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نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی حاجیان مجید اینجانب
منصف گری احاطه عدد برای کران هایی تعیین عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد راد جعفری نادر راهنمایی تحت ، ها گراف در
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
حاجیان مجید
١٣٩٧ آبان

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
v ∈ V (G) رأس هر هرگاه گوییم احاطه گر مجموعه ΁ی G گراف در را رئوس از D مجموعه
΁ی G گراف در منصف احاطه گر مجموعه ΁ی باشد. مجاور D از عضوی با یا باشد Dدر یا
ی΄سانͬ تعداد توسط نباشد S عضو که G از راس هر به طوری که است S احاطه گر مجموعه
اندازه با است برابر ،fd(G) گراف منصف احاطه گری عدد باشد. شده احاطه S اعضای از
پرداخته پارامتر این مطالعه به رساله این در .G گراف در منصف احاطه گر مجموعه کوچ΄ترین
از برخͬ سپس ͬ کنیم. م بیان را منصف احاطه گری عدد برای موجود کران های از برخͬ و
گراف های در منصف احاطه گری عدد برای جدیدی کران های و بخشیده بهبود را کران ها این
گراف هایی همچنین ͬ کنیم. م بیان خارجͬ ͹مسط گراف های و گراف ها کاکتوس ، تک دوری

ͬ کنیم. م مشخص را هستند دقیق جدید کران های در که

تک دوری، گراف های منصف، احاطه گر مجموعه های احاطه گر، مجموعه های کلیدی: کلمات
خارجͬ. ͹مسط گراف های گراف ها، کاکتوس

ک
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1 فصل
مقدمات و تعاریف

مقدمه ١ . ١
مجموعه های معرفͬ به گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم و گراف تعریف از پس فصل، این در
تعاریف ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را منصف احاطه گری مجموعه سپس ͬ پردازیم، م احاطه گری

است. [٢۶ ،١٣ ،۶] ͽمراج براساس گراف با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در شده ارائه

مقدماتͬ تعاریف ١ . ٢
V (G) متناهͬ مجموعه ی از است عبارت ،G = (V (G), E(G)) ساده ی ١ گراف .١ . ٢ . ١ تعریف
و راس٢ ،V (G) عضو هر .V (G) در متمایز اعضای از نامرتب دوتایی های از E(G) خانواده ی و
و ͬ شود م نامیده گراف مرتبه۴ ،|V (G)| راس ها، تعداد ͬ شود. م نامیده یال٣ ،E(G) عضو هر
m(G) با و ͬ شود م نامیده گراف اندازه۵ ،|E(G)| یال ها، تعداد ͬ شود. م داده نمایش n(G) با
اگر و کرده مشخص vu ∈ E(G) با را {v, u} ∈ E(G) مفهوم همچنین ͬ شود. م داده نمایش

١Graph
٢Vertex
٣Edge
۴Order
۵Size



مقدمات و تعاریف ٢
است. مجاور۶ u با v ͬ گوییم م e = vu ∈ E(G)

است ͽواق آن ها بر v که است G گراف یال های تعداد G گراف در v راس درجه٧ .١ . ٢ . ٢ تعریف
١٠را درجه میانگین و درجه٩ کمترین درجه٨، بیشترین ͬ دهیم. م نمایش degG(v) با را آن و
΁ی درجه ی تکرار تعداد بیشترین همچنین ͬ دهیم. م نشان d(G) و δ(G) ،∆(G) با ترتیب به

ͬ دهیم. م نشان rep(G) با و گوییم ١١گراف تکرار عدد را گراف درجات دنباله در راس
برگ١٣ ΁ی نباشد. مجاور دی·ری راس هیچ با که است راسͬ منفرد١٢ راس ΁ی .١ . ٢ . ٣ تعریف
پشتیبان١۴ رأس را باشد برگ رأس ΁ی همسای·ͬ در که رأسͬ است. ΁ی درجه ی از راسͬ
همسای·ͬ در برگ دو حداقل دارای هرگاه گوییم قوی١۵ پشتیبان را پشتیبان راس ΁ی ͬ نامیم. م
پشتیبان را باشد داشته برگ ΁ی دقیقا خود همسای·ͬ در که را پشتیبان راس ΁ی باشد. خود
با را آن پشتیبان رئوس مجموعه و L(G) با را G گراف برگ های مجموعه ی گوییم. ضعیف١۶

ͬ دهیم. م نشان S(G)

گراف زیر ،G[S] ،S توسط القایی١٧ زیرگراف ،V (G) از S مجموعه زیر هر برای .۴ . ١ . ٢ تعریف
رأس های از S زیرمجموعه ΁ی برای ͬ کند. م مشخص را S رئوس مجموعه با G از ماکسیمال

است. S رأس های حذف با G از آمده دست به گراف ،G \ S گراف G گراف
همسای·ͬ را باشند مجاور G گراف از v رأس با که G از رأس هایی مجموعه .۵ . ١ . ٢ تعریف
رئوس از S زیرمجموعه باز همسای·ͬ ͬ دهیم. م نمایش N(v) با را آن و نامیده v رأس باز١٨
N(v)∪ {v} ͬ دهیم. م نمایش N(S) با را آن و ͬ کنیم م تعریف ∪v∈SN(v) صورت به را G گراف
بسته همسای·ͬ همچنین ͬ دهیم. م نمایش N [v] با را آن و نامیده v رأس بسته١٩ همسای·ͬ را
نمایش N [S] با را آن و ͬ کنیم م تعریف N(S)∪ S صورت به را G گراف رئوس از S زیرمجموعه

ͬ دهیم. م
را e یال آن گاه u = v اگر باشد. آن یال ΁ی e = uv و گراف ΁ی G کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف

۶Adjacent
٧Degree
٨Maximum degree
٩Minimum degree

١٠Average degree
١١Repetition number
١٢Isolated vertex
١٣Leaf
١۴Support vertex
١۵Strong support
١۶Weak support
١٧Induced subgraph
١٨Open neighborhood
١٩Close neighborhood



٣ مقدماتͬ تعاریف
این باشد، داشته وجود یال چند G رأس های از زوج ΁ی بین که صورتͬ در گویند. طوقه٢٠ ΁ی
صورتͬ در گویند ساده٢٣ گراف را G گراف همچنین گویند. چندگانه٢٢ یا موازی٢١ را یال ها

نباشد. چندگانه یال و طوقه دارای که
متناهͬ دو هر E(G) و V (G) های مجموعه هرگاه گویند متناهͬ را G گراف .١ . ٢ . ٧ تعریف
سایر و بدیه٢۴ͬ گراف ΁ی را G گراف E(G) = ∅ و عضو ΁ی شامل فقط V (G) اگر باشند.

گویند. غیربدیه٢۵ͬ را گراف ها
داشته وجود یال ΁ی دقیقاً آن راس دو هر بین که است گرافͬ کامل٢۶، گراف .١ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ دهند. م نشان Kn با را ،n مرتبه از کامل گراف ΁ی باشد.
X مجموعه زیر دو به آن رأس های مجموعه که است گرافͬ دو بخش٢٧ͬ گراف .١ . ٢ . ٩ تعریف

باشد. Y در آن ها دی·ر سر و X در G یال های تمام سر ΁ی که شود، افراز چنان Y و
داده نشان G با که G گراف متمم٢٨ باشد. رأسͬ n گرافͬ G کنید فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
G در v و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (G) رأس های مجموعه با است گرافͬ ͬ شود، م

نباشند. مجاور G در اگر فقط و اگر هستند مجاور
به کرد رسم صفحه ΁ی در را آن ͬ توان م که است گرافͬ ٢٩͹مسط گراف .١ . ٢ . ١١ تعریف
آن رئوس تمام که مسطحͬ گراف کنند. ͽقط راس ها در تنها را ی΄دی·ر یال هایش که گونه ای

گوییم. خارج٣٠ͬ ͹مسط گراف را باشند خارجͬ وجه مرز روی
رأس ها از v٠, e١, v١, e٢, ..., ek, vk متناوب دنباله ΁ی ،k طول به گشت٣١ ΁ی .١ . ٢ . ١٢ تعریف
مسیر٣٢ ΁ی باشد. یال ΁ی ei = vivi−١ ،i = ١, ..., k هر ازای به به طوری که یال هاست، و
فهرست صورت به گراف ΁ی در را مسیر ΁ی باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتͬ
،i = ١, ..., n هر ازای به که طوری به ͬ گیریم، م نظر در v٠, v١, ..., vn متمایز رأس های از مرتبی
بسته ای گشت دور٣٣ ΁ی ͬ دهیم. م نشان Pn با را رأسͬ n مسیر ΁ی باشد. یال ΁ی ei = vi−١vi

٢٠Loop
٢١Parallel
٢٢Multi
٢٣Simple graph
٢۴Trivial graph
٢۵Nontrivial
٢۶Complete graph
٢٧Bipartite graph
٢٨Complement
٢٩Planar graph
٣٠Outerplanar graph
٣١Walk
٣٢Path
٣٣Cycle



مقدمات و تعاریف ۴
و هستند منطبق ی΄دی·ر بر انتهایی رأس و ابتدایی رأس آن در که است ΁ی حداقل طول به

ͬ دهیم. م نشان Cn با را رأسͬ n دور ΁ی نداریم. دی·ری تکراری رأس هیچ
باشند. برابر هم با رئوس تمام درجه هرگاه گوییم منتظم٣۴ گراف را G گراف .١ . ٢ . ١٣ تعریف

نامیم. k‐منتظم را گراف آنگاه باشد، k رئوس تمام درجه اگر
v و u متمایز رأس دو هر به ازای هرگاه ͬ شود م نامیده همبند٣۵ G گراف .١۴ . ١ . ٢ تعریف

گوییم. ناهمبند٣۶ را G صورت این غیر در باشد. موجود v به u از مسیری
΁ی در گویند. برش٣٧ͬ راس را شود ناهمبند گراف آن حذف با که راسͬ .١۵ . ١ . ٢ تعریف
گراف از بلوک٣٨ ΁ی را نباشد برشͬ راس دارای که ماکسیمال همبند گراف زیر ΁ی گراف،

گویند.
درختͬ ریشه دار۴٠ درخت ΁ی ͬ نامیم. م درخت٣٩ را دور فاقد و همبند گراف .١۶ . ١ . ٢ تعریف
نامیده درخت۴١ ریشه شده متمایز رأس باشد. شده متمایز رئوس بقیه از آن رأس ΁ی که است
Tv نماد با را v رأس در دار ریشه زیردرخت آن گاه باشد، ریشه دار درخت ΁ی T اگر شود. مͬ

است. u پدر۴٣ v و v فرزند۴٢ u گوییم u ∈ NTv(v) اگر ͬ دهیم. م نمایش
گرافͬ گویند. تک دوری۴۴ گراف را باشد دور ΁ی دقیقا شامل که همبند گراف .١ . ٢ . ١٧ تعریف

گویند. گراف۴۵ کاکتوس را نباشد مشترک یال دارای آن دور دو هیچ که
در n درجه رأس n,K١است. کامل دوبخشͬ گراف ،Sn

ستاره۴۶ از منظور .١ . ٢ . ١٨ تعریف
برگ غیر رأس دو دقیقا با درختͬ دوگانه۴٨ ستاره ΁ی ͬ شود. م نامیده مرکزی۴٧ رأس ستاره
با دوگانه ستاره ΁ی ͬ شوند. م نامیده دوگانه ستاره مرکزی رأس های نیز رأس دو این که است

ͬ دهیم. م نمایش Sm,n صورت به را n و m درجه از مرکزی رأس های
٣۴Regular graph
٣۵Connected
٣۶Disconnected
٣٧Cutvertex
٣٨Block
٣٩Tree
۴٠Rooted tree
۴١Root of the tree
۴٢Child
۴٣Father
۴۴Unicyclic graph
۴۵Cactus graph
۴۶Star
۴٧Central vertex
۴٨Double star



۵ مقدماتͬ تعاریف
شده القا زیرگراف که است رئوس از مجموعه ای گراف، ΁ی در خوشه۴٩ ΁ی .١ . ٢ . ١٩ تعریف
ͬ دهیم. م نشان ω(G) با را گراف ΁ی خوشه بزرگترین اندازه ی باشد. کامل گراف آن روی
΁ی را نباشد یالͬ هیچ شامل گراف در آن القایی گراف زیر که گراف رئوس از مجموعه زیر ΁ی
استقلال۵١ عدد را گراف مجموعه مستقل بزرگترین اندازه ی گوییم. گراف مستقل۵٠ مجموعه

ͬ دهیم. م نشان χ(G) با را گراف عددرنگ۵٢ͬ ͬ دهیم. م نمایش α(G) با و گویند
مسیر ترین کوتاه اندازه با برابر dG(v, u) ،G گراف در v و u رأس دو فاصله۵٣ .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
dG(v, u) = ͬ گوییم م آنگاه نباشد موجود v و u رأس دو بین مسیری هیچ اگر است. v و u بین

.∞
هر به برگ ΁ی افزودن از آمده بدست گراف باشد. گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف

ͬ دهیم. م نشان cor(G) با را آن و ͬ نامیم م G گراف تاج۵۴ را G رأس
باشد. فراگیر دور ΁ی دارای اگر گویند همیلتون۵۵ͬ را گراف ΁ی .١ . ٢ . ٢٢ تعریف

از یال هر برای هرگاه گوییم E(G) از راس۵۶ͬ پوشش ΁ی را S مجموعه ی .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
باشد. ͽواق آن روی S از راس ΁ی گراف،

راس ΁ی آن القایی گراف زیر هر هرگاه گویند گراف۵٧ k‐منحط را G گراف .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
راسͬ k + ١ خوشه ی ΁ی از که است گرافͬ k‐درخت ۵٨ ΁ی باشد. داشته k حداکثر درجه از
گراف، مجاور دو به دو راس k به دقیقا ͬ کنیم، م اضافه گراف به که راس هر و شده شروع

شود. متصل
گوییم بیرون‐منتظم۵٩ مجموعه ΁ی G گراف در را رئوس از Q مجموعه .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

باشیم داشته Q مجموعه از v و u راس دو هر برای هرگاه
. |N(u) ∩ V (G)−Q| = |N(v) ∩ V (G)−Q| > ٠

΁ی {v} که است ͹واض حال است v تنهای غیر راس دارای G آنگاه G ̸= Kn اگر به وضوح
مجموعه ΁ی دارای ناتهͬ گراف هر بنابراین است. G گراف برای بیرون‐منتظم مجموعه

۴٩Clique
۵٠Independent set
۵١Independence number
۵٢Chromatic number
۵٣Distance
۵۴Corona
۵۵Hamiltonian
۵۶Vertex cover
۵٧k-degenerate graphs
۵٨k-tree
۵٩ Out-regular



مقدمات و تعاریف ۶
رئوس تعداد با است برابر ،or(G) ،G گراف بیرون‐منتظم۶٠ عدد است. بیرون‐منتظم
΁ی .or(G) = ٠ آنگاه ،G = Kn اگر داد قرار طبق .G در بیرون‐منتظم مجموعه بزرگترین

میدهیم. نشان or(G)–مجموعه با را or(G) اندازه از بیرون‐منتظم مجموعه

هر برای هرگاه گوییم احاطه گر۶١ مجموعه ی ΁ی را S ⊆ V (G) مجموعه ی .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
تمام بین در احاطه گر مجموعه ی ΁ی اندازه ی کمترین .|NG(v) ∩ S| ≥ ١ ،v ∈ V (G) راس
داده نشان γ(G) با و نامیده G گراف عدداحاطه گری۶٢ را G گراف احاطه گر مجموعه های

ͬ شود. م گفته γ‐مجموعه ΁ی γ(G) اندازه ی با G احاطه گر مجموعه ی ΁ی به ͬ شود. م

برای هرگاه گوییم r‐احاطه گر۶٣ مجموعه ی ΁ی را S گر احاطه مجموعه ی .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
مجموعه ی ΁ی اندازه ی کمترین .|NG(v) ∩ S| ≥ r باشیم، داشته V (G) − S از v راس هر
G گراف r‐احاطه گری۶۴ عدد را G گراف r‐احاطه گر مجموعه های تمام بین در r‐احاطه گر

΁ی γr(G) اندازه ی با G r‐احاطه گر مجموعه ی ΁ی به ͬ شود. م داده نشان γr(G) با و نامیده
ͬ شود. م گفته γr‐مجموعه

نامیم k‐تایی۶۵ احاطه گر مجموعه ΁ی را G رئوس از D مجموعه ی زیر ΁ی .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
احاطه گر مجموعه ی ΁ی اندازه ی کمترین .v ∈ V (G) هر برای ،|NG[v] ∩ D| ≥ k هرگاه،
k‐تایی۶۶ احاطه گری عدد را G گراف k‐تایی احاطه گر مجموعه های تمام بین در k‐تایی

γ×k(G) مرتبه ی از مجموعه احاطه گرk‐تایی ΁ی ͬ دهیم. م نشان γ×k(G) با و نامیده G گراف
را k‐تایی احاطه گر مجموعه ΁ی k = ٢ که حالتͬ در نمامیم. γ×k(G)‐مجموعه ΁ی را
مجموعه ی ΁ی اندازه ی کمترین نامیم. DDS اختصار به دوگانه۶٧، احاطه گر مجموعه ΁ی
احاطه گری عدد را G گراف دوگانه ی احاطه گر مجموعه های تمام بین در دوگانه احاطه گر
مرتبه ی از دوگانه مجموعه احاطه گر ΁ی ͬ دهیم. م نشان γ×٢(G) با و نامیده G گراف دوگانه۶٨

نمامیم. (G)٢×γ‐مجموعه ΁ی را γ×٢(G)

برای هرگاه گوییم موثر۶٩ احاطه گر مجموعه ی ΁ی را S گر احاطه مجموعه ی .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
.|NG(v) ∩ S| = ١ باشیم داشته V (G) از v راس هر

۶٠Out-regular number
۶١Dominating set
۶٢Domination number
۶٣K-dominating set
۶۴K-domination number
۶۵k-tuple dominating set
۶۶k-tuple domination number
۶٧Double dominating set
۶٨Double domination number
۶٩Efficient dominating set



٧ مقدماتͬ تعاریف
هرگاه گوییم کامل٧٠ احاطه گر مجموعه ی ΁ی را S گر احاطه مجموعه ی .١ . ٢ . ٣٠ تعریف

.|NG(v) ∩ S| = ١ باشیم داشته V (G)− S از v راس هر برای هرگاه
‐kFD (مختصرا k‐احاطه گرمنصف٧١ مجموعه ΁ی k ≥ ١ صحیح عدد برای .١ . ٢ . ٣١ تعریف
این عضو که G از v راس هر برای به طوری که است مجموعه احاطه گر ΁ی G در مجموعه)
k‐احاطه گری منصف٧٢ عدد باشد. داشته احاطه گری مجموعه این در همسایه k دقیقا v نباشد مجموعه
΁ی .G گراف در k‐احاطه گرمنصف مجموعه کوچ΄ترین اندازه با است برابر ،fdk(G) ،G گراف

ͬ دهیم. م نشان fdk(G)–مجموعه با را fdk(G) اندازه از k‐احاطه گرمنصف مجموعه
k‐احاطه گرمنصف مجموعه ΁ی G در FD‐مجموعه) (مختصرا احاطه گرمنصف٧٣ مجموعه ΁ی
احاطه گرمنصف مجموعه ΁ی Sاحاطه گر مجموعه ΁ی بنابراین است. k ≥ ١ صحیح عدد ΁ی برای
توسط نبود S عضو که G از راس هر آنگاه بود، V (G) مخالف S اگر اینکه یا S = V (G) اگر است
باشیم داشته u, v ∈ G(V )−S هر برای اینکه یعنͬ این و شود احاطه S اعضای از ی΄سانͬ تعداد
تنها غیر راسͬ v اگر که است ͹واض کاملا G ̸= Kn گراف برای . |N(u)∩S| = |N(v)∩S| > ٠
΁ی دارای ناتهͬ گراف هر بنابراین است. احاطه گرمنصف مجموعه ΁ی V (G)− v باشد G در
احاطه گری منصف٧۴ عدد است. گراف مرتبه از کمتر اکیدا اندازه از مجموعه احاطه گرمنصف
طبق .G گراف در مجموعه احاطه گرمنصف کوچ΄ترین اندازه با است برابر ،fd(G) ،G گراف
بنابراین ͬ کنیم. م تعریف fd(G) = n را منصف احاطه گری عدد آنگاه ،G = Kn اگر داد قرار
از احاطه گرمنصف مجموعه ΁ی . fd(G) = min{fdk(G)} آنگاه باشد ناتهͬ گراف ΁ی G اگر

ͬ دهیم. م نشان fd(G)–مجموعه با را fd(G) اندازه

٧٠Perfect dominating set
٧١K-fair dominating
٧٢K-fair domination number
٧٣Fair dominating set
٧۴Fair domination number





2 فصل
عدد برای موجود های کران برخͬ

منصف گری احاطه

مقدمه ٢ . ١
سال در [١٣] نویسندگان دی·ر و کارو١ توسط بار اولین برای احاطه گر منصف مجموعه های
مجموعه ی کوچ΄ترین اندازه ی که را منصف احاطه گری عدد ایشان همچنین شدند. معرفͬ ٢٠١٢
بیان همچنین پرداختند. پارامتر این بررسͬ به ایشان کردند. معرفͬ را است احاطه گر منصف
مجموعه های قبیل از گراف مختلف پرامتر های با نزدی΄ͬ ارتباط پارامتر این که است شده
احاطه گر مجموعه های منتظم، بیرون مجموعه های k‐احاطه گر مجموعه های کامل، احاطه گر
گسترش به ͬ تواند م پارامتر این بررسͬ شد گفته که چه آن به توجه با دارد. وجود غیره و موثر
کران های فصل این در ͬ پردازیم. م پارامتر این بررسͬ به رساله این در کند. زیادی ΁کم علم
بخش در ابتدا ͬ کنیم. م بیان را گراف ها از برخͬ در منصف عدداحاطه گری مورد در موجود
بالای کران های ٢ . ٣ بخش در سپس کنیم، مͬ بیان را مشاهدات و اولیه نتایج ی΄سری ٢ . ٢
۴ . ٢ بخش در آن از پس ͬ کنیم، م بیان را گراف ها در منصف احاطه گری عدد مورد در موجود
این ادامه ی در ͬ کنیم. م بیان را درخت ها در منصف عدداحاطه گری مورد در موجود نتایج
خاص، گراف های از برخͬ برای را پارامتر این مورد در موجود کران های ۵ . ٢ بخش در فصل

١Yair Caro



منصف گری احاطه عدد برای موجود های کران برخͬ ١٠
بیان را غیره و k‐درخت ها یال، بیشترین با خارجͬ ͹مسط گراف های منتظم، گراف های چون

ͬ کنیم. م بیان را نوردهاوس گادوم٢ کران های ۶ . ٢ بخش در آخر در و ͬ کنیم. م

مشاهدات و اولیه نتایج ٢ . ٢
و کارو است، مجموعه احاطه گر ΁ی منصف مجموعه احاطه گر هر که آن جایی از ابتدا، در

کردند. بیان را زیر مشاهده ی [١٣] در هم΄اران
است. برقرار زیر نتایج آنگاه باشد، n مرتبه از گراف G کنید فرض [١٣] .٢ . ٢ . ١ مشاهده

.γ(G) ≤ fd(G) (١)
.G = Kn اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ،fd(G) ≤ n (٢)

آنگاه باشد S موثر احاطه گر مجموعه ΁ی دارای G اگر که باشید داشته توجه
.fd(G) ≤ fd١(G) ≤ |S| = γ(G)

بیان را زیر مشاهده ی [١٣] در هم΄اران دی·ر و کارو ٢ . ٢ . ١ مشاهده ی طبق دراین صورت
کرده اند.

آنگاه، باشد موثر مجموعه احاطه گر ΁ی دارای G اگر [١٣] .٢ . ٢ . ٢ مشاهده
.fd(G) = fd١(G) = γ(G)

ͬ کنیم. م بیان را زیر مشاهده ی ادامه در
.fd(G) = γ(G) آنگاه G ∈ {Pn,Kn, km,n} اگر ،m,n ≥ ١ برای [١٣] .٢ . ٢ . ٣ مشاهده
،n ≥ ۵ و (٣ پیمانه (به n ≡ ٢ برای جز به fd(Cn) = γ(G) داریم n ≥ ٣ برای همچنین

.fd(G) = γ(G) + ١ حالت این در که

بالا کران های ٢ . ٣
به توجه با گراف ها در عدد احاطه گری منصف برای بالایی کران [١٣] در هم΄اران ودی·ر کارو

کردند. بیان گراف مرتبه ی
و fd(G) ≤ n− ٢ آنگاه باشد، δ(G) ≥ ١ با n ≥ ٣ مرتبه ی از گرافͬ G اگر [١٣] .٢ . ٣ . ١ قضیه

است. دسترسͬ قابل کران این
است. شده ارائه هستند دقیق آنها برای فوق قضیه کران در که H = Hn گراف های [١٣] در
V (H) = X ∪ Y کنید فرض است: زیر صورت به ٢n مرتبه ی از H = Hn گراف n ≥ ٣ برای

٢Nordhaus–Gaddum



١١ بالا کران های
است، متصل ،i ≥ j برای ،yj راس به xi راس و Y = {y١, ..., yn} و X = {x١, ..., xn} آن در که

است. متصل xj به xi راس i, j > ١ برای و است مستقل مجموعه ΁ی Y همچنین
درجات میانگین رنگͬ، عدد مرتبه، برحسب منصف احاطه گری عدد برای کران هایی حال

داریم. زیر قضیه دو به نیاز کار این برای ͬ کنیم. م بیان گراف درجه کمترین و بیشترین و

داریم، n مرتبه ی از گراف هر برای [٣٧ ،١١] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
.α(G) ≥

∑
v∈V (G)

١
١ + degG(v)

≥ n

d(G) + ١
آنگاه، باشد، n مرتبه ی از گرافͬ G اگر [١٢] .٢ . ٣ . ١ لم

.rep(G) ≥ n

٢d(G)− ٢δ(G) + ١
ͬ کنیم. م بیان را است منتظم گراف های مورد که زیر قضیه ی حال

است. برقرار زیر نتایج آنگاه باشد n مرتبه ی از گرافͬ G اگر [١٣] .٢ . ٣ . ٣ قضیه
.fd(G) ≤ n− n/(d(G) + ١)∆(G) آنگاه، δ(G) ≥ ١ و n ≥ ٢ اگر (١)

.fd(G) ≤ n− n/(٢d(G)− ٢δ(G) + ١)χ(G) (٢)
.fd(G) ≤ rn/(r + ١) آنگاه باشد، r‐منتظم گراف ΁ی G اگر ،r ≥ ٣ برای (٣)

با fd(G)‐مجموعه کردن پیدا مسئله باشد منتظم گراف ΁ی G وقتͬ باشید داشته توجه
دراین صورت است. برابر G گراف برای بدیهͬ) (غیر منتظم گراف زیر بزرگترین کردن پیدا
زیر قضیه دارد. [١] منتظم گراف زیر بزرگترین کردن پیدا مسئله با مستقیم ارتباط بالا قضیه

ͬ کند. م ΁کم مسئله این حل برای نیز

برای آنگاه باشد، n مرتبه ی از r‐منتظم گراف ΁ی G اگر ،r ≥ ١ برای [١٣] .۴ . ٢ . ٣ قضیه
.fd(G) ≤ n− c logn داریم c > ٠

دقیق کران این برای گراف هایی چه دقیقا اینکه اما fd(G) ≤ n− ٢ ،٢ . ٣ . ١ قضیه ی طبق
این در که گراف هایی برای لازم شرط ΁ی که زیر قضیه ی است. باز مسئله ی ΁ی هنوز هستند

است. شده بیان باشند دقیق کران

،fd(G) = n−٢ که طوری به باشد n ≥ ۶ مرتبه ی از همبندی گراف G اگر [١٣] .۵ . ٢ . ٣ قضیه
.٢ ≤ rep(G) ≤ ۴ آنگاه

است، شده گرفته نظر در ۶ از بزرگتر گراف مرتبه ی فوق قضیه در که باشید داشته توجه
طرفͬ از rep(G) = ۵ و بوده ۵ گراف مرتبه G = C۵ برای زیرا است، ضروری فرض این و

.fd(G) = ٣ = n− ٢



منصف گری احاطه عدد برای موجود های کران برخͬ ١٢

درخت ها ۴ . ٢
ͬ کنیم. م بیان است آمده [١٣] در که را زیر مشاهده بخش این ابتدای در

گراف قوی پشتیبان رئوس تمام شامل گراف ΁ی از ١FD‐مجموعه هر [١٣] .١ . ۴ . ٢ مشاهده
است.

درخت ها در عدد احاطه گری منصف برای را زیر قضیه ی [١٣] در نویسندگان دی·ر و کارو
کرده اند. بیان

رخ تساوی و fd١(T ) ≤ n/٢ آنگاه باشد n ≥ ٢ مرتبه از درختͬ T اگر [١٣] .١ . ۴ . ٢ قضیه
باشد. درخت ΁ی از تاجͬ T اگر تنها و اگر ͬ دهد م

γ٢(T ) ≥ ⌈(n+ داریم n مرتبه از درخت هر برای که دادند نشان مقاله نویسندگان [٢۴] در
در ١ . ۴ . ٢ قضیه ی به توجه با است k‐احاطه گر ΁ی kFD‐مجموعه هر چون طرفͬ از .٢/(١⌉
هر درخت ΁ی در که ͬ شود م داده نشان مشاهده این در است. شده بیان زیر مشاهده ی [١٣]

است. ١FD‐مجموعه ΁ی FD‐مجموعه

است. ١FD‐مجموعه ΁ی FD‐مجموعه هر درخت ΁ی در .٢ . ۴ . ٢ مشاهده
فوق مشاهده ی است، احاطه گرکامل مجموعه ΁ی ١FD‐مجموعه هر اینکه به باتوجه
مورد در نتیجه این شود بیان احاطه گری منصف عدد درباره ی نتیجه ای هر که ͬ دهد م نشان

است. صادق نیز کامل احاطه گر مجموعه ΁ی
ͬ کنیم. م بیان را است آمده [١٣] در که زیر مشاهده ی ادامه در

.fd(G) ≤ n− l آنگاه باشد، برگ l با n مرتبه ی از درختͬ T اگر [١٣] .٣ . ۴ . ٢ مشاهده
را هستند دقیق فوق قضیه کران در که گراف هایی تمام نویسندگان دی·ر و کارو [١٣] در
H به طوری که باشد T درخت از درختͬ زیر H کنید فرض کار این برای نموده اند. مشخص
H صورت این در ،x ∈ V \ V (H) هر برای N(x) ∩ SH = ∅ و H ̸= T باشد، درختͬ از تاج ΁ی

داریم. را زیر قضیه ی حال گوییم. T از ویژه زیر درخت‐تاج ΁ی را
زیر نتایج آنگاه باشد. برگ l با n ≥ ٣ مرتبه ی از درختͬ T کنید فرض [١٣] .٢ . ۴ . ٢ قضیه

هستند: معادل
.fd(T ) = n− l (١)

است راسͬ پوشش ΁ی D طوری که به ،D fd(T‐مجموعه ی ) ΁ی دارد وجود (٢)
نیست. ویژه زیر درخت‐تاج هیچ شامل T درخت (٣)



١٣ k‐درخت ها خارجͬ، ͹مسط گراف های

k‐درخت ها خارجͬ، ͹مسط گراف های ۵ . ٢
مورد یال بیشترین با خارجͬ ͹مسط گراف های در را احاطه گری منصف عدد ابتدا بخش این در
΁ی منتظم برون عدد مورد در که را زیر مشاهده ی ابتدا کار این برای ͬ دهیم. م قرار بررسͬ

ͬ کینم. م بیان را است گراف
و or(G) ≥ ٠ دراین صورت باشد، n مرتبه ی از گرافͬ G کنید فرض [١٣] .١ . ۵ . ٢ مشاهده

.G = Kn اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی
احاطه گری منصف عدد و گراف بیرون‐منتظم عدد بین ارتباط که را زیر قضیه ی ادامه در

ͬ کنیم. م بیان را است گراف
.fd(G) + or(G) = n ،n مرتبه ی از G گراف هر برای [١٣] .١ . ۵ . ٢ قضیه

͹مسط های گراف در احاطه گری منصف عدد برای بالا کران ΁ی بالا قضیه ی به توجه با حال
این برای ͬ کنیم. م بیان است آمده [١٣] در که ، MOP اختصار به یال، بیشترین با خارجͬ

ͬ کنیم. م بیان را زیر لم ابتدا کار
تش΄یل القایی گراف زیر آنگاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه ی از گراف MOP ΁ی G اگر [١٣] .١ . ۵ . ٢ لم

است. دوبخشͬ گراف ΁ی گراف ٣ درجه از رئوس از شده
کنیم. بیان را زیر قضیه ی ͬ توانیم م حال

.fd(G) < ١٧n/١٩ آنگاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه ی از گراف MOP ΁ی G اگر [١٣] .٢ . ۵ . ٢ قضیه
ی΄سان درجه ی دارای که گراف ΁ی در مستقل مجموعه های به مقاله نویسندگان ،[١٠] در
αreg(G) با را مستقل‐منتظم مجموعه های چنین ΁ی از اندازه بیشترین پرداخته اند. هستند

که است ͹واض آنگاه باشد δ(G) ≥ ١ و باشد n مرتبه از G گراف اگر ͬ دهیم. م نشان
.αreg + fd(G) ≤ n

شده بیان αreg(G) برای [١٠] در که نتایجͬ و نامساوی این به توجه با مقاله نویسندگان [٢٧] در
خارجͬ ͹مسط ،͹مسط گراف های در منصف احاطه گری عدد برای جدیدی کران های است

ͬ آوریم. م ادامه در که کرده اند بیان k‐درخت ها و یال بابیشترین
باشد، n ≥ ۵ مرتبه ی از فرد، دور های از غیر همبند، ͹مسط گراف G اگر [٢٧] .٣ . ۵ . ٢ قضیه

آنگاه:
fd(G) ≤ ۶٣

۶۵n آنگاه δ = ١ اگر (١)
fd(G) ≤ ١١٧

١٢١n آنگاه δ = ٢ اگر (٢)
fd(G) ≤ ٢۵

٢۶n آنگاه δ = ٣ اگر (٣)



منصف گری احاطه عدد برای موجود های کران برخͬ ١۴
fd(G) ≤ ١٩

٢٠n آنگاه δ = ۴ اگر (۴)
fd(G) ≤ ١١

١٢n آنگاه δ = ۵ اگر (۵)

ͬ کند. م ارائه بهتری کران زیر قضیه یال بیشترین با ͹مسط های گراف برای
آنگاه: باشد، n ≥ ۵ مرتبه ی از ماکسیمال، یال همبند ͹مسط گراف G اگر [٢٧] .۴ . ۵ . ٢ قضیه

fd(G) ≤ ۵٨
۶١n آنگاه δ = ٣ اگر (١)

fd(G) ≤ ١٧
١٨n آنگاه δ = ۴ اگر (٢)

fd(G) ≤ ١١
١٢n آنگاه δ = ۵ اگر (٣)

دارد. وجود مجموعه احاطه گرمنصف برای زیر کران خارجͬ ͹مسط گراف های برای
آنگاه: باشد، n ≥ ۴ مرتبه ی از همبند خارجͬ ͹مسط گراف G اگر [٢٧] .۵ . ۵ . ٢ قضیه

fd(G) ≤ ١٢
١٣n آنگاه باشد فرد دور های از غیر G اگر (١)

fd(G) ≤ ١٧
١٩n آنگاه باشد یال بیشترین با G اگر (٢)

دارید. وجود عدداحاطه گری منصف برای زیر کران گراف ها، k‐منحط برای
به طوری که باشد فرد، دور های از غیر همبند، گراف k‐منحط ΁ی G اگر [٢٧] .۶ . ۵ . ٢ قضیه

آنگاه: باشد، n ≥ k + ٢
fd(G) ≤ ٣٧k٢ + ٢٧k − ٢٢ + δ(−١٢δ + ١٢ + (٢δ٢ − ٣δ + ١−(١)

٣٧k٢ + ٢٧k − ١٠ + δ(−١٢δ + ١٢ + (٢δ٢ − ٣δ + ١−(١) n آنگاه δ > k اگر (١)
fd(G) ≤ ٢k٢ + ٣k − ٢

٢k٢ + ٣k − ١n آنگاه δ = k اگر (٢)
ͬ کنیم. م بیان را دارد وجود k‐درخت ها مورد در که زیر قضیه ی آخر در و

داریم آنگاه باشد، k‐درخت ΁ی G اگر [٢٧] .٧ . ۵ . ٢ قضیه
fd(G) ≤ ۴٨k٣ − ١۶k٨√٢k − ٧ + ١٣٢k٢ − ١٢۴k + ٨√١٣k − ٧ + ٣٨

۴٨k٣ − ١۶k٨√٢k − ٧ + ١٣٢k٢ − ١٠٠k + ٨√١٣k − ٧ + ٣٨ n

نوردهاوس گادوم کران های ۶ . ٢
ͬ کنیم. م ارائه را است شده بیان [١٣] در که را گادوم نوردهاوس کران های بخش این در

آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [١٣] .١ . ۶ . ٢ قضیه
است. دسترسͬ قابل کران این و ٣ ≤ fd(G) + fd(G) ≤ ٢n− ۴ آنگاه ،n ≥ ۵ اگر (١)
است. دسترسͬ قابل کران این و ٢ ≤ fd(G).fd(G) ≤ (n− ٢(٢ آنگاه ،n ≥ ۴ اگر (٢)



3 فصل
ها درخت در منصف گری احاطه عدد

قابل درخت ها تاج برای فقط کران این و است fd(T ) ≤ n/٢،n مرتبه از T درخت هر برای
ͬ کنیم. م بیان را است fd(T ) = ⌊n/٢⌋ که T درخت های تمام فصل این در است[١٣]. دسترسͬ
بخش در سپس و ͬ کنیم م معرفͬ را درخت ها از خانواده ای ٣ . ١ بخش در ابتدا کار این برای
(n− ٢/(١ با برابر احاطه گری منصف عدد درخت ها از خانواده این برای که ͬ دهیم م نشان ٣ . ٢

ͬ کنیم. م بیان را فصل این اصلͬ قضیه ٣ . ٣ بخش در آخر در است.

T درخت های خانواده ی ٣ . ١
در ابتدا هدف این برای ͬ سازیم. م بازگشتͬ صورت به را درخت ها از خانوادهایی بخش این در
همچنین و باشد دو درجه داری که T درخت از v راس به فصل این در که باشید داشته نظر

ͬ گوییم. م درخت ویژه ی راس ،N [v] ∩ S(T ) = ∅

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را درخت ها از F٣ و F٢ ،F١ خانواده ی سه ادامه برای حال
مرتبه ی از T٠ درخت ،cor(T٠) تاج از که باشند T درخت های تمام خانواده F١ کنید فرض •

ͬ آیند. م بدست cor(T٠) از برگͬ به اتصال و برگ ΁ی کردن اضافه با ٢ حداقل
از T٠ درخت ،cor(T٠) تاج از که باشند T درخت های تمام خانواده ی F٢ کنید فرض •
cor(T٠) از برگͬ به P٣ از برگ ΁ی اتصال و P٣ مسیر ΁ی کردن اضافه با دو حداقل مرتبه

ͬ آیند. م بدست



ها درخت در منصف گری احاطه عدد ١۶
اضافه با T٠ درخت ،cor(T٠) تاج از که باشند T درخت های تمام خانواده ی F٣ کنید فرض •

ͬ آیند. م بدست cor(T٠) از پشتیبانͬ راس به برگ ΁ی کردن
استفاده با زیر صورت به را درخت ها از خانواده هایی خود هدف به رسیدن برای ادامه در حال

ͬ سازیم. م F٣ و F٢ و F١ خانواده های از
از ،T١, T٢, ..., Tk = T دنباله ی از که باشند T درخت های تمام خانواده ی T١ کنید فرض •
i = ١,٢,٣, ..., k − ١ برای آنگاه k ≥ ٢ اگر و T١ ∈ F١ به طوری که آید، دست به درخت ها

شود. ساخته O١ عمل·ر با Ti درخت از Ti+١ درخت
از Ti+١ درخت آنگاه باشد. deg(v) ≥ ٢ با Ti درخت از راسͬ v کنید فرض : O١ عمل·ر •

ͬ آید. م بدست v راس به P٢ از برگͬ اتصال و P٢ مسیر کردن اضافه با Ti درخت
از ،T١, T٢, ..., Tk = T دنباله ی از که باشد T درخت های تمام خانواده ی T٢ کنید فرض •
i = ١,٢,٣, ..., k− ١ برای آنگاه ،k ≥ ٢ واگر T١ ∈ F٢ به طوری که آید، دست به درخت ها
ساخته Ti درخت ویژه غیر راس ΁ی روی O١ عمل·ر اعمال با Ti درخت از Ti+١ درخت

شود.
از ،T١, T٢, ..., Tk = T دنباله ی از که باشد T درخت های تمام خانواده ی T٣ کنید فرض •
i = ١,٢,٣, ..., k− ١ برای آنگاه ،k ≥ ٢ واگر T١ ∈ F٣ به طوری که آید، دست به درخت ها

شود. ساخته O٢ عمل·ر یا O١ عمل·ر اعمال با Ti درخت از Ti+١ درخت
اضافه با Ti درخت از Ti+١ درخت آنگاه باشد. Ti درخت از برگͬ v کنید فرض : O٢ عمل·ر •

ͬ آید. م بدست v راس به برگ دو کردن
T = ∪٣

i=١Ti کنید فرض •
به ͬ شود م نتیجه سادگͬ به فوق خانواده های تعریف از که زیر مشاهده ی با را بخش این

ͬ بریم. م پایان
است. فرد مرتبه از T ∈ T درخت هر (١) .٣ . ١ . ١ مشاهده

آنگاه باشد، n مرتبه از درختͬ T ∈ T١ اگر (٢)
.|S(T )| = |L(T )| = (n− ٢/(١ و |V (T )− (L(T ) ∪ S(T ))| = ١

آنگاه .NT١(v) = {v١, v٢} و T١ ∈ F٢ درخت از ویژه راس ΁ی v کنید فرض (٣)
V (T١)− (S(T١) ∪ L(T١)) = {v١, v٢, v٣}

اعمال با T١, T٢, ..., Tk دنباله ی از که باشد n مرتبه از درختͬ Tk ∈ T٢ اگر دی·ر طرفͬ از
و است Tk برای ی΄تا درخت ویژه ی راس ΁ی v آنگاه باشد، شده ساخته O١ عمل·ر

. |S(T )| = |L(T )| = (n− ٢/(٣ همچنین ،V (Tk)− (S(Tk) ∪ L(Tk)) = {v١, v٢, v٣}
. |L(T )| = (n+ ٢/(١ آنگاه باشد، n مرتبه از درختͬ T ∈ T٣ اگر (۴)



١٧ T خانواده درخت های مورد در نتایجͬ

T خانواده درخت های مورد در نتایجͬ ٣ . ٢
ͬ کنیم. م شروع T١ خانواده ی مورد در زیر لم با را بخش این

.fd١(T ) = (n− ٢/(١ آنگاه باشد، n مرتبه از درختͬ T ∈ T١ اگر .٣ . ٢ . ١ لم
|S(T )| = داریم ،(٢) ٣ . ١ . ١ مشاهده ی از باشد. n مرتبه از درختͬ T ∈ T١ کنید فرض برهان.
n چون ١ . ۴ . ٢ قضیه ی به باتوجه حال .|S(T )| ≤ fd١(T ) ،١ . ۴ . ٢ مشاهده طبق و (n − ٢/(١

. fd١(T ) = (n− ٢/(١ این بنابر . fd١(T ) ≤ (n− ٢/(١ است فرد

.fd١(T ) = (n− ٢/(١ آنگاه باشد، T٢ خانواده ی از درختͬ T اگر که ͬ کنیم م بیان زیر لم در
.fd١(T ) = (n− ٢/(١ آنگاه باشد n مرتبه ی از درختͬ T ∈ T٢ اگر .٣ . ٢ . ٢ لم

از ،T١, T٢, ..., Tk = T دنباله ی از T آنگاه باشد، n مرتبه ی از درختͬ T ∈ T٢ کنید فرض برهان.
درخت ،i = ١,٢,٣, ..., k−١ برای آنگاه ،k ≥ ٢ واگر T١ ∈ F٢ به طوری که آمده دست به درخت ها
حال است. شده ساخته Ti درخت ویژه غیر راس ΁ی روی O١ عمل·ر اعمال با Ti درخت از Ti+١
.k = ١ کنید فرض استقرا اول گام برای ͬ دهیم. م انجام k روی استقرا از استفاده با را اثبات
برای حال .fd١(T١) ≤ (n − ٢/(١ ١ . ۴ . ٢ قضیه ی طبق است فرد n چون .T١ ∈ F٢ بنابراین
fd١(T١) < (n−١)/٢ کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده خلف برهان از fd١(T١) = (n−١)/٢ اثبات
کنید فرض . |S| ≤ (n − ٢/(٣ بنابراین باشد. (T١)fd١‐مجموعه ΁ی S کنید فرض حال .
P٣ = x١x٢x٣ مسیر کردن اضافه با دو، حداقل مرتبه ی با T ′ درخت ،cor(T ′) تاج، از T١ درخت
وضوح به .x٣ ∈ S کنید فرض باشد. آمده بدست است cor(T ′) از برگͬ x آن در که ،xx١ یال و
و T ′′ = T − {x٢, x٣} برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ = S − {x٣} درنتیجه .S ∩ {x١, x٢} = ∅

درنتیجه T ′′ ∈ F١ چون حال .|S′| ≤ (n(T ′′)−٢/(٣ بنابراین است. |S′| ≤ (n−۵)/٢ همچنین
آنگاه ،x١ ∈ S اگر حال .x٢ ∈ S درنتیجه x٣ /∈ S بنابراین است. ٣ . ٢ . ١ لم با تناقض ΁ی این
مانند T ′′ ∈ F١ چون حال است. T ′′ = T −{x٢, x٣} برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ = S−{x٢}

است. ٣ . ٢ . ١ لم با تناقض ΁ی این قبل
و است cor(T ′) برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ = S − {x٢} درنتیجه .x١ /∈ S بنابراین
نتیجه این است. ١ . ۴ . ٢ قضیه ی با تناقض ΁ی این که |S′| ≤ (n(cor(T ′)) − ٢/(٢ درنتیجه
که کنید فرض حال ͬ شود. م ثابت استقرا اول گام بنابراین .fd١(T١) = (n− ٢/(١ که ͬ دهد م

.T = Tk کنید فرض حال باشد. برقرار ح΄م ٢ ≤ k′ < k برای
x١x٢ کنید فرض ͬ آید. م بدست O١ عمل·ر اعمال با Tk−١ درخت از T درخت به وضوح
degTk−١(y) ≥ ٢ آن در که باشد شده متصل y ∈ V (Tk−١) راس به x١ و باشد مسیر ΁ی
١ . ۴ . ٢ قضیه طبق است فرد n چون اکنون باشد. Tk−١ ویژه غیر راس ΁ی y همچنین و
کنید فرض خلف برهان به .fd١(Tk) = (n−١)/٢ که ͬ دهیم م نشان حال .fd١(T ) ≤ (n−١)/٢



ها درخت در منصف گری احاطه عدد ١٨
دراین باشد. (Tk)fd١‐مجموعه ΁ی Sk که کنید فرض دراین صورت .fd١(Tk) < (n−١)/٢ که
.z١, z٢ ∈ NTk−١(z) و باشد Tk−١ درخت از ویژه راس ΁ی z کنید فرض .|Sk| ≤ (n−٣)/٢ صورت

داریم ،(٣) ٣ . ١ . ١ مشاهده ی طبق
V (Tk−١)− (S(Tk−١) ∪ L(Tk−١)) = {z, z١, z٢}

Sk−١ = Sk − {x٢} دراین صورت .S ∩ {x١, y} = ∅ آنگاه x٢ ∈ Sk اگر .y /∈ {z١, z٢} کنید فرض
این که بوده |Sk−١| ≤ (n(Tk−١)−٣)/همچنین٢ و است Tk−١ درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی
پشتیبان راس ΁ی y چون .x١ ∈ Sk درنتیجه x٢ /∈ Sk بنابراین است. استقرا فرض با تناقض ΁ی
برای ١FD‐مجموعه ΁ی Sk−١ = Sk−{x١} بنابراین . y ∈ Sk به وضوح درخت١−Tkاست برای
استقرا فرض با تناقض ΁ی این که بوده |Sk−١| ≤ (n(Tk−١)−٣)/٢ همچنین و است Tk−١ درخت
فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون .y ∈ {z١, z٢} که گرفت نتیجه ͬ توان م دراینصورت است.
΁ی Sk−١ = Sk − {x٢} درنتیجه .S ∩ {x١, x٢} = ∅ آنگاه x٢ ∈ Sk اگر .y = z١ که کنید
این که بوده |Sk−١| ≤ (n(Tk−١) − ٢/(٣ همچنین و است Tk−١ درخت برای ١FD‐مجموعه

مانند آنگاه ،z١ ∈ Sk اگر .x١ ∈ Sk لذا x٢ /∈ Sk درنتیجه است. استقرا فرض با تناقض ΁ی
که باشید داشته توجه .z١ /∈ Sk دراینصورت آید. مͬ بدست استقرا فرض با تناقض ΁ی قبل
u ∈ NTk−١(z١)∩S(Tk−١) کنید فرض .NTk−١(z١)∩S(Tk−١) ̸= ∅ به وضوح .NTk−١(z١)∩Sk = ∅

باشید داشته توجه .u١ ∈ Sk به وضوح باشد. u راس به متصل برگ u١ کنید فرض همچنین و
Tk−١−{z١} از Tمولفه ای ∗ کنید فرض است. درخت ΁ی از تاج ΁ی Tk−١−{z١} مولفه ی هر که
است. درخت ΁ی از تاجͬ T ∗ که باشید داشته توجه بنابراین باشد. u راس شامل که باشد
های برگ تمام شامل فقط Sk ∩ V (T ∗) که ب·یریم نتیجه ͬ توانیم م u /∈ Sk چون دراینصورت

آنگاه ،T ∗ ̸= P٢ اگر است. T ∗ درخت
Sk−١ = (Sk − L(T ∗)) ∪ S(T ∗)− {x١}

این که ،|Sk−١| ≤ (n(Tk−١) − ٢/(٣ همچنین و بوده Tk−١ درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی
دراینصورت .T ∗ = P٢ بنابراین است. استقرا فرض با تناقض ΁ی

Sk−١ = (Sk − {u١}) ∪ {u} − {x١}

این که ،|Sk−١| ≤ (n(Tk−١) − ٢/(٣ همچنین و بوده Tk−١ درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی
.fd١(Tk) = (n− ٢/(١ درنتیجه است. استقرا فرض با تناقض ΁ی

مندیم. نیاز زیر لم بیان به ادامه در
درجه از رئوس تمام شامل T درخت در ١FD‐مجموعه هر آنگاه ،T ∈ T٣ اگر .٣ . ٢ . ٣ لم

است. T درخت در دو حداقل



١٩ T خانواده درخت های مورد در نتایجͬ
بدست درخت ها از ،T١, T٢, ..., Tk = T دنباله ی از T درخت آنگاه ،T ∈ T٣ کنید فرض برهان.
درخت از Ti+١ درخت i = ١,٢,٣, ..., k− ١ برای آنگاه k ≥ ٢ اگر و T١ ∈ F٣ که صورتͬ به آمده،
ͬ دهیم. م انجام k روی استقرا با را اثبات ͬ آید. م بدست O٢ یا O١ عمل·رهای از ی΄ͬ اعمال با Ti

.k = ١ کنید فرض استقرا اول گام برای
کنید فرض حال است. T درخت از ١FD‐مجموعه هر مجموعه ی زیر S(T١) به وضوح
T درخت به وضوح .T = Tk کنید فرض حال باشد. برقرار ٢ ≤ k′ < k برای مسئله ح΄م
΁ی S کنید فرض است. آمده بدست O٢ یا O١ های عمل·ر از ی΄ͬ اعمال با Tk−١ درخت از
اعمال با Tk−١ درخت از T درخت کنید فرض ابتدا باشد. T درخت برای ١FD‐مجموعه

که ،y ∈ V (Tk−١) راس به x١ و بوده مسیر ΁ی x١x٢ کنید فرض باشد. آمده بدست O١ عمل·ر
،x١ ̸∈ S اگر .{x١, x٢} ∩ S ̸= ∅ که باشید داشته توجه باشد. شده متصل ،degTk−١(y) ≥ ٢
که است Tk−١ درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی S − {x٢} نتیجه در .y ̸∈ S و x٢ ∈ S آنگاه
.x١ ∈ S کنید فرض بنابراین است. استقرا فرض با تناقض ΁ی این که ͬ باشد، نم y راس شامل
فرض نیست. پشتیبان راس ΁ی y به وضوح .NTk

(y) ∩ S = ∅ اینصورت در .y ̸∈ S کنید فرض
صورت این در است. y١ راس شامل که باشد Tk−١ − y از مولفه ای T ′ و ،y١ ∈ NTk−١(y) کنید
این که ͬ باشد نم y راس شامل که است Tk−١ برای ١FD‐مجموعه ΁ی (S−{x١, x٢})∪V (T ′)

١FD‐مجموعه ΁ی S − {x١, x٢} به وضوح .y ∈ S بنابراین است. استقرا فرض با تناقض ΁ی
حداقل درجه از رئوس تمام شامل S−{x١, x٢} استقرا فرض به توجه با است. Tk−١ درخت برای
Tk درخت از دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S نتیجه در ͬ باشد. م Tk−١ درخت از دو

است.
فرض باشد. آمده بدست O٢ عمل·ر اعمال با Tk−١ درخت از Tk درخت کنید فرض حال
به x٢ و x١ برگ دو کردن اضافه با Tk−١ درخت از Tk درخت و باشد Tk−١ درخت از برگͬ x کنید
١FD‐مجموعه ΁ی S دراینصورت .x ∈ S ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. آمده بدست x راس
از دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S استقرا فرض به باتوجه است. Tk−١ درخت برای

است. Tk درخت از دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S درنتیجه است. Tk−١ درخت

داریم. را زیر نتیجه فوق لم به توجه با حال
آنگاه باشد n مرتبه ی از درختͬ T ∈ T٣ اگر .٣ . ٢ . ١ نتیجه

است. T)fd١‐مجموعه ) ی΄تا V (T )− L(T ) (١)
.fd١(T ) = (n− ٢/(١ (٢)

بیان را زیر لم فوق نتیجه همچنین و ٣ . ٢ . ٢ و ٣ . ٢ . ١ لم های به باتوجه بخش این پایان در
می΄نیم.

.fd١(T ) = (n− ٢/(١ آنگاه باشد، n مرتبه ی از درختͬ T ∈ T اگر .۴ . ٣ . ٢ لم
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درخت ها برای اصلͬ قضیه ٣ . ٣
داریم. نیاز زیر لم دو به ابتدا کار این برای ͬ کنیم. م بیان را فصل این اصلͬ قضیه بخش این در
پشتیبان راس هر آنگاه باشد fd١(T ) = (n−١)/٢ با n مرتبه ی از درختͬ T اگر .٣ . ٣ . ١ مشاهده

است. متصل برگ دو به حداکثر T قوی
΁ی S کنید فرض باشد. fd١(T ) = (n − ٢/(١ و n مرتبه ی از درختͬ T کنید فرض برهان.
حداقل به v راس کنید فرض خلف برهان به .v ∈ S(T ) کنید فرض باشد. T)fd١‐مجموعه )
کنیم فرض ͬ توانیم م درنتیجه v ∈ S ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. متصل v٣ و v٢ ،v١ برگ سه
برای ١FD‐مجموعه ΁ی S درنتیجه .T ′ = T − {v١} کنید فرض .S ∩ {v١, v٢, v٣} = ∅ که
T)fd١‐مجموعه ′) هر ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق است. (n−١)/٢ = n(T ′)/٢ مرتبه ی از T ′ درخت
١ . ۴ . ٢ قضیه ی با تناقض ΁ی این است، T)fd١‐مجموعه ′) ΁ی S درنتیجه است v راس شامل

نیست. درختͬ هیچ تاج T ′ چون است،

هر شامل که T)fd١‐مجموعه ) ΁ی دارد وجود آنگاه ،i = ١,٢ برای ،T ∈ Ti اگر .٣ . ٣ . ١ لم
باشد. T درخت از برگ

،(٢) ٣ . ١ . ١ مشاهده ی طبق باشد. n مرتبه ی از درخت ΁ی T ∈ T١ کنید فرض برهان.
مولفه هر به وضوح .u ∈ V (T ) − (L(T ) ∪ S(T )) کنید فرض .|V (T ) − (L(T ) ∪ S(T ))| = ١
T − {u} از مولفه ΁ی ،k ≥ ٢ برای ،H١, ..., Hk کنید فرض است. درخت ΁ی تاج T − {u} از
آن در که است Hj درخت از برگͬ v آنگاه باشد. T درخت از راس ΁ی v کنید فرض حال باشد.
S(Hi)∪(L(T )−L(Hi)) آنگاه ،Hi ̸= P٢ اگر .i ∈ {١,٢, ..., k}−{j} کنید فرض .j ∈ {١,٢, ..., k}
مجموعه ی ،٣ . ٢ . ١ لم طبق است. (n − ٢/(١ مرتبه ی از T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی
فرض صورت دراین است. v راس شامل که بوده T)fd١‐مجموعه ) ΁ی S(Hi)∪(L(T )−L(Hi))

١FD‐مجموعه ΁ی {y} ∪ (L(T )−{x}) بنابراین .y ∈ NT (u) آن در که ،Hi = P٢ = xy کنید
S(Hi)∪(L(T )−L(Hi)) مجموعه ی ،٣ . ٢ . ١ لم طبق است. (n−١)/٢ مرتبه ی از T درخت برای

است. v راس شامل که بوده T)fd١‐مجموعه ) ΁ی
درخت ویژه راس ΁ی u کنید فرض باشد. n مرتبه از درخت ΁ی T ∈ T٢ کنید فرض حال
(n− ٢/(١ مرتبه ی از T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی L(T ) ∪ {u} آنگاه باشد. T درخت از

داریم ،(٣)٣ . ١ . ١ مشاهده ی طبق است. T درخت برگ های تمام شامل که بوده
‐fd١(T ) ΁ی ،L(T ) ∪ {u} داریم ٣ . ٢ . ٢ لم طبق صورت این در .|L(T ) ∪ {u}| = (n − ٢/(١

است. مجموعه

کنیم. بیان را زیر قضیه ͬ توانیم م حال



٢١ درخت ها برای اصلͬ قضیه
.T ∈ T اگر تنها و اگر fd١(T ) = (n−١)/٢ آنگاه باشد n مرتبه ی از درختͬ T اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه

نشان باشد، fd١(T ) = (n − ٢/(١ با n ≥ ٢ مرتبه ی از درختͬ T کنید فرض ابتدا برهان.
برای ͬ دهیم. م انجام n روی استقرا با را اثبات است. فرد n به وضوح .T ∈ T که ͬ دهیم م
برای که کنید فرض صورت این در .T = P٣ ∈ F٣ ⊆ T٣ آنگاه ،n = ٣ اگر استقرا اول گام
T درخت حال باشد. برقرار ح΄م fd١(T ′) = (n′ − ٢/(١ با n′ < n مرتبه ی از T ′ درخت های
که ،v٠v١...vd مسیر از v٠ برگ برحسب را T درخت ͬ گیریم. م نظر در را n ≥ ۵ مرتبه ی با
اگر باشد. داشته را مقدار بیشترین deg(vd−١) به طوری که ͬ کنیم م دار ریشه ،d = diam(T )

این در است. تناقض ΁ی این ،fd١(T ) = ١ ̸= (n−١)/٢ چون است. ستاره ΁ی T آنگاه ،d = ٢
.fd١(T ) = ٢ به وضوح است. دوگانه ستاره ΁ی T درنتیجه d = ٣ کنید فرض .d ≥ ٣ صورت
کلیت، از کاستن بدون .{deg(v١), deg(v٢)} = {٢,٣} که داریم fd١(T ) = (n − ٢/(١ چون
راس ΁ی به برگ ΁ی کردن اضافه با cor(P٢) از T درخت آنگاه ،deg(v٢) = ٣ که کنید فرض
ͬ کنیم م فرض ادامه در صورت دراین .T ∈ F٣ درنتیجه است، شده ساخته cor(P٢) از پشتیبان

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت چند degT (vd−١) به باتوجه ادامه در .d ≥ ۴ که
طبق .T ′ = T − Tvd−٢ کنید فرض .degT (vd−٢) = ٢ کنید فرض .d ≥ ۴ :١ حالت
΁ی S′ کنید فرض .fd١(T ′) < n(T ′)/٢ کنید فرض .fd١(T ′) ≤ n(T ′)/٢ ،١ . ۴ . ٢ قضیه ی
T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd} آنگاه ،vd−٣ ∈ S′ اگر باشد. T)fd١‐مجموعه ′)

بنابراین است. T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} آنگاه ،vd−٣ ̸∈ S′ اگر و است
تناقض ΁ی این که ،fd١(T ) < n(T ′)/٢ + ١ = (n − ٢/(١ همچنین و fd١(T ) ≤ fd١(T ′) + ١
است. درخت ΁ی از تاجͬ T ′ ،١ . ۴ . ٢ قضیه ی طبق .fd١(T ′) = n(T ′)/٢ درنتیجه است.
است، T ′ درخت از برگͬ vd−٣ آنگاه ،degT (vd−٣) = ٢ اگر .T ′ = cor(T ′١) که کنید فرض
ساخته xx١ یال و P٣ = x١x٢x٣ مسیر کردن اضافه با T ′ = cor(T ′١) درخت از T درخت درنتیجه
کنید فرض بنابراین .T ∈ F٢ درنتیجه است. T ′ درخت از برگ ΁ی x آن در که است، شده
΁ی از تاجͬ T ′ = cor(T ′١) چون نیست. T ′ درخت از برگͬ vd−٣ دراینصورت .degT (vd−٣) ≥ ٣
فرض است. درخت ΁ی از تاجͬ نیز T − vd درخت که ب·یریم نتیجه ͬ توانیم م است درخت
برگͬ به برگ ΁ی کردن اضافه با cor(T ′′١ ) درخت از T درخت درنتیجه .T − vd = cor(T ′′١ ) کنید

.T ∈ F١ درنتیجه است، آمده بدست cor(T ′′١ ) درخت از
قضیه ی طبق .T ′ = T − Tvd−١ کنید فرض .degT (vd−٢) ≥ ٣ که کنید فرض ادامه در
.fd١(T ′) ≤ (n(T ′)− ٢/(١ داریم است فرد n چون نتیجه در fd١(T ′) ≤ n(T ′)/٢ داریم ،١ . ۴ . ٢
T)fd١‐مجموعه ′) ΁ی S′ کنید فرض .fd١(T ′) < (n(T ′)−٢/(١ که کنید فرض خلف برهان به

باشد.
vd−٢ /∈ S′ اگر و است T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′∪{vd−١} آنگاه ،vd−٢ ∈ S′ اگر
و ،fd١(T ) ≤ fd١(T ′) + ١ درنتیجه است. T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd} آنگاه

است. تناقض ΁ی این که ،fd١(T ) < (n(T ′)− ٢/(١ + ١ = (n− ٢/(١ همچنین



ها درخت در منصف گری احاطه عدد ٢٢
vd−٢ به وضوح .T ′ ∈ T استقرا فرض طبق حال .fd١(T ′) = (n(T ′)− ٢/(١ که دادیم نشان
عمل·ر اعمال با T ′ درخت از T درخت درنتیجه نیست. T ′ درخت برای درخت ویژه راس ΁ی

.T ∈ T درنتیجه است. شده ساخته O١
کنید فرض حال .deg(vd−١) = ٣ ،٣ . ٣ . ١ مشاهده ی طبق .degT (vd−١) ≥ ٣ حالت٢:
fd١(T ′) ≤ ،١ . ۴ . ٢ قضیه ی طبق .T ′ = T −{x, vd} کنید فرض باشد. vd−١ فرزند دی·ر x ̸= vd

که کنید فرض خلف برهان به .fd١(T ′) ≤ (n(T ′)− ٢/(١ داریم است فرد n چون و n(T ′)/٢
S′ آنگاه vd−١ ∈ S′ اگر باشد. T)fd١‐مجموعه ′) ΁ی S′ کنید فرض .fd١(T ′) < (n(T ′)− ٢/(١
١FD‐مجموعه ΁ی S′∪{vd−١} آنگاه vd−١ ̸∈ S′ اگر است، T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی
fd١(T ) < (n(T ′)−١+٢/(١ = همچنین و fd١(T ) ≤ fd١(T ′)+١ درنتیجه است. T درخت برای
استقرا فرض طبق .fd١(T ′) = (n(T ′) − ٢/(١ درنتیجه است. تناقض ΁ی این که ،(n − ٢/(١
.T ′ ∈ T٣ درنتیجه .T ′ /∈ ∪٢

i=١Ti داریم ،٣ . ٣ . ١ لم طبق fd١(T ) = fd١(T ′) + ١ چون .T ′ ∈ T

.T ∈ T که ͬ دهد م نتیجه این و است شده ساخته O٢ عمل·ر اعمال با T ′ درخت از T بنابراین
است. برقرار نیز قضیه برگشت ۴ . ٣ . ٢ لم طبق

را فصل این اصلͬ نتیجه ͬ توانیم م ١ . ۴ . ٢ قضیه ی همچنین و ٣ . ٣ . ١ قضیه به باتوجه حال
کنیم. بیان

از تاج ΁ی T اگر تنها و اگر fd(T ) = ⌊n/٢⌋ آنگاه باشد n مرتبه از درختͬ T اگر .٣ . ٣ . ١ نتیجه
.T ∈ T یا باشد درختͬ



4 فصل
های گراف در احاطه گری منصف عدد

دوری تک
بخش در ͬ پردازیم. م تک دوری گراف های در منصف احاطه گری عدد بررسͬ به فصل این در
برای کرانͬ ٢ . ۴ بخش در ͬ کنیم. م بیان درخت ها در منصف عدد احاطه گری از نتیجه چند ١ . ۴
G١ خانواده ی ٣ . ۴ بخش در ͬ کنیم. م ارائه دوری تک گراف های در منصف احاطه گری عدد
در G١ خانواده ی که ͬ دهیم م نشان ۴ . ۴ بخش در ͬ کنیم. م معرفͬ را تک دوری گراف های از
بیان را فصل این اصلͬ قضیه ۵ . ۴ بخش در انتها در است. دقیق تک دوری گراف های کران

ͬ کنیم. م

درخت ها در منصف احاطه گری عدد از نتایجͬ ١ . ۴
بیان را است آمده [١٣] در که نویسندگان دی·ر و کارو از مشاهده ای بخش این ابتدای در

است. درخت ها در منصف احاطه گری عدد مورد در مشاهده این ͬ کنیم. م
را V (T ) آنگاه باشد n مرتبه از و بوده درخت ΁ی از تاجͬ T درخت اگر [١٣] .١ . ١ . ۴ مشاهده

کرد. افراز fd(T‐مجموعه ) دو به ͬ توان م
داریم. درخت ها درمورد زیر لم به نیاز ادامه در
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است. برقرار زیر نتایج n مرتبه از T درخت از v راس هر برای .١ . ١ . ۴ لم

n/٢ حداکثر مرتبه از T درخت از ١FD‐مجموعه ΁ی عضو v راس آنگاه باشد، زوج n اگر (١)
است.

(n−١)/٢ حداکثر مرتبه از T درخت از ١FD‐مجموعه ΁ی عضو v یا آنگاه باشد، فرد n اگر (٢)
طوری به (n− ٢/(١ حداکثر مرتبه از T − v برای ١FD‐مجموعه ΁ی دارد وجود اینکه یا است

ͬ کند. نم احاطه را v راس که
برای ͬ دهیم. م انجام n روی استقرا با را اثبات باشد. n مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
تمام برای ح΄م کنید فرض است. برقرار ح΄م وضوح به باشد n ≤ ٣ اگر استقرا، اول گام
باشد. n مرتبه ی از T درخت کنید فرض حال باشد. برقرار n′ < n مرتبه ی از T ′ درخت های
مرتبه از مولفه های ، k ≥ ٠ ،H١, H٢, ..., Hk کنید فرض باشد. T درخت از راسͬ v کنید فرض
.k + k′ ≥ ١ آن در که باشند T − v فرد مرتبه ی از مولفه های ،k′ ≥ ٠ ،H ′١,H ′٢, ..., H ′

k′ و زوج
صورت دراین .|H ′

i| = n′
i و |Hi| = ni کنید فرض

k∑
i=١

ni +

k′∑
j=١

n′
j = n− ١.

کنید فرض j = ١,٢, ..., k′ برای و vi ∈ NT (v) ∩Hi کنید فرض ،i = ١,٢, ..., k برای
.v′j ∈ NT (v) ∩H ′

j

‐١FD ΁ی عضو vi استقرا، فرض طبق ،١ ≤ i ≤ k برای باشد. زوج n کنید فرض ابتدا
استقرا، فرض طبق ،١ ≤ i ≤ k′ برای طرفͬ از است. ni/٢ حداکثر مرتبه ی از Hi در مجموعه
H ′

i برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′
i کنید فرض ͬ کند. م صدق H ′

i در v′i راس برای قسمت(٢)
بنابراین کند. صدق (٢) قسمت در که باشد

S =

k∪
i=١

Si

k′∪
j=١

S′
j ∪ {v}

دراین صورت است. T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی

|S| ≤
k∑

i=١
ni/٢ +

k′∑
j=١

(n′
j − ٢/(١ + ١

=

∑k
i=١ ni +

∑k′

j=١ n′
j − k′

٢ + ١
= (n− ١ − k′)/٢ + ١.

.k′ ≥ ١ آنگاه است زوج n چون که کنید توجه
١ ≤ i ≤ k برای .k′ ≥ ٢ نتیجه در .k′ ≥ ١ کنید فرض باشد. فرد n کنید فرض ادامه در
است. ni/٢ حداکثر مرتبه ی از Hi برای Si ١FD‐مجموعه ی ΁ی عضو vi استقرا، فرض طبق



٢۵ درخت ها در منصف احاطه گری عدد از نتایجͬ
برقرار H ′

i در v′i راس برای ح΄م قسمت(٢) استقرا، فرض طبق ،١ ≤ i ≤ k′ برای طرفͬ از
ح΄م قسمت(٢) در که طوری به باشد، H ′

i برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′
i کنید فرض است.

قبل مانند بنابراین کند. صدق

S =
k∪

i=١
Si

k′∪
j=١

S′
j ∪ {v}

قسمت از ،k′ ≥ ٢ چون است. برقرار ح΄م (١) قسمت و است T درخت در ١FD‐مجموعه ΁ی
درخت ،١ ≤ i ≤ k برای کنید فرض .k′ = ٠ کنید فرض ادامه در .k′ ≥ ٢ داریم ح΄م (١)
١ ≤ i ≤ k برای ١ . ١ . ۴ مشاهده ی طبق که باشید داشته توجه باشد. درخت ΁ی از تاجͬ Hi

΁ی S =
∪k

i=١ Fi این صورت در .vi /∈ Fi که صورتͬ به Fi (Hi)fd١‐مجموعه ی ΁ی دارد وجود
.|S| = (n − ٢/(١ و ͬ کند نم احاطه را v راس که طوری به است T − v برای ١FD‐مجموعه

بدون نباشد. درخت ΁ی از تاجͬ T − v از مولفه ΁ی حداقل که کرد فرض ͬ توان م درنتیجه
هیچ از تاجͬ H١,H٢, ..., Hl درخت های ١ ≤ l ≤ k برای کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن
΁ی باشد داشته وجود کنید فرض باشند. درخت تاج Hl+١, Hl+٢, ..., Hk و نباشند درخت
کنید فرض باشد. (Hj)fd١‐مجموعه ΁ی عضو vj که طوری به ،١ ≤ j ≤ l برای ،Hj مولفه ی
Hj درخت چون ١ . ۴ . ٢ قضیه ی طبق باشد. vj راس شامل (Hj)fd١‐مجموعه ی همان D

استقرا فرض طبق .|D| ≤ nj/٢ − ١ درنتیجه .|D| < nj/٢ داریم نیست، درخت هیچ از تاجͬ
برای ͬ کند. م صدق ح΄م (١) قسمت در Hi درخت درنتیجه i ̸= j داریم، ١ ≤ i ≤ k برای
قسمت در که طوری به باشد، Hi در ١FD‐مجموعه ΁ی Si کنید فرض ،i ̸= j ،١ ≤ i ≤ k

این صورت در کند. صدق ح΄م (١)

S =

k∪
i=١,i̸=j

Si ∪D ∪ {v}

که باشید داشته توجه است. T درخت برای ١FD‐مجموعه ΁ی

|S| ≤
k∑

i=١,i ̸=j

(ni)/٢ + |D|+ ١ ≤
k∑

i=١,i ̸=j

(ni)/٢ + nj/٢ − ١ + ١ = (n− ٢/(١

vj که طوری به ،١ ≤ j ≤ l برای ،Hj مولفه هیچ باشد نداشته وجود کنید فرض حال
(Hj)fd١‐مجموعه ΁ی ١ ≤ j ≤ l برای Dj کنید فرض باشد. (Hj)fd١‐مجموعه ΁ی عضو
برای vj ̸∈ Dj به وضوح .١ ≤ j ≤ l برای ،|Dj | < nj/٢ داریم ١ . ۴ . ٢ قضیه ی طبق باشد.
دارد وجود ،١ . ١ . ۴ مشاهده ی طبق ،l + ١ ≤ j ≤ k برای باشید داشته توجه .١ ≤ j ≤ l

΁ی S =
∪l

i=١ Di
∪k

j=l+١ Dj در این صورت .vj /∈ Fj که به طوری Fj (Hj)fd١‐مجموعه ی ΁ی
.|S| ≤ (n− ٢/(١ و ͬ کند نم احاطه را v راس به طوری که است T − v برای ١FD‐مجموعه
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پایان به ͬ آید م بدست راحتͬ به فوق لم (٢) بخش از که زیر نتیجه ی با را بخش این

ͬ رسانیم. م
΁ی عضو T درخت از پشتیبان راس هر آنگاه باشد n فرد مرتبه از T درخت اگر .١ . ١ . ۴ نتیجه

است. (n− ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از T درخت در ١FD‐مجموعه

تک دوری گراف های در احاطه گری منصف عدد برای کران ٢ . ۴
ͬ کنیم. م بیان تک دوری گراف های در احاطه گری منصف عدد برای بالا کران ΁ی بخش این در

آنگاه باشد n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G گراف اگر .٢ . ١ . ۴ قضیه
. fd١(G) ≤ (n+ ٢/(١

نشان n روی استقرا با باشد. n مرتبه از تک دوری گراف ΁ی G گراف کنید فرض برهان.
درنتیجه n = ٣ کنید فرض استقرا، اول گام برای .fd١(G) ≤ (n+ ٢/(١ که ͬ دهیم م

n′ < n مرتبه ی از تک دوری گراف های تمام برای ح΄م کنید فرض .fd١(C٣) = ١ ≤ (n+ ٢/(١
ͬ گیریم. م نظر در را n ≥ ۴ مرتبه ی از G تک دوری گراف ادامه در باشد. برقرار

٢ . ٢ . ٣ مشاهده طبق آنگاه G = C اگر باشد. G گراف دور C = u١, u٢, .., uk, u١ کنید فرض
گراف از برگͬ vd کنید فرض .G ̸= C کنید فرض درنتیجه .fd١(G) ≤ (n(G) + ٢/(١ داریم
مسیر ترین کوتاه v٠v١...vd کنید فرض باشد. مقدار بیشترین از d(vd, C) که طوری به باشد G

باشد. vd و v٠ ∈ C بین
.G′ = G − {vd, vd−١} کنید فرض .degG(vd−١) = ٢ کنید فرض .d ≥ ٢ کنید فرض
‐fd١(G′) ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١ = (n − ٢/(١ استقرا فرض طبق
G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ ∪ {vd−١} آنگاه vd−٢ ∈ S′ اگر باشد. مجموعه
درنتیجه است. G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ ∪ {vd} آنگاه vd−٢ /∈ S′اگر است،

.fd١(G) ≤ (n− ٢/(١ + ١ = (n+ ٢/(١
راس برگ های تمام حذف با G گراف از G′ کنید فرض .degG(vd−١) ≥ ٣ کنید فرض حال
S′ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١ ≤ (n − ٢/(١ استقرا فرض طبق آید. بدست vd−١
برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ ∪ {vd−١} آنگاه vd−١ ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی
١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ ∪ {vd−١} آنگاه .vd−٢ ∈ S′ درنتیجه vd−١ /∈ S′اگر است، G گراف

.fd١(G) ≤ (n− ٢/(١ + ١ = (n+ ٢/(١ درنتیجه است. G گراف برای
C دور رئوس تمام آنگاه ١ ≤ i ≤ k برای deg(ui) ≥ ٣ اگر .d = ١ کنید فرض ادامه در
مرتبه ی از G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی V (C) این صورت در هستند. پشتیبان راس ΁ی
فرض .i ∈ {١,٢, ..., k} از بعضͬ برای deg(ui) = ٢ کنید فرض دراین صورت است. n/٢ حداکثر
.degG(uj+١) ≥ ٣ و degG(uj) = ٢ که طوری به باشند C دور از متوالͬ راس دو uj+١ و uj کنید



٢٧ تک دوری گراف های G١ خانواده ی
نتیجه ی۴ . ١ . ١ طبق است. درخت ΁ی G− uj+١uj صورت این در باشد. فرد n کنید فرض
است. (n − ٢/(١ مرتبه ی از G − uj+١uj درخت در S ١FD‐مجموعه ی ΁ی عضو uj+١ راس
S آنگاه uj ∈ S اگر .S ∩ {uj , uj−١} ̸= ∅ آنگاه است، G − uj+١uj درخت از برگͬ uj چون
کنید فرض نتیجه در است. (n − ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی
مرتبه ی از G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S ∪ {uj} و uj−١ ∈ S این صورت در .uj /∈ S

است. (n− ٢/(١ + ١ = (n+ حداکثر٢/(١
نتیجه ی۴ . ١ . ١ طبق ب·یرید. نظر در را G−uj درخت حال باشد. زوج n کنید فرض ادامه در
است. (n−٢)/٢ حداکثر مرتبه ی از G−uj درخت از S ١FD‐مجموعه ی ΁ی عضو uj+١ راس
است. (n − ٢/(٢ حداکثر مرتبه ی از G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S آنگاه uj−١ /∈ S اگر
از G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S ∪ {uj} صورت این در .uj−١ ∈ S کنید فرض نتیجه در

−n)است. ٢/(٢ + ١ = n/٢ حداکثر مرتبه ی

تک دوری گراف های G١ خانواده ی ٣ . ۴
راس ΁ی را C دور روی دو درجه از راس هر ،C دور با G تک دوری گراف ΁ی برای فصل این در

گوییم. G گراف از دور ویژه ی
ابتدا کار این برای ͬ کنیم. م تعریف را تک دوری گراف های از G١ خانواده ی بخش این در

ب·یرید. نظر در را است آمده زیر در آن تعریف که C١ خانوداه ی
(k ≥ ٣) Ck دور ΁ی ،cor(Ck) تاج، از که باشد G گراف های تمام خانواده ی C١ کنید فرض •

باشد. آمده بدست cor(Ck) از برگ ΁ی دقیقا حذف با
G١, G٢, ..., Gk = دنباله ی از که باشد G تک دوری گراف های تمام خانواده ی G١ کنید فرض •
برای آنگاه k ≥ ٢ اگر و ،G١ ∈ C١ که طوری به ͬ شود، م ساخته تک دوری گراف های از G

آید. بدست O٢ یا O١ عمل·ر های از ی΄ͬ با Gi گراف از Gi+١ گراف i = ١,٢, ..., k − ١
به باشد، deg(v) ≥ ٢ درجه ی با Gi تک دوری گراف از راسͬ v کنید فرض :O١ عمل·ر •
با Gi گراف از Gi+١ گراف این صورت در نباشد. Gi گراف از دور ویژه ی راس v که طوری

شود. ساخته v راس به P٢ از برگ ΁ی اتصال و P٢ مسیر کردن اضافه
از Gi+١ گراف صورت دراین باشد. Gi گراف تک دوری از برگͬ v کنید فرض :O٢ عمل·ر •

شود. ساخته v راس به برگ دو کردن اضافه با Gi گراف
ͬ آید. م بدست G١ خانواده ی تعریف از سادگͬ به زیر مشاهده ی

است. دور ویژه ی راس ΁ی دقیقا دارای G ∈ G١ گراف هر (١) .٣ . ١ . ۴ مشاهده
|L(G)| = (n− ٢/(١ آنگاه باشد، n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G ∈ G١ اگر (٢)
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G١ خانواده ی مورد در نتایجͬ ۴ . ۴
حداقل درجه از رئوس تمام شامل G گراف در ١FD‐مجموعه هر آنگاه ،G ∈ G١ اگر .١ . ۴ . ۴ لم

است. G گراف در دو
تک دوری گراف های از ،G١, G٢, ..., Gk = G دنباله ی از G درنتیجه .G ∈ G١ کنید فرض برهان.
گراف i = ١,٢, ..., k − ١ برای آنگاه ،k ≥ ٢ اگر و ،G١ ∈ C که طوری به است، آمده بدست
گراف دور تک C کنید فرض ͬ شود. م ساخته O٢ یا O١ عمل·ر های از ی΄ͬ با Gi گراف از Gi+١
.k = ١ کنید فرض استقرا، از اول گام برای ͬ دهیم. م انجام k روی استقرا با را اثبات باشد. G
فرض است. G گراف برای ١FD‐مجموعه ها تمام مجموعه ی زیر V (G١) − L(G١) وضوح به
وضوح به .G = Gk کنید فرض صورت دراین باشد. برقرار ٢ ≤ k′ < k برای مسئله ح΄م کنید
کنید فرض است. آمده بدست O٢ یا O١ عمل·ر های از ی΄ͬ از استفاده با Gk−١ گراف از G گراف

باشد. G گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S
فرض باشد. شده ساخته O١ عمل·ر بردن ب΄ار با Gk−١ گراف از G گراف کنید فرض ابتدا

آن در که باشد، شده متصل y ∈ V (Gk−١) راس به x١ و بوده مسیر ΁ی x١x٢ کنید
که دید ͬ توان م راحتͬ به نباشد. Gk−١ گراف از دور ویژه ی راس ΁ی y و degGk−١(y) ≥ ٢
‐١FD ΁ی S − {x٢} دراین صورت .y ̸∈ S و x٢ ∈ S آنگاه x١ ̸∈ S اگر .{x١, x٢} ∩ S ̸= ∅

است. استقرا فرض با تناقض ΁ی این و نیست ،y راس شامل که بوده ،Gk−١ گراف برای مجموعه

.NGk−١(y) ∩ S = ∅ درنتیجه .y ̸∈ S کنید فرض .x١ ∈ S که کرد فرض ͬ توان م دراین صورت
به طوری که است، G′ مولفه ی دارای Gk−١ − y به وضوح نیست. پشتیبان راس ΁ی y وضوح به
΁ی (S−{x١, x٢})∪V (G′) درنتیجه .y١ ∈ NGk−١(y)∩V (G′) کنید فرض .V (G′)∩V (C) = ∅

فرض با تناقض ΁ی این که نیست، y راس شامل که بوده Gk−١ گراف برای ١FD‐مجموعه

گراف برای ١FD‐مجموعه ΁ی S − {x١, x٢} وضوح به .y ∈ S صورت این در است. استقرا
درجه دارای Gk−١ گراف از رئوس تمام شامل S − {x١, x٢} استقرا، فرض طبق است. Gk−١

است. Gk گراف در دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S صورت این در است. دو حداقل
باشد. آمده بدست O٢ عمل·ر بردن ب΄ار با Gk−١ گراف از Gk گراف کنید فرض ادامه در
آنها اتصال و x٢ و x١ راس دو کردن اضافه با Gk گراف و بوده Gk−١ گراف از برگͬ x کنید فرض
‐١FD ΁ی S صورت این در .x ∈ S داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. آمده بدست x راس با
در دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S استقرا فرض طبق است. Gk−١ گراف برای مجموعه
است. Gk گراف در دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل ،S صورت این در است. Gk−١ گراف

ͬ آوریم. م بدست را زیر نتیجه ی ٣ . ١ . ۵ لم و (٢)٣ . ١ . ۴ مشاهده ی به توجه با
ی΄تا V (G) − L(G) آنگاه باشد، n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G ∈ G١ اگر .١ . ۴ . ۴ نتیجه

است. (G)fd١‐مجموعه
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در منصف احاطه گری عدد مورد در اصلͬ قضیه ی ۵ . ۴
دوری تک گراف های

ͬ کنیم. م شروع زیر مشاهده ی با را بخش این
باشد. fd١(G) = (n+١)/٢ با n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ۵ . ۴ مشاهده

است. برگ دو حداکثر دارای G در پشتیبان راس هر آنگاه
به وضوح باشد. fd١(G) = (n+١)/٢ با n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
به حداقل ،v که باشد گونه ای به ،v پشتیبان راس ΁ی دارای G کنید فرض است. فرد n

داریم، ٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق .G′ = G − v١ کنید فرض باشد. متصل v٣ و v٢ ،v١ برگ سه
فرض .fd١(G′) ≤ (n − ٢/(١ است، فرد n چون درنتیجه ، fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١ = n/٢
΁ی S نتیجه در ،v ∈ s داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S کنید

است. تناقض ΁ی این که است، G در ١FD‐مجموعه

آنگاه باشد، n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G گراف اگر .١ . ۵ . ۴ قضیه
.G ∈ G١ یا G = C۵ اگر تنها و اگر fd١(G) = (n+ ٢/(١

به وضوح باشد. fd١(G) = (n+١)/٢ با n مرتبه ی از تک دوری گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
برای .G ∈ G١ که ͬ دهیم م نشان n روی استقرا با حال .G ̸= C۵ کنید فرض است. فرد n

فرض .fd١(C٣) = ١ ̸= (٣ + ٢/(١ چون ،n ̸= ٣ که باشید داشته توجه استقرا، اول گام
فرض درنتیجه .fd١(G) = ٢ < ٣ آنگاه باشد، ۴ مرتبه ی از G گراف دور اگر .n = ۵ کنید
برگ ΁ی حذف از G که ببینیم ͬ توانیم م این صورت در باشد. ٣ مرتبه ی از ،G گراف دور کنید
تمام برای ح΄م کنید فرض حال .G ∈ G١ صورت این در است. آمده بدست cor(C٣) گراف
کنید فرض باشد. برقرار fd١(G′) = (n′ + ٢/(١ با n′ < n مرتبه ی از G′ تک دوری گراف های
vd کنید فرض .G ̸= C داریم ٢ . ٢ . ٣ مشاهده طبق باشد. G گراف دور C = u١, u٢, .., uk, u١
کمترین از deg(vd−١) و باشد، مم΄ن اندازه ی بیشترین از d(vd, C) به طوری که باشد، G از راسͬ
کوتاه ترین ،v٠v١...vd کنید فرض باشد. مم΄ن مقدار بیشترین از deg(v٠) و باشد، مم΄ن مقدار

باشد. vd به v٠ ∈ C از مم΄ن مسیر
کنید فرض .degG(vd−٢) = ٢ کنید فرض .degG(vd−١) = ٢ کنید فرض .d ≥ ٣ حالت١:
،fd١(G′) ≤ (n(G′)+١)/٢ = (n−٢)/٢ داریم ،٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق .G′ = G−{vd−٢, vd−١, vd}
باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض است. فرد n چون ،fd١(G′) ≤ (n−٣)/٢ درنتیجه
این و ،|S| ≤ (n−١)/٢ و است G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′∪{vd} آنگاه ،vd−٣ ∈ S′ اگر
‐١FD ΁ی S = S′ ∪{vd−١} این صورت در .vd−٣ /∈ S′ کنید فرض درنتیجه است. تناقض ΁ی
.degG(vd−٢) ≥ ٣ این صورت در است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ (n−١)/٢ و است G برای مجموعه



دوری تک های گراف در احاطه گری منصف عدد ٣٠
فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′)+ ٢/(١ داریم ٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق .G′ = G−{vd−١, vd} کنید فرض
S = S′∪{vd−١} درنتیجه .vd−٣ /∈ S′ کنید فرض دراین صورت .fd١(G′) < (n(G′)+١)/٢ کنید
فرض دراین صورت است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ (n − ٢/(١ و G برای ١FD‐مجموعه ΁ی

داریم ٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق .G′ = G− {vd−١, vd} کنید فرض .degG(vd−٢) ≥ ٣ کنید
fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١

اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) + ٢/(١ کنید فرض
،|S| ≤ fd١(G′)+١ < (n+١)/٢ و G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′∪{vd−١} آنگاه ،vd−٢ ∈ S′

‐١FD ΁ی S = S′∪{vd} درنتیجه ،vd−٢ /∈ S′ کنید فرض دراین صورت است. تناقض ΁ی این
نشان درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n + ٢/(١ و G برای مجموعه
vd−٢ داریم ،d ≥ ٣ چون .G′ ∈ G١ استقرا، فرض طبق .fd١(G′) = (n(G′) + ٢/(١ که دادیم
آمده بدست ،O١ عمل·ر از استفاده با G′ از G دراین صورت نیست. G′ از دور ویژه ی راس ΁ی

.G ∈ G١ و است
فرض .deg(vd−١) = ٣ داریم ،١ . ۵ . ۴ مشاهده ی طبق .degG(vd−١) ≥ ٣ کنید فرض ادامه در
.G′ = G − {x, vd} کنید فرض و است شده متصل vd−١ راس به که باشد برگͬ x ̸= vd کنید
.fd١(G′) < (n(G′) + ٢/(١ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١ داریم ،٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق
١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ آنگاه ،vd−١ ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
ͬ توانیم م دراین صورت است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n+ ٢/(١ و بوده G برای
و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی ،S = S′ ∪ {vd−١} در نتیجه .vd−١ /∈ S′ کنیم فرض
.fd١(G′) = (n(G′) + ٢/(١ درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n + ٢/(١
و است شده ساخته O٢ عمل·ر از استفاده با G′ از G نهایت در .G′ ∈ G١ استقرا فرض طبق

.G ∈ G١
کنید فرض .deg(v٠) = ٣ کنید فرض .deg(v١) = ٢ کنید فرض ابتدا .d = ٢ حالت٢:
راس ٣ . ١ . ۴ مشاهده ی طبق .fd١(G′) = (n(G′) + ٢/(١ کنید فرض .G′ = G − {v١, v٢}
که ͬ دهیم م نشان ابتدا .degG′(v٠) = ٢ زیرا است، G′ گراف برای دور ویژه ی راس تنها v٠

.x ∈ {u١, ..., uk} − {v٠} هر برای degG′(x) = ٣
t١ به uj کنید فرض .uj ∈ {u١, ..., uk} − {v٠} از برخͬ برای degG′(uj) ≥ ۴ کنید فرض
طبق .t١ + t٢ + t٣ ≥ ٢ به طوری که باشد، متصل ضعیف پشتیبان t٣ و قوی پشتیبان t٢ و برگ
،(٢) ١ . ١ . ۴ لم طبق .G′′ = G′ − ujuj+١ کنید فرض .t٣ = ٠ داریم ،v٠v١...vd مسیر انتخاب
اینکه یا است، (n(G′) − ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از ،G′′ برای ١FD‐مجموعه ΁ی عضو uj+١ یا
طوری به ،(n(G′)− ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از ،G′′ − uj+١ برای ١FD‐مجموعه ΁ی دارد وجود
در که به طوری باشد ١FD‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض ͬ کند. نم احاطه را uj+١ راس که
قوی پشتیبان رئوس تمام شامل ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق S′ چون کند. صدق فوق خاصیت
مرتبه ی از G′ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ این صورت در .uj ∈ S′ داریم ،t١ + t٢ ≥ ٢ و است
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است. تناقض ΁ی این است، (n(G′)− ٢/(١ حداکثر

΁ی NG(C)− C دراین صورت .x ∈ {u١, ..., uk} − {v٠} تمام برای degG′(x) = ٣ درنتیجه
دادیم نشان ما است. تناقض ΁ی این است، n/٢ حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه

کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) − ٢/(١ = (n − ٢/(٣ همچنین و ،fd١(G′) < (n(G′) + ٢/(١
G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {v١} آنگاه ،v٠ ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′

در .v٠ /∈ S′ کنید فرض درنتیجه است. تناقض ΁ی این است، (n − ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از
΁ی این است، (n− ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪{v٢} این صورت

است. تناقض
٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق .G′ = G − {v٢, v١} کنید فرض .deg(v٠) ≥ ۴ کنید فرض درنتیجه
΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) + ٢/(١ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١ داریم
بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ ∪ {v١} آنگاه ،v٠ ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه

.v٠ /∈ S′ کنید فرض نتیجه در است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n + ٢/(١ و
و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ ∪ {v٢} درنتیجه .v٠ /∈ S′ کنید فرض دراین صورت

.fd١(G′) = (n(G′) + ٢/(١ بنابراین است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n+ ٢/(١
نیست. G′ از دور ویژه ی راس ΁ی v٠ راس ،deg(v٠) ≥ ۴ چون .G′ ∈ G١ استقرا فرض طبق

.G ∈ G١ درنتیجه است، آمده بدست O١ عمل·ر از استفاده با G′ از G این صورت در
فرض .deg(v١) = ٣ داریم ١ . ۵ . ۴ مشاهده ی طبق .degG(v١) ≥ ٣ کنید فرض ادامه در

داریم ٢ . ١ . ۴ قضیه ی طبق .G′ = G− {x, v٢} و باشد v١ به متصل برگ دی·ر x ̸= v٢ کنید
fd١(G′) ≤ (n(G′) + ٢/(١

اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) + ٢/(١ کنید فرض
،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n+ ٢/(١ و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S = S′ آنگاه ،vd−١ ∈ S′

΁ی S = S′ ∪ {vd−١} دراین صورت .vd−١ /∈ S′ ͬ کنیم م فرض نتیجه در است. تناقض ΁ی این
نشان است. تناقض ΁ی این ،|S| ≤ fd١(G′) + ١ < (n+ ٢/(١ و بوده G برای ١FD‐مجموعه

از استفاده با G′ از G بنابراین .G′ ∈ G١ استقرا فرض طبق .fd١(G′) = (n(G′) + ٢/(١ دادیم
.G ∈ G١ درنتیجه است، آمده بدست O٢ عمل·ر

j ∈ {١,٢, ..., k} ΁ی برای ،G در قوی پشتیبان راس ΁ی uj کنید فرض .d = ١ .٣ حالت
در ١FD‐مجموعه ΁ی عضو uj+١ یا ،(٢) ١ . ١ . ۴ لم طبق .G′ = G−ujuj+١ کنید فرض باشد.
مرتبه از G′ در ١FD‐مجموعه ΁ی دارد وجود اینکه یا است، (n− ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از G′

١FD‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض نکند. احاطه را uj+١ راس که به طوری (n− ٢/(١ حداکثر
در .uj ∈ S′ داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق کند. صدق فوق خاصیت در که به طوری باشد،

است. تناقض ΁ی بوده، G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ این صورت
΁ی حداقل دارای G است فرد n چون نیست. قوی پشتیبان راس هیچ دارای G درنتیجه
کنید فرض باشد. دو درجه ی از راس دو حداقل دارای G کنید فرض است. دو درجه از راس
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که باشد صحیحͬ عدد ΁ی j کنید فرض باشد. دو درجه از مجاور راس دو حداقل دارای G

نتیجه ی طبق .G′ = G−{uj , uj+١} کنید فرض .deg(uj+٢) = ٣ و deg(uj) = deg(uj+١) = ٢
حداکثر مرتبه ی از G′ برای S′ ١FD‐مجموعه ی ΁ی دارد وجود ،١ . ١ . ۴

S′ آنگاه ،uj−١ ∈ S′ اگر باشد. uj+٢ راس شامل که طوری به ،(n(G′) − ٢/(١ = (n − ٢/(٣
درنتیجه .uj−١ ̸∈ S′ این صورت در است. تناقض ΁ی این است، G برای ١FD‐مجموعه ΁ی
تناقض ΁ی این است، (n− ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {uj+١}

است.
،ul و uj کنید فرض نیست. دو درجه ی از مجاور راس دو هیچ دارای G دراین صورت
باشد. ،i = j + ١, ..., l − ١ برای ،deg(ui) = ٣ و باشند دو درجه از راس دو ،(l > j) برای
به طوری که باشد، G − {uj−١uj , ulul+١} مولفه ی G′ کنید فرض .deg(ul+١) = ٣ به وضوح
uj راس شامل به طوری که باشد، G − {uj−١uj , ulul+١} مولفه ی G′′ و باشد uj−١ راس شامل
از G′ که باشید داشته توجه .i = j + ١, ..., l − ١ برای ،u′i ∈ N(ui) − C کنید فرض باشد.
از G′ برای ،S′ ١FD‐مجموعه، ΁ی دارد وجود ١ . ١ . ۴ مشاهده ی طبق است. فرد مرتبه ی
آنگاه ،ul+١ ∈ S′ اگر است. uj−١ راس شامل طوری که به ،(n(G′) − ٢/(١ حداکثر مرتبه ی
΁ی این است، (n− ٢/(١ حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪{u′

j+١, ..., u′l−١}
‐١FD ΁ی S′ ∪ {uj , ..., ul−١} درنتیجه .ul+١ ̸∈ S′ کنید فرض دراین صورت است. تناقض
G که دادیم نشان است. تناقض ΁ی این است، (n− حداکثر٢/(١ مرتبه ی از G برای مجموعه

.G ∈ C١ درنتیجه است دو درجه از راس ΁ی دقیقا دارای
است. (G)fd١‐مجموعه ی΄تا V (G)−L(G) داریم، ٣ . ١ . ۵ نتیجه ی طبق برگشت طرف برای

.fd١(G) = (n+ ٢/(١ داریم ،٣ . ١ . ۴ طبق دراین صورت

داریم. را زیر قضیه ی ١ . ۵ . ۴ و ٢ . ١ . ۴ قضیه های از استفاده با
و ،fd(G)١ ≤ (n + ٢/(١ آنگاه باشد، n مرتبه ی از دوری تک گراف ΁ی G اگر .٢ . ۵ . ۴ قضیه

.G ∈ G١ یا G = C۵ اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ تساوی
ͬ آید. م بدست فوق قضیه ی از سادگͬ به زیر نتیجه ی

آنگاه، باشد زوج n اگر باشد. n مرتبه ی از دوری تک گراف G کنید فرض .١ . ۵ . ۴ نتیجه
.fd١(G) ≤ n/٢

ͬ کنیم. م اثبات و بیان زیر در که مندیم نیاز γ٢ مورد در قضیه ای به ادامه در حال
.γ٢(G) ≥ n/٢ آنگاه باشد، n مرتبه از دوری تک گراف G اگر .٣ . ۵ . ۴ قضیه

باشد. (G)γ٢‐مجموعه ΁ی S و بوده n مرتبه ی از دوری تک گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
i ∈ {١,٢, ..., n} باشد داشته وجود اگر باشد. G گراف دور تک C = u١u٢...uku١ کنید فرض



٣٣ دوری تک گراف های در منصف احاطه گری عدد مورد در اصلͬ قضیه ی
برای ٢‐احاطه گر مجموعه ی ΁ی S آنگاه ،S ∩ {ui, ui+١} = ∅ یا ،{ui, ui+١} ⊆ S به طوری که
γ٢(G) ≥ داریم [٢۴] در جاکوبسن١ و فینک از نتیجه ای طبق درنتیجه است. G−uiui+١ درخت

است. C رئوس از نیمͬ دقیقا شامل S و است زوج k که ͬ گیریم م نتیجه پس .n/٢
در را ،uj+١ /∈ S و {uj , uj+٢} ⊆ S به طوری که ،uj+٢ و uj+١ و uj متوالͬ راس سه حال
و باشد uj راس شامل که باشد G− {ujuj+١, uj+١uj+٢} مولفه ی G١ کنید فرض ب·یرید. نظر
΁ی S ∩ G١ به وضوح باشد. uj+١ راس شامل که باشد G − {ujuj+١, uj+١uj+٢} مولفه ی G٢
از ٢‐احاطه گر مجموعه ی ΁ی S ∩G٢ ∪ {uj+١} و است G١ درخت از ٢‐احاطه گر مجموعه ی

داریم، [٢۴] در جاکوبسن و فینک از نتیجه ای طبق است. G٢ درخت
.|S|+ ١ ≥ ⌈(n(G١) + ٢/(١⌉+ ⌈(n(G٢) + ٢/(١⌉ ≥ n/٢

برای |N(x) ∩ S| = k ≥ ٢ آنگاه باشد، k ≥ ٢ برای G در kFD‐مجموعه ΁ی S اگر
نتیجه دراین صورت است. ٢‐احاطه گر مجموعه ی ΁ی S ͬ دهد م نتیجه این که ،x ∈ V − S

داریم. را زیر
است. fd‐مجموعه ΁ی fd١‐مجموعه هر دوری تک گراف ΁ی در .٢ . ۵ . ۴ نتیجه

‐fdk(G) ΁ی کنید فرض باشد. n مرتبه ی از دوری تک گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
.fdk(G) < fd١(G) کنید فرض .k ̸= ١ آن در که باشد G برای fd‐مجموعه ΁ی مجموعه
،n/٢ < fd١(G) درنتیجه باشد، زوج n کنید فرض .n/٢ ≤ fdk(G) داریم ،٣ . ۵ . ۴ قضیه ی طبق

دراین صورت است. فرد n دراین صورت است. ١ . ۵ . ۴ نتیجه ی با تناقض ΁ی این
است. ٢ . ۵ . ۴ قضیه ی با تناقض ΁ی این ،(n+ ٢/(١ < fd١(G) درنتیجه ،(n+ ٢/(١ ≤ fdk(G)

fd‐مجموعه ΁ی fd١‐مجموعه هر درنتیجه .k ̸= ١ آن در که fd١(G) ≤ fdk(G) دراین صورت
است. G برای

ͬ رسانیم. م پایان به زیر قضیه با را بخش این آخر در
و ،fd(G) ≤ (n + ٢/(١ آنگاه باشد، n مرتبه ی از دوری تک گراف ΁ی G اگر .۴ . ۵ . ۴ قضیه

.G ∈ G١ یا G = C۵ اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی

١ Fink and Jacobson





5 فصل
کاکتوس در احاطه گری منصف عدد

ها گراف

استفاده با گراف ها، کاکتوس در منصف احاطه گری عدد برای بالا کران ابتدا فصل این در
را هستند دقیق کران این در که گراف هایی تمام سپس و ͬ کنیم م ارائه آن دور های تعداد از

ͬ کنیم. م مشخص

کاکتوس در منصف احاطه گری عدد برای بالا کران ١ . ۵
گراف ها

عدد دور k ≥ ١ با n مرتبه ی از G گراف کاکتوس ΁ی برای که ͬ دهیم م نشان بخش این در
ی΄سری به ابتدا هدف این به رسیدن برای است. (n(G)−١)/٢+k از کمتر منصف احاطه گری
بخش در سپس ͬ آوریم، م ١ . ١ . ۵ بخش در که داریم نیاز گراف کاکتوس ΁ی مورد در تعاریف از

ͬ کنیم. م بیان را زیر مشاهده ی ابتدا ͬ کنیم. م بیان را نظر مورد کران ١ . ٢ . ۵

از پشتیبانͬ راس v همچنین بوده، G در ١FD‐مجموعه ΁ی S کنید فرض .١ . ١ . ۵ مشاهده
.v ∈ S آنگاه ،u ∈ NG(v)− {v′} راس شامل S اگر باشد. v′ راس آن برگ و باشد G
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v١

v٢
v٣ v۴

v۵
v۶ v٧ v٨

C١

C٢

C٣

راس ΁ی j = ٨...١,٢ برای ،vj و است برگͬ دور ΁ی ،i = ١,٢,٣ برای ،Ci :١ . ۵ ش΄ل
است. ویژه برشͬ

تعاریف ١ . ١ . ۵
دو v درجه هرگاه گوییم، دور ویژه ی راس ΁ی را G گراف کاکتوس ΁ی از C دور ΁ی در v راس
عضو w اگر گوییم ویژه برشͬ راس ΁ی را G گراف کاکتوس ΁ی از C دور ΁ی از w راس باشد.

باشد. C ′ ̸= C دور و C دور بین مسیر ΁ی
برشͬ راس ΁ی دقیقا شامل C اگر گوییم دور‐برگͬ ΁ی G گراف کاکتوس در را C دور ΁ی

باشد. ویژه
΁ی ،i = ١,٢, ...,٨ برای ، vi راس ١ . ١ . ۵ ش΄ل در شده داده نمایش گراف کاکتوس در

است. برگͬ دور ΁ی ،j = برای١,٢,٣ ،Cj همچنین است. ویژه برشͬ راس
است. دور‐برگͬ دو حداقل دارای دور، دو حداقل با گراف کاکتوس هر .١ . ٢ . ۵ مشاهده

بالا کران ١ . ٢ . ۵
داریم. را زیر قضیه ابتدا بخش این در

آنگاه باشد، دور k ≥ ١ با n مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G اگر .١ . ١ . ۵ قضیه
.fd١(G) ≤ (n(G)− ٢/(١ + k

کنید فرض درنتیجه است. برقرار ح΄م ٢ . ۵ . ۴ قضیه ی طبق آنگاه باشد، k = ١ اگر برهان.
کمترین دارای G کنید فرض .fd١(G) > (n(G)−١)/٢+k کنید فرض خلف، برهان به .k ≥ ٢
این بین در اندازه کمترین دارای G کنید فرض همچنین باشد، گراف ها این بین در مرتبه
دور‐برگͬ ΁ی Ci کنید فرض باشد. G گراف دور های C١, C٢, ...Ck کنید فرض باشد. گراف ها



٣٧ گراف ها کاکتوس در منصف احاطه گری عدد برای بالا کران
راس u٠ آن در که Ci = u٠u١...ulu٠ کنید فرض .i ∈ {١,٢, ..., k} آن در که باشد G گراف از

باشد. G گراف از ویژه برشͬ
درنتیجه .G′ = G − u١u٢ کنید فرض .j = ١,٢, ..., l هر برای degG(uj) = ٢ کنید فرض

داریم ،G گراف انتخاب طبق
.fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k − ١ = (n(G)− ٢/(١ + k − ١

΁ی S′ آنگاه |S′ ∩ {u١, u٢}| ∈ {٠,٢} اگر حال باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
کنید فرض .|S′ ∩ {u١, u٢}| = ١ درنتیجه است. تناقض ΁ی است، G برای ١FD‐مجموعه

مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی {u٢} ∪ S′ همچنین ،u٣ ∈ S′ دراین صورت .u١ ∈ S′

΁ی {u١} ∪ S′ و u٠ ∈ S′ آنگاه ،u٢ ∈ S′ اگر است. تناقض ΁ی ،(n(G) − ٢/(١ + k حداکثر
است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G)− ٢/(١ + k حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه

G از برگ ΁ی vd کنید فرض .i ∈ {١,٢, ..., l} برخͬ برای ، degG(ui) ≥ ٣ که دادیم نشان
Ci تا vd بین مسیر کوتاه ترین و باشد، مم΄ن مقدار بیشترین d(vd, Ci − u٠) به طوری که باشد

باشد. v٠ ∈ Ci تا vd بین مسیر کوتاه ترین v٠v١...vd کنید فرض نباشد. u٠ راس شامل
طبق .G′ = G− {vd, vd−١} کنید فرض .degG(vd−١) = ٢ کنید فرض .d ≥ ٢ کنید فرض
باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١+ k ،G گراف انتخاب
آنگاه ،vd−٢ /∈ S′ اگر و است، G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} آنگاه ،vd−٢ ∈ S′ اگر
تناقض ΁ی ،fd١(G) ≤ (n − ٢/(١ + k درنتیجه است. G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd}

است.
برگ ΁ی NG(vd−١) − {vd−٢} از راس هر به وضوح .degG(vd−١) ≥ ٣ کنید فرض درنتیجه
طبق آید. بدست vd−١ به متصل برگ های تمام حذف با G گراف از G′ کنید فرض است.
(′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) − ٢/(١ + k داریم G گراف انتخاب
درنتیجه است. تناقض ΁ی این است، G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه ،vd−١ ∈ S′ اگر باشد.
در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} درنتیجه .vd−٢ ∈ S′ دراین صورت .vd−١ ̸∈ S′ کنید فرض
است. تناقض ΁ی این است، (n(G′)− ٢/(١+ k+ ١ ≤ (n(G)− ٢/(١+ k حداکثر مرتبه ی از G
فرض .degG(ui) = ٢ به طوری که باشد، Ci از راس ΁ی ui کنید فرض .d = ١ کنید فرض

داریم G گراف انتخاب طبق .G′ = G− uiui+١ کنید فرض .degG(ui+١) = ٢ کنید
.fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k − ١ = (n(G)− ٢/(١ + k − ١

΁ی S′ آنگاه ،|S′ ∩ {ui, ui+١}| ∈ {٠,٢} اگر . باشد (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
فرض .|S′ ∩ {ui, ui+١}| = ١ درنتیجه است. تناقض ΁ی این است، G برای ١FD‐مجموعه

G برای ١FD‐مجموعه ΁ی {ui+١} ∪ S′ همچنین و ui+٢ ∈ S′ دراین صورت .ui ∈ S′ کنید
.ui+١ ∈ S′ کنید فرض ادامه در است. تناقض ΁ی است، (n(G)− ٢/(١ + kحداکثر مرتبه ی از
حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی {ui} ∪ S′ همچنین و ui−١ ∈ S′ درنتیجه

است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G)− ٢/(١ + k



ها گراف کاکتوس در احاطه گری منصف عدد ٣٨
دور‐برگͬ ΁ی Ci چون .degG(ui−١) ≥ ٣ ترتیب به همین ،degG(ui+١) ≥ ٣ درنتیجه
ͬ توانیم م کلیت از کاستن بدون دراین صورت است. ویژه برشͬ راس ΁ی دقیقا دارای است،
طبق .G′ = G− ui−١ui کنید فرض است. G گراف از پشتیبان راس ΁ی ui+١ که کنیم فرض
(′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ داریم ،G انتخاب
١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه ،ui−١ /∈ S′ اگر .ui+١ ∈ S′ داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد.
.ui−١ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،(n(G) − ٢/(١ + k − ١ حداکثر مرتبه ی از G در
بوده، (n(G)− ٢/(١ + k حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {ui} دراین صورت

است. تناقض ΁ی این
پشتیبان، راس ΁ی ui دی·ر طرف از .i = ٠, ١, ..., l تمام برای ،degG(ui) ≥ ٣ که دادیم نشان
i ∈ {١,٢, ..., l} برخͬ برای قوی پشتیبان راس ΁ی ui کنید فرض است. ،i = ٠, ١, ..., l برای
آید. بدست ∪l

i=١(N [ui]− {u٠, u١, ul} راس های تمام حذف با G گراف از G′ کنید فرض باشد.
،u٠ ∈ S′ داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق است. G′ گراف از قوی پشتیبان راس ΁ی u٠ به وضوح

حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {u١, ..., ul} همچنین
است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G)− (٢l + ١) + ٢ − ٢/(١ + k − ١ + l = n(G)/٢ + k − ١

گراف از G′ کنید فرض است. i = ١,٢, ..., l هر برای ضعیف پشتیبان ΁ی ui دراین صورت
داریم G گراف انتخاب طبق آید. بدست ∪l

i=١(N [ui])− {u٠} رئوس تمام حذف با G
u٠ /∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k − ١
(n(G) − ٢/(١ + k − ١ حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {w١, ..., wl} آنگاه
است. تناقض ΁ی این است، i = ١,٢, .., l برای ui راس به متصل برگ wi آن در که است،
حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {u١, ..., ul} دراین صورت .u٠ ∈ S′ درنتیجه

است. تناقض ΁ی این است، (n(G)− ٢/(١ + k − ١

ارائه ها گراف کاکتوس در منصف احاطه گری عدد برای بالا کران ΁ی که زیر نتیجه ی
ͬ آید. م بدست فوق قضیه ی از سادگͬ به ͬ کند، م

آنگاه باشد، دور k ≥ ١ با n ≥ ۵ مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G اگر .١ . ١ . ۵ نتیجه
.fd(G) ≤ (n− ٢/(١ + k

Gk خانواده ی ٢ . ۵
از خانواده این ͬ کنیم. م معرفͬ را دور k با گراف ها کاکتوس از Gk خانواده ی فصل این در
C١ = H١ کنید فرض ابتدا کار این برای هستند. دقیق ١ . ١ . ۵ قضیه کران در گراف ها کاکتوس

شدند. معرفͬ قبل فصل در که باشند تک دوری گراف های خانوداه ی G١ و



٣٩ Gk خانواده ی خواص

O١, O٢
عمل·ر

O١, O٢
عمل·ر

O١, O٢
عمل·ر

A

فرایند
A

فرایند

G١ G٢ GkH١ H٢

Gk خانواده ی ساختار :٢ . ۵ ش΄ل
به Hi خانواده ی از را Gi خانواده ی و ،Gi−١ خانواده ی از را Hi خانواده ی i = ٢, ..., k برای

ͬ سازیم. م زیر صورت
از Hi که طوری به باشد، Hi گراف های تمام خانواده ی Hi کنید فرض .Hi خانواده ی •

شود. ساخته زیر فرایند با G ∈ Gi−١ گراف و H١ ∈ H١ گراف
w ∈ V (Gi−١) ،H١ گراف از پشتیبان راس ΁ی w٠ ∈ V (H١) کنید فرض :A فرایند –
و w٠ راس به متصل برگ های از ی΄ͬ دقیقا باشد. Gi−١ گراف از پشتیبان راس ΁ی
هم با را w و w٠ راس دو و کرده حذف را w راس به متصل برگ های از ی΄ͬ دقیقا

ͬ کنیم. م ی΄ͬ
G گراف طوری که، به باشند G گراف های تمام خانواده ی Gi کنید فرض .Gi خانواده ی •
Gj+١ آنگاه ،s ≥ ٢ اگر و ،G١ ∈ Hi آن در که آید، بدست G١, G٢, ..., Gs = G دنباله ی از
معرفͬ قبل فصل در که ،O٢ یا O١ های عمل·ر از ی΄ͬ با ،j = ١,٢, ..., s− ١ برای ،Gj از

ͬ شوند. م ساخته شدند،
خانواده ی کلͬ ساختار ،٢ . ۵ ش΄ل .i = ١,٢, ..., k برای ،Hi ⊆ Gi که باشید داشته توجه

ͬ دهد. م نشان را Gk

Gk خانواده ی خواص ٣ . ۵
ͬ آید. م بدست k روی ساده استقرای ΁ی از استفاده با زیر مشاهده ی

آنگاه باشد، دور k ≥ ١ با n مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G ∈ Gk اگر .٣ . ١ . ۵ مشاهده
شامل G از دور هر همچنین نیست، قوی پشتیبان راس هیچ شامل G دورهای از ΁ی هیچ (١)

است. دور ویژه راس ΁ی دقیقا
است. فرد n (٢)



ها گراف کاکتوس در احاطه گری منصف عدد ۴٠
.|L(G)| = (n+ ٢/(١ − k (٣)

نیست، پشتیبان راس ΁ی v آنگاه باشد، G از دور دو حداقل عضو G از v راس ΁ی اگر (۴)
است. G از دور دو دقیقا عضو v همچنین

(s ≥ ٢) G١, G٢, ....Gs = G دنباله ی از G کنید فرض .G ∈ Gk کنید فرض .٣ . ٢ . ۵ مشاهده
از ی΄ͬ با ،j = ١,٢, ..., s − ١ برای ،Gj از Gj+١ و G١ ∈ H١ به طوری که باشد، آمده بدست
دور دو عضو که باشد G از راس ΁ی v اگر باشد. آمده بدست A فرایند یا O٢ یا O١ عمل·ر های
فرایند از استفاده با Gi−١ از Gi که طوری به ،i ∈ {٢,٣, ..., s} ΁ی دارد وجود آنگاه باشد، G از
دور ΁ی عضو v آن در که است، آمده بدست H ∈ H١ گراف ΁ی از استفاده با v راس روی A

است. Gi−١ گراف از
ͬ کنیم. م بیان را زیر مشاهده ی حال

به طوری که باشد چهار درجه از راس ΁ی v ∈ V (G) و G ∈ Gk کنید فرض .٣ . ٣ . ۵ مشاهده
القایی گراف G∗١ کنید فرض باشند. G− v مولفه های D٢ و D١ کنید فرض باشد. دور دو عضو
گراف G∗٢ کنید فرض و باشد، v راس به v∗١ برگ ΁ی کردن اضافه با G[D١ ∪{v}] از آمده بدست
وجود دراین صورت باشد. v راس به v∗٢ برگ کردن اضافه با G[D٢ ∪ {v}] از آمده بدست القایی

.G∗٢ ∈ Gk′ یا G∗١ ∈ Gk′ طوری که به k′ < k دارد
بدست ،(s ≥ ٢) G١, G٢, ....Gs = G دنباله ی از G در این صورت .G ∈ Gk کنید فرض برهان.
از ی΄ͬ از استفاده با ،j = ١,٢, ..., s − ١ برای ،Gj از Gj+١ و G١ ∈ H١ به طوری که است، آمده
اینجا در .s ≥ k که باشید داشته توجه باشد. آمده بدست A فرایند یا O٢ یا O١ عمل·ر های
فرایند یا O٢ یا O١ های عمل·ر از ی΄ͬ POj اختصار به یا فرایند‐عمل·ر j‐امین از منظور
با G١ از G دراین صورت است. شده استفاده Gj گراف از Gj+١ گراف ساختن در که است A

است. آمده بدست POs−١،...،PO٢،PO١ فرایند‐عمل·رهای
فرض همچنین است، G از دور دو عضو که باشد چهار درجه از G از راس ΁ی v کنید فرض
i ∈ {٢,٣, ..., s} دارد وجود ٣ . ٢ . ۵ مشاهده ی طبق باشند. G − v مولفه های D٢ و D١ کنید
بدست H ∈ H١ گراف از استفاده با v راس روی A فرایند اعمال با Gi−١ از Gi به طوری که
برگ v∗ کنید فرض است. Gi−١ از پشتیبان راس ΁ی v که باشید داشته توجه باشد. آمده
یا V (Gi−١) ∩ D١ ̸= ∅ یا به وضوح است. شده حذف A فرایند در که باشد Gi−١ در v راس
،POi تمام دربین .V (Gi−١)∩D١ ̸= ∅ کنید فرض کلییت، از بدون کاستن .V (Gi−١)∩D٢ ̸= ∅

΁ی روی که باشند عمل·ر‐فرایند هایی POrt،...،POr٢ ،POr١ کنید فرض POs−١،...،POi+١
.i ≤ t ≤ s− ١ درآن که ͬ شوند، م اعمال D١ از راس

بدست ،l = ٠, ١,٢, ..., t− ١ برای ،POl+١ اعمال با Grl از Grl+١ و Gr٠ = Gi−١ کنید فرض
دارد وجود که دهیم نشان ͬ توانیم م ،t روی استقرا ΁ی از استفاده با به وضوح باشد. آمده

.Grt = G∗١ که کنید توجه .Grt ∈ Gk∗ به طوری که k∗ < k



۴١ Gk خانواده ی خواص
دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل G در ١FD‐مجموعه هر آنگاه ،G ∈ Gk اگر .٣ . ١ . ۵ لم

است.

روی استقرا با را اثبات باشد. G در ١FD‐مجموعه ΁ی S و G ∈ Gk کنید فرض برهان.
حداقل درجه ی از رئوس تمام شامل S که دهیم نشان تا ͬ دهیم، م انجام k،استقرای‐اول،
برقرار ح΄م ٣ . ١ . ۵ لم طبق درنتیجه و G ∈ G١ آنگاه k = ١ اگر استقرا، اول گام برای است. دو
حال باشد. برقرار ح΄م ،k′ < k آن در که ،G′ ∈ Gk′ گراف های تمام برای کنید فرض است.
بدست G١, G٢, ..., Gl = G دنباله ی از G به وضوح ب·یرید. نظر در را ،k > ١ برای ،G ∈ Gk گراف
O١ عمل·ر های از ی΄ͬ اعمال با Gi از Gi+١ آنگاه ،l ≥ ٢ اگر و ،G١ ∈ Hk آن در که است، آمده

است. آمده بدست O٢ یا
ͬ کنیم. م استفاده مسئله ح΄م دان نشان برای استقرای‐دوم، ،l روی استقرا از ادامه در حال
ساختار طبق .G ∈ Hk دراین صورت .l = ١ کنید فرض استقرای‐دوم، اول گام برای
از G به طوری که ،G′ ∈ Gk−١ گراف و H ∈ H١ گراف دارد وجود ،Hk خانواده ی گراف های
حذف با C دور ،cor(C) تاج، از H به وضوح است. آمده بدست A فرایند اعمال با G′ و H

راس c٠ به طوری که ،C = c٠c١...crc٠ کنید فرض است. آمده بدست cor(C) از برگ ΁ی دقیقا
راس ΁ی دقیقا دارای H چون که ͬ شود. م حذف A فرایند در آن برگ که باشد H از پشتیبانͬ
پشتیبان راس w ∈ V (G′) کنید فرض باشد. H دور ویژه راس ct کنید فرض است، دور ویژه

باشد. شده حذف A فرایند در ،w′،آن برگ که باشد G′

.degG(ct) = ٢ چون ،S∩{ct−١, ct, ct+١} ̸= ∅ به وضوح .{c١, cr}∩S ̸= ∅ ͬ دهیم م نشان ابتدا
مشاهده ی طبق است، پشتیبان راس ct+١ یا ct−١ از ی΄ͬ حداقل چون .ct ∈ S کنید فرض
،{c١, cr}∩S ̸= ∅ داریم ،١ . ١ . ۵ مشاهده ی از باره چند استفاده با .{ct−١, ct+١}∩S ̸= ∅ ،١ . ١ . ۵
کنید فرض دراین صورت است. G از پشتیبان راس ΁ی {c١, ..., cr} − {ct} از راس هر چون
از راس هر چون ،{c١, cr} ∩ S ̸= ∅ همچنین و {ct−١, ct+١} ∩ S ̸= ∅ درنتیجه .ct /∈ S

.{c١, cr} ∩ S ̸= ∅ بنابراین است. G گراف در پشتیبان راس ΁ی {c١, ..., cr} − {ct}

فرض طبق دراین صورت است، G′ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S ∪ {w′} آنگاه c٠ /∈ S اگر
درنتیجه .c٠ ∈ S درنتیجه است. تناقض ΁ی این است، w = c٠ راس شامل S′ استقرای‐اول
در پشتیبان راس ΁ی {c١, ..., cr}−ct از راس هر چون ،V (C) ⊆ S داریم ١ . ١ . ۵ مشاهده ی طبق
استقرای‐ فرض طبق است. G′ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∩V (G′) درنتیجه است. G گراف
همچنین است. G′ گراف از دو حداقل درجه ی از رئوس تمام شامل (S ∩ V (G′)) ∪ {w} اول،
استقرای‐دوم اول گام که دادیم نشان است. G از دو حداقل درجه ی از رئوس تمام شامل S

است. برقرار
فرض حال باشد. برقرار ٢ ≤ l′ < l برای ح΄م که استقرای‐دوم) کنید(برای فرض حال

ͬ آید. م بدست O٢ یا O١ عمل·ر از استفاده با Gl−١ از G به وضوح .G = Gl کنید
Gl−١ از برگͬ x کنید فرض باشد. آمده بدست O٢ عمل·ر اعمال با Gl−١ از G کنید فرض
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١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. آمده بدست x به x٢ و x١ برگ دو کردن اضافه با Gl−١ از G و باشد
استقرای‐دوم فرض طبق است. Gl−١ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S درنتیجه .x ∈ S داریم
از رئوس تمام شامل S بنابراین است. Gl−١ گراف از دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S

است. Gk گراف در دو حداقل درجه ی
x١x٢ کنید فرض باشد. آمده بدست O١ عمل·ر اعمال با Gl−١ از G کنید فرض ادامه در
y و degGl−١(y) ≥ ٢ درآن که باشد، شده متصل y ∈ V (Gl−١) راس به x١ و باشد مسیر ΁ی
آنگاه ،x١ ̸∈ S اگر .{x١, x٢} ∩ S ̸= ∅ که باشید داشته توجه نباشد. Gl−١ از دور ویژه راس ΁ی
شامل به طوری که است، Gl−١ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S − {x٢} درنتیجه .y ̸∈ S و x٢ ∈ S

.x١ ∈ S کنید فرض درنتیجه است. استقرای‐دوم فرض با تناقض ΁ی این نیست، y
G′١ مولفه ی باشد داشته وجود کنید فرض .NGl−١(y)∩S = ∅ به وضوح .y ̸∈ S کنید فرض
΁ی S′ = (S ∩ V (Gl−١)) ∪ V (G′١) درنتیجه .|V (G′١) ∩NGl−١(y)| = ١ به طوری که Gl−١ − y از
درجه از رئوس تمام شامل S′ استقرای‐دوم فرض طبق و است Gl−١ برای ١FD‐مجموعه

در است. تناقض ΁ی ،y ∈ S همچنین و y ∈ S′ درنتیجه است. Gl−١ گراف در دو حداقل
΁ی y چون باشد. NGl−١(y) در راس دو حداقل دارای Gl−١ − y از مولفه هر کنید فرض ادامه
داریم (۴) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی طبق است. Gl−١ از دور دو حداقل عضو y نیست، دور ویژه راس
داریم ٣ . ٣ . ۵ مشاهده ی طبق .degGl−١(y) = ۴ درنتیجه است. Gl−١ از دور دو دقیقا عضو y

D١∪{v} از آمده بوجود گراف G∗ کنید فرض است. D٢ و D١ مولفه ی دو دقیقا دارای Gl−١−y

به طوری که k′ ≤ k دارد وجود درنتیجه باشد. y راس به v∗ برگ نمودن اضافه با ،D٢ ∪ {v} یا
و بوده G∗ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ = (S ∩ V (G∗)) ∪ {v∗} که است بدیهͬ .G∗ ∈ Gk′

G∗ گراف در دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S∗ استقرای‐دوم فرض طبق همچنین
است. تناقض ΁ی این ،y ∈ S همچنین و y ∈ S∗ درنتیجه .(G∗ ∈ Gk′ است(چون

Gl−١ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∩V (Gl−١) که باشید داشته توجه .y ∈ S که دادیم نشان
در دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S ∩ V (Gl−١) استقرا، فرض طبق همچنین و بوده

است. G در دو حداقل درجه از رئوس تمام شامل S بنابراین است. Gl−١

داریم. را زیر نتیجه ٣ . ١ . ۵ لم و (٣) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی از استفاده با
تنها V (G) − L(G) آنگاه باشد، n مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G ∈ Gk اگر .٣ . ١ . ۵ نتیجه

است. (G)fd١‐مجموعه

اصلͬ قضیه ی ۴ . ۵
n ≥ ٣ آنگاه ،fd١(G) = (n−١)/٢+k و باشد دور k ≥ ١ با n مرتبه از گراف کاکتوس ΁ی G اگر
.fd١(C۵) = ٣ = (۵− ٢/(١+ ١ که است ͹واض .n ≥ ۵ داریم ،fd١(C٣) ̸= ٢ چون و است، فرد



۴٣ اصلͬ قضیه ی
ͬ کنیم. م بیان را زیر قضیه حال

آنگاه باشد، دور k ≥ ١ با n ≥ ۵ مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G ̸= C۵ اگر .١ . ۴ . ۵ قضیه
.G ∈ Gk اگر تنها و اگر ،fd١(G) = (n− ٢/(١ + k

k ≥ ١ با n ≥ ۵ مرتبه ی از گراف کاکتوس هر که ͬ دهیم م نشان k روی استقرا با ابتدا برهان.
٢ . ۵ . ۴ قضیه ی طبق استقرا اول گام است. Gk خانواده ی عضو fd١(G) = (n− ٢/(١+ k و دور
فرض حال باشد. برقرار دور k′ < k با G′ گراف های تمام برای ح΄م کنید فرض است. برقرار
.fd١(G) = (n − ٢/(١ + k و باشد دور k ≥ ٢ با n مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G کنید

است. فرد n به وضوح
گراف ها تمام بین از مرتبه کمترین دارای G کنید فرض .G /∈ Gk کنید فرض خلف برهان به
نتیجه ١ . ٢ . ۵ مشاهده ی از باشد. کمترین نیز گراف اندازه ی همچنین بوده، خاصیت این با
C٢ = c′٠c′١...c′r′c′و٠ C١ = c٠c١...crc٠ کنید فرض است. دور‐برگͬ دو حداقل دارای G که ͬ شود م

باشند. G گراف از ویژه برشͬ راس دو c′٠ و c٠ به طوری که بوده، دور‐برگͬ دو
کنید فرض همچنین باشد، c١ راس شامل که باشد G−c٠c١−c٠cr مولفه ی G′١ کنید فرض

باشد. c′١ راس شامل که باشد G− c′٠c′١ − c′٠c′r′ مولفه ی G′′١
.V (G′′١) ̸= {c′١, ..., c′r′} و V (G′١) ̸= {c١, ..., cr} .١ ادعای

برای ،degG(ci) = ٢ درنتیجه .V (G′١) = {c١, ..., cr} کنید فرض .١ ادعای اثبات
قضیه ی طبق باشد. (∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S∗ و G∗ = G − c١c٢ کنید فرض .i = ١,٢, ...r

داریم ،١ . ١ . ۵
.fd١(G∗) ≤ (n(G∗)− ٢/(١ + k − ١ = (n(G)− ٢/(١ + k − ١

داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق و بوده G∗ برای قوی پشتیبان ΁ی c٠ درنتیجه .r = ٢ کنید فرض
مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ همچنین و |S∗ ∩ {c١, c٢}| = ٠ درنتیجه .c٠ ∈ S∗

است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G)− ٢/(١ + k − ١ < (n(G)− ٢/(١ + k حداکثر
از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ آنگاه ،|S∗ ∩ {c١, c٢}| ∈ {٠,٢} اگر .r = ٣ کنید فرض
است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G) − ٢/(١ + k − ١ < (n(G) − ٢/(١ + k حداکثر ی مرتبه
،S∗−c١ درنتیجه .c٠ ∈ S∗ همچنین ،c٣ ∈ S∗ آنگاه ،c١ ∈ S∗ اگر .|S∗∩{c١, c٢}| = ١ درنتیجه
.c٢ ∈ S∗ همچنین ،c١ ̸∈ S∗ درنتیجه است. تناقض ΁ی این بوده، G در ١FD‐مجموعه ΁ی
΁ی S∗ − c٢ درنتیجه .c٣ ∈ S∗ همچنین ،c٠ ∈ S∗ داریم ͬ شود، م احاطه ،S∗ با c١ چون

است. تناقض ΁ی این بوده، G در ١FD‐مجموعه

کنید فرض .fd١(G∗) = (n(G∗)− ٢/(١ + k − ١ کنید فرض .r = ۴ کنید فرض
داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق .G∗١ = G∗ − {c٢, c٣, c۴}

fd١(G∗١) ≤ (n(G∗٢)− ٢/(١ + k − ١ = n/٢ + k − ٣



ها گراف کاکتوس در احاطه گری منصف عدد ۴۴
است فرد n چون درنتیجه

fd١(G∗١) ≤ (n− ٢/(١ + k − ٣
١FD‐مجموعه ΁ی S∗١ ∪{c٢} آنگاه ،c٠ ∈ S∗١ اگر باشد. (١∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S∗١ کنید فرض
درنتیجه است. G∗ برای ١FD‐مجموعه ΁ی ،S∗١ ∪ {c٣} آنگاه ،c٠ /∈ S∗١ اگر و بوده، G∗ برای

fd١(G∗) ≤ |S∗٢|+ ١ ≤ (n− ٢/(١ + k − ٢
درنتیجه است. تناقض ΁ی این

fd١(G∗) < (n(G∗)− ٢/(١ + k − ١ = (n(G)− ٢/(١ + k − ١
حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ آنگاه ،|S∗ ∩ {c١, c٢}| ∈ {٠,٢} اگر

.|S∗∩{c١, c٢}| = ١ درنتیجه است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G)−١)٢+k−١ < (n(G)−١)/٢+k

١FD‐مجموعه ΁ی S∗ ∪ {c٢} درنتیجه .c١ ∈ S∗ کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون
همچنین و بوده G برای

fd١(G) ≤ |S∗|+ ١ < (n(G)− ٢/(١ + k

است. تناقض ΁ی این
.fd١(G∗) = (n(G∗) − ٢/(١ + k − ١ کنید فرض .r ≥ ۵ کنیم فرض ͬ توانیم م درنتیجه

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق .G∗٢ = G∗ − {c٢, c٣, c۴} کنید فرض
fd١(G∗٢) ≤ (n(G∗٢)− ٢/(١ + k − ١ = (n)/٢ + k − ٣

‐fd١(G∗٢) ΁ی S∗٢ کنید فرض است. فرد n چون ،fd١(G∗٢) ≤ (n − ٢/(١ + k − ٣ درنتیجه
،c۵ /∈ S∗٢ اگر و بوده G∗ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗٢∪{c٢} آنگاه ،c۵ ∈ S∗٢ اگر باشد. مجموعه

درنتیجه است. G∗ برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗٢ ∪ {c٣} آنگاه
fd١(G∗) ≤ |S∗٢|+ ١ ≤ (n− ٢/(١ + k − ٢

درنتیجه است. تناقض ΁ی این
fd١(G∗) < (n(G∗)− ٢/(١ + k − ١ = (n(G)− ٢/(١ + k − ١

حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ ∗S|،آنگاه ∩ {c١, c٢}| ∈ {٠,٢} اگر
|S∗∩{c١, c٢}| = درنتیجه است. تناقض ΁ی این است، (n(G)−١)٢+k−١ < (n(G)−١)/٢+k

١FD‐مجموعه ΁ی S∗∩{c٢} درنتیجه .c١ ∈ S∗ کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون .١
همچنین و بوده G برای

fd١(G) ≤ |S∗|+ ١ < (n(G)− ٢/(١ + k



۴۵ اصلͬ قضیه ی
V (G′′١) ̸= ترتیب همین به .V (G′١) ̸= {c١, ..., cr} که دادیم نشان است. تناقض ΁ی این

□ .{c′١, ..., c′r′}
{c١, ..., cr} از فاصله بیشترین دارای که باشد G′١ از برگͬ vd ∈ V (G′١)−{c١, ..., cr} کنید فرض
v٠ ∈ آن در که باشد، {c١, ..., cr} تا vd بین مسیر کوتاه ترین v٠v١...vd کنید فرض همچنین بوده،
از فاصله بیشترین دارای که باشد G′′١ از برگͬ v′d′ ∈ {c′١, ..., c′r′} کنید فرض بعلاوه، .{c١, ..., cr}
باشد، {c′١, ..., c′r′} تا v′d′ بین مسیر کوتاه ترین v′٠v′١...v′d′ کنید فرض همچنین بوده، {c′١, ..., c′r′}

.d′ ≤ d کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون .v′٠ ∈ {c′١, ..., c′r′} آن در که
است. متصل برگ دو به حداکثر G از پشتیبان راس هر .٢ ادعای

v که طوری به باشد، داشته وجود v ∈ S(G) پشتیبان راس کنید فرض .٢ ادعای اثبات
‐fd١(G′) ΁ی S′ و G′ = G− {v١} کنید فرض باشد. متصل v٣ و v٢ و v١ برگ سه به حداقل
|S′| ≤ داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق .v ∈ S′ داریم ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. مجموعه
΁ی این بوده، G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ به وضوح .(n(G′)− ٢/(١ + k = (n− ٢/(٢ + k

□ است. تناقض
.G ∈ Gk آنگاه ،d ≥ ٢ اگر .٣ ادعای

فرض ابتدا .٢ ≤ degG(vd−١) ≤ ٣ ،٢ ادعای طبق .d ≥ ٢ کنید فرض .٣ ادعای اثبات
کنید فرض باشد. vd−١ راس به متصل دی·ر برگ x ̸= vd کنید فرض .deg(vd−١) = ٣ کنید
کنید فرض .fd١(G′) ≤ (n(G′) − ٢/(١ + k داریم ١ . ١ . ۵ قضیه ی از .G′ = G − {x, vd}

،vd−١ ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) − ٢/(١ + k

‐١FD ΁ی S′ ∪ {vd−١} آنگاه ،vd−١ /∈ S′ اگر و بوده، G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه
درنتیجه است. G برای مجموعه

fd١(G) ≤ fd١(G′) + ١ < (n− ٢/(١ + k

داریم G گراف انتخاب طبق .fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k این بنابر است. تناقض ΁ی این
.G ∈ Gk دراین صورت است. آمده بدست O٢ عمل·ر اعمال با G′ گراف از G درنتیجه .G′ ∈ Gk

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت سه .degG(vd−١) = ٢ ͬ کنیم م فرض حال
از .G′ = G− {vd−٢, vd−١, vd} کنید فرض .degG(vd−٢) = ٢ کنید فرض .d ≥ ٣ .١ حالت

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی
fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k = (n)/٢ + k − ٢

داریم است، فرد n چون درنتیجه
fd١(G′) ≤ (n− ٢/(١ + k − ٢

‐١FD ΁ی S′ ∪ {vd} آنگاه ،vd−٣ ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
است. G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} آنگاه ،vd−٣ /∈ S′ اگر و بوده G برای مجموعه



ها گراف کاکتوس در احاطه گری منصف عدد ۴۶
درنتیجه

fd١(G) ≤ |S′|+ ١ ≤ (n− ٢/(١ + k − ١
است. تناقض ΁ی این

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی از .G′ = G− {vd−١, vd} کنید فرض .degG(vd−٢) ≥ ٣ دراین صورت
fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k

اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) − ٢/(١ + k کنید فرض
S′∪{vd} آنگاه ،vd−٢ /∈ S′ اگر و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′∪{vd−١} آنگاه ،vd−٢ ∈ S′

درنتیجه است. G برای ١FD‐مجموعه ΁ی
fd١(G) ≤ |S′|+ ١ ≤ fd١(G′) + ١ < (n− ٢/(١ + k

است. تناقض ΁ی این
داریم ،G گراف انتخاب طبق درنتیجه .fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k که دادیم نشان
با G′ از G درنتیجه نیست. G′ گراف از دور ویژه راس ΁ی vd−٢ داریم ،d ≥ ٣ چون .G′ ∈ Gk

.G ∈ Gk این بنابر است، آمده بدست O١ عمل·ر اعمال
فرض ابتدا .deg(v٠) ≥ ٣ به وضوح .deg(v١) = ٢ که باشید داشته توجه .d = ٢ .٢ حالت

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی از G′ = G− {v٢, v١} کنید فرض .deg(v٠) ≥ ۴ کنید
fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k

اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) − ٢/(١ + k کنید فرض
΁ی S′ ∪ {v٢} آنگاه ،v٠ /∈ S′ اگر و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {v١} آنگاه ،v٠ ∈ S′

درنتیجه است. G برای ١FD‐مجموعه

fd١(G) ≤ |S′|+ ١ ≤ fd١(G′) + ١ < (n− ٢/(١ + k

است. تناقض ΁ی این
داریم ،G گراف انتخاب طبق درنتیجه .fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k که دادیم نشان
از G درنتیجه نیست. G′ گراف از دور ویژه راس ΁ی v٠ داریم ،degG′(v٠) ≥ ٣ چون .G′ ∈ Gk

G ∈ Gk بنابراین است، آمده بدست O١ عمل·ر اعمال با G′

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی از G′ = G−{v٢, v١} کنید فرض .deg(v٠) = ٣ کنید فرض نتیجه در
fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k

اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G′) < (n(G′) − ٢/(١ + k کنید فرض
΁ی S′ ∪ {v٢} آنگاه ،v٠ /∈ S′ اگر و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {v١} آنگاه ،v٠ ∈ S′

درنتیجه است. G برای ١FD‐مجموعه

fd١(G) ≤ |S′|+ ١ ≤ fd١(G′) + ١ < (n− ٢/(١ + k



۴٧ اصلͬ قضیه ی
است. تناقض ΁ی این

داریم ،G گراف انتخاب طبق درنتیجه .fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k که دادیم نشان
داریم (١)٣ . ١ . ۵ مشاهده ی از است. G′ گراف از دور ویژه راس ΁ی v٠ درنتیجه .G′ ∈ Gk

.i ∈ {١, ..., r} هر برای degG(ci) ≥ ٣
از نباشد. j ∈ {١, ..., r} برای قوی پشتیبان راس هیچ دارای NG(cj)− V (C١) کنید فرض
فرض .G′ ∈ Gk چون نیست، G برای ی قو پشتیبان راس ΁ی cj داریم (١) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی
a پشتیبان راس ΁ی خود همسای·ͬ در cj به طوری که cj ∈ {c١, ..., cr} باشد داشته وجود کنید
a راس به متصل برگ تنها a′ اگر است. ضعیف پشتیبان راس ΁ی a فرض طبق باشد. داشته
طبق درنتیجه .deg(cj) = ٣ داریم deg(v٠) = ٣ چون ͬ کند. م بازی را vd نقش a′ آنگاه باشد
کنید فرض .ci ∈ {c١, ..., cr} هر برای ،degG(ci) = ٣ کرد فرض ͬ توان م (١) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی

F = ∪r
i=١(N [ci])− {c٠, ...., cr}

کنید فرض .ci ∈ {c١, ..., cr} هر برای degG(ci) = ٣ چون ،|F | = r به وضوح
F = {u١, u٢, ..., ur}

و
F ′ = {ui ∈ F | degG(ui) = ١}

چون است. ضعیف پشتیبان راس ΁ی F ′′ از راس هر درنتیجه .F ′′ = F − F ′ همچنین
و G∗١ کنید فرض همچنین و G∗ = G− c٠c١ − c٠cr کنید فرض حال .|F ′′| ≥ ١ داریم v١ ∈ F ′′

داریم ١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق .c١ ∈ V (G∗١) آن در که باشند، G∗ مولفه های G∗٢
fd١(G∗٢) ≤ (n(G∗٢)− ٢/(١ + k − ١

c٠ /∈ S∗٢ اگر باشد. (٢∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S∗٢ کنید فرض .n(G∗٢) = n(G)−٢r−|F ′′| به وضوح
همچنین است، G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗٢ ∪ F آنگاه

fd١(G) ≤ (n(G)− ٢r − |F ′′| − ٢/(١ + k − ١ + r < (n− ٢/(١ + k

١FD‐مجموعه ΁ی S∗٢∪C١∪{v١} آنگاه ،|F ′′| = ١ اگر .c٠ ∈ S∗٢ درنتیجه است. تناقض ΁ی این
همچنین است، G برای

fd١(G) ≤ fd١(G∗٢) + r + ١ ≤ (n− ٢/(٢ + k

کاستن (بدون {ut, ut′} ⊆ F کنید′′ فرض .|F ′′| ≥ ٢ کنید فرض درنتیجه است. تناقض ΁ی این
کنید فرض .t′ < i ≤ r و ١ ≤ i < t برای ،degG(ui) = ١ به طوری که (t < t′کنید فرض کلیت از

به وضوح باشند. ut′ و ut برگ های u′t′ و u′t

S∗٢ ∪ {c١, ..., ct−١} ∪ {ct′+١, ..., cr} ∪ {ut+١, ...., ut′−١} ∪ {u′t, u′t′}
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درنتیجه است، G برای ١FD‐مجموعه ΁ی

fd١(G) ≤ fd١(G∗٢) + r < (n− ٢/(١ + k − ١
است. تناقض ΁ی این

برای قوی پشتیبان راس ΁ی حداقل شامل N(cj)− C١ که کنیم فرض ͬ توانیم م درنتیجه
ادعای طبق باشد. N(cj)− C١ در قوی پشتیبان راس ΁ی کنید فرض باشد. cj ∈ {c١, ..., cr}
باشند uj راس به متصل برگ های u′′ و u′ کنید فرض است. متصل cj راس به برگ دو دقیقا ٢

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی از .G∗ = G− {u′, u′′} همچنین و
fd١(G∗) ≤ (n(G∗)− ٢/(١ + k

باشد. (∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض .fd١(G∗) < (n(G∗) − ٢/(١ + ٢ کنید فرض
΁ی S′ ∪ {u′j}آنگاه ،uj /∈ S′ اگر و بوده G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه ،uj ∈ S′ اگر

درنتیجه است. G برای ١FD‐مجموعه

fd١(G) ≤ fd١(G∗) + ١ < (n− ٢/(١ + k

است. تناقض ΁ی این
داریم ،G گراف انتخاب طبق درنتیجه .fd١(G∗) = (n(G∗) − ٢/(١ + k که دادیم نشان
□ .G ∈ Gk درنتیجه است. آمده بوجود O٢ عمل·ر از استفاده با G∗ از G درنتیجه .G∗ ∈ Gk

.d = d′ = ١ کرد فرض ͬ توان م ٢ و ١ ادعاهای از
است. دور ویژه راس ΁ی دقیقا دارای i = ١,٢ برای ،Ci .۴ ادعای

دور ویژه راس ΁ی حداقل دارای ،i = ١,٢ برای ،Ci که ͬ دهیم م نشان ابتدا .۴ ادعای اثبات
.i = ١, ..., r برای ،degG(ci) ≥ ٣ درنتیجه نباشد. دور ویژه راس دارای C١ کنید فرض است.
پشتیبان راس ΁ی cj کنید فرض است. پشتیبان راس ΁ی ،i = ١,٢, ..., r برای ،ci به وضوح
رئوس تمام حذف با G گراف از G′ کنید فرض باشد. j ∈ {١,٢, ..., r} از برخͬ برای قوی

مجموعه ی
∪r
i=١(N [ci])− {c٠, c١, cr}

داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق است. G′ در قوی پشتیبان راس ΁ی c٠ به وضوح باشد. آمده بدست
fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k − ١

داریم است، G در قوی پشتیبان راس ΁ی cj چون
n(G′) ≤ n(G)− (٢r + ١) + ٢

درنتیجه
fd١(G′) ≤ (n(G)− (٢r + ١) + ٢ − ٢/(١ + k − ١



۴٩ اصلͬ قضیه ی
از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {c١, ..., cr} همچنین و c٠ ∈ S′ داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق

حداکثر مرتبه ی
(n(G)− (٢r + ١) + ٢ − ٢/(١ + k − ١ + r = n(G)/٢ + k − ١ < (n(G)− ٢/(١ + k

است. تناقض ΁ی این
گراف از G′ کنید فرض است. ضعیف پشتیبان راس ΁ی ،i = ١,٢, ..., r برای ،ci درنتیجه
،١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق باشد. آمده بدست ∪r

i=١(N [ci])−{c٠} مجموعه ی رئوس تمام حذف با G
داریم

fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k − ١
‐١FD ΁ی S′ ∪ {u١, ..., ur} آنگاه c٠ /∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
در که بوده، (n(G) − ٢/(١ + k − ١ < (n(G) − ٢/(١ + k حداکثر مرتبه ی از G در مجموعه
.c٠ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،i = ١,٢, .., r برای ،ci راس به متصل برگ ui آن

حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {c١, ..., cr} دراین صورت
(n(G)− ٢/(١ + k − ١ < (n(G)− ٢/(١ + k

است. تناقض ΁ی این بوده،
حداقل دارای نیز C٢ ترتیب همین به است. دور ویژه راس ΁ی حداقل دارای C١ درنتیجه
باشد. C٢ دور ویژه راس c′h و باشد C١ دور ویژه راس ct کنید فرض است. دور ویژه راس ΁ی

ویژه راس دو حداقل دارای C١ کنید فرض خلف برهان به است. ی΄تا ct ͬ دهیم م نشان
΁ی S′ همچنین و G′ = G − c′hc

′
h+١ کنید فرض .degG(c′h+١) = ٢ کنید فرض باشد. دور

.fd١(G′) ≤ (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ داریم ،١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق باشد. (′G)fd١‐مجموعه

΁ی این که ،G′ ∈ Gk−١ استقرا فرض طبق آنگاه ،fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ اگر
درنتیجه است. دور ویژه راس دو حداقل دارای C١ چون است، (١) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی با تناقض

اگر .fd١(G′) < (n(G′)− ٢/(١ + k − ١
|S′ ∩ {c′h, c′h+١}| ∈ {٠,٢}

΁ی این بوده، (n(G) − ٢/(١ + k − ١ حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه
درنتیجه است. تناقض

|S′ ∩ {c′h, c′h+١}| = ١
١FD‐مجموعه ΁ی {c′

h+١} ∪ S′ درنتیجه .c′h ∈ S′ کنید فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون
فرض درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) < (n(G) − ٢/(١ + k حداکثر مرتبه ی از G در
است، دور‐برگͬ ΁ی C٢ چون .degG(c′h−١) ≥ ٣ ͬ دهد م نتیجه این .degG(c′h+١) ≥ ٣ ͬ کنیم م



ها گراف کاکتوس در احاطه گری منصف عدد ۵٠
کنیم فرض کلیت، از کاسته بدون ͬ توانیم م درنتیجه است. دور این در ویژه برشͬ راس تنها c′٠
΁ی S′ و G′ = G − c′hc

′
h−١ کنید فرض است. پشتیبان راس ΁ی c′

h+١ به وضوح .c′
h+١ ̸= c′٠

قضیه ی طبق است. G′ در قوی پشتیبان راس ΁ی c′
h+١ به وضوح باشد. (′G)fd١‐مجموعه

داریم ،١ . ١ . ۵
fd١(G′) ≤ (n(G′)− ٢/(١ + k − ١

΁ی این که .G′ ∈ Gk−١ استقرا فرض طبق آنگاه ،fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ اگر
درنتیجه است. دور ویژه راس دو حداقل دارای C١ چون است، (١) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی با تناقض
،c′

h−١ /∈ S′ اگر .c′
h+١ ∈ S′ داریم ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق .fd١(G′) < (n(G′) − ٢(١ + k − ١

΁ی این بوده، (n(G) − ٢/(١ + k − ١ حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه
درنتیجه است، G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {c′h} حال .c′

h−١ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض
fd١(G) ≤ |S′|+ ١ < (n(G)− ٢/(١ + k

راس تنها c′h ترتیب همین به است. C١ دور ویژه راس تنها ct درنتیجه است. تناقض ΁ی این
است.□ C٢ دور ویژه

باشد. C٢ دور ویژه راس تنها c′h و بوده C١ دور ویژه راس تنها ct کنید فرض
نیست. قوی پشتیبان راس هیچ شامل ،i = ١,٢ Ci،برای .۵ ادعای

دور‐ ΁ی C٢ چون باشد. قوی پشتیبان راس ΁ی cj ∈ C١ کنید فرض .۵ ادعای اثبات
کلیت از کاسته بدون ͬ توانیم م درنتیجه است. دور آن از ویژه برشͬ راس تنها c′٠ است، برگͬ
΁ی S′ و G′ = G − c′hc

′
h−١ کنید فرض است. G گراف از پشتیبان راس ΁ی c′

h+١ کنیم فرض
قضیه ی طبق است. G′ در قوی پشتیبان راس ΁ی c′

h+١ به وضوح باشد. (′G)fd١‐مجموعه

،fd١(G′) = (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ اگر .fd١(G′) ≤ (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ داریم ،١ . ١ . ۵
است، بخش(١) ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی با تناقض ΁ی این که .G′ ∈ Gk−١ استقرا فرض طبق آنگاه
طبق .fd١(G′) < (n(G′) − ٢/(١ + k − ١ درنتیجه است. قوی پشتیبان راس دارای C١ چون
از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه ،c′

h−١ /∈ S′ اگر .c′
h+١ ∈ S′ داریم ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی

حال .c′
h−١ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این بوده، (n(G)− ٢/(١ + k − ١ حداکثر مرتبه ی

،fd١(G) ≤ |S′|+ ١ < (n(G)− ٢/(١ + k درنتیجه است، G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {c′h}

ترتیب همین به نیست. قوی پشتیبان راس هیچ دارای C١ دادیم نشان است. تناقض ΁ی این
□ نیست. قوی پشتیبان راس هیچ دارای نیز C٢

،c′i همچنین و است ضعیف پشتیبان راس ΁ی ،i ∈ {١,٢, ..., r}−{t} برای ،ci دادیم نشان
i ∈ {١,٢, ..., r} − {t} هر برای است. ضعیف پشتیبان راس ΁ی i ∈ {١,٢, ..., r′} − {h} برای
باشد G − c٠c١ − c٠cr از مولفه ای G′٢ کنید فرض باشد. ci به متصل برگ ui کنید فرض
به v∗ برگ ΁ی کردن اضافه با G′٢ از که باشد گرافͬ G∗ همچنین باشد، c٠ راس شامل که
داریم ١ . ١ . ۵ قضیه ی طبق .n(G∗) = n(G) − ٢r + ٢ به وضوح باشد. آمده بدست c٠ راس

.fd١(G∗) ≤ (n(G∗)− ٢/(١ + k − ١



۵١ اصلͬ قضیه ی
(∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S∗ کنید فرض .fd١(G∗) < (n(G∗) − ٢/(١ + k − ١ کنید فرض

حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ ∪ {c١, c٢, ...cr} آنگاه ،c٠ ∈ S∗ اگر باشد.
(n(G∗)− ٢/(١ + k − ١ + r = (n(G)− ٢r + ٢ − ٢/(١ + k − ١ + r

= (n(G))/٢ + k − ١
آنگاه ،t > ١ اگر .v∗ ∈ S∗ دراین صورت .c٠ /∈ S∗ درنتیجه است. تناقض ΁ی این بوده،

S∗ − {v∗} ∪ {c١, ...ct−١} ∪ {ut+١, ..., ur}

حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی
(n(G∗)− ٢/(١ + k − ١ − ١ + r − ١ = (n(G)− ٢r + ٢ − ٢/(١ + k − ١ − ١ + r − ١

= (n(G)− ٢/(١ + k − ٢
دراین صورت .t = ١ کنید فرض درنتیجه است. تناقض ΁ی این بوده،

S∗ − {v∗} ∪ {c٢, ..., cr}

تناقض ΁ی این بوده، (n(G) − ٢/(١ + k − ٢ حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی
فرض .G∗ ∈ Gk−١ استقرا فرض طبق حال .fd١(G∗) = (n(G∗)− ٢/(١+ k− ١ بنابراین است.

از امده بدست گراف H∗ کنید
G[{c٠, c١, ..., cr, u١, ..., ut−١, ut+١, ..., ur}]

و G∗ ∈ Gk−١ از G دراین صورت .H∗ ∈ H١ به وضوح باشد. c٠ به برگ ΁ی کردن اضافه با
.G ∈ Hk ⊆ Gk بنابراین است. آمده بدست A فرایند اعمال با H∗ ∈ H١

(G)fd١‐مجموعه تنها V (G)−L(G) داریم ٣ . ١ . ۵ نتیجه ی طبق قضیه، برگشت طرف برای
.fd١(G) = (n− ٢/(١ + k که ͬ دهد م نشان ٣ . ١ . ۵ مشاهده ی حال است.

ͬ آید م بدست ١ . ١ . ۵ قضیه ی و فوق قضیه از استفاده با که فصل این اصلͬ قضیه نهایت در
ͬ کنیم. م بیان را

آنگاه باشد، دور k ≥ ١ با n ≥ ۵ مرتبه ی از گراف کاکتوس ΁ی G اگر .٢ . ۴ . ۵ قضیه
fd١(G) ≤ (n− ٢/(١ + k

.G ∈ Gk یا G = C۵ اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی و





6 فصل
های گراف در احاطه گری منصف عدد

خارجͬ ͹مسط
استفاده با خارجͬ ͹مسط گراف های در منصف احاطه گری عدد برای بالا کران فصل این در
کران کران، این که ͬ دهیم م نشان سپس و ͬ دهیم م ارائه گراف بلوک های‐قوی تعداد از

ͬ کنیم. م بیان را ٢ . ١ . ۶ حدس پایان در ͬ دهد. م بهبود را قضیه ٢ . ۵ . ٢

اولیه مشاهدات و تعاریف ١ . ۶
سه حداقل شامل K هرگاه گوییم بلوک‐قوی را K بلوک ΁ی G خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی در

باشد. راس
گوییم ویژه راس‐برشͬ را خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی از K بلوک‐قوی ΁ی در w راس ΁ی

باشد. K ′ ̸= K بلوک‐قوی و K بلوک بین مسیر کوتاه ترین عضو w اگر
دقیقا شامل اگر گوییم بلوک‐برگͬ را G خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی از K بلوک‐قوی ΁ی
نشان r(G) با را خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی های‐قوی بلوک تعداد باشد. ویژه راس‐برشͬ ΁ی

ͬ دهیم. م
بلوک‐ دو حداقل شامل بلوک‐قوی، دو حداقل با خارجͬ ͹مسط گراف هر .١ . ١ . ۶ مشاهده

است. برگͬ



خارجͬ ͹مسط های گراف در احاطه گری منصف عدد ۵۴
ͬ کنیم. م بیان زیر در که نیازمندیم است آمده [٣۴] در که زیر قضیه به ادامه در

٢‐همبند اگر تنها و اگر است همیلتونͬ G خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی [٣۴] .١ . ١ . ۶ قضیه
باشد.

بالا کران ٢ . ۶
بلوک‐قوی r ≥ ١ با m اندازه ی و n مرتبه ی از خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی G اگر .٢ . ١ . ۶ قضیه

است. دسترسͬ قابل کران این و fd(G) ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r آنگاه باشد،
بلوک‐قوی r ≥ ١ با m اندازه ی و n مرتبه ی از خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
΁ی G اگر ٢ . ۵ . ۴ قضیه ی طبق .fd١(G) ≤ (۴m − ٣n + ٢/(٣ − r که ͬ دهیم م نشان باشد.
به نباشد. دوری تک G کنید فرض درنتیجه است. صادق ح΄م آنگاه باشد دوری تک گراف
مرتبه کمترین دارای G کنید فرض .fd١(G) > (۴m−٣n+٣)/٢− r کنید فرض خلف برهان
گراف ها این دربین اندازه کمترین دارای کنید فرض همچنین و بوده گراف ها این بین در
داریم ،١ . ١ . ۶ قضیه ی طبق باشند. G از بلوکهای‐قوی K١,K٢, . . . ,Kr کنید فرض باشد.
برای همیلتونͬ دور ΁ی Ci = ci٠ci١ . . . cilici٠ کنید فرض است. همیلتونͬ ،١ ≤ j ≤ r برای ،Kj

ͬ کنیم. م ثابت زیر در را ٢ و ١ ادعاهای باشد. ،١ ≤ i ≤ r برای ،Ki بلوک‐قوی
برخͬ برای باشد، Ci از دو درجه از راس ΁ی cij اگر ،١ ≤ i ≤ r هر برای .١ ادعای

.degG(cij−١) ≥ ٣ همچنین و degG(c
i
j+١) ≥ ٣ آنگاه ،j ∈ {٠, ١, . . . , li}

کنید فرض .j ∈ {٠, ١, . . . , li} ΁ی برای degG(c
i
j) = ٢ کنید فرض .١ ادعای اثبات

انتخاب طبق .r − ١ ≤ r(G′) ≤ r به وضوح .G′ = G − cijc
i
j+١ کنید فرض .degG(cij+١) = ٢

داریم G گراف
fd١(G′) ≤ (۴m(G′)− ٣n(G′) + ٢/(٣ − r(G′)

≤ (۴(m− ١)− ٣n+ ٢/(٣ − (r − ١)
= (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١

‐١FD ΁ی S′ آنگاه ،|S′∩{cij , cij+١}| ∈ {٠,٢} اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
همچنین و بوده (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١ حداکثر مرتبه ی از G برای مجموعه

فرض .|S′∩{cij , cij+١}| = ١ درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢−r−١
است. احاطه گر مجموعه ی ΁ی S′ چون ،ci

j+٢ ∈ S′ و ci
j+١ ̸∈ S′ دراین صورت .cij ∈ S′ کنید

(۴m − ٣n + ٢/(٣ − r حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی {ci
j+١} ∪ S′ درنتیجه

کنید فرض درادامه است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m − ٣n + ٢/(٣ − r همچنین و
G برای ١FD‐مجموعه ΁ی {cij} ∪ S′ دراین صورت .ci

j−١ ∈ S′ و cij ̸∈ S′ درنتیجه .ci
j+١ ∈ S′
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این ،fd١(G) ≤ (۴m − ٣n + ٢/(٣ − r همچنین و (۴m − ٣n + ٢/(٣ − r حداکثر مرتبه ی از

□ .degG(cij−١) ≥ ٣ ترتیب همین به .degG(cij+١) ≥ ٣ بنابراین است تناقض ΁ی
آنگاه باشد، ،j ∈ {٠, ١, . . . , li} برخͬ برای ،Ci از دو درجه از راس ΁ی cij اگر .٢ ادعای

نیستند. پشتیبان راس ci
j−١ و ci

j+١ رئوس از ΁ی هیچ
ci
j+١ کنید فرض .j ∈ {٠, ١, . . . , li} ΁ی برای ،degG(cij) = ٢ کنید فرض .٢ ادعای اثبات

طبق .r − ١ ≤ r(G′) ≤ r به وضوح .G′ = G − cijc
i
j−١ کنید فرض باشد پشتیبان راس ΁ی

داریم G گراف انتخاب
fd١(G′) ≤ (۴m(G′)− ٣n(G′) + ٢/(٣ − r(G′)

≤ (۴(m− ١)− ٣n+ ٢/(٣ − (r − ١)
= (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١

چون ،ci
j+١ ∈ S′ داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض

از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه ،ci
j−١ /∈ S′ اگر است. G′ از قوی پشتیبان ΁ی ci

j+١
،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢−r−١ همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/٢−r−١ حداکثر مرتبه ی
برای ١FD‐مجموعه ΁ی {cij} ∪ S′ دراین صورت .ci

j−١ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این
،fd١(G) ≤ (۴m − ٣n + ٢/(٣ − r همچنین و (۴m − ٣n + ٢/(٣ − r حداکثر مرتبه ی از G
΁ی ci

j−١ ترتیب همین به نیست. G از پشتیبان راس ΁ی ci
j+١ بنابراین است. تناقض ΁ی این

□ نیست. G از پشتیبان راس
ͬ گیریم. م درنظر را زیر دوحالت حال

طبق n = l١ + ١ همچنین و V (G) = {c١٠, c١١, . . . , c١
l١} کنید فرض ابتدا .r = ١ .١ حالت

دید ͬ توان م راحتͬ به حال هستند. ٣ حداقل درجه ی از C١ از راس ⌈n/٢⌉ حداقل ١ حقیقت
که

m =
١
٢

∑
v∈V (G)

deg(v) ≥ n+ ⌈n/٢⌉/٢

درنتیجه داریم، ٣ حداقل درجه ی از راس ⌈n/٢⌉ حداقل و δ(G) ≥ ٢ ∑چون
v∈V (G)

deg(v) ≥ ٢n+ ⌈n/٢⌉

آنگاه باشد، فرد n اگر و n ≤ (۴m−٣n)/٢ آنگاه باشد، زوج n اگر .m ≥ n+ ⌈n/٢⌉/٢ بنابراین
΁ی V (G) دراین صورت .n ≤ (۴m−٣n+٣)/١−٢ که ͬ آوریم م بدست .n ≤ (۴m−٣n−١)/٢
این ،fd١(G) ≤ (۴m − ٣n + ٢/(٣ − ١ درنتیجه و بوده n مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه

از راسͬ دارد وجود ،r = ١ چون .V (G) ̸= {c١٠, c١١, . . . , c١
l١} که دادیم نشان است. تناقض ΁ی

باشد. مقدار بیشترین از d(vd, C١) به طوری که باشد G از برگͬ vd کنید فرض .G در ΁ی درجه
به وضوح باشد. v٠ ∈ C١ راس تا vd بین مسیر کوتاه ترین v٠v١...vd کنید فرض

{v٠, v١, . . . , vd} ∩ V (C١) = {v٠}
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.G′ = G − {vd, vd−١} کنید فرض حال .degG(vd−١) = ٢ کنید فرض .d ≥ ٢ کنید فرض

داریم ،G انتخاب طبق .r(G′) = r به وضوح

fd١(G′) ≤ (۴m(G′)− ٣n(G′) + ٢/(٣ − r(G′)

= (۴(m− ٢)− ٣(n− ٢) + ٢/(٣ − ١
= (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − ٢

١FD‐مجموعه ΁ی S′∪{vd} آنگاه ،vd−٢ /∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/١−٢ همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/١−٢ حداکثر مرتبه ی از G در
از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} درنتیجه .vd−٢ ∈ S′ بنابراین است. تناقض ΁ی این
΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/١−٢ همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/١−٢ حداکثر مرتبه ی
NG(vd−١)− {vd−٢} از راس هر به وضوح .degG(vd−١) ≥ ٣ کنید فرض بنابراین است. تناقض
بدست vd−١ راس به متصل برگ های تمام حذف با G گراف از G′ کنید فرض است. برگ ΁ی

.r(G′) = r به وضوح آید.
داریم ،G انتخاب طبق

fd١(G′) ≤ (۴m(G′)− ٣n(G′) + ٢/(٣ − r(G′)

≤ (۴(m− ٢)− ٣(n− ٢) + ٢/(٣ − ١
= (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − ٢

G در ١FD‐مجموعه ΁ی S′ آنگاه ،vd−١ ∈ S′اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
این ،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢−٢ همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/٢−٢ حداکثر مرتبه ی از
S′ ∪ {vd−١} حال .vd−٢ ∈ S′ دراین صورت .vd−١ ̸∈ S′ کنید فرض درنتیجه است. تناقض ΁ی

همچنین و بوده (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − ١ حداکثر مرتبه ی از G در ١FD‐مجموعه ΁ی
فرض .d = ١ کنید فرض ادامه در است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m − ٣n + ٢/(٣ − ١
΁ی c١

j که باشد هایی c١
j تمام مجموعه ی D٢ کنید فرض و D١ = {c١

j | degG(c١
j) = ٢} کنید

که باشد هایی c١
j تمام مجموعه ی D٣ کنید فرض همچنین و باشد G گراف در پشتیبان راس

،d = ١ چون .|D١|+ |D٢|+ |D٣| = l١ + ١ به وضوح نباشد. G گراف در پشتیبان راس ΁ی c١
j

که باشید داشته توجه .|D١| ≤ |D٣| داریم ٢ و ١ ادعاهای طبق .|D٢| ≥ ١ داریم

m =
١
٢

∑
v∈V (G)

deg(v) ≥ n+ |D٢/|٣

درنتیجه .n ≥ l١ + ١ + |D٢| به وضوح
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(۴m− ٣n+ ٢/(٣ − ١ ≥ (۴(n+ |D٢/|٣)− ٣n+ ٢/(٣ − ١
≥ (l١ + ١ + |D٢|+ ٢|D٣|+ ٢/(٣ − ١
≥ (l١ + ١ + |D١|+ |D٢|+ |D٣|+ ٢/(٣ − ١
= l١ + ٣/٢ > l١ + ١.

دراین صورت است. l١ + ١ حداکثر اندازه ی از (G)fd١‐مجموعه ΁ی {c١٠, . . . , c١
l١} درنتیجه

است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) < (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r

است. بلوک‐برگͬ دو حداقل دارای G داریم، ١ . ١ . ۶ مشاهده ی طبق .r ≥ ٢ .٢ حالت
΁ی ci٠ کنید فرض .i ∈ {١,٢, . . . , r} آن در که باشد G از بلوک‐برگͬ ΁ی Ki کنید فرض
یال های تمام حذف با G از آمده بدست گراف G′ کنید فرض باشد. G از برشͬ راس‐ویژه
مولفه ای G′١ کنید فرض است. مولفه دو دارای G′ به وضوح .cij ∈ {ci١, . . . , cili} آن در که ،ci٠cij
به وضوح باشد. ci٠ شامل که باشد G′ از مولفه ای G′٢ همچنین ،ci١ شامل که باشد G′ از

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت .{ci١, ci٢, . . . , cili} ⊆ V (G′١)
به وضوح .G∗١ = G[V (G′١) ∪ {ci٠}] کنید فرض .V (G′١) = {ci١, ci٢, . . . , cili} ٢.١ حالت

است. ٣ حداقل درجه از Ci − ci٠ از راس ⌊li/٢⌋ حداقل ،١ ادعای طبق .n(G∗١) = li + ١
٣ حداقل درجه ی از Ci − ci٠ از راس li/٢ حداقل دراین صورت باشد. زوج li کنید فرض

که دید ͬ توان م راحتͬ به حال، است.
m(G∗١) =

١
٢

∑
v∈V (G∗١ )

deg(v) ≥ li + ١ + li/۴

کنید فرض
G∗٢ = G[V (G′٢) ∪ {ci١, cili}]− {cil١c

i١}

G انتخاب طبق .r(G∗٢) = r − ١ و m = m(G∗٢) +m(G∗١) − ٢ ،n = n(G∗٢) + li − ٢ به وضوح
داریم

fd١(G∗٢) ≤ (۴m(G∗٢)− ٣n(G∗٢) + ٢/(٣ − r(G∗٢)

چون ،ci٠ ∈ S′′ داریم ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. (٢∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S′′ کنید فرض
درنتیجه است. G∗٢ در قوی پشتیبان راس ΁ی ci٠

S′′ ∪ {ci١, ci٢, . . . , cili}

داریم دی·ر طرف از است. |S′′|+ li مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی
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(۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r ≥ (۴(m(G∗٢) +m(G∗١)− ٢)− ٣(n(G∗٢) + n(G∗١)− ٣) + ٢/(٣ − r

= (۴m(G∗٢)− ٣n(G∗٢) + ٢/(٣ − r(G∗٢) + (۴m(G∗١)− ٣(li + ١) + ٢/(١ − ١
≥ |S′′|+ (۴(li + ١ + li/۴)− ٣li − ٢/(٢ − ١
= |S′′|+ li.

است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r درنتیجه
Ci − ci٠ از راس (li − ٢/(١ حداقل که باشید داشته توجه باشد. فرد li کنید فرض ادامه در

که دید ͬ توان م راحتͬ به حال، است. ٣ حداقل مرتبه ی از
m(G∗١) =

١
٢

∑
v∈V (G∗١ )

deg(v) ≥ li + ١ + (li − ١)/۴

درنتیجه .m(G∗١) > li+١+(li−١)/۴ کنید فرض .m(G∗١) = li+١+(li−١)/۴ که ͬ دهیم م نشان
به وضوح .G∗٢ = G[G′٢ ∪ {ci١, cili}] − {cilic

i١} کنید فرض .m(G∗١) ≥ li + ١ + (li − ١)/۴ + ١/۴
،G انتخاب طبق .r(G∗٢) = r− ١ همچنین ،m = m(G∗٢) +m(G∗١)− ٢ و n = n(G∗٢) + li − ٢
(٢∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S′′ کنید فرض .fd١(G∗٢) ≤ (۴m(G∗٢)−٣n(G∗٢)+٣)/٢−r(G∗٢) داریم
است. G∗٢ در قوی پشتیبان راس ΁ی ci٠ چون ،ci٠ ∈ S′′ داریم مشاهده ی٢ . ۴ . ١، طبق باشد.
طرف از است. |S′′|+ li مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′′ ∪ {ci١, ci٢, . . . , cili} درنتیجه

داریم دی·ر

(۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r ≥ (۴(m(G∗٢) +m(G∗١)− ٢)− ٣(n(G∗٢) + n(G∗١)− ٣) + ٢/(٣ − r

= (۴m(G∗٢)− ٣n(G∗٢) + ٢/(٣ − r(G∗٢) + (۴m(G∗١)− ٣(li + ١) + ٢/(١ − ١
≥ |S′′|+ (۴(li + ١ + (li − ١)/۴ + ١/۴)− ٣li − ٢/(٢ − ١
= |S′′|+ li.

که دادیم نشان است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r درنتیجه
درنتیجه .|E(G∗١) ∩ E(Ci)| = li + ١ که باشید داشته توجه .m(G∗١) = li + ١ + (li − ١)/۴
٣ حداقل درجه از Ci − ci٠ از Ci − ci٠ از راس (li − ٢/(١ چون .|E(G∗١)− E(Ci)| = (li − ١)/۴
راس (li + ٢/(١ همچنین داریم، ٣ درجه از راس (li − ٢/(١ دقیقا که، ͬ گیریم م نتیجه است،
داریم درنتیجه .degG(ci١) = degG(c

i
li
) = ٢ که ͬ دهد م نشان ١ ادعای حال داریم. دو درجه از

کنید فرض .degG∗١ (c
i٠) = ٢

A١ = {cj | degG(cij) = ٢, ١ ≤ j ≤ li}

همچنین
A٢ = {ci١, ci٢, . . . , cili} −A١
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تعداد چون ،|A٢| که باشید داشته توجه .|A٢| = (li − ٢/(١ و |A١| = (li + ٢/(١ به وضوح
.|A١|+ |A٢| = li و بوده فرد li چون است، فرد |A١| درنتیجه است. زوج گراف ΁ی فرد رئوس

که ͬ دهد م نشان ١ ادعای حال .ci١, cili ∈ A١ چون ،|A١| ≥ ٣ دراین صورت
A١ = {ci١, ci٣, . . . , ci(li+١)/٢, . . . , cili}

و
A٢ = {ci٢, ci۴, . . . , cili−١}

.|s− t| = ٢ به طوری که cis, cit ∈ A٢ مجاور راس دو دارد وجود .١ حقیقت
است. زوج li−١٢ چون ۴)ف پیمانه ی (به li ≡ ١ که باشید داشته توجه .١ حقیقت اثبات
از G∗١ رئوس تمام رئوس، این چون هستند، نظر مورد رئوس ci٢, ci۴ ∈ A٢ آنگاه ،li = ۵ اگر

اگر .li ≥ ٩ کنید فرض درنتیجه هستند. ٣ مرتبه ی
{cili+١

٢ +١, c
i
li+١

٢ −٣} ∩N(cili+١
٢ −١) ̸= ∅

فرض نتیجه در است. مطلوب زوج {cili+١
٢ +١, c

i
li+١

٢ −٣} ∩N(cili+١
٢ −١) و cili+١

٢ −١ راس های آنگاه
کنید

{cili+١
٢ +١, c

i
li+١

٢ −٣} ∩N(cili+١
٢ −١) = ∅

کاستن بدون است. متصل cili+١
٢ −١ راس به cit به طوری که cit ∈ A٢ راس ΁ی دارد وجود به وضوح

است خارجͬ ͹مسط گراف G چون .t < li+١٢ − ٣ کنید فرض کلیت، از
|A٢ ∩ {cih : t+ ٢ ≤ h ≤ li + ١

٢ − ٣}|
از راس هر است، خارجͬ ͹مسط گراف ΁ی G چون ازطرفͬ، است. زوج

A٢ ∩ {cih : t+ ٢ ≤ h ≤ li + ١
٢ − ٣}

از راس ΁ی به
A٢ ∩ {cih : t+ ٢ ≤ h ≤ li + ١

٢ − ٣}
زوج دو دارد وجود نتیجه در است. متصل

cih١ , c
i
h٢ ∈ A٢ ∩ {cih : t+ ٢ ≤ h ≤ li + ١

٢ − ٣}
□ .|h١ − h٢| = ٢ و cih١ ∈ N(cih٢) به طوری که

به وضوح کنند. صدق ١ حقیقت در که باشند A٢ از مجاور راس دو ci
t+٢ و cit کنید فرض

کنید فرض .deg(ci
t+١) = ٢

G∗ = G− citc
i
t−١ − citc

i
t+١
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داریم G انتخاب طبق .r − ١ ≤ r(G∗) ≤ r و m(G∗) = m− ٢ ،n(G∗) = n به وضوح

fd١(G∗) ≤ (۴m(G∗)− ٣n(G∗) + ٢/(٣ − r(G∗)

≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ٣
است، G∗ در قوی پشتیبان راس ΁ی ci

t+٢ چون باشد. (∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S∗ کنید فرض
از G در ١FD‐مجموعه ΁ی S∗ آنگاه ،ci

t−١ /∈ S∗ اگر .ci
t+٢ ∈ S∗ داریم ١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق

،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢−r−٣ همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/٢−r−٣ حداکثر مرتبه ی
١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {cit, cit+١} دراین صورت .ci

t−١ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این
همچنین و بوده (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١ حداکثر مرتبه ی از G در

است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١
دارای G′١−Ci است، G از بلوک‐برگͬ ΁ی Ki چون .V (G′١) ̸= {ci١, ci٢, . . . , cili} ٢.٢ حالت
d(vd, C

i − ci٠) به طوری که باشد، G′١ از برگͬ vd کنید فرض است. ΁ی حداکثر درجه ی از راسͬ
نباشد. ci٠ راس شامل Ci تا vd بین مسیر کوتاه ترین همچنین باشد، مم΄ن مقدار بیشترین از

باشد. v٠ ∈ Ci راس تا vd بین مم΄ن مسیر کوتاه ترین ،v٠v١ . . . vd کنید فرض
به وضوح .G′ = G− {vd, vd−١} همچنین degG(vd−١) = ٢ کنید فرض .d ≥ ٢ کنید فرض

داریم G انتخاب طبق .r(G′) = r

fd١(G′) ≤ (۴m(G′)− ٣n(G′) + ٢/(٣ − r(G′)

= (۴(m− ٢)− ٣(n− ٢) + ٢/(٣ − r

= (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١
١FD‐مجموعه ΁ی S′∪{vd} آنگاه ،vd−٢ /∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض
،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢−r همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/٢−r حداکثر مرتبه ی از G برای
از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} آنگاه .vd−٢ ∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این
این ،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢− r همچنین و بوده (۴m−٣n+٣)/٢− r حداکثر مرتبه ی
NG(vd−١)− {vd−٢} از راس هر به وضوح .degG(vd−١) ≥ ٣ که دادیم نشان است. تناقض ΁ی
بدست vd−١ راس به متصل برگ های تمام حذف با G گراف از G′ کنید فرض است. برگ ΁ی

داریم G انتخاب طبق .r(G′) = r به وضوح آید.
fd١(G′) ≤ (۴m(G′)− ٣n(G′) + ٢/(٣ − r(G′)

≤ (۴(m− ٢)− ٣(n− ٢) + ٢/(٣ − r

= (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١
برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ١−vd،آنگاه ∈ S′ اگر باشد. (′G)fd١‐مجموعه ΁ی S′ کنید فرض

همچنین و بوده (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r − ١ حداکثر مرتبه ی از G



۶١ بالا کران
.vd−٢ ∈ S′ آنگاه .vd−١ ̸∈ S′ درنتیجه است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m−٣n+٣)/٢−r−١
بوده (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r حداکثر مرتبه ی از G برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′ ∪ {vd−١} حال

است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r همچنین و
فرض همچنین D١ = {cij | degG(cij) = ٢} کنید فرض .d = ١ کرد فرض ͬ توان م حال
همچنین و باشد G در پشتیبان راس ΁ی cij که به طوری باشد cij رئوس تمام مجموعه D٢ کنید
نباشد. G در پشتیبان راس ΁ی cij که به طوری باشد cij رئوس تمام مجموعه D٣ کنید فرض
درنتیجه .d = ١ چون |D٢ |≥ ١ که باشید داشته توجه .|D١ | +|D٢ | +|D٣ |= li به وضوح
باشید داشته توجه .G∗١ = G[G′١ ∪ {ci٠}] کنید فرض .|D١ |≤ |D٣ | داریم ٢ ١و ادعاهای طبق

که
m(G∗١) =

١
٢

∑
v∈V (G∗١ )

deg(v) ≥ n(G∗١) + |D٣ | /٢

کنید فرض .n(G∗١) ≥ li + ١ + |D٢ | درنتیجه
G∗٢ = [G′٢ ∪ {ci١, cili}]− {cilic

i١}

انتخاب طبق .r(G∗٢) = r− ١ و m = m(G∗٢) +m(G∗١)− ٢ ،n = n(G∗٢) + n(G∗١)− ٣ به وضوح
داریم G

fd١(G∗٢) ≤ (۴m(G∗٢)− ٣n(G∗٢) + ٢/(٣ − r(G∗٢)

ci٠ چون ،ci٠ ∈ S′′ داریم ،١ . ۴ . ٢ مشاهده ی طبق باشد. (٢∗G)fd١‐مجموعه ΁ی S′′ کنید فرض
برای ١FD‐مجموعه ΁ی S′′ ∪ {ci١, ci٢, . . . , cili} درنتیجه است. G∗٢ از قوی پشتیبان راس ΁ی

داریم دی·ر طرف از است. |S′′|+ li مرتبه ی از G

(۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r ≥ (۴(m(G∗٢) +m(G∗١)− ٢)− ٣(n(G∗٢) + n(G∗١)− ٣) + ٢/(٣ − r

= (۴m(G∗٢)− ٣n(G∗٢) + ٢/(٣ − r(G∗٢) + (۴m(G∗١)− ٣n(G∗١) + ٢/(١ − ١
≥ |S′′|+ (۴(n(G∗١) + |D٣ | /٢)− ٣n(G∗١) + ٢/(١ − ١
= |S′′|+ (n(G∗١) + ٢|D٣ | +٢/(١ − ١
≥ |S′′|+ (li + ١ + |D٢ | +٢|D٣ | +٢/(١ − ١
≥ (li + |D٢ | +|D٣ | +|D١ |)/٢ ≥ |S′′|+ li.

است. تناقض ΁ی این ،fd١(G) ≤ |S′′|+ li ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r نتیجه در
است. دقیق کران این در C۵ که باشید داشته توجه پایان در

͹مسط گراف ΁ی برای که دادند نشان هم΄اران دی·ر و کارو [١٣] در که باشید داشته توجه
گراف هر که باشید داشته توجه حال است. fd(G) < ١٧n/١٩ مم΄ن یال بابیشترین خارجͬ



خارجͬ ͹مسط های گراف در احاطه گری منصف عدد ۶٢
کران بنابراین .r(G) = ١ نتیجه در ،[٢٢] است ٢‐همبند یال، بیشترین با G خارجͬ ͹مسط

ͬ بخشد. م بهبود باشد، ۴m < ٩١n١٩ − ١ وقتͬ را ١٧n/١٩ کران ٢ . ١ . ۶ قضیه ی
ͬ بریم. م پایان به زیر حدس با را فصل این

آنگاه باشد، بلوک‐قوی r ≥ ١ با m اندازه ی و n مرتبه ی از گراف ΁ی G اگر .٢ . ١ . ۶ حدس
.fd(G) ≤ (۴m− ٣n+ ٢/(٣ − r



7 فصل
احاطه گری عدد برای جدید کران

دوگانه

گراف هایی تمام و ͬ کنیم م بیان گراف دوگانه احاطه گری عدد برای پایین کران ΁ی فصل این در
ͬ کنیم. م مشخص را هستند دقیق کران این در که

چلالͬ کران ٧ . ١
آنگاه باشد، پشتیبان راس s و برگ ℓ با n مرتبه ی از درختͬ T اگر که داد نشان [١٨] در چلالͬ
هستند دقیق کران این در که گراف هایی تمام همچنین ایشان . γ×٢(G) ≥ (٢n+ℓ−s+٢)/٣
صورت به را درخت ها از ای خانواده ایشان هدف این به رسیدن برای کردند. مشخص نیز را
ساخته زیر صورت به که باشد T = Tk درخت های تمام خانواده G٠ که کنید فرض ساختند. زیر
بصورت Ti از Ti+١ آنگاه ،k ≥ ٢ اگر .A(T١) = {u, v} و T١ = P٢ = uv کنید فرض ͬ شود. م

شود. ساخته زیر عمل·ر های از ی΄ͬ توسط بازگشتͬ
Ti درخت از Ti+١ درخت آنگاه باشد. Ti درخت از پشتیبانͬ راس v کنید فرض :O١ عمل·ر
.A(Ti+١) = A(Ti)∪{z} کنید فرض ͬ آید. م بدست v راس به آن اتصال و z راس کردن اضافه با
آنگاه باشد Ti درخت از برگͬ d اگر به طوری که باشد، A(Ti) از راسͬ d کنید فرض :O٢ عمل·ر
کردن اضافه با Ti درخت از Ti+١ درخت آنگاه نباشد. قوی پشتیبان راس ΁ی آن پشتیبان راس



دوگانه احاطه گری عدد برای جدید کران ۶۴
.A(Ti+١) = A(Ti)∪{a, b} کنید فرض ͬ آید. م بدست d راس به c راس اتصال و P٣ = abc مسیر

باشد، پشتیبان راس s و برگ ℓ با n مرتبه ی از بدیهͬ غیر درختͬ T اگر [١٨] .٧ . ١ . ١ قضیه
.T ∈ G٠ اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی و γ×٢(T ) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ آنگاه

پشتیبان رئوس تمام شامل G گراف در دوگانه گر احاطه مجموعه هر [١٨] .٧ . ١ . ١ مشاهده
است. G گراف

جدید کران ٧ . ٢
ارائه همبند گراف های در دوگانه احاطه گری عدد برای جدید پایین کران ΁ی بخش این در

ͬ کنیم م مشخص را هستند دقیق کران این در که گراف هایی تمام همچنین ͬ کنیم، م
ͬ دهیم. م نشان k(G) با را گراف دور های تعداد G گراف ΁ی برای ادامه در

گراف ها خانواده ی ٧ . ٢ . ١
(G)٢×γ‐مجموعه را S (G)٢×γ‐مجموعه ΁ی ،G گراف ΁ی در که باشید داشته نظر در ابتدا
به طوری که گوییم، S از ویژه راس های آن ها به ،y و x راس دو حداقل شامل S هرگاه گوییم ویژه
اگر همچنین و نباشد G گراف دور ΁ی از یالͬ هیچ شامل راس دو این بین مسیر ترین کوتاه
به وضوح نباشد. قوی پشتیبان راس ΁ی آن پشتیبان راس آنگاه باشند، گراف از برگͬ y یا x

است. ویژه T)٢×γ‐مجموعه ی ) ΁ی T)٢×γ‐مجموعه ) هر T ∈ G٠ درخت هر برای
بخش در که باشد خانواده ای G٠ کنید فرض ͬ سازیم. م را گراف ها از خانواده از ی΄سری حال
صورت زیر به بازگشتͬ، به صورت Gi−١ از Gi خانواده ی i = ١, ..., k برای شدند. معرفͬ ٧ . ١

ͬ سازیم. م

باشد، Gi گراف های خانواده تمام Gi کنید فرض ،١ ≤ i ≤ k ،i هر برای :B فرایند •
با ،Si−١ ویژه (١−Gi)٢×γ‐مجموعه ΁ی با Gi−١ ∈ Gi−١ گراف ΁ی از Gi به طوری که
آید. بدست Si−١ از ویژه راس دو دقیقا به راس این اتصال و جدید راس ΁ی کردن اضافه

ͬ آید. م بدست فوق خانوداه های تعریف از سادگͬ به زیر مشاهده ی

است. دور k دقیقا دارای G ∈ Gk گراف هر ،k ≥ ٠ برای .٧ . ٢ . ١ مشاهده
کاکتوس ΁ی ،k ≥ ٠ هر برای ،G ∈ Gk که داد نشان ͬ توان م به سادگͬ که باشید داشته توجه

است. گراف



۶۵ جدید کران

پایین کران ٧ . ٢ . ٢
عدد برای جدیدی پایین کران ما ͬ کنیم. م بیان را فصل این اصلͬ قضیه ی بخش این در
گراف هایی تمام همچنین ͬ کنیم م ارائه گراف دور های تعداد و مرتبه برحسب دوگانه احاطه گری

ͬ کنیم. م مشخص را هستند دقیق کران این در که
پشتیبان راس s و برگ ℓ دور، k ≥ ٠ با n ≥ ٢ مرتبه ی از همبند گراف ΁ی G اگر .٧ . ٢ . ١ قضیه
.G ∈ Gk اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+٢−٣/(٢k/٣ آنگاه باشد،
پشتیبان راس s و برگ ℓ دور، k ≥ ٠ با n ≥ ٢ مرتبه ی از همبند گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
و γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢− ٢k/٣ که ͬ دهیم م نشان k روی استقرا از استفاده با باشد.
دراین صورت .k = ٠ کنید فرض استقرا اول گام برای .G ∈ Gk اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ تساوی
برای ح΄م کنید فرض است. برقرار ٧ . ١ . ١ قضیه ی طبق ح΄م درنتیجه است، درخت ΁ی G

ͬ گیریم. م نظر در دور k ≥ ١ با G گراف حال باشد. برقرار ٠ < k′ < k با G′ گراف های تمام
‐γ×٢(G) ΁ی S کنید فرض .γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣ ͬ دهیم م نشان ابتدا
،{u١, u٢, ..., ur} ⊆ S اگر باشد. G گراف از دور ΁ی C = u١u٢...uru١ همچنین باشد، مجموعه
فرض طبق نتیجه در بوده، G′ = G− u١u٢ گراف برای دوگانه احاطه گر مجموعه ΁ی S آنگاه

استقرا
|S| ≥ γ×٢(G′) ≥ (٢n+ ℓ(G′)− s(G′) + ٣/(٢ − ٢k(G′)/٣

درنتیجه .k(G′) ≤ k − ١ و l − s ≤ ℓ(G′)− s(G′) به وضوح
γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢(k − ٣/(١ > (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣

راس ΁ی uj ،٧ . ١ . ١ مشاهده ی طبق .١ ≤ j ≤ r از برخͬ برای ،uj /∈ S کنید فرض ادامه در
به وضوح باشند. G − uj مولفه های G′١, G′٢, ..., G′

w کنید فرض نیست. G گراف از پشتیبان
دی·ر ازطرف .١ ≤ i ≤ w برای است، G′

i در دوگانه احاطه گر مجموعه ی ΁ی S ∩ V (G′
i)

درنتیجه، نیست. G گراف در پشتیبان راس ΁ی uj چون ،١ ≤ i ≤ w هر برای ،n(G′
i) ≥ ٢

استقرا فرض طبق
|S| ≥ Σw

i=٢)١(n(G′
i) + ℓ(G′

i)− s(G′
i) + ٢i)/٣ − ٢k(G′

i)/٣
نتیجه در ،k − ١ ≥ Σw

i=١k(G′
i) و ℓ− s ≤ Σw

i=١ℓ(G′
i)− s(G′

i) که باشید داشته توجه
|S| ≥ (٢(n− ١) + ℓ− s+ ٢w)/٣ − ٢(k − ٣/(١ ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣

بنابراین و
γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣



دوگانه احاطه گری عدد برای جدید کران ۶۶
.G ∈ Gk اگر تنها و اگر γ×٢(G) = (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣ که ͬ دهیم م نشان ادامه در
باشد، (G)٢×γ‐مجموعه ΁ی S کنید فرض .γ×٢(G) = (٢n+ℓ−s+٢)/٢−٣k/٣ کنید فرض
{u١, u٢, ..., ur} ̸⊆ داریم اثبات، اول بخش طبق باشد. G از دور ΁ی C = u١u٢...uru١ همچنین
کنید فرض .uj /∈ S به طوری که ،١ ≤ j ≤ r،j صحیح عدد ΁ی دارد وجود دراین صورت .S
فرض نیست. G در پشتیبان راس ΁ی uj ،٧ . ١ . ١ مشاهده ی طبق به وضوح .degG(uj) ≥ ٣
S ∩ G′

i باشید داشته توجه .w ≥ ٢ به وضوح باشند. G − uj مولفه های G′١, G′٢, ..., G′
w کنید

استقرا فرض طبق آنگاه باشد. ،١ ≤ i ≤ w هر برای ،G′
i در دوگانه احاطه گر مجموعه ΁ی

|S| ≥ Σw
i=٢)١(n(G′

i) + ℓ(G′
i)− s(G′

i) + ٢i)/٣ − ٢k(G′
i)/٣

درنتیجه .k − ١ ≥ Σw
i=١k(G′

i) و l − s ≤ Σw
i=١(l(G′

i)− s(G′
i)) به وضوح

|S| ≥ (٢(n− ١) + ℓ− s+ ٢w)/٣ − ٢(k − ٣/(١ ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢(k − ٣/(١
همچنین و

γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣ + ٢/٣
΁ی S چون ،{uj−١, uj+١} ⊆ S که است ͹واض .degG(uj) = ٢ درنتیجه است. تناقض ΁ی این
΁ی S به وضوح .G′ = G − uj کنید فرض .uj /∈ S و است G از دوگانه گر احاطه مجموعه ی

استقرا فرض طبق است. G′ در دوگانه احاطه گر مجموعه
|S| ≥ (٢(n(G′) + ℓ(G′)− s(G′) + ٣/(٢ − ٢k(G′)/٣

کنید فرض
|S| > (٢(n(G′) + ℓ(G′)− s(G′) + ٣/(٢ − ٢k(G′)/٣

آنگاه .k(G′) ≤ k − ١ و ℓ− s ≤ (ℓ(G′)− s(G′)) به وضوح
|S| > (٢(n− ١) + ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢(k − ٣/(١ ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣

همچنین و
γ×٢(G) > (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣

طبق .|S| = (٢n(G′) + ℓ(G′) − s(G′) + ٣/(٢ − ٢k(G′)/٣ نتیجه در است. تناقض ΁ی این
΁ی از یال ΁ی شامل uj+١ و uj−١ بین مسیر ترین کوتاه کنید فرض .G′ ∈ Gk(G′) استقرا فرض

درنتیجه .k(G′) ≤ k − ٢ دراین صورت باشد. G′ از دور
|S| ≥ (٢n(G′) + ℓ(G′)− s(G′) + ٣/(٢ − ٢(k − ٣/(٢



۶٧ جدید کران
همچنین

γ×٢(G) ≥ (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣ + ٢/٣
از دور ΁ی از یال هیچ شامل uj+١ و uj−١ بین مسیر ترین کوتاه درنتیجه است. تناقض ΁ی این
آنگاه ،{uj−١, uj+١}∩L(G′) = ∅ اگر .G′ ∈ Gk−١ همچنین و k(G′) = k−١ درنتیجه نیست. G′

G′ از G درنتیجه است. ویژه (′G)٢×γ‐مجموعه ΁ی S و هستند S از ویژه راس دو uj+١ و uj−١
.{uj−١, uj+١} ∩ L(G′) ̸= ∅ کنید فرض حال .G ∈ Gk درنتیجه ͬ آید، م بدست B فرایند با uj و
΁ی uj+٢ کنید فرض است. G′ از پشتیبان راس ΁ی uj+٢ درنتیجه .uj+١ ∈ L(G′) کنید فرض

همچنین و ℓ− s < ℓ(G′)− s(G′) درنتیجه است. G′ از قوی پشتیبان
|S| = (٢n(G′) + ℓ(G′)− s(G′) + ٣/(٢ − ٢(k − ٣/(١

> (٢(n− ١) + ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢(k − ٣/(١
= (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣

که دادیم نشان است. تناقض ΁ی این ،γ×٢(G) > (٢n + ℓ − s + ٣/(٢ − ٢k/٣ درنتیجه
΁ی uj−٢ آنگاه uj−١ ∈ L(G′) اگر ترتیب همین به نیست. G′ از قوی پشتیبان راس ΁ی uj+٢
΁ی S هستند S از ویژه راس دو uj+١ و uj−١ دراین صورت نیست. G′ از قوی پشتیبان راس
بدست B فرایند طبق uj راس کردن اضافه با G′ از G بنابراین است. ویژه (′G)٢×γ‐مجموعه

.G ∈ Gk نتیجه در است. آمده
از استفاده با G′ ∈ Gk−١ گراف از G درنتیجه .G ∈ Gk کنید فرض برگشت طرف برای
فرایند در که باشد ویژه (′G)٢×γ‐مجموعه ی ΁ی S′ کنید فرض است. آمده بدست B فرایند
استقرا فرض طبق است. دور k−١ دقیقا شامل G′ ،٧ . ٢ . ١ طبق است. شده استفاده G ساخت
درنتیجه ℓ−s = ℓ(G′)−s(G′) به وضوح .|S′| = (٢(n(G′)+ℓ(G′)−s(G′)+٢)/٢−٣(k−١)/٣
چون است. G از دوگانه احاطه گر مجموعه ΁ی S′ به وضوح .|S′| = (٢n+ ℓ−s+٢−٣/(٢k/٣

داریم اثبات اول بخش طبق درنتیجه است، دور k دقیقا شامل G ،٧ . ٢ . ١ طبق
γ×٢(G) = (٢n+ ℓ− s+ ٣/(٢ − ٢k/٣
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Aabstract

For k ≥ 1, a k-fair dominating set in a graphG is a dominating set S such that |N(v)∩S| = k

for every vertex v ∈ V \ S. The k-fair domination number of G, denoted by fdk(G), is the
minimum cardinality of a kFD-set. A fair dominating set in G is a kFD-set for some integer
k ≥ 1. The fair domination number of G, denoted by fd(G), that is not the empty graph is the
minimum cardinality of an FD-set inG. An FD-set ofG of cardinality fd(G) is called a fd(G)-set.
In this thesis, we study the fair domination number. We present new upper bounds for the 1-fair
domination number of cactus graph, unicyclic graph and outerplanar graph.We also characterize
all graphs achieving equality for the upper bound.

Keywords: Fair dominating set; Dominating set; Unicyclic graph; Cactus graph; Outerplanar graph
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