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سپاس گزاری...

دانش و علـم طریـق بــه و بخشيد ͬ مان هست که را ی΄تا پروردگار بی کران سپاس
چينͬ خوشه و نمــود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشينͬ به و شد رهنمونمان

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از
سر و سلامتͬ با را زندگͬ از مرحله این که داد را توان این من به که شاکرم را خدا
سرافرازی و عزت هرچه که ͬ سایم م او پربرکت آستان بر سر و ب·ذارم سر پشت بلندی
ͬ آورم، م فرود مادرم و پدر برابر در تعظیم سر مرتبه بلند خدای از پس اوست. از هست،
من برای خداوندی لطف و مهر تجلͬ که ͬ ستایم م را ایشان و ͬ زنم م بوسه پایشان بر

ͬ باشند. م
که معتمدنژاد احمد دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از ͬ دانم م لازم
من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه ی کمال در
رسیدن ثمر به در مهمͬ نقش گهربارشان و ارزنده راهنمایی های با و ننمودند دریغ
حوصله و صبر با مدت این در که مهربانم همسر از همچنین و داشتند نامه پایان این
تقدیر صمیمانه نشود، خارج تحمل از راه این های سختͬ گردید باعث نشدنͬ وصف

دارم. را تش΄ر و

شعبانͬ مهدی محمد
١٣٩٧ مهرماه

ز





نامه تعهد
ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی شعبانͬ مهدی محمد اینجانب
توابع و ارز دو‐تك توابع ضرايب كرانͬ بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد معتمدنژاد احمد راهنمایی تحت ، همساز
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
شعبانͬ مهدی محمد
١٣٩٧ مهرماه

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
واحد ديسك روی f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n توانͬ سری بسط با تحليلͬ توابع تمام رده

تک خاصیت دارای که A رده به متعلق توابع از دسته آن و A با را D = {z ∈ C : |z| < ١}
که گیریم مͬ نظر در f ∈ S توابع تمام رده را Σ رده دهيم. مͬ نمايش S با را باشند ارزی
اما است، شده اثبات |an| < n ،S رده به متعلق توابع برای بايبرباخ قضيه در باشد. f−١ ∈ S

مͬ محققین از بسیاری توجه مورد باز مساله ی بعنوان Σ رده توابع توانͬ سری ضرایب کران
هرگاه گويند مختلط همساز تابع D ⊆ C دامنه در را f = u+ iv پیوسته تابع همچنین باشد.
بصورت را f همساز تابع توان مͬ که شده داده نشان باشند. حقيقͬ همساز D در v و u توابع
جهت و ارز تك همساز توابع تمام رده نوشت. باشند) مͬ تحليلͬ D در g و h (كه f = h + g

نمايش SH با اند شده نرمالیزه f(٠) = fz(٠)− ١ = ٠ با D واحد ديسك روی f = h+ g نگهدار
در دارند هندسه در مینیمال سطوح با که ارتباطͬ و کاربرد علت به همساز توابع دهيم. مͬ

اند. گرفته قرار مختلط آنالیز زمینه دانشمندان از بسیاری توجه مورد اخیر سالهای

تركيبات ضرايب، كران همساز، توابع ازر، دو‐تك توابع تحليلͬ، توابع کلیدی: کلمات
پیچش. خطͬ،

ک
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مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
١ اوليه مفاهيم و تعاريف ١
٩ ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΣH

h,p
q,s [a١; b١;λ] رده ٢ . ٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sh,p
Σ (k, λ) رده ٢ . ٣

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kα
n [A,B] و Sα

n [A,B] های رده ۴ . ٢

٢٩ ارز تك و همساز نگاشتهای ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) رده ٣ . ٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SH(m,n;α, β) رده ٣ . ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SH[A,B;n] رده ۴ . ٣

۵٩ ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . ارز تك و همساز های نگاشت خطͬ تركيب ١ . ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KH رده در جزئͬ های ͽجم ٢ . ۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γ جهت در محدب همساز توابع ٣ . ۴

٨٣ ͽمراج
٩١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٩٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

س





تصاویر فهرست
٣١ . . . . . . . . ω(z) = z تحليلͬ دايلتيشن با φ(z) = z

١ − z
از افقͬ برش ٣ . ١

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f٢ و f١ تحت D تصوير ١ . ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ =

١
٢ با f٣ تحت D تصوير ٢ . ۴

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . k =
١
٢ , θ =

π

١٢ با φ(z) = z

١ + iz
تابع برش ٣ . ۴

٧٩ . . . . . . . . . . k =
١
٢ , θ =

π

١٢ با φ(z) = ١
٢ log

((١ + z)٢
(١ + z٢)

) تابع برش ۴ . ۴

ف





١ فصل
اوليه مفاهيم و تعاريف

را ساده خمهای هندسͬ ديدگاه از و دارند صفر مخالف مشتق تحليلͬ ديدگاه از ارز تك توابع
همبند ميدانهای باشند مͬ ارز١ تك هم و تحليلͬ هم كه توابعͬ نگارند. مͬ ساده خمهای به
تابع هر ريمانͬ، نگاشت قضيه به باتوجه طرفͬ از نگارند. مͬ ساده همبند ميدانهای بر را ساده
كه تابعͬ با توان مͬ را باشد شده تعريف صفحه) تمام از (بغير ساده همبند ميدان يك در كه
دارد واحد ديسك كه مزيتهايی به توجه با لذا كرد. متناظر است، شده تعريف واحد ديسك در

دهيم. مͬ قرار واحد ديسك روی را خود تلاشهای تمركز
صفحه) تمام از (بغير ساده همبند Dميدان كنيد فرض ريمان) نگاشت (قضيه [۵٩] .١ . ١ قضیه
را D كه است موجود f(z) بفرد منحصر و ارز تك تابع صورت اين در Dباشد. از ای نقطه z٠ و

.f(z٠) = ٠ و f ′(z٠) > ٠ طوري΄ه به نگارد مͬ D واحد ديسك به
ش΄ل به توابع تمام رده .١ . ١ نمادگذاری

f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n

دهيم. مͬ نمايش A با را باشند مͬ تحليلͬ D = {z ∈ C : |z| < ١} واحد ديسك روی كه
رابطه با كه D واحد ديسك روی ارز تك و تحليلͬ توابع تمام رده .١ . ٢ نمادگذاری

دهيم. مͬ نمايش S با را اند شده نرماليزه f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠

1univalent function



اوليه مفاهيم و تعاريف ٢
باشد: مͬ زير صورت به توانͬ سری بسط دارای f ∈ S تابع هر لذا

f(z) = z + a٢z٢ + a٣z٣ + · · · = z +

∞∑
n=٢

anz
n, |z| < ١ (١ . ١)

تحليلͬ |z| > ١ روی كه f(z) = z+b٠+ b١
z
+
b٢
z٢ + · · · ش΄ل به توابع تمام رده .١ . ٣ نمادگذاری

دهيم. مͬ نمايش T با را باشند مͬ ارز تك و

. ١
f( ١

z )
∈ T آنگاه ،f ∈ S اگر [۵٩] .١ . ٢ قضیه

. ∞∑
n=١

n|bn|٢ ≤ ١ آنگاه ،g ∈ T اگر مساحت) (قضيه [۵٩] .١ . ٣ قضیه

. z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S آنگاه ،f(z) ∈ S اگر [۵٩] .١ . ١ لم

.|a٢| ≤ ٢ آنگاه ،z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S اگر [۵٩] .۴ . ١ قضیه

. |an| ≤ n ، n هر برای آنگاه ،f ∈ S اگر بايبرباخ) (قضيه [۵٩] .۵ . ١ قضیه
.f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S كنيد فرض ‐كوئب) ١۴ پوششͬ (قضيه [۵٩] .۶ . ١ قضیه

. |c| ≥ ١۴ آنگاه
باشد. مͬ |w| < ١۴ ديسك شامل f(z) ∈ S تابع هر برد دهد مͬ نشان فوق قضيه .١ . ١ يادآوری
اين در نگارد. مͬ D٢ به را D١ دامنه f(z) ارز تك و تحليلͬ تابع كنيد فرض [۵٩] .١ . ٧ قضیه
تك و تحليلͬ نگاشت يك شود، مͬ تعريف g(f(z)) = z با g وارون تابع z ∈ D١ هر برای صورت

باشد. مͬ D١ به D٢ از ارز
تك و تحليلͬ f−١ تابع |w| < ١۴ ديسك در f ∈ S هر برای فوق قضيه به توجه با .١ . ٢ يادآوری

بنابراين باشد. مͬ ارز
f−١(f(z)) = z (z ∈ D)

و
f(f−١(w)) = w

(
|w| < r٠(f), r٠(f) ≥ ١

۴
)

آن در كه
g(w) := f−١(w) = w − a٢w٢ + (٢a٢٢ − a٣)w٣ + · · ·. (١ . ٢)

نقطه هر كه مستقيم خط پاره هر هرگاه گويند ستارگون z٠ به نسبت را D ميدان .۴ . ١ تعریف
بيافتد. D در كند وصل z٠ به را D



٣
f(z) تحت D واحد ديسك هرگاه گويند ستارگون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع .۵ . ١ تعریف

باشد. ستارگون w = ٠ به نسبت كه شود نگاشته ميدانͬ به
دهيم. مͬ نمايش S∗ با را S رده از ستارگون توابع تمام رده زير .۶ . ١ نمادگذاری

|z| < r < ١ ديسك هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ آنگاه .f(z) ∈ S كنيد فرض [۵٩] .١ . ٢ لم
بنگارد. ستارگون ميدان به را

،Re{zf ′(z)
f(z)

}
> ٠ اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ آنگاه .f(z) ∈ S كنيد فرض [۵٩] .١ . ٨ قضیه

.(|z| < ١)
بهم را D از نقطه دو هر كه مستقيم خط پاره هر هرگاه گويند محدب را D ميدان .١ . ٧ تعریف

بيافتد. D در كند وصل
محدب ميدانͬ به f(z) تحت D واحد ديسك هرگاه گويند محدب را f(z) ∈ S تابع .١ . ٨ تعریف

شود. نگاشته
دهيم. مͬ نمايش K با را S رده از محدب توابع تمام رده زير .١ . ٩ نمادگذاری

|z| < r < ١ ديسك هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ K آنگاه .f(z) ∈ S كنيد فرض [۵٩] .١ . ٣ لم
بنگارد. محدب ميدان بر را

Re
{١ +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K آنگاه .f(z) ∈ S كنيد فرض [۵٩] .١ . ٩ قضیه

.(|z| < ١)،
f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ K كنيد فرض محدب) توابع پوششͬ (قضيه [۵٩] .١ . ١٠ قضیه

.|c| ≥ ١٢ آنگاه،
.f(٠) = f ′(٠)−١ = ٠ با تحليلͬ D روی f(z) تابع كنيد فرض ال΄ساندر) (لم [۵٩] .١ . ١١ قضیه

آنگاه،
f(z) ∈ K ⇔ zf ′(z) ∈ S∗.

كه باشد موجود g(z) ∈ K تابع گاه هر گويند محدب تقريبا را f(z) ∈ S تابع .١ . ١٠ تعریف
باشيم: داشته z ∈ D هر برای

Re
{f ′(z)
g′(z)

}
> ٠.

دهيم. مͬ نمايش C با را S رده از محدب تقريبا توابع تمام رده زير .١ . ١١ نمادگذاری
است. ارز تك f(z) آنگاه ،f(z) ∈ C اگر [۵٩] .١ . ١٢ قضیه



اوليه مفاهيم و تعاريف ۴
داد: نشان S رده از شده تعريف های رده زير بين را زير رابطه توان مͬ .١ . ٣ يادآوری

K ⊂ S∗ ⊂ C ⊂ S.

آنگاه باشند. حقيقͬ an ضرايب و f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n ∈ S كنيد فرض [۵٩] .١ . ١٣ قضیه
.|an| < n ،n هر برای

باشند. ارز تك D روی f−١ و f هرگاه گويند ارز٢ دو‐تك را f ∈ A تابع .١ . ١٢ تعریف
D واحد ديسك روی كه f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n ش΄ل به توابعͬ تمام رده .١ . ١٣ نمادگذاری
دهيم. مͬ نمايش Σ با را باشند مͬ ارز دو‐تك

باشند، A رده از توابعͬ g(z) = z +
∞∑
k=٢

bkz
k و f(z) = z +

∞∑
k=٢

akz
k كنيد فرض .١۴ . ١ تعریف

كنيم: مͬ تعريف زير صورت به و داده نمايش f ∗ g با را توابع اين پیچش٣
(f ∗ g)(z) := z +

∞∑
k=٢

akbkz
k. (١ . ٣)

ترتيب۴ زير را f(z) تابع باشند. D روی تحليلͬ توابع g(z) و f(z) كنيد فرض .١۵ . ١ تعریف
و φ(٠) = ٠ با D روی φ(z) تحليلͬ تابع هرگاه دهيم مͬ نمايش f(z) ≺ g(z) با و گوييم g(z)

كه باشد موجود |φ(z)| < ١
f(z) = g(φ(z)), (|z| < ١)

تنها و اگر f(z) ≺ g(z) آنگاه باشد ارز تك D واحد ديسك در g(z) كنيد فرض [٢۶] .١۴ . ١ قضیه
.f(D) ⊂ g(D) و f(٠) = g(٠) اگر

و p(٠) = ١ با D واحد ديسك روی p(z) تحليلͬ توابع تمام رده .١۶ . ١ نمادگذاری
دهيم. مͬ نمايش P با را Re(p(z)) > ٠

.(n = ١,٢, · · ·) |cn| ≤ ٢ آنگاه باشد. p(z) = ١+c١z+c٢z٢+ · · · ∈ P كنيد فرض [٢۶] .۴ . ١ لم
به را z ∈ D و q ≤ s + ١ شرط با qFs(a١, ..., aq; b١, ..., bs; z) هندسͬ فوق تابع .١ . ١٧ تعریف

دهيم: مͬ نمايش زير صورت

qFs(a١, ..., aq; b١, ..., bs; z) =
∞∑
n=٠

(a١)n...(aq)n
(b١)n...(bs)n

zn

n!

= ١ +
∞∑

n=٢
(a١)n−١...(aq)n−١
(b١)n−١...(bs)n−١

zn−١
(n− ١)! .

2Bi-univalent function
3Hadamard Product
4Subordinate



۵
باشد: مͬ زير صورت به (α)n آن در كه

(α)n =
Γ(α+ n)

Γ(α)
=

 ١, n = ٠
α(α+ ١)(α+ ٢) · · · (α+ n− ١), n = ١,٢,٣, · · ·

نماييم: مͬ تعريف زير صورت به را h(a١, ..., aq; b١, ..., bs; z) تابع اكنون
h(a١, ..., aq; b١, ..., bs; z) = zqFs(a١, ..., aq; b١, ..., bs; z). (z ∈ D)

معرفͬ زير صورت به H(a١, ..., aq; b١, ..., bs; z) : A → A عمل·ر [٢۴ ،٢٣] سريواستاوا و دزي΄و
نمودند:

H(a١, ..., aq; b١, ..., bs)f(z) = h(a١, ..., aq; b١, ..., bs) ∗ f(z) (q ≤ s+ ١, z ∈ D).

داشت: خواهيم آنگاه ،f ∈ A اگر
H(a١, ..., aq; b١, ..., bs)f(z) = z +

∞∑
n=٢

Γn[a١; b١]anzn,

شود: مͬ تعريف زير صورت به Γn[a١; b١] آن در كه
Γn[a١; b١] =

(a١)n−١...(aq)n−١
(b١)n−١...(bs)n−١

١
(n− ١)! (n ∈ N).

دهيم: مͬ قرار نمادها در نويسͬ ساده منظور به
Hq,s[a١; b١; z] = H(a١, ..., aq; b١, ..., bs)f(z).

دارای u(x, y) تابع هرگاه گويند حقيقͬ همساز تابع را u(x, y) : R٢ −→ R تابع .١ . ١٨ تعریف
.uxx + uyy = ٠ و پیوسته دوم مرتبه جزیی مشتقات

هرگاه گويند مختلط همساز تابع D ⊆ C دامنه در را f = u + iv پيوسته تابع .١ . ١٩ تعریف
باشند. حقيقͬ همساز D در v و u توابع

با كه f ∈ H و دهيم مͬ نمايش H با را D روی همساز توابع تمام رده .١ . ٢٠ نمادگذاری
دهيم. مͬ نمايش H٠ با را اند شده نرماليزه f(٠) = fz(٠)− ١ = ٠

زير صورت به و داده نمايش Jf (z) با را f تابع ژاكوبين .f = u+ iv كنيد فرض .١ . ٢١ تعریف
كنيم: مͬ تعريف

Jf (z) =

∣∣∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣∣ = uxvy − vxuy.

Jf (z) > ٠ هرگاه گويند نگهدار جهت را D ساده همبند دامنه در f همساز تابع .١ . ٢٢ تعریف
باشد. Jf (z) < ٠ هرگاه گويند برگردان جهت و



اوليه مفاهيم و تعاريف ۶
به را f توان مͬ باشد D ساده همبند دامنه در مختلط همساز تابع يك f هرگاه .۴ . ١ يادآوری

باشند. مͬ تحليلͬ D در g و h كه نوشت f = h+ g صورت
در f آنگاه باشد. D ساده همبند دامنه در مختلط همساز تابع يك f کنید فرض .۵ . ١ يادآوری
باشد. |g′(z)| < |h′(z)| ،z ∈ D هر برای اگر تنها و اگر است نگهدار جهت و موضعͬ ارز تك D
واحد ديسك روی f = h+ g نگهدار جهت و ارز تك همساز توابع تمام رده .١ . ٢٣ نمادگذاری
هر برای بنابراين دهيم. مͬ نمايش SH با را اند شده نرمالیزه f(٠) = fz(٠) − ١ = ٠ با D

زير صورت به را f توانͬ سری بسط توان مͬ g و h بودن تحليلͬ به توجه با f = h + g ∈ SH

داد: نمايش

f(z) = z +
∞∑
k=٢

akz
k +

∞∑
k=١

bkzk, (۴ . ١)

شود: مͬ تعريف زير صورت به g(z) و h(z) آن در كه
h(z) = z +

∞∑
k=٢

akz
k, g(z) =

∞∑
k=١

bkz
k, |b١| < ١. (۵ . ١)

بر ی به ی موضعا مختلط همساز تابع ی f كنيد فرض لوی) (قضيه [٢۵] .١۵ . ١ قضیه
. Jf (z) ̸= ٠ ،z ∈ D هر ازای به آنگاه باشد. D دامنه

S٠
H با را g′(٠) = ٠ كه f ∈ SH نگهدار جهت و ارز تك همساز توابع تمام رده .٢۴ . ١ نمادگذاری

دهيم. مͬ نمايش
برای هرگاه گویند γ, (٠ ≤ γ < π) جهت در محدب را مختلط صفحه در Ω دامنه .٢۵ . ١ تعریف

باشد. تهͬ يا همبند Ω ∩ {a+ teiγ : t ∈ R} مجموعه ،a ∈ C هر
دهند مͬ نمايش CHD با و گويند حقيقͬ محور جهت در محدب را دامنه يك خاص حالت در
را ارز تك همساز نگاشت يك باشد. تهͬ) (يا همبند افقͬ خطوط با دامنه آن اشتراك هرگاه

باشد. CHD آن برد هرگاه گويند CHD
و محدب ستارگون، دامنه به را |z| = r < ١ كه SH رده از هايی رده زير .٢۶ . ١ نمادگذاری

دهيم. مͬ نمايش CH و KH ،S∗
H با بترتيب را نگارد مͬ محدب تقريبا

اگر تنها و اگر f = h+ g ∈ S∗
H آنگاه .|z| = r < ١ و ٠ ≤ θ ≤ ٢π كنيد فرض .۶ . ١ يادآوری

∂

∂θ
(argf(reiθ)) = Re

{zh′(z)− zg′(z)

h(z)− g(z)

}
> ٠,

اگر تنها و اگر f = h+ g ∈ KH همچنين
∂

∂θ

{
arg

( ∂
∂θ
f(reiθ

)}
= Re

{z(zh′(z))′ + z
(
zg′(z)

)′
zh′(z)− zg′(z)

}
> ٠.



٧

اگر وتنها اگر است Re{١ + w(z)

١ − w(z)

}
> ٠ آنگاه .w(z) =

∞∑
n=١

anz
n كنيد فرض .١ . ٧ يادآوری

. |w(z)| ≤ |z| باشيم داشته D در z هر برای
مجموعه محدب۵ پوسته Aرا مجموعه شامل محدب های مجموعه تمام اشتراك .١ . ٢٧ تعریف

دهند. مͬ نمايش co(A) با و گويند A

گويند S از اكسترمال۶ مجموعه زير را S محدب مجموعه از E مجموعه زير .١ . ٢٨ تعریف
اگر عبارتͬ به .x, y ∈ E آنگاه λx+ (١ − λ)y ∈ E اگر ،٠ < λ < ١ و S از y و x هر برای هرگاه

باشد. E در بايد مͬ خط پاره تمام آنگاه ب·يرد قرار E در S از خط پاره يك از درونͬ نقطه هر
S از اكسترمال٧ نقطه را تنها نقطه يك شامل S از اكسترمال مجموعه يك .١ . ٢٩ تعریف
اگر ٠ < λ < ١ و S از y و x برای گاه هر گويند S از اكسترمال نقطه يك e ∈ S بنابراين گويند.

.e = x = y آنگاه e = λx+ (١ − λ)y

5the convex hulls
6the extreme subset
7the extreme points





٢ فصل
ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای

مقدمه ٢ . ١
توابع بايبرباخ٢ و كوئب١ همچون دانانͬ رياضͬ از مقالاتͬ نشر با ميلادی نوزدهم قرن اوايل در
توابع بين اين در نمود. نقش ايفای مختلط آناليز در مستقل ای شاخه بعنوان مختلط مقدار
كوئب توسط ١٩٠٧ سال در مقاله اولين دارند. برعهده تحليلͬ توابع در را اصلͬ نقش ارز تك
به ديس΄ͬ شامل f برد كه دارد وجود k > ٠ ثابت مقدار ،f ∈ S تابع هر برای داد نشان [۴۶]

كرد. اثبات را k = ١۴ مقدار [١٠] بايبرباخ ١٩١۵ سال در باشد. مͬ |w| < k شعاع
و نمود مطرح S رده به متعلق توابع برای را مساحت قضيه [٣۴] وال گرون ١٩١۴ سال در
نشان S رده توابع توانͬ سری بسط برای را |a٢| ≤ ٢ مقدار قضيه اين از استفاده با بايبرباخ

داد.
پارامتری نمايش از استفاده با [۵٠] لاونر ،S توابع رده برای بايبرباخ حدس شدن مطرح با

نمايد. اثبات بايبرباخ حدس برای را |a٣| ≤ ٣ توانست سيلت٣ نگاشتهای
پيرسون بعد سال چندين و نمود اثبات را |a۴| ≤ ۴ مقدار [٣١] شيفر و گرابدين ١٩۵۵ سال در
گرديدند. S رده برای |a۵| ≤ ۵ اثبات به موفق ۴ گرونس΄ͬ نامعادلات از استفاده با [۵٧] شيفر و

1Koebe
2Bieberbach
3slit mappings
4the Grunsky inequalities



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ١٠
به ای مقاله در [١٣] برانگ توسط ١٩٨۵ سال در نهايت در كه داشت ادامه |a٧| تا روند اين

شد. تبديل يقين به حدس اين بايبرباخ حدس برای اثباتͬ عنوان
محققين توسط S رده از فراوانͬ های رده زير كه شد سبب بايبرباخ حدس اثبات شدن طولانͬ
اين جمله از شود، پرداخته ها رده زير اين تحليلͬ و هندسͬ خواص روی تحقيق به و تعريف

نمود. اشاره C و K ،S∗ توان مͬ ها رده زير
اين توانͬ سری بسط ضرايب كران بررسͬ به و نمود معرفͬ را Σ رده [۴٩] لوين ١٩۶٧ سال در

پرداخت. توابع از رده
حدس همچون حدسͬ S رده همانند Σ رده توابع توانͬ سری بسط ضرايب كران مورد در
تخمين و است شده معطوف Σ های رده زير روی فعاليتهای عمده و نشده مطرح بايبرباخ
طور به است. گرفته قرار توجه مورد آن های رده زير توانͬ سری بسط |a٣| و |a٢| ضرايب كران
١٩٨٠ سال در [١١] كلونͬ و برانان .|a٢| ≤ ١٫۵١ آنگاه ،f ∈ Σ اگر داد نشان [۴٩] لوين مثال
۵ ستارگونها رده زير برای را مقدار اين [۴۵] كيدزيرس΄ͬ و زدند حدس را |a٢| ≤

√٢ مقدار
|a٢| برای تخمين بهترين تاكنون كه نمود اثبات را |a٢| ≤ ١٫۴٨۵ مقدار [٧٧] تان نمود. اثبات

باشد. مͬ Σ توابع رده توانͬ سری بسط در
[۴٩] لوين توسط رده اين معرفͬ از بعد Σ رده توابع توانͬ سری بسط ضرايب برای كران بررسͬ
مقالاتͬ به توان مͬ كه نمود جلب خود به را مختلط آناليز زمينه در محققين از بسياری توجه

نمود. اشاره ([٧۶ ،۶۴ ،۵٢ ،۴٨ ،۴۴ ،٣]) همچون
را قبلͬ های رده اينكه ضمن ͽمواق بعضͬ در كه بود بنحوی Σ رده در شده تعريف های رده زير
همچون هايی عمل·ر تعريف با شد. مͬ شامل هم را توابع از وسيعتری دامنه داد، مͬ پوشش
كارهای در هايی تخمين كه |a٣|را و |a٢| كرانهای ... و سالاگون دزي΄و‐سريواستاوا، عمل·ر
توابع روی عمل·رها تعريف و ها رده زير اين پيدايش نوع دادند. مͬ بهبود داشت وجود قبل
باشند مͬ برخوردار خاصͬ زيبايهای از مختلط آناليز از شاخه اين محققين توسط آنها در موجود

پرداخت. خواهيم آنها از مورد چند ذكر به ادامه در كه
نمودند: معرفͬ را زیر صورت به هایی رده [١٢] طاها و برانان

مͬ تعریف زیر صورت به (٠ < α ≤ ١) α مرتبه از دو‐ستارگون۶ توابع عنوان به S∗
Σ[α] رده

شود:
f ∈ Σ •∣∣∣arg zf ′(z)

f(z)

∣∣∣ < απ

٢ •

،∣∣∣argwg′(w)
g(w)

∣∣∣ < απ

٢ •
نمودند. اثبات S∗

Σ[α] رده برای را زير قضيه و باشد مͬ (١ . ٢) رابطه در شده معرفͬ g(w) تابع كه
5starlike
6Bi-starlike functions



١١ مقدمه
آنگاه، باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای و f ∈ S∗

Σ[α] كنيد فرض [١٢] .٢ . ١ قضیه
|a٢| ≤

٢α√١ + α
, |a٣| ≤ ٢α

به (٠ ≤ β < ١) β مرتبه از دو‐محدب٧ توابع تمام رده عنوان به KΣ[β] رده همچنين و
شود: مͬ تعریف زیر صورت

f ∈ Σ •
Re

(١ +
zf ′′(z)

f ′(z)

)
> β •

.Re(١ +
wg′′(w)

g′(w)

)
> β •

دادند: نشان و
آنگاه، باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای و f ∈ KΣ[β] كنيد فرض [١٢] .٢ . ٢ قضیه

|a٢| ≤
√١)٢ − β), |a٣| ≤ ١)٢ − β)

نمودند: معرفͬ را زير صورت به هايی رده [٧۵] هم΄اران و سريواستاوا
بود: زير شرايط با توابعͬ شامل و (٠ < α ≤ ١) آن در كه Hα

Σ رده
f ∈ Σ •∣∣∣arg (f ′(z)) ∣∣∣ < απ

٢ •
.∣∣∣arg (g′(w)) ∣∣∣ < απ

٢ •
دادند: نشان و

آنگاه، باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای و f ∈ Hα
Σ كنيد فرض [٧۵] .٢ . ٣ قضیه

|a٢| ≤ α

√ ٢
٢ + α

, |a٣| ≤
α(٣α+ ٢)

٣
زير شرايط با توابعͬ شامل و (٠ ≤ β < ١) آن در كه نموده معرفͬ را HΣ(β) رده همچنين

بود:
f ∈ Σ •

Re
(
f ′(z)

)
> β •

.Re(g′(w)) > β •
7Bi-convex functions



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ١٢
نمودند. اثبات HΣ(β) رده برای را زير قضيه و

آنگاه، باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای و f ∈ HΣ(β) كنيد فرض [٧۵] .۴ . ٢ قضیه
|a٢| ≤

√١)٢ − β)

٣ , |a٣| ≤
(١ − β)(۵ − ٣β)

٣
با توابعͬ شامل و (٠ < α ≤ ١, µ ≥ ٠) آن در كه N µ

Σ(α, λ) رده [۵٣] هم΄اران و اورهانا
نمودند: معرفͬ را زير شرايط

f ∈ Σ •∣∣∣arg((١ − λ)(
f(z)

z
)µ + λf ′(z)(

f(z)

z
)µ−١)∣∣∣ < απ

٢ •
.∣∣∣arg((١ − λ)(

g(w)

w
)µ + λg′(w)(

g(w)

w
)µ−١)∣∣∣ < απ

٢ •
آنگاه، باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای و f ∈ N µ

Σ(α, λ) كنيد فرض [۵٣] .۵ . ٢ قضیه
|a٢| ≤

٢α√
(λ+ µ)٢ + α(µ+ ٢λ− λ٢)

, |a٣| ≤
۴α٢

(λ+ µ)٢ +
٢α

٢λ+ µ

N µ
Σ(α, λ) رده برای فوق های كران آوردن بدست بر علاوه هم΄اران و اورهان .٢ . ١ يادآوری

توسط شده تعريف Hα
Σ همچنين و طاها و برانان توسط شده تعريف S∗

Σ[α] رده توانستن
N ٠

Σ(α, ١) = S∗
Σ[α] ، λ = µ+ ١ = ١ جاي·ذاری با يعنͬ دهند پوشش را هم΄اران و سريواستاوا

وسيعتری دامنه N µ
Σ(α, λ) رده بنابراين .N ١

Σ(α, ١) = Hα
Σ ،λ = µ = ١ جاي·ذاری با همچنين و

گرديد. مͬ شامل را Σ رده توابع از
نمود: معرفͬ زير صورت به را Dk : A → A ديفرانسيل عمل·ر [۶٣] سالاگن

D٠f(z) = f(z),

D١f(z) = Df(z) = zf ′(z),

Dkf(z) = D(Dk−١f(z)) = z(Dk−١f(z))′, k ∈ N = {١,٢,٣, · · ·}.
بنابراين،

Dkf(z) = z +

∞∑
n=٢

nkanz
n , k ∈ N٠ = {٠} ∪ N.

نمود: معرفͬ زير صورت به را Sk,λ
Σ (α) رده سالاگون عمل·ر از استفاده با [۴۴] جوديباسو

f ∈ Σ •



١٣ ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] رده

∣∣∣arg( Dk+١f(z)
(١ − λ)Dkf(z) + λDk+١f(z)

)∣∣∣ < απ

٢ •

.∣∣∣arg( Dk+١g(w)
(١ − λ)Dkg(w) + λDk+١g(w)

)∣∣∣ < απ

٢ •

و است آمده (١ . ٢) رابطه در g(w) تابع و باشد مͬ z, w ∈ D و ٠ ≤ λ < ١ ،٠ < α ≤ ١ آن در كه
داد: نشان

آنگاه، باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای و f ∈ Sk,λ
Σ (α) كنيد فرض [۴۴] .۶ . ٢ قضیه

|a٢| ≤
٢α√۴α(١ − λ)٣k + [٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١ − λ)٢٢[٢k ,

|a٣| ≤
۴α٢

(λ+ µ)٢ +
٢α

٢λ+ µ
.

پوشش را قبلͬ های رده توانست مͬ k و λ مختلف مقادير ازای به Sk,λ
Σ (α) رده .٢ . ٢ يادآوری

،λ = ٠ و k = ١ ازای با و S٠,٠
Σ (α) = S∗

Σ[α] ،k = λ = ٠ ازای به مثال طور به دهد.
بود. شده معرفͬ طاها و برانان توسط KΣ[α] و S∗

Σ[α] رده كه S١,٠
Σ (α) = KΣ[α]

پردازيم. Σمͬ توابع رده از ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] رده زير روی بر بررسͬ و تحقيق به ادامه در

ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] رده ٢ . ٢

با حال پرداختيم. ( ١ . ١٧ (تعريف سريواستاوا و دزي΄و عمل·ر معرفͬ به قبل بخشهای در
نمايم. مͬ تعريف زير بصورت را ΣH

h,p
q,s [a١; b١;λ] رده عمل·ر اين از استفاده

و h(٠) = p(٠) = ١ خاصيت با h, p : D → C توابع و f ∈ A كنيم فرض [٨٣] .٢ . ١ تعریف
هرگاه است f ∈ ΣH

h,p
q,s [a١; b١;λ] گوييم باشد. z ∈ D برای min

{
Re

(
h(z)

)
, Re

(
p(z)

)}
> ٠

كند. صدق زير شرايط در و f ∈ Σ

(١ − λ)
Hq,s[a١; b١; z]

z
+ λ

(
Hq,s[a١; b١; z]

)′ ∈ h(D) (٢ . ١)
و

(١ − λ)
g(w)

w
+ λg′(w) ∈ p(D), (٢ . ٢)

شود مͬ تعريف زير بصورت g(w) و λ ≥ ١, z, w ∈ D آن در كه
g(w) = H−١

q,s [a١; b١; z]
= w − Γ٢[a١; b١]a٢w٢ + (٢(Γ٢[a١; b٢([١a٢ − Γ٣[a١; b١]a٣)w٣ + · · · (٢ . ٣)



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ١۴
مناسبی انتخاب با دارد. وجود p(z) و h(z) توابع برای متعددی انتخابهای بالا، تعريف در
مشمول را زمينه اين در محققين توسط شده معرفͬ های رده از بعضͬ توان مͬ توابع اين از

پردازيم: مͬ توابع اين از مورد دو ذكر به ادامه در داد. قرار ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ]رده در

دهيم: قرار ٠ < α ≤ ١ و z ∈ D برای .٢ . ٣ يادآوری
h(z) = p(z) =

(١ + z

١ − z

)α
. (۴ . ٢)

توابع و f ∈ ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] اگر لذا كند. مͬ صدق ٢ . ١ تعريف در فوق توابع كه است واض

آنگاه، نمايد صدق (۴ . ٢) در p(z) و h(z)
∣∣∣arg((١ − λ)

Hh,p
q,s [a١; b١; z]

z
+ λ(Hq,s[a١; b١; z])′

)∣∣∣ < απ

٢ (z ∈ D , λ ≥ ١)
و

∣∣∣arg((١ − λ)
g(w)

w
+ λg′(w)

)∣∣∣ < απ

٢ (w ∈ D , λ ≥ ١).
كه ΣH

h,p١,٢ [١; ١; ١] = Hα
Σ داريم s = a١ = a٢ = b١ = λ = ١ و q = ٢ پارامترهای تعيين با اكنون

نمود. بررسͬ را آن ضرايب كران و معرفͬ [٧۵] سريواستاوا توسط Hα
Σ رده

دهيم: قرار ٠ ≤ β < ١ و z ∈ D برای .۴ . ٢ يادآوری
h(z) = p(z) =

١ + (١ − ٢β)z
١ − z

(۵ . ٢)
توابع و f ∈ ΣH

h,p
q,s [a١; b١;λ] اگر لذا كند. مͬ صدق ٢ . ١ تعريف در فوق توابع كه است واض

آنگاه، نمايد صدق (۵ . ٢) در p(z) و h(z)

Re
(
(١ − λ)

Hh,p
q,s [a١; b١; z]

z
+ λ(Hq,s[a١; b١; z])′

)
> β (z ∈ D , λ ≥ ١ , ٠ ≤ β < ١)

و
Re

(
(١ − λ)

g(w)

w
+ λg′(w)

)
> β (w ∈ D , λ ≥ ١ , ٠ ≤ β < ١)

ΣH
h,p١,٢ [١; ١; ١] = HΣ(β) داريم، s = a١ = a٢ = b١ = λ = ١ و q = ٢ پارامترهای تعيين با اكنون

نمود. بررسͬ را آن ضرايب كران و معرفͬ [٧۵] سريواستاوا توسط HΣ(β) رده كه

ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] = TΣ

q,s[a١; b١;α;λ] داشت، خواهيم h(z) = p(z) =
(١ + z

١ − z

)α برای .۵ . ٢ يادآوری
نمود. بررسͬ را آن ضرايب كران و معرفͬ [۴] آوف توسط TΣ

q,s[a١; b١;α;λ] رده كه
نمود. خواهيم اثبات ΣH

h,p
q,s [a١; b١;λ] رده زير مورد در را زير قضيه اكنون



١۵ ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] رده

ΣH
h,p
q,s [a١; b١;λ] رده به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٨٣] .٢ . ٧ قضیه

آنگاه، باشد.

|a٢| ≤ min


√

|h′(٠)|٢ + |p′(٠)|٢
٢(λ+ ٢(١|Γ٢[a١; b٢|[١

,

√
|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|

۴(٢λ+ ١)|Γ٢[a١; b٢|[١

 , (۶ . ٢)

|a٣| ≤ min

{
|h′(٠)|٢ + |p′(٠)|٢

٢(λ+ ٢(١|Γ٣[a١; b١]|
+

|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|
۴(٢λ+ ١)|Γ٣[a١; b١]|

,
|h′′(٠)|

٢)٢λ+ ١)|Γ٣[a١; b١]|

}
.(٢ . ٧)

گرفت: نتيجه توان مͬ (٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط از برهان.
(١ − λ)

Hq,s[a١; b١; z]
z

+ λ(Hq,s[a١; b١; z])′ = h(z) (z ∈ D) (٢ . ٨)
و

(١ − λ)
g(w)

w
+ λg′(w) = p(w) (w ∈ D) (٢ . ٩)

(٢ . ٣) رابطه شده بيان تابع g(w) و كند مͬ صدق ٢ . ١ تعريف در p(w) و h(z) توابع آن در كه
باشند: زير توانͬ سری بسط دارای p(w) و h(z) توابع كنيم فرض باشد. مͬ

h(z) = ١ + h١z + h٢z٢ + · · · , (٢ . ١٠)
و

p(w) = ١ + p١w + p٢w٢ + · · · . (٢ . ١١)
(٢ . ٩) و (٢ . ٨) معادلات چپ سمت و فوق توابع توانͬ سری بسط ضرايب به توجه با حال

داريم:
(λ+ ١)Γ٢[a١; b١]a٢ = h١, (٢ . ١٢)
(٢λ+ ١)Γ٣[a١; b١]a٣ = h٢, (٢ . ١٣)
−(λ+ ١)Γ٢[a١; b١]a٢ = p١, (١۴ . ٢)
(٢λ+ ٢)(١(Γ٢[a١; b٢([١a٢٢ − Γ٣[a١; b١]a٣

)
= p٢. (١۵ . ٢)

داريم: (١۴ . ٢) و (٢ . ١٢) روابط از
h١ = −p١ (١۶ . ٢)

و
h٢١ + p٢١ = ٢(λ+ ٢(١(Γ٢[a١; b٢([١a٢٢ (٢ . ١٧)



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ١۶
داريم: (١۵ . ٢) و (٢ . ١٣) از

h٢ + p٢ = ٢)٢λ+ ١)(Γ٢[a١; b٢([١a٢٢ (٢ . ١٨)
آيد: مͬ بدست زير نتايج ترتيب به (٢ . ١٨) و (٢ . ١٧) روابط از حال
|a٢|٢ ≤ |h′(٠)|٢ + |p′(٠)|٢

٢(λ+ ٢(١|Γ٢[a١; b٢|[١
(٢ . ١٩)

و
|a٢|٢ ≤ |h′′(٠)|+ |p′′(٠)|

۴(٢λ+ ١)|Γ٢[a١; b٢|[١
(٢ . ٢٠)

از را (١۵ . ٢) رابطه ،|a٣| كران آوردن بدست برای گرديد. اثبات (۶ . ٢) رابطه در |a٢| كران لذا
كنيم مͬ كم (٢ . ١٣)

h٢ − p٢ = ٢)٢λ+ ١)(Γ٣[a١; b١]a٣ − (Γ٢[a١; b٢([١a٢٢). (٢ . ٢١)
داريم: (٢ . ٢١) در (٢ . ١٨) رابطه از a٢ جاي·ذاری با

|a٣| =
h٢١ + p٢١٢(λ+ ٢(١Γ٣[a١; b١]

+
h٢ − p٢)٢٢λ+ ١)Γ٣[a١; b١]

(٢ . ٢٢)
همچنين

|a٣| ≤
|h′(٠)|٢ + |p′(٠)|٢

٢(λ+ ٢(١|Γ٣[a١; b١]|
+

|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|
۴(٢λ+ ١)|Γ٣[a١; b١]|

(٢ . ٢٣)
داريم: (٢ . ٢١) در (٢ . ١٩) از |a٢٢| مقدار جاي·ذاری از

a٣ =
h٢

(٢λ+ ١)Γ٣[a١; b١]
(٢۴ . ٢)

لذا
|a٣| ≤

|h′′(٠)|
٢)٢λ+ ١)|Γ٣[a١; b١]|

(٢۵ . ٢)
شود. مͬ اثبات ٢ . ٧ قضيه (٢ . ٧) رابطه نتيجه در

q = ٢ و s = λ = a١ = a٢ = b١ = ١،h(z) = p(z) =
(١+z١−z

)α دادن قرار با ٢ . ٧ قضيه در
آيد. مͬ بدست زير نتيجه

باشد. Hα
Σ رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٨٣] .٢ . ١ نتیجه

آنگاه،
|a٢| ≤

√٢
٣α, |a٣| ≤

٢α٢
٣ .



١٧ Sh,p
Σ (k, λ) رده

اشاره آن به ادامه در كه را [٧۵] سريواستاوا توسط آمده بدست كران نتيجه٢ . ١ .۶ . ٢ يادآوری
بخشد. مͬ بهبود است، شده

باشد. Hα
Σ رده به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٧۵] .٢ . ٨ قضیه

آنگاه،
|a٢| ≤ α

√ ٢
α+ ٢ , |a٣| ≤

α(٣α+ ٢)
٣ .

آيد. مͬ بدست زير نتيجه ٢ . ٧ قضيه در h(z) = p(z) =
(١+z١−z

)α دادن قرار با همچنين
رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٨٣] .٢ . ٢ نتیجه

آنگاه، باشد. TΣ
q,s[a١; b١;α;λ]

|a٢| ≤ min

{ ٢α
|Γ٢[a١; b١]|(λ+ ١) ,

٢α
|Γ٢[a١; b١]|

√٢)٢λ+ ١)
}
,

و
|a٣| ≤

٢α٢
|Γ٣[a١; b٢)|[١λ+ ١) ,

ارائه ٢ . ٩ قضيه در كه را [۴] آوف توسط آمده بدست كران ٢ . ٢ نتيجه وضوح به .٢ . ٧ يادآوری
بخشد. مͬ بهبود گرديده،

رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [۴] .٢ . ٩ قضیه
آنگاه، باشد. TΣ

q,s[a١; b١;α;λ]

|a٢| ≤
٢α

|Γ٢[a١; b١]|
√

(λ+ ٢(١ + α(١ + ٢λ− λ٢)
و

|a٣| ≤
۴α٢

|Γ٣[a١; b١]|(λ+ ٢(١ +
٢α

|Γ٣[a١; b٢)|[١λ+ ١) .
انجام Σ رده از توابع توانͬ سری بسط ضرايب كران كردن پيدا زمينه در كه اقداماتͬ دي·ر از
آن ويژگيهای بعضͬ به ادامه در كه باشد مͬ Sh,p

Σ رده زير روی بر تحقيق و تعريف است، گرفته
كنیم. مͬ اشاره

Sh,p
Σ (k, λ) رده ٢ . ٣

و h(٠) = p(٠) = ١ خاصيت با h, p : D → C توابع و f ∈ A كنيم فرض [٨۴] .٢ . ٢ تعریف
هرگاه باشد مͬ f ∈ Sh,p

Σ (k, λ) گوييم باشد. z ∈ D برای min
{
Re

(
h(z)

)
, Re

(
p(z)

)}
> ٠

كند، صدق زير شرايط در و f ∈ Σ

Dk+١f(z)
(١ − λ)Dkf(z) + λDk+١f(z) ∈ h(D) (٢۶ . ٢)



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ١٨
و

Dk+١g(w)
(١ − λ)Dkg(w) + λDk+١g(w) ∈ p(D), (٢ . ٢٧)

شود: مͬ تعريف زير بصورت g(w) و ٠ ≤ λ < ١, k ∈ N٠, z, w ∈ D آن در كه
f−١(w) = g(w) = w − a٢w٢ + (٢a٢٢ − a٣)w٣ − (۵a٣٢ − ۵a٢a٣ + a۴)w۴ + · · · (٢ . ٢٨)

توانيم مͬ p(z) و h(z) توابع از مناسبی انتخابهای با شد، ذكر قبل بخش در كه همانطور
نماييم. مͬ اشاره آن مورد چند به زير در نماييم. رده اين در مشمول را مختلفͬ حالتهای

وهمچنين Sh,p
Σ (٠, ٠) = S∗

Σ(α) آنگاه ،k = λ = ٠ و h(z) = p(z) = (١+z١−z
)α اگر .٢ . ٨ يادآوری

توابع رده ترتيب به KΣ(α) و S∗
Σ(α) های رده .Sh,p

Σ (١, ٠) = KΣ(α) داريم λ = ٠ و k = ١ اگر
آن ضرايب كران و معرفͬ [١٢] طاها و برانان توسط ،α مرتبه از دو‐محدب٩ و دو‐ستارگون٨

گرديد. مطالعه
وهمچنين Sh,p

Σ (٠, ٠) = S∗
Σ(β) آنگاه ،k = λ = ٠ و h(z) = p(z) = ١+(٢−١β)z١−z

اگر .٢ . ٩ يادآوری
توابع رده ترتيب به KΣ(β) و S∗

Σ(β) های رده .Sh,p
Σ (١, ٠) = KΣ(β) داريم λ = ٠ و k = ١ اگر

آن ضرايب كران و معرفͬ [١٢] طاها و برانان توسط ،β مرتبه از دو‐محدب و دو‐ستارگون
گرديد. مطالعه

با همچنين و Sh,p
Σ (k, λ) = Sk,λ

Σ (α) داشت خواهيم ،h(z) = p(z) = (١+z١−z
)α اگر .٢ . ١٠ يادآوری

Mk,λ
Σ (β) و Sk,λ

Σ (α) های رده .Sh,p
Σ (k, λ) = Mk,λ

Σ (β) داريم ،h(z) = p(z) = ١+(٢−١β)z١−z
انتخاب

گرديد. مطالعه آن ضرايب كران و معرفͬ [۴۴] جوديباسو توسط
Sh,p
Σ (k, λ) رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٨۴] .٢ . ١٠ قضیه

آنگاه، باشد.

|a٢| ≤ min


√

|h′(٠)|٢ + |p′(٠)|٢
٢٢k+١)١ − λ)٢ ,

√
|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|

٢٢k+٢(λ٢ − ١) + ١)٨ − λ)٣k

 ,

|a٣| ≤ min{|h
′(٠)|٢ + |p′(٠)|٢
٢٢k+١)١ − λ)٢ +

|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|
١)٨ − λ)٣k

,

|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|
١)٨ − λ)٣k

+
|h′′(٠)|+ |p′′(٠)|

٢٢k+٢(λ٢ − ١) + ١)٨ − λ)٣k
}.
(٢ . ٢٩)

خواننده به را آن اثبات باشد، مͬ ٢ . ٧ قضيه همانند فوق قضيه اثبات روند كه آنجا از برهان.
نمايم. مͬ واگذار

8Bi-starlike function
9Bi-convex function



١٩ Sh,p
Σ (k, λ) رده

ابتدا در پردازيم. مͬ مختلف شرايط در ٢ . ١٠ قضيه از آمده بدست نتايج بررسͬ به اكنون
داريم: h(z) = p(z) = (١+z١−z

)α انتخاب با
Sk,λ
Σ (α) رده به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيم فرض [٨۴] .٢ . ٣ نتیجه

آنگاه، باشد.

|a٢| ≤


√٢α
(١ − λ)

k = ٠
٢α

٢k(١ − λ)
k = ١,٢,٣, ...

(٢ . ٣٠)

و

|a٣| ≤


٢α٢

(١ − λ)٢ +
α٢

(١ − λ)
k = ٠

۴α٢
٢٢k(١ − λ)٢ +

α٢
(١ − λ)٣k

k = ١,٢,٣, ...
(٢ . ٣١)

اشاره آن به ادامه در كه [۴۴] جوديباسو توسط آمده بدست كران نتيجه٢ . ٣ .٢ . ١١ يادآوری
بخشد. مͬ بهبود را است شده

Sk,λ
Σ (α) رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [۴۴] .٢ . ١١ قضیه

آنگاه، باشد.
|a٢| ≤

٢α√۴α(١ − λ)٣k + [٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١ − λ)٢٢[٢k

و
|a٣| ≤

۴α٢
٢٢k(١ − λ)٢ +

α

٣k(١ − λ)
.

كه است ذكر به لازم .٢ . ١٢ يادآوری
داريم: |a٢| كران برای . ١

داشت: خواهيم ٠ < α ≤ ١ و k = ٠ كه حالتͬ در (آ)
٢α

(١ − λ)
≤ ٢α√۴α(١ − λ) + [٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١ − λ)٢]

.

داريم: ٠ < α ≤ ١ و k = ١,٢,٣, · · · برای (ب)
٢α

٢k(١ − λ)
≤ ٢α√۴α(١ − λ)٣k + [٢α(λ٢ − ١)− (α− ١)(١ − λ)٢٢[٢k .

داريم: |a٣| كران برای . ٢



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ٢٠
داشت: خواهيم ٠ < α ≤ ١ و k = ٠ كه حالتͬ در (آ)

٢α٢
(١ − λ)٢ ≤ ۴α٢

(١ − λ)٢

و
α٢

(١ − λ)
≤ α

(١ − λ)
.

لذا
٢α٢

(λ٢ − ١) + (٢ − ٢λ) +
α٢

(١ − λ)
≤ ۴α٢

(١ − λ)٢ +
α

(١ − λ)
.

داريم: ٠ < α ≤ ١ و k = ١,٢,٣, · · · برای (ب)
α٢

(١ − λ)٣k
≤ α

(١ − λ)٣k
.

لذا
۴α٢

٢٢k(١ − λ)٢ +
α٢

(١ − λ)٣k
≤ ۴α٢

٢٢k(١ − λ)٢ +
α

(١ − λ)٣k
.

توسط که را |aو|٣ |a٢| ضرايب برای آمده بدست كران ٢ . ٣ نتيجه كه است واض بنابراين
بخشد. مͬ بهبود گرديد، ارائه جودیباسو

داريم: ٢ . ١٠ قضيه در k = λ = ٠ و h(z) = p(z) = (١+z١−z
)α گرفتن نظر در با همچنين

S∗
Σ(α) رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٨۴] .۴ . ٢ نتیجه

آنگاه، باشد.
|a٢| ≤

√٢α, |a٣| ≤ ٣α٢.

معرفͬ [١٢] برانان توسط كه S∗
Σ(α) معروف رده از آمده بدست كران ۴ . ٢ نتيجه .٢ . ١٣ يادآوری

بخشد. مͬ بهبود را گرديده مطالعه و
S∗
Σ(α) رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [١٢] .٢ . ١٢ قضیه

آنگاه، باشد.
|a٢| ≤

٢α√١ + α
, |a٣| ≤ ٢α.

٢ . ١٠ قضيه در (٠ ≤ β < ١, z ∈ D) و h(z) = p(z) = ١+(٢−١β)z١−z
گرفتن نظر در با همچنين

داريم:



٢١ Kα
n[A,B] و Sα

n [A,B] های رده
Mk,λ

Σ (β) رده به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [٨۴] .۵ . ٢ نتیجه
آنگاه، باشد.

|a٢| ≤ min

{ ١)٢ − β)

٢k(١ − λ)
,

√ ١)٢ − β)

٢٢k(λ٢ − ١) + (٢ − ٢λ)٣k

}
,

و
|a٣| ≤ min

{ ۴(١ − β)٢
٢٢k(١ − λ)٢ +

١ − β

(١ − λ)٣k
,

١)٢ − β)

٢٢k(λ٢ − ١) + (٢ − ٢λ)٣k
+

١ − β

(١ − λ)٣k

}
.

اشاره آن به ادامه در كه را [۴۴] جوديباسو توسط آمده بدست كران نتيجه٢ . ۵ .١۴ . ٢ يادآوری
بخشد. مͬ بهبود را است شده

Mk,λ
Σ (β) رده زير به متعلق و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض [۴۴] .٢ . ١٣ قضیه

آنگاه، باشد.
|a٢| ≤

√ ١)٢ − β)

٢٢k(λ٢ − ١) + (٢ − ٢λ)٣k

و
|a٣| ≤

۴(١ − β)٢
٢٢k(١ − λ)٢ +

١ − β

(١ − λ)٣k
.

توابع از S∗
Σ(β) رده ضرايب كران ،۵ . ٢ نتيجه در k = λ = ٠ دادن قرار با [٨۴] .۶ . ٢ نتیجه

در با آن بر علاوه شود. مͬ حاصل [١٢] برانان توسط شده معرفͬ β مرتبه از گون دو‐ستاره
از دو‐محدب توابع رده از KΣ(β) رده ضرايب كران ۵ . ٢ نتيجه در k = ١, λ = ٠ گرفتن نظر

آمد. خواهد بدست نويسنده همان توسط شده معرفͬ ،β مرتبه

Kα
n[A,B] و Sα

n [A,B] های رده ۴ . ٢
رده اين ويژگيهای از پرداخت. خواهيم تحليلͬ توابع از دي·ر های رده بررسͬ به بخش اين در
و مطالعه مورد زمينه اين در محققين اخير سالهای در كه باشد مͬ هايی رده شدن شامل
رده تحليلͬ توابع روی پیچش و ترتيبی زير اصول از استفاده با اينجا در اند. داده قرار بررسͬ
و تعميم را گذشته كارهای ها، رده اين خواص از استفاده با و نماييم مͬ تعريف را زير های

بخشيم. مͬ بهبود
|α| < π

٢ ،n ∈ N٠ برای (١ . ١)باشد. توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيم فرض .٢ . ٣ نمادگذاری
كنيم. مͬ معرفͬ زير بصورت را Kα

n [A,B] و Sα
n [A,B] های رده −١ ≤ B < A ≤ ١ و

Sα
n [A,B] =

{
f ∈ S : eiα

z(Dnf(z))′

Dnf(z)
≺ cosα

(١ +Az

١ +Bz

)
+ isinα

}
, (٢ . ٣٢)

Kα
n [A,B] =

{
f ∈ S : eiα

(١ +
z(Dnf(z))′′

(Dnf(z))′

)
≺ cosα

(١ +Az

١ +Bz

)
+ isinα

}
. (٢ . ٣٣)



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ٢٢
های رده برای زير رابطه محدب، و ستارگون توابع برای ال΄ساندر لم مشابه .١۵ . ٢ يادآوری

است. برقرار Kα
n [A,B] و Sα

n [A,B]

f(z) ∈ Kα
n [A,B] ⇐⇒ zf ′(z) ∈ Sα

n [A,B]. (٣۴ . ٢)
و Sα

n [A,B] های رده در موجود پارامترهای در مختلف مقادير دادن قرار با .١۶ . ٢ يادآوری
مطالعه مورد و تعريف زمينه اين در محققين اخيرا كه S از هايی رده زير توان مͬ Kα

n [A,B]

پردازيم. مͬ آن مورد چند ذكر به ادامه در آورد. بدست را دادند قرار
توسط K[A,B] و S[A,B] های رده زير .K٠٠[A,B] = K[A,B] و S٠٠ [A,B] = S[A,B] . ١

است. گرفته قرار بررسͬ و مطالعه مورد [٧١ ،۴٢ ،۴١ ،٣٢ ،٢] محققين از بسياری
توسط K(β) و S∗(β) های رده زير .K١]٠٠ − ٢β,−١] = K(β) و S٠٠ [١ − ٢β,−١] = S∗(β) . ٢

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٣٣] گودمن
های رده زير .K٠٠[

b٢ − a٢ + b

b
,
١ − b

a
] = K(a, b) و S٠٠ [

b٢ − a٢ + b

b
,
١ − b

a
] = S(a, b) . ٣

گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٧٢ ،٧١] سيلويا و سيلورمن توسط K(a, b) و S(a, b)

است.
و Sα[A,B] های رده .Kα٠ [A,B] = Kα[A,B] = Sα١ [A,B] و Sα٠ [A,B] = Sα[A,B] . ۴
مطالعه مورد و معرفͬ [۵۵] ني΄يتين ٩]و ،٨] ديواداس همچون افرادی توسط Kα[A,B]

است. گرفته قرار
توسط R١[A,B] و R٠[A,B] های رده .K٠٠[A,B] = R١[A,B] و S٠٠ [A,B] = R٠[A,B] . ۵

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٢] آهوجا
خواص از استفاده با Kα

n [A,B] و Sα
n [A,B] های رده ويژگيهای بررسͬ به قسمت اين در

پردازيم. مͬ سالاگون عمل·ر و پیچش

Kα
n[A,B] و Sαn [A,B] های رده پیچش خواص

تنها و اگر f ∈ Sα
n [A,B] آنگاه باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض .٢ . ١ لم

اگر
١
z

[
f ∗

(
z +

∞∑
k=٢

(
k − ψ

١ − ψ
)knzk

)]
̸= ٠, (٣۵ . ٢)

آن در كه
ψ =

eiα + (Acosα+ iBsinα)ζ

eiα(١ +Bζ)
|ζ| = ١. (٣۶ . ٢)



٢٣ Kα
n[A,B] و Sα

n [A,B] های رده
اگر تنها و اگر f ∈ Sα

n [A,B] داريم، ١۴ . ١ قضيه و Sα
n [A,B] رده تعريف به توجه با برهان.

eiα
z
(
Dnf(z)

)′
Dnf(z)

̸= cosα
(١ +Aζ

١ +Bζ

)
+ isinα (z ∈ D, |ζ| = ١)

دي·ر عبارتͬ به
z
(
Dnf(z)

)′ −Dnf(z)
(eiα + (Acosα+ iBsinα)ζ

eiα(١ +Bζ)

)
̸= ٠. (z ∈ D, |ζ| = ١) (٢ . ٣٧)

داريم پیچش عمل·ر خواص از
zf ′ = f ∗ z

(١ − z)٢ , f = f ∗ z

١ − z
.

نوشت: توان مͬ z(Dnf(z))′ و Dnf(z) توابع برای لذا
Dnf(z) = f(z) ∗ h(z) ∗ z

١ − z
, z(Dnf(z))′ = f(z) ∗ h(z) ∗ z

(١ − z)٢ ,

دهيم مͬ قرار باشد. مͬ h(z) = z +
∞∑
k=٢

knzk آن در كه

ψ :=
eiα + (Acosα+ iBsinα)ζ

eiα(١ +Bζ)
.

كنيم مͬ بازنويسͬ زير بصورت را (٢ . ٣٧) رابطه اكنون
f(z) ∗ h(z) ∗

( z

(١ − z)٢ − ψz

١ − z

)
̸= ٠ (z ∈ D) (٢ . ٣٨)

داريم z

١ − z
و z

(١ − z)٢ بسط از همچنين
z

(١ − z)٢ − ψz

١ − z
= z +

∞∑
k=٢

(k − ψ

١ − ψ

)
zk (٢ . ٣٩)

آيد. مͬ بدست نتيجه (٢ . ٣٨) در (٢ . ٣٩) جاي·ذاری با
و اگر f ∈ Sα

n [A,B] آنگاه باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض .١۴ . ٢ قضیه
اگر تنها

١ −
∞∑
k=٢

(k − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα
knakz

k−١ ̸= ٠. (۴٢ . ٠)

داريم (٣۶ . ٢) در ψ تعريف از برهان.
k − ψ

١ − ψ
= −(k − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα
(۴٢ . ١)

نوشت توان مͬ زير بصورت را (٣۵ . ٢) رابطه ،(۴٢ . ١) از استفاده با حال
١
z

[
z −

∞∑
k=٢

(k − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα
knakz

k
]
̸= ٠. (۴٢ . ٢)

آيد. مͬ بدست (۴٢ . ٠) رابطه (۴٢ . ٢) كرده ساده با



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ٢۴
تنها و اگر f ∈ Kα

n [A,B] آنگاه باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض .٢ . ٢ لم
اگر

١
z

[
f ∗

(
z +

∞∑
k=٢

(
k − ψ

١ − ψ
)kn+١zk)] ̸= ٠, (۴٢ . ٣)

است. آمده (٣۶ . ٢) در ψ كه
دهيم مͬ قرار برهان.

g(z) = z +

∞∑
k=٢

(k − ψ

١ − ψ

)
knzk,

لذا
zg′(z) = z +

∞∑
k=٢

(k − ψ

١ − ψ

)
kn+١zk. (۴۴ . ٢)

داريم ١۵ . ٢ آوری ياد از همچنين داريم. را zf ′ ∗ g = f ∗ zg′ پیچش عمل·ر خواص از
داريم: ٢ . ١ لم از استفاده با حال باشد، zf ′ ∈ Sα

n [A,B] اگر تنها و اگر f ∈ Kα
n [A,B]

١
z

[
zf ′(z) ∗ g(z)

]
=

١
z

[
f(z) ∗ zg′(z)

]
̸= ٠ (۴۵ . ٢)

آيد. مͬ بدست نتيجه (۴۵ . ٢) در (۴۴ . ٢) رابطه جاي·ذينͬ با

نشان Kα
n [A,B] رده برای را زير قضيه توان مͬ ٢ . ٢ لم از استفاده با و ١۴ . ٢ قضيه مشابه

داد.
و اگر f ∈ Kα

n [A,B] آنگاه باشد. (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض .١۵ . ٢ قضیه
اگر تنها

١ −
∞∑
k=٢

(k − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα
kn+١akzk−١ ̸= ٠ (۴۶ . ٢)

Kα
n[A,B] و Sαn [A,B] های رده ضرايب كران

نمود. اشاره زير قضايای به توان مͬ ١۵ . ٢ و ١۴ . ٢ قضايای از هايی كاربرد عنوان به
آنگاه، باشد. f ∈ Sα

n [A,B] و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض .١۶ . ٢ قضیه
∞∑
k=٢

(
|k(B + ١)− ١|+ |Acosα+ iBsinα|

)
kn|ak| ≤ (A−B)cosα. (۴٢ . ٧)



٢۵ Kα
n[A,B] و Sα

n [A,B] های رده
داريم ١۴ . ٢ قضيه به توجه با ١∣∣∣برهان. −

∞∑
k=٢

(k − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα
knakz

k−١∣∣∣

> ١ −
∞∑
k=٢

∣∣∣(k − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα

∣∣∣kn|ak| ≥ ٠. (۴٢ . ٨)

بنابراين باشد، مͬ |eiα| = |ζ| = ١ طرفͬ k)∣∣∣از − ١)(eiα + iBζsinα)− (A− kB)ζcosα

(A−B)ζcosα

∣∣∣ = ∣∣eiα(k(B + ١)− ١)− ζ
(
Acosα+ iBsinα

)∣∣
|(A−B)ζcosα|

≤ |k(B + ١)− ١|+ |Acosα+ iBsinα|
(A−B)cosα

. (۴٢ . ٩)
رده به متعلق توابع برای (۴٢ . ٧) كران ،(۴٢ . ٨) نامساوی در (۴٢ . ٩) جاي·ذاری با اكنون

آيد. مͬ بدست Sα
n [A,B]

داد. نشان را زير قضيه Kα
n [A,B] رده برای توان مͬ مشابه طور به

آنگاه، باشد. f ∈ Kα
n [A,B] و (١ . ١) توانͬ سری بسط دارای f(z) كنيد فرض .٢ . ١٧ قضیه

∞∑
k=٢

(
|k(B + ١)− ١|+ |Acosα+ iBsinα|

)
kn+١|ak| ≤ (A−B)cosα. (۵٢ . ٠)

Kα
n[A,B] و Sαn [A,B] های رده در شمول

.Sα
n+١[A,B] ⊂ Sα

n [A,B] داريم n ∈ N هر برای .٢ . ١٨ قضیه
داريم ٢ . ١ لم از آنگاه ،f ∈ Sα

n+١[A,B] كنيم فرض برهان.
١
z

[
f ∗

(
z +

∞∑
k=٢

(
k − ψ

١ − ψ
)kn+١zk)] ̸= ٠, (z ∈ D) (۵٢ . ١)

بنويسيم z + ∞∑
k=٢

(k − ψ

١ − ψ

)
kn+١zk برای توانيم مͬ است. آمده (٣۶ . ٢) در ψ كه

z +
∞∑
k=٢

(
k − ψ

١ − ψ
)kn+١zk =

(
z +

∞∑
k=٢

kzk
)
∗
(
z +

∞∑
k=٢

(
k − ψ

١ − ψ
)knzk

)
. (۵٢ . ٢)

داريم z + ∞∑
k=٢

kzk برای طرفͬ از
١
z

[
(z +

∞∑
k=٢

kzk) ∗ (z +
∞∑
k=٢

k−١zk)
]
= ١ +

∞∑
k=٢

zk−١ =
١

١ − z
̸= ٠, (z ∈ D) (۵٢ . ٣)



ارز تك و تحليلͬ نگاشتهای ٢۶
گرفت نتيجه توان مͬ (۵٢ . ٢) از بنابراين

f ∗
(
z +

∞∑
k=٢

(
k − ψ

١ − ψ
)knzk

)
̸= ٠. (z ∈ D)

شود. مͬ اثبات قضيه و f ∈ Sα
n [A,B] لذا

داريم. را زير قضيه Kα
n [A,B] رده برای مشابه طور به

.n ∈ N برای Kα
n+١[A,B] ⊂ Kα

n [A,B] .٢ . ١٩ قضیه
.n ∈ N برای Sα

n [A,B] ⊂ Sα[A,B] .٢ . ٧ نتیجه
.n ∈ N برای Kα

n [A,B] ⊂ Kα[A,B] .٢ . ٨ نتیجه
.Kα[A,B] ⊂ Sα[A,B] داريم ٢ . ٨ و ٢ . ٧ نتايج از خاص حالت در .٢ . ١٧ يادآوری

داد. نشان را زير قضيه تحليلͬ توابع رده از محدب پوسته برای [٧] برنارد
تحليلͬ تابع D روی Re(F (z)) > ٠ با F و φ ∈ K ،g ∈ S∗ توابع كنيد فرض [٧] .٢ . ٢٠ قضیه

دي·ر عبارتͬ به دارد. قرار F (D) محدب پوسته در φ ∗ (F · g)
φ ∗ g

آنگاه باشد.
φ ∗ (F · g)
φ ∗ g

∈ coF (D).

.f ∗ φ ∈ Sα
n [A,B] ،n ∈ N هر برای آنگاه .φ ∈ K و f ∈ Sα

n [A,B] كنيد فرض .٢ . ٢١ قضیه
آن در كه eiαF ≺ h آنگاه ،f ∈ Sα

n [A,B] اگر .F =
z
(
Dnf(z)

)′
Dnf(z)

كنيم فرض برهان.
دهيم مͬ قرار باشد. مͬ h(z) = cosα

(١ +Az

١ +Bz

)
+ isinα

G(z) = eiα
z
(
φ ∗ Dnf(z)

)′
φ ∗ Dnf(z)

= eiα
z
(
φ ∗ (Dnf(z))′

)
φ ∗ Dnf(z)

=
φ ∗ eiα

(
z(Dnf(z))′

)
φ ∗ Dnf(z)

=
φ ∗

(
eiαF · (Dnf(z))

)
φ ∗ Dnf(z)

داريم: ٢ . ٢٠ قضيه از همچنين و .Dnf(z) ∈ S∗ داريم f ∈ Sα
n [A,B] از

φ ∗
(
eiαF · (Dnf(z))

)
φ ∗ Dnf(z)

∈ co
(
eiαF (D)

)
. (۵۴ . ٢)

محدب h(D) همچنين .eiαF (D) ⊂ h(D) داريم eiαF ≺ h از ترتيبی زير تعريف به توجه با
،G(D) ⊂ h(D) داريم (۵۴ . ٢ ) رابطه و G(z) تابع از حال .co(eiαF (D)) ⊂ h(D) لذا است
نتيجه در و eiαG(z) ≺ h(z) ،١۴ . ١ قضيه از استفاده با بنابراين .G(٠) = h(٠) همچنين

.f ∗ φ ∈ Sα
n [A,B]



٢٧ Kα
n[A,B] و Sα

n [A,B] های رده
.f ∗ g ∈ Sα

n [A,B] ،n ≥ ١ برای آنگاه .f, g ∈ Sα
n [A,B] كنيد فرض .٢ . ٢٢ قضیه

داريم ٢ . ١٩ قضيه از استفاده با ،g ∈ Sα
n [A,B] كنيم فرض برهان.

Sα
n [A,B] ⊂ Sα١ [A,B] = Kα٠ [A,B]

برای ٢ . ٢١ از استفاده با حال .g ∈ K لذا ،Kα٠ [A,B] ⊂ Kα[١−,١] ⊂ K دي·ر طرفͬ از
.f ∗ φ ∈ Sα

n [A,B] داريم f ∈ Sα
n [A,B]





٣ فصل
ارز تك و همساز نگاشتهای

مقدمه ٣ . ١
و اهمیت از ناشͬ همساز توابع به مختلط آنالیز رشته محقیقن های فعالیت از ای عمده بخش
راستا اين در باشد. مͬ هندسه مينيمال١در سطوح مبحث با مختلط توابع از رده این ارتباط
از فراوانͬ های زيررده انگیزه همین با نمود. اشاره [٣۶] وایرشتراس٢ نمایش قضیه به توان مͬ
رشد قضيه توانͬ، سری بسط ضرایب، کران همچون هایی ویژگͬ روی و معرفͬ همساز توابع

است. گرفته قرار مطالعه و بررسͬ مورد تحدب،... پیچش، خواص اغتشاش، و
و [١۵] اسمال شيل و كلونͬ مقاله به را مختلط همساز نگاشتهای روی بر تحقيق شروع اما
f = h + g صورت به را f ∈ SH هرتابع توان مͬ دادند نشان آنها باشد. مͬ SH رده معرفͬ با

باشند. مͬ تحليلͬ توابعͬ g و h كه نوشت
توابع ساخت برای را روشͬ [١۵] اسمال شيل و كلونͬ بار اولين بˀرش٣ تكنيك از استفاده با
(دايلتيشن۴) ω(z) و φ(z) تابع دو بر مبتنͬ روش اين نمودند. ارائه f = h+ g ارز تك و همساز
حقيقͬ محور جهت در محدب و D روی تحليلͬ تابع يك φ(z) := h(z)−g(z) آن در كه باشد مͬ
اين از استفاده با باشد. مͬ |ω(z)| < ١ و تحليلͬ D روی ω(z) := g′(z)

h′(z)
دايلتيشن و (CHD)

1Minimal Surfaces
2Weierstrass representation
3The Shearing Technique
4The Dilatation



ارز تك و همساز نگاشتهای ٣٠
يافت. دست زير معادلات به توان مͬ توابع

h′(z) =
φ′(z)

١ − ω(z)
, g′(z) =

φ′(z)ω(z)

١ − ω(z)
.

بدست را f = h+g تابع تحلیل۶ͬ هم و تحلیل۵ͬ قسمت توان مͬ g′(z) h′(z)و از انتگرال·يری با
گويند. ω(z) تحليلͬ دايلتيشن با φ(z) از افقͬ برش را روش اين آوريم. مͬ

تك موضعأ و همساز تابع f = h+ g كنيد فرض [١۵] .(ShearingTechnique) ٣ . ١ قضیه
تحليلͬ تابع يك h− g اگر تنها و اگر است D در CHD و ارز تك تابعͬ f آنگاه باشد. D در ارز

باشد. D در CHD و ارز تك
توابعͬ φ = e−iγh−eiγg و e−iγf لذا باشد، محدب γ جهت در f تابع كنيم فرض .٣ . ١ يادآوری
برای را ٣ . ١ قضيه توان مͬ لذا و است محدب γ جهت در h− e٢iγg بنابراين باشند. مͬ CHD

برد. ب΄ار باشند مͬ محدب حقيقͬ محور جهت از غير جهتͬ در كه توابعͬ
تك تابعͬ f آنگاه باشد. D در ارز تك موضعأ و همساز تابع f = h+ g كنيد فرض .٣ . ٢ قضیه
γ جهت در و ارز تك تحليلͬ تابع يك h − e٢iγg اگر تنها و اگر است محدب γ جهت در و ارز

باشد. محدب
به را واحد ديسك و ارز تك φ(z) تابع باشد. ω(z) = z و φ(z) = z

١ − z
كنيد فرض .٣ . ١ مثال

برش تكنيك و ω =
g′

h′
از استفاده با حال است. CHD يك لذا نگارد، مͬ راست صفحه نيم

داريم:
φ′(z) = h′(z)− g′(z) = h′(z)

(١ − ω(z)
)
=

١
(١ − z)٢ ⇒ h′(z) =

١
(١ − z)٣ ,

داريم: h′(z) از انتگرال·يری با

h(z) =

∫ z

٠
١

(١ − ζ)٣dζ =
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ ,

داريم: g′(z) = zh′(z) رابطه از استفاده با و

g(z) =

∫ z

٠
ζ

(١ − ζ)٣dζ =
١٢z٢

(١ − z)٢ .

داريم: f تابع برای لذا

f(z) = h(z) + g(z) =
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ +

١٢z٢
(١ − z)٢ .

است. شده داده نشان f(z) و φ(z) توابع تحت D واحد ديسك ٣ . ١تصوير ش΄ل در
5The Analytic
6The Co-Analytic



٣١ S l,m,n
H (φ, ψ; γ;α) رده

f(z) (ب) φ(z) = z/(١ − z) (آ)

ω(z) = z تحليلͬ دايلتيشن با φ(z) = z

١ − z
از افقͬ برش :٣ . ١ ش΄ل

كران آنگاه باشد، ستارگون مبدا به نسبت f برد fو ∈ S٠
H اگر داد نشان [۶٩] اسمال شيل

است: زير صورت به f تابع توانͬ سری بسط برای ضرايب
|an| ≤

(n+ ٢)(١n+ ١)
۶ , |bn| ≤

(n− ٢)(١n− ١)
۶ .

نمود. تعريف زير صورت به را SH رده از S∗
H [α] رده زير [٣٨] جهانگيری

(۴ . ١) توانͬ سری بسط با (٠ ≤ α < ١), α مرتبه از ستارگون توابع تمام شامل S∗
H [α] رده زير

كنند: مͬ صدق زير شرط در كه
∂

∂θ

(
argf(reiθ)

)
≥ α, |z| = r < ١

كند صدق زير رابطه در (۵ . ١) بسط با f = h+ g اگر داد نشان و
∞∑
n=١

(
n− α

١ − α
|an|+

n+ α

١ − α
|bn|

)
≤ ٢, (|a١| = ١ , ٠ ≤ α < ١)

.f ∈ S∗
H [α] و باشد مͬ D واحد ديسك بر ارز تك و همساز f آنگاه

نوشته آنها هندسͬ و تحليلͬ خواص و همساز توابع زمينه در فراوانͬ مقالات اخير سالهای در
خواهيم همساز توابع های رده زير از برخͬ روی بر تحقيق و معرفͬ به اينجا در ما كه است شده

پرداخت.

S l,m,n
H (φ, ψ; γ;α) رده ٣ . ٢

دانيم مͬ كه همانطور اما گرديد. اشاره تحليلͬ توابع روی بر سالاگون عمل·ر به ٢ فصل در
برای [٣٩] جهانگيری كه شده تش΄يل g(z) تحلیلͬ هم و h(z) تحلیلͬ جزء دو از همساز توابع



ارز تك و همساز نگاشتهای ٣٢
عمل·ر ،(۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h + g همساز تابع روی سالاگون عمل·ر از استفاده

نمود: معرفͬ زير بصورت را سالاگون شده اصلاح
Dnf(z) = Dnh(z) + (−١)nDng(z), (n ∈ N) (٣ . ١)

آن در كه

Dnh(z) = z +

∞∑
k=٢

knakz
k , Dng(z) =

∞∑
k=١

knbkz
k. (٣ . ٢)

با f = h+ g ∈ SH توابع تمام رده [٨٨] .٣ . ١ نمادگذاری
Re

{
(١ + γeiθ)

Dmh(z) ∗ φ(z) + (−١)m+lDmg(z) ∗ ψ(z)
Dnh(z) + (−١)nDng(z)

− γeiθ

}
> α, (٣ . ٣)

برای همچنين و باشد مͬ θ ∈ R و γ ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،m ≥ n ،m,n ∈ N٠ ،l ∈ {٠, ١} آن در كه
اند تحليلͬ D روی ψ(z) = z+

∞∑
k=٢

µkz
k و φ(z) = z+

∞∑
k=٢

λkz
k توابع بترتيب µk ≥ ١ و λk ≥ ١

دهيم. مͬ نمايش S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) با را

در كه f = h+ g ∈ SH توابع از دسته آن شامل S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) از ای رده زير همچنين

ش΄ل به g و h آن

h(z) = z −
∞∑
k=٢

|ak|zk, g(z) = (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

|bk|zk, |b١| < ١. (۴ . ٣)

دهيم. مͬ نمايش T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) با را

در كه است تحليلͬ توابع برای كانولوشن يا هادامارد ضرب همان ∗ عمل·ر بالا تعريف در
است. شده آورده ١۴ . ١ تعريف

مͬ ،S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) رده در موجود پارامترهای در مختلف مقادير دادن قرار با .٣ . ٢ يادآوری

را دادند قرار مطالعه مورد و تعريف زمينه اين در محققين اخيرا كه SH از هايی رده زير توان
پردازيم. مͬ آن مورد چند بذكر ادامه در آورد. بدست

و S٠,m,n
H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = SH(m,n;α) . ١

T SH(m,n;α) و SH(m,n;α) های رده .T S٠,m,n
H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = T SH(m,n;α)

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٧٩] يلسين توسط
.T S٠,n+١,n

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = T SH(n;α) و S٠,n+١,n

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = SH(n;α) . ٢

گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٣٩] جهانگيری توسط T SH(n;α) و SH(n;α) های رده
است.



٣٣ S l,m,n
H (φ, ψ; γ;α) رده

و S٠,١,٠
H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = S١,٠,٠

H

( z

(١ − z)٢ ,
z

(١ − z)٢ ; ٠;α
)
= S∗

H(α) . ٣
رده .T S٠,١,٠

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = T S١,٠,٠

H

( z

(١ − z)٢ ,
z

(١ − z)٢ ; ٠;α
)

= T S∗
H(α)

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٣٨] جهانگيری توسط T S∗
H(α) و S∗

H(α) های
رده .T S٠,٢,١

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = T KH(α) و S٠,٢,١

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠;α) = KH(α) . ۴

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٣٨] جهانگيری توسط T KH(α) و KH(α) های
های رده .T S١,٠,٠

H (φ,ψ; ٠;α) = T SH(φ,ψ;α) و S١,٠,٠
H (φ,ψ; ٠;α) = SH(φ,ψ;α) . ۵

گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٢٨] فراسين توسط T SH(φ,ψ;α) و SH(φ,ψ;α)

است.
KH های رده .T S٠,٢,١

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠; ٠) = T KH و S٠,٢,١

H

( z

١ − z
,

z

١ − z
; ٠; ٠) = KH . ۶

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٧٠] سيلورمن توسط T KH و
.T S l,m,n

H (φ,ψ; ٠;α) = T Si
H(m,n, φ, ψ;α) و S l,m,n

H (φ,ψ; ٠;α) = Si
H(m,n, φ, ψ;α) . ٧

مورد و معرفͬ [۶٨] شرما توسط T Si
H(m,n, φ, ψ;α) و Si

H(m,n, φ, ψ;α) های رده
است. گرفته قرار مطالعه

رده .S٠,٠,٠
H

( z

(١ − z)٢ ,
z

(١ − z)٢ ; ٠;α
)
= HST

( z

(١ − z)٢ ,
z

(١ − z)٢ ; ٠;α
) . ٨

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [۵] اشوا )HSTتوسط z

(١ − z)٢ ,
z

(١ − z)٢ ; ٠;α
)

رده .S٠,٠,٠
H

( z + z٢
(١ − z)٣ ,

z + z٢
(١ − z)٣ ; ٠;α

)
= HST

( z + z٢
(١ − z)٣ ,

z + z٢
(١ − z)٣ ; ٠;α

) . ٩
است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [۵] اشوا )HSTتوسط z + z٢

(١ − z)٣ ,
z + z٢
(١ − z)٣ ; ٠;α

)
و معرفͬ [٣٠] فراسين توسط SH(φ,ψ; γ;α) رده .S٠,٠,٠

H (φ,ψ; γ;α) = SH(φ,ψ; γ;α) . ١٠
است. گرفته قرار مطالعه مورد

مختلفͬ های رده زير دارنده بر در S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) رده نموديد مشاهده بالا در كه همانطور

دي·ر عبارتͬ به است. شده پرداخته آن به زمينه اين محققين توسط كه باشد مͬ SH رده از
باشد. مͬ زمينه دراين موجود كارهای دهنده تعميم و دربرگيرنده ما توسط شده تعريف رده

پردازيم: مͬ رده اين از خواصͬ بررسͬ به ادامه در
صدق زير نامساوی در (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٨] .٣ . ٣ قضیه

كند:
∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|+

∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk| ≤ ١ (۵ . ٣)

تابعͬ f آنگاه باشد. µk, λk ≥ k ،γ ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،m ≥ n ،m,n ∈ N٠ ،l ∈ {٠, ١} آن در كه
.f ∈ S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) و است D در نگهدار جهت و ارز تك همساز،



ارز تك و همساز نگاشتهای ٣۴
داريم: k ≥ ١ برای قضيه فرض به توجه با برهان.

k ≤ (١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
, k ≤ (١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α

داشت: خواهيم (۵ . ١) توانͬ سری بسط با g(z) و h(z) توابع برای لذا

|h′(z)| ≥ ١ −
∞∑
k=٢

k|ak|rk−١ > ١ −
∞∑
k=٢

k|ak| ≥ ١ −
∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|

≥
∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk| ≥

∞∑
k=١

k|bk| >
∞∑
k=١

k|bk|rk−١ ≥ |g′(z)|.

است ارز تك D روی f(z) دهيم نشان اينكه برای است. نگهدار جهت D روی f(z) بنابراين
آنگاه ،z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ D كنيم فرض

∣∣∣f(z١)− f(z٢)
h(z١)− h(z٢)

∣∣∣ ≥ ١ −
∣∣∣ g(z١)− g(z٢)
h(z١)− h(z٢)

∣∣∣
= ١ −

∣∣∣
∞∑
k=١

bk(z
k١ − zk٢)

(z١ − z٢)−
∞∑
k=٢

ak(z
k١ − zk٢)

∣∣∣ > ١ −

∞∑
k=١

k|bk|

١ −
∞∑
k=٢

k|ak|

≥ ١ −

∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|

١ −
∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|

≥ ٠.

Re{ω} ≥ α ،α ≥ ٠ برای كه داريم توجه نكته اين به ،f ∈ S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) اثبات برای حال

دهيم: نشان كافيست لذا .|ω − α− ١| ≤ |ω − α+ ١| اگر تنها و اگر

|(١ + γeiθ)A(z)− (γeiθ + α− ١)B(z)| − |(١ + γeiθ)A(z)− (γeiθ + α+ ١)B(z)| ≥ ٠ (۶ . ٣)

.B(z) = Dnh(z)+(−١)nDng(z) و A(z) = Dmh(z)∗φ(z)+(−١)m+lDmg(z) ∗ ψ(z) آن در كه



٣۵ S l,m,n
H (φ, ψ; γ;α) رده

داريم: (۶ . ٣) در g(z) و h(z) توابع توانͬ های سری جاي·ذاری با
|(١ + γeiθ)A(z)− (γeiθ + α− ١)B(z)| − |(١ + γeiθ)A(z)− (γeiθ + α+ ١)B(z)|

= |(١ + γeiθ)(Dmh(z) ∗ φ(z) + (−١)m+lDmg(z) ∗ ψ(z))− (γeiθ + α− ١)(Dnh(z) + (−١)nDng(z))|

− |(١ + γeiθ)(Dmh(z) ∗ φ(z) + (−١)m+lDmg(z) ∗ ψ(z))− (γeiθ + α+ ١)(Dnh(z) + (−١)nDng(z))|

= |(١ + γeiθ)(z +

∞∑
k=٢

kmλkakz
k + (−١)m+l

∞∑
k=١

kmµkbkzk)− (γeiθ + α− ١)(z +
∞∑
k=٢

knλkakz
k

+ (−١)n
∞∑
k=١

knµkbkzk)| − |(١ + γeiθ)(z +
∞∑
k=٢

kmλkakz
k + (−١)m+l

∞∑
k=١

kmµkbkzk)

− (γeiθ + α+ ١)(z +
∞∑
k=٢

knλkakz
k + (−١)n

∞∑
k=١

knµkbkzk)| = |(٢ − α)z +
∞∑
k=٢

((١ + γeiθ)kmλk

− (γeiθ + α− ١)kn)akzk + (−١)m+l
∞∑
k=١

((١ + γeiθ)kmµk − (−١)m+l−n(γeiθ + α− ١)kn)bkzk|

− | − αz +
∞∑
k=٢

((١ + γeiθ)kmλk − (γeiθ + α+ ١)kn)akzk + (−١)m+l
∞∑
k=١

((١ + γeiθ)kmµk

−(−١)m+l−n(γeiθ + α+ ١)kn)bkzk| ≥ (٢ − α)|z| −
∞∑
k=٢

((١ + γ)kmλk − (γ + α− ١)kn)|ak||z|k

−
∞∑
k=١

((١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α− ١)kn)|bk||z|k − α|z| −
∞∑
k=٢

((١ + γ)kmλk

− (γ + α+ ١)kn)|ak||z|k −
∞∑
k=١

((١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α+ ١)kn)|bk||z|k = ١)٢ − α)|z|

١ −
∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak||z|k−١ +

∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk||z|k−١

≥ ١)٢ − α)

١ −
∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|+

∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|


≥ ٠.
نامساوی همچنين .f ∈ S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) نتيجه در و است برقرار (۶ . ٣) نامساوی بنابراين
شود. مͬ تبديل مساوی به زير تابع برای (۵ . ٣)

f(z) = z+
∞∑
k=٢

١ − α

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn
xkz

k

+

∞∑
k=١

١ − α

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn
ykzk,

(٣ . ٧)

S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) رده به متعلق (٣ . ٧) ش΄ل به توابعͬ است. ∞∑

k=٢
|xk|+

∞∑
k=٢

|yk| = ١ آن در كه



ارز تك و همساز نگاشتهای ٣۶
زيرا باشند، مͬ

∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|+

∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|

=
∞∑
k=٢

|xk|+
∞∑
k=١

|yk| = ١

آنگاه باشد. (۴ . ١) توانͬ سری بسط دارای f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٨] .۴ . ٣ قضیه
اگر تنها و اگر f ∈ T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α)

∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|

)
≤ ٢ (٣ . ٨)

باشد. مͬ µk, λk ≥ k ،γ ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،m ≥ n ،m,n ∈ N٠ ،l ∈ {٠, ١} آن در كه

T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) ⊂ S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) چون ،(٣ . ٨) قراری بر فرض با و ٣ . ٣ قضيه بنابر برهان.
پردازيم. مͬ ح΄م دي·ر طرف بررسͬ به حال .f ∈ T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) لذا
كه است آن باشد f ∈ T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) برای كافͬ و لازم شرط كه آنجا از

Re

{
(١ + γeiθ)

Dmh(z) ∗ φ(z) + (−١)m+lDmg(z) ∗ ψ(z)
Dnh(z) + (−١)nDng(z)

− γeiθ

}
> α,

دي·ر عبارتͬ به

Re

{
(١ + γeiθ)(Dmh(z) ∗ φ(z) + (−١)m+lDmg(z) ∗ ψ(z))

Dnh(z) + (−١)nDng(z)

}

−Re

{
(γeiθ + α)(Dnh(z) + (−١)nDng(z))

Dnh(z) + (−١)nDng(z)

}
> ٠.

داريم: بالا نامساوی در g(z) و h(z) توابع توانͬ سری جاي·ذاری با

Re


(١ − α)z −

∞∑
k=٢

((١ + γeiθ)kmλk − (γeiθ + α)kn))|ak|zk

z −
∞∑
k=٢

|ak|knzk + (−١)m+l+n−١ ∞∑
k=١

kn|bk|zk


+Re


(−١)٢m+٢l−١ ∞∑

k=١
((١ + γeiθ)kmµk − (−١)m+l−n(γeiθ + α)kn))|bk|zk

z −
∞∑
k=٢

|ak|knzk + (−١)m+l+n−١ ∞∑
k=١

kn|bk|zk

 > ٠
(٣ . ٩)



٣٧ S l,m,n
H (φ, ψ; γ;α) رده

نويسيم: مͬ زير بصورت را (٣ . ٩) لذا ،Re{eiθ} ≤ |eiθ| = ١ طرفͬ از
(١ − α)−

∞∑
k=٢

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn)

)
|ak|rk−١

١ −
∞∑
k=٢

|ak|knrk−١ + (−١)m+l+n−١ ∞∑
k=١

kn|bk|rk−١


−


∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn)

)
|bk|rk−١

١ −
∞∑
k=٢

|ak|knrk−١ + (−١)m+l+n−١ ∞∑
k=١

kn|bk|rk−١

 > ٠
(٣ . ١٠)

در شود. مͬ منفͬ ،z = r → ١ (٣ . ١٠)برای كسر صورت نباشد، برقرار (٣ . ٨) اگر حال
f ∈ با اين و شود مͬ منفͬ (٣ . ١٠) كسر مقدار كه دارد وجود (٠, ١) در z٠ = r٠ نتيجه

است. تناقض در T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α)

پردازيم. مͬ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) به متعلق توابع برای رشد قضيه بررسͬ به اينجا در

رده به متعلق (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h + g تابع كنيد فرض [٨٨] .۵ . ٣ قضیه
ψ و φ توابع برای ٣ . ١ نمادگذاری در λk و µk ضرايب همچنين باشد. T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α)

داريم: |z| = r < ١ برای آنگاه باشد. λk, µk ≥ λ٢ ،k ≥ ٢ بازای
|f(z)| ≤ (١ + |b١|)r

+
(١ − (١ + γ)− (−١)m+l−n(γ + α)

١ − α
|b١|

) (١ − α)r٢
(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n

,
(٣ . ١١)

|f(z)| ≥ (١ − |b١|)r

−
(١ − (١ + γ)− (−١)m+l−n(γ + α)

١ − α
|b١|

) (١ − α)r٢
(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n

.
(٣ . ١٢)

داريم: |z| = r < ١ برای (٣ . ٨) به توجه با باشد. f ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) كنيم فرض برهان.

|f(z)| ≤ (١ + |b١|)r +
∞∑
k=٢

(|ak|+ |bk|)rk

≤ (١ + |b١|)r + r٢ ∞∑
k=٢

(|ak|+ |bk|)

≤ (١ + |b١|)r +
(١ − α)r٢

(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n
. ∞∑

k=٢
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|


≤ (١ + |b١|)r +

(
١ − (١ + γ)− (−١)m+l−n(γ + α)

١ − α
|b١|

)
(١ − α)r٢

(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n
,



ارز تك و همساز نگاشتهای ٣٨
شود. مͬ اثبات مشابه طور به نيز f(z) تابع پايين كران

شود. مͬ تبديل مساوی به (٣ . ١٢) و (٣ . ١١) نامساويهای زير تابع برای
f(z) = z + |b١|z +

(
١ − (١ + γ)− (−١)m+l−n(γ + α)

١ − α
|b١|

) ١ − α

(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n
· z٢

.|b١| < ١ − α

(١ + γ)− (−١)m+l−n(γ + α)
آن در كه

٣ . ١ نمادگذاری در λk و µk ضرايب و f ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) كنید فرض [٨٨] .٣ . ١ نتیجه

آنگاه، باشد. λk, µk ≥ λ٢ ،k ≥ ٢ ازای به ψ و φ توابع }برای
w : |w| < ١ − (١ − α)

(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n

+

(
(١ + γ)− (−١)m+l−n(γ + α)

(١ + γ)٢mλ٢ − (γ + α)٢n
− ١

)
|b١|

}
⊂ f(D).

بسته خود عناصر از محدب تركيبات تحت T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) رده دهيم مͬ نشان اكنون

است.
است. بسته خود عناصر از محدب تركيبات تحت T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) رده [٨٨] .۶ . ٣ قضیه
آن در كه .fj ∈ T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) ،j = ١,٢,٣, · · · برای كنيم فرض برهان.
fj(z) = z −

∞∑
k=٢

|aj,k|zk + (−١)m+l−n
∞∑
k=١

|bj,k|zk

داريم: ۴ . ٣ قضيه به توجه با
∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|aj,k|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bj,k|

)
≤ ٢

زير بصورت را fj(z) از محدب تركيب توان مͬ . ∞∑
k=١

βj = ١ و ٠ ≤ βj ≤ ١ كنيم فرض همچنين
نوشت:

∞∑
k=١

βjfj(z) = z −
∞∑
k=٢

∞∑
j=١

βj |aj,k|zk + (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

∞∑
j=١

βj |bj,k|zk,

لذا
∞∑
k=١

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α

∞∑
j=١

βj |aj,k|+
(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α

∞∑
j=١

βj |bj,k|


=

∞∑
j=١

βj

 ∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|aj,k|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bj,k|

)
≤ ٢

∞∑
j=١

βj = ٢.

. ∞∑
j=١

βjfj ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) داريم ۴ . ٣ قضيه به توجه با حال



٣٩ S l,m,n
H (φ, ψ; γ;α) رده

با كه T Si,m,n
H (φ,ψ; γ;α) رده محدب پوسته از اكسترمال نقاط بررسͬ به قسمت اين در

پردازيم. مͬ دهيم مͬ نمايش coT S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α)

كنيد فرض [٨٨] .٣ . ٧ قضیه
h١(z) = z,

hk(z) = z − ١ − α

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn
zk, k ≥ ٢

gk(z) = z +
(−١)m+l−١)١ − α)

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn
zk, k ≥ ١

باشد. زير نمايش دارای f اگر تنها و اگر f ∈ coT S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) آنگاه باشد.

f(z) =

∞∑
k=١

(xkhk(z) + ykgk(z)), (٣ . ١٣)

. ∞∑
k=١

(xk + yk) = ١ و yk ≥ ٠ ،xk ≥ ٠ آن در كه
باشد. مͬ T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) رده اكسترمال نقاط {gk} و {hk} خاص، حالت در
كنيم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
k=١

(xkhk(z) + ykgk(z)),

آنگاه،
f(z) =

∞∑
k=١

(xk + yk)z −
∞∑
k=٢

١ − α

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn
xkz

k

+ (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

١ − α

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn
ykz

k

= z −
∞∑
k=٢

١ − α

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn
xkz

k

+ (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

١ − α

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn
ykz

k ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α),

زيرا
∞∑
k=٢

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
· ١ − α

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn
xk

+

∞∑
k=١

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
· ١ − α

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn
yk

=
∞∑
k=٢

xk +
∞∑
k=١

yk = ١ − x١ < ١.



ارز تك و همساز نگاشتهای ۴٠
.f ∈ coT S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) نتيجه در
،k ≥ ٢ برای ،۴ . ٣ قضيه به توجه با f ∈ coT S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) اگر بالعكس،
|bk| ≤

١ − α

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn
،k ≥ ١ برای و |ak| ≤

١ − α

(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

دادن قرار با حال باشد. مͬ

xk =
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|, k ≥ ٢

yk =
(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|, k ≥ ١

كنيم: مͬ تعريف x١ برای همچنين . ∞∑
k=٢

xk +
∞∑
k=١

yk ≤ ١ داريم

x١ = ١ −
∞∑
k=٢

xk −
∞∑
k=١

yk ≥ ٠.

coT S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) كه است واض نمود. بيان را (٣ . ١٣) بسط توان مͬ f(z) برای نتيجه در

.T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) = clcoT S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) بنابراين است. محدب
خود عناصر از كانولوشن عمل·ر تحت T S l,m,n

H (φ,ψ; γ;α) رده دهيم مͬ نشان پايان در
است. بسته

ش΄ل به همساز توابع برای .٣ . ٢ تعریف
f١(z) = z −

∞∑
k=٢

|ak|zk + (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

|bk|zk,

f٢(z) = z −
∞∑
k=٢

|Ak|zk + (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

|Bk|zk.

كنيم: مͬ تعريف زير بصورت و داده نمايش (f١ ∗ f٢)(z) با را f٢(z) در f١(z) كانولوشن
(f١ ∗ f٢)(z) = f١(z) ∗ f٢(z) = z −

∞∑
k=٢

|akAk|zk + (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

|bkBk|zk.

آنگاه، باشند. f١, f٢ ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) كنيد فرض [٨٨] .٣ . ٨ قضیه

f١ ∗ f٢ ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α).

باشند. T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) به متعلق زير توانͬ سری بسط با f٢ و f١ كنيم فرض برهان.

f١(z) = z −
∞∑
k=٢

|ak|zk + (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

|bk|zk,

f٢(z) = z −
∞∑
k=٢

|Ak|zk + (−١)m+l−١ ∞∑
k=١

|Bk|zk.



۴١ SH(m,n;α, β) رده
داريم ۴ . ٣ قضيه از استفاده با f٢ ضرايب برای همچنين

∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|Ak|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|Bk|

)
≤ ٢.

توان مͬ f١ ∗ f٢ برای لذا داريم. را |Bk| ≤ ١ ،k ≥ ١ برای و |Ak| ≤ ١ ،k ≥ ٢ برای بنابراين
نوشت:

∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|akAk|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bkBk|

)

≤
∞∑
k=١

(
(١ + γ)kmλk − (γ + α)kn

١ − α
|ak|+

(١ + γ)kmµk − (−١)m+l−n(γ + α)kn

١ − α
|bk|

)
≤ ٢

.f١ ∗ f٢ ∈ T S l,m,n
H (φ,ψ; γ;α) نتيجه در

SH(m,n;α, β) رده ٣ . ٣
زير بصورت را CH(α) و SH(α) های رده [۵۶] يلسين و اوزترك ،٢٠٠٢ سال در .٣ . ٣ يادآوری

نمودند: معرفͬ
صدق زير نامساوی در كه (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h + g توابع تمام شامل SH(α) رده

كند مͬ
∞∑
k=٢

(k − α)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α)(١ − |b١|),

سری بسط كه SH(α) از ای رده زير همچنين باشد. مͬ ٠ ≤ |b١| < ١ و ٠ ≤ α < ١ آن در كه
نامساوی در آن توابع توانͬ

∞∑
k=٢

k(k − α)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α)(١ − |b١|),

دهند. مͬ نمايش CH(α) با را كند مͬ صدق
رده اين ويژگيهای از پرداخت. خواهيم همساز توابع از دي·ر رده بررسͬ به بخش اين در
و مطالعه مورد زمينه اين در محققين اخير سالهای در كه باشد مͬ هايی رده شدن شامل
بعضͬ در را [۵۶] يلسين و اوزترك توسط آمده بدست نتايج همچنين اند. داده قرار بررسͬ
تك و نگهداری جهت شمول، مورد در قضايايی و كرد خواهيم تصحيح و بهبود كليت، موارد

نماييم. مͬ بررسͬ را آن كانولوشن خواص و محدب تركيبات رشد، قضيه ارزی،
نامساوی در كه (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g توابع تمام رده .٣ . ٣ نمادگذاری

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α)(١ − |b١|), (١۴ . ٣)



ارز تك و همساز نگاشتهای ۴٢
با را باشد مͬ ٠ ≤ |b١| < ١ و β ≥ ٠ ،٠ ≤ α < ١ ،m > n ،m,n ∈ N٠ آن در و كند مͬ صدق

دهيم. مͬ نمايش SH(m,n;α, β)

نمايش S٠
H(m,n;α, β) با را باشد b١ = ٠ آن در كه SH(m,n;α, β) از ای مجموعه زير همچنين

دهيم. مͬ
در مختلف مقادير دادن قرار با شد اشاره آن به بحث ابتدای در كه طوری همان .۴ . ٣ يادآوری
زمينه اين در محققين اخيرا كه SH از هايی رده زير توان مͬ ،SH(m,n;α, β) رده پارامترهای

پردازيم. مͬ آن مورد چند بذكر ادامه در آورد. بدست را دادند قرار مطالعه مورد و تعريف
معرفͬ [۶] آويك توسط CH و SH های رده .SH(٢, ١; ٠, ٠) = CH و SH(١, ٠; ٠, ٠) = SH . ١

است. گرفته قرار مطالعه مورد و
توسط CH(α) و SH(α) های رده .SH(٢, ١;α, ٠) = CH(α) و SH(١, ٠;α, ٠) = SH(α) . ٢

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [۵۶] يلسين و اوزترك
معرفͬ [١٨] پوروال و دي΄زيت توسط SH(m,n, α) رده .SH(m,n;α, ٠) = SH(m,n, α) . ٣

است. گرفته قرار مطالعه مورد و
مطالعه مورد و معرفͬ [۶۵] دی او سͬ توسط SH(α, β) رده .SH(١, ٠;α, β) = SH(α, β) . ۴

است. گرفته قرار
و معرفͬ [۶۶] دی او سͬ و آوف توسط SH(α, n) رده .SH(n + ١, n;α, ٠) = SH(α, n) . ۵

است. گرفته قرار مطالعه مورد
توابع روی كانولوشن اينجا در شد. اشاره تحليلͬ توابع روی كانولوشن به اول فصل در

كرد. خواهيم معرفͬ را همساز
F = H+G و f = h+g اگر باشد. (۴ . ١) توانͬ سری بسط دارای g و h كنيد فرض .۴ . ٣ تعریف

توانͬ سری بسط با G و H آن در كه باشد
H(z) = z +

∞∑
k=٢

Akz
k, G(z) =

∞∑
k=١

Bkz
k, (١۵ . ٣)

كنيم مͬ تعريف زير بصورت را F و f كانولوشن باشند.
(f ∗ F )(z) = z +

∞∑
k=٢

akAkz
k +

∞∑
k=١

bkBkzk. (١۶ . ٣)

بصورت را F و f انتگرال كانولوشن عمل·ر همچنين
(f♢F )(z) = z +

∞∑
k=٢

akAk

k
zk +

∞∑
k=١

bkBk

k
zk. (٣ . ١٧)

شود. مͬ تعريف



۴٣ SH(m,n;α, β) رده
نمودند معرفͬ زير بصورت را f(z) تابع از α−همساي·ͬ ،[۵۶] يلسين و اوزترك

N(f) =

F :
∞∑
k=٢

(k − α)(|ak −Ak|+ |bk −Bk|) + (١ − α)|b١ −B١| ≤ δ(١ − α)


باشند. مͬ (١۵ . ٣) توانͬ سری بسط با G ،H و F = H +G آن در كه

آنگاه، ٠ ≤ α١ ≤ α٢ < ١ كنيد فرض [٨۶] .٣ . ٩ قضیه
SH(m,n;α٢, β) ⊆ SH(m,n;α١, β),
S٠
H(m,n;α٢, β) ⊆ S٠

H(m,n;α١, β).

داريم: خاص حالت در و
SH(m,n;α, β) ⊆ SH(m,n; ٠, β),
S٠
H(m,n;α, β) ⊆ S٠

H(m,n; ٠, β).
باشد. مͬ β ≥ ٠ و m > n ،m,n ∈ N٠ آن در كه

داريم SH(m,n;α٢, β) رده تعريف از باشد f ∈ SH(m,n;α٢, β) كنيم فرض برهان.
∞∑
k=٢

(km − α٢kn)(١ − β + βk)

١ − α٢
(|ak|+ |bk|) ≤ ١ − |b١|

لذا باشد. مͬ α١ ≤ α٢ قضيه فرض به بنا طرفͬ از
∞∑
k=٢

(km − α١kn)(١ − β + βk)

١ − α١
(|ak|+ |bk|) ≤

∞∑
k=٢

(km − α٢kn)(١ − β + βk)

١ − α٢
(|ak|+ |bk|)

≤ ١ − |b١|.

.f ∈ SH(m,n;α١, β) نتيجه در
β ≥ ٠ و ٠ ≤ α < ١ ،m > n ،m,n ∈ N٠ برای SH(m,n;α, β) ⊆ SH(α) [٨۶] .٣ . ١٠ قضیه

.١ ≤ n < m يا β ≥ ١ اگر SH(m,n;α, β) ⊆ CH(α) همچنين
داريم SH(m,n;α, β) رده تعريف به توجه با باشد. f ∈ SH(m,n;α, β) كنيم فرض برهان.

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
(|ak|+ |bk|) ≤ ١ − |b١|. (٣ . ١٨)

لذا
∞∑
k=٢

k − α

١ − α
(|ak|+ |bk|) ≤

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
(|ak|+ |bk|) ≤ ١ − |b١|,



ارز تك و همساز نگاشتهای ۴۴
.SH(m,n;α, β) ⊆ SH(α) نتيجه در و f ∈ SH(α) بنابراين

داريم (٣ . ١٨) نامساوی از استفاده با .SH(m,n;α, β) ⊆ CH(α) دهيم مͬ نشان حال
∞∑
k=٢

k(k − α)

١ − α
(|ak|+ |bk|) ≤

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
(|ak|+ |bk|) ≤ ١ − |b١|,

.١ ≤ n < m يا β ≥ ١ آن در كه است برقرار زمانͬ چپ سمت نامساوی
.SH(m,n;α, β) ⊆ CH(α) نتيجه در .f ∈ CH(α) ،١ ≤ n < m يا β ≥ ١ بازای بنابراين

باشد. مͬ ارز تك و نگهدار جهت نگاشتهای شامل SH(m,n;α, β) رده [٨۶] .٣ . ١١ قضیه
داريم: z١ ̸= z٢ ،z١, z٢ ∈ D برای .f ∈ SH(m,n;α, β) كنيم فرض −(z١)f∣∣∣برهان. f(z٢)

h(z١)− h(z٢)
∣∣∣ ≥ ١ −

∣∣∣ g(z١)− g(z٢)
h(z١)− h(z٢)

∣∣∣
= ١ −

∣∣∣
∞∑
k=١

bk(z
k١ − zk٢)

(z١ − z٢) +
∞∑
k=٢

ak(z
k١ − zk٢)

∣∣∣

> ١ −

∞∑
k=١

k|bk|

١ −
∞∑
k=٢

k|ak|
≥ ١ −

∞∑
k=١

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
|bk|

١ −
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
|ak|

≥ ٠.

مورد زير اتحاد (zk١ − zk٢) برای بالا در كه است يادآوری به لازم است. يك به يك fبنابراين
است. گرفته قرار استفاده

(an − bn) = (a− b)(an−١ + an−٢b+ an−٣b٢ + · · ·+ abn−٢ + bn−١).

زيرا است نگهدار جهت D در f طرفͬ از

|h′(z)| ≥ ١ −
∞∑
k=٢

k|ak||z|k > ١ −
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
|ak|

≥
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
|bk| >

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)

١ − α
|bk||z|k−١

≥
∞∑
k=١

k|bk||z|k−١ ≥ |g′(z)|.

آنگاه، باشد. f ∈ SH(m,n;α, β) كنيد فرض [٨۶] .٣ . ١٢ قضیه
(١ − |b١|)(|z| − ψ|z|٢) ≤ |f(z)| ≤ (١ + |b١|)|z|+ ψ(١ − |b١|)|z|٢, (٣ . ١٩)



۴۵ SH(m,n;α, β) رده

θ ∈ R از مناسبی انتخاب ازای به زير توابع برای مساوی و ψ =
١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)
آن در كه

است. قرار بر
fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ + (١ − |b١|)ψz٢, (٣ . ٢٠)

fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ + (١ − |b١|)ψz̄٢. (٣ . ٢١)
داريم اينجا در برهان.

|f(z)| ≤ (١ + |b١|)|z|+ |z|٢
∞∑
k=٢

(|ak|+ |bk|)

≤ (١ + |b١|)|z|+ |z|٢ ١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)

∞∑
k=٢

(١ − β + βk)(km − knα)

١ − α
(|ak|+ |bk|)

≤ (١ + |b١|)|z|+ |z|٢ ١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)
(١ − |b١|). (٣ . ٢٢)

همچنين
|f(z)| ≥ (١ − |b١|)|z| −

∞∑
k=٢

(|ak|+ |bk|)|z|k ≥ (١ − |b١|)|z| − |z|٢
∞∑
k=٢

(|ak|+ |bk|)

≥ (١ − |b١|)|z| − |z|٢ ١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)

∞∑
k=٢

(١ − β + βk)(km − knα)

١ − α
(|ak|+ |bk|)

≥ (١ − |b١|)|z| − |z|٢ ١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)
(١ − |b١|)

= (١ − |b١|)
(
|z| − |z|٢ ١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)

)
. (٣ . ٢٣)

بدست (٣ . ١٩) رابطه (٣ . ٢٣) و (٣ . ٢٢) های نامساوی در ψ :=
١ − α

(١ + β)(٢m − ٢nα)
تعريف با
آيد. مͬ

(٣ . ١٩) نامساوی ،(٣ . ٢١) و (٣ . ٢٠) توابع برای كه نمود بررسͬ توان مͬ آسانͬ به همچنين
شود. مͬ تبديل مساوی به را

مͬ بدست را زير نتيجه دهيم قرار را β = ٠ و n = ٠ ،m = ١ مقادير ٣ . ١٢ قضيه در اگر
كند. مͬ تصحيح را [۶ . ٣ قضيه ،۵۶] يلسين و اوزترك مقاله در حاصل نتايج كه آوريم

آنگاه .f ∈ SH(α) كنيد فرض [٨۶] .٣ . ٢ نتیجه
(١ − |b١|)

(
|z| − ١ − α

٢ − α
|z|٢

)
≤ |f(z)| ≤ (١ + |b١|)|z|+

(١ − α)(١ − |b٢(|١ − α
|z|٢. (٢۴ . ٣)

است. قرار بر θ ∈ R از مناسبی انتخاب ازای به زير توابع برای مساوی و
fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ +

(١ − α)(١ − |b٢(|١ − α
z٢, (٢۵ . ٣)

fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ +
(١ − α)(١ − |b٢(|١ − α

z̄٢. (٢۶ . ٣)



ارز تك و همساز نگاشتهای ۴۶
بهبود را [۶ . ٣ قضيه ،۵۶] يلسين و اوزترك توسط آمده بدست كران ٣ . ٢ نتيجه .۵ . ٣ يادآوری

زيرا بخشد مͬ
|f(z)| ≤ (١ + |b١|)|z|+

(١ − α)(١ − |b٢(|١ − α
|z|٢ ≤ (١ + |b١|)|z|+

(١ − α١)(٢ − |b٢(|١ |z|٢,

|f(z)| ≥ (١ − |b١|)
(
|z| − ١ − α

٢ − α
|z|٢

)
≥ (١ − |b١|)

(
|z| − ١ − α٢

٢ |z|٢
)
.

تابع دادند نشان [۵۶] يلسين و اوزترك همچنين
fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ +

(١ − α١)(٢ − |b٢(|١ z̄٢ (٣ . ٢٧)
شده معرفͬ fθ(z) ضرايب به توجه با آنكه حال باشد. مͬ اكيد آمده بدست كه كرانهايی برای
يلسين و ازترك از آمده بدست نتايج لذا باشد. نمͬ متعلق SH(α) رده به تابع اين آنها، توسط
توابع و است آمده (٢۴ . ٣) در SH(α) رده به متعلق توابع برای صحيح كران باشد. نمͬ صحيح

كنند. مͬ تبديل مساوی به را (٢۴ . ٣) نامساوی (٢۶ . ٣) و (٢۵ . ٣)
آوريم مͬ بدست را زير نتيجه دهيم قرار β = ٠ و n = ١ ،m = ٢ مقادير ٣ . ١٢ قضيه در اگر

نمايد. مͬ تصحيح را [٣ . ٨ قضيه ،۵۶] يلسين و اوزترك مقاله در حاصل نتايج كه
آنگاه، .f ∈ CH(α) كنيد فرض [٨۶] .٣ . ٣ نتیجه

(١ − |b١|)
(
|z| − ١ − α

٢)٢ − α)
|z|٢

)
≤ |f(z)| ≤ (١ + |b١|)|z|+

(١ − α)(١ − |b٢)٢(|١ − α)
|z|٢. (٣ . ٢٨)

است. قرار بر θ ∈ R از مناسبی انتخاب ازای به زير توابع برای مساوی و
fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ +

(١ − α)(١ − |b٢)٢(|١ − α)
z٢, (٣ . ٢٩)

fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ +
(١ − α)(١ − |b٢)٢(|١ − α)

z̄٢. (٣ . ٣٠)
بهبود را [٣ . ٨ قضيه ،۵۶] يلسين و اوزترك توسط آمده بدست كران ٣ . ٣ نتيجه .۶ . ٣ يادآوری

تابع همچنين بخشد. مͬ
fθ(z) = z + |b١|eiθz̄ +

٣ − α− ٢α
٢α z̄٢

رده اين اكيد توابع و كران بنابراين باشد. نمͬ CH(α) رده به متعلق اند نموده مطرح آنها كه
است. شده بيان ٣ . ٣ نتيجه در

f ∈ آنگاه باشد. (۴ . ١) توانͬ سری بسط دارای f = h + ḡ كنيد فرض [٨۶] .٣ . ١٣ قضیه
اگر تنها و اگر clcoS٠

H(m,n;α, β)

f(z) =
∞∑
k=١

[
xkhk(z) + ykgk(z)

]
,



۴٧ SH(m,n;α, β) رده
آن در كه

h١(z) = z, (٣ . ٣١)
hk(z) = z +

١ − α

(١ + β)(km − knα)
zk, k ≥ ٢

gk(z) = z +
١ − α

(١ + β)(km − knα)
z̄k, k ≥ ٢

xk, yk ≥ ٠, y١ = ٠, x١ = ١ −
∞∑
k=٢

(xk + yk).

باشد. مͬ S٠
H(m,n;α, β) رده اكسترمال نقاط {gk} و {hk} خاص، حالت در

كنيم فرض برهان.
f(z) =

∞∑
k=١

(
xkhk(z) + ykgk(z)

)
لذا است. شده آورده (٣ . ٣١) در gk و hk آن در كه

f(z) =
∞∑
k=١

(xk + yk)z +
∞∑
k=٢

(
xkhk(z) + ykgk(z)

)
= z +

∞∑
k=٢

١ − α

(١ − β + βz)(km − knα)
(xkz

k + ykz̄
k),

كران برای ،S٠
H(m,n;α, β) رده تعريف به توجه با زيرا است. S٠

H(m,n;α, β) رده به متعلق
داريم فوق تابع ضرايب

∞∑
k=٢

(١ − β + βz)(km − knα)

١ − α

( ١ − α

(١ − β + βz)(km − knα)
xk

+
١ − α

(١ − β + βk)(km − knα)
yk

)
=

∞∑
k=٢

(xk + yk) = ١ − x١ ≤ ١

.f ∈ clcoS٠
H(m,n;α, β) نتيجه در است، محدب S٠

H(m,n;α, β) طرفͬ از
،k ≥ ٢ برای ،(١۴ . ٣) به توجه با باشد f ∈ clcoS٠

H(m,n;α, β) اگر بالعكس،
دادن قرار با لذا باشد. مͬ |ak|, |bk| ≤

١ − α

(١ − β + βk)(km − knα)

xk =
(١ − β + βk)(km − knα)

١ − α
|ak|, k ≥ ٢

yk =
(١ − β + βk)(km − knα)

١ − α
|bk|, k ≥ ٢

كنيم: مͬ تعريف x١ برای همچنين . ∞∑
k=٢

(xk + yk) ≤ ١ داريم

x١ = ١ −
∞∑
k=٢

(xk − yk) ≥ ٠.



ارز تك و همساز نگاشتهای ۴٨
مورد نمايش درنتيجه .٠ ≤ xk, yk ≤ ١ داشت خواهيم (١۴ . ٣) به توجه با k ≥ ١ برای طرفͬ از

زيرا آورد خواهيم بدست را نياز

f(z) = z +

∞∑
k=٢

(|ak|zk + |bk|z̄k)

= z +

∞∑
k=٢

( ١ − α

(١ + β)(km − knα)
xkz

k +
١ − α

(١ + β)(km − knα)
ykz̄

k
)

= z +

∞∑
k=٢

(
(hk(z)− z)xk + (gk(z)− z)yk

)
=

(١ −
∞∑
k=٢

xk −
∞∑
k=٢

yk

)
z +

∞∑
k=٢

hk(z)xk +

∞∑
k=٢

gk(z)yk

=

∞∑
k=١

[xkhk(z) + ykgk(z)].

S٠
H(α) رده اكسترمال نقاط ،٣ . ١٣ قضيه در β = ٠ و n = ٠ ،m = ١ دادن قرار با .٣ . ٧ يادآوری

آيد. مͬ بدست

C٠
H(α) رده اكسترمال نقاط ،٣ . ١٣ قضيه در β = ٠ و n = ١ ،m = ٢ دادن قرار با .٣ . ٨ يادآوری

آيد. مͬ بدست

b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h + g ارز تك همساز توابع تمام رده .٣ . ٩ يادآوری
،١۵] اسمال شيل و كلونͬ دهيم. مͬ نمايش K٠

H را نگارد مͬ محدب ای دامنه به را D كه
اثبات رده اين توانͬ سری بسط ضرايب برای را |Bk| ≤

k − ١
٢ , |Ak| ≤

k + ١
٢ , كران [١٠ . ۵ قضيه

نمودند.

اگر باشد. K٠
H رده به متعلق F (z) = z +

∞∑
k=١

(Akz
k +Bkzk) كنيد فرض [٨۶] .١۴ . ٣ قضیه

.f♢F ∈ S٠
H(m,n;α, β) و f ∗F ∈ S٠

H(m−١, n−١;α, β) ،n > ١ برای آنگاه f ∈ S٠
H(m,n;α, β)

داريم: رده اين تعريف بنابه باشد. f ∈ S٠
H(m,n;α, β) كنيم فرض برهان.

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α). (٣ . ٣٢)



۴٩ SH(m,n;α, β) رده
نوشت: توان مͬ (٣ . ٣٢) از استفاده با

∞∑
k=٢

(km−١ − αkn−١)(١ − β + βk)(|akAk|+ |bkBk|)

=

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)
(
|ak|

∣∣∣Ak

k

∣∣∣+ |bk|
∣∣∣Bk

k

∣∣∣)
≤

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)
(
|ak|

∣∣∣k + ١
٢k

∣∣∣+ |bk|
∣∣∣k − ١

٢k
∣∣∣)

≤
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α).

داشت: خواهيم (٣ . ٣٢) از دوباره استفاده با .f ∗ F ∈ S٠
H(m− ١, n− ١;α, β) بنابراين

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)
(∣∣∣akAk

k

∣∣∣+ ∣∣∣bkBk

k

∣∣∣)
≤

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)
(
|ak|

∣∣∣k + ١
٢k

∣∣∣+ |bk|
∣∣∣k − ١

٢k
∣∣∣)

≤
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α).

.f♢F ∈ S٠
H(m,n;α, β) نتيجه در

برای آنگاه باشد. F = z +
∞∑
k=٢

Akz
k ∈ S و f ∈ S٠

H(m,n;α, β) كنيد فرض [٨۶] .١۵ . ٣ قضیه
.f ∗ (F + ζF ) ∈ S٠

H(m− ١, n− ١;α, β) داريم n > ١ ،|ζ| ≤ ١
داشت: خواهيم f ∈ S٠

H(m,n;α, β) اگر S٠
H(m,n;α, β) رده تعريف به توجه با برهان.

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α), (٣ . ٣٣)

داریم: F ∈ S برای ۵ . ١ قضیه و (٣ . ٣٣) از استفاده با
∞∑
k=٢

(km−١ − αkn−١)(١ − β + βk)(|akAk|+ |ζbkAk|)

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α).

داشت. خواهيم را f ∗ (F + ζF ) ∈ S٠
H(m− ١, n− ١;α, β) ،n > ١ برای نتيجه در

توانͬ سری بسط با D روی F = H +G همساز توابع تمام رده .٣ . ١٠ يادآوری
H(z) = ١ +

∞∑
k=١

Akz
k, G(z) =

∞∑
k=٢

Bkz
k



ارز تك و همساز نگاشتهای ۵٠
دهيم. مͬ نمايش P٠

H با را Re{F (z)} > ٠ و
اثبات رده اين ضرايب برای را |Bk| < k − ١ و |Ak| < k + ١ كران [٣ قضيه ،۴٣] جاكوبوس΄ͬ

نمود.

اگر باشد. P٠
H رده به متعلق F (z) = ١ +

∞∑
k=٢

(Akz
k +Bkzk) كنيد فرض [٨۶] .١۶ . ٣ قضیه

١
A١
f ∗F ∈ S٠

H(m−١, n−١;α, β) ،n ≥ ١ برای آنگاه باشد f ∈ S٠
H(m,n;α, β) و ٢

٣ ≤ |A١| ≤ ٢
. ١
A١
f♢F ∈ S٠

H(m,n;α, β) و

داشت: خواهيم f ∈ S٠
H(m,n;α, β) اگر S٠

H(m,n;α, β) رده تعريف به توجه با برهان.
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α), (٣۴ . ٣)

نوشت: توان مͬ (٣۴ . ٣) از استفاده با
∞∑
k=٢

(km−١ − αkn−١)(١ − β + βk)
(∣∣∣akAk

A١
∣∣∣+ ∣∣∣bkBk

A١
∣∣∣)

≤
∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)
(∣∣∣ ak
A١

∣∣∣k + ١
k

+
∣∣∣ bk
A١

∣∣∣k − ١
k

)
≤

∞∑
k=٢

(km − αkn)(١ − β + βk)(|ak|+ |bk|) ≤ (١ − α).

مͬ مشابه طور به و . ١
A١
f ∗ F ∈ S٠

H(m− ١, n− ١;α, β) داشت خواهيم n ≥ ١ برای نتيجه در
. ١
A١
f♢F ∈ S٠

H(m,n;α, β) داد نشان توان

كنيد فرض [٨۶] .٣ . ١٧ قضیه

f(z) = z + b١z +
∞∑
k=٢

(akz
k + bkzk)

اگر باشد. SH(m,n;α, β) رده به متعلق

δ ≤ (١ − |b١|)
(١ − ١

(٢m − ٢nα)(١ + β)

)
,

.N(f) ⊂ SH(α) آنگاه

به متعلق F (z) = z + B١z +
∞∑
k=٢

(Akz
k +Bkzk) و f ∈ SH(m,n;α, β) كنيم فرض برهان.



۵١ SH[A,B;n] رده
داريم باشد، N(f)

(١ − α)|B١|+
∞∑
k=٢

(k − α)(|Ak|+ |Bk|)

≤ (١ − α)|B١ − b١|+
∞∑
k=٢

(k − α)(|Ak − ak|+ |Bk − bk|)

+ (١ − α)|b١|+
∞∑
k=٢

(k − α)(|ak|+ |bk|)

≤ (١ − α)δ + (١ − α)|b١|+
١

(١ + β)(٢m − ٢nα)

∞∑
k=٢

(١ − β + βk)(km − knα)(|ak|+ |bk|)

≤ (١ − α)δ + (١ − α)|b١|+
(١ − α)(١ − |b١|)

(١ + β)(٢m − ٢nα)
≤ ١ − α.

بنابراين است. برقرار δ ≤ (١ − |b١|)
(١ − ١

(٢m − ٢nα)(١ + β)

) برای راست سمت نامساوی
.F (z) ∈ SH(α)

SH[A,B;n] رده ۴ . ٣
استفاده با حال كرديم. اشاره همساز توابع روی سالاگون عمل·ر تعريف به قبل های بخش در
تعميم بر علاوه كه پردازيم مͬ همساز توابع از ای رده معرفͬ به ترتيبها زير خواص و عمل·ر اين
آن خواص بررسͬ و معرفͬ به زمينه اين محققين اخيرا كه همساز توابع از دي·ری های رده
بررسͬ مورد را رده اين تحدب و رشد قضيه ضرايب، كران كانولوشن، ويژگيهای اند، پرداخته

داد. خواهيم قرار مطالعه و
f = h+ g توابع تمام رده باشد. ٠ ≤ α < ١ و −B ≤ A < B ≤ ١ كنيم فرض .۵ . ٣ نمادگذاری

شرط در كه D روی (۴ . ١) توانͬ سری بسط با
Dn+١

H f(z)

Dn
Hf(z)

≺ ١ +Az

١ +Bz
, (٣۵ . ٣)

دهيم. مͬ نمايش SH[A,B;n] با را كند مͬ صدق
رده زير توان مͬ ،SH[A,B;n] رده پارامترهای در مختلف مقادير دادن قرار با .٣ . ١١ يادآوری
آورد. بدست را دادند قرار مطالعه مورد و تعريف زمينه اين در محققين اخيرا كه را SH از هايی

پردازيم. مͬ آن مورد چند بذكر ادامه در
[٣٨] جهانگيری توسط Sc

H و S∗
H های رده .SH[−١, ١; ١] = Sc

H و SH[−١, ١; ٠] = S∗
H . ١

است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ
Sc
H(A,B) و S∗

H(A,B) های رده .SH[A,B; ١] = Sc
H(A,B) و SH[A,B; ٠] = S∗

H(A,B) . ٢
است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٢٠] دزويك توسط



ارز تك و همساز نگاشتهای ۵٢
اگر تنها و اگر f ∈ SH[A,B;n] آنگاه .f ∈ SH كنيد فرض [٨٢] .٣ . ١٨ قضیه

Dn
Hf(z) ∗ φ(z; ξ) ̸= ٠, (ξ ∈ C, |ξ| = ١) (٣۶ . ٣)

آن در كه
φ(z; ξ) =

(B −A)ζz + (١ +Aξ)z٢
(١ − z)٢ − (٢ + (A+B)ξ)z − (١ +Aξ)z٢

(١ − z)٢ . (٣ . ٣٧)
يا

f(z) ∗
∞∑
k=١

(αkz
k + (−١)nβkzk) ̸= ٠, (٣ . ٣٨)

آن در كه
αk = kn

(
k(Bξ + ١)− (Aξ + ١)), βk = kn

(
k(Bξ + ١) + (Aξ + ١)). (٣ . ٣٩)

شرط در f اگر تنها و اگر است f ∈ SH[A,B;n] آنگاه .f = h + g ∈ SH كنيم فرض برهان.
آن معادل يا كند صدق (٣۵ . ٣)

Dn+١
H f(z)

Dn
Hf(z)

̸= ١ +Aξ

١ +Bξ
, (ξ ∈ C, |ξ| = ١)

داريم: را زير روابط g و h توابع برای كانولوشن عمل·ر خاصيت به توجه با
Dn+١h(z) = z(Dnh(z))′ = Dnh(z) ∗ z

(١ − z)٢ , Dnh(z) = Dnh(z) ∗ z

١ − z
.

نوشت توان مͬ (٣ . ٢) و (٣ . ١) از استفاده با حال
(١ +Bξ)Dn+١

H f(z)− (١ +Aξ)Dn
Hf(z)

= (١ +Bξ)
(
Dn+١h(z) + (−١)n+١Dn+١g(z)

)
− (١ +Aξ)

(
Dnh(z) + (−١)nDng(z)

)
= (١ +Bξ)

(
z(Dnh(z))′ + (−١)n+١z(Dng(z))′

)
− (١ +Aξ)

(
Dnh(z) + (−١)nDng(z)

)
= (١ +Bξ)z(Dnh(z))′ − (١ +Aξ)Dnh(z)− (−١)n((١ +Bξ)z(Dng(z))′ + (١ +Aξ)Dng(z)

)
= Dnh(z) ∗

[(١ +Bξ)z

(١ − z)٢ − (١ +Aξ)z

١ − z

]
− (−١)nDng(z) ∗

[(١ +Bξ)z

(١ − z)٢ +
(١ +Aξ)z

١ − z

]
= Dnf(z) ∗

[(١ +Bξ)z

(١ − z)٢ − (١ +Aξ)z

١ − z
−
((١ +Bξ)z

(١ − z)٢ +
(١ +Aξ)z

١ − z

)]
= Dnf(z) ∗

∞∑
k=١

(
(k(Bξ + ١)− (Aξ + ١))zk − (k(Bξ + ١) + (Aξ + ١))zk)

= f ∗
∞∑
k=١

(αkz
k − (−١)nβkzk) ̸= ٠.



۵٣ SH[A,B;n] رده
همچنين باشد. (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٢] .٣ . ١٩ قضیه

∞∑
k=١

(αk|ak|+ βk|bk|) ≤ ٢(B −A), (۴٣ . ٠)

آن در كه
αk = kn(k(B + ١)− (A+ ١)), βk = kn(k(B + ١) + (A+ ١)) (۴٣ . ١)

.f ∈ SH[A,B;n] و است نگهدار جهت و ارز تك و همساز D روی f تابع آنگاه
m ∈ {٢,٣, · · ·} كنيم فرض حال است. برقرار فوق قضيه f(z) = z برای كه است واض برهان.
αk

B −A
≥ k,

βk
B −A

≥ k, (k = ٢,٣, · · ·) چون .bm ̸= ٠ يا am ̸= ٠ كه طوری به باشد موجود
داريم: (۴٣ . ٠) به توجه با لذا

∞∑
k=٢

(k|ak|+ k|bk|) ≤ ١ − |b١|. (۴٣ . ٢)

داريم: z ∈ D برای ،(۴٣ . ٢) نامساوی از استفاده با حال

|h′(z)| − |g′(z)| ≥ ١ − |b١| −
∞∑
k=٢

k(|ak|+ |bk|)|z|k−١

≥ ١ − |b١| − |z|
∞∑
k=٢

k(|ak|+ |bk|) ≥ (١ − b١)(١ − |z|) > ٠.

باشد، z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ D كنيم فرض است. نگهدار جهت و ارز تك موضعا D روی f بنابراين
داريم

∣∣zk١ − zk٢
z١ − z٢

∣∣ = ∣∣ ∞∑
n=١

zn−١١ zk−n٢
∣∣ ≤ ∞∑

n=١
|z١|n−١|z٢|k−n < k, (k = ٢,٣, · · ·) (۴٣ . ٣)

داشت: خواهيم (۴٣ . ٣) و (۴٣ . ٢) روابط از
|f(z١)− f(z٢)| ≥ |h(z١)− h(z٢)| − |g(z١)− g(z٢)|

≥
∣∣z١ − z٢ −

∞∑
k=٢

ak(z
k١ − zk٢)

∣∣− ∣∣ ∞∑
k=١

bk(z
k١ − zk٢)

∣∣
≥ |z١ − z٢| −

∞∑
k=٢

|ak||zk١ − zk٢| −
∞∑
k=١

|bk||zk١ − zk٢|

= |z١ − z٢|
(١ − |b١| −

∞∑
k=٢

|ak|
∣∣zk١ − zk٢
z١ − z٢

∣∣− ∞∑
k=٢

|bk|
∣∣zk١ − zk٢
z١ − z٢

∣∣)
> |z١ − z٢|

(١ − |b١| −
∞∑
k=٢

k(|ak|+ |bk|)
)
≥ ٠.



ارز تك و همساز نگاشتهای ۵۴
.f ∈ SH لذا است. ارز تك f نتيجه در

موجود D روی |ω(z)| < ١ و ω(٠) = ٠ با ω(z) تحليلͬ تابع اگر تنها و اگر f ∈ SH[A,B;n] حال،
كه طوری به باشد

Dn+١
H f(z)

Dn
Hf(z)

=
١ +Aω(z)

١ +Bω(z)
, (z ∈ D)

آن با معادل يا
∣∣ Dn+١

H f(z)−Dn
Hf(z)

BDn+١
H f(z)−ADn

Hf(z)

∣∣ < ١, (z ∈ D) (۴۴ . ٣)

دهيم نشان كافيست لذا
|Dn+١

H f(z)−Dn
Hf(z)| − |BDn+١

H f(z)−ADn
Hf(z)| < ٠, (z ∈ D \ {٠})
داشت خواهيم ،|z| = r(٠ < r < ١) برای

|Dn+١
H f(z)−Dn

Hf(z)| − |BDn+١
H f(z)−ADn

Hf(z)|

=
∣∣(Dn+١

H h(z) + (−١)n+١Dn+١
H g(z)

)
−
(
Dn

Hh(z) + (−١)nDn
Hg(z)

)∣∣
−
∣∣B(

Dn+١
H h(z) + (−١)n+١Dn+١

H g(z)
)
−A

(
Dn

Hh(z) + (−١)nDn
Hg(z)

)∣∣
=

∣∣Dn+١
H h(z)−Dn

Hh(z) + (−١)n+١(Dn+١
H g(z) +Dn

Hg(z)
)∣∣

−
∣∣BDn+١

H h(z)−ADn
Hh(z) + (−١)n+١(BDn+١

H g(z) +ADn
Hg(z)

)∣∣
=

∣∣ ∞∑
k=٢

kn(k − ١)akzk + (−١)n+١ ∞∑
k=١

kn(k + ١)bkzk∣∣
−
∣∣ ∞∑
k=١

kn(Bk −A)akz
k + (−١)n+١ ∞∑

k=١
kn(Bk +A)bkzk

∣∣
≤

∞∑
k=٢

kn(k − ١)|ak|rk +
∞∑
k=١

kn(k + ١)|bk|rk − (B −A)r

+

∞∑
k=٢

kn(Bk −A)|ak|rk +
∞∑
k=١

kn(Bk +A)|bk|rk

=

∞∑
k=١

(
kn(k(B + ١)− (A+ ١))|ak|+ kn(k(B + ١) + (A+ ١))|bk|)rk − ٢(B −A)r

= r ·


∞∑
k=١

(
αk|ak|+ βk|bk|

)
rk−١ − ٢(B −A)

 < ٠.

.f ∈ SH[A,B;n] نتيجه در
معرفͬ f = h+g ∈ H٠ توابع تمام رده را J λ, (λ ∈ {٠, ١}) رده [٧٠] سيلورمن .۶ . ٣ نمادگذاری
bk = (−١)λ|bk| و ak = −|ak| بترتيب k ≥ ٢ برای آن g و h توابع توانͬ سری ضرايب كه كرد



۵۵ SH[A,B;n] رده
دي·ر عبارتͬ به باشند.

h(z) = z −
∞∑
k=٢

|ak|zk, g(z) = (−١)λ
∞∑
k=١

|bk|zk (۴۵ . ٣)
كنيم مͬ تعريف حال

SJ
H [A,B;n] := J ١ ∩ SH[A,B;n].

تعلق SH[A,B;n] رده به f ∈ J ١ اينكه برای (۴٣ . ٠) شرط دهيم مͬ نشان بعد قضيه در
است. كافͬ” ”شرط باشد داشته

f ∈ SJ
H [A,B;n] آنگاه باشد. (۴۵ . ٣) توانͬ سری بسط با f ∈ J ١ كنيد فرض [٨٢] .٣ . ٢٠ قضیه

باشد. برقرار (۴٣ . ٠) اگر تنها و اگر است
(۴٣ . ٠) نامساوی در f ∈ SJ

H [A,B;n] دهيم نشان كافيست ٣ . ١٩ قضيه به توجه با برهان.
كند مͬ صدق (۴۴ . ٣) نامساوی در f لذا باشد. f ∈ SJ

H [A,B;n] كنيم فرض كند. مͬ صدق
عبارتͬ به و

∣∣∣
∞∑
k=١

kn
(
(k − ١)|ak|zk + (k + ١)|bk|zk)

٢(B −A)z −
∞∑
k=١

kn
(
(Bk −A)|ak|zk + (Bk +A)|bk|zk

)∣∣∣ < ١, (z ∈ D).

داشت خواهيم ،z = r (٠ < r < ١) برای
∞∑
k=١

kn
(
(k − ١)|ak|+ (k + ١)|bk|)rk−١

٢(B −A)−
∞∑
k=١

kn
(
(Bk −A)|ak|+ (Bk +A)|bk|

)
rk−١

< ١. (۴۶ . ٣)

برای نتيجه در و r = ٠ برای همچنين شود، نمͬ صفر كسر مخرج r ∈ (٠, ١) برای است واض
داريم: (۴۶ . ٣) به توجه با بنابراين دارد. مثبت مقدار r ∈ (٠, ١)

∞∑
k=١

(αk|ak|+ βk|bk|)rk−١ ≤ ٢(B −A), (٠ < r < ١)
شود. مͬ حاصل (۴٣ . ٠) نامساوی ،r → ١− با لذا

هرگاه ناميم مͬ F اكسترمال نقطه يك را f ∈ F باشد. H رده از ای رده زير F كنيم فرض
∀f١, f٢ ∈ F , ٠ < λ < ١ : f = λf١ + (١ − λ)f٢ =⇒ f = f١ = f٢

.EF ⊂ F كه است واض دهيم. مͬ نمايش EF با را F اكسترمال نقاط تمام مجموعه
هرگاه گويند محدب تابعك ،F ⊂ H محدب رده روی را J : H → R تابع

∀f, g ∈ F , ٠ ≤ λ ≤ ١ : J (λf + (١ − λ)g) ≤ λJ (f) + (١ − λ)J (g).

كرد. اشاره زير لم به توان مͬ [۴٧] كريم‐ميلمن قضيه مهم نتايج از



ارز تك و همساز نگاشتهای ۵۶
روی پيوسته محدب، تابعك J : H → R و باشد H رده از ناتهͬ رده زير F كنيد فرض .٣ . ١ لم

آنگاه باشد. F
max{J (f) : f ∈ F} = max{J (f) : f ∈ EF}.

لم ،[۵١] منتل قضيه به بنا و باشد مͬ كامل متريك فضای H اینکه به توجه با همچنين
داريم را زير

باشد. بسته و موضعͬ ي΄نواخت كراندار F اگر تنها و اگر است فشرده F ∈ H رده .٣ . ٢ لم
است. H رده از فشرده و محدب ای مجموعه زير SJ

H [A,B;n] رده [٨٢] .٣ . ٢١ قضیه
توابع كنيم فرض برهان.

fj = z −
∞∑
k=٢

|aj,k|zn +

∞∑
k=١

|bj,k|zk, (z ∈ D, j ∈ N) (۴٣ . ٧)

باشد. ٠ ≤ λ ≤ ١ و SJ
H [A,B;n] رده از عناصری

λf١(z) + (١ − λ)f٢(z)

= z −
∞∑
k=٢

(λ|a١,k|+ (١ − λ)|a٢,k|)zn +

∞∑
k=١

(λ|b١,k|+ (١ − λ)|b٢,k|)zn.

داريم f ∈ SJ
H [A,B;n] برای ٣ . ٢٠ قضيه به توجه با

∞∑
k=١

(
αk(λ|a١,k|+ (١ − λ)|a٢,k|) + βk(λ|b١,k|+ (١ − λ)|b٢,k|)

)
= λ

∞∑
k=١

(αk|a١,k|+ βk|b١,k|) + (١ − λ)

∞∑
k=١

(αk|a٢,k|+ βk|b٢,k|)

≤ ٢λ(B −A) + ١)٢ − λ)(B −A) = ٢(B −A).

است. محدب SJ
H [A,B;n] بنابراين است متعلق SJ

H [A,B;n] رده به λf١ + (١ − λ)f٢ تابع لذا
داشت خواهيم f ∈ SJ

H [A,B;n] و ٠ < r < ١ ،|z| ≤ r برای همچنين
|f(z)| ≤

∞∑
k=١

(|ak|+ |bk|)rn ≤
∞∑
k=١

( αk

B −A
|ak|+

βk
B −A

|bk|
)
≤ ٢.

است. موضعͬ ي΄نواخت كراندار SJ
H [A,B;n] رده لذا

باشد. fj → f و fj ∈ SJ
H [A,B;n] ،j ∈ N برای كنيم فرض حال

و (۴ . ١) توانͬ های سری بسط ترتيب به fj و f برای است. f ∈ SJ
H [A,B;n] دهيم مͬ نشان

داريم ها fj برای ٣ . ٢٠ قضيه به توجه با گيريم. مͬ نظر در را (۴٣ . ٧)
∞∑
k=١

(αk|aj,k|+ βk|bj,k|) ≤ ٢(B −A), (j ∈ N) (۴٣ . ٨)



۵٧ SH[A,B;n] رده
دنباله حال داريم. را bj,k → bk و aj,k → ak ،k ∈ N و j → ∞ برای f به fj هم·رايی از
صعودی دنباله اين گيريم. مͬ نظر در را ∞∑

k=١
(αk|ak| + βk|bk|) سری از {Sk} جزئͬ های ͽجم

{Sk} دنباله بنابراين شود. مͬ كراندار ٢(B − A) با دنباله اين (۴٣ . ٨) توجه با و است اكيد
داريم و هم·راست

∞∑
k=٢

(αk|ak|+ βk|bk|) = lim
k→∞

Sk ≤ B −A.

SJ
H [A,B;n] نتيجه در .f ∈ SJ

H [A,B;n] و است قرار بر f تابع برای (۴٣ . ٠) نامساوی پس
است. فشرده SJ

H [A,B;n] رده ٣ . ٢ لم به توجه با حال باشد. مͬ بسته ای مجموعه
[٨٢] .٣ . ٢٢ قضیه

ESJ
H [A,B;n] = {h∗k : k ∈ N} ∪ {g∗k : k ∈ N}

آن در كه
h∗١ = z, h∗k = z − B −A

αk
zk, g∗k = z +

B −A

βk
zk, (z ∈ D) (۴٣ . ٩)

است. آمده (۴٣ . ١) در βk و αk همچنين
و k ∈ N ،٠ < λ < ١ كنيم فرض برهان.

g∗k = λf١ + (١ − λ)f٢,

باشند. زير توانͬ سری بسط با توابعͬ f١, f٢ ∈ SJ
H [A,B;n] آن در كه

fi(z) =
∞∑
k=٠

ai,kz
k +

∞∑
k=١

bi,kzk, (z ∈ D, i ∈ {١,٢})

داريم (۴٣ . ٠) رابطه و بالا بسط از
|b١,k| = |b٢,k| =

B −A

βk
,

a١,l = a٢,l = ٠, l ∈ {٢,٣, · · ·}
b١,l = b٢,l = ٠, l ∈ N \ {k}

طور به باشد. مͬ g∗k ∈ SJ
H [A,B;n] اكسترمال نقاط تعريف بنابه نتيجه در و g∗k = f١ = f٢ لذا

باشند. مͬ SJ
H [A,B;n] اكسترمال نقاط نيز (۴٣ . ٩) در h∗k توابع مشابه

دارد وجود m ∈ N بنابراين نباشد. (۴٣ . ٩) ش΄ل به f و f ∈ ESJ
H [A,B;n] كنيم فرض حال

دادن قرار با ،٠ < |am| < B −A

αm
اگر .٠ < |bm| < B −A

βm
يا ٠ < |am| < B −A

αm
كه طوری به

،٠ < λ < ١ برای و h∗m ̸= φ و h∗m, φ ∈ SJ
H [A,B;n] داريم λ =

|am|αm

B −A
,φ =

١
١ − λ

(f − λh∗m)

مͬ ٠ < |bm| < B −A

βm
اگر مشابه طور به .f /∈ ESJ

H [A,B;n] نتيجه در .f = λh∗m + (١− λ)φ

.f /∈ ESJ
H [A,B;n] داد نشان توان



ارز تك و همساز نگاشتهای ۵٨
همچون موضعͬ ي΄نواخت كراندار های رده برای دانيم مͬ كه همانطور .٣ . ١٢ يادآوری

F = {fm ∈ H : m ∈ N}

داريم
clcoF =

{ ∞∑
m=١

λmfm :
∞∑

m=١
λm = ١, λm ≥ ٠}. (۵٣ . ٠)

داريم: را زير نتيجه ٣ . ٢٢ و ٣ . ٢١ قضايای از استفاده با حال
آنگاه، باشد. شده تعريف (۴٣ . ٩) در g∗k و h∗k كنيد فرض [٨٢] .۴ . ٣ نتیجه

SJ
H [A,B;n] =

{ ∞∑
k=١

(γkh
∗
k + δkg

∗
k) :

∞∑
k=١

(γk + δk) = ١, δ١ = ٠, γ ≥ ٠, δ ≥ ٠}.
محدب و پيوسته H روی زير های تابعك z ∈ D و k ∈ N ثابت مقدار هر برای .٣ . ١٣ يادآوری

است.
J (f) = |ak|, J (f) = |bk|, J (f) = |f(z)|, J (f) = |Dn

Hf(z)|

J (f) =
( ١

٢π
∫ ٢π

٠
∣∣∣f(reiθ)∣∣∣γdθ)١

γ , (f ∈ H, γ ≥ ١, ٠ < r < ١).
داريم: را زير نتايج ٣ . ٢٢ قضيه و ٣ . ١ لم از استفاده با بنابراين

آنگاه، باشد. (۴۵ . ٣) توانͬ سری بسط با f ∈ SJ
H [A,B;n] كنيد فرض [٨٢] .۵ . ٣ نتیجه

|ak| ≤
B −A

αk
, |bk| ≤

B −A

βk
, (k = ٢,٣, · · ·),

است. آمده (۴٣ . ١) در βk و αk كه
آنگاه، باشد. (۴۵ . ٣) توانͬ سری بسط با f ∈ SJ

H [A,B;n] كنيد فرض [٨٢] .۶ . ٣ نتیجه
r − B −A

٢n(٢B −A+ ١)r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +
B −A

٢n(٢B −A+ ١)r٢,

r − ٢m(B −A)

٢n(٢B −A+ ١)r٢ ≤ |Dm
Hf(z)| ≤ r +

٢m(B −A)

٢n(٢B −A+ ١)r٢, (m ∈ N)

آنگاه، ،f ∈ SJ
H [A,B;n] اگر .γ ≥ ١ و ٠ < r < ١ كنيد فرض [٨٢] .٣ . ٧ نتیجه

١
٢π

∫ ٢π
٠

∣∣∣f(reiθ)∣∣∣γdθ ≤ ١
٢π

∫ ٢π
٠

∣∣∣h∗٢(reiθ)∣∣∣γdθ
است. آمده (۴٣ . ٩) در h∗٢ كه

داريم: ۶ . ٣ نتيجه از پايان در
آنگاه ،f ∈ SJ

H [A,B;n] اگر [٨٢] .٣ . ٨ }نتیجه
ω : |ω| < ٢n(٢B −A+ ١)− (B −A)

٢n(٢B −A+ ١)
}
⊂ f(D).



۴ فصل
ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب

اشاره ارز تك همساز تابع ساخت برای معروف روشهای از ي΄ͬ كه برش تكنيك به قبل فصل در
تك همساز تابع ساخت از دي·ری روش فصل اين ابتدای در شد. آورده زمينه اين در مثالͬ و
به ادامه در باشد. مͬ همساز توابع از خطͬ تركيبات مبنای بر آن اساس كه نماييم مͬ ارائه ارز
همساز توابع از ای رده زیر فصل این پایانͬ بخش در و کنیم مͬ اشاره مرتب جزئͬ های ͽجم
را توابع این از ای رده زیر توانͬ سری ضرایب کران و نموده معرفͬ را خاص جهت در محدب

نمود. خواهیم بررسͬ

ارز تك و همساز های نگاشت خطͬ تركيب ١ . ۴
همساز نگاشت دو از خطͬ تركيبات از استفاده ارز تك همساز توابع ساخت روشهای از دي·ر ي΄ͬ
f٢ = h٢ + g٢ و f١ = h١ + g١ تابع دو از خطͬ تركيب كه است ذكر به لازم باشد. مͬ مناسب

باشد: مͬ زير صورت به
f٣ = λf١ + (١ − λ)f٢ = λ

(
h١ + g١

)
+ (١ − λ)

(
h٢ + g٢

) (١ . ۴)
=

[
λh١ + (١ − λ)h٢

]
+
[
λg١ + (١ − λ)g٢

]
= h٣ + g٣.

f٣ = خطͬ تركيب باشند. D در محدب و تحليلͬ توابعͬ f٢ و f١ كنيد فرض .١ . ۴ يادآوری
باشد. نمͬ ارز تك تابعͬ لزومأ λf١ + (١ − λ)f٢



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ۶٠
ديسك بترتيب و محدب توابعͬ f٢ و fباشد.١ f٢ =

z

١ + iz
و f١ =

z

١ − z
كنيد فرض .١ . ۴ مثال

f دهيم= مͬ قرار حال نگارند. مͬ Re{iw} <
١
٢ و Re{w} >

−١
٢ صفحه نيم به را واحد

.f ′(z٠) = ٠ و |z٠| < ١ اينصورت در باشد. z٠ =
a+ i

a+ ١ و a =

√١ − λ

λ
،λf١ + (١ − λ)f٢

(.Re{f ′(z)} > ٠ ،D روی f ارزی تك برای كافͬ شرط باشد.( نمͬ ارز تك f بنابراين
همساز تابع دو از خطͬ تركيب شرايطͬ، چه تحت كه داد نشان [١٩] دورف ميشل بار اولين

است. جهت همان در محدب و همساز تابعͬ موهومͬ، محور درجهت محدب و ارز تك
موهومͬ محور جهت در محدب fj = hj+gj ∈ SH ،j = ١,٢ برای كنيد فرض [١٩] .١ . ۴ قضیه
SH به متعلق f٢ و f١ از خطͬ تركيب آنگاه ،Re{(١ − z٢)(h′j + g′j)} ≥ ٠ اگر باشد. ω١ = ω٢ با

باشد. مͬ موهومͬ محور جهت در محدب و
نموده اثبات حقيقͬ محور جهت در محدب توابع مورد در را زير قضايای [٧٨] وانگ اخيرأ

است.
همچنين باشد. ω١ = ω٢ با fj = hj + gj ∈ SH ،j = ١,٢ برای كنيد فرض [٧٨] .٢ . ۴ قضیه
SH به متعلق f٢ و f١ از خطͬ تركيب آنگاه باشد. (٢ . ۴) تابع φ و Re{z(h′j − g′j)

φ

}
> ٠ ،D در

باشد مͬ حقيقͬ محور جهت در محدب و
آنگاه باشد. hj + gj =

z١−z
با fj = hj + gj ∈ SH ،j = ١,٢ برای كنيد فرض [٧٨] .٣ . ۴ قضیه

باشد. مͬ حقيقͬ محور جهت در محدب و SH به متعلق f٢ و f١ از خطͬ تركيب
CHD تحليلͬ تابع يك شرايطͬ تحت كه داد نشان ۴ . ۴ قضيه در [۵٨] پومرنكه همچنين

باشد. مͬ
همچنين باشد. f ′(٠) ̸= ٠ (٠)fو = ٠ ،D در تحليلͬ تابع f(z) كنيد فرض .۴ . ۴ قضیه

φ(z) =
z

(١ + eiθz)(١ + e−iθz)
(٢ . ۴)

اگر .θ ∈ R آن در كه
Re

{zf ′(z)
φ(z)

}
> ٠ , ∀z ∈ D

است. CHD نگاشت يك f آنگاه
با را نگارد مͬ Hγ به پوشا را D كه f = h + g ارز تك همساز توابع تمام رده .١ . ۴ نمادگذاری

آن در كه دهيم مͬ نمايش S(Hγ)

Hγ =
{
z ∈ C, ٠ ≤ γ < π : Re(eiγz) > − ١

٢
}
.S(Hγ) ⊂ SH است واض

صفحه نيم به پوشا را D كه است ارزی تك همساز توابع شامل S(H٠) خاص، حالت در
نگارد. مͬ {

z ∈ C : Re(w) > − ١
٢
}



۶١ ارز تك و همساز های نگاشت خطͬ تركيب
آنگاه، باشد. f = h+ g ∈ S(Hγ) كنيد فرض [۶٧] .١ . ۴ لم

h(z) + e−٢iγg(z) = z

١ − eiγz
.

داريم: S(Hγ) رده تعريف از لذا ،f ∈ S(Hγ) فرض به بنا برهان.
Re

{
eiγ(h(z) + g(z))

}
= Re

{
eiγh(z) + e−iγg(z)

}
> − ١

٢
دي·ر عبارتͬ به

Re
{
eiγ

(
h(z) + e−٢iγg(z))} > − ١

٢
تك h(z) + e−٢iγg(z) تابع ٣ . ٢ قضيه بنابر ،h(z) + e−٢iγg(z) = h(z) − e٢i(π٢ −γ)g(z) طرفͬ از
Hγ به برو را D ،z 7−→ h(z) + e−٢iγg(z) كه است واض است. π٢ − γ جهت در محدب و ارز

.h(z) + e−٢iγg(z) = z

١ − eiγz
لذا و نگارد مͬ

آنگاه باشد. ω١ = ω٢ با fj = hj + gj ∈ S(Hγ) ،j = ١,٢ برای كنيد فرض [۶٧] .۵ . ۴ قضیه
باشد. مͬ −γ جهت در محدب و SH به متعلق f٢ و f١ از خطͬ تركيب

لذا . g′٢ = ω٢h′٢ = ω١h′٢ فرض به توجه با و f٣ = λf١ + (١ − λ)f٢ دهيم مͬ قرار برهان.
ω٣ =

g′٣
h′٣

=
λg′١ + (١ − λ)g′٢
λh′١ + (١ − λ)h′٢

=
λω١h′١ + (١ − λ)ω١h′٢
λh′١ + (١ − λ)h′٢

= ω١.

.|ω٣| = |ω١| < ١ پس |ωj | < ١ ،j = ١,٢ برای نتيجه در .f١, f٢ ∈ S(Hγ) ⊂ SH طرفͬ از
جهت در محدب f٣ دهيم مͬ نشان اكنون باشد. مͬ ارز تك موضعأ و جهت حافظ f٣ بنابراين

باشد. مͬ −γ

داريم: (١ . ۴) رابطه به توجه با .F = h٣ − e−٢iγg٣ كنيم فرض
F = h٣ − e−٢iγg٣ =

(
λh١ + (١ − λ)h٢

)
− e−٢iγ(λg١ + (١ − λ)g٢

)
= λ

(
h١ − e−٢iγg١

)
+ (١ − λ)

(
h٢ − e−٢iγg٢

)
,

لذا
F ′ = λ

(
h′١ − e−٢iγg′١

)
+ (١ − λ)

(
h′٢ − e−٢iγg′٢

)
= λ

(
h′١ + e−٢iγg′١

)(h′١ − e−٢iγg′١
h′١ + e−٢iγg′١

)
+ (١ − λ)

(
h′٢ + e−٢iγg′٢

)(h′٢ − e−٢iγg′٢
h′٢ + e−٢iγg′٢

)
=

λ

(١ − eiγz)٢ · P١(z) +
(١ − λ)

(١ − eiγz)٢ · P٢(z),

آن: در كه

Pj(z) =
h′j − e−٢iγg′j
h′j + e−٢iγg′j

=

١ − e−٢iγ g′j
h′j

١ + e−٢iγ g′j
h′j

=
١ − e−٢iγωj

١ + e−٢iγωj

j = ١,٢



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ۶٢
رابطه در حال .Re{P١(z)

}
= Re

{
P٢(z)

}
> ٠ ،D در ،١ . ٧ يادآوری به بنا و ω١ = ω٢ كه آنجا از
لذا .φ(eiγz) = eiγ

z

(١ − eiγz)٢ دهيم مͬ قرار (٢ . ۴)

Re

{
eiγ

zF ′

φ(z)

}
= Re

{
(١ − eiγz)٢

( λ

(١ − eiγz)٢ · P١(z) +
(١ − λ)

(١ − eiγz)٢ · P١(z)
)}

= λRe
{
P١(z)

}
+ (١ − λ)Re

{
P١(z)

}
= Re

{
P١(z)

}
> ٠.

ولذا است CHD تابعͬ ،eiγF = eiγ
(
h٣ − e−٢iγg٣

) تابع ،۴ . ۴ قضيه از استفاده با بنابراين
F = h٣−e−٢iγg٣ برای ٣ . ٢ قضيه بردن ب΄ار با پايان در است. −γ جهت در محدب h٣−e−٢iγg٣

شود. مͬ اثبات قضيه

ω١ = ω٢ = ··· = ωn با fj = hj+gj ∈ S(Hγ) ،j = ١,٢, ···, nبرای كنيد فرض [۶٧] .١ . ۴ نتیجه
λ١f١+λ٢f٢+···+λnfn خطͬ ترکیب n∑

j=١
λn = ١ و ٠ ≤ λj ≤ ١(j = ١,٢, ···, n) برای آنگاه باشد.

باشد. مͬ −γ جهت در محدب و SH به متعلق

آنگاه باشد. ω١ ̸= ω٢ با fj = hj + gj ∈ S(Hγ) ،j = ١,٢ برای كنيد فرض [۶٧] .۶ . ۴ قضیه
باشد. مͬ ارز تك موضعأ f٣ = λf١ + (١ − λ)f٢

داريم: g′j = ωjh
′
j و hj(z) + e−٢iγgj(z) = z

١ − zeiγ
از j = ١,٢ برای برهان.

h′j =
١

(١ + ωe−٢iγ)(١ − zeiγ)٢ , j = ١,٢

لذا

|ω٣| =
∣∣∣ λg′١ + (١ − λ)g′٢
λh′١ + (١ − λ)h′٢

∣∣∣ = ∣∣∣λω١h′١ + (١ − λ)ω٢h′٢
λh′١ + (١ − λ)h′٢

∣∣∣
=

|λω١ + (١ − λ)ω٢ + ω١ω٢e−٢iγ |
|١ + (١ − λ)ω١e−٢iγ + λω٢e−٢iγ | .

كنيم: فرض .|ω٣| < ١ دهيم مͬ نشان

ωj = rje
iθj = rj(cosθj + isinθj) (٠ ≤ rj < ١, j = ١,٢)



۶٣ ارز تك و همساز های نگاشت خطͬ تركيب
دهيم: مͬ قرار

φ(λ) =
∣∣∣١ + (١ − λ)ω١e−٢iγ + λω٢e−٢iγ∣∣∣٢ −

∣∣∣λω١ + (١ − λ)ω٢ + ω١ω٢e−٢iγ∣∣∣٢
=

∣∣∣١ + (١ − λ)r١ei(θ٢−١γ) + λr٢ei(θ٢−٢γ)∣∣∣٢ −
∣∣∣λr١eiθ١ + (١ − λ)r٢eiθ٢

+ r١r٢ei(θ١+θ٢−٢γ)∣∣∣٢ =
[١ + (١ − λ)r١cos(θ١ − ٢γ) + λr٢cos(θ٢ − ٢γ)]٢

+
[
(١ − λ)r١sin(θ١ − ٢γ) + λr٢sin(θ٢ − ٢γ)]٢

−
[
λr١cosθ١ + (١ − λ)r٢cosθ٢

+ r١r٢cos(θ١ + θ٢ − ٢γ)]٢
−
[
λr١sinθ١ + (١ − λ)r٢sinθ٢ + r١r٢sin(θ١ + θ٢ − ٢γ)]٢

= ١ + (١ − λ)٢r٢١ cos٢(θ١ − ٢γ) + λ٢r٢٢cos٢(θ٢ − ٢γ) + ١)٢ − λ)r١cos(θ١ − ٢γ)
+ ٢λr٢cos(θ٢ − ٢γ) + ٢λ(١ − λ)r١r٢cos(θ١ − ٢γ)cos(θ٢ − ٢γ)
(١ − λ)٢r٢١ sin٢(θ١ − ٢γ) + λ٢r٢٢sin٢(θ٢ − ٢γ) + ٢λ(١ − λ)r١r٢sin(θ١ − ٢γ)sin(θ٢ − ٢γ)
−
[
λ٢r٢١ cos٢θ١ + (١ − λ)٢r٢٢cos٢θ٢ + r٢١ r٢٢cos٢(θ١ + θ٢ − ٢γ) + ٢λ(١ − λ)r١r٢cosθ١cosθ٢

+ ٢λr٢١ r٢cosθ١cos(θ١ + θ٢ − ٢γ) + ١)٢ − λ)r١r٢٢cosθ٢cos(θ١ + θ٢ − ٢γ)
λ٢r٢١ sin٢θ١ + (١ − λ)٢r٢٢sin٢θ٢ + r٢١ r٢٢sin٢(θ١ + θ٢ − ٢γ) + ٢λ(١ − λ)r١r٢sinθ١sinθ٢
+ ٢λr٢١ r٢sinθ١sin(θ١ + θ٢ − ٢γ) + ١)٢ − λ)r١r٢٢sinθ٢sin(θ١ + θ٢ − ٢γ)]
= ١ + r٢١ − r٢٢ − r٢١ r٢٢ + ٢r١cos(θ١ − ٢γ)− ٢r١r٢٢cos(θ١ − ٢γ) + ٢λ(r٢cos(θ٢ − ٢γ)
− r١cos(θ١ − ٢γ)− r٢١ r٢cos(θ٢ − ٢γ) + r١r٢٢cos(θ١ − ٢γ) + r٢٢ − r٢١

)
كنيم: مͬ مشاهده و باشد مͬ λ به نسبت [٠, ١] بازه در پيوسته و ي΄نوا تابعͬ φ(λ) تابع

φ(٠) = (١ − r٢٢)(r٢١ + ٢r١cos(θ١ − ٢γ) + ١)
= (١ − r٢٢)

[
(r١ + cos(θ١ − ٢γ))٢ + sin٢(θ١ − ٢γ)] > ٠,

و
φ(١) = (١ − r٢١ )

[
(r٢ + cos(θ١ − ٢γ))٢ + sin٢(θ١ − ٢γ)] > ٠.

مͬ ارز تك موضعأ D در f٣ و |ω٣| < ١ نتيجه در باشد. مͬ φ(λ) > ٠ ،[٠, ١] بازه در بنابراين
باشد.

آنگاه باشد. fj = hj + gj ∈ S(Hγ) ،j = ١,٢ برای كنيد فرض [۶٧] .٢ . ۴ نتیجه
باشد. مͬ −γ جهت در محدب و λf١ + (١ − λ)f٢ ∈ SH

و h١(z) + e−٢iγg١(z) =
z

١ − zeiγ
با f١ = h١ + g١ ∈ S(Hγ) برای كنيم فرض .٢ . ۴ مثال

داريم: برش تكنيك از استفاده با باشد. ω١ = −e٣iγz

h١(z) =
z − ١٢z٢eiγ
(١ − zeiγ)٢ ,



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ۶۴
و

g١(z) =
− ١٢z٢e٣iγ
(١ − zeiγ)٢ .

لذا .ω١ = e٣iγz و h٢(z) + e−٢iγg٢(z) =
z

١ − zeiγ
با f٢ = h٢ + g٢ كنيم فرض همچنين

h٢(z) =
١

۴eiγ
(
ln
(١ + zeiγ

١ − zeiγ
)
+

٢
١ − zeiγ

)
− ١

٢eiγ ,
و

g٢(z) =
eiγ

٢
(٢zeiγ − ١

١ − zeiγ

)
− eiγ

۴ ln
(١ + zeiγ

١ − zeiγ
)
+
eiγ

٢ .

است. آمده ١ . ۴ ش΄ل در f٢ و f١ تحت D تصوير آنگاه دهيم، قرار γ =
π

۴ اگر
f٣ = λf١+(١−λ)f٢, (٠ ≤ λ ≤ ١) تابع كند، مͬ صدق ٢ . ۴ نتيجه شرايط در f٢ و f١ كه آنجا از

f٢ تحت D تصوير (ب) f١ تحت D تصوير (آ)
f٢ و f١ تحت D تصوير :١ . ۴ ش΄ل

است. آمده ش΄ل۴ . ٢ در λ =
١
٢ با f٣ تحت D تصوير باشد. مͬ −π۴ جهت در محدب



۶۵ KH رده در جزئͬ های ͽجم

λ =
١
٢ با f٣ تحت D تصوير :٢ . ۴ ش΄ل

KH رده در جزئͬ های ͽجم ٢ . ۴
است. داده اختصاص خود به را تحقيقات از وسيعͬ دامنه تحليلͬ توابع در جزئͬ های ͽجم
در محدب توابع روی [٧٣] سيلويا مقاله به توان مͬ را جزئͬ ها ی ͽجم زمينه در بحث شروع
فراسين ،[١٧] دي΄زيت و پاروال ،[١] داروس ،[٧۴] سيلورمن آن از بعد كرد. اشاره ١٩٨۵ سال
از مختلفͬ های رده در جزئͬ های ͽجم روی [۶٢] رويس و ،[۶١] راينا و بانسال ،[٢٩ ،٢٧]
جزئͬ های ͽجم [۶٠] دي΄زيت و پاروال اخيرا دادند. قرار بررسͬ و مطالعه مورد را تحليلͬ توابع
جزئͬ های ͽجم بررسͬ به بخش اين در اند. نموده بررسͬ گون ستاره همساز توابع برای را

پردازيم. مͬ محدب همساز توابع روی
مرتبه از محدب را (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h + g ارز تك و همساز تابع .٢ . ۴ تعریف

هرگاه گويند α, (٠ ≤ α < ١)
∂

∂θ

{
arg

( ∂
∂θ
f(reiθ)

)}
= Re

{z(zh′(z))′ + z
(
zg′(z)

)′
zh′(z)− zg′(z)

}
≥ α,

با را محدب و ارز تك همساز توابع تمام رده باشد. مͬ |z| = r < ١ و ٠ ≤ θ ≤ ٢π آن در كه
دهيم. مͬ نمايش KH(α)

توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع اينكه برای كافͬ شرط داد نشان [٣٧] جهانگيری اخيرا
نمايد. صدق زير رابطه در f تابع ضرايب كران كه است آن باشد KH(α) رده به متعلق (۴ . ١)

∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

)
≤ ٢. (٣ . ۴)

(٣ . ۴) رابطه در كه را b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h + g تابع از جزئͬ های ͽجم



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ۶۶
دهيم. مͬ نمايش زير صورت به را كند مͬ صدق

fm(z) = z +

m∑
k=٢

akz
k +

∞∑
k=٢

bkzk,

fn(z) = z +

∞∑
k=٢

akz
k +

n∑
k=٢

bkzk,

fm,n(z) = z +
m∑

k=٢
akz

k +
n∑

k=٢
bkzk.

،Re{fn
f

} ،Re{ f

fn

} ،Re{f ′m
f ′

} ،Re{ f ′

f ′m

} ،Re{fm
f

} ،Re{ f

fm

} پايين كران بررسͬ به ادامه در و
آن در كه Re

{f ′m,n

f ′

} و Re{ f ′

f ′m,n

} ،Re{fm,n

f

} ،Re{ f

fm,n

}
f ′(z) =

∂

∂θ
f(reiθ) = i

(
zh′(z)− zg′(z)

)
.

پرداخت. خواهيم است،
نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٠] .٧ . ۴ قضیه

آنگاه، كند. صدق (٣ . ۴)
Re

{ f(z)

fm(z)

}
≥ m(m+ ٢ − α)

(m+ ١)(m+ ١ − α)
, (z ∈ D) (۴ . ۴)

است. اكيد١ (۵ . ۴) تابع برای (۴ . ۴) نامساوی
f(z) = z +

١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
zm+١. (۵ . ۴)

كنيم فرض برهان.
(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ f(z)
fm(z)

− m(m+ ٢ − α)

(m+ ١)(m+ ١ − α)

]
=

١ +
m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk + (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak
]

١ +
m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk

:=
١ +A(z)

١ +B(z)
.

لذا .ω(z) = A(z)−B(z)

٢ +A(z) +B(z)
بنابراين ، ١ +A(z)

١ +B(z)
=

١ + ω(z)

١ − ω(z)
دهيم مͬ قرار

ω(z) =

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak
]

٢ + ٢( m∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
)
+

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak
) .

1Sharp



۶٧ KH رده در جزئͬ های ͽجم
پس

|ω(z)| ≤

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

|ak|
]

٢ − ٢( m∑
k=٢

|ak|+
∞∑
k=٢

|bk|
)
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|
) .

اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت
m∑

k=٢
|ak|+

∞∑
k=٢

|bk|+
(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|
)
≤ ١, (۶ . ۴)

است، دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak| +

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (۶ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از
زيرا

m∑
k=٢

(k(k − α)

١ − α
− ١)|ak|+ ∞∑

k=٢

(k(k + α)

١ − α
− ١)|bk|

+

∞∑
k=m+١

(k(k − α)

١ − α
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

)
|ak| ≥ ٠.

لذا و كند مͬ صدق (۶ . ۴) رابطه در f تابع ،(٣ . ۴) نامساوی گرفتن نظر در با بنابراين
گردد. مͬ اثبات (۴ . ۴) رابطه ،١ . ٧ يادآوری به توجه با حال .|ω(z)| ≤ ١

اكيد f(z) = z+
١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
zm+١ تابع برای (۴ . ۴) نامساوی دهيم نشان اينكه برای

داريم: است،
f(z)

fm(z)
= ١ +

١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
zm

داريم: r → و−١ z = rei
π
m گرفتن نظر در با

١ − ١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
=

m(m+ ٢ − α)

(m+ ١)(m+ ١ − α)

آيد. مͬ بدست نيز (۴ . ۴) رابطه چپ سمت نتيجه در

نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٠] .٨ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق (٣ . ۴)

Re
{fm(z)

f(z)

}
≥ (m+ ١)(m+ ١ − α)

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)
, (z ∈ D) (٧ . ۴)

است. اكيد (۵ . ۴) تابع برای (٧ . ۴) نامساوی



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ۶٨
دهيم: قرار برهان.

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)

١ − α

[fm(z)

f(z)
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)

]
=

١ +
m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk − (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak
)

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk

بنابراين:

|ω(z)| ≤

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

|ak|
]

٢ − ٢( m∑
k=٢

|ak|+
∞∑
k=٢

|bk|
)
− m(m+ ٢ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|
) ,

اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت
m∑

k=٢
|ak|+

∞∑
k=٢

|bk|+
m(m+ ٢ − α) + (١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|
)
≤ ١. (٨ . ۴)

و است دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (٨ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از
است. تمام اثبات

نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٠] .٩ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق (٣ . ۴)

Re
{ f ′(z)

f ′m(z)

}
≥ m

m+ ١ − α
, (z ∈ D) (٩ . ۴)

باشد. مͬ اكيد (۵ . ۴) تابع برای (٩ . ۴) نامساوی
دهيم: مͬ قرار برهان.

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=
m+ ١ − α

١ − α

[ f ′(z)
f ′m(z)

− m

m+ ١ − α

]

=

١ +
m∑

k=٢
krk−١ei(k−١)θak −

∞∑
k=٢

krk−١e−i(k+١)θbk + m+ ١ − α

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

krk−١ei(k−١)θak
]

١ +
m∑

k=٢
krk−١ei(k−١)θak −

∞∑
k=٢

krk−١e−i(k+١)θbk
.

لذا
ω(z) =

m+ ١ − α

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

krk−١ei(k−١)θak
]

٢ + ٢( m∑
k=٢

krk−١ei(k−١)θak −
∞∑
k=٢

krk−١e−i(k+١)θbk
)
+
m+ ١ − α

١ − α

( ∞∑
k=m+١

krk−١ei(k−١)θak
)



۶٩ KH رده در جزئͬ های ͽجم
شود. مͬ حاصل مطلوب نتيجه ٧ . ۴ قضيه اثبات در شده استفاده روش از استفاده با

نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f = h+ g تابع كنيد فرض [٨٠] .١٠ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق (٣ . ۴)

Re
{f ′m(z)

f ′(z)

}
≥ m+ ١ − α

m+ ١)٢ − α)
, (z ∈ D) (١٠ . ۴)

است. اكيد (۵ . ۴) تابع برای (١٠ . ۴) نامساوی
نويسيم: مͬ برهان.

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=
m+ ١)٢ − α)

١ − α

[f ′m(z)

f ′(z)
− m+ ١ − α

m+ ١)٢ − α)

]
باشد.  ͬ م ٩ . ۴ قضيه همانند اثبات ادامه

(٣ . ۴) نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f(z) تابع كنيد فرض [٨٠] .١١ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق

Re
{ f(z)

fn(z)

}
≥ n(n+ ٢ + α)

(n+ ١)(n+ ١ + α)
, (z ∈ D) (١١ . ۴)

است. اكيد زير تابع برای (١١ . ۴) نامساوی
f(z) = z +

١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
zn+١. (١٢ . ۴)

دهيم: مͬ قرار ابتدا برهان.
١ + ω(z)

١ − ω(z)
=

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ f(z)
fn(z)

− n(n+ ٢ + α)

(n+ ١)(n+ ١ + α)

]
=

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk + (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=n+١

rk−١e−i(k+١)θbk
]

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk

,

لذا
ω(z) =

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=n+١

rk−١e−i(k+١)θbk
]

٢ + ٢( ∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk

)
+

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=n+١

rk−١e−i(k+١)θbk
)

نتيجه در

|ω(z)| ≤

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=n+١

|bk|
]

٢ − ٢( ∞∑
k=٢

|ak|+
n∑

k=٢
|bk|

)
− (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=n+١

|bk|
)



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٧٠
اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت

∞∑
k=٢

|ak|+
n∑

k=٢
|bk|+

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=n+١

|bk|
)
≤ ١. (١٣ . ۴)

است، دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (١٣ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از
زيرا

∞∑
k=٢

(k(k − α)

١ − α
− ١)|ak|+ n∑

k=٢

(k(k + α)

١ − α
− ١)|bk|

+

∞∑
k=n+١

(k(k + α)

١ − α
− (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

)
|bk| ≥ ٠.

است، دقيق (١١ . ۴) رابطه در f(z) = z+
١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
zn+١ تابع دهيم نشان اينكه برای

داريم: r → و−١ z = rei
π

n+٢ گرفتن نظر در با
f(z)

fn(z)
= ١ +

١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
rne−

iπ
n+٢ (n+٢)

=⇒ ١ − ١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
=

n(n+ ٢ + α)

(n+ ١)(n+ ١ + α)

آيد. مͬ بدست نيز (١١ . ۴) رابطه چپ سمت نتيجه در
(٣ . ۴) نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f(z) تابع كنيد فرض [٨٠] .١٢ . ۴ قضیه

آنگاه، كند. صدق
Re

{fn(z)
f(z)

}
≥ (n+ ١)(n+ ١ + α)

n(n+ ٢ + α) + ٢ , (z ∈ D) (١۴ . ۴)
است. اكيد (۵ . ۴) تابع برای (١۴ . ۴) نامساوی

بنويسيم: توانيم مͬ برهان.
١ + ω(z)

١ − ω(z)
=

n(n+ ٢ + α) + ٢
١ − α

[fn(z)
f(z)

− (n+ ١)(n+ ١ + α)

n(n+ ٢ + α) + ٢
]
=

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk − (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=n+١

rk−١e−i(k+١)θbk
]

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
.

باشد.  ͬ م ٨ . ۴ قضيه همانند اثبات ادامه
(٣ . ۴) نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f(z) تابع كنيد فرض [٨٠] .١٣ . ۴ قضیه

آنگاه، كند. صدق



٧١ KH رده در جزئͬ های ͽجم
آنگاه باشد، bk = ٠،k ≥ ٢ برای يا n(n+ ٢ + α) + ٢α ≥ m(m+ ٢ − α) اگر . ١

Re
{ f(z)

fm,n(z)

}
≥ m(m+ ٢ − α)

(m+ ١)(m+ ١ − α)
, (z ∈ D) (١۵ . ۴)

آنگاه باشد، ak = ٠،k ≥ ٢ برای يا n(n+ ٢ + α) + ٢α ≤ m(m+ ٢ − α) اگر . ٢
Re

{ f(z)

fm,n(z)

}
≥ n(n+ ٢ + α)

(n+ ١)(n+ ١ + α)
, (z ∈ D) (١۶ . ۴)

داريم: قضيه اول قسمت اثبات برای برهان.

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ f(z)

fm,n(z)
− m(m+ ٢ − α)

(m+ ١)(m+ ١ − α)

]
=

P

١ +
m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

n∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
,

آن در كه
P = ١ +

m∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk

+
(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

]
.

بنابراين

ω(z) =

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

]
Q

,

كه
Q = ٢+٢( m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

n∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
)

+
(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

)
.

لذا

|ω(z)| ≤

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

]
٢ − ٢( m∑

k=٢
|ak|+

n∑
k=٢

|bk|
)
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

) .
اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت

m∑
k=٢

|ak|+
n∑

k=٢
|bk|+

(m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

)
≤ ١. (١٧ . ۴)



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٧٢
است، دار كران ∞∑

k=١
(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (١٧ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از
زيرا

m∑
k=٢

(k(k − α)

١ − α
− ١)|ak|+ ∞∑

k=m+١

(k(k − α)

١ − α
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

)
|ak|

+
n∑

k=٢

(k(k + α)

١ − α
− ١)|bk|+ ∞∑

k=n+١

(k(k + α)

١ − α
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

)
|bk| ≥ ٠.

اكيد (١۵ . ۴) رابطه در f(z) = z +
١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
zm+١ تابع دهيم نشان اينكه برای

داريم: r → و−١ z = rei
π
m گرفتن نظر در با است،

f(z)

fm,n(z)
= ١ +

١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
zm

=⇒ ١ − ١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
=

m(m+ ٢ − α)

(m+ ١)(m+ ١ − α)

آيد. مͬ بدست نيز (١۵ . ۴) رابطه چپ سمت نتيجه در
داريم: دوم قسمت اثبات برای همچنين

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ f(z)

fm,n(z)
− n(n+ ٢ + α)

(n+ ١)(n+ ١ + α)

]
=

P

١ +
m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

n∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
,

آن در كه

P = ١ +
m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

n∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk

+
(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

]
.

لذا

ω(z) =

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

]
Q

,

كه
Q = ٢ + ٢( m∑

k=٢
rk−١ei(k−١)θak +

n∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
)

+
(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

)
.



٧٣ KH رده در جزئͬ های ͽجم
بنابراين

|ω(z)| ≤

(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

]
٢ − ٢( m∑

k=٢
|ak|+

n∑
k=٢

|bk|
)
− (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

) .

اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت
m∑

k=٢
|ak|+

n∑
k=٢

|bk|+
(n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

)
≤ ١. (١٨ . ۴)

است، دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (١٨ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از
زيرا

m∑
k=٢

(k(k − α)

١ − α
− ١)|ak|+ ∞∑

k=m+١

(k(k − α)

١ − α
− (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

)
|ak|

+
n∑

k=٢

(k(k + α)

١ − α
− ١)|bk|+ ∞∑

k=n+١

(k(k + α)

١ − α
− (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

)
|bk| ≥ ٠.

است، اكيد (١۶ . ۴) رابطه در f(z) = z+
١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
zn+١ تابع دهيم نشان اينكه برای

داريم: r → و−١ z = rei
π

n+٢ گرفتن نظر در با
f(z)

fm,n(z)
= ١ +

١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
rne−

iπ
n+٢ (n+٢)

=⇒ ١ − ١ − α

(n+ ١)(n+ ١ + α)
=

n(n+ ٢ + α)

(n+ ١)(n+ ١ + α)

آيد. مͬ بدست نيز (١۶ . ۴) رابطه چپ سمت نتيجه در

(٣ . ۴) نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f(z) تابع كنيد فرض [٨٠] .١۴ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق

آنگاه، باشد، bk = ٠،k ≥ ٢ برای يا n(n+ ٢ + α) + ٢α ≥ m(m+ ٢ − α) اگر . ١

Re
{fm,n(z)

f(z)

}
≥ (m+ ١)(m+ ١ − α)

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)
, (z ∈ D) (١٩ . ۴)

آنگاه، باشد. ak = ٠،k ≥ ٢ برای يا n(n+ ٢ + α) + ٢α ≤ m(m+ ٢ − α) اگر . ٢

Re
{fm,n(z)

f(z)

}
≥ (n+ ١)(n+ ١ + α)

n(n+ ٢ + α) + ٢ , (z ∈ D) (٢٠ . ۴)



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٧۴
داريم: قضيه اول قسمت اثبات برای برهان.

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=
m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)

١ − α

[fm,n(z)

f(z)
− (m+ ١)(m+ ١ − α)

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)

]
=

P

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
,

آن در كه
P = ١ +

m∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk

− (m+ ١)(m+ ١ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

]
.

لذا

|ω(z)| ≤

m(m+ ٢ − α) + ١)٢ − α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

]
٢ − ٢( m∑

k=٢
|ak|+

n∑
k=٢

|bk|
)
− m(m+ ٢ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

) ≤ ١.

اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت
m∑

k=٢
|ak|+

n∑
k=٢

|bk|+
m(m+ ٢ − α) + (١ − α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

)
≤ ١. (٢١ . ۴)

است. دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (٢١ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از
داريم: قضيه دوم قسمت برای همچنين

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=
n(n+ ٢ + α) + ٢

١ − α

[fm,n(z)

f(z)
− (n+ ١)(n+ ١ + α)

n(n+ ٢ + α) + ٢
]

=
P

١ +
∞∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑
k=٢

rk−١e−i(k+١)θbk
,

آن در كه
P = ١ +

m∑
k=٢

rk−١ei(k−١)θak +
n∑

k=٢
rk−١e−i(k+١)θbk

− (n+ ١)(n+ ١ + α)

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

rk−١ei(k−١)θak +
∞∑

k=n+١
rk−١e−i(k+١)θbk

]
.

لذا

|ω(z)| ≤

n(n+ ٢ + α) + ٢
١ − α

[ ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

]
٢ − ٢( m∑

k=٢
|ak|+

n∑
k=٢

|bk|
)
− n(n+ ٢ + α) + ٢α

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

) .



٧۵ KH رده در جزئͬ های ͽجم
اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت

m∑
k=٢

|ak|+
n∑

k=٢
|bk|+

n(n+ ٢ + α) + (١ + α)

١ − α

( ∞∑
k=m+١

|ak|+
∞∑

k=n+١
|bk|

)
≤ ١. (٢٢ . ۴)

است. دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (٢٢ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از

(٣ . ۴) نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f(z) تابع كنيد فرض [٨٠] .١۵ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق

Re
{ f ′(z)

f ′m,n(z)

}
≥ m

m+ ١ − α
, (z ∈ D) ifn > m (٢٣ . ۴)

است. اكيد (۵ . ۴) تابع برای (٢٣ . ۴) نامساوی
دهيم: مͬ قرار برهان.

١ + ω(z)

١ − ω(z)
=
m+ ١ − α

١ − α

[ f ′(z)

f ′m,n(z)
− m

m+ ١ − α

]
=

P

١ +
m∑

k=٢
krk−١ei(k−١)θak −

n∑
k=٢

krk−١e−i(k+١)θbk
,

آن در كه
P = ١ +

m∑
k=٢

krk−١ei(k−١)θak −
n∑

k=٢
krk−١e−i(k+١)θbk

+
m+ ١ − α

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

krk−١ei(k−١)θak −
∞∑

k=n+١
krk−١e−i(k+١)θbk

]
.

لذا

ω(z) =

m+ ١ − α

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

krk−١ei(k−١)θak −
∞∑

k=n+١
krk−١e−i(k+١)θbk

]
Q

.

كه
Q = ٢ + ٢( m∑

k=٢
krk−١ei(k−١)θak −

n∑
k=٢

krk−١e−i(k+١)θbk
)

+
m+ ١ − α

١ − α

( ∞∑
k=m+١

krk−١ei(k−١)θak −
∞∑

k=n+١
krk−١e−i(k+١)θbk

)
.

بنابراين

|ω(z)| ≤

m+ ١ − α

١ − α

[ ∞∑
k=m+١

k|ak| −
∞∑

k=n+١
k|bk|

]
٢ − ٢( m∑

k=٢
k|ak|+

n∑
k=٢

k|bk|
)
− m+ ١ − α

١ − α

( ∞∑
k=m+١

k|ak|+
∞∑

k=n+١
k|bk|

) .



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٧۶
اگر تنها و اگر است ١ از كمتر بالا نامساوی راست سمت

m∑
k=٢

k|ak|+
n∑

k=٢
k|bk|+

m+ ١ − α

١ − α

( ∞∑
k=m+١

k|ak|+
∞∑

k=n+١
k|bk|

)
≤ ١. (٢۴ . ۴)

است. دار كران ∞∑
k=١

(k(k − α)

١ − α
|ak|+

k(k + α)

١ − α
|bk|

) توسط (٢۴ . ۴) رابطه چپ سمت طرفͬ از

(٣ . ۴) نامساوی در b١ = ٠ و (۴ . ١) توانͬ سری بسط با f(z) تابع كنيد فرض [٨٠] .١۶ . ۴ قضیه
آنگاه، كند. صدق

Re
{f ′m,n(z)

f ′(z)

}
≥ m+ ١ − α

m+ ١)٢ − α)
, (z ∈ D) (٢۵ . ۴)

است. اكيد f(z) = z +
١ − α

(m+ ١)(m+ ١ − α)
zm+١ تابع برای (٢٣ . ۴) نامساوی

باشد.  ͬ م ١۵ . ۴ قضيه همانند اثبات برهان.

γ جهت در محدب همساز توابع ٣ . ۴
در ψ(z)كه تحليلͬ تابع برای را اغتشاش و رشد قضيه ١٩٧٠ سال در [٣۵] اسچوبر و هانگرتنر
Re

{
(١ − z٢)ψ′(z)

}
≥ ٠ شرط اما آوردند. بدست نمايد، صدق Re

{
(١ − z٢)ψ′(z)

}
≥ ٠ شرط

در و موهومͬ محور جهت در محدب ارز، تك ψ(z) تابع كه بود اين با معادل ψ(z) تابع برای
در آمده بدست نتايج از استفاده با داريم قصد قسمت اين در نمايد. صدق خاصͬ نرماليزاسيون
نماييم. بررسͬ همساز توابع از خاصͬ رده برای را ضرايب كران و اغتشاش و رشد قضيه ،[٣۵]

داشت: خواهيم اشاره زير قضيه دو به ابتدا در
روی آنگاه باشد. ثابت غير و تحليلͬ |z| < ١ روی ψ(z) تابع كنيد فرض [٣۵] .١٧ . ۴ قضیه

اگر تنها و اگر است Re{(١ − z٢)ψ′(z)
}
≥ ٠ ،|z| < ١

است. D روی ارز تك ψ(z) . ١
است. موهومͬ محور جهت در محدب ψ(z) . ٢

زير شرایط در كه است موجود z = −١ و z = ١ به هم·را بترتيب z′′n و z′n های دنباله . ٣
نمايد. مͬ صدق

lim
n→∞

Re
{
ψ(z′n)

}
= sup

|z|<١
Re

{
ψ(z)

}
, (٢۶ . ۴)

lim
n→∞

Re
{
ψ(z′′n)

}
= inf

|z|<١Re
{
ψ(z)

}
.



٧٧ γ جهت در محدب همساز توابع
Re

{
(١−z٢)ψ′(z)

}
≥ ٠ شرط در و تحليلͬ |z| < ١ روی ψ(z) تابع كنيد فرض [٣۵] .١٨ . ۴ قضیه

داريم: |z| ≤ r < ١ برای آنگاه كند. صدق
|ψ′(٠)|(١ − r)

(١ + r)(١ + r٢) ≤ |ψ′(z)| ≤ |ψ′(٠)|
(١ − r)٢ . (٢٧ . ۴)

ψ(z) =
i

٢ log
[(١ − iz)٢
(١ − z٢)

] و ψ(z) = z

١ − z
توابع برای بترتيب فوق نامساوی پايين و بالا كران

است. اكيد
شرط در كه توابعͬ برای را كران ١٨ . ۴ قضيه در اسچوبر و هانگرتنر گرديد بيان كه همانطور
توابع در شرط اين آن قبل ما قضيه در و آوردند بدست كنند، صدق Re

{
(١ − z٢)ψ′(z)

}
≥ ٠

اين قيودی تحت ٣ . ۴ نتيجه در بود. موهومͬ محور جهت در تابع تحدب با معادل تحليلͬ
دهيم. مͬ تعميم باشند مͬ محدب دلخواه جهت در كه توابعͬ برای را شرط

همچنين و باشد (٠ ≤ θ < π) ،θ جهت در محدب و تحليلͬ φ(z) تابع كنيم فرض .٣ . ۴ نتیجه
نمايد. صدق زير شرایط در φ(z)

كه: است موجود z = −١ و z = ١ به هم·را بترتيب z′′n و z′n های دنباله
lim
n→∞

Im
{
e−iθφ(z′n)

}
= sup

|z|<١
Im

{
e−iθφ(z)

}
, (٢٨ . ۴)

lim
n→∞

Im
{
e−iθφ(z′′n)

}
= inf

|z|<١ Im
{
e−iθφ(z)

}
.

نماييم: معرفͬ زير صورت به را ψ(z) تابع اكنون
ψ(z) := ie−iθφ(z). (٢٩ . ۴)

تك ψ(z) تابع ،φ(z) تابع با توجه با همچنين كند. مͬ صدق (٢۶ . ۴) شرایط در ψ(z) تابع
ψ(z) تابع برای ١٧ . ۴ قضيه ب΄اربردن با باشد. مͬ D روی موهومͬ محور جهت در محدب ارز،

داريم:
Re{(١ − z٢)ψ′(z)} = Re{ie−iθ(١ − z٢)φ′(z)} ≥ ٠.

داريم: φ(z) برای نتيجه در و برد ب΄ار ie−iθφ(z) برای را ١٨ . ۴ قضيه توان مͬ بنابراين
|φ′(٠)|(١ − r)

(١ + r)(١ + r٢) ≤ |φ′(z)| ≤ |φ′(٠)|
(١ − r)٢ . (٣٠ . ۴)

(٠ ≤ θ < π) ،θ جهت در محدب توابع برای را ١٨ . ۴ قضيه در آمده بدست كران هستيم قادر لذا
ببريم. ب΄ار كند مͬ صدق (٢٨ . ۴) نرماليزايسون در كه

با (٠ ≤ θ < π) ،θ جهت در محدب ،f = h + g ∈ S٠
H توابع تمام رده .٣ . ۴ نمادگذاری

دهيم. مͬ نمايش S٠
H(k, θ) با را كند مͬ صدق (٢٨ . ۴) رابطه در که h−e٢iθg و ∣∣ g′(z)

h′(z)

∣∣ ≤ k < ١



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٧٨

S٠
H(k, θ) رده برای اغتشاش و رشد بررسͬ

داريم: |z| ≤ r < ١ برای آنگاه .f = h+ g ∈ S٠
H(k, θ) كنيد فرض [٨٧] .١٩ . ۴ قضیه

١ − r

(١ + kr)(١ + r)(١ + r٢) ≤ |fz(z)| ≤
١

(١ − kr)(١ − r)٢ , (٣١ . ۴)

|ω(z)|(١ − r)

(١ + kr)(١ + r)(١ + r٢) ≤ |fz(z)| ≤
kr

(١ − kr)(١ − r)٢ . (٣٢ . ۴)
f = h+g تابع ،S٠

H(k, θ) رده تعريف به توجه با باشد. f = h+g ∈ S٠
H(k, θ) كنيم فرض برهان.

تك و تحليلͬ D روی φ = h− e٢iθg تابع ٣ . ٢ قضيه بنابر لذا باشد مͬ ارز تك و همساز D روی
داريم: g′ = ωh′ رابطه و φ = h−e٢iθg از مشتقگيری با حال باشد. مͬ θ جهت در محدب و ارز

fz(z) = h′(z) =
φ′(z)

١ − e٢iθω(z) , fz(z) = g′(z) =
ω(z)φ′(z)

١ − e٢iθω(z) .

لذا است، شوارتس تابع ω(z)/k طرفͬ از
|fz(z)| =

∣∣∣ φ′(z)

١ − e٢iθω(z)
∣∣∣ ≤ |φ′(z)|

١ − |e٢iθ||ω(z)| ≤
|φ′(z)|
١ − k|z|

,

داريم: fz(z) پايين كران برای همچنين
|fz(z)| ≥

|φ′(z)|
١ + |e٢iθ||ω(z)| ≥

|φ′(z)|
١ + k|z|

.

بنابراين برد، ب΄ار φ(z) تابع برای ۴ . ١٨را قضيه توان مͬ ٣ . ۴ نتيجه به توجه با اكنون
١ − r

(١ + kr)(١ + r)(١ + r٢) ≤ |fz(z)| ≤
١

(١ − kr)(١ − r)٢ .

نويسيم: مͬ fz(z) برای مشابه طور به
|fz(z)| =

∣∣∣ ω(z)φ′(z)

١ − e٢iθω(z)
∣∣∣ ≤ |ω(z)||φ′(z)|

١ − |e٢iθ||ω(z)| ≤
k|z|

١ − k|z|
|φ′(z)|,

و
|fz(z)| ≥

|ω(z)||φ′(z)|
١ + |e٢iθ||ω(z)| ≥

|ω(z)||φ′(z)|
١ + k|z|

.

داشت: خواهيم φ(z) تابع برای ١٨ . ۴ قضيه ب΄ارگيری با حال
|ω(z)|(١ − r)

(١ + kr)(١ + r)(١ + r٢) ≤ |fz(z)| ≤
kr

(١ − kr)(١ − r)٢ .

آن برش تكنيك از حاصل f(z) همساز تابع و φ(z) تابع تحت D تصوير ۴ . ۴ و ٣ . ۴ ش΄ل در
است. شده آورده



٧٩ γ جهت در محدب همساز توابع

φ(z) از برشͬ (ب) φ(z) تحت D تصوير (آ)

.k =
١
٢ , θ =

π

١٢ با φ(z) = z

١ + iz
تابع برش :٣ . ۴ ش΄ل

φ(z) از برشͬ (ب) φ(z) تحت D تصوير (آ)

.k =
١
٢ , θ =

π

١٢ با φ(z) = ١
٢ log

((١ + z)٢
١ + z٢

) تابع برش :۴ . ۴ ش΄ل

داريم: |z| ≤ r برای آنگاه .f = h+ g ∈ S٠
H(k, θ) كنيد فرض [٨٧] .٢٠ . ۴ قضیه

|f(z)| ≤ ٢k
(١ − k)٢ ln

( ١ − r

١ − kr

)
+

(١ + k)r

١)٢ − k)(١ − r)
. (٣٣ . ۴)



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٨٠
داريم: S٠

H(k, θ) رده به متعلق توابع f(z) = h(z) + g(z) نمايش به توجه با برهان.
f(z) = h(z) + g(z)

=

∫ r

٠ h′(ρeiγ)eiγdρ+

∫ r

٠ g′(ρeiγ)eiγdρ

=

∫ r

٠ h′(ρeiγ)eiγdρ+

∫ r

٠ g′(ρeiγ)e−iγdρ

=

∫ r

٠ fz(ρe
iγ)eiγdρ+

∫ r

٠ fz(ρe
iγ)e−iγdρ,

لذا
|f(z)| = |h(z) + g(z)| ≤ |h(z)|+ |g(z)|

≤
∫ r

٠ |fz(ρeiγ)|dρ+
∫ r

٠ |fz(ρeiγ)|dρ,

داريم: (٣٢ . ۴) و (٣١ . ۴) روابط به توجه با حال
|f(z)| ≤

∫ r

٠
١

(١ − kρ)(١ − ρ)٢dρ+
∫ r

٠
kρ

(١ − kρ)(١ − ρ)٢dρ

=
٢k

(١ − k)٢ ln
( ١ − r

١ − kr

)
+

(١ + k)r

١)٢ − k)(١ − r)
.

S٠
H(k, θ) رده |bn|برای و |an| كران كردن پيدا

دامنه به f تحت D آن در كه f ∈ S٠
H توابع از دسته آن برای ١٩٩٠ سال در [۶٩] اسمال شيل

كرد. اثبات را زير های كران شود، نگاشته جهت يك در محدب
|an| ≤

(n+ ٢)(١n+ ١)
۶ , |bn| ≤

(n− ٢)(١n− ١)
۶ ,

آن در كه

f(z) = z +
∞∑
k=٢

akz
k +

∞∑
k=١

bkzk.

بررسͬ به گرديد ارائه [٣۵] اسچوبر و هانگرتنر توسط كه زير قضيه از استفاده با بخش اين در
پرداخت. خواهيم S٠

H(k, θ) رده در همساز توابع ضرايب كران
Re

{
(١−z٢)ψ′(z)

}
≥ ٠ با ψ(z) = a٠+(α+iβ)z+

∞∑
k=٢

akz
k تابع كنيد فرض [٣۵] .٢١ . ۴ قضیه

آنگاه، باشد. تحليلͬ D روی
|an| ≤ α, n = ٢,۴,۶, · · ·



٨١ γ جهت در محدب همساز توابع
|an| ≤

(١ − ١
n

)
α+

١
n
|α+ iβ|, n = ١,٣,۵, · · ·

نتيجه در
|an| ≤ |ψ′(٠)|, n = ١,٢,٣,۴, · · ·

است. برقرار مساوی ψ(z) = ١)/١ − z) تابع برای بالا، نامساوی سه هر در
داريم: |z| ≤ r برای آنگاه .f = h+ g ∈ S٠

H(k, θ) كنيد فرض [٨٧] .٢٢ . ۴ قضیه
|an| ≤

n+ ١
٢ , |bn| ≤

n− ١
٢ n ≥ ٢.

داريم: را زير انتگرالͬ نمايش g(z) و h(z) توابع برای برهان.
h(z) =

∫ z

٠
φ′(ζ)

١ − e٢iθω(ζ)dζ , g(z) =

∫ z

٠
ω(ζ)φ′(ζ)

١ − e٢iθω(ζ)dζ,

كنيم فرض حال باشد، مͬ ω(z) = g′(z)/h′(z) آن در كه
φ(z) =

∞∑
n=١

ϕnz
n,

و
ω(z)

١ − e٢iθω(z) =
∞∑
n=١

wnz
n,

بنابراين
g(z) =

∫ z

٠
[
ϕ١ + ٢ϕ٢ζ + ٣ϕ٣ζ٣ + · · ·

][
w١ζ + w٢ζ٢ + w٣ζ٣ + · · ·

]
dζ

=

∫ z

٠
[
ϕ١w١ζ + (ϕ١w٢ + ٢ϕ٢w١)ζ٢ + (ϕ١w٣ + ٢ϕ٢w٢ + ٣ϕ٣w١)ζ٣ + · · ·

]
dζ

=
١
٢(ϕ١w١)z٢ +

١
٣(ϕ١w٢ + ٢ϕ٢w١)z٣ +

١
۴(ϕ١w٣ + ϕ٢w٢ + ٣ϕ٣w١)z۴ + · · ·.

نتيجه در
b١ = ٠,
b٢ =

١
٢ϕ١w١,

b٣ =
١
٣(ϕ١w٢ + ٢ϕ٢w١),
...

bn =
١
n

n−١∑
k=١

kϕkwn−k, n ≥ ٢.



ارز تك و همساز نگاشتهای در تحدب ٨٢
داريم: h(z) برای همچنين

h(z) =

∫ z

٠ φ′(ζ)
١

١ − e٢iθω(ζ)dζ =

∫ z

٠ φ′(ζ)e٢iθ( ω(ζ)

١ − e٢iθω(ζ) +
١
e٢iθ

)
dζ

= e٢iθ(∫ z

٠ φ′(ζ)
ω(ζ)

١ − e٢iθω(ζ)dζ
)
+

∫ z

٠ φ′(ζ)dζ,

لذا
an = e٢iθbn + ϕn = ϕn + e٢iθ(١

n

n−١∑
k=١

kϕkwn−k

)
.

.|wn| ≤ ١ ،n تمام برای لذا است، z/(١ − e٢iθz) از ترتيبی زير ω(z)/(١ − e٢iθω(z)) طرفͬ از
داريم: ٢١ . ۴ قضيه و ٣ . ۴ نتيجه به توجه با حال

|ϕk| ≤ |ϕ′(٠)| = ١
داشت: خواهيم |bn| برای نتيجه در

|bn| =
∣∣∣١
n

n−١∑
k=١

kϕkwn−k

∣∣∣ ≤ ١
n

n−١∑
k=١

k|ϕk||wn−k| ≤
١
n

n−١∑
k=١

k =
n− ١

٢ .

داريم: |an| برای مشابه طور به و

|an| ≤ |ϕn|+
∣∣e٢iθ∣∣∣∣∣١

n

n−١∑
k=١

kϕkwn−k

∣∣∣ = ١
n

n∑
k=١

k =
n+ ١

٢ .
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Aabstract

Let A be a class of functions of the form f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n which are analytic in the open

unit disk D = {z ∈ C : |z| < 1}. Also, we let S to denote the class of functions f ∈ A which are

univalent in D. A function f ∈ A is said to be bi-univalent in D if both f and f−1 are univalent

in D. Let Σ denote the class of bi-univalent functions in D. We introduce and investigate a new

subclass of analytic and bi-univalent functions defined in the open unit disk D. In other section

of my thesis associated with harmonic mapping. A continuous function f = u+ iv is a complex

valued harmonic function in a complex domain D ⊂ C if both u and v are real harmonic in D.

A harmonic, complex-valued, orientation preserving, univalent mapping f defined on D can be

written as, f = h+ g. We call h the analytic part and g the co-analytic part of f . A necessary and

sufficient condition for f to be locally univalent and sense-preserving inD is that |h′
(z)| > |g′

(z)|

in D. We introduce and study new classes of harmonic univalent functions on unit disc D. Also

obtain coefficient conditions, extreme points, linear combinations, partial sums, convolution con-

dition for the above class of harmonic univalent functions.

Keywords. Analytic functions, Bi-univalent functions, Harmonic mappings, Coefficient

estimates, Linear combination, Convolution.
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