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ت

ণپاس ච໋اری...
تنظیم و تدوین گردآوري، به موفق ارجمند اساتید مساعدت و یکتا پروردگار عنایت و لطف به که اکنون
براي که چند هر آورم. عمل به آنان از را سپاسگزاري نهایت که می دانم خود وظیفه گشته ام، رساله این
سپاسگزاري و احترام مراتب آنان، مقام و شأن خور در واژگانی قالب در نمی توان پیامبرگونه     آنان رسالت

می باشد. آنان از اینجانب قلبی سپاس از گوشه اي تنها کلمات نمود.این بیان را
تمامی در و همواره که فتحعلی جعفر دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از دانم می لازم اینجا در
و تشکر ارزشمندشان های مشاوره برای قرآنی مریم دکتر خانم و نمودند راهنمایی و یاری مرا مراحل

نمایم. قدردانی
را پایان نامه این داوري زحمت که ناظمی دکتر آقای جناب و غزنوی دکتر آقای جناب محترم اساتید از
روز موفقیت و سلامتی عزیزان همه براي متعال خداي از دارم. را قدردانی و تشکر کمال شدند متقبل

آرزومندم. افزون
این هرچند می نمایم ابراز مادرم و پدر گیتی گنج پربهاترین به را سپاس بی نهایت ترین پایان در و

است. ناچیز بسیار فداکاري هایشان و مهربانی انبوه با مقایسه در سپاسگزاري

جا਑ग़ی ଟدೲख़
۱۳۹۷ ৘඼ෙ७ور



ث

ଓฬ ৎ࠻ھد
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی جامعی محدثه اینجانب
فتحعلی جعفر دکتر راهنمایی تحت ، معکوس بهینه سازی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می شوم: متعهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

جا਑ग़ی ଟدೲख़
۱۳۹۷ ৘඼ෙ७ور

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



ج

چൊیده
می شود. پرداخته معکوس خطی برنامه ریزی معرفی به پایان نامه ابتدای در

جواب های مجموعه  S آن در که است مسئله ای معکوس، بهینه سازی مسئله ی از منظور
مسئله شدنی جواب x٠ هم چنین و هزینه بردار  c و باشد P بهینه سازی مسئله ی شدنی
و باشد P مسئله بهینه جواب است ممکن ،c هزینه بردار به توجه با x٠ جواب باشد. P
هزینه بردار تغییر معکوس، بهینه سازی مسئله ی در هدف واقع در نباشد. است ممکن یا
||d− c||p هم چنین و باشد P مسئله بهینه جواب حتما x٠ که طوری به است، d به  c
و می گیرد قرار مطالعه مورد معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ی نخست شود. کمینه
در می شود. ارائه L∞ و L١ نرم های تحت خطی برنامه ریزی مسئله ی معکوس سپس
مانند: آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی پایان
حداقل مسئله ی و برش حداقل مسئله ی تخصیص، مسئله ی مسیر، کوتاه ترین مسئله ی

می شود. ارائه و جریان هزینه

برش، حداقل معکوس، مسیر کوتاه ترین جریان، الگوریتم شبکه، کلیدی: کلمات
بهینگی. جریان، هزینه حداقل



چ

ଓฬ پایان از ീज़ࣇ඼යج ग़قالات ౱ࣂࡣت



مطالب فهرست

ذ تصاویر فهرست

١ معکوس خطی برنامه ریزی مسا ئل فرمول بندی ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس بهینه سازی مسائل کاربرد ١ . ٣
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژئوفیزیکی علوم ١ . ٣ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پزشکی برداری تصویر ١ . ٣ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس بهینه سازی ۴ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی برنامه ریزی ۵ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ۶ . ١

٩ L∞ و L١ نرم های تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . L١ نرم تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ٢ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . L∞ نرم با معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ٢ . ٢

٢١ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی ٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس ١-٠ خطی برنامه ریزی مسئله ٣ . ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر کوتاه ترین مسئله ٣ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . L١ نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله ٣ . ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تخصیص مسئله ۴ . ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L١ نرم با معکوس تخصیص مسئله ۵ . ٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . L١ نرم تحت معکوس برش حداقل مسئله ۶ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان حداکثر مسئله ١ . ۶ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برش حداقل مسئله ٢ . ۶ . ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس برش حداقل مسئله ٣ . ٧
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان محدودیت با هزینه کم ترین مسئله ٣ . ٨

خ



د مطالب فهرست

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . L١ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله ٣ . ٩
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . L∞ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله ٣ . ١٠
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ٣ . ١١

۵٣ مراجع

۵٧ انگلیسی به فارسی واژه نامه

۵٩ فارسی به انگلیسی واژه نامه



تصاویر فهرست

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . کمان هر :هزینه ٣ . ٣ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ١
٣٠ . . . . . . . . . می دهد. نشان را cπij که می باشد ٣ . ٣ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ٢
٣١ . . . . . . . . . می دهد. نشان را d∗ij که می باشد ٣ . ٣ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . کمان هر :هزینه ١ . ۵ . ٣ مثال به مربوط شکل ۴ . ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . cπij : ١ . ۵ . ٣ مثال به مربوط شکل ۵ . ٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d∗ij : ١ . ۵ . ٣ مثال به مربوط شکل ۶ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . کمان ها ظرفیت : ٣ . ٧ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ٧
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه جواب : ٣ . ٧ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ٨
۴۶ . . . . . . . . . . . . کمان ها هزینه نشان دهنده : ٣ . ٩ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ٩
۴٧ . . . . . . . . . . . . کمان ها هزینه نشان دهنده : ٣ . ٩ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ١٠
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . هزینه ها بهینه کاهش : ٣ . ٩ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ١١
۵٠ . . . . . . . هزینه ها بهینه کاهش دهنده نشان : ٣ . ١٠ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ١٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . ∗dها نشان دهنده : ٣ . ١٠ . ١ مثال به مربوط شکل ٣ . ١٣

ذ



١ فصل

معکوس خطی برنامه ریزی مسا ئل فرمول بندی

مقدمه ١ . ١

می باشد. [۶] ١ بازارا مختار شبکه ای جریان و خطی برنامه ریزی کتاب از برگرفته بخش این مطالب
مسئله ی شدنی جواب های مجموعه ،S آن در که است مسئله ای معکوس، بهینه سازی مسئله ی
ممکن x٠ جواب می باشد. شدنی جواب یک x٠ و هزینه بردار c هم چنین می باشد. P بهینه سازی
مسئله ی واقع در نباشد. است ممکن یا و باشد P مسئله ی بهینه جواب ،c هزینه بردار به توجه با است
و باشد P مسئله ی بهینه جواب x٠ که طوری به است، d به c هزینه بردار تغییر معکوس، بهینه سازی

است. Lp نرم نشان دهنده  ||d− c||p که گردد کمینه ||d− c||p

تاریخچه ١ . ٢

توسط مطلب این پرداختند. معکوس مسائل مطالعه به که بودند کسانی اولین ژئوفیزیک دانشمندان
ژئوفیزیک علوم در معکوس بهینه سازی مسائل نظریه از جامعی بحث با ١٩٨٧ سال در [٣٨] ٢ تارانتولا
بارتن توسط مقالاتی با معکوس بهینه سازی مسائل به علاقه ریاضی، برنامه نویسان جامعه در شد. ارائه
معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله مطالعه به که شد، ارائه ١٩٩۴ و ١٩٩٢ سال در [٩] و [٨] ٣ تواینت و

پرداختند. زمین لرزه پیش بینی برای
وزن دار نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله ی به [۴٠] ۵ خو و ژانگ و [۴٣] ۴ کای و ژانگ
قرار بررسی مورد را مسیر ظرفیت حداکثر معکوس مسائل [۴١] ۶ یانگ و ژانگ هم چنین پرداختند.

دادند.
١ Bazaraa
٢Tarantola
٣Burton & Toint
۴Zhang & Cai
۵Zhang & Xu
۶Zhang & Yang



٢ معکوس خطی برنامه ریزی مسا ئل فرمول بندی .١

پرداختند. وزن دار نرم تحت هزینه، کم ترین جریان معکوس مسئله مطالعه به [٢٨] ٧ لیو و هانگ
L∞ و  L١ نرم های تحت هزینه کم ترین جریان مسئله به خودش، دکترا پایان نامه در [٣٧] ٨ سوکالینگام

پرداخت.

حالت برای معکوس شبکه جریان مسائل گرفتن نظر بادر ١٩٩٨ سال در [۴] ٩ اورلین و آهوجا
دادند. توسعه را ترکیبی برهان های درستی و پرداختند وزن دار

معکوس بهینه سازی مسائل کاربرد ١ . ٣

می پردازیم. معکوس بهینه سازی مسائل کاربرد چندین از خلاصه ای توصیف به ما بخش، این در

ژئوفیزیکی علوم ١ . ٣ . ١

خیلی صورت به است ممکن آن ها زیرا ندارند، را مدل بندی پارامترهای همه ی اغلب ژئوفیزیک دانشمندان
برخی است ممکن آن ها کنند. تعیین را زمین فلزی هسته شعاع مثلا بتوانند غیرممکن حتی یا و دشوار
پارامترهای برآورد بهبود منظور به مشاهده قابل پارامترهای مقادیر از و بزنند تخمین را مدل پارامترهای
قرار ژئوفیزیک دانشمندان مطالعه مورد گسترده طور به معکوس مسائل نتیجه، در کنند. استفاده مدل
یک صورت به که است، زمین لرزه حرکات پیش بینی نگرانی زمینه، این در مهم کاربرد یک است. گرفته
به مجاور سلول های به مربوط گره های می گیرند. نظر در را است مربعی سلول های از تعدادی که شبکه
به مربوط لرزه ای امواج انتقال زمان نشان دهنده ی کمان یک هزینه می شوند. متصل هم به کمان ها وسیله
ایجاد به منجر ورودی زمان های شد، مشاهده زمین لرزه که زمانی نشده اند. شناخته که می باشد سلول ها
کوتاه ترین طول در ها لرزه زمین که است این بر فرض شد. مشاهده نیز مختلف ایستگاه های در اختلالات
سلول های بین انتقال زمان بازسازی مواجه اند، آن با زمین شناسان که مشکلی کنند، می حرکت مسیر
این است. مطالعه مورد منطقه زمین شناسی از موجود اطلاعات و زمانی امواج کوتاه ترین از شده مشاهده

است. معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله از نمونه ای مسئله

پزشکی برداری تصویر ١ . ٣ . ٢

قسمت یک از اسکن CT زمینه در که دارد کاربرد نیز x اشعه توموگرافی در معکوس بهینه سازی مسئله ی
شود. می استفاده آن ابعاد ارزیابی برای بدن از پیشین اطلاعات با همراه بدن

٧ Huang & Liu
٨Sokkalingam
٩Ahuja & Orlin



٣ معکوس بهینه سازی .۴ . ١

معکوس بهینه سازی ۴ . ١

بگیرید: نظر در را زیر مسئله

P : min cx

s.t. x ∈ S

باشد. شدنی نقطه یک x٠ ∈ S کنید فرض
بهینه جواب x٠ که است به گونه ای d بردار به  c بردار تغییر هدف معکوس، بهینه سازی مسئله در

شود، زیر مسئله

P (d) : min dx

s.t. x ∈ S

داریم: را زیر مدل بنابراین گردد. مینیمم ||d− c||p یعنی باشد، مقدار کمترین d و  c فاصله و

min ||d− c||p

s.t. dx٠ ≤ dx

x ∈ S

خطی برنامه ریزی ۵ . ١

بگیرید: نظر در را زیر مسئله

min
∑
j∈J

cjxj

s.t.
∑
j∈J

aijxij ≥ bi i ∈ I

xj ≥ lj j ∈ J

− xj ≥ −uj j ∈ J

(١ . ١)

بالا کران و پایین کران ترتیب به  uj و lj هم چنین است. متغیرها اندیس J و محدودیت ها اندیس I که
باشند، فوق مسأله محدودیت های با متناظر دوگان متغیرهای φj و λj ،πi کنید فرض است. xj برای

است: زیر صورت به مسئله این دوگان بنابراین



۴ معکوس خطی برنامه ریزی مسا ئل فرمول بندی .١

max
∑
i∈I

biπi +
∑
j∈J

ljλj −
∑
j∈J

ujφj

s.t.
∑
i∈I

aijπi + λj − φj = cj j ∈ J

πi ≥ ٠ i ∈ I

λj ≥ ٠ j ∈ J

φj ≥ ٠ j ∈ J

(١ . ٢)

بگیرید: نظر در را زیر دوگان و اولیه خطی برنامه ریزی مسئله ی مکمل: کمبود .١ . ۵ . ١ قضیه

P : min cx

s.t. Ax ≥ b

x ≥ ٠
و

D : max wb

s.t. wA ≤ c

w ≥ ٠

و x∗ صورت این در باشند، دوگان مسئله و اولیه مسئله شدنی جواب های ترتیب به w∗ و x∗ اگر
اگر: فقط و اگر دوگان اند مسئله و اولیه مسئله بهینه جواب های w∗

w∗(Ax∗ − b) = ٠

x∗(c− w∗A) = ٠

دیگر: عبارت به یا
باید: باشند،  A ماتریس سطرهای i = ١, · · · ,m برای ،ai اگر

w∗
i (a

ix∗ − bi) = ٠ ∀ i = ١, · · · ,m

x∗
j(cj − w∗aj) = ٠ ∀ j = ١, · · · , n

پایه در  xj (یعنی باشد، مثبت بهینه جواب در (xj) اولیه مسئله متغیر که صورتی در .٢ . ۵ . ١ نتیجه
در فعال) (محدودویت تساوی صورت به دوگان مسئله در ( jام (قید متناظر محدودیت آن گاه باشد)

می آید.



۵ خطی برنامه ریزی .۵ . ١

برآورده اکید نامساوی صورت به بهینه جواب ازای به اولیه مسئله محدودیت که صورتی در .٣ . ۵ . ١ نتیجه
است. صفر دوگان مسئله بهینه جواب در متناظر متغیر آن گاه فعال) غیر (محدودیت شود،

متناظر محدودیت آن گاه باشد، مثبت بهینه جواب در دوگان مسئله iام متغیر که صورتی در .۴ . ۵ . ١ نتیجه
می شود. برآورده تساوی صورت به اولیه مسئله در iام) (قید آن

اکید نامساوی صورت به بهینه جواب ازای به دوگان مسئله jام محدودیت که صورتی در .۵ . ۵ . ١ نتیجه
است. صفر اولیه مسئله در قید ان متناظر متغیر آن گاه شود، برآورده

شرایط در دو هر آن گاه کنند، صدق (١ . ٢) معادلات در  (π, λ, φ) و (١ . ١) معادلات در x اگر حال
یعنی: می کنند، صدق مکمل کمبود

πi = ٠ آن گاه
∑
j∈J

aijxij > bi اگر •

λj = ٠ آن گاه xj > lj اگر •

φj = ٠ آن گاه xj < uj اگر •

در فعال محدودیت های اندیس مجموعه B کنید فرض باشد. (١ . ١) مسئله شدنی نقطه x٠ کنید فرض
یعنی: باشد، (١ . ١) مسئله اول محدودیت های دسته در x٠

B = {i ∈ I|
∑
j∈J

aijx
٠
j = bi}

دوم محدودیت های دسته در x٠ در فعال محدودیت های به مربوط اندیس مجموعه  L ترتیب همین به و
یعنی: باشد، (١ . ١) مسئله

L = {j ∈ J |x٠
j = lj}

(١ . ١) مسئله سوم محدودیت های دسته در x٠ در فعال محدودیت های به مربوط اندیس مجموعه U و
یعنی: باشد،

U = {j ∈ J |x٠
j = uj}

باشد: زیر صورت به F مجموعه کنید فرض و

F = {j ∈ J |lj < x٠
j < uj}

نوشت: زیر صورت به می توان را مکمل کمبود شرایط بنابراین

i /∈ B هر ازای به πi = ٠ •

j /∈ L هر ازای به λj = ٠ •

j /∈ U هر ازای به φj = ٠ •



۶ معکوس خطی برنامه ریزی مسا ئل فرمول بندی .١

معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ۶ . ١

بهینه جواب به تبدیل را x٠ ،d به c هزینه بردار تغییر با می خواهیم معکوس خطی برنامه ریزی مسئله در
LP (d) با را است شده جایگزین dj با cj که را (١ . ١) خطی برنامه ریزی مسئله ی کنیم. (١ . ١) مسأله

می دهیم. نشان

LP (d) : min
∑
j∈J

djxj

s.t.
∑
j∈J

aijxij ≥ bi i ∈ I

xj ≥ lj j ∈ J

− xj ≥ −uj j ∈ J

باشد. LP (d) مسئله بهینه جواب یک x٠ هرگاه نامیم، x٠ به نسبت معکوس شدنی را d هم چنین

(π, λ, φ) مانند دوگان جواب یک تنهااگر اگرو است LP (d) مسئله بهینه جواب x٠ که کنید توجه
اولیه زوج های و کند صدق cj جای به dj جایگذاری با (١ . ٢) مسئله اول محدودیت در که باشد موجود
،F و  U ،L ،B مجموعه های تعاریف به توجه با بنابراین کنند. صدق مکمل کمبود شرایط در دوگان و

داریم: را زیر شرایط دوگان محدودیت های در مکمل کمبود شرایط دادن قرار با

∑
i∈B

aijπi + λj = dj j ∈ L∑
i∈B

aijπi − φj = dj j ∈ U∑
i∈B

aijπi = dj j ∈ F

πi ≥ ٠ i ∈ B

λj ≥ ٠ j ∈ L

φj ≥ ٠ j ∈ U

(١ . ٣)

j /∈ U یعنی ،x٠
j = lj پس است  j ∈ L چون گفت، می توان اول محدودیت برای فوق مدل در

برای و λj = ٠ نتیجه در و j /∈ L پس j ∈ U چون داریم، دوم محدودیت برای هم چنین .φj = ٠ پس
.φj = λj = ٠ نتیجه در و j /∈ L ∪ U پس  j ∈ F چون سوم، محدودیت

معکوس مسئله مدل یعنی است. فوق شرایط تحت ||d− c||p کردن کمینه هدف معکوس، مسئله در
نوشت: زیر صورت به می توان فوق، بحث به توجه با را



٧ معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .۶ . ١

min
∑
j∈J

||dj − cj||p

s.t.
∑
i∈B

aijπi + λj = dj j ∈ L∑
i∈B

aijπi − φj = dj j ∈ U∑
i∈B

aijπi = dj j ∈ F

πi ≥ ٠ i ∈ B

λj ≥ ٠ j ∈ L

φj ≥ ٠ j ∈ U





٢ فصل

تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله
L∞ و L١ نرم های

مطالب می پردازیم. L∞ و L١ نرم های تحت معکوس، خطی برنامه ریزی مسئله بررسی به فصل این در
می باشد. [۴] از برگرفته بخش این

L١ نرم تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ٢ . ١

بگیریم: نظر در زیر صورت به L١ نرم تحت را مسئله هدف تابع کنید فرض

min
∑
j∈J

wj|dj − cj|

زیر صورت به می توان را مدل پس می باشد، (١ . ٣) مسئله محدودیت های همان آن، محدودیت های که
نوشت:

min
∑
j∈J

wj|dj − cj|

s.t.
∑
i∈B

aijπi + λj = dj j ∈ L∑
i∈B

aijπi − φj = dj j ∈ U∑
i∈B

aijπi = dj j ∈ F

πi ≥ ٠ i ∈ B

λj ≥ ٠ j ∈ L

φj ≥ ٠ j ∈ U



١٠ L∞ و L١ نرم های تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢

فرض با را فوق مدل ولی نیست، خطی برنامه ریزی مسئله یک فوق، مسئله که کنید توجه
به زیر صورت به می توان ،αj, βj ≥ ٠ که dj − cj = αj − βj و wj|dj − cj| = wj(αj + βj)

کرد: تبدیل خطی مدل

min
∑
j∈J

wjαj +
∑
j∈J

wjβj ≡ max −
∑
j∈J

wjαj −
∑
j∈J

wjβj

s.t.
∑
i∈B

aijπi − αj + βj + λj = cj j ∈ L∑
i∈B

aijπi − αj + βj − φj = cj j ∈ U∑
i∈B

aijπi − αj + βj = cj j ∈ F

αj ≥ ٠, βj ≥ ٠ j ∈ J

πi ≥ ٠ i ∈ B

λj ≥ ٠ j ∈ L

φj ≥ ٠ j ∈ U

(٢ . ١)

نیستند. خطی مستقل چون بگیرند، قرار پایه در هم زمان نمی توانند βj و αj که کنید توجه
نوشت: زیر صورت به می توان را فوق مسئله اول محدودیت سه

−αj + βj = cπj − λj j ∈ L

−αj + βj = cπj + φj j ∈ U

−αj + βj = cπj j ∈ F

آن در که
cπj = cj −

∑
i∈B

aijπi

بگیرید: نظر در را زیر حالت سه

cπj > ٠ اگر حالت١:

که: می شود نتیجه کنیم، کمینه را αj + βj می خواهیم اینکه از و βj و αj بودن نامنفی از

اینکه برای حال ،λj + βj − αj > ٠ بنابراین ،cπj = λj + βj − αj آن گاه ، j ∈ Lاگر :اولا
می دهیم: قرار شود، مینیمم αj + βj

λj = cπj = |cπj | , αj = βj = ٠ ⇒ dj = cj+αj−βj ⇒ dj = cj



١١ L١ نرم تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢ . ١

آن گاه ،j ∈ F ∪ U اگر ثانیاً:

αj = φj = ٠ , βj = cπj = |cπj | ⇒ dj = cj − |cπj |

خواهیم cπj = βj − αj − φj محدودیت از آن گاه αj = βj = ٠ اگر و j ∈ U اگر زیرا
پس αj > ٠ اگر حال دارد. تناقض cπj بودن نامنفی با که cπj = −φj ≤ ٠ داشت:
است، αj+βj کمینه سازی هدف چون طرفی از و cπj = −αj−φj ≤ ٠ داشت: نمی توان
هدف زیرا ، φj = ٠ داریم: پس cπj = βj − φj می آوریم: به دست ،αj = ٠ اگر لذا
محدودیت از j ∈ F اگر و باشد cπj > ٠ باید ،βj = cπj + φj و است βj کردن کمینه
برای و βj > αj پس cπj = βj −αj > ٠ زیرا ،αj = ٠ می آید: به دست cπj = βj − αj

αj = ٠ می دهیم: قرار ،βj و αj مجموع کردن کمینه

cπj < ٠ اگر :٢ حالت

حالت: این در

زیر رابطه از آن گاه ،j ∈ U اگر :اولا

cπj = βj − αj − φj < ٠

بنابراین αj = βj = ٠ می شود: نتیجه αj + βj کردن کمینه و βj و αj بودن مثبت از و
داریم:

φj = −cπj = |cπj | , αj = βj = ٠ ⇒ dj = cj

این که: به توجه با آن گاه ،j ∈ F ∪ L اگر cπjثانیاً: = −αj + βj + λj < ٠ j ∈ L

cπj = −αj + βj j ∈ F

بنابراین:

βj = λj = ٠ , αj = −cπj = |cπj | ⇒ dj = cj + |cπj |

حالت: این در cπj = ٠ اگر :٣ حالت

αj = βj = λj = φj = ٠ ⇒ dj = cj

می  آید: بدست زیر رابطه از d∗ آن گاه باشد، (٢ . ١) مسئله بهینه جواب π اگر خلاصه طور به بنابراین

d∗j =


cj − |cπj | cπj > ٠ , x٠

j > Lj

cj + |cπj | cπj < ٠ , x٠
j < Uj

cj o.w

(٢ . ٢)



١٢ L∞ و L١ نرم های تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢

متغیرهای ها yj کنید فرض کرد. حل را آن دوگان می توان ،(٢ . ١) مسئله حل جای به که کنید توجه
است: زیر صورت به (٢ . ١) مسئله دوگان پس باشند، دوگان

min
∑
j∈J

cjyj

s.t.
∑
j∈J

aijyj ≥ ٠ i ∈ B

٠ ≤ yj ≤ wj j ∈ L

− wj ≤ yj ≤ ٠ j ∈ U

− wj ≤ yj ≤ wj j ∈ F

(٢ . ٣)

است. (١ . ١) مدل شبیه که داریم، را زیر مدل j ∈ J هر به ازای yj = xj − x٠
j دادن قرار با

min
∑
j∈J

cjxj

s.t.
∑
j∈J

aijxj ≥ bi i ∈ B

٠ ≤ xj ≤ wj j ∈ L

uj − wj ≤ xj ≤ uj j ∈ U

x٠
j − wj ≤ xj ≤ x٠

j + wj j ∈ F

(۴ . ٢)

معادلند. یکدیگر با که هستند، معکوس خطی برنامه ریزی مسئله دوگان (۴ . ٢) و (٢ . ٣) مدل های
مرتبط یکدیگر به x = x٠ − y فرمول از استفاده با و دارند متفاوتی اولیه بهینه جواب های مدل دو هر
d∗ هزینه بهینه بردار کننده تعیین که می باشند π دوگان بهینه جواب دارای مسئله دو هر اما می شوند.

می باشد.

L∞ نرم با معکوس خطی برنامه ریزی مسئله ٢ . ٢

است: زیر صورت به  L∞ نرم با معکوس مسئله



١٣ L∞ نرم با معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢ . ٢

min max
j∈J

wj|dj − cj|

s.t.
∑
i∈B

aijπi + λj = dj j ∈ L∑
i∈B

aijπi − φj = dj j ∈ U∑
i∈B

aijπi = dj j ∈ F

πi ≥ ٠ i ∈ B

λj ≥ ٠ j ∈ L

φj ≥ ٠ j ∈ U

(۵ . ٢)

اما نیست، خطی برنامه ریزی مسئله ی یک فوق مسئله ی هدف، تابع در قدرمطلق وجود علت به
کنید: فرض کرد. تبدیل خطی برنامه ریزی مسئله به را آن می توان


wj|dj − cj| = wjαj + wjβj

dj − cj = αj − βj

αj, βj ≥ ٠

که: کنیم فرض اگر و

θ = max(wjαj + wjβj)

فوق مسئله به را (wjαj+wjβj−θ ≤ ٠) ،j ∈ J هر برای wjαj+wjβj ≤ θ محدودیت حال باشد.
صورت به را مسئله سازی ماکزیمم حالت به هدف تابع سازی مینیمم حالت تبدیل با و می کنیم اضافه

می نویسیم: زیر



١۴ L∞ و L١ نرم های تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢

max − θ

s.t.
∑
i∈B

aijπi − αj + βj + λj = cj j ∈ L∑
i∈B

aijπi − αj + βj − φj = cj j ∈ U∑
i∈B

aijπi − αj + βj = cj j ∈ F

wjαj + wjβj − θ ≤ ٠ j ∈ J

πi ≥ ٠ i ∈ B

αj ≥ ٠, βj ≥ ٠ j ∈ J

λj ≥ ٠ j ∈ L

φj ≥ ٠ j ∈ U

(۶ . ٢)

به می توان را (۶ . ٢) مسئله اول محدودیت سه بنابراین .cπj = cj −
∑
i∈B

aijπi کنید فرض اگر حال
نوشت: زیر صورت

− αj + βj = cπj − λj j ∈ L

− αj + βj = cπj + φj j ∈ U

− αj + βj = cπj j ∈ F

(٢ . ٧)

می گیریم: نظر در را زیر حالت سه

cπj > ٠ :١ حالت
کمینه را max wjαj +wjβj می خواهیم این که هم چنین و  βj و αj بودن نامنفی از حالت این در

که: قسمی به است موجود بهینه جواب همواره که می شود نتیجه کنیم،

آن گاه؛ ، j ∈ L اگر :اولا

λj = cπj = |cπj | , αj = βj = ٠ ⇒ dj = cj+αj−βj ⇒ dj = cj

آن گاه؛ ،j ∈ F ∪ U اگر ثانیاً:

αj = φj = ٠ , βj = cπj = |cπj | ⇒ dj = cj − |cπj |

چهارم تا اول محدودیت های حالت این در می توان، cπj > ٠ که فوق حالت به توجه با پس
نوشت: زیر محدودیت صورت به را (۶ . ٢) مسئله

wjc
π
j ≤ θ j ∈ F ∪ U



١۵ L∞ نرم با معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢ . ٢

زیرا:

−αj + βj = cπj + φj j ∈ U

−αj + βj = cπj j ∈ F

چون: و
αj = φj = ٠ → βj = cπj

و
wjαj + wjβj ≤ θ → wjc

π
j ≤ θ j ∈ F ∪ U

cπj < ٠ :٢ حالت
حالت: این در

آن گاه؛ ، j ∈ U اگر :اولا

φj = −cπj = |cπj | , αj = βj = ٠ ⇒ dj = cj

آن گاه؛ ،j ∈ F ∪ L اگر ثانیاً:

βj = λj = ٠ , αj = −cπj = |cπj | ⇒ dj = cj + |cπj |

اول محدودیت های حالت این در می توان باشد، cπj < ٠ اگر که فوق حالت به توجه با پس
نوشت: زیر صورت به را (۶ . ٢) مسئله چهارم تا

−wjc
π
j ≤ θ j ∈ F ∪ L

زیرا:

−αj + βj = cπj − λj j ∈ L

−αj + βj = cπj j ∈ F

چون: و
βj = λj = ٠ → αj = −cπj

و
wjαj + wjβj ≤ θ → −wjc

π
j ≤ θ j ∈ F ∪ L

cπj = ٠ :٣ حالت
حالت: این در

αj = βj = λj = φj = ٠ ⇒ dj = cj



١۶ L∞ و L١ نرم های تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢

می باشد: زیر صورت به d∗j = cj + αj − βj بهینه هزینه بردار بنابراین

d∗j =


cj − |cπj | cπj > ٠ , x٠

j > Lj

cj + |cπj | cπj < ٠ , x٠
j < Uj

cj o.w

(٢ . ٨)

داشت: خواهیم را زیر مدل ،(٢ . ٧) محدودیت های و فوق بحث به توجه با

max − θ

s.t. − wj(cj −
∑
i∈B

aijπi) ≤ θ j ∈ F ∪ L

wj(cj −
∑
i∈B

aijπi) ≤ θ j ∈ F ∪ U

πi ≥ ٠ i ∈ B

(٢ . ٩)

داریم: کنیم، تقسیم  wj بر j ∈ J ازای به ،wj ̸= ٠ فرض با را فوق مدل محدودیت های اگر

max − θ

s.t.
∑
i∈B

aijπi −
١
wj

θ ≤ cj j ∈ F ∪ L

−
∑
i∈B

aijπi −
١
wj

θ ≤ −cj j ∈ F ∪ U

πi ≥ ٠ i ∈ B

(٢ . ١٠)

نظر در دوم محدودیت برای را y−j دوگان متغیر و اول محدودیت برای را y+j دوگان متغیر اگر
می نویسیم: زیر صورت به را فوق مسئله ی دوگان آن گاه بگیریم،

min
∑
j∈L

cjy
+
j +

∑
j∈F

cj(y
+
j − y−j )−

∑
j∈U

cjy
−
j

s.t.
∑
j∈L

aijy
+
j +

∑
j∈F

aij(y
+
j − y−j )−

∑
j∈U

aijy
−
j ≥ ٠ i ∈ B

∑
j∈L

١
wj

y+j +
∑
j∈F

١
wj

(y+j − y−j ) +
∑
j∈U

١
wj

y−j = ١

y+j ≥ ٠ , y−j ≥ ٠ i ∈ B

(٢ . ١١)

yj = −y−j و j ∈ F هر برای yj = (y+j − y−j ) و yj = y+j : دهید قرار j ∈ L ازای به کنید فرض
می شود: تبدیل زیر مدل به (٢ . ١١) مدل آن گاه ،j ∈ U هر برای



١٧ L∞ نرم با معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢ . ٢

min
∑
j∈J

cjyj

s.t.
∑
j∈J

aijyj ≥ ٠ i ∈ B

∑
j∈J

١
wj

|yj| = ١

yj ≥ ٠ , j ∈ L

yj ≤ ٠ j ∈ U

(٢ . ١٢)

مدل ،yj = xj − x٠
j دادن قرار با و می نامیم معکوس دوگان ٠-مینیماکس مدل را، (٢ . ١٢) مدل

می گوییم. معکوس دوگان x٠-مینیماکس آن به که داشت خواهیم را زیر

min
∑
j∈J

cjxj

s.t.
∑
j∈J

aijxj ≥ bi i ∈ B

∑
j∈J

١
wj

|xj − x٠
j | = ١

xj ≥ x٠
j , j ∈ L

xj ≤ x٠
j j ∈ U

(٢ . ١٣)

کنیم: فرض اگر است. درونی نقطه یک x٠ که حالتی در

B = {i ∈ I}|
∑
j∈J

aijx
٠
j = bi}

: نتیجه در و πi = ٠ بنابراین ،B = ∅ حالت این در آن گاه

cπj = cj −
∑
i∈B

aijπj = cj

بنابراین:

d∗j =


cj − |cπj | cπj > ٠ , x٠

j > Lj

cj + |cπj | cπj < ٠ , x٠
j < Uj = ٠

cj o.w

می شود: تبدیل زیر مسئله به مسئله بنابراین



١٨ L∞ و L١ نرم های تحت معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢

min ٠

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠

(١۴ . ٢)

می آید. بدست صفر بدیهی جواب بنابراین

داشته λ ∈ [٠,١] و x١, x٢ ∈ X هر به ازای هرگاه گویند، محدب را Rn در  X مجموعه .٢ . ٢ . ١ تعریف
باشیم:

λx١ + (١ − λ)x٢ ∈ X

واقع X در نیز آن ها بین واصل پاره خط و X داخل نقطه هر باید باشد، محدب X آن که برای واقع در
باشد.

x٢ و x١ نقطه دو محدب ترکیب را باشد λ ∈ [٠,١] آن در که λx١ +(١−λ)x٢ شکل به نقطه هر
گویند: اکید محدب ترکیب را آن ،λ ∈ (٠,١) اگر و گویند


خطی

∑
λixi

آفین
∑

λi = ١

λi ≥ ٠

دو اکید محدب ترکیب صورت به را آن نتوان هرگاه گویند، رأسی نقطه یک را x نقطه .٢ . ٢ . ٢ تعریف
نوشت. دیگر نقطه

: آن گاه x = λx١ + (١ − λ)x٢ ،λ ∈ (٠,١) اگر است رأسی نقطه x واقع در

x = x١ = x٢

شود بهینه جواب به تبدیل x٠ که یافت به گونه ای را d نمی توان باشد، درونی نقطه x٠ یک اگر بنابراین
محدب ترکیب یا و رأسی نقاط در بهینه جواب که است خطی برنامه ریزی در قضیه ای با منطبق این و

نیستند. درونی و دارند قرار آن ها

بگیرید: نظر در را زیر مسئله ی .٢ . ٢ . ٣ مثال

min z = ٢x١ − ٣x٢

s.t. x١ + x٢ ≤ ١

٢x١ − x٢ ≤ ٢

x١, x٢ ≥ ٠

(١۵ . ٢)



١٩ L∞ نرم با معکوس خطی برنامه ریزی مسئله .٢ . ٢

می باشد. z∗ = −٣ بهینه جواب دارای که است فوق مسئله بهینه نقطه x∗ = (٠,١) می دانیم
بهینه نقطه ی شدنی، نقطه این می خواهیم باشد. شدنی نقطه یک x٠ = (١,٠) کنید فرض حال

باشد. نیز (١۵ . ٢) مسئله
داریم: هم چنین

lj = ٠ , uj = ∞

و
B = {١,٢}

هم چنین: می باشد. x٠ در فعال محدودیت های اندیس مجموعه B که

cπj = cj −
∑
i∈B

aijπj

است: زیر صورت به (١۵ . ٢) مسئله دوگان حال

max z = w١ + ٢w٢

s.t. w١ + ٢w٢ ≤ ٢

w١ − w٢ ≤ −٣

w١, w٢ ≤ ٠

(١۶ . ٢)

می باشد. z∗ = −٣ بهینه جواب دارای همواره و می باشد w∗ = (−٣,٠) بهینه نقطه که
نتیجه در و

cπ١ = ٢ −
∑
i∈B

a١١πi = ٢ − π١ = ٢ − (−٣) = ۵

cπ٢ = −٣ −
∑
i∈B

a١٢πi = −٣ − ٢π٢ = −٣ − (٠)٢ = −٣

بنابراین:
d∗ = (−٣,−۶)

مسئله بهینه نقطه x٠ = (١,٠) نقطه ،d = (−٣,−۶) c به = (٣−,٢) بردار تغییر با نتیجه در و
می شود.





٣ فصل

صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی
آن ها معکوس و صفر و یک

مراجع از استفاده با صفرویک، صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی پایان نامه از فصل این در
مسئله معکوس مانند: مسائل این معکوس بررسی به فصل ادامه ی در است. شده بیان [٢١] و [١٩]
هزینه حداقل مسئله معکوس و برش حداقل مسئله معکوس تخصیص، مسئله معکوس مسیر، کوتاه ترین

می کنیم. بیان [۴٣] [١٠] و ،[٨] ،[٧] مراجع از استفاده با جریان

معکوس ١-٠ خطی برنامه ریزی مسئله ٣ . ١

جواب یک و باشد ٠ متغیرها پایین کران هم چنین و ١ متغیرها بالا کران کنید فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
نامند. صفرویک برنامه ریزی مسئله را، مسئله این باشد، موجود صحیح بهینه

x٠ یک چون باشد. صفرویک شدنی جواب یک x٠ و j ∈ J هر برای wj = ١ کنید فرض هم چنین
را زیر مدل بنابراین .lj = ٠ و uj = wj = ١ داریم: (۴ . ٢) مسئله در پس است، صفرویک متغیر

داریم:

min
∑
j∈J

cjxj

s.t.
∑
j∈J

aijxj ≥ bi i ∈ B

٠ ≤ xj ≤ ١ j ∈ J

(٣ . ١)

باشد. (٣ . ١) مسئله بهینه جواب x∗ کنید فرض
دوگان بنابراین باشند، فوق مسئله محدودیت های با متناظر دوگان متغیرهای λj و πi کنید فرض

است: زیر صورت به فوق مسئله



٢٢ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

max
∑
i∈B

biπi +
∑
j∈J

λj

s.t.
∑
i∈B

aijπi + λj ≤ cj j ∈ J

πi ≥ ٠ i ∈ B

λj ≥ ٠ j ∈ J

(٣ . ٢)

داریم: خطی برنامه ریزی از باشد. مسئله اول محدودیت  با متناظر دوگان بهینه جواب π کنید فرض

x∗
j = uj = ١ اگروتنهااگر cπj < ٠ :اولا

lj = x∗
j = ٠ اگروتنهااگر cπj > ٠ ثانیاً:

داریم: ٢ فصل مباحث و فوق مطالب از استفاده با

d∗j =



cj − |cπj |

x٠
j = ١

x∗
j = ٠

cj + |cπj |

x٠
j = ٠

x∗
j = ١

cj x٠
j = x∗

j

(٣ . ٣)

است: زیر صورت به معکوس مسئله برای هدف تابع بهینه مقدار حالت این در

∑
j∈J

|dj − cj| =
∑

|cπj |
{j∈J |x٠

j ̸=x∗
j}

هر به آن در که شده اند متصل هم به یال ها با که گره ها از :مجموعه ای جهت دار گراف .٣ . ١ . ٢ تعریف
است. G = (V,E) صورت به مرتبی زوج جهت دار گراف یا است، شده داده نسبت جهتی یال

و یال ها تعداد برابر ستون ها گراف، نمایش برای وقوع ماتریس در وقوع: ماتریس .٣ . ١ . ٣ تعریف
زیر صورت به آن مؤلفه های جهت بدون ماتریس های در هستند. گراف رأس های تعداد برابر سطرها

می شود: تعریف

aij =

١ . i باشد رأس مجاور ej یال اگر

٠ o.w



٢٣ معکوس ١-٠ خطی برنامه ریزی مسئله .٣ . ١

می شود: تعریف زیر صورت به جهت دار گراف های برای و

aij =


١ باشد. i رأس از خروجی یال ej اگر

−١ باشد. i رأس به ورودی یال ej اگر

٠ o.w

هر دترمینان هرگاه نامند، (Tu) پیمانه ای تک تمامأ را صحیح مؤلفه های با A ماتریس .۴ . ٣ . ١ تعریف
باشد. ٠ و −١ ،١ آن مربعی ماتریس زیر

−١ ،١ می تواند فقط آن مؤلفه های آن گاه باشد، پیمانه ای) تک (تمامأ Tu ماتریس یک A اگر پس
باشد. ٠ و

 A مؤلفه های آن در که بگیرید نظر در را x ≥ ٠ برای Ax = b محدودیت با LP مسئله .۵ . ٣ . ١ قضیه
است. صحیح فوق، مسئله قبول قابل پایه ای جواب هر آن گاه باشد،  Tu ،A اگر هستند. صحیح b و

B و با متناظر XN و  XB ،A = (B,N) و باشد فوق مسئله برای پایه یک ،B کنید فرض برهان.
نوشت: زیر به صورت می توان را فوق دستگاه بنابراین باشند، N

BXB +NXN = b X ≥ ٠

یا: و
XB = B−١b−B−١NXN

: که داریم XN = ٠ فرض با که

XB = B−١b پایه ای) جواب (یک

B−١ مؤلفه های که دهیم نشان است کافی است، صحیح b چون باشد، صحیح XB این که برای حال
پس: هستند. صحیح

B−١ =
adj(B)

det(B)

B چون و است صحیح نیز adj(B) نتیجه در و می باشد صحیح نیز B پس است، صحیح  A چون حال
پس: نامنفرد، و است A ماتریس زیر

det(B) = ١ یا − ١

است. صحیح نیز B−١ بنابراین



٢۴ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

مسیر کوتاه ترین مسئله ٣ . ٢

آن یال های مجموعه A و رأس ها مجموعه N که باشد جهت دار گراف یک G = (N,A) کنید فرض
است.

باشد. (i, j) ∈ A کمان روی هزینه cij هم چنین باشد. مقصد گره ،t گره مبدأ و گره ،s گره کنید فرض

است. گراف انتهایی رأس و ابتدایی رأس بین ( وزن کم ترین با (مسیری مسیر کوتاه ترین کردن پیدا هدف
است: زیر صورت به t به  s از مسیر کوتاه ترین مسئله مدل

min
∑

(i,j)∈A

cijxij

s.t.
∑

{j|(i,j)∈A}

xij −
∑

{j|(j,i)∈A}

xji =


١ i = s

٠ i /∈ {s, t}

−١ i = t

xij ∈ {٠,١} (i, j) ∈ A

پس است. پیمانه ای تک تماماً آن ضرایب ماتریس زیرا دارد، یک و صفر بهینه جواب فوق، مدل
مسئله مدل پس نوشت. ٠ ≤ xij ≤ ١ محدودیت صورت به را xij ∈ {٠,١} محدودیت می توان

نوشت: زیر صورت به می توان را مسیر کوتاه ترین

min
∑

(i,j)∈A

cijxij

s.t.
∑

{j|(i,j)∈A}

xij −
∑

{j|(j,i)∈A}

xji =


١ i = s

٠ i /∈ {s, t}

−١ i = t

٠ ≤ xij ≤ ١ (i, j) ∈ A

(۴ . ٣)

می شود. منفی عدد یا ل ها وزن های مجموع سیکل یک در که است دوری منفی: دور .٣ . ٢ . ١ تعریف

نیست. منفی دور شامل G گراف می کنیم فرض پایان نامه این ادامه ی در

L١ نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله ٣ . ٣

است. شده داده t گره به s گره از  G گراف در P ٠ مانند مسیر یک معکوس، مسیر کوتاه ترین مسئله ی در
فرض باشد.  t s به از مسیر کوتاه ترین P ٠ که است گونه ای به هزینه کم ترین با یال ها وزن تغییر هدف

باشد،یعنی: P ٠ با متناظر جریان x٠ کنید



٢۵ L١ نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله .٣ . ٣

(i, j) ∈ P ٠ ⇒ x٠
ij = ١

(i, j) /∈ P ٠ ⇒ x٠
ij = ٠

کرده ایم. بررسی را آن معکوس که است یک و صفر مسئله  از خاصی حالت مسیر، کوتاه ترین مسئله مدل
.P ∗ با متناظر جریان x∗ و باشد t به s از فعلی بهینه مسیر P ∗ کنید فرض

صورت به دوگانی از استفاده با را (i, j) ∈ A کمان یک از هزینه کاهش مسیر، کوتاه ترین مسئله ی برای
می دهیم: نشان زیر

cπij = cij − πi + πj

داریم: حالت این در

(i, j) ∈ P ∗ ⇒ cπij = ٠

(i, j) /∈ P ∗ ⇒ cπij ≥ ٠ بهینگی) (شرط

کنید: فرض

P ∗ \ P ٠ = {(i, j) ∈ A|(i, j) ∈ P ∗, (i, j) /∈ P ٠}

و
P ٠ \ P ∗ = {(i, j) ∈ A|(i, j) ∈ P ٠, (i, j) /∈ P ∗}

داشتیم: معکوس یک و صفر برنامه ریزی بخش در

d∗ij =


cij − |cπij| x٠

ij = ١ , x∗
ij = ٠

cij + |cπij| x٠
ij = ٠ , x∗

ij = ١

cij x٠
ij = x∗

j

بنابراین:

(i, j) ∈ P ∗ \ P ٠ ⇒ x∗
ij = ١ , x٠

ij = ٠

(i, j) ∈ P ٠ \ P ∗ ⇒ x٠
ij = ١ , x∗

ij = ٠
پس:

d∗ij =


cij − |cπij| (i, j) ∈ P ٠ \ P ∗

cij + |cπij| (i, j) ∈ P ∗ \ P ٠

cij o.w



٢۶ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

پس: cπij ≥ داریم: ٠  (i, j) /∈ P ∗ ازای به هم چنین و cπij = ٠ داریم، (i, j) ∈ P ∗ ازای به چون و

d∗ij =

cij − cπij (i, j) ∈ P ٠ \ P ∗

cij (i, j) /∈ P ٠ \ P ∗

t به  s از مسیر کوتاه ترین مسئله خود باید ابتدا معکوس، مسیر کوتاه ترین مسئله حل برای عبارتی، به
 P ∗ روی ولی هستند  P ٠ کمان روی که یال هایی تمام وزن می کنیم. محاسبه را P ∗ سپس کنیم، حل را

نمی کند. تغییر کمان ها سایر وزن و می شود کم cπij اندازه به نیستند،
دایکسترا، الگوریتم مانند مختلفی الگوریتم های از استفاده با می توان را مسیر کوتاه ترین مسئله ی
می پردازیم دایکسترا الگوریتم معرفی به اینجا در که کرد، حل فلوید-مارشال الگوریتم و بلمن-فورد الگوریتم

می کنیم: استفاده زیر الگوریتم از مسیر کوتاه ترین مسئله ی حل برای و
دایکسترا: الگوریتم

دهید قرار :١ گام

u = {s} , g(s) = ٠

h(j) =
j ̸=s

csj (s, j) ∈ G

∞ o.w

دهید قرار :٢ گام

i = arg min
j∈v

h(j) , (v = رئوس (تعداد

دهید قرار حال

g(i) = h(i) , u = u ∪ {i}

کنید. توقف u = v اگر

دهید قرار (i, j) ∈ E که j ̸= u رئوس تمام ازای به :٣ گام

h(j) = min{h(j), g(i) + cij}

بروید. ٢ گام به و

می دهد. نشان را (cij) کمان هر هزینه ٣ . ١ شکل .٣ . ٣ . ١ مثال



٢٧ L١ نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله .٣ . ٣

١ ٢ ٣

۴ ۵ ۶

٧ ٨ ٩

١٠ ١١ ١٢

١٠

١۵

٢٠

٣۵ ٢۵

٢٠

۵

٢۵

۵ ١۵

١٠

٣٠

۴۵

١۵ ٢۵

١۵ ۶۵

کمان هر :هزینه ٣ . ٣ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ١ شکل

کنید فرض
s = ١ , t = ١٢

P ٠ = ١ − ٢ − ۵ − ٨ − ١١ − ١٢

است.  ١٣٠ برابر P ٠ مسیر اندازه که
آورد: به دست زیر صورت به را مسیر کوتاه ترین می توان دایکسترا الگوریتم از استفاده با

می دهیم: قرار ابتدا

u = {s} = {١} , g(s) = ٠ , g(١) = ٠

h(j) =
j ̸=s

csj (s, j) ∈ A

∞ o.w

⇒ h(٢) = ١٠ h(۴) = ١۵ h(٣) = h(۵) = · · · = h(١٢) = ∞

داریم اول تکرار در



٢٨ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

i = min
j∈v

h(j) = minh(٢) = ١٠ , h(٢) = g(٢) = ١٠ i = ٢

و

u = u ∪ {i} ⇒ u = {١,٢}

بنابراین

h(j) =min{h(j), g(i) + cij}

h(٣) =min{h(٣), g(٢) + c٢٣} = ٣٠

h(۵) =min{h(۵), g(٢) + c٢۵} = ۴۵

داریم دوم تکرار در

minh(j) = h(٣) = g(٣) = ٣٠ , i = ٣

u = {١,٢,٣} , h(۴) = h(۵) = · · · = h(١٢) = ∞

پس

h(۶) = min{h(۶), g(٣) + c٣۶} = ۵۵ , h(۶) = g(۶) = ۵۵ i = ۶

u = {١,٢,٣,۶} , h(٧) = h(٨) = · · · = h(١٢) = ∞

داریم سوم تکرار در و

h(٩) = min{h(٩), g(۶) + c۶٩} = ٧٠ , h(٩) = g(٩) = ٧٠ i = ٩

بنابراین

u = {١,٢,٣,۶,٩} , h(١٠) = h(١١) = h(١٢) = ∞

چهارم تکرار در

h(١٢) = min{h(١٢), g(٩) + c٩١٢} = ٩۵ , h(٩) = g(٩) = ٩۵ i = ١٢



٢٩ L١ نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله .٣ . ٣

u = {١,٢,٣,۶,٩,١٢}

می کنیم. توقف ،u = v چون حال
یعنی: برگردیم، عقب به انتهایی را ٔس از است کافی مسیر، کوتاه ترین آوردن بدست برای

g(j) = g(i) + cij

داریم کنیم، شروع ١٢ رأس از اگر حال

g(١٢) ̸= g(١١) + c١١١٢ ̸= ∞+ ۶۵

g(١٢) = g(٩) + c٩١٢ = ٧٠ + ٢۵

صورت به دیگر رأس های برای و

g(٩) = g(۶) + c۶٩ = ۵۵ + ١۵

g(۶) = g(٣) + c٣۶ = ٣٠ + ٢۵

g(٣) = g(٢) + c٢٣ = ١٠ + ٢٠

g(٢) = g(١) + c١٢ = ٠ + ١٠

می آید: به دست ٩۵ اندازه با زیر صورت به مسیر کوتاه ترین بنابراین،

P ∗ = ١ − ٢ − ٣ − ۶ − ٩ − ١٢

رأس ها) ازای هستند:(به زیر صورت به نیز دوگان متغیرهای

π = {١−,٣٠−,١٠−,٠۵,−٣۵,−۵۵,−٧٠−,٣٠−,٢٠,−۵٠,−۴۵,−٩۵}

نظر مورد رأس به  s رأس از مسیر کوتاه ترین اندازه قرینه برابر دوگان، متغیرهای مقدار که کنید توجه
داریم است.

P ٠ − P ∗ = {(٢,۵), (۵,٨), (٨,١١), (١١,١٢)}

که این  به توجه با
cπij = cij − πi + πj

داریم:
cπ٢۵ = ١٠ , cπ۵٨ = ١٠ , cπ٨١١ = ٠ , cπ١١١٢ = ١۵

می دهد. نشان را هزینه بهینه کاهش میزان ٣ . ٢ شکل



٣٠ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

١ ٢ ٣

۴ ۵ ۶

٧ ٨ ٩

١٠ ١١ ١٢

٠

٠

٠

١٠ ٠

٠

٠

٠

١٠ ٠

٠

٠

٠

٠ ٠

٠ ١۵

می دهد. نشان را cπij که می باشد ٣ . ٣ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ٢ شکل

بنابراین:

d∗٢۵ = ٣۵ − ١٠ = ٢۵ , d∗۵٨ = ۵ − ١٠ = −۵

d∗٨١١ = ١۵ − ٠ = ١۵ , d∗١١١٢ = ۶۵ − ١۵ = ۵٠

است. شده داده نشان ٣ . ٣ شکل در که هستند، cij با برابر ،d∗ij سایر و



٣١ L١ نرم تحت معکوس مسیر کوتاه ترین مسئله .٣ . ٣

١ ٢ ٣

۴ ۵ ۶

٧ ٨ ٩

١٠ ١١ ١٢

١٠

١۵

٢٠

٢۵ ٢۵

٢٠

۵

٢۵

−۵ ١۵

١٠

٣٠

۴۵

١۵ ٢۵

١۵ ۵٠

می دهد. نشان را d∗ij که می باشد ٣ . ٣ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ٣ شکل

آن هزینه، کاهش با می توان گراف، این در دیگری P ٠ مسیر هر انتخاب با گرفت نتیجه می توان
کرد. بهینه مسیر را مسیر

باشد زیر صورت به P ٠ اگر مثال، عنوان به

P ٠ = ١ − ۴ − ٧ − ١٠ − ١١ − ١٢

داریم فوق مسیر روی هزینه کاهش با

cπ١۴ = ٠ , cπ۴٧ = ٠ , cπ٧١٠ = ٠ , cπ١٠١١ = ٢٠, cπ١١١٢ = ١۵

هم چنین و

d∗١۴ = ١۵ , d∗۴٧ = ۵, d∗٧١٠ = ٣٠

d∗١٠١١ = −۵ , d∗١١١٢ = ۵٠

می آید. به دست ٩۵ اندازه همان با هم باز مسیر، کوتاه ترین و



٣٢ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

و U مثل مجزا مجموعه ی دو به می توان را رأس هایش که است گرافی دوبخشی گراف .٣ . ٣ . ٢ تعریف
کند. متصل V از رأس یک به را U از رأس یک گراف، آن از یال هر که به طوری کرد، تقسیم V

و گراف بخش دو V U و که می دهیم نشان G = (U, V,E) صورت به معمولا را بخشی دو گراف
است. گراف یال های مجموعه E

تخصیص مسئله ۴ . ٣

شغل اگر می یابد، اختصاص فرد یک به دقیقا شغل هر یابد. اختصاص فرد n به باید شغل  n کنید فرض
هزینه کم ترین با افراد به  شغل ها تخصیص هدف دارد. هزینه cij اندازه به یابد، اختصاص i فرد به  j

است.

کنید: فرض فوق مسئله کردن مدل برای

xij =

١ یابد. تخصیص i فرد به  j شغل اگر

٠ o.w

است. زیر صورت به مدل

min
n∑

i=١

n∑
j=١

cijxij

s.t.
n∑

j=١
xij = ١ i = ١,٢, · · · , n

n∑
i=١

xij = ١ j = ١,٢, · · · , n

xij ∈ {٠,١}

L١ نرم با معکوس تخصیص مسئله ۵ . ٣

و |N١| = |N٢| که باشد جهت دار وجهی دو گراف یک G = (N١ ∪N٢, A) کنید فرض
است. cij برابر  (i, j) کمان وزن هم چنین .A ⊂ N١ ×N٢

است. زیر صورت به تخصیص مسئله مدل



٣٣ L١ نرم با معکوس تخصیص مسئله .۵ . ٣

min
∑

(i,j)∈A

cijxij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A}

xij = ١ i ∈ N١

−
∑

{i:(i,j)∈A}

xij = −١ j ∈ N٢

٠ ≤ xij ≤ ١ (i, j) ∈ A

(۵ . ٣)

یک فوق مدل در x مانند جواب هر است. یک و صفر مدل مسیر، کوتاه ترین مسئله ی مانند فوق مدل
یک M تخصیص هر بالعکس و می کند تعریف M = {(i, j) ∈ A|xij = ١} صورت به تخصیص

می شود. تعریف (۵ . ٣) مدل برای جواب
یال ها، وزن تغییر با می خواهیم است. شده داده M٠ مانند تخصیص یک معکوس، تخصیص مسئله ی در

دهید: قرار باشد، فعلی بهینه تخصیص M∗ کنید فرض شود. بهینه تخصیص M٠

cπij = cij − πi + πj

داریم: (i, j) ∈ M∗ ازای به بهینه جواب در است. کمان ها هزینه های بهینه کاهش دهنده ی نشان که
بردن بکار با .Cπ

ij ≥ ٠ داریم:  (i, j) /∈ M∗ ازای به و می آید به دست دوگان مسئله  حل از که ، cπij = ٠
تخصیص مسئله ی برای d∗ بهینه هزینه بردار معکوس، یک صفرو مسئله ی به مربوط d∗ در روابط این

است: صورت زیر صورت به معکوس

d∗ij =

cij − cπij (i, j) ∈ M٠ \M∗

cij (i, j) /∈ M٠ \M∗

بگیرید: نظر در را ۴ . ٣ شکل .١ . ۵ . ٣ مثال



٣۴ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

١ ۶

٢ ٧

٣ ٨

۴ ٩

۵ ١٠

١٠

۵١٠

٢٠

٢۵١۵

٣۵

١٠٢٠

۵

٣٠١۵

۵۵

کمان هر :هزینه ١ . ۵ . ٣ مثال به مربوط شکل :۴ . ٣ شکل

کنید: فرض
M٠ = {(١,۶), (٢,٧), (٣,٨), (۴,٩), (۵,١٠)}

است: زیر صورت به فعلی بهینه تخصیص باشد. شده داده

M∗ = {(١,٧), (٢,۶), (٣,٨), (۴,١٠), (۵,٩)}

است: زیر صورت به دوگان بهینه مقادیر

π = {٠,−۵,١۵,−١٠,٢۵,−٢٠−,١٠−,١٠,−۵,−٢۵}

داریم:
M٠ −M∗ = {(١,۶), (٢,٧), (۴,٩), (۵,١٠)}



٣۵ L١ نرم با معکوس تخصیص مسئله .۵ . ٣

چون: نتیجه در
cπij = cij − πi + πj

پس:
cπ١۶ = ٠ , cπ٢٧ = ١۵ , cπ۴٩ = ١٠ , cπ۵١٠ = ۵

می باشد: زیر صورت به هزینه ها کاهش اعمال با ،۵ . ٣ شکل در تغییرات پس است. cπij = ٠ بقیه ی و

١ ۶

٢ ٧

٣ ٨

۴ ٩

۵ ١٠

٠

٠٠

١۵

٠٠

٠

٠٠

١٠

٠٠

۵

cπij : ١ . ۵ . ٣ مثال به مربوط شکل :۵ . ٣ شکل

بنابراین:
d∗١۶ = ١٠ − ٠ = ١٠ , d∗٢٧ = ٢٠ − ١۵ = ۵

d∗۴٩ = ۵ − ١٠ = −۵ , d∗۵١٠ = ۵۵ − ۵ = ۵٠



٣۶ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

ببینید. را ۶ . ٣ شکل هستند. cij با برابر ،d∗ij بقیه ی و

١ ۶

٢ ٧

٣ ٨

۴ ٩

۵ ١٠

١٠

۵١٠

۵

٢۵١۵

٣۵

١٠٢٠

−۵

٣٠١۵

۵٠

d∗ij : ١ . ۵ . ٣ مثال به مربوط شکل :۶ . ٣ شکل

بهترین که کنیم حل را تخصیص مسئله باید ابتدا معکوس، تخصیص مسئله ی حل برای که کنید توجه
است. O(nm+ n٢ log n) پیچیدگی دارای تخصیص مسئله ی برای شده ارائه الگوریتم

L١ نرم تحت معکوس برش حداقل مسئله ۶ . ٣

حذف که می شود گفته شبکه کمان های از مجموعه ای به (cut) برش یک شبکه، یک در .١ . ۶ . ٣ تعریف
برش آن ظرفیت برش، هر یال های وزن مجموع به هم چنین می شود. شبکه شدن ناهمبند موجب آن ها

می شود. گفته



٣٧ L١ نرم تحت معکوس برش حداقل مسئله .۶ . ٣

هم چنین است. uij ظرفیت دارای (i, j) کمان هر که باشد شده داده G = (N,A) گراف کنید فرض
می کنیم، فرض (i, j) هر ازای به که هستند G گراف در مقصد و مبدأ نام های به ترتیب، به گره دو t و s

.uij > ٠

درون یال های حذف از هرگاه نامیم، کننده ناهمبند s-t را G کمان های از مجموعه یک .٢ . ۶ . ٣ تعریف
بگیرند. قرار مجزا مؤلفه دو در tو s که شود تبدیل مؤلفه هایی G به گراف آن،

s-t یک آن محض مجموعه زیر هیچ که است ناهمبند s-t مجموعه یک برش، s-t یک .٣ . ۶ . ٣ تعریف
نباشد. کننده ناهمبند

t و s که شود تولید مؤلفه دو دقیقأ برش s-t درون یال های حذف از که می کند ایجاب فوق تعریف
بگیرد. قرار مؤلفه ها آن از کدام هر در

s ∈ S که باشند برش  s-t به وسیله شده تعریف مؤلفه های درون مجموعه S̄ = N − S و S کنید فرض
می دهیم. نشان [S, S̄] با را برش s-t این که ،t ∈ S̄ و

یعنی: باشند، برش در پیشرو کمان های مجموعه دهنده ی نشان  (S, S̄) کنید فرض

(S, S̄) = {(i, j) ∈ A|i ∈ S , j ∈ S̄}

یعنی: باشند، برش این در پسرو کمان های مجموعه دهنده ی نشان (S̄, S) نیز و

(S̄, S) = {(i, j) ∈ A|i ∈ S̄ , j ∈ S}

نمایش u[S, S̄] با که برش این درون پیشرو کمان های مجموعه از است عبارت [S, S̄] برش ظرفیت
می باشد: زیر صورت به که می دهیم

u[S, S̄] =
∑

(i,j)∈(S,S̄)

uij

ظرفیت. کم ترین با برش s-t یک تعیین از است عبارت برش کم ترین مسئله
تغییر با می خواهیم که است شده داده [S٠, S̄٠] مانند برش s-t یک معکوس، برش کم ترین مسئله در
جریان. حداکثر مسئله با است معادل برش کم ترین مسئله می دانیم شود. کمینه برش این کمان ها ظرفیت

جریان حداکثر مسئله ١ . ۶ . ٣

است. cij ظرفیت دارای فوق شبکه از (i, j) کمان هر است، شده داده N = (V,E) شبکه کنید فرض
می باشد. t انتهایی رأس به  s ابتدایی رأس از کالا حداکثر ارسال هدف

است: زیر صورت به مسئله مدل



٣٨ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

max f

s.t.
∑

(i,j)∈E

xij −
∑

(i,j)∈E

xji =


f i = s

٠ i ̸= s, t

−f i = t

٠ ≤ xij ≤ cij

(i, j) ∈ E

است. j رأس به i رأس از (i, j) یال روی کالا ارسال میزان xi,j آن در که

برش حداقل مسئله ٢ . ۶ . ٣

کنید: فرض برش حداقل مسئله کردن مدل برای

yij =

١ باشد. برش در پیشرو کمان یک (i, j) ∈ A اگر

٠ o.w

را زیر مدل بنابراین باشد، G گراف در t به s از جهت دار مسیرهای تمام مجموعه C(G) کنید فرض
داریم:

min
∑

(i,j)∈A

uijyij

s.t.
∑

(i,j)∈P

yij ≥ ١ P ∈ C(G)

٠ ≤ yij ≤ ١ (i, j) ∈ A

(۶ . ٣)

و فوق مدل جواب های بین یک به یک تناظر یک است. صفرویک بهینه جواب یک دارای فوق مسئله
دارد. وجود برش ها s-t

دهید: قرار [S, S̄] برش، s-t هر ازای به
کمان: هر برای

(i, j) ∈ (S, S̄) −→ yij = ١

(i, j) /∈ (S, S̄) −→ yij = ٠

جهت دار مسیر یک اگر می آید. به دست فوق مدل برای u[S, S̄] مقدار با جواب یک صورت این در که
(S, S̄) در پسرو کمان P − ١ شامل باید آن گاه باشد، (S, S̄) در پیشرو کمان P > ١ شامل t s به از



٣٩ معکوس برش حداقل مسئله .٣ . ٧

باشد.
جواب ولی می دهد، ارائه کننده ناهمبند s-t یک (۶ . ٣) مسئله از یک و صفر شدنی جواب هر هم چنین

است) مثبت اکیداً کمان ها وزن (زیرا است. برش s-t یک حتماً بهینه

معکوس برش حداقل مسئله ٣ . ٧

می گیریم: نظر در را معکوس مسئله ی حال
معکوس پس است، یک و صفر مدل یک (۶ . ٣) مدل شود. کمینه برش s-t یک [S٠, S̄٠] می خواهیم
محدودیت های این که جز به است (۶ . ٣) مدل شبیه که بود، خواهد یک و صفر مدلی نیز آن دوگانی

شده اند. حذف ازآن [S٠, S̄٠] برش s-t به توجه با غیرفعال
برش در پیشرو کمان یک دقیقاً آن گاه نباشد، [S٠, S̄٠] برش در پسرو کمان شامل P ∈ C(G) مسیر اگر

است. فعال P مسیر برای (۶ . ٣) مدل اول محدودیت و دارد [S٠, S̄٠]

کمان P +١ شامل آن گاه باشد، [S٠, S̄٠] در پسرو کمان P ≥ ١ دارای P ∈ C(G) مسیر اگر هم چنین
است. غیرفعال (۶ . ٣) مدل اول محدودیت و است برش این در پیشرو

در پسرو کمان های حذف از حاصل آمده به دست جهت دار گراف دهنده نشان G′ = (N,A′) کنید فرض
یعنی: باشد، [S٠, S̄٠]

A′ = A \ ([S٠, S̄٠])

به معکوس مسئله مدل بنابراین باشد. G′ در t به s از جهت دار مسیرهای تمام دهنده  نشان C(G′) و
بود: خواهد زیر صورت

min
∑

(i,j)∈A′

uijyij

s.t.
∑

(i,j)∈P

yij ≥ ١ P ∈ C(G′)

٠ ≤ yij ≤ ١ (i, j) ∈ A′

(٣ . ٧)

استفاده با می توان را برش کم ترین مسئله ی و است G′ گراف روی برش کم ترین مسئله مدل حقیقت در که
کرد. حل جریان حداکثر مسئله از

در برش کوچک ترین دهنده نشان  [S∗, S̄∗] و باشد G′ در ماکزیمم جریان دهنده نشان X∗ کنید فرض
نشان fP کنید فرض آید. به دست یک و صفر معکوس حالت مانند می تواند d∗ بهینه بردار باشد. G′

باشد، ماکزیمم G′ روی جریان که حالتی در (٣ . ٧) مدل در P مسیر با متناظر دوگان متغیرهای دهنده
داریم: می هیم، نمایش ( cπij (همان uf

ij با را yij برای ظرفیت کاهش میزان اگر بنابراین

uf
ij = uij −

∑
{P∈C(i,j)}

fP



۴٠ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

کنید توجه است. (i, j) کمان شامل که است C(G′) در مسیرهای همه دهنده ی نشان C(i, j) آن در که
∑که

{P∈C(i,j)}

fP = x∗
ij

بنابراین
uf
ij = uij − x∗

ij

جایگذاری با ∗x است. جریان در (i, j) کمان از نشده) (استفاده مانده استفاده بدون ظرفیت، حقیقت در که
داریم d∗ در مقادیر این

d∗ij =


uij + (uij − x∗

ij) (i, j) ∈ (S∗, S̄∗) \ (S٠, S̄٠)

uij − (uij − x∗
ij) (i, j) ∈ (S٠, S̄٠) \ (S∗, S̄∗)

uij o.w

داریم (i, j) ∈ (S∗, S̄∗) کمان هر برای که کنید توجه

uij = x∗
ij

بنابراین باشد. داشته کمان ظرفیت معادل جریانی باید پیشرو کمان هر کمینه برش در زیرا

d∗ij =

x∗
ij (i, j) ∈ (S٠, S̄٠) \ (S∗, S̄∗)

uij (i, j) /∈ (S٠, S̄٠) \ (S∗, S̄∗)

دارند قرار [S٠, S̄٠] در که پیشرو کمان های ظرفیت باید شود، کمینه برش [S٠, S̄٠] این که برای بنابراین
کرد. استفاده آن ها ظرفیت تمام از یعنی داد، قرار x∗

ij مقدار برابر را
که شود حل برش کم ترین مسئله یک باید معکوس برش کم ترین مسئله حل برای فوق مطالب به توجه با
این حل برای شده ارائه الگوریتم بهترین شود. حل جریان حداکثر مسئله از استفاده با می تواند هم آن

است. O(nm log(n٢/m)) پیچیدگی دارای مسئله



۴١ معکوس برش حداقل مسئله .٣ . ٧

بگیرید نظر در را ٣ . ٧ شکل .٣ . ٧ . ١ مثال

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

٩

١٠

١١

٣٠

۵٠

٢٠

٢٠

١٠

۴٠

١۵

۴٠

۵

١٠

١۵
٢٠

۵

٢٠

١٠
٣٠

٢۵

١٠
٣٠

کمان ها ظرفیت : ٣ . ٧ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ٧ شکل

باشد زیر صورت به شده داده برش کنید فرض

S٠ = {١,٢,٣,۴} −→ S̄٠ = {۵,۶,٧,٨,٩,١٠,١١}

سپس می کنیم، حذف گراف از را کمان این است. (۶,۴) کمان پسرو، کمان تنها [S٠, S̄٠] برش در
به ٣ . ٨ شکل در جدید گراف روی بهینه جواب می کنیم. حل حاصل گراف در را جریان حداکثر مسئله

است زیر صورت

S∗ = {١,٢,٣,۴,۶,٧}

١٠ کاهش به  ١۵ از (۴,٧) کمان ظرفیت و ٣٠ به ۴٠ از (٣,۶) کمان ظرفیت تنها که کنید توجه
ازای به هدف تابع مقدار و ٨۵ برابر اولیه گراف در S٠ ازای به هدف تابع مقدار هم چنین است. یافته

است. ٧٠ برابر دومی گراف در S٠



۴٢ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

٩

١٠

١١

٢٠

۴٠

١٠

٢٠

١٠

٣٠

١٠

٣٠

۵

١٠

١۵
۵

٢٠

١٠
٢۵

٢٠

۵
٢۵

بهینه جواب : ٣ . ٧ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ٨ شکل

است. زیر صورت به آن مدل که بگیرید، نظر در را وزن دار حالت با مسئله حال

min
∑

(i,j)∈A

uijyij

s.t.
∑

(i,j)∈P

yij ≥ ١ P ∈ C(G′)

٠ ≤ yij ≤ wij (i, j) → y٠
ij = ٠

١ − wij ≤ yij ≤ ١ (i, j) → y٠
ij = ١

(٣ . ٨)

است. جریان هزینه حداقل مسئله ی همان فوق، مسئله دوگان

جریان محدودیت با هزینه کم ترین مسئله ٣ . ٨

شود: تقسیم زیر دسته سه به V داخل رئوس کنید فرض بگیرید، نظر در را  N = (V,E) جهت دار شبکه

V١ : ابتدایی(مبداء) رأس های مجموعه

V٢ : میانی رأس های مجموعه

V٣ : انتهایی(مقصد) رأس های مجموعه

) کمان این روی کالا ارسال و باشد  dij ظرفیت حداکثر دارای شبکه ,i) در j) کمان هر کنید فرض
باشد. داشته  cij برابر هزینه ای (j رأس به i رأس از



۴٣ جریان محدودیت با هزینه کم ترین مسئله .٣ . ٨

نیاز (مقصد) i ∈ V٣ رأس هر و دارد ai اندازه به کالا عرضه مقدار حداکثر (مبداء) i ∈ V١ رأس هر
دارد. کالا bi حداقل به

محدودیت گرفتن نظر در با که است گونه ای به مقصد رئوس به مبداء رئوس از کالا، ارسال هدف
شود. کمینه کالا کل هزینه کمان ها، ظرفیت

کنیم: تعریف i رأس هر ازای به کنید، فرض مسئله مدل نوشتن برای

V (i) = {j|(i, j) ∈ E} داریم.) کمان آن ها به i از که رئوسی (مجموعه

V ′(i) = {j|(j, i) ∈ E} داریم.) کمان i به آن ها از که رئوسی (مجموعه

xij = (i, j) کمان روی j به i رأس از کالا ارسال میزان

بود: خواهد زیر صورت به مسئله مدل

min
∑
i∈V

∑
j∈V (i)

cijxij

s.t.
∑

j∈V (i)

xij −
∑

j∈V ′(i)

xji =


≤ ai i ∈ V١

= ٠ i ∈ V٢

≤ −bi i ∈ V٣

٠ ≤ xij ≤ dij

است.  Tu جریان، محدودیت با هزینه کم ترین مسئله به مربوط ضرائب ماتریس .٣ . ٨ . ١ قضیه

A′ =

(
A

I

)
پس باشد، مسئله اصلی محدودیت های ضرائب ماتریس  A کنید فرض برهان.

و (A, I) آن گاه باشد، Tu ،A اگر می دانیم است. xij ≤ dij شرط با همراه مسئله ضرائب ماتریس

است. Tu نیز
(
A

I

)
نیز

ظاهر مسئله محدودیت دو در دقیقا xij متغیر هر اما Tu است. ،A دهیم نشان است کافی بنابراین
وقوع ماتریس مانند A بنابراین ،−١ یا ١ است یا xij ضریب و ( j برای یکی و i برای (یکی می شود.

Tu است. ،A پس است. جهت دار گراف های



۴۴ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

L١ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله ٣ . ٩

است. uij ظرفیت و  cij هزینه دارای (i, j) ∈ A کمان هر که باشد شده داده G = (N,A) کنید فرض
کالا تولیدکننده i گره یعنی ،b(i) ≥ ٠ اگر است. b(i) اندازه به کالا تولید میزان یا تقاضا دارای  i گره هر

است. کالا دریافت کننده صورت این غیر در است،
به جریان هزینه حداقل مسئله مدل پس ندارند، قرار A در هم زمان  (j, i) و (i, j) زوج دو کنید فرض

است زیر صورت

min
∑

(i,j)∈A

cijxij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A}

xij −
∑

{j:(j,i)∈A}

xji = b(i) i ∈ N

٠ ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ A

(٣ . ٩)

جواب این کمان ها هزینه تغییر با باید و است شده داده x٠ مانند شدنی جواب یک معکوس مسئله در
می کنیم تقسیم زیر دسته سه به را A کمان های مجموعه حال شود. بهینه

L = {(i, j) ∈ A |x٠
ij = ٠}

U = {(i, j) ∈ A |x٠
ij = uij}

F = {(i, j) ∈ A |٠ ≤ x٠
ij ≤ uij}

داریم را زیر مدل معکوس، خطی برنامه ریزی به مربوطه مطالب به توجه با

min
∑

(i,j)∈A

cijyij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A}

yij −
∑

{j:(j,i)∈A}

yji = ٠ i ∈ N

yij ≥ ٠ (i, j) ∈ L

yij ≤ ٠ (i, j) ∈ U

− ١ ≤ yij ≤ ١ (i, j) ∈ A

(٣ . ١٠)

نوشت زیر صورت به می توان را آخر محدودیت سه

٠ ≤ yij ≤ ١ (i, j) ∈ L

−١ ≤ yij ≤ ١ (i, j) ∈ F

−١ ≤ yij ≤ ٠ (i, j) ∈ U



۴۵ L١ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله .٣ . ٩

داریم: زیر متغیر تغییر با حال

∀(i, j) ∈ L → c′ij = cij , y′ij = yij

∀(i, j) ∈ U → c′ji = −cij , y′ji = −yij

∀(i, j) ∈ F → c′ji = −cij , c′ij = cij , yij = y′ij − y′ji

.y′ij ≥ ٠ که
زیر صورت به می توان را مدل باشد، y′ij متغیرهای با متناظر اندیس مجموعه A(x٠) این که فرض با

نوشت:

min
∑

(i,j)∈A(x٠)

c′ijy
′
ij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A(x٠)}

y′ij −
∑

{j:(j,i)∈A(x٠)}

y′ji = ٠ i ∈ N

٠ ≤ y′ij ≤ ١ (i, j) ∈ A(x٠)

(٣ . ١١)

است، ١ برابر کمان ها تمام ظرفیت چون البته است. جریان هزینه کم ترین مسئله مدل مانند فوق مدل
زمانی پیچیدگی دارای مدل نوع این حل برای شده ارائه الگوریتم بهترین است. ساده تر کمی مدل

است. O(m(m+ n log n))

عرضه بردارهای با جریان هزینه کم ترین مدل یک که است هزینه کم ترین گردشی به معروف ،(٣ . ١١) مدل
پیدا دور کوچک ترین باید مدل، حل برای پس است. ١ برابر کمان ها وظرفیت است صفر تقاضای و

شود.
است: زیر صورت به فوق مسئله  وزن دار حالت

min
∑

(i,j)∈A(x٠)

c′ijy
′
ij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A(x٠)}

y′ij −
∑

{j:(j,i)∈A(x٠)}

y′ji = ٠ i ∈ N

٠ ≤ y′ij ≤ wij (i, j) ∈ A(x٠)

داریم: cπij = cij − πi + πj و باشد دوگان متغیرهای π کنید فرض ،d∗ محاسبه ی برای هم چنین

d∗ij =


cij − |cπij| cπij > ٠ , x٠

ij > ٠

cij + |cπij| cπij < ٠ , x٠
ij < uij

cij o.w



۴۶ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

بگیرید نظر در را ٣ . ٩ شکل .٣ . ٩ . ١ مثال

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

٣

٢

٢

٧

٣

١

۴

۴

۵

۶
٨

کمان ها هزینه نشان دهنده : ٣ . ٩ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ٩ شکل

یعنی باشد، ٢ کمان ها تمام ظرفیت کنید فرض

uij = ٢

زیر مسیر دو در جریان واحد یک ارسال از است عبارت x٠ کنید فرض

P١ : ١ − ٢ − ۴ − ۶ − ٧ − ٨

P٢ : ١ − ٢ − ٣ − ۵ − ٧ − ٨

است ٣ . ٩ شکل در شبکه باقی مانده نشان دهنده ی ٣ . ١٠ شکل



۴٧ L١ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله .٣ . ٩

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

٢

٢

−٢

٧−٧

−٣

٣

−٣

١

−١

۴

۴

−۴

۵

۶−۶

−٨

کمان ها هزینه نشان دهنده : ٣ . ٩ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ١٠ شکل

داریم

L = {(i, j) ∈ A|x٠
ij = ٠} = {(١,٣), (۵,۴), (۶,٨)}

U = {(i, j) ∈ A|x٠
ij = uij} = {(١,٢), (٧,٨)}

F = کمان ها} {بقیه

رفت فقط برای

(i, j) ∈ L ; c′ij = cij , c١٣ = ٢ , c۵۴ = ۴ , c۶٨ = ۵

برگشت فقط برای

(i, j) ∈ U ; c′ij = −cij , c١٢ = −٣ , c٧٨ = −٨

رفت و برگشت برای و
(i, j) ∈ F ; c′ij = cij , cji = −cij

١−٢−٣−١ دور دو از یکی میان واحد جریان های ارسال و دارد واحد ظرفیت ،٣ . ١١ شکل در کمان هر
می باشد. −٩ و −٨ ترتیب به مسیر دو در هدف تابع مقدار هم چنین است. ۶ − ٨ − ٧ − ۶ و

می دهد نشان را هزینه ها بهینه کاهش ٣ . ١١ شکل هم چنین
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١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

٣

٠

٠

۵

٠

٠

٠

٠

٠

٧

٠

٠

٩
٠

٠

هزینه ها بهینه کاهش : ٣ . ٩ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ١١ شکل

بنابراین

cπ٢٣ = ۵ , cπ١٣ = ٣ , cπ٨۶ = ٩ , cπ۵۴ = ٧

هستند زیر صورت به y∗ijها  ، هستند صفر cπij بقیه ی و

y∗١٢ = y∗٢٣ = −١ , y∗١٣ = y∗۶٨ = ١ , y∗٧٨ = y∗۶٧ = −١

به (۶,٨) کمان هزینه و واحد ٣ اندازه به (١,٣) کمان هزینه که می شود نتیجه d∗ محاسبه ی از پس و
می یابد. کاهش واحد ۵ اندازه به (٢,٣) کمان هزینه و می یابد افزایش واحد ٩ اندازه

L∞ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله ٣ . ١٠

بگیرید نظر در را L١ نرم با هزینه حداقل مسئله
کنید فرض قبل مانند مسئله این در

L = {(i, j) ∈ A |x٠
ij = ٠}

U = {(i, j) ∈ A |x٠
ij = uij}

F = {(i, j) ∈ A |٠ ≤ x٠
ij ≤ uij}

داریم L١ نرم از را زیر مدل بنابراین



۴٩ L∞ نرم با معکوس جریان هزینه حداقل مسئله .٣ . ١٠

min
∑

(i,j)∈A

cijyij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A}

yij −
∑

{j:(j,i)∈A}

yji = ٠ i ∈ N

yij ≥ ٠ (i, j) ∈ L

yij ≤ ٠ (i, j) ∈ U∑
(i,j)∈A

|yij| = ١

(٣ . ١٢)

داریم: را زیر مدل ،L١ نرم حالت مانند متغیرها تغییر با

min
∑

(i,j)∈A(x٠)

c′ijy
′
ij

s.t.
∑

{j:(i,j)∈A(x٠)}

y′ij −
∑

{j:(j,i)∈A(x٠)}

y′ji = ٠ i ∈ N

∑
(i,j)∈A(x٠)

y′ij = ١

y′ij ≥ ٠ (i, j) ∈ A(x٠)

(٣ . ١٣)

کمینه میانگین با دور یک مسئله می توانیم که است، کمینه میانگین با دور مسئله یک فوق مسئله که
با یا و می شود اجرا زمان o(mn) در که آوریم به دست [٢۶] Karp کارپ الگوریتم از استفاده با را

آوریم. به دست می شود، اجرا زمان o(√nm log c) در که Ahuja و Orlin الگوریتم از استفاده
محدودیت های با متناظر دوگان متغیر π هم چنین باشد. c = max{cij : (i, j) ∈ A} کنید فرض

باشد زیر صورت به هزینه ها بهینه کاهش و باشد فوق مسئله

cπij = cij − πi + πj

فرض می باشد. ٢ کمان ها تمام ظرفیت که بگیرید، نظر در را ٣ . ٩ . ١ مثال در ٣ . ٩ شکل .٣ . ١٠ . ١ مثال
زیر مسیر دو در جریان واحد یک ارسال از است عبارت x٠ کنید

P١ : ١ − ٢ − ۴ − ۶ − ٧ − ٨

P٢ : ١ − ٢ − ٣ − ۵ − ٧ − ٨

و است −٣ هزینه میانگین که می باشد، ٣ . ٩ شکل در شبکه باقی مانده نشان دهنده ی ٣ . ١٠ شکل
٣ . ١٢ شکل می باشد. {١−,٠,−۵,−۶,−١٨−,١٣−,١٠−,١١} صورت به بهینه دوگان متغیرهای

می دهد: نشان را هزینه ها بهینه کاهش



۵٠ آن ها معکوس و صفر و یک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی .٣

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

٣

−٣

٣

٣−٣

−٢

−٣

٣

−٣

٣

٩

٢

−٢

−٣

٣−٣

−٣

هزینه ها بهینه کاهش دهنده نشان : ٣ . ١٠ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ١٢ شکل

است: شده داده نشان ٣ . ١٣ شکل در d∗ هزینه بردار و

١

٢

٣

۴

۵

۶

٧

٨

١

۵

۵

۴

۶

۴

٩

٢

٨

٣
۵

∗dها نشان دهنده : ٣ . ١٠ . ١ مثال به مربوط شکل :٣ . ١٣ شکل

دارد.  ١٨ اندازه به هزینه ای ٨ به  ١ گره از هرمسیر کمان ها، شده اصلاح هزینه به توجه با که

گیری نتیجه ٣ . ١١

و پرداختیم L∞ و L١ نرم های تحت معکوس، خطی برنامه ریزی مسائل بررسی به ما پایان نامه این در
مسئله معکوس، مسیر کوتاه ترین مسئله مانند: صفرویک صحیح عدد برنامه ریزی مسائل از نمونه هایی



۵١ گیری نتیجه .٣ . ١١

معکوس جریان محدودیت با هزینه حداقل مسئله معکوس، برش حداقل مسئله  معکوس، تخصیص
رسیدیم: زیر نتایج به و پرداختیم

نرم های تحت آن متناظر معکوس مسئله آن گاه باشد، خطی برنامه ریزی مسئله یک P مسئله اگر : ١
است. خطی برنامه ریزی مسئله نیز L∞ و L١

متناظر معکوس مسئله جواب آن گاه باشد، تخصیص یا مسیر کوتاه ترین مسئله یک P مسئله اگر : ٢
وزن حالت برای و آورد به دست مشابه مسئله حل با می توان را واحد وزن با L١ نرم تحت آن با

می شود. جریان هزینه حداقل مسئله یک حل به منجر معکوس، مسئله حل واحد، غیر

آن با متناظر معکوس مسئله جواب آن گاه باشد، جریان هزینه حداقل مسئله یک P مسئله اگر : ٣
واحد ظرفیت با جریان هزینه حداقل مسئله یک حل با می توان را واحد وزن با L١ نرم تحت

آورد. به دست

آن با متناظر معکوس مسئله جواب آن گاه باشد، جریان هزینه حداقل مسئله یک P مسئله اگر : ۴
آورد. به دست کمینه میانگین با دور مسئله یک حل با می توان را واحد وزن با L∞ نرم تحت
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Aabstract

In this paper, we study inverse optimization problems defined as follows. Let S denote the
set of feasible solutions of an optimization problem P, let c be a specified cost vector, and
x0 be a given feasible solution. The solution x0 may or may not be an optimal solution of
P with respect to the cost vector c. The inverse optimization problem is to perturb the
cost vector c to d so that x0 is an optimal solution of P with respect to d and ||d− c||p is
minimum, where ||d− c||p is some selected Lp norm. In this paper, we consider the inverse
linear programming problem under L1 norm (where ||d− c||p =

∑
j∈J{wj |dj − cj |, with J

denoting the index set of variables xj and wj denoting the weight of the variable j) and
under L∞ norm (where ||d− c||p = maxj∈J{wj |dj − cj |} ). We prove the following results:
(i) If the problem P is a linear programming problem, then its inverse problem under the
L1 as well as L∞ norm is also a linear programming problem. (ii) If the problem P is a
shortest path, assignment or minimum cut problem, then its inverse problem under the
L1 norm and unit weights can be solved by solving a problem of the same kind. For the
nonunit weight case, the inverse problem reduces to solving a minimum cost flow problem.
(iii) If the problem P is a minimum cost flow problem, then its inverse problem under the
L1 norm and unit weights reduces to solving a unit-capacity minimum cost flow problem.
For the nonunit weight case, the inverse problem reduces to solving a minimum cost flow
problem. (iv) If the problem P is a minimum cost flow problem, then its inverse problem
under the L∞ norm and unit weights reduces to solving a minimum mean cycle problem.
For the nonunit weight case, the inverse problem reduces to solving a minimum cost-to-
time ratio cycle problem. (v) If the problem P is polynomially solvable for linear cost
functions, then inverse versions of P under the L1 and L∞ norms are also polynomially
solvable.

Keywords: Network, Flow algorithm, Inverse shortest path, Minimum cut, Minimum
cost flow, Optimization.
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