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ଘ ৎقد৤م
඼ෙय़باৣم భما و ୁرদوار ৮در

...௭ذথ ऒوಶඎীن ز ଡصاॸخا و ଡقاॲعا ୀا৤م از ଒ ૛ত඼່ه ای دو آن
دو॥ت دارज़ش ঒ࡣت و ീ঒࣎م ห او॥ت ਠീ঒ی ز ૼن ਠീ঒ی াس

ඵෂرزا اୌج

ଘ ৎقد৤م
آر਍ی دන඿ر ඟ໋ا৑قدرم اণتاد

ୀدم. ඼ෙ঳ه اীشان شا૛ീীه اخلاق و ع࢙م ओوشان ૡ೷ࣼه از ଒
඼້ୀار... و باতند ر پایدا اਙঀی، ੪ॸف ଢسا ୌز

ز



ণپاس ච໋اری...
औون و নیا়ࡣت ഊمدّ ਗی رود ඼່و ଒ ৑ࡶਈی ଽ ೸৑࢟ت، ඣ໑ید ا৯درش ඟشࢁ ଘ و ඏ඼້ࢾࡣت ड़وࣿب طاࢼࢾش ଒ ସوऋل را ی ೯دا ज़ࢸّت

واࣿب... شࢁඟی ೸৑࢟ت ଽ ୀ و ड़وओود॥ت ೸৑࢟ت دو ৑ࡶਈی ଽ భ াس ذات، ग़ࡶජّح ਗୀی آید
آید భ ଘ شࢁඟش ࠱ھده ච໊ ୀآید ଒ زبان و د॥ت از

ॣعدی
نهم. ارج را گرانقدرم اساتید زحمات تا ͬ دانم م لازم خود بر تعالͬ باری خداوند حمد از پس
از بیش دارم، را آرشͬ محمد دکتر آقای جناب فرزانه استاد شاگردی افتخار که خرسندم بسیار
بهترین ها رحمان خداوند از و هستم ایشان راهنمایی های و محبت ها زحمات، سپاس گزارِ همه

دارم. آرزو ایشان برای را
خالصانه که ربیعͬ محمدرضا دکتر و باغیشنͬ حسین دکتر آقایان دلسوزم و بزرگوار اساتید از
تقدیر کمال شدند، متقبل نیز را پایان نامه این داوری زحمت و آموختند من به خویش علم از

دارم. را تش΄ر و
سرکارخانم و نزاکتͬ دکتر شاهسونͬ، دکتر آقایان ارجمندم اساتید زحمات از ͬ دانم م لازم خود بر
در نحوی هر به که عزیزانͬ تمامͬ و بودند اینجانب راه گشای و راهنما همواره که اقبال دکتر
از و نمایم قدردانͬ و تش΄ر صمیمانه دادند یاری مرا مجموعه این تهیه و تحصیل دوران طول

خواستارم. را سربلندی و موفقیت ایشان همه برای متعال خداوند

ධැر اণتاد طاࠥت ਵࣜطਞൎی ඟ໋ا ඣ໑د ਉ୆ی جاਪی ଘ راه اଌن భ ୀฬده ਑ॣی
حاधظ

رحمانͬ محمد
١٣٩٧ شهریور

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی رحمانͬ محمد اینجانب
ریج رگرسیون در درستنمایی بر مبتنͬ استنباط عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ محمد راهنمایی تحت ، طولͬ داده های برای
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
رحمانͬ محمد
١٣٩٧ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
ͬ های ویژگ اندازه گیری آن ها، آوری ͽجم در که ͬ شود م اطلاق داده هایی به طولͬ داده های
تحلیل ابزارهای از ی΄ͬ ͬ شود. م تکرار زمان طول در آزمایشͬ واحدهای از کدام هر برای مختلف
نوع این در همخطͬ مش΄ل وجود اما است، خطͬ آمیخته مدل های از استفاده طولͬ داده های
این در ͬ شود. م موجب را انقباضͬ روش های همچون مختلفͬ روش های از استفاده داده ها
برخͬ با آن ها ترکیب و خطͬ آمیخته مدل های از استفاده با داده ها نوع این تحلیل به پایان نامه
ͬ گون بیض خطای با لیو و ریج برآوردگرهای و شده  پرداخته ریج رگرسیون همچون روش هایی از
شبیه سازی مطالعات ΁کم به روش ها این از حاصل برآوردگرهای رفتار همچنین شده اند. ارائه

گرفته است. قرار بررسͬ مورد واقعͬ داده های تحلیل و

رگرسیون ͬ گون، بیض توزیع لیو، برآوردگر انقباضͬ، برآوردگر ،EM ال·وریتم کلیدی: کلمات
خطͬ. آمیخته مدل های ریج،

ک



پیش گفتار
این پایه ͬ گردد. م باز پیش قرن نیم حدود به طولͬ داده های تحلیل روش های پیشینه
در پژوهش·ران فعالیت های برای زمینه ای که شد بنا انگلیسͬ ستاره شناس ΁ی توسط روش ها
طولͬ داده های برای تصادفͬ اثرات مدل معرفͬ با (١٩٨٢) ویر و لیرد همچون موضوع، این
طولͬ داده های تحلیل بر مبنͬ مختلفͬ مدل های تاکنون روش ها این گسترش با آمد. فراهم
معرفͬ پژوهش·ران توسط آمیخته مدل های و انتقال مدل های حاشیه ای، مدل های جمله از
روش های دارد، وجود همخطͬ توضیحͬ متغیرهای داده های در که شرایطͬ در شده اند.
(١٩٧٠ کنارد، و (هورل ریج همچون جای·زینͬ روش های از باید و نبوده کارا برآورد معمول
آمیخته مدل های از استفاده با طولͬ داده های تحلیل بر پایان نامه این تمرکز کرد. استفاده
همخط داده های با مواجهه در را ریج رگرسیون روش (٢٠١١) هم΄اران و الیوت است. خطͬ
این در بردند. کار به طولͬ داده های تحلیل در کارایی افزایش منظور به خطͬ، آمیخته مدل در
تعمیم های همچنین ͬ کنیم. م ارائه را جای·زین روشͬ و کرده بررسͬ را آن ها رهیافت مجموعه
تعمیم یافته خطͬ مدل های بررسͬ و ͬ گون بیض به هدف جامعه توزیع تغییر جمله از دی·ری
آن ها محتویات که است پیوست ΁ی و فصل ٣ بر مشتمل مجموعه این ͬ گیریم. م نظر در را

آمده است. زیر در خلاصه به طور
طولͬ، داده های تحلیل بر مبنͬ ذکر شده مدل های از برخͬ معرفͬ از پس اول فصل در •

داده ایم. قرار مطالعه مورد دقیق تری نگاه با را خطͬ آمیخته مدل های
طولͬ، داده های تحلیل در دقیق تر و مطمئن تر نتایج به دستیابی هدف با دوم فصل در •
همخطͬ مش΄ل وجود با مقابله منظور به ریج خطͬ آمیخته مدل بررسͬ و معرفͬ از پس
مدل در انقباضͬ برآوردگرهای و ͬ گون بیض خطای با ریج خطͬ آمیخته مدل داده ها، در

شده اند. ارائه برآوردگرها بهبود جهت به ریج خطͬ آمیخته
آمیخته مدل آن، پارامتر به نسبت لیو برآوردگر بودن خطͬ ویژگͬ سبب به سوم فصل در •
آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگر و ͬ گون بیض خطای با لیو خطͬ آمیخته مدل لیو، خطͬ
گرفته اند. قرار بررسͬ مورد شبیه سازی روش های از بهره گیری با و شده ارائه لیو خطͬ
پیوست در شده اند، نوشته Rمحیط تحت که کامپیوتری برنامه های از گزیده ای همچنین •

آمده است.
یافته های از و بوده جدید کاملا́ ٣ فصل و ۴ . ٢ ،٢ . ٣ بخش های محتویات است ذکر به لازم
مستخرج مقالات فهرست در که است مقاله ۴ تهیه آن حاصل که است مجموعه این نویسنده

آمده  اند. پایان نامه از

م



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Rahmani, M. andArashi, M. (2017), Longitudinal DataAnalysis Using Liu Regression, 11th

Seminar on Probability and Stochastic Processes, ImamKhomeini International University,

Qazvin, Iran.

2. Rahmani, M. and Arashi, M. (2017), Ridge Regression for Longitudinal Data with Ellip-

tically Contoured Errors, 48th Annual Iranian Mathematics Conference, Bu-Ali Sina Uni-

versity, Hamedan, Iran.

3. Rahmani, M., Arashi, M. and Jenatabadi, H.S. (2018), Longitudinal data analysis using Liu

regression, Biostatistics and Biometric Open Access Journal, 7(5).

4. Rahmani, M., Arashi, M., Mamode Khan, N. and Sunecher, Y. (2018), Improved mixed
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١ فصل
طولͬ داده های برای خطͬ مدل های

مقدمه ١ . ١
موضوع آن به مربوط مقدمات شناخت مستلزم جدید، موضوع ΁ی با آشنایی آنجایی که از
این مدل بندی چ·ونگͬ شرح همچنین و طول١ͬ داده های معرفͬ به فصل این در ͬ باشد، م
آن مدل های انواع و طولͬ داده های تعریف قسمت در فصل این مطالب ͬ پردازیم. م داده ها
و کولاک ΁م از (تعمیم یافته) خطͬ مدل های قسمت در و (١٣٩٢) تعاونͬ از برگرفته عمدتاً

است. (٢٠٠١) سیرل

طولͬ داده های ١ . ٢
تحلیل های ͬ باشد. م آماری تحلیل ΁ی در مهم مسائل از ی΄ͬ داده ها گردآوری روش و مطالعه نوع

ͬ آیند. م شمار به داده ها تحلیل در متداول روش دو زمانͬ سری های و رگرسیونͬ
ارتباط آن در که زمانͬ سری های و رگرسیونͬ تحلیل های از ترکیبی طولͬ، داده های تحلیل
به طولͬ داده های بنابراین ͬ آورد. م فراهم را است نظر مد زمان طول در ویژگͬ چندین بین
چندین ͬ های ویژگ آن در که ͬ شود م اطلاق پیوسته و گسسته داده های از وسیعͬ مجموعه
اعضای از نمونه ای به عنوان آزمایش·اهͬ) نمونه های یا حیوان انسان، (مانند آزمایشͬ واحد

1Longitudinal data

١



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ٢
نشان ١ . ١ ش΄ل در که همان طور است ذکر به لازم ͬ شوند. م اندازه گیری زمان طول در جامعه،
زمانͬ نقاط فاصله همچنین و واحدها همه مشاهدات تعداد طولͬ داده های در شده است، داده
معرفͬ به ادامه در طولͬ داده های ساختار با بیشتر آشنایی جهت نیستند. برابر لزوماً آن ها

ͬ پردازیم. م داده ها این متداول نمادگذاری

طولͬ داده های ساختار توجیه منظور به ساختگͬ نمودار :١ . ١ ش΄ل

طولͬ داده های نمادگذاری ١ . ٢ . ١
متغیر kامین مقدار xijk و ͺپاس متغیر مقادیر yijها آن در که ب·یرید نظر در را ١ . ١ جدول
j = ١, . . . , ti ، i = ١, . . . , n به طوری که ͬ باشند، م ام j زمان در ام i واحد به مربوط پیش بین
زمانͬ دوره های تعداد ti مطالعه، تحت واحدهای تعداد بیان گر n آن در که ،k = ١, . . . , p و
ͺپاس متغیر دو هر که است ذکر به لازم است. پیش بین متغیرهای تعداد p و iام واحد برای
در ͬ توانند م پیش بین متغیرهای همچنین باشند. پیوسته یا گسسته است مم΄ن پیش بین و

باشند. سن) (مانند متغیر یا نژاد) (مانند ثابت زمان طول



٣ طولͬ داده های

طولͬ داده های ساختار :١ . ١ جدول
xijk yij زمان واحد

x١١١, . . . , x١١p y١١ ١ ١... ... ... ...
x١t١١, . . . , x١t١p y١t١ t١ ١
x٢١١, . . . , x٢١p y٢١ ١ ٢... ... ... ...
x١t٢١, . . . , x١t٢p y٢t٢ t٢ ٢

... ... ... ...
xn١١, . . . , xn١p yn١ ١ n... ... ... ...
xntnn, . . . , xntnp yntn tn n

قرار توجه مورد مقطع٢ͬ و زمانͬ بعد دو از ͬ توان م را داده ها این شد، بیان که آن چه طبق
داده های تحلیل در را آماری ابزارهای از ترکیبی ارائه  لزوم و اهداف بعدی، دو ماهیت این داد.

ͬ سازد. م آش΄ار طولͬ

طولͬ داده های تحلیل ضرورت و اهداف ١ . ٢ . ٢
بین رابطه به دستیابی علاوه بر زمان، طول در واحدها به مربوط مشاهداتِ جمͽ آوری با
مثال به عنوان داد. قرار مطالعه مورد نیز را زمان طول در واحدها تغییرات ͬ توان م متغیرها
تا اول واحدهای ͽواق در ب·یریم، نظر در را شده اند جمͽ آوری jام زمان در که داده هایی اگر
زمانͬ، دوره هر برای بنابراین داده ایم. قرار بررسͬ مورد زمان از ͽمقط ΁ی در تنها را nام
واحد ΁ی تنها ب·یریم، نظر در را iام واحد به مربوط داده های اگر اما هستند. مقطعͬ داده ها
نشان را زمان اثر داده ها صورت، این در که داده ایم قرار بررسͬ مورد متوالͬ زمان های در را
مطالعه (١ هستند: نظر مد ͬ تواند م اصلͬ هدف سه طولͬ داده های تحلیل در لذا ͬ دهند. م
پیش بین، و ͺپاس متغیرهای بین رابطه پیرامون مطالعه (٢ زمان، طول در واحدها تغییرات

متغیرها. بین رابطه بر زمان اثر مطالعه (٣
ͬ کنیم. م اشاره (٢٠٠٢) هم΄اران و دی·ل از مثالͬ به موضوع این بهتر درک برای

2Sectional



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ۴

کودکان در خواندن قدرت نمودار :١ . ٢ ش΄ل

هستند کودکان خواندن قدرت به مربوط طولͬ مطالعه ΁ی حاصل داده ها ،١ . ٢ ش΄ل در
شده است. اندازه گیری زمان طول در بار دو کودک، هر مطالعه توانایی شاخص̞ آن در که
نشان را زمان گذشت با کودکان خواندن قدرت کاهش (الف)، قسمت در داده ها مقطعͬ بˀعد
گذشت با کودک هر توانایی افزایش (ب)، قسمت در داده ها زمانͬ بˀعد ͬ که درحال ͬ دهد، م
در خواندن توانایی گفت ͬ توان م داده ها این مورد در کلͬ به طور ͬ دهد. م نشان را زمان
را خود توانایی مطالعه، مورد کودکانِ تمام همچنین و دارد بالاتری ͹سط سن تر کم کودکان
تغییر مشاهده هدف با که طولͬ داده های تحلیل بنابراین ͬ بخشند. م بهبود زمان گذشت با
از زمانͬ صرفاً یا مقطعͬ صرفاً داده های به نسبت ͬ گیرد، م انجام زمان طول در پدیده ها رفتار

است. برخوردار ویژه ای اهمیت
که آن ها بعدی دو ماهیت و طولͬ داده های از حاصل اطلاعات بودن حجیم بر علاوه
با را داده ها این تحلیل که دارد وجود نیز دی·ری دلیل ͬ شوند، م سبب را داده ها پیچیدگͬ
مشاهدات استقلال پذیره پایه بر که متداول آماری روش های خلاف بر ͬ سازد. م برو رو چالش
درونͬ همبستگͬ دارای واحد، هر به مربوط مشاهدات مجموعه داده ها این در شده اند، طراحͬ
استنباط به دستیابی برای که است ͹واض ͬ باشند. م مستقل واحدها سایر مشاهدات از و بوده

است. ضروری امری همبستگͬ این گرفتن درنظر معتبر، و آماری
تحلیل برای ΁کلاسی آماری روش های که است مواردی مهمترین جمله از فوق دلایل
داده ها این دقیق تحلیل به قادر تنهایی به زمانͬ سری های و رگرسیون قبیل از طولͬ داده های
که نموده اند معرفͬ متعددی روش های آماردانان داده ها این معتبر تحلیل هدف با ͬ باشند. نم

پرداخت. خواهیم آن ها به ادامه در



۵ طولͬ داده های مدل بندی انواع

طولͬ داده های مدل بندی انواع ١ . ٣
مدل های همچون رگرسیونͬ مدل های از برخͬ مختصرِ بررسͬ و معرفͬ به بخش این در
به طولͬ داده های تحلیل در که ۵ آمیخته خطͬ مدل های و انتقال۴ مدل های ، حاشیه ای٣

ͬ پردازیم. م ͬ روند، م کار

حاشیه ای مدل های ١ . ٣ . ١
ͺپاس متغیر روی بر پیش بین متغیرهای اثر آن ها در که هستند مدل هایی حاشیه ای، مدل های
روش این در دی·ر، عبارت به ͬ شوند. م مدل بندی ͅ ها، پاس بین همبستگͬ از مجزا طور به
در حاشیه ای همبستگͬ و حاشیه ای واریانس حاشیه ای، میانگین برای جداگانه ای مدل های
مدل ΁ی صورت به حاشیه ای مدل ،ͺپاس متغیر بودن پیوسته صورت در ͬ شود. م گرفته نظر
حاشیه ای مدل ΁ی زیر خطͬ مدل ͬ شود. م ارائه داده ها همبستگͬ گرفتن نظر در با کلͬ خطͬ

ͬ آید: م شمار به
yi = XT

i β + ϵi, i = ١, . . . , n, (١ . ١)
پیش بین متغیرهای بردار xti ∈ Rp .Xi = (x١, . . . ,xti)

T و yi = (yi١, yi٢, · · · , yini)
T آن در که

بوده، تصادفͬ خطای بردار ϵi = (ϵ١, . . . , ϵti)T و β = (β١, . . . , βp)T از βi پارامتر به مربوط
هستند زیر توزیع با (iid) هم توزیع و مستقل ازهم ϵiها به طوری که

ϵi
iid∼ Nti(0,Vi).

بین استقلال پذیره وجود است. مثبت معین ماتریس ،Vi > ٠, i = ١, . . . , n همچنین
صورت به مدل در که حاشیه ای) (همبستگͬ واحدها درون همبستگͬ و مختلف واحدهای
،΁کلاسی خطͬ مدل های با را حاشیه ای مدل های تمایز شده است، داده نشان Vi ماتریس

ͬ سازد. م آش΄ار

مدل پارامترهای برآورد
متداول ترین جمله از که دارند، وجود (١ . ١) خط̞ͬ مدل پارامترهای برآورد برای متعددی روش های
(GLS)7 تعمیم یافته دوم توان های کمترین و (ML) 6 درستنمایی ماکزیمم روش به ͬ توان م آن ها
پرداخت. خواهیم ML روش از استفاده با مدل پارامترهای برآورد به بخش این در کرد. اشاره

3Marginal
4Transition
5Linear mixed models
6Maximum likelihood
7Generalized least squares



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ۶
نوشت ͬ توان م ،(١ . ١) مدل به توجه با

E(y|X) = Xβ (١ . ٢)
داریم (١ . ١) مدل مفروضات تحت .X = (X١, · · · ,Xn)

T و y = (yT١ , . . . ,yT
n )

T آن در که
yi

iid∼ Nti(X
T
i β,Vi).

نشان Vi(α) با را آن که باشد وابسته α پارامتر ΁ی به مدل کواریانس ماتریس کنید فرض
اشاره آن به جلوتر که است همبستگͬ ساختارهای انواع بررسͬ تخصیص این دلیل ͬ دهیم. م

ͬ کنیم. م
ͬ شوند م حاصل زیر صورت به آن ل·اریتم و (١ . ١) مدل درستنمایی تابع

L(β, α) =

n∏
i=١

(٢π)−ti٢ |Vi(α)|
−١٢ exp

{
− ١

٢(yi −XT
i β)

TVi(α)
−١(yi −XT

i β)

}
(١ . ٣)

l(β, α) =

n∑
i=١

{
− ti٢ log(٢π)− ١

٢ log |Vi(α)|
}
− ١

٢
n∑

i=١

{
(yi −XT

i β)
TVi(α)

−١(yi −XT
i β)

}
.

مشتق گیری قانون دو از استفاده با صورت این در ،Ui(α) =
d

dα
Vi(α) کنید فرض

d log |A|
dx

= tr

(
A−١dA

dx

)
,

dA−١
dx

= −A−١dA
dx

A−١

ͬ آیند م به دست زیر صورت به نرمال معادلات

dl(β, α)

dβ
=

n∑
i=١

XT
i Vi(α)

−١(yi −XT
i β) = ٠ (۴ . ١)

dl(β, α)

dα
=

n∑
i=١

− ١
٢ tr

(
V−١

i (α)Ui(α)
)

+
١
٢(yi −XT

i β)
T
(
V−١

i (α)Ui(α)V
−١
i (α)

)
(yi −XT

i β) = ٠ (۵ . ١)
ͬ آید م به دست زیر صورت به β پارامتر برآورد ،(۴ . ١) رابطه حل با

β̂ =

 n∑
i=١

XT
i V̂

−١
i (α)Xi

−١
n∑

i=١
XT

i V̂
−١
i (α)yi (۶ . ١)

ͬ شود. م حاصل (۵ . ١) رابطه از که V̂i(α) = Vi(α̂) آن در که
عددی روش های طریق از آن برآورد یافتن ،β̂ برآوردگر ساختار در V̂−١

i (α) وجود سبب به
،Vi(α) کواریانس ماتریس ͬ کنیم م فرض ادامه در است. ام΄ان پذیر نیوتن‐رافسون همچون

است زیر صورت به
Vi(α) = ϕA

١٢
i Ri(α)A

١٢
i . (١ . ٧)



٧ طولͬ داده های مدل بندی انواع
و بوده ϕ = var(yij) قطر روی عناصر با ti × ti اندازه در قطری ماتریس ΁ی Ai آن، در که
متعددی ساختارهای آن برای که ͬ شود م شناخته عملͬ همبستگͬ ماتریس به عنوان Ri(α)

ساختارها این انتخاب به رگرسیونͬ پارامترهای برآورد که این به نظر شده است. گرفته نظر در
نمود. اشاره زیر موارد به ساختارها انواع در ͬ توان م است، وابسته

فرض هم از مستقل آزمایشͬ واحد هر م΄رر ͅ های پاس آن در که استقلال٨: ساختار
ͬ شود. م

ͬ کنیم. م نظر صرف Ri(α) آرگومان در α نماد از نویسͬ ساده برای

Ri =


١ ٠ . . . ٠
٠ ١ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ . . . ١


ti×ti

. (١ . ٨)

.Ri = Ri(٠) حالت این در است بدیهͬ
دارای آزمایشͬ، واحد هر به مربوط مشاهدات آن در تبادل پذیر٩: همبستگͬ ساختار

ͬ باشند. م ی΄سان همبستگͬ

Ri =


١ α . . . α

α ١ . . . α

... ... ... ...
α α . . . ١


ti×ti

. (١ . ٩)

است زیر صورت به که همبستگͬ ساختارهای از دی·ری نوع ساختاری١٠: غیر همبستگͬ

Ri =


١ α١٢ . . . α١ti
α٢١ ١ . . . α٢ti... ... ... ...
αti١ αti٢ . . . ١


ti×ti

. (١ . ١٠)

زمانͬ طول اختلاف که ͬ باشند م همبستگͬ دارای مشاهداتͬ تنها آن در :١١m همبستگͬ
است زیر صورت به همبستگͬ ساختار بنابراین است. m از کمتر آن ها مشاهده

Corr(yij , yij′) =


١ s = ٠
αs s = ١,٢, . . . ,m
٠ s > m

, s = |i− j|.

8Independence
9Exchangeable
10Unstructured
11m-dependent



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ٨
است زیر ساختار دارای m = ٢ و ti = ۴ حالت برای آن ماتریسͬ صورت

Ri =


١ α١ α٢ ٠
α١ ١ α١ α٢
α٢ α١ ١ α١
٠ α٢ α١ ١


۴×۴

. (١ . ١١)

صورت به و است AR(١) اول مرتبه رگرسیو اتو آن متداول ترین رگرسیو١٢: اتو همبستگͬ
ͬ شود م تعیین زیر

Corr(yij , yij′) = αs, s = ٠, ١, . . . , ti−j (١ . ١٢)
است زیر ساختار دارای ti = ۴ حالت برای آن ماتریسͬ صورت

Ri =


١ α α٢ α٣
α ١ α α٢
α٢ α ١ α

α٣ α٢ α ١


۴×۴

. (١ . ١٣)

صورت این در باشد، معلوم همبستگͬ ماتریس ساختار قبلͬ اطلاعات طبق که صورتͬ در
،β پارامتر برآورد محاسبه روابط در معلوم و ثابت ماتریس ΁ی صورت به همبستگͬ ماتریس

ͬ شود. م جای·زین
برآورد در عددی روش های به همبستگͬ، ماتریس مختلف ساختارهای با آشنایی از پس
پارامتر بر علاوه نرمال معادلات که دیدیم (١ . ٧) و (۴ . ١) رابطه در ͬ پردازیم. م مدل پارامترهای
معادلات که این جهت به لذا است. وابسته نیز ϕ مقیاس١٣ و α همبستگͬ پارامترهای به ،β
راه حل ها، از ی΄ͬ شوند. برآورد ϕ و α که است لازم آیند، به دست β از تابعͬ صورت به نرمال

است زیر صورت به آن ها گشتاوری برآورد محاسبه

ϕ̂ =
١

N − p

n∑
i=١

ti∑
j=١

R٢
ij (١۴ . ١)

مشاهدات کل تعداد N =
∑n

i=١ ti و پیرسون باقیمانده های Rij =
yij − E(yij)√

var(yij)
آن، در که

است.
ͬ های همبستگ برای مثال به عنوان است. همبستگͬ ساختارهای انتخاب به وابسته α برآورد
زیر صورت به ترتیب به برآوردگرها این اول، مرتبه رگرسیو اتو و ساختاری غیر تبادل پذیر،

12Auto regressive
13Scale parameter



٩ طولͬ داده های مدل بندی انواع
ͬ باشند م

α̂ = ϕ̂−١ n∑
i=١

١
ni(ni − ١)

∑
j ̸=j′

RijRij′ ,

α̂ = ϕ̂−١ ١
n

n∑
i=١

RijRij′ ,

α̂ = ϕ̂−١ n∑
i=١

١
ni − ١

∑
j≤ni−١

RijRij+١,

ͬ باشد. م همبستگͬ ماتریس jام ستون و iام سطر مؤلفه Rij آن ها در که
برای است. β برحسب تابعͬ نرمال معادلات نهایت در فوق برآوردهای آمدن به دست با
آورده β̂ محاسبه ال·وریتم زیر در ͬ کنیم. م استفاده نیوتن‐رافسون١۴ روش از β̂ آوردن به دست

شده است.

حاشیه ای مدل پارامتر برآورد در نیوتن‐رافسون ال·وریتم ١ ال·وریتم
فرض تحت ΁کلاسی خطͬ مدل ML یا LS برآورد را β٠ اولیه مقدار و r = ٠ ͬ دهیم م قرار (١ گام

ͬ کنیم. م محاسبه استقلال

از ی΄ͬ انتخاب و پیرسن مانده های براساس را عملͬ همبستگͬ ماتریس و ϕ مقیاس پارامتر (٢ گام
ͬ کنیم. م محاسبه β٠ ازای به ͬ شده، معرف ساختارهای

ͬ کنیم م محاسبه زیر رابطه از را کواریانس ماتریس برآورد (٣ گام
V̂i(α) = Â

٢١
i Ri(α̂)Â

٢١
i .

آن در که
Âi = Ai(ϕ̂)

ͬ کنیم م محاسبه زیر رابطه از استفاده با را βr+١ مقدار (۴ گام

βr+١ = βr +

(
n∑

i=١
XiV̂i(α)X

T
i

)−١( n∑
i=١

XiV̂i(α)(yi −XT
i β

r)

)

΁کوچ γ مقدار ΁ی ازای به (|βr+١ − βr| < γ
) هم·رایی به رسیدن تا را (۴) تا (٢) گام های (۵ گام

ͬ کنیم. م تکرار تعیین شده، پیش از و

14Newton–Raphson method



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ١٠

انتقال مدل های ١ . ٣ . ٢
صحبت آن ها مورد در ۵ . ١ بخش در (که تعمیم یافته١۵ خطͬ مدل های بسط انتقال، مدل
متغیرهای از معلوم تابعͬ به عنوان yij ͺپاس هر روی بر شرطͬ توزیع توصیف برای کرد) خواهیم
مارکوف، مدل های یا انتقال مدل های ͬ باشد. م پیش بین متغیر و yi١, yi٢, . . . , yi(j−١) قبلͬ ͺپاس
در ͺپاس شرط به حال زمان در ͺپاس مدل بندی با را نمونه واحد هر موجود همبستگͬ مسئله
اگر تعمیم یافته، خطͬ مدل های در دی·ر عبارت به ͬ دهند. م قرار توجه مورد گذشته زمان های

با را iام واحد برای گذشته مشاهدات
Hij =

{
yi١, yi٢, . . . , yi(j−١)

}
با را iام مشاهده شرطͬ امید و

µij = E(yij |Hij)

با را آن شرطͬ واریانس و
ν = var(yij |Hij)

از yij |Hij که به طوری ͬ شود م مشخص مشخصه سه با انتقال مدل ΁ی دهیم، نمایش
ͬ کند پیروی م نمایی توزیع های خانواده از توزیعͬ

f(yij |Hij) = exp

{
yijθij − b(θij)

φ
+ c(yij , φ)

}
µij =

db(θij)

dθij

h(µij) = xT
ijβ +

s∑
r=١

fr(Hij ;α)

νij = φν(µij)

مدل رایج ترین است. پارامترها از برداری α و هستند مشخص توابعͬ fr و ν ،h آن در که
به yij فعلͬ ͺپاس آن  در که است مارکوف١۶ زنجیره از استفاده انتقال مدل های در استفاده مورد
ͬ شود. م یاد مدل مرتبه به عنوان آن از که است وابسته خود از پیش ͺپاس q به تنها Hij شرط

داریم q = ١ مرتبه با انتقال مدل ΁ی در مثال به عنوان
h(µij) = h(E(yij |yi(j−١))) = xT

ijβ + α(yi(j−١) − xT
i(j−١)β).

خطͬ آمیخته مدل های ١ . ٣ . ٣
دفعات به زمان طول در را نظر مورد بیماران ΁پزش پزش΄ͬ، مطالعات و تحقیقات از بسیاری در
مثالͬ شد، خواهند ثبت م΄رر که معاینه از حاصل اطلاعات و داده ها ͬ دهد. م قرار معاینه مورد

15Generalized linear models
16Markov chain



١١ طولͬ داده های مدل بندی انواع
آمیخته مدل های از استفاده داده ها نوع این تحلیل روی΄ردهای از ی΄ͬ است. طولͬ داده های از
هستند. ثابت١٨ اثرات با مدل و تصادف١٧ͬ اثرات با مدل از ترکیبی آمیخته مدل های است.

کنید. توجه (٢٠٠٨) هم΄اران و کولاک ΁م از زیر مثال به مفهوم این بهتر درک برای
تهیه مختلف دˀز ۴ در دارو نوعͬ ΁کلینی ΁ی در بالین١٩ͬ آزمایش ΁ی در کنید فرض
در است. مطالعه مورد آن ها تشنͷ های تعداد بر تشنجͬ بیماران مصرفͬ دˀز اثر که شده است
αi و کل میانگین µ کرده، دریافت را دˀز iامین که شخصͬ jامین تشنͷ های تعداد yij زیر مدل

است. تشنͷ ها تعداد متوسط روی iام دز اثر
E[yij ] = µ+ αi, i = ١, . . . ,۴. (١۵ . ١)

روی آن ها اثر و مختلف دزهای بین تفاوت هدف و هستند ثابت اثرات αiها که است ͹واض
ترکیب مدلͬ اگر که است این است اهمیت حائز آنچه اما است، بیمار تشنͷ های تعداد کاهش

است. ثابت اثرات با خطͬ مدل ΁ی باشد، ثابت اثرات با عامل هایی از خطͬ
دˀز تنها بیمار و دهیم انجام شهر ΁ی ΁کلینی مرکز ٢٠ در را آزمایش همین کنید فرض حال
است شخصͬ jامین تشنͷ های تعداد دهنده نشان yij صورت این در کند. دریافت را ١ شماره
تشنͷ ها تعداد متوسط روی iام ΁کلینی اثر αi و کرده  دریافت را دارو ΁کلینی iامین در که

است زیر صورت به بررسͬ مورد مدل لذا است،
E[yij ] = µ+ ai, i = ١, . . . ,٢٠. (١۶ . ١)

موجود ΁کلینی ٢٠ تمامͬ بین از تصادفͬ به طور بیمار شخص که است کلینی΄ͬ iام ΁کلینی
به طور ΁کلینی مرکز هر به شخص هر مراجعه لذا ͬ کند؛ م انتخاب آن به مراجعه برای شهر در

هستند. تصادفͬ اثرات aiها پس داد، خواهد رخ تصادفͬ
و باشد موجود دارو دˀز ۴ هر قبل حالت برخلاف ΁کلینی هر در کنید فرض دی·ر حالتͬ در
آنچه دارو مختلف دˀز ۴ بین از ͬ کند م مراجعه ΁کلینی ٢٠ از ی΄ͬ به تصادفͬ به طور که شخصͬ

داشت خواهیم صورت این در کند. دریافت است خود به مربوط که را
E[yijk] = µ+ αi + βj + cij (١ . ١٧)

دریافت iام ΁کلینی در را jام دˀز که است شخصͬ kامین تشنͷ های تعداد yijk که به طوری
اثر βj و iام ΁کلینی به مربوط تشنͷ های تعداد متوسط روی iام ΁کلینی اثر αi و کرده است
دˀز و iام ΁کلینی بین متقابل٢٠ اثر cij و jام دز به مربوط تشنͷ های تعداد متوسط روی jام دز
اثرات βjها و تصادفͬ اثرات αiها که است ͹واض قبل توضیحات به توجه با اکنون است. jام
است. تصادفͬ اثر ΁ی نیز cij پس است، ثابت و تصادفͬ اثر بین تقابلͬ cij چون و هستند ثابت

17Random effects
18Fixed effects
19Clinical trial
20Interaction



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ١٢
ͬ گویند. م آمیخته مدل آن به و است ثابت و تصادفͬ اثرات از آمیزه ای (١ . ١٧) مدل بنابراین

گویند. خطͬ آمیخته مدل آن به است اثرات این از خطͬ ترکیبی چون همچنین
بعدی بخش در لذا است خطͬ آمیخته مدل های روی بر پایان نامه این تمرکز که جایی آن از

پرداخت. خواهیم مدل این معرفͬ به جداگانه طور به

خطͬ آمیخته مدل ۴ . ١
مؤلفه های بردار y = (y١, . . . ,yn)

T آن در که ب·یرید نظر در را E[y|X] = Xβ خطͬ مدل
اثرات بردار β = (β١, . . . , βp)T و N × p اندازه در طرح ماتریس X = (XT١ , . . . ,XT

n )
T ،ͺپاس

Z آن در که است Zb جمله افزودن خطͬ مدل با خطͬ آمیخته مدل تفاوت تنها است. ثابت
تصادفͬ اثرات بردار b = (bT١ , . . . ,bT

n )
T و پیش بین متغیرهای از معلوم ماتریس ΁ی X همانند

خطͬ آمیخته مدل لذا هستند، q × ١ بردارهای biها آن در که است y ͺپاس متغیر داد رخ در
نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را

E[y|X,Z] = Xβ + Zb. (١ . ١٨)
ماتریسͬ ش΄ل ͬ شود، م اندازه گیری دفعات به فرد هر برای مشاهده هر که طولͬ مطالعات در

است زیر به صورت خطاها جمله گرفتن نظر در با خطͬ آمیخته مدل

y١
y٢...
yn


N×١

=


X١
X٢...
Xn


N×p


β١
β٢...
βp


p×١

+


ZT١ ٠ · · · ٠
٠ ZT٢ · · · ٠
... ... ... ...
٠ ٠ · · · ZT

n


N×nq


b١
b٢...
bn


nq×١

+


ϵ١
ϵ٢...
ϵn


N×١

داد نمایش زیر صورت به ͬ توان م که
yi = Xiβ + Zi

Tbi + ϵi, i = ١, . . . , n, (١ . ١٩)
ni×p طرح ماتریس Xi iام، فرد برای مشاهده ni از برداری yi = (yi١, yi٢, . . . , yini)

T آن در که
طرح ماتریس Zi و نامعلوم، و ثابت ضرایب p × ١ بردار β = (β١, . . . , βp)T و ثابت اثرات از
است. تصادفͬ خطاهای n×١ بردار ϵi و تصادفͬ ضرایب q×١ بردار bi تصادفͬ، اثرات از q×ni

و بوده مستقل ϵi از bi ، i = ١, . . . , n هر ازای به ͬ شود م فرض همچنین
E(bi) = ٠ , E(bib

T
i ) = D

E(ϵi) = ٠ , E(ϵiϵ
T
i ) = σ٢Ini

.

ͬ شود م نتیجه زیر به صورت ͺپاس متغیر توزیع ϵiها، و biها توزیع بودن نرمال فرض با
y ∼ NN (Xβ,V) (١ . ٢٠)



١٣ خطͬ آمیخته مدل
و X = (XT١ , . . . ,XT

n )
T و y = (yT١ , . . . ,yT

n )
T آن در که

V = var(y) = var(Xβ + ZTb+ ϵ)

= var(ZTb) + var(ϵ)

= ZDZT + σ٢I. (١ . ٢١)

مدل پارامترهای ΁کلاسی برآورد ١ . ۴ . ١
در ͬ شود. م محاسبه مدل درستنمایی تابع کردن ماکزیمم با پارامترها برآورد ،ML روش در
است ذکر به لازم ͬ کنیم. م محاسبه روش این به را (١ . ١٩) مدل ثابت اثرات برآورد بخش این
تصادفͬ اثرات برآورد برای ͬ باشد. م β ثابت اثرات برآورد روی بر تمرکز پایان نامه این طول در

ببینید. را (٢٠٠٨) هم΄اران و کولاک ΁م ،b
داریم (١ . ٢٠) مدل مفروضات تحت

f(y;β;V) =
|V|−

١٢

(٢π)N٢
exp

{
− ١

٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)

}
.

از عبارتست درستنمایی تابع ل·اریتم بنابراین
l(y) = −N٢ log(٢π)− ١

٢
n∑

i=١
log |V| − ١

٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ). (١ . ٢٢)

به وابسته عبارت کردن مینیمم با معادل β برحسب فوق تابع کردن ماکزیمم که است ͹واض
نتیجه در است، β

β̂ = argmin
β∈Rp

{
(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)

}
. (١ . ٢٣)

داشت خواهیم β حسب بر (١ . ٢٣) رابطه  مشتق دادن قرار صفر مساوی با

٠ =
d

dβ

[
(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)

]
=

d

dβ

[
yTV−١y − yTV−١Xβ − (Xβ)TV−١y + (Xβ)TV−١(Xβ)

]
=

d

dβ

[
yTV−١y − ٢yTV−١Xβ + (Xβ)TV−١(Xβ)

]
= −٢yTV−١X+ ٢βTXTV−١X.

داریم (XTV−١X) بودن پذیر معکوس V بودن معلوم شرط با
β̂ = (XTV−١X)−١XTV−١y (٢۴ . ١)



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ١۴
ͬ شود م نتیجه ترتیب همین به

E(β̂) = β (٢۵ . ١)
و

var(β̂) = var((XTV−١X)−١XTV−١Y)

= (XTV−١X)−١XTV−١X(XTV−١X)−١

= (XTV−١X)−١. (٢۶ . ١)
واریانس مؤلفه های برآورد مستلزم ،V مقدار محاسبه (٢۴ . ١) رابطه در که است ͹واض
β پارامتر برآورد برای را EM ال·وریتم (١٩٨٢) ویر و لیرد منظور بدین است. θ = (σ,D) یعنͬ

کرد. خواهیم بیان ادامه در که داد پیشنهاد



١۵ خطͬ آمیخته مدل
خطͬ آمیخته مدل پارامتر برآورد در EM ال·وریتم ٢ ال·وریتم

زیر به صورت tام مرحله برای را t̂(t)٢ و t̂(t)١ آماره های مقدار سپس ،θ̂(t)
= θ٠ ͬ دهیم م قرار (١ گام

ͬ کنیم: م محاسبه

t̂
(t)

١ = E

(
n∑

i=١
ϵTi ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
ϵTi (θ̂

(t)
)ϵi(θ̂

(t)
) + trV ar

(
ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
, (١ . ٢٧)

t̂
(t)

٢ = E

(
n∑

i=١
bib

T
i | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
bi(θ̂

(t)
)bT

i (θ̂
(t)
) + V ar

(
bi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
. (١ . ٢٨)

ͬ کنیم: م محاسبه زیر رابطه از را D̂(t+١) و σ̂٢(t+١) مقدار ،θ̂(t+١) آوردن دست به برای (٢ گام
σ̂٢(t+١) = t̂

(t)

١ /N,

D̂(t+١) = t̂
(t)

٢ /n.

داریم V̂(t+١) محاسبه برای حال است. آزمایشͬ واحدهای تعداد برابر n و N =
∑n

i=١ ni آن در که
V̂(t+١) = ZD̂(t+١)ZT + σ̂٢(t+١)I. (١ . ٢٩)

ͬ آید م بدست زیر رابطه از β̂ مقدار نهایت در (٣ گام
β̂
(t+١)

= (XT V̂−١(t+١)X)−١XT V̂−١(t+١)y. (١ . ٣٠)

γ مقدار ΁ی ازای به
(
|β̂

(t+١)
− β̂

(t)
| < γ

)
هم·رایی به رسیدن تا را (٣) تا (١) گام های (۴ گام

ͬ کنیم. م تکرار تعیین شده، پیش از و ΁کوچ

نرم افزار از استفاده با شهودی مثال ΁ی قالب در را β برآوردگر محاسبه چ·ونگͬ ادامه در
ͬ کنیم. م بررسͬ R

کاربردی مثال ٢ . ۴ . ١
Orthodont به نام R نرم افزار در nlme بسته در موجود طولͬ داده های از نمونه ΁ی بخش این در
دانش·اه پزش΄ͬ دندان دانش΄ده محققان توسط داده ها این ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ١۶
و پسر ١۶) است کودک ٢٧ رشد اطلاعات شامل و شده اند جمͽ آوری شمال٢١ͬ کارولینای
تا هیپوفیز٢٢ غده مرکز بین فاصله ی΁ بار سال دو هر سال·ͬ ١۴ تا ٨ سن از که دختر) ١١
داده ها ابتدایی سطر ٨ شده است. اندازه گیری انسان جمجمه در ͽواق پری·وماکسیلار٢٣ ش΄اف

است به صورت
distance age Subject Sex

1 26.0 8 M01 Male

2 25.0 10 M01 Male

3 29.0 12 M01 Male

4 31.0 14 M01 Male

5 21.5 8 M02 Male

6 22.5 10 M02 Male

7 23.0 12 M02 Male

8 26.5 14 M02 Male

یعنͬ M01 (مثلا́ است افراد شناسایی برای عامل ΁ی داده مجموعه این در Subject متغیر
گرفته نظر در مدل در تصادفͬ اثر به عنوان لذا .(١ شماره دختر یعنͬ F01 و ١ شماره پسر
آمیخته مدل لذا شده است. انتخاب آزمایش انجام برای تصادفͬ به طور کودک هر زیرا ͬ شود، م
که شود مطرح سوال ΁ی است مم΄ن چیز هر از قبل اما ͬ دهیم. م برازش داده ها به را خطͬ

کنیم؟ وارد مدل در را تصادفͬ اثرات باید چرا
نظر در بدون داده ها به خطͬ مدل ΁ی برازش با را امر این دلیل و سوال این ͺپاس ادامه در
ابتدا منظور این برای ͬ کنیم. م بیان خطͬ آمیخته مدل با آن نتایج مقایسه و تصادفͬ اثر گرفتن
ͬ دهیم. م برازش داده ها به R در nlme بسته از استفاده با را (١ . ١٨) مدل سپس و (١ . ٢) مدل

آمده است. ضمیمه در مربوطه کدهای
شده است. خلاصه ١ . ٢ جدول در مدل این خروجͬ نتایج

21North Carolina
22Pituitary
23Pterygomaxillary fissure



١٧ تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل

خطͬ آمیخته و خطͬ مدل از استفاده با ضرایب برآورد :١ . ٢ جدول
خطͬ مدل

P-value استاندارد انحراف برآورد متغیر
< ٠٫٠٠٠١ ١٫۴١۶٢ ١۶٫٣۴٠۶ مبدأ از عرض
< ٠٫٠٠٠١ ٠٫١٢۶٢ ٠٫٧٨۴۴ سن
٠٫۶۴٣٠ ٢٫٢١٨٨ ١٫٠٣٢١ جنسیت
٠٫١٢۶٠ ٠٫١٩٧٧ −٠٫٣٠۴٨ جنسیت و سن متقابل اثر

خطͬ آمیخته مدل
P-value استاندارد انحراف برآورد متغیر

< ٠٫٠٠٠١ ٠٫٩٨١٣ ١۶٫٣۴٠۶ مبدأ از عرض
< ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٧٧۵ ٠٫٧٨۴٣ سن
٠٫۵٠٨٢ ١٫۵٣٧۴ ١٫٠٣٢١ جنسیت
٠٫٠١۴١ ٠٫١٢١۴ −٠٫٣٠۴٨ جنسیت و سن متقابل اثر

هر پارامترهای برآورد که ͬ شود م دیده مدل دو خروجͬ در ١ . ٢ جدول نتایج به توجه با
برآورد استاندارد خطای میزان است اهمیت حائز آنچه اما هستند ΁نزدی بهم بسیار مدل دو
اثر چنانچه و داشته است ملاحظه ای قابل کاهش خطͬ آمیخته مدل در که ͬ باشد م پارامترها
بود. نخواهد دار معنا جنسیت و سن متغیر دو متقابل اثر شود، گرفته نادیده مدل در تصادفͬ

تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل ۵ . ١
که است این بر فرض خطͬ مدل در درستنمایی بر مبتنͬ استنباط در که دیدیم قبل بخش در
سطح٢۴ͬ دو ͺپاس متغیر که موارد برخͬ در اما ͬ کند، م پیروی نرمال توزیع از ͺپاس متغیر
توزیع از ͺپاس متغیر که چرا نیست ام΄ان پذیر خطͬ مدل های از استفاده است شمارش٢۵ͬ یا
از باشد نرمال توزیع از غیر توزیعͬ دارای ͺپاس متغیر اگر صورت این در ͬ کند. نم تبعیت نرمال
ͬ شود. م استفاده تعمیم یافته، خطͬ مدل های در نمایی توزیع های خانواده به متعلق توزیع های
ͬ رود، م کار به  شمارشͬ داده های برای اغلب که پواسن توزیع جمله از مواردی در همچنین
است مم΄ن خطͬ مدل های از استفاده حالت این در باشد. نامنفͬ باید ͺپاس توزیع میانگین
از استفاده با مواردی چنین در لذا باشد. داشته پی در ͺپاس میانگین برای را منفͬ برآورد

24Binary
25Count



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ١٨
به بنابراین ͬ شود. م استفاده مدل سازی در ͺپاس میانگین از تابعͬ تعمیم یافته خطͬ مدل های
مدل های از تعمیمͬ عنوان به تعمیم یافته خطͬ مدل های داده ها، از دسته این تحلیل سبب
متغیرهای و ͅ ها پاس میانگین بین پیوند، تابع ΁ی از استفاده با که شده گرفته کار به خطͬ

ͬ شود. م برقرار ارتباط بیش بین

تعمیم یافته خطͬ مدل مؤلفه های ١ . ۵ . ١
است: زیر به صورت مؤلفه سه دارای تعمیم یافته خطͬ مدل ΁ی

تصادفͬ مؤلفه
باشد. نمایی توزیع های خانواده از باید که ͬ کند م مشخص را ͺپاس متغیر توزیع مؤلفه این
چ·الͬ تابع که است تعمیم یافته خطͬ مدل های در مهم مؤلفه ΁ی نمایی توزیع های خانواده

کرد بیان زیر به صورت ͬ توان م را خانواده این
f(y; γ, τ) = exp

{
(yγ − b(γ))/τ٢ − c(y, τ)

} (١ . ٣١)
م΄ان٢٧ͬ پارامتر ΁ی γ پارامتر انباشته٢۶، تابع ΁ی b(·) هستند، معلوم توابعͬ c(·) و b(·) آن در که
توزیع های خانواده واریانس و میانگین همچنین ͬ نامند. م پراکندگ٢٨ͬ پارامتر اغلب را τ و

ͬ شوند: م محاسبه زیر به صورت نمایی
E(y) = µ =

db(γ)

dγ
(١ . ٣٢)

V ar(y) =
d٢b(γ)
dγ٢ τ٢. (١ . ٣٣)

هندسͬ، پواسن، نرمال، به ͬ توان م نمایی توزیع های خانواده به مربوط توزیع های جمله از
کرد. اشاره منفͬ دوجمله ای و وارون٢٩ نرمال گاما، نمایی،

ب·یرید نظر در را پواسن توزیع احتمال تابع مثال، عنوان به
f(y;µ) =

e−µµy

y!
.

نوشت: نمایی توزیع های خانواده به صورت ͬ توان م را احتمال تابع این
f(y;µ) = exp {y lnµ− µ− ln y!}

26Cumulant
27Location parameter
28Dispersion parameter
29Inverse normal



١٩ تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
محاسبه برای است. c(y; τ) = exp {− ln(y!)} و τ٢ = ١ ،b(γ) = eγ ،γ = lnµ آن در که

داریم (١ . ٣٣) و (١ . ٣٢) روابط از استفاده با نیز آن واریانس و میانگین
E(y) = µ =

db(γ)

dγ
=
deγ

dγ
= eγ = elnµ = µ

V ar(y) =
d٢b(γ)
dγ٢ τ٢ =

d٢eγ
dγ٢ = eγ = elnµ = µ.

اصلͬ مؤلفه
به صورت و شده شامل را پیش بین متغیرهای که است خط٣٠ͬ پیش گوی ΁ی دارای مؤلفه این

ͬ شود م بیان زیر
ηi = xT

i β = β٠ +
p∑

i=١
βixi.

.xi = (x١, . . . , xp)T آن در که

پیوند تابع
که به طوری ͬ کند. م مربوط ͺپاس متغیر میانگین به را خطͬ پیش گوی مؤلفه این

ηi = g (E(yi|Xi)) = xT
i β

معکوس پذیر همچنین و مشتق پذیر ی΄نوای تابع ΁ی که گویند پیوند٣١ تابع را g(·) آن در که
کرد: بیان زیر به صورت را آن ͬ توان م لذا است.

µi = E(yi|xi) = g−١(ηi) = g−١(xT
i β). (٣۴ . ١)

،g(p) = p ، همان٣٢ͬ پیوند تابع به ͬ توان م آن ها جمله از که دارد گوناگونͬ انواع پیوند تابع
پیوند تابع ،g(p) = log

(
p

١ − p

)
، لُجیت٣٣ پیوند تابع ،g(p) = log(p) ل·اریتمͬ، پیوند تابع

کرد. اشاره ،g(p) = log (− log (١ − p)) ، ٣۵Cloglog پیوند تابع و g(p) = Φ−١(p) ، پرابیت٣۴
رگرسیون ،΁لُجستی رگرسیون همچون متفاوتͬ رگرسیون ال·وهای ،g پیوند تابع انتخاب با
مدل بندی در تعمیم یافته خطͬ مدل های رده اعضای از ی΄ͬ عنوان به پواسن رگرسیون و پرابیت
ال·وی همانͬ، پیوند تابع گرفتن نظر در با که است ͹واض ͬ شود. م استفاده ͺپاس متغیرهای

است. تعمیم یافته خطͬ مدل ΁ی نیز استاندارد خطͬ رگرسیون
30Linear predictor
31Link function
32Identity
33Logit
34Probit
35Complementary Log-Log



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ٢٠
فرض این چنان چه است. ͺپاس بردار استقلال تعمیم یافته خطͬ مدل های فرضیات از ی΄ͬ
ͬ توان م دقیق تر، عبارت به ͬ شود. م استفاده تعمیم یافته آمیخته خطͬ مدل های از نباشد برقرار
موارد جهت به را تعمیم یافته مدل های از استفاده ،ͺپاس متغیر رفتار ،(١ . ١٨) مدل در که گفت
که طولͬ داده های مجموعه از دسته آن تحلیل روش های از ی΄ͬ لذا ͬ کند. م ایجاب گفته شده،
زیرا بود. خواهد تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل است، رفتاری چنین دارای آن ها ͺپاس بردار
توضیحات این با دارد. وجود طولͬ داده های ͺپاس بردار در واحد هر مشاهدات بین همبستگͬ
در تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل های با تعمیم یافته خطͬ مدل های تفاوت که است ͹واض

داریم که طوری به بود، خواهد اصلͬ مؤلفه

E(yi|bi) = µi

ηi = g(µi) = XT
i β + Zi

Tbi (٣۵ . ١)

E(yi) = E(E(yi|bi))

= E(µi)

= E(g−١(XT
i β + Zi

Tbi)).

مدل پارامترهای برآورد ٢ . ۵ . ١
تعمیم یافته خطͬ مدل

ب·یرید نظر در را زیر خطͬ مدل
E[y|X] = Xβ

در طرح ماتریس X = (XT١ , . . . ,XT
n )

T ،ͺپاس مؤلفه های بردار y = (yT١ , . . . ,yT
n )

T آن در که
است. ثابت اثرات بردار β = (β١, . . . , βp)T و N × p اندازه

داریم باشد، نمایی توزیع های خانواده از ͺپاس متغیر توزیع که این فرض با

yi
iid∼ fyi(yi)

آن در که

fyi(yi) = exp
{
(yiγi − b(γi))/τ

٢ − c(yi, τ)
} (٣۶ . ١)

است زیر صورت به درستنمایی تابع ل·اریتم لذا
ℓ(β) =

n∑
i=١

[yiγi − b(γi)] /τ
٢ −

n∑
i=١

c(yi, τ). (١ . ٣٧)



٢١ تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
ͬ گیریم م بهره آن ها از ادامه در که زیر موارد به توجه ،(١ . ٣٧) تابع کردن ماکزیمم از قبل

است. ضروری
E

[
∂ log fyi(yi)

∂γi

]
= ٠ (١ . ٣٨)

و

V ar

(
∂ log fyi(yi)

∂γi

)
= −E

[
∂٢ log fyi(yi)

∂γ٢
i

]
. (١ . ٣٩)

داریم (١ . ٣٨) و (٣۶ . ١) رابطه های از استفاده با ،((١٩٩٠) برگر و (کسلا نظم شرایط تحت
E

[{
yi −

∂b(γi)

∂γi

}
/τ٢
]
= ٠, (۴١ . ٠)

E [yi] = µi =
∂b(γi)

∂γi
. (۴١ . ١)

داریم (١ . ٣٩) و (٣۶ . ١) رابطه های از استفاده با همچنین

V ar

({
yi −

∂b(γi)

∂γi

}
/τ٢
)

= −E

[
− ١
τ٢
∂٢b(γi)
∂γ٢

i

]
, (۴١ . ٢)

نوشت ͬ توان م (۴١ . ١) رابطه از استفاده با حال

V ar

(
yi − µi

τ٢
)

=
١
τ٢
∂٢b(γi)
∂γ٢

i

V ar(yi) = τ٢∂٢b(γi)
∂γ٢

i

(۴١ . ٣)

داریم ν(µi) = ∂٢b(γi)/∂γ٢
i دادن قرار با

V ar(yi) = τ٢ν(µi).

همچنین
∂γi
∂µi

=

(
∂µi
∂γi

)−١
=

(
∂٢b(γi)
∂γ٢

i

)−١
=

١
ν(µi)

(۴۴ . ١)

داریم (٣۴ . ١) رابطه طبق و
∂µi
∂β

=
∂µi
∂g(µi)

∂g(µi)

∂β
=

(
∂g(µi)

∂µi

)−١ ∂XT
i β

∂β
(۴۵ . ١)

=

(
∂g(µi)

∂µi

)−١
XT

i .



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ٢٢
داریم β برحست (١ . ٣٧) تابع کردن ماکزیمم برای حال

∂ℓ(β)

∂β
=

١
τ٢
∑[

yi
∂γi
∂β

− ∂b(γi)

∂γi

∂γi
∂β

]
=

١
τ٢
∑

(yi − µi)
∂γi
∂β

=
١
τ٢
∑

(yi − µi)
∂γi
∂µi

∂µi
∂β

=
١
τ٢
∑ (yi − µi)

ν(µi)gµ(µi)
XT

i

=
∑

(yi − µi)wigµ(µi)X
T
i , (۴۶ . ١)

.wi =
[
τ٢ν(µi)g٢

µ(µi)
]−١ آن در که

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را (۴۶ . ١) رابطه ماتریسͬ ش΄ل
∂ℓ(β)

∂β
= XTW∆(y − µ). (۴١ . ٧)

ͬ شود م نتیجه (۴١ . ٧) رابطه دادن قرار صفر مساوی با
XTW∆y = XTW∆µ, (۴١ . ٨)

ͬ باشند. م وابسته β پارامتر به µ و ∆ = {ngµ(µi)} و W = {nwi} آن در که
تکراری٣۶ موزون دوم توان های کمترین روش از ،β حسب بر (۴١ . ٨) معادله حل برای

داریم θ نظر مورد پارامتر بردار برای روش این در ͬ گیریم. م بهره
θ(m+١) = θ(m) + I

(
θ(m)

)−١ ∂ℓ
∂θ

∣∣
θ=θ(m) , (۴١ . ٩)

زیر صورت به که است فیشر٣٧ اطلاع ماتریس I(θ) و mام تکرار دهنده نشان (m) آن در که
ͬ شود م محاسبه

I(θ) = −E

[
∂٢ℓ(θ)
∂θ∂θT

]
.

داریم (۴١ . ٧) رابطه از استفاده با لذا
∂٢ℓ(β)
∂β∂βT

= −XTW∆
∂µ

∂β

T

+XT ∂W∆

∂β

T

(y − µ) (۵١ . ٠)
نتیجه در

−E

[
∂٢ℓ(β)
∂β∂βT

]
= XTW∆

∂µ

∂β

T

+ ٠
= XTW∆∆−١X
= XTWX. (۵١ . ١)

36Iterrative weighted least squares method
37Fisher information matrix



٢٣ تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
زیر صورت به β پارامتر (GL) تعمیم یافته خطͬ برآوردگر (۵١ . ١) و (۴١ . ٩) رابطه طبق اکنون

ͬ شود م حاصل
β̂
(m+١)
GL = β̂

(m)

GL + (XTWX)−١XTW∆(y − µ). (۵١ . ٢)

تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
ب·یرید نظر در را زیر خطͬ آمیخته مدل

E[y|X,Z] = Xβ + Zb

در طرح ماتریس X = (XT١ , . . . ,XT
n )

T ،ͺپاس مؤلفه های بردار y = (yT١ , . . . ,yT
n )

T آن در که
از معلوم ماتریس ΁ی X همانند Z و ثابت اثرات بردار β = (β١, . . . , βp)T و N × p اندازه
است. y ͺپاس متغیر داد رخ در تصادفͬ اثرات بردار b = (bT١ , . . . ,bT

n )
T و پیش بین متغیرهای

داریم باشد، نمایی توزیع های خانواده از ͺپاس متغیر توزیع که این فرض با
yi|bi

iid∼ fyi|b(yi|bi), (۵١ . ٣)
آن در که

fyi|b(yi|bi) = exp
{
(yiγi − b(γi))/τ

٢ − c(yi, τ)
}
, (۵۴ . ١)

که به طوری
E[yi|b] = µi

g(µi) = XT
i β + ZT

i bi

b ∼ fb(b|D)

است زیر به صورت ترتیب به آن، ل·اریتم و درستنمایی تابع لذا

L(β) =

∫ (∏
i

fyi|b(yi|bi)fb(bi)

)
db, (۵۵ . ١)

ℓ(β) = log

∫
fy|b(y|b)fb(b)db = log fy(y). (۵۶ . ١)

داریم (β) ثابت اثرات بردار به نسبت (۵۶ . ١) رابطه از گیری مشتق با
∂l(β)

∂β
=

∂

∂β

∫
fy|b(y|b)fb(b)db

/
fy(y)

=

∫ [
∂

∂β
fy|b(y|b)

]
fb(b)db

/
fy(y). (۵١ . ٧)



طولͬ داده های برای خطͬ مدل های ٢۴
نوشت زیر به صورت ͬ توان م نیست، وابسته β پارامتر به fb(b) که آن جایی از

∂

∂β
fy|b(y|b) =

( ١
fy|b(y|b)

∂fy|b(y|b)
∂β

)
fY|b(y|b)

=
∂ log fy|b(y|b)

∂β
fy|b(y|b), (۵١ . ٨)

ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر به صورت را (۵١ . ٧) رابطه حال
∂l(β)

∂β
=

∫
∂ log fy|b(y|b)

∂β
fy|b(y|b)fb(b)db

/
fy(y)

=

∫
∂ log fy|b(y|b)

∂β
fb|y(b|y)db. (۵١ . ٩)

داریم (۴١ . ٧) رابطه از استفاده با
∂ℓ(β)

∂β
=

∫
XTW∆(y − µ)fb|y(b|y)db

= XTEb|y [W∆|y]y −XTEb|y [W∆µ|y] (۶١ . ٠)
داریم (۶١ . ٠) رابطه دادن قرار صفر مساوی با

XTEb|y [W∆|y]y = XTEb|y [W∆µ|y] (۶١ . ١)
صورت به β پارامتر (GLM) تعمیم یافته خطͬ آمیخته برآوردگر (۴١ . ٩) رابطه طبق نتیجه در

ͬ شود م حاصل زیر
β̂
(m+١)
GLM = β̂

(m)

GLM + (XTEb|y[W|y]X)−١XTEb|y[W∆(y − µ)|y]. (۶١ . ٢)
و کولاک ΁م به تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل پارامترهای برآورد مورد در بیشتر آگاهͬ برای

کنید. مراجعه (٢٠٠٨) هم΄اران



٢ فصل
طولͬ داده های برای ریج رگرسیون

مقدمه ٢ . ١
استفاده طولͬ داده های مدل بندی روش های از ی΄ͬ شد، گفته قبل فصل در که همان طور
برآورد به بخشیدن بهبود برای (٢٠١١) هم΄اران و الیوت است. خطͬ آمیخته مدل های از

کردند. مطرح را ریج آمیخته  رگرسیون خطͬ، آمیخته مدل پارامترهای
ͬ گون بیض خطاهای با را مدل این رگرسیونͬ ضرایب برآورد آن ها، مدل شرح علاوه بر فصل این در
برآوردگرهای ریج، آمیخته  رگرسیون مدل برآوردگر خطای بهبود جهت به همچنین کرده ایم. بررسͬ
گزارش را واقعͬ مثال تحلیل و شبیه سازی نتایج و کرده ارائه مدل این در را استاین نوع انقباضͬ

ͬ کنیم. م
است. تعمیم یافته خطͬ مدل های در نتایج تعمیم گیرنده بر در فصل این انتهای

ریج  ͬ خط آمیخته مدل ٢ . ٢
ب·یرید نظر در را زیر خطͬ رگرسیون مدل

y = Xβ + ϵ (٢ . ١)



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٢۶
iامین دهنده نشان yi ،ͺپاس متغیر شامل مؤلفه ای n بردار ΁ی y = (y١, . . . , yn)T آن در که
متغیرهای از n × p اندازه در تصادفͬ غیر ماتریس X = (x١, . . . ,xn)

T شده، مشاهده ͺپاس
ستون jامین در مشاهده iامین دهنده نشان xij و xi = (xi١, . . . , xip)T ∈ Rp آن در که پیش بین
XTX ماتریس تا است ستونͬ کامل رتبه دارای X ماتریس ͬ کنیم م فرض است. پیش بین متغیر
ستون p دارای XTX حالت این در است ذکر به لازم باشد. پذیر معکوس بوده، p آن بعد که
β = (β١, . . . , βp)T رگرسیونͬ ضرایب بردار است. پذیر معکوس لذا و است خطͬ مستقل
فرض ابتدا در است. تصادفͬ خطای مؤلفه ای n بردار ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)T و مدل پارامترهای

ͬ کنیم م
E(ϵ) = ٠, E(ϵϵT ) = σ٢I

است. مجهول σ٢ ∈ R+ که
رگرسیونͬ مدل در دوم توان های کمترین برآوردگر از استفاده ͬ تواند م که مسائلͬ از ی΄ͬ
این چراکه است. رگرسیونͬ متغیرهای بین چندگانه همبستگͬ کند، مواجه مش΄ل با را (٢ . ١)

ͬ شود. م داده ها در هم خطͬ مش΄ل پیدایش سبب امر
دی·ر پیش بین متغیر چند یا ΁ی از خطͬ دقیق تابع ΁ی پیش بین متغیرهای از ی΄ͬ اگر
تقریبی به طور خطͬ، رابطه ی این اگر و است کامل١ همخطͬ دارای رگرسیون گوییم باشد،
XTX ماتریس دترمینان کامل همخطͬ وجود صورت در ͬ افتد. م اتفاق ناقص٢ همخطͬ باشد
استفاده XTX تعمیم یافته معکوس از ͬ توان م اگرچه ندارد. وجود آن معکوس لذا و است صفر
طرفͬ از ندارد. کارایی لذا و نیست ی΄تا تعمیم یافته معکوس که است ذکر به لازم کرد.
خصوص در استنباط کنیم استفاده نیز است ی΄تا که مور‐پنروز٣ تعمیم یافته معکوس اگر
ͬ شود م باعث ناقص همخطͬ وجود بود. نخواهد پذیر ام΄ان راحتͬ به حاصل برآوردگرهای
قدر با مولفه هایی دارای (XTX)−١ نتیجه در و شود ΁کوچ بسیار XTX ماتریس دترمینان
رفتار و ͬ شود م کم رگرسیونͬ ضرایب برآورد دقت صورت این در که است بزرگ بسیار مطلق
کنارد و هورل توسط که ریج۴ رگرسیون از استفاده مش΄ل این با برخورد جهت دارد. ناپایداری
مش΄لات خصوص در بیشتر آگاهͬ برای باشد. مناسبی راه΄ار ͬ تواند م شد، معرفͬ (١٩٧٠)

کنید. مراجعه (١٣٩٠) روزبه به آن با مواجه چ·ونگͬ و همخطͬ
برآوردگر و شده ضرب β از دوم درجه جریمه تابع ΁ی در λ جریمه۵ پارامتر ریج، رگرسیون در

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به شده جریمه دوم توان های مجموع کردن مینیمم با ریج

β̂Ridge = arg min
β∈Rp

{
(y −Xβ)T (y −Xβ) + λβTβ

} (٢ . ٢)
1Exact collinearity
2Partial collinearity
3Moore–Penrose
4Ridge regression
5Penalty



٢٧ ریج  ͬ خط آمیخته مدل
داریم β پارامتر به نسبت شده جریمه دوم توان های مجموع از مشتق گیری با
d

dβ

[
(y −Xβ)T (y −Xβ) + λβTβ

]
=

d

dβ

[
yTy − yTXβ − (Xβ)Ty + (Xβ)T (Xβ) + λβTβ

]
=

d

dβ

[
yTy − ٢yTXβ + (βTXTXβ) + λβTβ

]
= −٢yTX+ ٢βTXTX+ ٢λβT ,

ͬ شود م حاصل زیر صورت به ریج برآوردگر فوق، رابطه دادن قرار صفر مساوی با که
β̂Ridge = (XTX+ λIp)

−١ ·XTy

است زیر صورت به ریج برآوردگر ریاضͬ امید
E
(
β̂Ridge

)
= E

(
(XTX+ λIp)

−١XTy
)

= (XTX+ λIp)
−١XTXβ. (٢ . ٣)

ͬ شود م نتیجه ترتیب همین به است. β برای اریب برآوردگری β̂Ridge لذا
Var

(
β̂Ridge

)
= σ٢(XTX+ λIp)

−١XTX(XTX+ λIp)
−١.

از است عبارت ریج برآوردگر خطای دوم توان های میانگین همچنین
MSE

(
β̂Ridge

)
= E

((
β̂Ridge − β

)T (
β̂Ridge − β

))
= tr

(
Var

(
β̂Ridge

))
+BiasT

(
β̂Ridge

)
Bias

(
β̂Ridge

)
= σ٢ tr

(
(XTX+ λIp)

−١XTX(XTX+ λIp)
−١)+ λ٢βT (XTX+ λI)−٢β.

(۴ . ٢)
دومین و β̂Ridge پارامتر مولفه های واریانس های مجموع (۴ . ٢) راست سمت جمله اولین
افزایش با β̂Ridge اریبی بنابراین است. خودش) در اریبی (ترانهاده اریبی دوم توان عبارت،
λ پارامتر ریج، رگرسیون در برعکس. و ͬ یابد م کاهش ،λ افزایش با آن واریانس و افزایش ،λ

باشد. اریبی دوم توان افزایش از بیشتر واریانس در کاهش که ͬ شود م انتخاب طوری
زیر رابطه از (١٩٧٩) واهبا و کراون توسط متقابل۶ اعتبارسنجͬ روش به λ بهینه ی مقدار

ͬ آید م به دست
λ̂ = argmin

λ

{
n−١(y − ŷ)T (y − ŷ)/(١ − tr(S)/n)٢

}
, (۵ . ٢)

6Cross validation



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٢٨
.ŷ = Xβ̂Ridge و S = X(XTX+ λI)−١XT آن در که

λی تقریبی مقدار محاسبه tr(S)/n ΁کوچ مقادیر برای (٢٠٠۴) هم΄اران و جنتل همچنین
کردند پیشنهاد زیر رابطه از را بهینه

λ̂ ≈ argmin
λ

{
n−١(y − ŷ)T (y − ŷ) + ٢n−٢ tr(S)(y − ŷ)T (y − ŷ)

}
.

را آن دی·ر انواع ͬ توان م و نشده فوق حالت دو به محدود λ برآوردگرهای که است ذکر به لازم
تابع ΁ی ریج برآورد که است لازم نکته این به توجه طرفͬ از دید. (٢٠١۵) هم΄اران و روزبه در

کرد. برآورد را آن راحتͬ به نتوان که ͬ شود م موجب خود این و است λ به نسبت خطͬ غیر
نیز طولͬ مطالعات در همخطͬ مش΄ل دارای داده های با برخورد در ریج رگرسیون روش
برای را (MR) ریج٧ آمیخته  رگرسیون روش (٢٠١١) هم΄اران و الیوت باشد. کارساز ͬ تواند م

کردند. مطرح طولͬ داده های در مش΄ل این کردن ͽمرتف
ب·یرید نظر در را زیر خطͬ آمیخته مدل

yi = Xiβ + ZT
i bi + εεεi, (۶ . ٢)

اثرات از ni × p طرح ماتریس Xi مشاهده، ni از برداری yi = (yi١, yi٢, . . . , yini)
T آن در که

اثرات از q×ni طرح ماتریس Zi و نامعلوم، و ثابت ضرایب p×١ بردار β = (β١, . . . , βp)T و ثابت
خطاهای n × ١ بردار ϵi ∼ Nn(٠, σ٢I) و تصادفͬ ضرایب q × ١ بردار bi ∼ Nq(٠,D) تصادفͬ،
به ͬ توان م را شده جریمه درستنمایی تابع ریج، آمیخته  رگرسیون اعمال برای است. تصادفͬ

نوشت زیر صورت

f(β,V;y) =
|V|−

١٢

(٢π)N٢
exp

{
− ١

٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)− λβTβ

}
.

از عبارتست درستنمایی تابع ل·اریتم نتیجه در

ℓpen(β,V;y) = −N٢ log(٢π)− ١
٢

n∑
i=١

log |V| − ١
٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)− λβTβ.

ℓpen(β,V;y) تابع در را β به وابسته عبارت درستنمایی ماکزیمم برآوردگر به دستیابی برای
ͬ کنیم م ͬ نیمم م

β̂MR = arg min
β∈Rp

{(y −Xβ)TV−١(y −Xβ) + λβTβ}. (٢ . ٧)

خواهیم β حسب بر (٢ . ٧) رابطه ی در آکولاد داخل عبارت مشتق دادن قرار صفر مساوی با
7Mixed ridge



٢٩ ریج  ͬ خط آمیخته مدل
داشت

٠ =
d

dβ

[
(y −Xβ)TV−١(y −Xβ) + λβTβ

]
=

d

dβ

[
yTV−١y − yTV−١Xβ − (Xβ)TV−١y + (Xβ)TV−١(Xβ) + λβTβ

]
=

d

dβ

[
yTV−١y − ٢βTXTV−١y + (Xβ)TV−١(Xβ) + λβTβ

]
= −٢XTV−١y + ٢XTV−١Xβ + ٢λβ. (٢ . ٨)

صورت به V بودن معلوم شرط به MR برآوردگر نتیجه در

β̂MR = (XTV−١X+ λIp)
−١XTV−١y (٢ . ٩)

ͬ شود. م حاصل
از است عبارت MR برآوردگر امیدریاضͬ

E
(
β̂MR

)
= E

(
(XTV−١X+ λIp)

−١XTV−١y
)

= (XTV−١X+ λIp)
−١XTV−١Xβ

برابر آن واریانس همچنین

Var
(
β̂MR

)
= (XTV−١X+ λI)−١XTV−١X(XTV−١X+ λI)−١

تعریف با (۵ . ٢) معادله از نیز MR برآوردگر در λ بهینه  مقدار است.

S = X(XTV−١X+ λI)−١XTV−١ + ZDZT
(
I−X

[
(XTV−١X+ λI)−١XTV−١])

ͬ شود. م محاسبه
برآورد مستلزم (٢ . ٩) رابطه ی در V مقدار محاسبه شد گفته اول فصل در که همان طور
توسط شده مطرح ال·وریتم (٢٠١١) هم΄اران و الیوت منظور بدین است. θ = (σ,D) پارامتر

کرد. خواهیم بیان ادامه در که دادند تعمیم β̂MR برای را (١٩٨٢) ویر و لیرد



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٣٠
ریج  ͬ خط آمیخته مدل پارامتر برآورد در EM ال·وریتم ٣ ال·وریتم

tام مرحله برای را t̂(t)٢ و t̂
(t)

١ آماره های مقدار سپس λ̂(t) = λ٠ و θ̂
(t)

= θ٠ ͬ دهیم م قرار (١ گام
ͬ کنیم: م محاسبه زیر به صورت

t̂
(t)

١ = E

(
n∑

i=١
ϵTi ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
ϵTi (θ̂

(t)
)ϵi(θ̂

(t)
) + trV ar

(
ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
, (٢ . ١٠)

t̂
(t)

٢ = E

(
n∑

i=١
bib

T
i | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
bi(θ̂

(t)
)bT

i (θ̂
(t)
) + V ar

(
bi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
. (٢ . ١١)

ͬ کنیم: م محاسبه زیر رابطه از را D̂(t+١) و σ̂٢(t+١) مقدار ،θ̂(t+١) آوردن دست به برای (٢ گام
σ̂٢(t+١) = t̂

(t)

١ /N,

D̂(t+١) = t̂
(t)

٢ /n.

داریم V̂(t+١) محاسبه برای حال است. آزمایشͬ واحدهای تعداد برابر n و N =
∑n

i=١ ni آن در که
V̂(t+١) = ZD̂(t+١)ZT + σ̂٢(t+١)I. (٢ . ١٢)

ͬ کنیم م محاسبه زیر رابطه از را Ŝ(t+١) ماتریس (٣ گام
Ŝ(t+١) = X(XT V̂−١(t+١)X+ λ̂(t)I)−١XT V̂−١(t+١)

+ ZD̂(t+١)ZT
(
I−X

[
(XT V̂−١(t+١)X+ λ̂(t)I)−١XT V̂−١(t+١)]) , (٢ . ١٣)

داریم λ̂(t+١) محاسبه برای سپس
λ̂(t+١) = argmin

λ

{
n−١(y − ŷ)T (y − ŷ)/(١ − tr(Ŝ(t+١))/n)٢

} (١۴ . ٢)

ͬ آید م بدست زیر رابطه از β̂(t+١)
MR مقدار نهایت در (۴ گام

β̂
(t+١)
MR = (XT V̂−١(t+١)X+ λ̂(t+١))−١XT V̂−١(t+١)y. (١۵ . ٢)

γ مقدار ΁ی ازای به
(
|β̂

(t+١)
MR − β̂

(t)

MR| < γ

)
هم·رایی به رسیدن تا را (۴) تا (١) گام های (۵ گام

ͬ کنیم. م تکرار شده، تعیین پیش از و ΁کوچ



٣١ ریج  ͬ خط آمیخته مدل
استفاده با واقعͬ مثال و شبیه سازی مطالعه ΁ی قالب در را β̂MR محاسبه چ·ونگͬ ادامه در

ͬ کنیم. م بررسͬ R نرم افزار از

شبیه سازی مطالعه ٢ . ٢ . ١
آمیخته برآوردگر با آن رفتار مقایسه و ریج آمیخته  برآوردگر عمل΄رد بررسͬ به بخش این در
مقابله ابزارهای از ی΄ͬ ریج روش که آنجایی از پرداخت. خواهیم خطͬ آمیخته مدل در خطͬ
داشتن برای است. امر این به معطوف شبیه سازی مطالعه لذا است، چندگانه همخطͬ با
پیشنهاد (١٩٨١) گیبونز و (١٩٧۵) هم΄اران و دونالد ΁م دلخواه، همخطͬ میزان با داده هایی

رابطه ی براساس داده ها که دادند
xij = (١ − ρ٢) ١٢ · Zij + ρZip i = ١,٢, . . . , ni, j = ١,٢, . . . , p

همبستگͬ ρ٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفͬ شبه اعداد Zij آن در که شوند تولید
و بیان را شده شبیه سازی داده های ویژگͬ ابتدا ادامه در است. توضیحͬ متغیر دو هر بین

ͬ دهیم. م ارائه را نتایج سپس
ͬ کنیم م فرض (۶ . ٢) رابطه ی در ͺپاس متغیر مقادیر شبیه سازی برای مطالعه این در

β = (٠, ٠٫۴, ١٫٠, ١٫۶,٢٫٠)
همچنین و ni = ۴ iام آزمایشͬ واحد هر برای که به طوری εijk ∼ N (٠, ١) و bijk ∼ N (٠, ٠٫۶)

است. شده گرفته نظر در ١ واریانس و ۵ میانگین با نرمال توزیع از پیش بین متغیر هر
٠٫٩ تا ٠ از ρ مقدار مختلف، حالت چند در پیش بین متغیرهای بین همبستگͬ ایجاد برای
مونت شبیه سازی روند برآوردگر استاندارد خطای محاسبه ی برای همچنین است. شده فرض
نمونه ی تعداد مطالعه این در که است ذکر به لازم است. شده تکرار B = ٢٠٠ تعداد به کارلویی

است. آمده ٢ . ١ جدول در شبیه سازی نتایج است. شده گرفته نظر در n = ۴٠ آزمایشͬ



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٣٢

ریج خطͬ آمیخته مدل شبیه سازی مطالعه نتایج :٢ . ١ جدول

خطͬ آمیخته مدل ریج خطͬ آمیخته مدل
ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف

٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠٠۴٠١٨۶٣ ٠٫٠٣۴۴١٣۴٢ ٠٫٠٠۴٧١۶٣٧ ٠٫٠٣٠٧٨٢٨٨
٠٫۴ ٠٫۴٠٨٨٧٢٣١ ٠٫٠٣٠٩۵٠٩٩ ٠٫۴٢٨٢٢۴۶٢ ٠٫٠٢٩٧۴٩٧٧
١٫٠ ١٫٠١٧۶۴٩٩۵ ٠٫٠٢٩٣٣۴۶٩ ١٫٠١٩١٨٧۶۶ ٠٫٠٢٧٨١٣۴٢
١٫۶ ١٫۶١٨٠٩۶٨١ ٠٫٠٣٣۴٠١٢۴ ١٫۶٣٢١٣٩٢١ ٠٫٠٣٢٧۵٣٩٢
٢٫٠ ١٫٩۶٢٧۴۴۶٨ ٠٫٠٣۵٩۴۵٢٢ ١٫٩۴۴٢٨٧٣٠ ٠٫٠٣٣٩٢٨١٧

MSE ٠٫٨۶٧٧۵٨ ٠٫٧٧٨١۵
٠٫٣ ٠٫٠ −٠٫٠٠٢١٣٧٣٨ ٠٫٠۴٣٨۶۴١٧ ٠٫٠٠۵۵٢۴٢٩ ٠٫٠٣٨۶٣٢٣٢

٠٫۴ ٠٫۴٠٩٠۴٩٩۵ ٠٫٠٣۶٠٣۶٩١ ٠٫٣٩١٠٣۴۴۶ ٠٫٠٣۵٢١٩٠٠
١٫٠ ٠٫٩٩٩٨٠٢٠١ ٠٫٠٣٣٢٣٩٨١ ٠٫٩٨۵٩٠٣٨٩ ٠٫٠٢٩٩٨٨۶٨
١٫۶ ١٫۶١۴٢٧٠٣٢ ٠٫٠۴٠٧٧۵٣۵ ١٫۶۶٨٨٢٧١۴ ٠٫٠٣٩٨٨۶١١
٢٫٠ ١٫٩٨٩۴٢۵٧١ ٠٫٠۴٢٩٨١١۴ ١٫٩٣۴٧٧١٣٧ ٠٫٠٣٩٨٩١٢٣

MSE ١٫٢۵۴۴٢١ ١٫٠٩٩۶٠
٠٫۶ ٠٫٠ ٠٫٠٠۴١۶۶٢٠ ٠٫٠۵۴٣۴۴١٠ ٠٫۴١٠٨٠۶۵٣ ٠٫٠۵٠٩٧٣٩٣

٠٫۴ ٠٫۴٠۴١۶۶٢٠ ٠٫٠۵٢٢١٣۵۵ ٠٫۴١٣٢١٢٨ ٠٫٠۴٨٢٣٠٧٧
١٫٠ ٠٫٩٨۶۴۴١۴٢ ٠٫٠۴٢۴٩۵٠۵ ١٫٠١٧٨۴٢٨٢ ٠٫٠٣٧۵٨٨۴٨
١٫۶ ١٫۶٠١٨۴۵٩۴ ٠٫٠۴٧٠۶٨٨١ ١٫۶٧٨٠٢٩٩٨ ٠٫٠۴۶۵۶٠۵٠
٢٫٠ ٢٫٠٧٠٢٩٩٨٢ ٠٫٠۵٢٢٢۵٨٧ ٢٫١٩۵۵٠۶١۶ ٠٫٠۵٠٣٧٩٧۶

MSE ١٫٩٩٣٧٠۵ ١٫٣٠٣٨۶۵
٠٫٩ ٠٫٠ ٠٫٠٢٧۶١۴١١ ٠٫٠٩٩٣٧٣۴٧ ٠٫٠۴٧۴۴٩۶١ ٠٫٠٨۵٠٨۶٣٣

٠٫۴ ٠٫۴٠۵۴٩٨١٠ ٠٫٠٨۴٨٧٢۵٢ ٠٫۴٣٠۵٧٣۶٢ ٠٫٠٧٠٢٢١۶٢
١٫٠ ١٫٠۵١٧٢١٧٠ ٠٫٠٧٨٢٢٩۶٠ ١٫١۴۶٣٢٩٩٧ ٠٫٠۶٠٩٨٩٣۶
١٫۶ ١٫۶٠١٣۶٧٨٧ ٠٫٠٨۶٨۶٩٣۴ ١٫۵٣٢۶٧١٣٨ ٠٫٠٧٨۴٨۶٣۶
٢٫٠ ٢٫٠۶۵٢٧٣١٣ ٠٫٠٧٧١۵٠٢٣ ٢٫١٧١٨١٩٨٧ ٠٫٠٧٠۶٨١۶۶

MSE ۵٫٨٧٩٢٠٩ ۴٫٣٨۶٠٨٩



٣٣ ریج  ͬ خط آمیخته مدل
ریج آمیخته  روش از حاصل برآوردهای اگرچه ͬ شود م ملاحظه ٢ . ١ جدول در که همان طور
مراتب به اما است خطͬ آمیخته  از حاصل برآوردهای به نسبت بیشتری (∣∣∣β̂ − β

اریبی(∣∣∣ دارای
خطای دوم توان های میانگین مقادیر را امر این است. کمتری (sd) استاندارد انحراف دارای
اهمیت حائز شبیه سازی این خروجͬ نتایج تحلیل در که آنچه ͬ کنند. م تایید نیز (MSE) برآورد
قوی تری همخطͬ میزان یعنͬ باشد نزدی΁ تر ΁ی سمت به ρ مقدار چقدر هر که است این است
انحراف دارای توجهͬ قابل به طور ریج  ͬ خط آمیخته مدل از حاصل برآورد باشد حاکم داده در
نتیجه امر همین است. دارا خطͬ آمیخته مدل از حاصل برآورد به نسبت کمتری استاندارد
همبستگͬ میزان این که اگرچه است. همخطͬ مش΄ل با مقابله در ریج رگرسیون از استفاده
بدست برآورد به نسبت ریج آمیخته  مدل از حاصل برآوردگر برتری سبب نیز ρ = ٠ حالت در

است. شده خطͬ آمیخته مدل روش از آمده
شرح را (٢٠١١) هم΄اران و الیوت توسط شده گرفته به کار واقعͬ مثال ΁ی ادامه، در

ͬ دهیم. م

واقعͬ مثال ٢ . ٢ . ٢
و ͬ شود م آزاد یا تولید باکتری توسط که است باکتری در موجود سم نوعͬ اندوتوکسین٨
مختل را سلول ها عمل΄رد خون در ماده این کمبود دارد، بدن ایمنͬ سیستم با مستقیم ارتباط
از بسیاری و تب افسردگͬ، اکسیژن، دریافت در بدن اختلال خون، انعقاد باعث همچنین و
که است آفرین خطر نیز آن مجاز حد از بیش وجود طرفͬ از ͬ شود. م بدن بر نامطلوب اثرات
رو این از کرد. اشاره داخلͬ خونریزی های همراه به بدن شوک به ͬ توان م آن عوارض جمله از

است. برخوردار ویژه ای اهمیت از اندوتوکسین میزان برابر در بدن واکنش روی بر مطالعه
΁ی حاصل که است معروف GENE9 مطالعه به تحقیق این در بررسͬ مورد داده  مجموعه
ͬ باشد. م اندوتوکسین و نیاسین١٠ میزان به ژنتی΄ͬ عوامل اثرات تشخیص برای مداوم آزمایش
آزمایش مورد ،(LPS) کم دˀز با اندوتوکسین انسداد تزریق جهت به نفر ١٨٩ مطالعه این در
آن طͬ که است ساعت ٨ الͬ ۶ حدود از پس خفیف التهاب ΁ی تزریق این نتیجه گرفته اند. قرار
کلسترول ،(Chol) کل١٢ کلسترول ،(Apo-B) B آپولیپوپروتئین ،(Apo-A1) ١١A1 آپولیپوپروتئین
فسفولیپید١۵ ،(LDL) کم١۴ چ·الͬ با لیپوپروتئین کلسترول ،(HDL) بالا١٣ چ·الͬ با لیپوپروتئین

8Endotoxin
9Genetics of Evoked-Responses to Niacin and Endotoxemia
10Niacin
11Apolipoprotein
12Total cholesterol
13High-density lipoprotein cholesterol
14Low-density lipoprotein cholesterol
15Phospholipids



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٣۴
از پس ساعت ٢۴ و ١٢ ،۶ در TNF آلفا١٧ تومور نکروز فاکتور و Trig گلیسیرید١۶ تری ،Phos
به LPS متغیر مطالعه این در که است ذکر به لازم شده اند. اندازه گیری ͬ شده، ناش التهاب

است. شده  گرفته نظر در مدل در تصادفͬ اثر عنوان به جنسیت متغیر و ͺپاس متغیر عنوان

وجود باید و دارد تفاوت همخطͬ با همبستگͬ است. مهم اساسͬ نکته ΁ی به توجه
تورم عامل و XTX شرطͬ عدد محاسبه جمله از مختلف ابزارهای از استفاده با همخطͬ
اشاره آن به (٢٠١٢) هم΄اران و گومری مونت که همان طور اما شود. بررسͬ واریانس١٨،
برای داد. تشخیص را همخطͬ وجود حدی تا نیز بالا همبستگͬ مقادیر روی از ͬ توان م کردند،

ببینید. را (١٣٩۵) آرست پایان نامه همخطͬ تشخیص معیارهای خصوص در بیشتر آگاهͬ

آمیخته مدل از استفاده ،٢ . ٢ جدول در پیش بین متغیرهای جفت تمام بین همبستگͬ
ͬ دهد. م ترجیح خطͬ آمیخته مدل به را ریج  ͬ خط

شده است. خلاصه ٢ . ٣ جدول در مدل دو این از استفاده نتایج

GENE داده  های در پیش بین متغیرهای بین همبستگͬ :٢ . ٢ جدول
TNF Apo-A1 Apo-B Chol HDL Trig Phos LDL

TNF ١٫٠٠ ٠٫١٣ ٠٫٠۴ ٠٫٠۴ ٠٫٠٧ −٠٫٠۵ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣
Apo-A1 ٠٫١٣ ١٫٠٠ ٠٫٠٧ ٠٫۴٠ ٠٫٨٧ ٠٫٠١ ٠٫۶۶ ٠٫٠١
Apo-B ٠٫٠۴ ٠٫٠٧ ١٫٠٠ ٠٫٨٨ −٠٫١٢ ٠٫۴٠ ٠٫۵۶ ٠٫٩۵
Chol ٠٫٠۴ ٠٫۴٠ ٠٫٨٨ ١٫٠٠ ٠٫٢٩ ٠٫٣١ ٠٫٧٩ ٠٫٩٠
HDL ٠٫٠٧ ٠٫٨٧ −٠٫١٢ ٠٫٢٩ ١٫٠٠ −٠٫٣٢ ٠٫۴۶ −٠٫١١
Trig −٠٫٠۵ ٠٫٠١ ٠٫۴٠ ٠٫٣١ −٠٫٣٢ ١٫٠٠ ٠٫۴٢ ٠٫٢٧
Phos ٠٫٠٢ ٠٫۶۶ ٠٫۵۶ ٠٫٧٩ ٠٫۴۶ ٠٫۴٢ ١٫٠٠ ٠٫۵۵
LDL ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫٩۵ ٠٫٩٠ −٠٫١١ ٠٫٢٧ ٠٫۵۵ ١٫٠٠

16Triglycerides
17Tumor necrosis factoralpha
18Variance inflation factor



٣۵ ͬ گون بیض خطای با ریج  ͬ خط آمیخته مدل

GENE داده  های در ضرایب برآورد :٢ . ٣ جدول
خطͬ آمیخته مدل ریج  ͬ خط آمیخته مدل

برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف

Time ٠٫۴۶ ٠٫١۶ ٠٫۴٧ ٠٫١٢
Time1 −٠٫۴٠ ٠٫٢۶ −٠٫۴٠ ٠٫٢٠
Time2 −٠٫١٧ ٠٫١٨ −٠٫١٨ ٠٫١۵
Apo-A1 ٠٫٠٨ ٠٫٠۵ ٠٫٠٧ ٠٫٠۴
Apo-B −٠٫١٨ ٠٫٠٩ −٠٫٢۴ ٠٫٠٧
Chol ٠٫۴٩ ١٫٢٠ ١٫١۶ ٠٫٩۴
HDL −٠٫۵۵ ١٫٢٠ −١٫١۶ ٠٫٩۴
LDL −٠٫٣۵ ١٫٢٠ −٠٫٩٨ ٠٫٩۴
Phos −٠٫٠۵ ٠٫٠٣ −٠٫٠۶ ٠٫٠٢
Trig −٠٫٠٨ ٠٫٢۴ −٠٫٢١ ٠٫١٩
TNF ٠٫١۵ ٠٫٢٠ ٠٫١١ ٠٫١٣

برآورد استاندارد انحراف به مربوط مقادیر ͬ شود م ملاحظه ٢ . ٣ جدول در که همان طور
مدل در ضرایب برآورد استاندارد انحراف از کمتر مراتب به ریج خطͬ آمیخته مدل در ضرایب
خطͬ آمیخته مدل بر را ریج خطͬ آمیخته مدل حیث این از ͬ توان م لذا است. خطͬ آمیخته

دانست. برتر

ͬ گون بیض خطای با ریج  ͬ خط آمیخته مدل ٢ . ٣
توزیع دارای تصادفͬ خطای بردار این که پایه ای فرض با را ریج  ͬ خط آمیخته مدل بخش این در
قرار بررسͬ مورد ͬ باشند، م ش΄ل) بیضͬ تراز ͬ های منحن با چند متغیره (توزیع ͬ گون١٩ بیض
ارائه خطͬ آمیخته مدل با مقایسه در بخش انتهای در را شبیه سازی مطالعه نتایج و ͬ دهیم م

ͬ دهیم. م
بشتیان حسن زاده و (١٣٨٧) آرشͬ از برگرفته عمدتاً ͬ گون بیض توزیع به مربوط توضیحات

هستند. جدید آن نتایج سایر و است (١٣٨٨)
19Elliptically contoured distribution



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٣۶

ͬ گون بیض توزیع ٢ . ٣ . ١
مشخصه٢٠ مولد تابع و Σ ،µ پارامترهای با ͬ گون بیض توزیع دارای X مولفه ای n تصادفͬ بردار

باشد زیر صورت به آن مشخصه تابع اگر ͬ دهیم م نشان X ∼ En(µ,Σ, ψ) با و است ψ
ϕX(t) = exp(itTµ)ψ

(
tTΣt

٢
)

ψ
(∑n

i=١ t٢i
) که به طوری است ψ(t) : [٠,∞] → R صورت به توابعͬ رده به متعلق ψ(·) آن در که

باشد. n‐بعدی مشخصه تابع ΁ی
است. ش΄ل بیضͬ آن ها تراز ͬ های منحن که هستند توزیع هایی ،(ECDs) ͬ گون بیض توزیع های
است، چ·الͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر که گرفت نتیجه ͬ توان نم X ∼ En(µ,Σ, ψ) که این از

است: زیر صورت به باشد، داشته وجود احتمال چ·الͬ تابع که صورتͬ در ولͬ
fX(x) = cn |Σ|١/٢ g

[
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

٢
]

ͬ باشد م زیر شرط دارای و است چ·ال٢١ͬ مولد تابع g(·) تابع آن در ∫که ∞

٠ xn/١−٢g(x) dx <∞

ͬ گردد م تعیین زیر صورت به که ͬ باشد م نرمال سازی ضریب cn همچنین و
cn =

Γ(n/٢)
(٢π)n/٢

[∫ ∞

٠ xn/١−٢g(x) dx
]−١

تابع که صورتͬ در است، اهمیت حائز نکته این .X ∼ En(µ,Σ, g) ͬ نویسیم م صورت این در
در بیشتر آگاهͬ برای برعکس. و ͬ کند م مشخص را ψ تابع ،g تابع باشد، داشته وجود چ·الͬ

ببینید. را (١٩٩٣) وارگا و کوپتا و (١٩٨٢) میرهد ،(١٩٩٠) هم΄اران و فنگ زمینه این
.∣∣ψT (٠)∣∣ <∞ که صورتͬ در ندارد وجود Cov(X) = −٢ψT (٠)Σ E(X)و = µ توزیع، این در
ͬ توان م جمله آن از که ͬ باشند م ͬ گون بیض توزیع های خانواده به متعلق زیادی توزیع های
نوع چندمتغیره پیرسن چندمتغیره٢٢، کوشͬ چندمتغیره، t چندمتغیره، نرمال توزیع های به
لاپلاس چندمتغیره٢۶، توانͬ نمایی چندمتغیره٢۵، بسل ،٢۴V II نوع چندمتغیره پیرسن ،٢٣II

کرد. اشاره چندمتغیره٢٩ کاتز و تعمیم یافته٢٨ ا˚سلش چندمتغیره٢٧،
20Characteristic generator
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٣٧ ͬ گون بیض خطای با ریج  ͬ خط آمیخته مدل
مهم توزیع چند برای را چ·الͬ مولد تابع و احتمال چ·الͬ تابع نمونه، عنوان به حال
شده فرض Σ =

١ ٠
٠ ١

 و n = ٢ نمودارها در ͬ دهیم. م ارائه آن ها نمودار با همراه ͬ گون، بیض
است.

ترتیب به احتمال چ·الͬ و چ·الͬ مولد توابع :(X ∼ Nn(µ,Σ)) متغیره n نرمال توزیع . ١
از عبارتند

g(u) = e−u,

fX(x) =
|Σ|−١/٢
(
√٢π)n exp

{
− ١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)

}
.

است. شده داده ٢ . ١ ش΄ل در n = ٢ حالت در چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای

دومتغیره نرمال توزیع چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای :٢ . ١ ش΄ل

ترتیب به احتمال چ·الͬ و چ·الͬ مولد توابع :(X ∼ Tn(µ,Σ,V)) چندمتغیره t توزیع . ٢
از عبارتند

gn(u) =

(
١ +

٢u
ν

)−(n+ν)/٢
,

fX(x) =
Γ
(
n+ν٢

)
|Σ|−١/٢

(νπ)n/٢Γ
(
ν٢
) {

١ +
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

ν

}−(n+ν)٢
.

داده ٢ . ٢ ش΄ل در ν = ٣ و n = ٢ ازای به چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای
است. شده



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ٣٨

دومتغیره t توزیع چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای :٢ . ٢ ش΄ل

ترتیب به احتمال چ·الͬ و چ·الͬ مولد توابع :(X ∼ Kn(µ,Σ, r)) متغیره n کاتز توزیع . ٣
از عبارتند

gn(u) = e−ru, r > ٠,

fX(x) =
Γ
(
n٢
)
|Σ|−١/٢ rn/٢

(٢π)n/٢Γ
(
n٢
) exp

{
− r

٢
[
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]}
.

است. شده داده ٢ . ٣ ش΄ل در r = ٣ ازای به چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای

دومتغیره کاتز توزیع چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای :٢ . ٣ ش΄ل

به احتمال چ·الͬ و چ·الͬ مولد توابع :(X ∼ Ln(µ,Σ, r)) چندمتغیره لاپلاس توزیع . ۴



٣٩ ͬ گون بیض خطای با ریج  ͬ خط آمیخته مدل
از عبارتند ترتیب

gn(u) = e−
√٢u١/٢

,

fX(x) =

( ١٢
)
Γ
(
n٢
)
|Σ|−١/٢ √٢n

(٢π)n/٢Γ (n)
exp

{
−
√٢
٢
[
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]١/٢}
.

دومتغیره لاپلاس توزیع چ·الͬ تابع و تراز ͬ های منحن نمودارهای :۴ . ٢ ش΄ل

ͬ کنیم. م ارائه ͬ گون بیض توزیع خصوص در را مهم قضیه چند ادامه در
X احتمال چ·الͬ تابع صورت این در ،X ∼ En(µ,Σ, ψ) کنید فرض .(١٩٧٣ (چو، .٢ . ٣ . ١ لم

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را
fX(x) =

∫ +∞

٠ w(t)h(x)dt

بنابراین است. Nn(µ, t
−١Σ) احتمال چ·الͬ تابع نشان دهنده h(·) آن در که

fX(x) =

∫ +∞

٠ w(t)
١

(٢π)n/٢ |t−١Σ|−١/٢ exp
{
− ١

٢(x− µ)T (t−١Σ)−١(x− µ)

}
dt

آن در که
w(t) = (٢π)n/٢|t−١Σ|١/٢L−١ [f(s)]

ازای به h(s) لاپلاس معکوس تبدیل نشان دهنده L−١ [f(s)] و
s = (x− µ)TΣ−١(x− µ)

ͬ باشد. م
آنگاه باشند، ثابت ماتریس های Cq×١ و Aq×p ،X ∼ Ep(µ,Σ, ψ) اگر .٢ . ٣ . ١ قضیه

AX+C ∼ Eq(Aµ+C,AΣAT , ψ).



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۴٠
به طوری باشد، (µ,Σ) فضای در مجموعه ای Ω و X ∼ En(µ,Σ, ψ) کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
که باشد گونه ای به g کنید فرض همچنین .(µ, cΣ) ∈ Ω,∀c > ٠ آنگاه (µ,Σ) ∈ Ω اگر که
مانند متناهͬ مثبت ماکزیمم مقدار ΁ی دارای yN/٢g(y) و Rn در چ·الͬ تابع ΁ی g(xTx)

درستنمایی برآوردگر ،|Σ|−١/٢g
[
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

] از x مشاهده تک براساس و باشد yg
g برای MLE آنگاه باشد، بفرد منحصر و موجود بودن، نرمال تحت (µ̃, Σ̃) ∈ Ω ماکزیمم

از است عبارت
µ̂ = µ̃ Σ̂ =

N

yg
Σ̃ (١۶ . ٢)

است زیر صورت به ماکزیمم درستنمایی تابع و
|Σ̂|−١/٢g(yg). (٢ . ١٧)

و B = |Σ|−١/NΣ کنید فرض اثبات:
d = (x− µ)TΣ−١(x− µ) =

(x− µ)TB−١(x− µ)

|Σ|١/N (٢ . ١٨)
.|B| = ١ و (µ̃, Σ̃) ∈ Ω آنگاه

از است عبارت درستنمایی ]تابع
(x− µ)TB−١(x− µ)

]−N/٢
dN/٢g(d) (٢ . ١٩)

،µ = µ̃ در (٢ . ١٩) رابطه ماکزیمم ،g(d) = (٢π)−n/٢e−d/٢ بودن نرمال تحت
B = B̃ = |Σ̃|−١/NΣ̃

d̂ = yg و B̂ = B̃ ،µ̂ = µ̃ ازای به (٢ . ١٩) رابطه ماکزیمم کلͬ به طور ͬ دهد. م رخ d = N و
صورت به Σ پارامتر MLE بنابراین ͬ شود. م حاصل

Σ̂ = |Σ̂|١/N B̂ =
|Σ̂|١/N
|Σ̃|١/N Σ̃

با همچنین ͬ رسیم. م (١۶ . ٢) به (٢ . ١٨) رابطه از |Σ̃|١/N و |Σ̂|١/N مقادیر جای·ذاری با است.
ͬ شود. م نتیجه (٢ . ١٧) رابطه ،(٢ . ١٩) رابطه در فوق مقادیر جای·ذاری

ͬ گون بیض MR مدل ٢ . ٣ . ٢
ب·یرید نظر در را خطͬ آمیخته مدل

yi = Xiβ + ZT
i bi + ϵϵϵi (٢ . ٢٠)

اثرات از ni × p طرح ماتریس Xi مشاهده، ni از برداری yi = (yi١, yi٢, . . . , yini)
T آن در که

از q × ni طرح ماتریس Zi و نامعلوم، و ثابت ضرایب p × ١ بردار β = (β١, . . . , βp)T و ثابت



۴١ ͬ گون بیض خطای با ریج  ͬ خط آمیخته مدل
تصادفͬ خطاهای n×١ بردار ϵi و تصادفͬ ضرایب q×١ بردار bi همچنین است. تصادفͬ اثرات

ͬ باشند م زیر صورت به ͬ گون بیض توزیع دارای که هستند
bi ∼ Eq(٠,D, g)
ϵϵϵi ∼ En

(٠, σ٢I, g
)
,

صورت به ϕϵϵϵ(t) مشخصه تابع و
ϕϵϵϵ(t) = ψ

(
σ٢tT t

)
است.

صورت به شد گفته آنچه طبق آن گاه باشد احتمال چ·الͬ تابع ΁ی دارای ϵϵϵi اگر

f(ϵϵϵi)α
∣∣∣σ٢I

∣∣∣− ١٢
g

( ١
σ٢ϵϵϵTi ϵϵϵi

)
است. چ·الͬ تابع ΁ی f(·) به طوری که بوده R+ روی نامنفͬ تابع ΁ی g(·) آن در که ͬ باشد م
و بوده ͬ  گون بیض توزیع دارای ͬ گون، بیض توزیع از خطͬ ترکیب هر ،٢ . ٣ . ١ قضیه به توجه با

داریم صورت این در
yi ∼ En(Xiβ,V, g)

است زیر صورت به g(.) تابع بودن معلوم شرط به y متغیر درستنمایی تابع ل·اریتم بنابراین

ℓ(β,V,y) = −N٢ log(٢π)− ١
٢

n∑
i=١

log |V|+ log g

(
− ١

٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)

)
.

است. β به وابسته عبارت کردن ͬ نیمم م با معادل ،β حسب بر فوق تابع کردن ماکزیمم
درستنمایی ماکزیمم برآوردگر (٢٠١٣) هم΄اران و آرشͬ طبق دقیق تر طور به و ٢ . ٣ . ٢ قضیه مشابه

صورت به β پارامتر (MLE)

β̂ = (XTV−١X)−١XTV−١y. (٢ . ٢١)
در ͬ کند م مشخص را ͬ گون بیض توزیع نوع که g تابع ͬ شود، م مشاهده که همانطور است.
این ͬ آید م پیش خواننده ذهن در که سوالͬ اولین لذا ندارد. تأثیری هیچ β برآوردگر ساختار
چیست؟ تصادفͬ اثر و خطا مؤلفه های مدل عنوان به ͬ گون بیض توزیع از استفاده دلیل که است
کاری واقعͬ مثال های در ͺپاس متغیر دقیق توزیع تعیین اوقات گاهͬ گفت ͬ توان م ͺپاس در
بررسͬ داده ها اساس بر راحتͬ به را آن بودن متقارن ͬ توان م که حالͬ در است دشوار بس
ببریم، داده ها توزیع بودن متقارن به پی چول·ͬ ضرایب اساس بر چنانچه حالت این در نمود.
MLE یافتن برای ͺپاس مؤلفه دقیق توزیع نگران طولͬ داده های تحلیل در نیست لازم دی·ر
کرد. استفاده β ثابت ضرایب بردار صحیح برآوردگر به عنوان (٢ . ٢١) رابطه از ͬ توان م و باشیم



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۴٢
جریمه تابع اعمال با خطͬ آمیخته مدل پایه ی بر را y متغیر درستنمایی تابع ل·اریتم حال

داریم زیر صورت به ریج، رگرسیون در

ℓpen(β,V,y) = −N٢ log(٢π)− ١
٢

n∑
i=١

log |V|+log g

(
− ١

٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)

)
−λβTβ,

صورت به β پارامتر MR برآوردگر ٢ . ٢ بخش مشابه ساده محاسباتͬ انجام با بنابراین
β̂MR = (XTV−١X+ λI)−١XTV−١y.

ͬ شود. م حاصل

شبیه سازی مطالعه ٢ . ٣ . ٣
متغیر مقادیر شبیه سازی برای (٢ . ٢٠) مدل تصادفͬ مؤلفه های که کنید فرض قسمت این در

صورت به رگرسیونͬ ضرایب بردار ،ͺپاس
β = (٠, ٠٫۴, ١, ١٫۶,٢)

iام آزمایشͬ واحد هر برای که به طوری شده اند فرض εijk ∼ T (٠, ١,۵) و bijk ∼ T (٠, ٠٫٣,۵) ،
همچنین شده اند. فرض ١ واریانس و ۵ میانگین با نرمال توزیع از پیش بین متغیر هر و ni = ۴
متفاوت ͬ های همبستگ ضریب با R نرم افزار در EnvStat بسته ی از هم خط داده های ایجاد برای

۴ . ٢ جدول در موجود
ρ ∈ {٠٫٠, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩}

است. شده استفاده
شبیه سازی روند با آمده بدست برآورد استاندارد خطای محاسبه ی برای که است ذکر به لازم
شده گرفته نظر در n = ۴٠ آزمایشͬ نمونه تعداد و شده تکرار B = ١٠٠ تعداد به مونت کارلویی

است.



۴٣ ͬ گون بیض خطای با ریج  ͬ خط آمیخته مدل

ͬ گون بیض خطای با ریج خطͬ آمیخته مدل شبیه سازی مطالعه نتایج :۴ . ٢ جدول
ͬ گون بیض خطای با خطͬ آمیخته مدل ͬ گون بیض خطای با ریج خطͬ آمیخته مدل

ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف
٠٫٠ ٠٫٠ −٠٫٠١۴٢۵۴٢٣ ٠٫١٢٢۶۴۴۶٩ −٠٫٠١٠۴١٢۴ ٠٫١٢١٧٨۵١

٠٫۴ ٠٫۴٠١١١٣۵۵ ٠٫١١١٩۵٠٣٩ ٠٫۴٠٣٣۴٧۶ ٠٫١١١۴٩٢٣
١٫٠ ٠٫٩٩۵١٣٨٩١ ٠٫١٢٧٣۴۴٨٣ ٠٫٩٩۴٧٢١۴ ٠٫١٢۶٨١١٣
١٫۶ ١٫۶١٧٢٨١٧۴ ٠٫٠٩۶٢٩٧۴۵ ١٫۶١۵١٣٣٠ ٠٫٠٩۵۶٢۵٢
٢٫٠ ١٫٩٩٧٣٨٨٣٢ ٠٫١١٣٣٨٨١٨ ١٫٩٩٣۶٠٣۴ ٠٫١١٣١۶۶٢

MSE ١٠٫۵۴٧٩۶ ١٠٫۴۴٧۴۶
٠٫٣ ٠٫٠ −٠٫٠١٩٠٩۵٠٣ ٠٫١۴٠۴٢۴٢ −٠٫٠١٣۴٩٨٠٣ ٠٫١٣٨٩۶١٧

٠٫۴ ٠٫٣٩٩۵۶١۴٣ ٠٫١٣٢٢٧٨۶ ٠٫۴٠٣٠٢٩١٧ ٠٫١٣١۴۴۵٢
١٫٠ ٠٫٩٩٢۵۴۶٢۶ ٠٫١۴٧٠٠١٩ ٠٫٩٩١٩٨۶٠۶ ٠٫١۴۶١٣٩۶
١٫۶ ١٫۶٢١٧۶۵١۶ ٠٫١١٠٠٠۴۴ ١٫۶١٨۴٩١١١ ٠٫١٠٨٨۶٨٧
٢٫٠ ٢٫٠٠١٨٨۴٩۵ ٠٫١٣٢٧٢٧٩ ١٫٩٩۶٣۴٠٨٣ ٠٫١٣٢٠٩٩٨

MSE ١۴٫١۶٧٩١ ١٣٫٩۶٠٢۵
٠٫۶ ٠٫٠ −٠٫٠٢٣٩٩٧١٧ ٠٫١٧۵١۶٣۶ −٠٫٠١۴۶٩۵٠١ ٠٫١٧٢٣١٩١

٠٫۴ ٠٫٣٩۶۴٣۴۶٩ ٠٫١٧۶٩٨۶١ ٠٫۴٠٢٢٣۵٧٩ ٠٫١٧۵٠١۴٠
١٫٠ ٠٫٩٨٨١٠٣۵۴ ٠٫١٩٢۵۵۴٧ ٠٫٩٨٧٧٣۴٣٣ ٠٫١٩٠۶٣١۵
١٫۶ ١٫۶٢٩٧٧٠٧٨ ٠٫١۴٧٧٨٨٣ ١٫۶٢۴٠٧۴٨٣ ٠٫١۴۵۴٩٧٢
٢٫٠ ٢٫٠٠۶١١۴٠٧ ٠٫١٧٩٣۵٠٧ ١٫٩٩۶۶٩٧۴٢ ٠٫١٧٧۶٣٢٠

MSE ٢۴٫۴٩۶٣٣ ٢٣٫٩٠٢٨٣
٠٫٩ ٠٫٠ −٠٫٠۴٧١٢٢۶١ ٠٫٣۴٨۴٧٣٨ −٠٫٠١١۴٢۵٩۵ ٠٫٣٣١٩٨۵۴

٠٫۴ ٠٫٣٩٩۴٣۶٧١ ٠٫٣۴٩۵۴۵۶ ٠٫۴٢٠٧۴٨٧٣ ٠٫٣٣۶۴۶٨٠
١٫٠ ٠٫٩٨۴٨٨۵٧۴ ٠٫٣٨١٧٧٢۴ ٠٫٩٨٢۵٣٩٢٩ ٠٫٣٩٨۵٣۴۶
١٫۶ ١٫۶۴٣٨۴۶٧۵ ٠٫٢٨۵٣٢٧٢ ١٫۶٢٣٨۵٧٧٢ ٠٫٢٧۴١١٠۴
٢٫٠ ٢٫٠١۵٢٣١٢۶ ٠٫٣۴۶٠۵۶٧ ١٫٩٧٩۵٨۶٠١ ٠٫٣٣۴٢٠٧۶

MSE ٩۴٫۴٨٩٩ ٩١٫٠۵۵۶٢

ملاحظه جدول این در که همان طور است. آمده ۴ . ٢ جدول در شبیه سازی مطالعه نتایج
استاندارد انحراف دارای ͬ گون بیض خطاهای با ریج آمیخته  روش از حاصل برآوردهای ͬ شود م
خطای دوم توان میانگین مقادیر است. خطͬ آمیخته  روش از حاصل برآورد به نسبت کمتری
ͬ کند. م تایید خطͬ آمیخته  روش به نسبت را ریج آمیخته  روش برتری نیز (MSE) β̂∣∣∣)برآورد − β

∣∣∣) اریبی میزان موارد برخͬ در چه اگر که است ͹واض ۴ . ٢ جدول طبق همچنین
باشد، قوی تر داده ها در همخطͬ میزان هرچه اما است کمتر خطͬ آمیخته  روش به نسبت

است. داشته بیشتری کاهش ریج آمیخته  روش در برآورد استاندارد انحراف



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۴۴

ریج  ͬ خط آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای ۴ . ٢
جهت به و کرده تعریف را استاین٣١ نوع انقباضͬ و اولیه٣٠ آزمون برآوردگرهای بخش این در
انقباضͬ و ریج آمیخته  اولیه آزمون برآوردگرهای ریج،  ͬ خط آمیخته مدل در برآورد خطای بهبود

ͬ کنیم. م مطرح مدل، ثابت اثرات ضرایب برآورد برای را ریج آمیخته انقباضͬ و آمیخته
فرضیه ی رخداد مورد در که ͬ کند م ایجاب موجود شرایط آماری، مسائل در گاهͬ
یا است درست β = β٠ آیا اینکه مورد در و داد نظر حتمͬ به طور ͬ توان نم H٠ : β = β٠
انتخاب را β٠ یا β برآوردگر دو از ی΄ͬ قطعͬ به طور ͬ توان نم یعنͬ ͬ شود، م ایجاد تردید خیر
نتیجه ی براساس سپس و کرد آزمون را H٠ فرضیه ی ابتدا ͬ توان م مواردی چنین در کرد.
اولیه آزمون برآوردگر (١٩۴۴) بنکرافت اساس این بر نمود. انتخاب را برآوردگر دو از ی΄ͬ آزمون

کرد ارائه زیر صورت به را β

β̂
PT

= β̂I{H٠ رد {ناحیه + β٠I{H٠ پذیرش {ناحیه

است. A مجموعه نشان گر تابع I{A} آن در که
ب·یرید نظر در را زیر فرضیه ی ریج خطͬ آمیخته مدل در

H٠ : β = β٠
H١ : β ̸= β٠

کرد بیان زیر صورت به ͬ توان م را (PTMR) ریج٣٢ آمیخته اولیه آزمون برآوردگر صورت این در

β̂
PT

MR =


β̂MR شود H٠رد فرضیه ی
β٠ شود H٠پذیرفته فرضیه ی

کرد بازنویسͬ زیر صورت به نشانگر تابع از استفاده با ͬ توان م را PTMR برآوردگر
β̂
PT

MR =β̂MRI{H٠ رد {ناحیه + β٠I{H٠ پذیرش {ناحیه
=β̂MR − β̂MRI{H٠ پذیرش {ناحیه + β٠I{H٠ پذیرش {ناحیه
=β̂MR −

(
β̂MR − β٠

)
I{H٠ پذیرش {ناحیه

=β̂MR −
(
β̂MR − β٠

)
I(Ln<Ln(α))

به β̂ مجانبی توزیع بودن نرمال به توجه با ،H٠ فرضیه ی آزمون والد٣٣ آماره Ln آن در که
(٢٠١٣ هم΄اران و (آرشͬ است زیر صورت

30Preliminary test
31Stein-type shrinkage
32Preliminary test mixed ridge
33Wald statistic



۴۵ ریج  ͬ خط آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای

Ln =
(
β̂ − β٠

)T
(XTV−١X)

(
β̂ − β٠

) (٢ . ٢٢)
رفتار است آزادی درجه p با کͬ‐دو توزیع درصد ١٠٠α بالایی صدک Ln(α) همچنین
به توجه با دارد. بستگͬ (٠ < α < ١)α معناداری ͹سط یا آزمون اندازه به PTMR برآوردگر
رد H٠ فرضیه ی اگر که ͬ شود م تبدیل β٠ یا β̂MR مقدار دو از ی΄ͬ به β̂

PT

MR آزمون، نتیجه ی
ͬ شود. م نتیجه β٠ نشود رد H٠ که صورتͬ در و β̂MR شود

توأماً را برآوردگر دو رفتار نتوان که ͬ شود م باعث نشانگر تابع گسسته سازی خاصیت
کند تغییر برآوردگر دو این بین که برآوردگری از استفاده ایده لذا کرد، بررسͬ PTMR براساس
استاین و جیمز بیشتر اطلاعات برای شد. استاین نوع انقباضͬ برآوردگر شدن مطرح باعث

ببینید. را (١٩۶١)
ͬ شود م تعریف زیر صورت به (SSMR) ریج٣۴ آمیخته استاین نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
S

MR = β٠ +
(١ − cL−١

n

)(
β̂MR − β٠

)
= β̂MR − c

(
β̂MR − β٠

)
L−١
n

برگرفته c مقدار گویند. انقباض عامل (١ − cL−١
n

) ضریب به و c = (p− ٢)(N − p)

p(N − p+ ٢) آن در که
است. (٢٠٠۶) ͹صال از

ͬ دهند. م نتیجه را β̂MR ،Ln بزرگ مقادیر ازای به دو هر β̂
S

MR و β̂
PT

MR ساختار به توجه با
برخلاف همچنین است. β̂S

MR از متفاوت β̂
PT

MR رفتار ،Ln ΁کوچ مقادیر برای حالی΄ه در
است. α معناداری ͹سط از مستقل و هموار تابع ΁ی استاین نوع برآوردگر ،PTMR برآوردگر

ببینید. را (١٣٩۶) راد نوروزی ارائه شده، برآوردگرهای خصوص در بیشتر آگاهͬ برای
(٢٠١١) هم΄اران و الیوت توسط ارائه شده ال·وریتم برآوردگرها این محاسبه ی برای اکنون
محاسبه ال·وریتم در λ پارامتر اولیه مقدار برای همچنین داده ایم. زیرتوسعه صورت به را

صورت به (١٩٧٠) کنارد و هورل پیشنهادی روش از بار این ریج برآوردگر
λ̂٠ =

σ̂٢
α̂٢
max

متعامد ماتریس Γ و α̂ = ΓT β̂ به طوری که α̂٢
max = max (α̂١, . . . , α̂p) آن در که ͬ کنیم م استفاده

طیفͬ تجزیه در که است یادآوری به لازم است. XTX طیفͬ تجزیه در ویژه بردارهای شامل
داریم XTX

XTX = ΓΛΓT

است. XTX ماتریس iام ویژه مقادیر λ∗i و Λ = diag
(
λ∗١, . . . , λ∗p

) که به طوری
34Stein-type shrinkage mixed ridge



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۴۶
ریج ͬ ی خط آمیخته مدل پارامتر استاین نوع و اولیه آزمون برآورد در EM ال·وریتم ۴ ال·وریتم

tام مرحله برای را t̂(t)٢ و t̂
(t)

١ آماره های مقدار سپس λ̂(t) = λ٠ و θ̂
(t)

= θ٠ ͬ دهیم م قرار (١ گام
ͬ کنیم: م محاسبه زیر به صورت

t̂
(t)

١ = E

(
n∑

i=١
ϵTi ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
ϵTi (θ̂

(t)
)ϵi(θ̂

(t)
) + trV ar

(
ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
,

t̂
(t)

٢ = E

(
n∑

i=١
bib

T
i | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
bi(θ̂

(t)
)bT

i (θ̂
(t)
) + V ar

(
bi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
.

ͬ کنیم: م محاسبه زیر رابطه از را D̂(t+١) و σ̂٢(t+١) مقدار ،θ̂(t+١) آوردن دست به برای (٢ گام
σ̂٢(t+١) = t̂

(t)

١ /N,

D̂(t+١) = t̂
(t)

٢ /n.

داریم V̂(t+١) محاسبه برای حال است. آزمایشͬ واحدهای تعداد برابر n و N =
∑n

i=١ ni آن در که
V̂(t+١) = ZD̂(t+١)ZT + σ̂٢(t+١)I.

ͬ کنیم م محاسبه زیر رابطه از را Ŝ(t+١) ماتریس (٣ گام
Ŝ(t+١) = X(XT V̂−١(t+١)X+ λ̂(t)I)−١XT V̂−١(t+١)

+ ZD̂(t+١)ZT
(
I−X

[
(XT V̂−١(t+١)X+ λ̂(t)I)−١XT V̂−١(t+١)]) ,

داریم λ̂(t+١) محاسبه برای سپس
λ̂(t+١) = argmin

λ

{
n−١(y − ŷ)T (y − ŷ)/(١ − tr(Ŝ(t+١))/n)٢

}

ͬ آید م بدست زیر رابطه از β̂(t+١)
MR مقدار نهایت در (۴ گام

β̂
(t+١)
MR = (XT V̂−١(t+١)X+ λ̂(t+١))−١XT V̂−١(t+١)y.

γ مقدار ΁ی ازای به
(
|β̂

(t+١)
MR − β̂

(t)

MR| < γ

)
هم·رایی به رسیدن تا را (۴) تا (١) گام های (۵ گام

ͬ کنیم. م تکرار شده، تعیین پیش از و ΁کوچ
داریم ،(٢ . ٢٢) رابطه از Ln آماره محاسبه از پس (۶ گام

β̂
PT

MR = β̂MR − (β̂MR − β٠) I(Ln < Ln(α))

β̂
S

MR = β̂MR − c(β̂MR − β٠)L−١
n



۴٧ ریج  ͬ خط آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای

شبیه سازی مطالعه ١ . ۴ . ٢
و الیوت توسط شده ارائه برآوردگر با βS

MR و βPT
MR پیشنهادی برآوردگرهای مقایسه برای

شبیه سازی این در ͬ کنیم. م استفاده کارلویی مونت شبیه سازی مطالعه از (٢٠١١) هم΄اران
همچنین و گرفته نظر در ثابت را ni = ۴ آزمایشͬ واحد n = ۴٠ هر برای

β = (٠٫٠, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫٨)
بسته ی از هم خط داده های تولید برای شده اند. فرض εijk ∼ N (٠, ١) و bijk ∼ N (٠, ٠٫۶) و
با نرمال توزیع دارای پیش بین متغیر هر که است شده استفاده R نرم افزار در موجود EnvStat

جدول های طبق پیش بین متغیرهای بین همبستگͬ مقدار که ͬ باشد م ١ واریانس و ۵ میانگین
خطای محاسبه ی برای همچنین است. ρ ∈ {٠٫٠, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩} صورت به ۶ . ٢ و ۵ . ٢
بار B = ١٠٠ تعداد به شبیه سازی روند ،(MSE) خطا دوم توان های میانگین و (sd) استاندارد
β̂
PT

MR برآوردهای آوردن بدست جهت به مطالعه، این در که است ذکر به لازم است. شده تکرار
و ۵ . ٢ جدول های در مطالعه این نتایج است. شده گرفته نظر در H٠ : β = ٠ فرضیه β̂

S

MR و
است. آمده ۶ . ٢

ریج خطͬ آمیخته مدل در استاین نوع برآوردگر شبیه سازی مطالعه نتایج :۵ . ٢ جدول
خطͬ آمیخته مدل ریج خطͬ آمیخته مدل خطͬ آمیخته مدل ریج خطͬ آمیخته مدل

استاین نوع استاین نوع
ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف

٠٫٠ ٠٫٠ −٠٫٠١۶۵١ ٠٫٠١٨٩٧ ٠٫٠٣٨٢٨ ٠٫٠١٧٠٨ −٠٫٠١۵٨۵ ٠٫٠١٨٣٣ ٠٫٠٣٧٠٧ ٠٫٠١۶۵١
٠٫١ ٠٫٠٩٠١۶ ٠٫٠١٨۶۴ ٠٫١١٩٠٧ ٠٫٠١۵٩٣ ٠٫٠٨٧٢۵ ٠٫٠١٨٠٢ ٠٫١١۵١٣ ٠٫٠١۵٣٠
٠٫٢ ٠٫١٩٨۴١ ٠٫٠١٨٣٢ ٠٫٢١۵١٩ ٠٫٠١۵۵٩ ٠٫١٩١٨٩ ٠٫٠١٧٧٧ ٠٫٢٠٨٠۵ ٠٫٠١۴٩٨
٠٫۴ ٠٫٣٨۵۴۴ ٠٫٠٢١۵٣ ٠٫٣٧٠١۵ ٠٫٠١٨٧٠ ٠٫٣٧٢٩٨ ٠٫٠٢١١٠ ٠٫٣۵٨٠٣ ٠٫٠١٨۶١
٠٫٨ ٠٫٨٣٩۴٢ ٠٫٠١٧٨۵ ٠٫٧۵٠۶٣ ٠٫٠١٨۶٨ ٠٫٨١٢٠٠ ٠٫٠١۶۴٠ ٠٫٧٢۵٩١ ٠٫٠١٩٧٩

MSE ٠٫٢٩۴١۵٣ ٠٫٢۴٣٣٣۶ ٠٫٢٧١٨۵٨ ٠٫٢۴٣٩۶۶
٠٫٢ ٠٫٠ −٠٫٠٠٩۶٢ ٠٫٠٢٢٧١ ٠٫٠۶١١٢ ٠٫٠٢٠١۴ −٠٫٠٠٩١۴ ٠٫٠٢١٩٣ ٠٫٠۵٩١٩ ٠٫٠١٩۴٧

٠٫١ ٠٫٠٩٢۵١ ٠٫٠٢٠۵٧ ٠٫١٢۶۵۵ ٠٫٠١٧٢٨ ٠٫٠٨٩۵۴ ٠٫٠١٩٨٩ ٠٫١٢٢٣۵ ٠٫٠١۶۵٩
٠٫٢ ٠٫١٩۶٢٢ ٠٫٠٢٠۴٢ ٠٫٢١٩٧١ ٠٫٠١۶۴٨ ٠٫١٨٩٨٠ ٠٫٠١٩٨٠ ٠٫٢١٢۴۴ ٠٫٠١۵٨١
٠٫۴ ٠٫٣٧٩٢٨ ٠٫٠٢۴۴۶ ٠٫٣۵٩۵٩ ٠٫٠٢٠۶۴ ٠٫٣۶٧٠٧ ٠٫٠٢٣٩۶ ٠٫٣۴٧٨٣ ٠٫٠٢٠۵٧
٠٫٨ ٠٫٨٣٨٠۶ ٠٫٠١٨٧۵ ٠٫٧٢۵١٣ ٠٫٠٢١٧٨ ٠٫٨١٠٨١ ٠٫٠١٧٣۴ ٠٫٧٠١٣١ ٠٫٠٢٣١٢

MSE ٠٫٣٧٠٩۵٣ ٠٫٣١٢٢۵٧ ٠٫٣۴۴۴٣٢ ٠٫٣٠٧٢٨٩
٠٫۵ ٠٫٠ −٠٫٠٠٠١۶ ٠٫٠٢٩۶٨ ٠٫٠٧۵۶۵ ٠٫٠٢۵٣٠ ٠٫٠٠٠٠۴ ٠٫٠٢٨۶۶ ٠٫٠٧٣٣١ ٠٫٠٢۴۴۵

٠٫١ ٠٫٠٩۶٨۵ ٠٫٠٢۵٠٨ ٠٫١۴٠٢٢ ٠٫٠٢٠٠۶ ٠٫٠٩٣٨١ ٠٫٠٢۴٢۴ ٠٫١٣۵۶٢ ٠٫٠١٩٢۶
٠٫٢ ٠٫١٩٧٠٩ ٠٫٠٢۵٢٣ ٠٫٢٢۴٣٨ ٠٫٠١٩۶١ ٠٫١٩٠۶۵ ٠٫٠٢۴۴۵ ٠٫٢١۶٩٧ ٠٫٠١٨٨٣
٠٫۴ ٠٫٣۵٩۶۶ ٠٫٠٣١۵١ ٠٫٣۴۵٨۶ ٠٫٠٢۵٣٠ ٠٫٣۴٨٢٧ ٠٫٠٣٠٨٩ ٠٫٣٣۴٧٣ ٠٫٠٢۵١١
٠٫٨ ٠٫٨۴٢۴٩ ٠٫٠٢٣۶٣ ٠٫٧٠۶٣۶ ٠٫٠٢٣٩٩ ٠٫٨١۵٢١ ٠٫٠٢٢٠۵ ٠٫۶٨٣٣۴ ٠٫٠٢۵۴١

MSE ٠٫۵٩۵٠٨۶ ٠٫۴۴٢۴۵٩ ٠٫۵۵۴۵٨ ٠٫۴۴٠٧٢١
٠٫٧ ٠٫٠ ٠٫٠١٩۵٢ ٠٫٠٣٩۶۵ ٠٫١١٧٢٣ ٠٫٠٣٠٧٣ ٠٫٠١٩١٩ ٠٫٠٣٨٣١ ٠٫١١٣۶٠ ٠٫٠٢٩٧٣

٠٫١ ٠٫٠٩٣۵٠ ٠٫٠٣٣۴٣ ٠٫١۶١۵٧ ٠٫٠٢۴٩٣ ٠٫٠٩٠۶٢ ٠٫٠٣٢٣٣ ٠٫١۵۶٢۵ ٠٫٠٢٣٩۴
٠٫٢ ٠٫١٨٠٨۶ ٠٫٠٣٢۶٠ ٠٫٢٢۵٩٣ ٠٫٠٢٣١۴ ٠٫١٧۴٩۴ ٠٫٠٣١۶۴ ٠٫٢١٨۴۵ ٠٫٠٢٢٢۶
٠٫۴ ٠٫٣۵٠۵٧ ٠٫٠٣٩۴٠ ٠٫٣٢٧٧۶ ٠٫٠٢٩٢٧ ٠٫٣٣٩۴۶ ٠٫٠٣٨۵٢ ٠٫٣١٧٢٠ ٠٫٠٢٩٠۴
٠٫٨ ٠٫٨۵١١١ ٠٫٠٣٢٧۵ ٠٫۶۵٩١۵ ٠٫٠٣٣١١ ٠٫٨٢٣٧۴ ٠٫٠٣٠٩٨ ٠٫۶٣٧٨٧ ٠٫٠٣۴٣٩

MSE ١٫٠٢۶٢٢۴ ٠٫۶٩١٩۵٢ ٠٫٩۵٨۵١٧ ٠٫۶٨۶١١١
٠٫٩ ٠٫٠ ٠٫٠۶٣٣۶ ٠٫٠۶١٣٨ ٠٫٢١٣۵۶ ٠٫٠٣٨٠٩ ٠٫٠۶١٧٢ ٠٫٠۵٩٢٩ ٠٫٢١٠۴٠ ٠٫٠٣٧٠۴

٠٫١ ٠٫٠۵۴٢٩ ٠٫٠۵٠٠٠ ٠٫٢١۶٨۴ ٠٫٠٢٣٠٢ ٠٫٠۵٢٨٩ ٠٫٠۴٨۴١ ٠٫٢١٣۵١ ٠٫٠٢١٩٢
٠٫٢ ٠٫١۵۶٧٢ ٠٫٠۵١٣٧ ٠٫٢٠١٠٩ ٠٫٠٢١٧٩ ٠٫١۵١٣۴ ٠٫٠۴٩٨۶ ٠٫١٩٨١١ ٠٫٠٢٠۶٨
٠٫۴ ٠٫٣١٧٢٧ ٠٫٠۵۴٩٣ ٠٫٢٩۴٨٢ ٠٫٠٢٧٩٩ ٠٫٣٠٧٢٩ ٠٫٠۵٣۶٠ ٠٫٢٨٨٩٣ ٠٫٠٢٧٢٨
٠٫٨ ٠٫٩٠٣۵٠ ٠٫٠۵٣٢۶ ٠٫۵٢٧۵۴ ٠٫٠۵٢٨۶ ٠٫٨٧۴٣٠ ٠٫٠۵٠۵٩ ٠٫۵١۴٣١ ٠٫٠۵٢٩۴

MSE ٢٫٣٨٧١٨۴ ١٫١٠٩٨۶٩ ٢٫٢٢۶٨۵٨ ١٫٠٨٣۴٢۴



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۴٨

ریج خطͬ آمیخته مدل در اولیه آزمون برآوردگر شبیه سازی مطالعه نتایج :۶ . ٢ جدول
PTMR, α =٠٫٠٠١ PTMR, α =٠٫٠١ PTMR, α =٠٫٠۵ PTMR, α =٠٫١

ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف
٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠١٢۴۶ ٠٫٠٠٨۵۶ ٠٫٠٣۶٠۵ ٠٫٠١۵٧٨ ٠٫٠٣٨٢٨ ٠٫٠١٧٠٨ ٠٫٠٣٨٢٨ ٠٫٠١٧٠٨

٠٫١ ٠٫٠٢٧٣١ ٠٫٠١٣٩٣ ٠٫١٠٧٢٨ ٠٫٠١۴۶۶ ٠٫١١٩٠٧ ٠٫٠١۵٩٣ ٠٫١١٩٠٧ ٠٫٠١۵٩٣
٠٫٢ ٠٫٠۵۵٨٢ ٠٫٠٢۶۴٧ ٠٫١٨٢٢۶ ٠٫٠١٧۶۴ ٠٫٢١۵١٩ ٠٫٠١۵۵٩ ٠٫٢١۵١٩ ٠٫٠١۵۵٩
٠٫۴ ٠٫٠٩٨١۵ ٠٫٠۴٩۴٣ ٠٫٣٢٨۵٨ ٠٫٠٢۶٣٢ ٠٫٣٧٠١۵ ٠٫٠١٨٧٠ ٠٫٣٧٠١۵ ٠٫٠١٨٧٠
٠٫٨ ٠٫١٩۵١٨ ٠٫٠٩٧٨٢ ٠٫۶۶١۴٣ ٠٫٠۴٣١٧ ٠٫٧۵٠۶٣ ٠٫٠١٨۶٨ ٠٫٧۵٠۶٣ ٠٫٠١٨۶٨

MSE ٢٫۵۵٩٩۶ ٠٫۵۵٩٠١ ٠٫٢۴٣٣۴ ٠٫٢۴٣٣۴
٠٫٢ ٠٫٠ ٠٫٠١٨٠۴ ٠٫٠١٠١٠ ٠٫٠۵٧۵٠ ٠٫٠١٨۵٣ ٠٫٠۶١١٢ ٠٫٠٢٠١۴ ٠٫٠۶١١٢ ٠٫٠٢٠١۴

٠٫١ ٠٫٠٣٠٣٩ ٠٫٠١۴٢۶ ٠٫١١٣۵۵ ٠٫٠١۶٢١ ٠٫١٢۶۵۵ ٠٫٠١٧٢٨ ٠٫١٢۶۵۵ ٠٫٠١٧٢٨
٠٫٢ ٠٫٠۶٣٩٣ ٠٫٠٢۶٣٠ ٠٫١٨۶٢۵ ٠٫٠١٨٢٢ ٠٫٢١٩٧١ ٠٫٠١۶۴٨ ٠٫٢١٩٧١ ٠٫٠١۶۴٨
٠٫۴ ٠٫١٠٢٣٠ ٠٫٠۴٩٠١ ٠٫٣١٨٠٨ ٠٫٠٢٧۵٧ ٠٫٣۵٩۵٩ ٠٫٠٢٠۶۴ ٠٫٣۵٩۵٩ ٠٫٠٢٠۶۴
٠٫٨ ٠٫٢٠٣٨۵ ٠٫٠٩۶۶٨ ٠٫۶٣٩٠۵ ٠٫٠۴۴۴۵ ٠٫٧٢۵١٣ ٠٫٠٢١٧٨ ٠٫٧٢۵١٣ ٠٫٠٢١٧٨

MSE ٢٫۵٠٧٠٧ ٠٫۶٢۴١٣ ٠٫٣١٢٢۶ ٠٫٣١٢٢۶
٠٫۵ ٠٫٠ ٠٫٠٢۵٢٠ ٠٫٠١١٢٠ ٠٫٠٧۴٣۴ ٠٫٠٢٢٢٢ ٠٫٠٧۵۶۵ ٠٫٠٢۵٣٠ ٠٫٠٧۵۶۵ ٠٫٠٢۵٣٠

٠٫١ ٠٫٠٢٩٨٨ ٠٫٠١۵٢١ ٠٫١٢۴۵٨ ٠٫٠١٨٧٣ ٠٫١۴٠٢٢ ٠٫٠٢٠٠۶ ٠٫١۴٠٢٢ ٠٫٠٢٠٠۶
٠٫٢ ٠٫٠۵٩٧٠ ٠٫٠٢٧۴۶ ٠٫١٨٧١۵ ٠٫٠٢٠۴۵ ٠٫٢٢۴٣٨ ٠٫٠١٩۶١ ٠٫٢٢۴٣٨ ٠٫٠١٩۶١
٠٫۴ ٠٫٠٩۴۴۵ ٠٫٠۴٩٩٠ ٠٫٣١٠٢۵ ٠٫٠٣٠۵۴ ٠٫٣۴۵٨۶ ٠٫٠٢۵٣٠ ٠٫٣۴۵٨۶ ٠٫٠٢۵٣٠
٠٫٨ ٠٫١٧٩٨۴ ٠٫٠٩٧٨٩ ٠٫۶١٨۵١ ٠٫٠۴۵٣٨ ٠٫٧٠۶٣۶ ٠٫٠٢٣٩٩ ٠٫٧٠۶٣۶ ٠٫٠٢٣٩٩

MSE ٢٫۶١٢۵٢ ٠٫٧٢٨٠۵ ٠٫۴۴٢۴۶ ٠٫۴۴٢۴۶
٠٫٧ ٠٫٠ ٠٫٠٣٧۵٩ ٠٫٠١۵٨١ ٠٫١١١۶٣ ٠٫٠٢٧٨٠ ٠٫١١٧٢٣ ٠٫٠٣٠٧٣ ٠٫١١٧٢٣ ٠٫٠٣٠٧٣

٠٫١ ٠٫٠٣٩۶٣ ٠٫٠١۶٧۵ ٠٫١۴١١٧ ٠٫٠٢٣۵١ ٠٫١۶١۵٧ ٠٫٠٢۴٩٣ ٠٫١۶١۵٧ ٠٫٠٢۴٩٣
٠٫٢ ٠٫٠۶٨٠١ ٠٫٠٢٨١٩ ٠٫١٨۵۶٨ ٠٫٠٢٣٣٢ ٠٫٢٢۵٩٣ ٠٫٠٢٣١۴ ٠٫٢٢۵٩٣ ٠٫٠٢٣١۴
٠٫۴ ٠٫٠٩٩١٧ ٠٫٠۴٩٨٢ ٠٫٢٩٢٢٩ ٠٫٠٣۴١٠ ٠٫٣٢٧٧۶ ٠٫٠٢٩٢٧ ٠٫٣٢٧٧۶ ٠٫٠٢٩٢٧
٠٫٨ ٠٫٢٠٣٧٩ ٠٫٠٩۵٩٣ ٠٫۵٨٣۴٧ ٠٫٠۴٩٨٧ ٠٫۶۵٩١۵ ٠٫٠٣٣١١ ٠٫۶۵٩١۵ ٠٫٠٣٣١١

MSE ٢٫۵۵٠٠١ ٠٫٩۵۵٩٢ ٠٫۶٩١٩۵ ٠٫۶٩١٩۵
٠٫٩ ٠٫٠ ٠٫٠۵١٣۶ ٠٫٠١٨۵٩ ٠٫١٧٩۴٩ ٠٫٠٣۴٨۶ ٠٫٢١٣۵۶ ٠٫٠٣٨٠٩ ٠٫٢١٣۵۶ ٠٫٠٣٨٠٩

٠٫١ ٠٫٠۶٢٨٣ ٠٫٠١٧٨٠ ٠٫١٨۴۶١ ٠٫٠٢٢۴١ ٠٫٢١۶٨۴ ٠٫٠٢٣٠٢ ٠٫٢١۶٨۴ ٠٫٠٢٣٠٢
٠٫٢ ٠٫٠۴٧٣٧ ٠٫٠٢٧٩۵ ٠٫١۵٧٨٣ ٠٫٠٢٣۴۶ ٠٫٢٠١٠٩ ٠٫٠٢١٧٩ ٠٫٢٠١٠٩ ٠٫٠٢١٧٩
٠٫۴ ٠٫٠٧۶٣٣ ٠٫٠۵٠٧٣ ٠٫٢۵٣٨٨ ٠٫٠٣۴۵٣ ٠٫٢٩۴٨٢ ٠٫٠٢٧٩٩ ٠٫٢٩۴٨٢ ٠٫٠٢٧٩٩
٠٫٨ ٠٫١۴٨٧٢ ٠٫١٠١٠۴ ٠٫۴٧۴٢٢ ٠٫٠۶٣٧۶ ٠٫۵٢٧۵۴ ٠٫٠۵٢٨۶ ٠٫۵٢٧۵۴ ٠٫٠۵٢٨۶

MSE ٢٫٨٣٢۴۴ ١٫٣٧٢٧١ ١٫١٠٩٨٧ ١٫١٠٩٨٧

ͬ داری معن ͹سط به PTMR برآوردگر ͬ آید، برم ۶ . ٢ و ۵ . ٢ جدول های نتایج از که همان طور
آنچه نیست. صادق SSMR برآوردگرهای خصوص در امر این ͬ که حال در است وابسته α

تمامͬ بین در SSMR برآوردگر که است این است اهمیت حائز جدول ها نتایج تحلیل در
(sd) استاندارد انحراف و (MSE) خطا دوم توان میانگین دارای مطالعه مورد برآوردگرهای
MSE باشد، قوی تر داده ها در همخطͬ میزان هرچه که است ͹واض همچنین است. کمتری
است. کمتر ملاحظه ای قابل میزان به برآوردگرها دی·ر به نسبت SSMR برآوردگر در برآورد
MSE میزان افزایش سرعت پیش بین، متغیرهای بین همبستگͬ افزایش با دی·ر عبارت به
را شده ذکر برآوردیابی روش های ادامه در است. برآوردگرها دی·ر از کمتر SSMR برآوردگر در

ͬ گیریم. م کار به واقعͬ مثال ΁ی تحلیل برای



۴٩ ریج  ͬ خط آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای

واقعͬ مثال ٢ . ۴ . ٢
ͅ های پاس اجرای در را مهمͬ نقش که ͬ باشند م خون سفید گلبول های از گروهͬ لنفوسیت ها٣۵
تقسیم B و T نوع گروه دو به سلول ها این دارند. عهده به بی·انه عوامل ضد بر بدن ایمنͬ
عموماً را CD4 سلول های هستند. CD8 و CD4 گروه دو شامل T نوع لنفوسیت های که ͬ شوند م
از بسیاری علیه دفاع در را مهمͬ نقش که ͬ شناسند م کننده٣۶ ΁کم T سلول های عنوان با
مهمترین سلول ها این دارند. عفونͬ غیر عوامل حتͬ و قارچ ها باکتری ها، مانند عفونͬ عوامل
شده لنفوسیت ها از گروه این ویروسHIVوارد ͬ باشند. م ٣٧HIVویروس تأثیر تحت سلولͬ گروه
تعداد کاهش و رفتن بین از باعث نهایت در و کرده سازی همانند به شروع سلول ها این در و
کاهش روند کردن کند ،HIV ویروس به مبتلا بیماران درمان در اصلͬ هدف ͬ شود. م آن ها
به فرد ابتلای از جلوگیری منظور به وضعیت، ΁ی در آن ها نگهداشتن ثابت و CD4 سلول های
هستند سلول هایی از گروه اولین CD4 که آن جایی از ͬ باشد. م مختلف عفونت های و بیماری ها
آن ها اندازه گیری ͬ یابد، م کاهش سریعاً آن ها تعداد و ͬ گیرند م قرار HIV ویروس تأثیر تحت که
ایدز٣٨ نهایی فاز سوی به بیماری پیشرفت و درمان ها تأثیر میزان ارزیابی برای مهمͬ عامل
به CD4 سلول های تعداد افراد، این در درمان با همزمان که است لازم بنابراین ͬ باشد. م

شود. اندازه گیری خود، خاص روش های
ویروس با مقابله برای که است ویروسͬ ضد داروهای جمله از دیدانوزین۴٠، و زالسیتابین٣٩
ͬ کنند م کند را HIV ویروس پیشروی روند داروها این ͬ شود. م استفاده مبتلا، فرد در HIV

را HIV به وابسته عفونت های ایجاد خطر و شده بدن ایمنͬ سیستم تقویت سبب نتیجه در و
بدن در HIV ویروس کنترل بر دارو نوع دو این تأثیر مطالعه این در هدف ͬ دهند. م کاهش

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد مبتلا، افراد
متغیر ٧ شامل که دارد وجود R نرم افزار در موجود JMbayes بسته ی در داده مجموعه این
متغیرهای مطالعه این در که شده گردآوری آزمایشͬ واحد n = ۴۶٧ تعداد برای پیش بین
نظر در تصادفͬ اثرات عنوان به شد گفته اول فصل در آنچه به توجه با را gender و prevOI

گرفته ایم.
است. آمده ٢ . ٨ و ٢ . ٧ جدول های در داده مجموعه این متغیرهای به مربوط توضیحات

35Lymphocytus
36T-helper
37Human immunodeficiency virus
38Aids: Acquired immune deficiency syndrome
39Zalcitabine
40Didanosine



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۵٠

٢ . ۴ . ٢ بخش داده مجموعه متغیرهای توصیف :٢ . ٧ جدول
توضیحات متغیرها

آزمایش مورد شخص به مربوط شناسایی کد patient

سانسور یا مرگ زمان Time

مرگ دهنده نشان ١ و سانسور دهنده نشان ٠ death

فرد هر CD4 نوع سلول های تعداد CD۴
متغیر) شدن پیوسته برای تبدیل اعمال (با CD4 سلول های تعداد ثبت زمان obstime

داروی تزریق دهنده نشان ترتیب به ddI و ddC ͹سط دو با عاملͬ drug

آزمایش مورد شخص به دیدانوزین و زالسیتابین
آزمایش مورد شخص جنسیت gender

قبلͬ آزمایش نتیجه نمایش جهت به noAIDS و AIDS ͹سط دو با عاملͬ prevOI

اشخاص ΁تفکی برای failure و intolerance ͹سط دو با عاملͬ AZT

بدنͬ مقاومت لحاظ از

٢ . ۴ . ٢ بخش داده مجموعه متغیرهای از شده خلاصه اطلاعات :٢ . ٨ جدول
Time CD4 obstime

مینیمم ٠٫۴٧ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠
اول چارک ١٢٫٢٣ ٣٫١۶ ٠٫٠٠

میانه ١۴٫٠٧ ۵٫۴٧ ٢٫٠٠
میانگین ١٣٫٨٩ ٧٫٠٢ ۴٫٢١

سوم چارک ١٧٫٠٠ ١٠٫۴۴ ۶٫٠٠
ماکزیمم ٢١٫۴٠ ٢۴٫١٢ ١٨٫٠٠

death drug gender prevOI AZT

death: ۴١٢ ddI: ۶٨٨ male: ١٢٨٨ AIDS: ٨۶٣ failure: ۴٩١
censoring: ٩٩٣ ddC: ٧١٧ female: ١١٧ noAIDS: ۵۴٢ intolerance: ٩١۴

لازم شده است. تکرار iام آزمایشͬ واحد هر برای دفعات به متغیرها از کدام هر اندازه گیری
است. شده گرفته نظر در ͺپاس متغیر عنوان به CD4 متغیر مطالعه این در که است ذکر به



۵١ ریج  ͬ خط آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای
استاین نوع ریج آمیخته استاین، نوع آمیخته ریج، آمیخته آمیخته، برآوردگرهای ٢ . ٩ جدول در
،β̂S

M ،β̂MR ،β̂M با ترتیب به داده مجموعه این تحلیل از حاصل ریج آمیخته اولیه آزمون و
واقعͬ، مثال تحلیل در برآوردگرها این عمل΄رد بررسͬ برای شده اند. داده نشان β̂PT

MR و β̂
S

MR

آن مقدار هرچه که است شده محاسبه نیز برآوردگر هر (MPE) پیش گویی۴١ خطای میانگین
آمده ادامه در MPE معیار محاسبه ی طریقه است. برآوردگر برتری نشان دهنده ی باشد کمتر

است.
به طور را داده مجموعه ،K-fold متقابل۴٢ اعتبارسنجͬ روش با MPE محاسبه منظور به
به را زیرمجموعه هر ترتیب به ͬ کنیم، م تقسیم برابر اندازه های با زیرمجموعه K به تصادفͬ
ͬ گیریم م نظر در آزمایش داده های عنوان به را مابقͬ و {(Xtest,ytest

)} آزمون داده های عنوان
را آزمایشͬ داده های مدل بندی حاصل برآورد ͬ کنیم. م استفاده آن ها از مدل بندی برای و
به آزمون داده مجموعه ͺپاس پیش گویی جهت به را شده برازش مدل سپس ͬ نامیم م β̂train

به kام = ١, . . . ,K زیرمجموعه ی برای را (PE) پیش گویی خطای نهایت در ͬ گیرم. م کار
ͬ کنیم م محاسبه زیر صورت

PEk =
∥∥Xtest

k β − ŷtest
k

∥∥٢

محاسبه زیرمجموعه ها k = ١, . . . ,K همه ی برای را مقدار این .ŷtest
k = X̂test

k β̂
train

k آن در که
ͬ آوریم م بدست زیر رابطه ی از را MPE مقدار و کرده تکرار بار N = ۵٠٠ را فرآیند این ͬ کنیم. م

MPE = median

 ١
K

K∑
k=١

PEk١ , . . . ,
١
K

K∑
k=١

PEk
N


MPE مقدار است. iام تکرار در آزمون مجموعه ی kامین پیش گویی خطای PEk

i آن در که
است. شده گزارش ٢ . ٩ جدول در برآوردگر هر به مربوط

نوع ریج آمیخته برآوردگر برای MPE مقدار ͬ شود م ملاحظه ٢ . ٩ جدول در که همان طور
است. کمترین ˆβS

MR استاین

٢ . ۴ . ٢ بخش داده های در ضرایب برآورد :٢ . ٩ جدول
β̂M β̂MR β̂

S

M β̂
S

MR β̂
PT

MR(α > 0.2)

Time ٠٫٠۶٨۶٩۶٩٨ ٠٫٢٠٧٣۵٨٣ ٠٫٠٢٨۵۶٨٩٧ ٠٫٠٨٠٣١٠۵٠ ٠٫٢٠٧٣۵٨٣
death −٢٫٠۴٩١٨۵٠٩ −١٫٠٠٩٣۶٧۶ −٠٫٨۵٢١٩٣٣٨ −٠٫٣٩٠٩٣١٠٩ −١٫٠٠٩٣۶٧۶
obstime −٠٫١۴٩٨٩٠۴٠ −٠٫١۴٣۴٩٩١ −٠٫٠۶٢٣٣۴٨٣ −٠٫٠۵۵۵٧٧۶٣ −٠٫١۴٣۴٩٩١
drug ۴٫۵٢۵٣١١٩٩ ٣٫٣٣٣۵۶٩٢ ١٫٨٨١٩٣٨٧٩ ١٫٢٩١١٠١٣٧ ٣٫٣٣٣۵۶٩٢
AZT ٠٫۶۶٣٨١٨٩٢ ٠٫١٧٢۴١١٨ ٠٫٢٧۶٠۶١٩٨ ٠٫٠۶۶٧٧۵۶٠ ٠٫١٧٢۴١١٨
MPE ١٫٢٠۶٨٧ ٠٫٠٢١١۴ ١٫٠۴۶۴۴ ٠٫٠٠٠۵٢ ٠٫٠٢١١۴
41Mean prediction error
42Cross validation



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۵٢
از مرحله هر در برآوردگرها پیش گویی خطای مقدار به مربوط جعبه ای نمودار ۵ . ٢ ش΄ل
از را استاین نوع ریج آمیخته برآوردگر برتری که ͬ دهد م نشان را MPE محاسبه فرآیند تکرار

ͬ کند. م تایید معیار این نظر

برآوردها MPE مقدار به مربوط جعبه ای نمودار :۵ . ٢ ش΄ل

دهنده نشان همچنان که است برآوردها استاندارد انحراف مقدار به مربوط ٢ . ١٠ جدول
است. برآوردگرها دی·ر به نسبت استاین نوع ریج آمیخته برآوردگر برتری

٢ . ٩ جدول برآوردهای استاندارد انحراف :٢ . ١٠ جدول
sd(βM ) sd(βMR) sd(βS

M ) sd(βS
MR) sd(βPT

MR)

Time ٠٫٠٠٠۶١٣٠١٢٧ ١٫۶۶۶٧۴٩ × ٠−١٠۴ ٠٫٠٠٠۵٧٩٠۵٩٢ ٩٫٢٣۵٠٢٧ × ٠−١٠۵ ١٫۶۶۶٧۴٩ × ٠−١٠۴
death ٠٫٠١۵٧٢١۵۵٩۶ ١٫١٧٠٧٧٧ × ٠٢−١٠ ٠٫٠١۵٢٣٣۵٨۶۶ ٣٫۴٧٨٢٨٠ × ٠−١٠۴ ١٫١٧٠٧٧٧ × ٠٢−١٠
obstime ٠٫٠٠١١٢۶٢۴٣١ ۴٫٩٠٨٧٩٩ × ٠−١٠۴ ٠٫٠٠١٠٧٣۴٢٢٧ ٨٫٧٧٩٧٢٢ × ٠−١٠۵ ۴٫٩٠٨٧٩٩ × ٠−١٠۴
drug ٠٫٠٣٧۴٣٨۵۵۶٧ ١٫۶٣٧٠١٩ × ٠٢−١٠ ٠٫٠٣۴۴۴۶٠١٢٩ ۴٫۵٨٩۶٩۴ × ٠−١٠۴ ١٫۶٣٧٠١٩ × ٠٢−١٠
AZT ٠٫٠٠۴۴۴٢۴٢٣٣ ۴٫٢٣۴۵٣۴ × ٠٣−١٠ ٠٫٠٠۴١٢١۵٧٢٢ ٨٫٩٧٧٠٠٢ × ٠−١٠۴ ۴٫٢٣۴۵٣۴ × ٠٣−١٠

ریج تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل ۵ . ٢
ͬ کند، نم تبعیت نرمال توزیع از ͺپاس متغیر گاهͬ شد، گفته ۵ . ١ بخش در که همان طور
متغیر توزیع اگر اما بود. نخواهد مم΄ن خطͬ مدل های از استفاده مواردی چنین در بنابراین

صورت این در باشد، نمایی توزیع های خانواده به متعلق پاس

fyi(yi) = exp
{
(yiγi − b(γi))/τ

٢ − c(yi, τ)
} (٢ . ٢٣)



۵٣ ریج تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
است زیر صورت به درستنمایی تابع ل·اریتم لذا

ℓ(β) =

n∑
i=١

[yiγi − b(γi)] /τ
٢ −

n∑
i=١

c(yi, τ). (٢۴ . ٢)

ریج تعمیم یافته خطͬ مدل
درستنمایی تابع ل·اریتم ͬ توان م (GLR) ریج۴٣ تعمیم یافته خطͬ برآوردگر آوردن بدست برای

نوشت زیر صورت به را شده جریمه

ℓpen(β) = ٢
 n∑

i=١
[yiγi − b(γi)] /τ

٢ −
n∑

i=١
c(yi, τ)

− λβTβ. (٢۵ . ٢)

∂ℓpen(β)

∂β
=

∂ℓpen(β)

∂γi
.
∂γi
∂µi

.
∂µi
∂g(µi)

.
∂g(µi)

∂β

=
٢
τ٢
∑(

yi −
∂b(γi)

∂γi
.

١
ν(µi)

.
∂µi
∂g(µi)

.XT
i

)
− ٢λβ

=
٢
τ٢
∑(

yi − µi.
١

ν(µi)
.
∂µi
∂g(µi)

∂g(µi)

∂µi

∂µi
∂g(µi)

.XT
i

)
− ٢λβ

= ٢∑(
wiX

T
i (ti − g(µi))

)
− ٢λβ (٢۶ . ٢)

.ti = g(µi) + gµ(µi)(yi − µi) و wi =
[
τ٢ν(µi)g٢

µ(µi)
]−١ آن در که

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را (٢۶ . ٢) رابطه ماتریسͬ ش΄ل
∂ℓpen(β)

∂β
= ٢XTW(T−Xβ)− ٢λβ (٢ . ٢٧)

داریم (٢ . ٢٧) رابطه دادن قرار صفر مساوی با
٠ =

∂ℓpen(β)

∂β
= λβ −

(
XTW(T −Xβ)

)
= λβ −XWT+ (XTWX)β

= (XTWX+ λIp)β − (XTWT)

ͬ شود م حاصل زیر صورت به GLR برآوردگر نتیجه در
β̂GLR = (XTWX+ λI)−١(XTWT) (٢ . ٢٨)

قطری عناطر با n‐بعدی ماتریس W = {nwi} آن در که
wi =

[
τ٢ν(µi)g٢

µ(µi)
]−١

43Generalized linear ridge



طولͬ داده های برای ریج رگرسیون ۵۴
دارایه های با ،β پارامتر به وابسته n× ١ بردار T = Xβ +∆(y − µ) و

ti = g(µi) + gµ(µi)(yi − µi)

است.
کرد بازنویسͬ زیر صورت به ͬ توان م را (۵١ . ٢) رابطه ،T بردار تعریف با طرفͬ از

β̂
(m+١)
GL = β̂

(m)

GL + (XTWX)−١XTW∆(y − µ)

= (XTWX)−١XTW
[
Xβ̂

(m)

GL +∆(y − µ)
]

= (XTWX)−١XTWT(m). (٢ . ٢٩)
داریم (٢ . ٢٩) و (٢ . ٢٨) رابطه های از استفاده با نتیجه در

β̂GLR = (XTWX+ λI)−١(XTWT)

= (XTWX+ λI)−١(XTWX)(XTWX)−١(XTWT)

= (XTWX+ λI)−١(XTWX)β̂GL. (٢ . ٣٠)
به ریج رگرسیون در تعمیم یافته خطͬ مدل پارامترهای برآورد مورد در بیشتر آگاهͬ برای

کنید. مراجعه (١٩٩٢) سجرستد

ریج تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
تابع ل·اریتم ، (GLMR) ریج۴۴ تعمیم یافته خطͬ آمیخته برآوردگر آوردن بدست برای حال

است زیر صورت به (٢۶ . ٢) و (۶١ . ٠) رابطه های طبق شده جریمه درستنمایی

ℓpen(β) = λβTβ − ٢ℓ(β). (٢ . ٣١)
داریم β به نسبت (٢ . ٣١) رابطه از مشتق گیری با

∂ℓpen(β)

∂β
= ٢λβ − ٢

∫
XTW(T−Xβ − Zb)fb|y(b|y)db

= λβ + (XTE [W|y]X)β −
(
XTE [W(T− Zb)|y]

)
=

(
XTE [W|y]X+ λIp

)
β −

(
XTE [W(T− Zb)|y]

)
,

(٢ . ٣٢)
ͬ شود م حاصل زیر صورت به GLMR برآوردگر نتیجه در

β̂GLMR =
(
XTE [W|y]X+ λIp

)−١ (
XTE [W(T− Zb)|y]

)
. (٢ . ٣٣)

44Generalized linear mixed ridge



۵۵ ریج تعمیم یافته خطͬ آمیخته مدل
با GLR حالت مشابه ارائه شده برآوردگر لذا است وابسته β پارامتر به T بردار طرفͬ، از

لذا شد. خواهد محاسبه شونده تکرار ال·وریتم های از استفاده
β̂
(m+١)
GLMR =

(
XTE [W|y]X+ λIp

)−١ (
XTE

[
W(T(m) − Zb)|y

])
. (٣۴ . ٢)

تقریب ،۴۵MCMC ال·وریتم های ،EM ال·وریتم مانند روش هایی مورد در بیشتر آگاهͬ برای
΁م به تعمیم یافته خطͬ مدل های در درستنمایی ماکزیمم برآورد محاسبه برای تصادف۴۶ͬ

کنید. مراجعه (٢٠٠٨) هم΄اران و کولاک

45Markov chain Monte Carlo
46Stochastic approximation





٣ فصل
طولͬ داده های برای لیو رگرسیون

مقدمه ٣ . ١
فاصله و شدن بزرگ سبب داده ها در همخطͬ وجود شد، بیان قبل فصل در که همان طور
رگرسیون از استفاده با قبل فصل در امر این ͬ شود. م واقعͬ پارامتر از شده برآورد مقادیر گرفتن
مطرح (١٩٩٣) لیو توسط مش΄ل، این کردن ͽمرتف برای دی·ر ایده ای اما شد، پوشانده ریج
΁نزدی واقعͬ پارامتر به را شده برآورد مقدار ،(٠ < d < ١) d مانند ضریبی دادن قرار با که شد
حال است. غیرخطͬ تابع ΁ی آن پارامتر برحسب ریج برآوردگر که بیاورید خاطر به ͬ کند. م
β از β̂ که آن جایی از کنیم فرض طور این ͬ توانیم م باشد خطͬ رابطه این بخواهیم چنانچه
و مناسب d ΁ی ازای به dβ̂ است، بزرگ همخطͬ، وجود دلیل به آن مقادیر و دارد فاصله
βTβ صورت به را جریمه تابع این که جای به لذا شود ΁نزدی β به ام΄ان حد تا ͬ تواند م ΁کوچ

صورت به را جریمه تابع و کرده جریمه را dβT − β فاصله بزرگͬ کنیم، وارد مدل در
(dβ̂ − β)T (dβ̂ − β)

از است عبارت (٢ . ١) مدل اساس بر حاصل برآوردگر صورت این در ͬ گیریم. م نظر در
β̂Liu = arg min

β∈Rp

{
(y −Xβ)T (y −Xβ) + (dβ̂ − β)T (dβ̂ − β)

} (٣ . ١)

داریم β به نسبت (٣ . ١) رابطه در آکولاد داخل عبارت از مشتق گیری با
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d

dβ

[
(y −Xβ)T (y −Xβ) + (dβ̂ − β)T (dβ̂ − β)

]
=

d

dβ

[
yTy − ٢βTXTy + βTXTXβ + d٢β̂T

β̂ − ٢dβT β̂ + βTβ
]

= −٢XTy + ٢XTXβ − ٢dβ̂ + ٢β
= −٢XTy − ٢dβ̂ + ٢(XTX+ Ip)β,

ͬ شود م نتیجه دادن قرار صفر مساوی با که
β̂Liu = (XTX+ Ip)

−١(dβ̂ +Xy)

= (XTX+ Ip)
−١ (d(XTX)−١XTy +XTy

)
= (XTX+ Ip)

−١ (d(XTX)−١XTy + (XTX)(XTX)−١XTy
)

= (XTX+ Ip)
−١(dIp +XTX)(XTX)−١Xy

= (XTX+ Ip)
−١(dIp +XTX)β̂. (٣ . ٢)

این در رو این از است. d پارامتر به نسبت لیو نوع برآوردگر بودن خطͬ است، توجه مورد آن چه
بیشتر آگاهͬ برای است. اهمیت حائز خطͬ آمیخته مدل در لیو نوع برآوردگر بررسͬ فصل،

ببینید. را (١٣٩٣) بیدگلͬ برزویی لیو، برآوردگر خصوص در

لیو خطͬ آمیخته مدل ٣ . ٢
ب·یرید نظر در را زیر خطͬ آمیخته مدل

yi = Xiβ + ZT
i bi + εεεi (٣ . ٣)

اثرات از ni × p طرح ماتریس Xi مشاهده، ni از برداری yi = (yi١, yi٢, . . . , yini)
T آن در که

اثرات از q×ni طرح ماتریس Zi و نامعلوم، و ثابت ضرایب p×١ بردار β = (β١, . . . , βp)T و ثابت
خطاهای n × ١ بردار ϵi ∼ Nn(٠, σ٢I) و تصادفͬ ضرایب q × ١ بردار bi ∼ Nq(٠,D) تصادفͬ،

داریم زیر به صورت لیو رگرسیون در را درستنمایی تابع ل·اریتم حال است. تصادفͬ
(۴ . ٣)

ℓpen(β,X;y) = −N٢ log(٢π)− ١
٢

n∑
i=١

log |V|− ١
٢(y−Xβ)TV−١(y−Xβ)−(dβ̂−β)T (dβ̂−β)

لذا است. β پارامتر به وابسته عبارت کردن مینیمم با معادل (۴ . ٣) تابع کردن ماکزیمم
ͬ شود م محاسبه زیر رابطه از (MLiu) لیو آمیخته برآوردگر

β̂MLiu = arg min
β∈Rp

{
(y −Xβ)TV−١(y −Xβ) + (dβ̂ − β)T (dβ̂ − β)

} (۵ . ٣)
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داریم β حسب بر (۵ . ٣) رابطه در آکولاد داخل عبارت مشتق دادن قرار صفر مساوی با

٠ =
d

∂β

[
(y −Xβ)TV−١(y −Xβ) + (dβ̂ − β)T (dβ̂ − β)

]
=

d

∂β

[
YTV−١y − yTV−١Xβ − βTXTV−١y + βTXTV−١Xβ

+ d٢β̂T
β̂ − dβ̂

T
β + βTβ

]
= −٢XTV−١y + ٢XTV−١Xβ − ٢dβ̂T

+ ٢β
ͬ شود م نتیجه (٣ . ١) رابطه محاسبات مشابه بنابراین

β̂MLiu = (XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)β̂ (۶ . ٣)
از است عبارت MLiu برآوردگر ریاضͬ امید همچنین

E
(
β̂MLiu

)
= E

(
(XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)β̂

)
= (XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI) · E(β̂)

= (XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)β

ترتیب همین به
V ar(β̂MLiu) = (XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)(XTV−١X)−١

×(XTV−١X+ dI)(XTV−١X+ I)−١.

یعنͬ ،ͺپاس متغیر کواریانس ماتریس به وابسته β̂MLiu محاسبه که است ͹واض

V = ZDZT + σ٢I

β̂MLiu محاسبه برای ۵ ال·وریتم لذا ͬ باشد. م θ = (σ,D) پارامتر برآورد مستلزم که است
ͬ شود. م پیشنهاد

متقابل اعتبارسنجͬ روش به ،(۶ . ٣) رابطه در ٠ < d < ١ بهینه مقدار برآورد برای همچنین
داریم

d̂ = argmin
d∈(٠,١)

{
n−١(y − ŷ)T (y − ŷ) + ٢n−٢tr(S)(y − ŷ)T (y − ŷ)

} (٣ . ٧)

و ŷ = Xβ̂MLiu آن در که

S = X(XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)(XTV−١X)−١XTV−١

+ZDZT
[
I−X(XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)(XTV−١X)−١XTV−١] .
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لیو  ͬ خط آمیخته مدل پارامتر برآورد در EM ال·وریتم ۵ ال·وریتم

tام مرحله برای را t̂(t)٢ و t̂
(t)

١ آماره های مقدار سپس d̂(t) = d٠ و θ̂
(t)

= θ٠ ͬ دهیم م قرار (١ گام
ͬ کنیم: م محاسبه زیر به صورت

t̂
(t)

١ = E

(
n∑

i=١
ϵTi ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
ϵTi (θ̂

(t)
)ϵi(θ̂

(t)
) + trV ar

(
ϵi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
, (٣ . ٨)

t̂
(t)

٢ = E

(
n∑

i=١
bib

T
i | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)

)

=

n∑
i=١

[
bi(θ̂

(t)
)bT

i (θ̂
(t)
) + V ar

(
bi | yi, β̂

(t)
, θ̂

(t)
)]
. (٣ . ٩)

ͬ کنیم: م محاسبه زیر رابطه از را D̂(t+١) و σ̂٢(t+١) مقدار ،θ̂(t+١) آوردن دست به برای (٢ گام
σ̂٢(t+١) = t̂

(t)

١ /N,

D̂(t+١) = t̂
(t)

٢ /n.

داریم V̂(t+١) محاسبه برای حال است. آزمایشͬ واحدهای تعداد برابر n و N =
∑n

i=١ ni آن در که
V̂(t+١) = ZD̂(t+١)ZT + σ̂٢(t+١)I. (٣ . ١٠)

ͬ کنیم م محاسبه زیر رابطه از را Ŝ(t+١) ماتریس (٣ گام
Ŝ(t+١) = X(XT V̂−١(t+١)X+ I)−١(XT V̂−١(t+١)X+ dI)(XT V̂−١(t+١)X)−١XT V̂−١(t+١)

+ZDZT
[
I−X(XT V̂−١(t+١)X+ I)−١(XT V̂−١(t+١)X+ d̂(t)I)(XT V̂−١(t+١)X)−١XT V̂−١(t+١)] ,

داریم d̂(t+١) محاسبه برای سپس
d̂(t+١) = arg min

d∈(٠,١)
{
n−١(y − ŷ)T (y − ŷ)/(١ − tr(Ŝ(t+١))/n)٢

} (٣ . ١١)

ͬ آید م بدست زیر رابطه از β̂(t+١)
MLiu مقدار نهایت در (۴ گام

β̂
(t+١)
MLiu = (XT V̂−١(t+١)X+ I)−١(XT V̂−١(t+١)X+ d̂(t+١)I)β̂(t+١) (٣ . ١٢)

γ مقدار ΁ی ازای به
(
|β̂

(t+١)
MLiu − β̂

(t)

MLiu| < γ

)
هم·رایی به رسیدن تا را (۴) تا (١) گام های (۵ گام

ͬ کنیم. م تکرار تعیین شده، پیش از و ΁کوچ



۶١ لیو خطͬ آمیخته مدل
با واقعͬ مثال و شبیه سازی مطالعه ΁ی قالب در را β̂MLiu محاسبه چ·ونگͬ ادامه در

ͬ کنیم. م بررسͬ R نرم افزار از استفاده

شبیه سازی مطالعه ٣ . ٢ . ١
خطͬ آمیخته برآوردگر با آن رفتار مقایسه و لیو آمیخته برآوردگر عمل΄رد بررسͬ به بخش این در

پرداخت. خواهیم خطͬ آمیخته مدل در
مقادیر شبیه سازی برای ،٢ . ٢ . ١ بخش مشابه همخط داده های تولید از پس مطالعه این در
εijk ∼ N (٠, ١) و bijk ∼ N (٠, ٠٫۶) ،β = (٠, ٠٫۴, ١٫٠, ١٫۶,٢٫٠) ،(٣ . ٣) رابطه ی در ،ͺپاس متغیر
از پیش بین متغیر هر همچنین و ni = ۴ iام آزمایشͬ واحد هر برای که به طوری شده اند فرض

است. شده گرفته نظر در ١ واریانس و ۵ میانگین با نرمال توزیع
جدول طبق ρ مقدار مختلف حالت چند در پیش بین متغیرهای بین همبستگͬ ایجاد برای
روند برآوردگر استاندارد خطای محاسبه ی برای همچنین است. شده فرض ٠٫٩ تا صفر از ٣ . ١
این در که است ذکر به لازم است. شده تکرار B = ١٠٠ تعداد به کارلویی مونت شبیه سازی
آمده ٣ . ١ جدول در شبیه سازی نتایج است. شده فرض n = ۴٠ آزمایشͬ نمونه ی تعداد مطالعه

است.
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لیو خطͬ آمیخته مدل شبیه سازی مطالعه نتایج :٣ . ١ جدول

خطͬ آمیخته مدل لیو خطͬ آمیخته مدل
ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف

٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠١٢١۵٠٩۴ ٠٫٠۵۵٢٧٣۶ ٠٫٠١٣٧٢٧۴٩ ٠٫٠۵۵١٠٢١
٠٫۴ ٠٫۴١١١۵٩١١ ٠٫٠۵۶٢٠٢۴ ٠٫۴١١٩۶٨٣٩ ٠٫٠۵۶٠٠۴۴
١٫٠ ٠٫٩٧١٩٠٠۵١ ٠٫٠٢۵١۴۴۴ ٠٫٩٧١٨٨۶٣٢ ٠٫٠٢۴٩٨٩١
١٫۶ ١٫۶٠٨٨٩٠٧۴ ٠٫٠٣٩٨٧۶٩ ١٫۶٠٧٩٧٩٢۴ ٠٫٠٣٩۵٩٣٠
٢٫٠ ١٫٩٩۶٢۵١۵۴ ٠٫٠۴٧٨٨٨۵ ١٫٩٩۴٧٢٨٩۶ ٠٫٠۴٧۶۶٧٩

MSE ١٫٧١٧٨٩ ١٫٧٠٣١٣٧
٠٫٣ ٠٫٠ ٠٫٠٠٩۴٨٩١٣٩ ٠٫٠٨٣۴٩۶٧ ٠٫٠١١۶١٢۶۶ ٠٫٠٨٣١۴٧۵

٠٫۴ ٠٫۴١٩٣٢٩٣۵١ ٠٫٠٨٩٣٧٧۵ ٠٫۴٢٠۵١۴۴٠ ٠٫٠٨٩٠۴۴٠
١٫٠ ٠٫٩۶۵٨۵٧٩٣۴ ٠٫٠۴٧٨٨٨۵ ٠٫٩۶۵٨۶٠٠٨ ٠٫٠۴٧۶۴٢۴
١٫۶ ١٫۶١٢٣١٧۵٩٨ ٠٫٠۶۵۵٢۴٢ ١٫۶١١٠٣٩١٧ ٠٫٠۶۵٠۵۶٣
٢٫٠ ١٫٩٩٣٧۵٩۶۴٠ ٠٫٠۴۴٣٢۴٩ ١٫٩٩١۶۶٢۵۴ ٠٫٠۴۴٠۵۴٧

MSE ٣٫٧۶٣۶۵۴ ٣٫٧٢٧۵۵٧
٠٫۶ ٠٫٠ ٠٫٠١٢۶٠۴٠۵ ٠٫٠۵۵۴۶٩٣ ٠٫٠١۶١١٧۶٢ ٠٫٠۵۴۶٢١٢

٠٫۴ ٠٫۴٣۵٨٩٢٣٠ ٠٫٠٢٩١١۵۶ ٠٫۴٣٧۴٣۶٣٣ ٠٫٠٢٨۵١۴۴
١٫٠ ٠٫٩۴۵۴٣١۴٠ ٠٫٠۴۴٠١٠۴ ٠٫٩۴۵٣٣۵٩٠ ٠٫٠۴٣۵١١٢
١٫۶ ١٫۶١۴٢٢٢٢۶ ٠٫٠١٩٢٢٨٠ ١٫۶١٢۵٢٠٩۵ ٠٫٠١٨٩٢۵٩
٢٫٠ ١٫٩٩٣۴۵٧۴٠ ٠٫٠٨۵٩٠٩٩ ١٫٩٩٠١٣۶٣٨ ٠٫٠٨۵٣١٠۵

MSE ٢٫١٨٢۵۴٣ ٢٫١٣٧٠٣٨
٠٫٩ ٠٫٠ ٠٫٠٠٢٢٧۶۵٧۶ ٠٫٠٧٨۶٠۴۵ ٠٫٠١١٠٧٢١٧ ٠٫٠٧٨٠۶۵۴

٠٫۴ ٠٫۴٣٠٨٠۴٢٢٠ ٠٫٠۵١٣۴٠۶ ٠٫۴٣۵٢۶٧۶٧ ٠٫٠۵١٠۶١٣
١٫٠ ٠٫٩١٠۵٣٩٨٩٢ ٠٫٠٨١٢٣٨٧ ٠٫٩١١٣۴٢٧٨ ٠٫٠٨٠٨٧٢٩
١٫۶ ١٫۶٢٢۶١۵١١٣ ٠٫٠۵٧٨۴٩٠ ١٫۶١٧۴٢۶٢۵ ٠٫٠۵٧٢٨٠۶
٢٫٠ ٢٫٠٣۶٨٧٢٠٨٩ ٠٫٠٨۵۵٠٠١ ٢٫٠٢٧٩٠۵١٧ ٠٫٠٨۵٠٠٣١

MSE ۴٫١٨٢١٩٢ ۴٫١٣٠٠۶۶

دارای شده تولید داده های از بخش هر برای ͬ شود، م ملاحظه ٣ . ١ جدول در که همان طور
انحراف دارای مراتب به لیو خطͬ آمیخته مدل از حاصل برآوردهای متفاوت، همبستگͬ میزان

است. خطͬ آمیخته مدل از حاصل برآوردهای به نسبت کمتری استاندارد
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واقعͬ مثال ٣ . ٢ . ٢

برخͬ نتواند است مم΄ن گوناگون دلایل به گاهͬ فرد، ΁ی در بدن ایمنͬ دستگاه سلول های
خود بافت های به نسبت رو این از دهد، تشخیص خارجͬ مواد از را فرد بدن اجزای و مواد از
به بدن در وارد شده سم علیه بر که موادی یا (پادزهر کور١ آنتͬ آن ها ضد بر و شده حساس
ایمنͬ دستگاه که ͬ نامند م ایمن٢ͬ خود بیماری را حاصل نتیجه ͬ کند. م ͹ترش ͬ آیند) م وجود

ͬ کند. م آغاز را خود به حمله اشتباه، به بدن
تأثیر تحت را کبد۴ که است ایمنͬ خود اختلال نوعͬ (PBC) اولیه٣ صفراوی سیروز بیماری
مجرای درون که ͬ کند م احساس بدن بیماری نوع این در ساده تر عبارت به ͬ دهد. م قرار
این در آمده به وجود پوشش بردن بین از در سعͬ و دارد وجود خارجͬ جسم کبد، صفراوی
الͬ ١٠ حتͬ بیماران از بسیاری که ͬ کند م پیشرفت بدن در کندی به بیماری این دارد. را مجرا
سلول های مرگ باعث نهایتاً این که تا ندارند مهمͬ و جدی عارضه نیز تشخیص از پس سال ١۵
کبد پیوند عمل انجام به نیازمند را بیمار که ͬ گردد م کبد درآمدن پلاستی΄ͬ حالت به و کبدی

ͬ شود. م بیمار مرگ به منجر یا ͬ کند م
آن به نفر ΁ی نفر ۴٠٠٠ هر بین از حدوداً که است نادر نسبتاً بیماری ΁ی PBC بیماری
به مبتلا زنان نسبت که چرا است شایع تر بسیار زنان در بیماری نوع این هچنین است. مبتلا

است. ١ به ٩ مبتلا، مردان
یا کبد ایمنͬ خود به مبتلا افراد بین از تصادفͬ طور به بیمار ٣١٢ تعداد مطالعه این در
شهر در ͽواق جهان پزش΄ͬ علوم دانش·اه های و مراکز معتبرترین از ی΄ͬ در اولیه صفراوی سیروز
گرفته اند. قرار بررسͬ مورد مایو٧ ΁کلینی نام به آمری΄ا کشور سوتای۶ مینه ایالت روچستر۵
متغیر ٢٠ با مشاهده ١٩۴۵ شامل و هستند موجود R نرم افزار JMbayes بسته در داده ها این
در شده است. تکرار بار ni iام، بیمار برای متغیرها این از کدام هر اندازه گیری که ͬ باشند م
این تحلیل برای که متغیرهایی و شده پرداخته  متغیرها این توضیح به خلاصه به طور زیر جدول
شده اند. مشخص ■ علامت با شده اند گرفته نظر در تصادفͬ اثرات عنوان به مدل در مثال،

شده است. آورده ٣ . ٣ جدول در داده مجموعه این تحلیل از حاصل ضرایب برآورد همچنین

1Antibody
2Autoimmune
3Primary biliary cirrhosis
4Liver
5Rochester
6Minnesota
7Mayo Clinic
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٣ . ٢ . ١ بخش داده مجموعه متغیرهای توصیف :٣ . ٢ جدول
تصادفͬ اثر توصیف متغیرها

آزمایش مورد فرد به مربوط شناسایی کد id

پیوند عمل انجام یا مرگ زمان تا مشخصات ثبت زمانͬ بازه years

■ مرگ) پیوندی، (زنده، بیمار وضعیت status

■ (D-penicil ‐ Placebo) مصرفͬ داروی نوع drug

سن age

■ جنسیت sex

درمان شروع زمان تا مشخصات ثبت زمانͬ بازه year

■ خیر) ‐ (بله بیماری عوارض از ‐ ش΄م حفره دارای ascites

■ خیر) ‐ (بله بیماری عوارض از ‐ کبد بزرگ شدگͬ hepatomegaly

■ خیر) ‐ (بله پوستͬ عوارض spiders

■ خیر) ‐ (بله بدن از دفͽ شده آب میزان افزایش edema

ͬ لیتر) دس بر ͬ گرم (میل سرم نوعͬ ‐ ͬ روبین بیل میزان serBilir

ͬ لیتر) دس بر ͬ گرم (میل کلسترول میزان serChol

ͬ لیتر) دس بر (گرم پروتئین نوعͬ ‐ آلبومین میزان albumin

لیتر) بر (یونیت ͬ شود م ساخته کبد توسط که آنزیمͬ ‐ فسفاتاز آل΄الین alkaline

ͬ لیتر) میل بر (یونیت کبد سلول های در آنزیم نوعͬ ‐ اس·ات SGOT

(١٠٠٠ بر ͬ لیتر میل (م΄عب خون پلاسمای platelets

ثانیه حسب بر خون انعقاد م΄انیسم زمان مدت ‐ پروتوموبین آزمایش prothrombin

بافت شناسͬ مرحله histologic

■ مرگ) پیوندی، یا (زنده بیمار وضعیت status٢



۶۵ ͬ گون بیض خطای با لیو خطͬ آمیخته مدل

٣ . ٢ . ١ بخش داده مجموعه در ضرایب برآورد :٣ . ٣ جدول
خطͬ آمیخته مدل لیو خطͬ آمیخته مدل

age −٠٫٠٠۵۶ −٠٫٠٠۵٣
year ٠٫٧٠٩۵ ٠٫٧٠٨۵
serBilir −٠٫١٧١١ −٠٫١٧٢۴
serChol −٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠٠۴
albumin ٢٫٣۵٠۴ ٢٫٣٢٣۶
alkaline ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠١
SGOT ٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠٠٢٣
platelets ٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠١٠
prothrombin −٠٫٠٠٨٠ −٠٫٠٠٣٧
histologic −٠٫۵٠٨۶ −٠٫۵٠۴۶
MPE ٠٫٠١۵۵٩ ٠٫٠١۵٣۵

برتری نیز مثال این در شد، گفته MPE معیار با رابطه در ٢ . ۴ . ٢ بخش در آن چه به توجه با
ͬ شود. م تایید MPE معیار لحاظ از خطͬ آمیخته مدل به نسبت لیو خطͬ آمیخته مدل عمل΄رد

ͬ گون بیض خطای با لیو خطͬ آمیخته مدل ٣ . ٣
مدل شد، بیان ͬ گون بیض توزیع های مورد در ٢ . ٣ بخش در آن چه به توجه با بخش این در
قرار بررسͬ مورد (٢ . ٢٠) مدل مفروضات تحت ͬ گون بیض خطای با را لیو خطͬ آمیخته

ͬ دهیم. م
در جریمه تابع اعمال با خطͬ آمیخته مدل پایه ی بر را y متغیر درستنمایی تابع ل·اریتم

داریم زیر صورت به لیو، رگرسیون
ℓpen(y) = −N٢ log(٢π)− ١

٢
n∑

i=١
log |V|+ log g

(
− ١

٢(y −Xβ)TV−١(y −Xβ)

)
−(dβ̂ − β)T (dβ̂ − β)

بود خواهد زیر صورت به فوق تابع کردن ماکزیمم با β پارامتر MLiu برآوردگر لذا
β̂MLiu = (XTV−١X+ I)−١(XTV−١X+ dI)β̂

ͬ شود. م برآورد (٣ . ٧) رابطه از و ٠ < d < ١ آن در که
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد شده سازی شبیه مثال ΁ی تحت را برآوردگر این عمل΄رد ادامه در
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شبیه سازی مطالعه ٣ . ٣ . ١
رگرسیونͬ ضرایب بردار (٢ . ٢٠) رابطه ی در ،ͺپاس متغیر مقادیر شبیه سازی برای بخش این در
شده اند فرض εijk ∼ T (٠, ١,۵) و bijk ∼ T (٠, ٠٫٣,۵) ،β = (٠, ٠٫۴, ١, ١٫۶,٢) صورت به
۵ میانگین با نرمال توزیع از پیش بین متغیر هر و ni = ۴ iام آزمایشͬ واحد هر برای که به طوری
نرم افزار در EnvStat بسته ی از هم خط داده های ایجاد برای همچنین شده اند. فرض ١ واریانس و
استفاده ρ ∈ {٠٫٠, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩} ۴ . ٣ جدول در موجود متفاوت ͬ های همبستگ ضریب Rبا

است. شده
مونت کارلویی شبیه سازی روند با آمده بدست برآورد استاندارد خطای محاسبه ی برای همچنین
این در است. شده گرفته نظر در n = ۴٠ آزمایشͬ نمونه تعداد و شده تکرار B = ١٠٠ تعداد به
۴ . ٣ جدول در حاصل نتایج کرده ایم. استفاده ۵ ال·وریتم از برآوردگرها محاسبه برای راستا

است. آمده



۶٧ ͬ گون بیض خطای با لیو خطͬ آمیخته مدل

ͬ گون بیض خطای با لیو خطͬ آمیخته مدل شبیه سازی مطالعه نتایج :۴ . ٣ جدول
ͬ گون بیض خطای با خطͬ آمیخته مدل ͬ گون بیض خطای با لیو خطͬ آمیخته مدل

ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف
٠٫٠ ٠٫٠ ٠٫٠١٣٢۵٧٨ ٠٫١١٢٩٣١٠ ٠٫٠٧٨٠۴٢٠ ٠٫١١٢٧١٨٠

٠٫۴ ٠٫۴٠٣۴۴۶۴ ٠٫١۶٧٨٢١۵ ٠٫۴٣۵١٢٣ ٠٫١۶٧٣۶٩٠
١٫٠ ١٫٠٢٧٧٣۴٨ ٠٫١٨۶١٩٠۶ ٠٫٩١٧٠۵٠۵ ٠٫١٨۵٩۶١٠
١٫۶ ١٫۶١۶٩۶٩٢ ٠٫١۶٨۶٣٧۴ ١٫۵۶٩۶٣٧٧ ٠٫١۶٨٢٠٩٠
٢٫٠ ٢٫٠٢٠١۴۶٩ ٠٫١٧۵۵٢٧٩ ١٫٩٩٣۶٠٣۴ ٠٫١٧۵٢٧٠٣

MSE ٢١٫۵٧۴٩٣ ٢١٫۵٠۵٢٧
٠٫٣ ٠٫٠ ٠٫٠١۵۵١٢۶ ٠٫١١۵٣١۶٠ ٠٫٠١۵٨۴۴۵ ٠٫١١۵٠٠٢۴

٠٫۴ ٠٫۴۴٠١٣٠۶ ٠٫١٣٨۵١٧٠ ٠٫۴۴٩٧٠۵٨ ٠٫١٣٨١۵۵٣
١٫٠ ٠٫٩٨٣٣٨۶٠ ٠٫١٩٣۵٨٠۶ ١٫٠٢١٩۴٧٣ ٠٫١٩٣١٠٠١
١٫۶ ١٫۶٠١۴۶۴٢ ٠٫١٩٢٧۵۵۴ ١٫۵٧٩۵٠٣٢ ٠٫١٩٢٢٩۶٩
٢٫٠ ٢٫٠٢٣۵۵٩٣ ٠٫١٧٧٩۵۵۵ ٢٫٠٣۶۶٧٢١ ٠٫١٧٧٧٣٣٨

MSE ٢٢٫٢٠٧۶۴ ٢٢٫١١١٧٧
٠٫۶ ٠٫٠ ٠٫٠١٢۶٣٣٧ ٠٫١١٩۴٣٨٩ ٠٫٠۵٢۶٢٧٢ ٠٫١١٩٠٣٣٠

٠٫۴ ٠٫٣۵٠٠۵٠٠ ٠٫١٣٨٢٢١١ ٠٫۴٨١٩١٣۴ ٠٫١٣٧٧۴٧۶
١٫٠ ١٫٠۴٢٧۵٩٨ ٠٫١١٧٩٧٣٠ ٠٫٩١۵۴٩١٨ ٠٫١١٧٣۵٣٣
١٫۶ ١٫۵٧۶۵٣٩۶ ٠٫١۴٩٣٩۵٣ ١٫۶٨١۴۶١٣ ٠٫١۴٨٧١٨٢
٢٫٠ ٢٫٠۵٣٠٩٩٢ ٠٫١٨٠۵۵۵١ ١٫٩٨٧١۶٣٨ ٠٫١٧٩۶۵۴۵

MSE ١۶٫٣۶١٠۵ ١۶٫٢٣٢۶٩
٠٫٩ ٠٫٠ −٠٫٠۴٣٨٠٣٢ ٠٫١۴۴٩٨٢٣ ٠٫٠٨٠۶۶٠٧ ٠٫١٣۵۴٧٠١

٠٫۴ ٠٫۴١۶٣٠۵٧٨ ٠٫١۵٢٧٧۵١ ٠٫۴٩١٧٠١٣ ٠٫١۴٠١٧١٨
١٫٠ ١٫٠١١٠٠۵٩ ٠٫١٩٣٧٢١٧ ١٫١۶۵۵٢١٧ ٠٫١٨۵٠٢۴٢
١٫۶ ١٫۵۵۶۶۵٧١ ٠٫١۶٢٢٨٨٩ ١٫٧٢٨٨٩٧٢ ٠٫١۵٣٨٧٠٩
٢٫٠ ٢٫٠٢٣١٨۶٠۶ ٠٫١٩۴٣٨۶٨ ٢٫٠٩١٢۵٨۶ ٠٫١٨٣٨۴٧۵

MSE ٢٣٫٣۴۴٢۴ ٢٠٫٨٢٠٩٢

با لیو آمیخته  روش از حاصل برآوردهای ͬ شود م ملاحظه ۴ . ٣ جدول در که همان طور
آمیخته  روش از حاصل برآورد به نسبت کمتری استاندارد انحراف دارای ͬ گون بیض خطاهای
را لیو آمیخته  روش برتری نیز (MSE) برآورد خطای دوم توان میانگین مقادیر است. خطͬ

ͬ کند. م تایید خطͬ آمیخته  روش به نسبت
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لیو خطͬ آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای ۴ . ٣
لیو خطͬ آمیخته مدل در را استاین نوع انقباضͬ و اولیه آزمون برآوردگرهای بخش این در

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد
باشد مطرح زیر فرضیه لیو، خطͬ آمیخته مدل در کنید فرض


H٠ : β = β٠
H١ : β ̸= β٠

لیو٨ خطͬ آمیخته اولیه آزمون برآوردگر شد، بیان (۴ . ٢) بخش در آن چه طبق این صورت در
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به (PTMR)

β̂
PT

MLiu =


β̂MLiu شود H٠رد فرضیه ی
β٠ شود H٠پذیرفته فرضیه ی

کرد بازنویسͬ زیر صورت به نشانگر تابع از استفاده با ͬ توان م را PTMLiu برآوردگر

β̂
PT

MLiu = β̂MLiu −
(
β̂MLiu − β٠

)
I(Ln<Ln(α)) (٣ . ١٣)

صورت به H٠ فرضیه ی آزمون والد آماره Ln آن در که

Ln =
(
β̂ − β٠

)T
(XTV−١X)

(
β̂ − β٠

) (١۴ . ٣)
است. آزادی درجه p با کͬ‐دو توزیع درصد ١٠٠α بالایی صدک Ln(α) و

تعریف زیر صورت به (SSMLiu) لیو٩ آمیخته استاین نوع انقباضͬ برآوردگر ترتیب همین به
ͬ شود م

β̂
S

MLiu = β٠ +
(١ − cL−١

n

)(
β̂MLiu − β٠

)
= β̂MLiu − c

(
β̂MLiu − β٠

)
L−١
n

.c = (p− ٢)(N − p)

p(N − p+ ٢) آن در که
صورت به ۵ ال·وریتم در را ۶ام گام لیو، خطͬ آمیخته مدل در برآوردگرها این محاسبه برای

داریم زیر
8Preliminary test mixed Liu
9Stein-type shrinkage mixed Liu



۶٩ لیو خطͬ آمیخته مدل در انقباضͬ برآوردگرهای
لیو خطͬ آمیخته مدل پارامتر استاین نوع و اولیه آزمون برآورد در EM ال·وریتم ۶ ال·وریتم

(۵) ‐ (١) گام های
شود. مراجعه ۵ ال·وریتم به

داریم ،(١۴ . ٣) رابطه از Ln آماره محاسبه از پس (۶ گام
β̂
PT

MLiu = β̂MLiu − (β̂MLiu − β̂٠) I(Ln < Ln(α)) (١۵ . ٣)

β̂
S

MLiu = β̂MLiu − c(β̂MLiu − β̂٠)L−١
n (١۶ . ٣)

شبیه سازی مطالعه ١ . ۴ . ٣
همچنین و گرفته نظر در ثابت را ni = ۴ آزمایشͬ واحد n = ۴٠ هر برای مطالعه این در

β = (٠٫٠, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫٨)
بسته از هم خط داده های تولید برای شده اند. فرض εijk ∼ N (٠, ١) و bijk ∼ N (٠, ٠٫۶)
با نرمال توزیع دارای پیش بین متغیر هر که است شده استفاده R نرم افزار در موجود EnvStat

۵ . ٣ جدول طبق پیش بین متغیرهای بین همبستگͬ مقدار و ͬ باشد م ١ واریانس و ۵ میانگین
محاسبه ی برای همچنین شده است. گرفته نظر در ρ ∈ {٠٫٠, ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩} صورت به
بار B = ١٠٠ تعداد به شبیه سازی روند ،(MSE) برآورد خطای میانگین و استاندارد خطای
شده گرفته نظر در H٠ : β = ٠ فرضیه مطالعه، این در که است ذکر به لازم است. شده تکرار

است. آمده ۵ . ٣ جدول  در مطالعه این نتایج است.



طولͬ داده های برای لیو رگرسیون ٧٠

لیو خطͬ آمیخته مدل در استاین نوع برآوردگر شبیه سازی مطالعه نتایج :۵ . ٣ جدول
خطͬ آمیخته مدل لیو خطͬ آمیخته مدل خطͬ آمیخته مدل لیو خطͬ آمیخته مدل

استاین نوع استاین نوع
ρ β برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف برآورد استاندارد انحراف

٠٫٠ ٠٫٠ −٠٫٠١۴١٧ ٠٫٠١۴۶۵ ٠٫٠٢۶٣٧ ٠٫٠١۴٢٠ −٠٫٠١۵٢٢ ٠٫٠١۴٢٢ ٠٫٠٢۴١٢ ٠٫٠١۴٠٨
٠٫١ ٠٫٠٩٢٧٠ ٠٫٠١٧۶٢ ٠٫١٢٠۶٨ ٠٫٠١٧۵٩ ٠٫٠٩١٣۶ ٠٫٠١٧۶٠ ٠٫١١٩٧٢ ٠٫٠١٧٢١
٠٫٢ ٠٫١٩٧٢۴ ٠٫٠١٩۴۴ ٠٫١٩٨٣٢ ٠٫٠١٩٣٢ ٠٫١٩٨١۴ ٠٫٠١٩٣٩ ٠٫٢٠٢١۶ ٠٫٠١٩١٨
٠٫۴ ٠٫۴١١٧٢ ٠٫٠١٨١۶ ٠٫٣٩٢٩٨ ٠٫٠١٨١٠ ٠٫۴٠٢٠٩ ٠٫٠١٨١٢ ٠٫٣٩٧٨٢ ٠٫٠١٧٩۴
٠٫٨ ٠٫٨١٢۵۴ ٠٫٠٢١۶٩ ٠٫٨٣١۶٢ ٠٫٠٢١٠٣ ٠٫٨٢٠۴۶ ٠٫٠٢١۴٢ ٠٫٨٣٢٧١ ٠٫٠٢٠٨٨

MSE ٠٫٢٧٣٠٧۵ ٠٫٢۶۶٨۴۴ ٠٫٢۶٨٧۴٧ ٠٫٢۶١٢۶٩
٠٫٢ ٠٫٠ ٠٫٠٠١٠٢ ٠٫٠١٨٢٣ ٠٫٠٣٠٢٩ ٠٫٠١٨٠۶ −٠٫٠٠١١۶ ٠٫٠١٨٢٠ ٠٫٠٢٩٣۵ ٠٫٠١٧٧۴

٠٫١ ٠٫١٠٢۴۴ ٠٫٠١٨۴٠ ٠٫١١٩٠٣ ٠٫٠١٨٢٠ ٠٫١١٣١۶ ٠٫٠١٨٣۴ ٠٫١١٧٢٢ ٠٫٠١٨١١
٠٫٢ ٠٫٢٠٨٠۶ ٠٫٠١٩٨٧ ٠٫٢٢۴١٢ ٠٫٠١٩٧١ ٠٫٢٠١٨۴ ٠٫٠١٩٨٣ ٠٫٢٢٣۴٧ ٠٫٠١٩۶۵
٠٫۴ ٠٫۴٢٠١۶ ٠٫٠٢٢٣٧ ٠٫٣٨٠۴۶ ٠٫٠٢٢١٧ ٠٫۴١٧٢٩ ٠٫٠٢٢٣٢ ٠٫٣٧٩٢۴ ٠٫٠٢٢٠٣
٠٫٨ ٠٫٨١۶٠٩ ٠٫٠١٨٨٢ ٠٫٨٣٣٧٢ ٠٫٠١٨۶۶ ٠٫٨٢١٠٢ ٠٫٠١٨٧٩ ٠٫٨٣٢٨٩ ٠٫٠١٨۶۵

MSE ٠٫٣٠٧٩٨٨ ٠٫٣٠۵٠٧۵ ٠٫٣٠۶٨۵ ٠٫٣٠١١٣٣
٠٫۵ ٠٫٠ ٠٫٠١١٠٢ ٠٫٠٣٠١۶ ٠٫٠۶٨٢٣ ٠٫٠٣٠٠٠ ٠٫٠١٢١۶ ٠٫٠٣٠٠٩ ٠٫٠۶٩١٣ ٠٫٠٢٩٧۵

٠٫١ ٠٫١٠۵۵٨ ٠٫٠٢۴۵٨ ٠٫١٣٢۵٩ ٠٫٠٢۴٣۴ ٠٫٠٩٨٢٢ ٠٫٠٢۴۵٢ ٠٫١٣٣٠۵ ٠٫٠٢۴١۶
٠٫٢ ٠٫٢٠٢٣١ ٠٫٠٢۴١٣ ٠٫٢٢٣١۶ ٠٫٠٢٣٨۴ ٠٫١٩٩۴۶ ٠٫٠٢۴٠٣ ٠٫٢١٩٢۴ ٠٫٠٢٣۶٩
٠٫۴ ٠٫٣٧٧٨۴ ٠٫٠٣٠۴۵ ٠٫٣٧٢٠٢ ٠٫٠٣٠٢۴ ٠٫٣٧٨١۴ ٠٫٠٣٠۴١ ٠٫٣٧٠١١ ٠٫٠٣٠١٩
٠٫٨ ٠٫٨١۴٢٩ ٠٫٠٢٢۴٩ ٠٫٧٩۶١٨ ٠٫٠٢٢١٨ ٠٫٨١۵٠۶ ٠٫٠٢٢٣٨ ٠٫٧٩۵٩٨ ٠٫٠٢٢١٣

MSE ٠٫۵۶۵۵٠٣ ٠٫۵۶١٨٠٢ ٠٫۵۶٢۴١ ٠٫۵۵۶١٣۶
٠٫٧ ٠٫٠ ٠٫٠٠۶٢٨ ٠٫٠٣٢۴٨ ٠٫٠٩٣٢۴ ٠٫٠٣٢٠١ ٠٫٠٠۴٢٨ ٠٫٠٣٢٣٧ ٠٫٠٨٢۵٢ ٠٫٠٣١٨۴

٠٫١ ٠٫١١٢٨٠ ٠٫٠٣١٣٨ ٠٫١۶۶٣٩ ٠٫٠٣٠٩٧ ٠٫١٠٣٠١ ٠٫٠٣١٣١ ٠٫١۶٧٣٩ ٠٫٠٢٩٩٨
٠٫٢ ٠٫٢٠۶۴٣ ٠٫٠٣٣۴٩ ٠٫٢٠١١٩ ٠٫٠٣٣٠۵ ٠٫٢٠۵۴٠ ٠٫٠٣٣۴٠ ٠٫٢٠١٠٣ ٠٫٠٣٢٢٠
٠٫۴ ٠٫۴١۵٣۵ ٠٫٠٣٨٩٠ ٠٫۴٠٣٢١ ٠٫٠٣٨۵١ ٠٫۴١۴٢۵ ٠٫٠٣٨٨۴ ٠٫۴١۵٩٨ ٠٫٠٣٨٣٢
٠٫٨ ٠٫٨۴٢١٨ ٠٫٠٣١٠۶ ٠٫٧٢٣٠٩ ٠٫٠٢٩٨٢ ٠٫٨۴١۴٧ ٠٫٠٣٠۵۴ ٠٫٧١۴٨۵ ٠٫٠٢٩۶٩

MSE ٠٫٩٠۴۵٢۶ ٠٫٨٩٠٧۶٢ ٠٫٨٩۵۵۶٨ ٠٫٨۶۶٧۵٣
٠٫٩ ٠٫٠ ٠٫٠٣٩٢٨ ٠٫٠۵٨٢٠ ٠٫١٩١٣۶ ٠٫٠۵٧۶۵ ٠٫٠٣٧١۴ ٠٫٠۵٨٠٢ ٠٫١٩٠٢٩ ٠٫٠۵٧٣٣

٠٫١ ٠٫٠٨۶١٢ ٠٫٠۴٨۶٣ ٠٫١۵۶۴٢ ٠٫٠۴٧٧١ ٠٫٠٨٢٨۴ ٠٫٠۴٨۵٠ ٠٫١۵٧١٣ ٠٫٠۴۴٧٠
٠٫٢ ٠٫٢٠٧۶۴ ٠٫٠۵٢۴٩ ٠٫٢٣۴٠۶ ٠٫٠۵١٨١ ٠٫٢٠٣٨۴ ٠٫٠۵٢٣١ ٠٫٢٣۵٨٣ ٠٫٠۵١۴٣
٠٫۴ ٠٫٣۶٨٢٧ ٠٫٠۵٣٨۴ ٠٫٣٣٧۵۶ ٠٫٠۵٣١١ ٠٫٣٧۴٠٢ ٠٫٠۵٣٧٢ ٠٫٣٣٧٢٩ ٠٫٠۵٢۶٢
٠٫٨ ٠٫٨٨٧۶١ ٠٫٠۴٩۶۵ ٠٫۶٩٣١۶ ٠٫٠۴٨٧۶ ٠٫٨٧٢۶٢ ٠٫٠۴٩۵١ ٠٫۶٩٣٠٩ ٠٫٠۴٨۵۶

MSE ٢٫٢٢٩٨۶۶ ٢٫٢١٣۴٣۶ ٢٫٢١۴٣۵۵ ٢٫١۴۵٢٠٨

بین در SSMLiu برآوردگر که است این است اهمیت حائز ۵ . ٣ جدول نتایج تحلیل در آنچه
استاندارد انحراف و (MSE) خطا دوم توان میانگین دارای مطالعه مورد برآوردگرهای تمامͬ

است. کمتری

تحقیق آینده و نتیجه گیری ۵ . ٣
نتیجه گیری و خلاصه ١ . ۵ . ٣

طول در آزمایش تحت واحد های از م΄رر اندازه گیری های طولͬ، داده های ویژگͬ مهمترین
همچنین و زمان طول در ͺپاس تغییرات بررسͬ طولͬ، مطالعات در اول هدف لذا است زمان
تکرار مطالعه تحت واحد های روی بر اندازه گیری که آنجا از است. تغییرات این بر مؤثر عوامل
داده های جمͽ آوری در ͬ شود. م فراهم نیز واحد هر درون تغییرات بررسͬ ام΄ان ͬ شود، م
زمان های و موقعیت ها در آزمایشͬ واحد ΁ی برای خاص متغیری م΄رر اندازه گیری طولͬ،
شد اشاره همان طور ͬ دهد. م نشان را واحد آن به مربوط مشاهدات بین همبستگͬ مختلف،



٧١ تحقیق آینده و نتیجه گیری
مدل ها این است. خطͬ آمیخته مدل های از استفاده داده ها این مدل بندی روش های از ی΄ͬ
مدل در تصادفͬ اثر عنوان به تصادفͬ متغیر چند یا ΁ی معرفͬ با را مشاهدات بین همبستگͬ
ͬ آید م به وجود شده جمͽ آوری داده های در همخطͬ مش΄ل اوقات گاهͬ ͬ گیرند. م نظر در
تحلیل برای این رو از است. انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده آن با مقابله روش های از که
خطͬ آمیخته مدل های ترکیب از ͬ توان م ͬ باشند م همخطͬ مش΄ل دارای که طولͬ داده های
شبیه سازی مشاهدات به مربوط نتایج در که همانطور کرد. عبور مهم این از ریج رگرسیون با
انحراف دارای همواره لیو خطͬ آمیخته و ریج خطͬ آمیخته برآوردگرهای ͬ شود، م ملاحظه
که زمانͬ مخصوصاً ͬ باشند، م خطͬ آمیخته برآوردگرهای به نسبت کمتری MSE و استاندارد
با برتری این نیز واقعͬ داده های تحلیل قسمت در همچنین باشد. قوی تر داده ها در همخطͬ

ͬ شود. م تأیید MPE معیار از استفاده
حالͬ در است دشواری کار واقعͬ مثال های در ͺپاس متغیر دقیق توزیع تعیین اوقات گاهͬ
از استفاده حیث این از لذا برد پی آن ها نبودن یا بودن متقارن به داده ها اساس بر ͬ توان م که
دقیق توزیع مورد در اطلاع عدم مش΄ل ͬ گون بیض توزیع دارای خطاهای با شده ارائه مدل های
نیز شبیه سازی مطالعات از حاصل نتایج ͬ کند م ͽمرتف را ML برآوردگر یافتن برای ͺپاس مؤلفه
با خطͬ آمیخته مدل های در برآوردگرها MSE و استاندارد انحراف بودن کمتر دهنده نشان

است. خطͬ آمیخته مدل های از حاصل برآوردگرهای به نسبت ͬ گون بیض خطای
فرضیه آزمون انجام به علاقه مند مدل، پارامتر مورد در پیشین اطلاع ΁ی وجود با گاهͬ
برآوردگرهای خطͬ، آمیخته مدل های از حاصل برآوردگرهای بهبود هدف با لذا هستیم نظر مورد
برتری داده شد. قرار بررسͬ مورد لیو آمیخته و ریج خطͬ آمیخته مدل در استاین نوع انقباضͬ
از حاصل نتایج در ͬ توان م را ریج خطͬ آمیخته مدل در استاین نوع انقباضͬ برآوردگرهای

کرد. ملاحظه شبیه سازی مطالعات

آینده پژوهش های برای پیشنهادات ٢ . ۵ . ٣
به ͬ توان م مجموعه این در مطرح شده موضوعات و مباحث پیرامون آمده بدست نتایج طبق

کرد: اشاره آینده پژوهش های برای پیشنهاد عنوان به زیر موارد
از حاصل برآوردگر با ارائه شده برآوردگرهای مقایسه برای دی·ری معیارهای از استفاده •

خطͬ. آمیخته مدل
هدف با شبیه سازی مطالعه ΁ی قالب در مجموعه این از حاصل نتایج تمامͬ گنجاندن •

ی΄دی·ر. با ارائه شده برآوردگرهای مقایسه
شبیه سازی. مطالعه ΁ی تحت ریج تعمیم یافته آمیخته برآوردگر رفتار بررسͬ •

مقایسه و خطͬ آمیخته مدل در لاسو رگرسیون همچون دی·ری روش های از استفاده •
ریج. خطͬ آمیخته مدل با آن
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آ پیوست
کامپیوتری برنامه های از  گزیده ای

R افزار نرم به مربوط کد های
Orthodont داده های در خطͬ آمیخته و خطͬ رگرسیون

> library(nlme)

> head(Orthodont, 8)

> Linear_Model <- lm(distance ~ age * Sex, data=Orthodont)

> summary(Linear_Model)

> Linear_Mixed_Model <- lme(distance ~ age * Sex, random = ~1|Subject

, data=Orthodont)

> summary(Linear_Mixed_Model)

(١٩٨١) گیبونز و (١٩٧۵) هم΄اران و دونالد ΁م پیشنهادی روش به همخط داده های تولید
p

n



کامپیوتری برنامه های از ٧٨ گزیده ای
rho=0.9

generator=function(p,n,rho){

z=matrix(c(rnorm(p*n,mean=5,sd=1)),ncol=p)

x=matrix(c(rep(0,n*p)),ncol=p)

for(i in 1:n){

for(j in 1:p){

x[i,j]=(1-rho^2)^(1/2)*z[i,j]+rho*z[i,p]

}

}

return(x)

}

data=generator(p,n,rho)

x=data

EnvStats بسته از استفاده با همخط داده های تولید
#install.packages("EnvStats")

library(EnvStats)

cor.mat=matrix(rho,5,5)

diag(cor.mat)=1

X <- as.matrix(simulateMvMatrix(ni*n,

distributions = c("norm","norm","norm","norm","norm"),

param.list = list( list(mean=5, sd=1),

list(mean=5, sd=1),

list(mean=5, sd=1),

list(mean=5, sd=1),

list(mean=5, sd=1)),

cor.mat = cor.mat))

Z ماتریس ساختار
###Z

Zi=array(NA,c(q,ni,n))

for(i in 1:n){

Zi[,,i]<-matrix(rnorm(ni*q),q,ni)
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}

#library(magic)

Z<-t(Zi[,,1])

for(i in 2:n){

Z=adiag(Z,t(Zi[,,i]))

}

b تصادفͬ اثرات بردار ساختار
#library(tensr)

D=diag(rep(0.6,q))

bi=array(NA,c(q,1,n))

for(i in 1:n){

bi[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,q),D)

}

b=as.vector(bi)

ϵ تصادفͬ خطای بردار ساختار
###E

sigma2=1

Ei=array(NA,c(ni,1,n))

for(i in 1:n){

Ei[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,ni),sigma2*diag(ni))

}

E=as.vector(Ei)

β بردار تعریف با y ͺپاس بردار محاسبه
Y=X%*%B+Z%*%b+E

#Y500=Xi[,,500]%*%B+t(Zi[,,500])%*%bi[,,500]+Ei[,,500]

V واریانس ماتریس ساختار
###V=var(Y)

U<-D
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for(i in 2:n){

U=adiag(U,D)

}

D=U

V=Z%*%D%*%t(Z)+sigma2*diag(N)

خطͬ آمیخته مدل در β ضرایب بردار

###B_Mixed

B_Mixed=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X)%*%t(X)%*%solve(V)%*%Y

ریج خطͬ آمیخته مدل در β ضرایب بردار

lambda0=seq(0.1,200,0.1)

arg0=numeric(length(lambda0))

for(i0 in 1:length(lambda0)){

BMR0=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+lambda0[i0]*diag(p))%*%t(X)%*%solve(V)%*%Y

Yhat0=X%*%BMR0+Z%*%b

S0=X%*%solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+diag(lambda0[i0],p))%*%t(X)

%*%solve(V)+Z%*%D%*%t(Z)%*%(diag(N)X%*%(solve(t(X)

%*%solve(V)%*%X+diag(lambda0[i0],p))%*%t(X)%*%solve(V)))

trS0=sum(diag(S0))

arg0[i0]=(1/n)*t(Y-Yhat0)%*%(Y-Yhat0)+2*(n^(-2))*trS0*t(Y-Yhat0)

%*%(Y-Yhat0)

}

found0=cbind(arg0,lambda0)

lambda.min0=found0[found0[,1]==min(arg0),2]

#lambda.min0

BMR=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+lambda.min0*diag(p))%*%t(X)%*%solve(V)%*%Y

لیو خطͬ آمیخته مدل در β ضرایب بردار

d=seq(0.01,0.99,0.01)

arg0=numeric(length(d))
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for(i0 in 1:length(d)){

B_MLiu=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+diag(p))%*%(t(X)%*%solve(V)%*%(X)

+diag(d[i0],p))%*%B_Mixed

Yhat0=X%*%B_MLiu+Z%*%b

S0=X%*%solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+diag(p))%*%(t(X)%*%solve(V)%*%X

+diag(d[i0],p))%*%solve(t(X)%*%solve(V)%*%X)%*%t(X)%*%solve(V)

+Z%*%D%*%t(Z)%*%(diag(N)X%*%solve(t(X)%*%solve(V)%*%X

+diag(p))%*%(t(X)%*%solve(V)%*%X+diag(d[i0],p))%*%solve(t(X)

%*%solve(V)%*%X)%*%t(X)%*%solve(V))

trS0=sum(diag(S0))

arg0[i0]=(1/n)*t(Y-Yhat0)%*%(Y-Yhat0)+2*(n^(-2))*trS0*t(Y-Yhat0)

%*%(Y-Yhat0)

}

found0=cbind(arg0,d)

d.min=found0[found0[,1]==min(arg0),2]

#d.min=0.3

print(d.min)

B_MLiu=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+diag(p))%*%(t(X)%*%solve(V)%*%(X)

+(d.min*diag(p)))%*%B_Mixed

خطͬ آمیخته مدل در V کواریانس ماتریس پارامترهای برآورد
##go on start for convergence algurithm

iter=10000

B_EM_Mixed=matrix(NA,p,iter)

for(k in 1:iter){

Yhat_Mixed=X%*%B_Mixed+Z%*%b

e_Mixed=Y-Yhat_Mixed

###EM-algorithm Estimate D & sigma2

####sigma2 in EM_Algurithm for Mixed

a=0
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for(i in 1:n){

o=e_Mixed[(((i-1)*ni)+1):(i*ni),]

bb=t(o)%*%o

a=a+bb

}

t1_Mixed=sum(a)/n

sigma2_Mixed=t1_Mixed/N

####D in EM_Algurithm

aa=matrix((0),q,q)

for(i in 1:n){

O=b[(((i-1)*q)+1):(i*q)]

bb=O%*%t(O)

aa=aa+bb

}

t2=(1/n)*aa

D=t2/n

####Now update Sigma2 & D for E & b

###Update b for Mixed

bi=array(NA,c(q,1,n))

for(i in 1:n){

bi[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,q),D)

}

b=as.vector(bi)

###Update E for Mixed

Ei=array(NA,c(ni,1,n))

for(i in 1:n){

Ei[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,ni),sigma2_Mixed*diag(ni))

}

E=as.vector(Ei)

##########################################update Y
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Y=X%*%B_Mixed+Z%*%b+E

### product D then Update V

U<-D

for(i in 2:n){

U=adiag(U,D)

}

D=U

V_Mixed=Z%*%D%*%t(Z)+sigma2_Mixed*diag(N)

### update B_Mixed

B_Mixed=solve(t(X)%*%solve(V_Mixed)%*%X)%*%t(X)%*%solve(V_Mixed)%*%Y

B_EM_Mixed[,k]=B_Mixed

}

B_EM_Mixed

استاندارد انحراف محاسبه و MR مدل در V کواریانس ماتریس پارامترهای برآورد
###SD.............................................

iter_Sd=500

B_MR_Sd_matrix=matrix((NA),p,iter_Sd)

B_MR_mean_matrix=matrix((NA),p,iter_Sd)

for(s in 1: iter_Sd){

print(s)

D=diag(rep(0.6,q))

bi=array(NA,c(q,1,n))

for(i in 1:n){

bi[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,q),D)

}

b=as.vector(bi)

###E

sigma2=1

Ei=array(NA,c(ni,1,n))

for(i in 1:n){

Ei[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,ni),sigma2*diag(ni))
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}

E=as.vector(Ei)

###Mixed.Model & Y

Y=X%*%B+Z%*%b+E

dim(b)

#Y500=Xi[,,500]%*%B+t(Zi[,,500])%*%bi[,,500]+Ei[,,500]

###V=var(Y)

U<-D

for(i in 2:n){

U=adiag(U,D)

}

D=U

V=Z%*%D%*%t(Z)+sigma2*diag(N)

###B_Mixed0

lambda0=seq(0,200,1)

arg0=numeric(length(lambda0))

for(i0 in 1:length(lambda0)){

BMR0=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+lambda0[i0]*diag(p))%*%t(X)%*%solve(V)%*%Y

Yhat0=X%*%BMR0+Z%*%b

S0=X%*%solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+diag(lambda0[i0],p))%*%t(X)

%*%solve(V)+Z%*%D%*%t(Z)%*%(diag(N)X%*%(solve(t(X)

%*%solve(V)%*%X+diag(lambda0[i0],p))%*%t(X)%*%solve(V)))

trS0=sum(diag(S0))

arg0[i0]=(1/n)*t(Y-Yhat0)%*%(Y-Yhat0)+2*(n^(-2))*trS0*t(Y-Yhat0)

%*%(Y-Yhat0)

}

found0=cbind(arg0,lambda0)

lambda.min0=found0[found0[,1]==min(arg0),2]

#lambda.min0
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BMR=solve(t(X)%*%solve(V)%*%X+lambda.min0*diag(p))%*%t(X)%*%solve(V)%*%Y

##go on start for convergence algurithm

iter=10000

what.lam=matrix(NA,iter_Sd,iter)

B_EM_MR=matrix(NA,p,iter)

for(k in 1:iter){

Yhat_MR=X%*%BMR+Z%*%b

e_MR=Y-Yhat_MR

###EM-algorithm Estimate D & sigma2

####sigma2 in EM_Algurithm for Mixed

a=0

for(i in 1:n){

o=e_MR[(((i-1)*ni)+1):(i*ni),]

bb=t(o)%*%o

a=a+bb

}

t1_MR=sum(a)/n

sigma2_MR=t1_MR/N

####D in EM_Algurithm

aa=matrix((0),q,q)

for(i in 1:n){

O=b[(((i-1)*q)+1):(i*q)]

bb=O%*%t(O)

aa=aa+bb

}

t2=(1/n)*aa

D=t2/n

####Now update Sigma2 & D for E & b

###Update b for Mixed
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bi=array(NA,c(q,1,n))

for(i in 1:n){

bi[,,i]<-tensr:::rmvnorm(1,rep(0,q),D)

}

b=as.vector(bi)

### product D then Update V

U<-D

for(i in 2:n){

U=adiag(U,D)

}

D=U

V_MR=Z%*%D%*%t(Z)+sigma2_MR*diag(N)

### update B_Mixed

lambda1=seq(0,200,1)

arg1=numeric(length(lambda1))

for(i1 in 1:length(lambda1)){

BMR1=solve(t(X)%*%solve(V_MR)%*%X+lambda1[i1]*diag(p))

%*%t(X)%*%solve(V_MR)%*%Y

Yhat1=X%*%BMR1+Z%*%b

S1=X%*%solve(t(X)%*%solve(V_MR)%*%X+diag(lambda1[i1],p))

%*%t(X)%*%solve(V_MR)+Z%*%D%*%t(Z)%*%(diag(N)X%*%(solve(t(X)

%*%solve(V_MR)%*%X+diag(lambda1[i1],p))%*%t(X)%*%solve(V_MR)))

trS1=sum(diag(S1))

arg1[i1]=(1/n)*t(Y-Yhat1)%*%(Y-Yhat1)+2*(n^(-2))*trS1*t(Y-Yhat1)

%*%(Y-Yhat1)

}

found1=cbind(arg1,lambda1)
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lambda.min1=found1[found1[,1]==min(arg1),2]

#lambda.min1

BMR=solve(t(X)%*%solve(V_MR)%*%X+lambda.min1*diag(p))%*%t(X)

%*%solve(V_MR)%*%Y

B_EM_MR[,k]=BMR

}

B_MR_mean_matrix[,s]=B_EM_MR[,iter]

B_MR_Sd_matrix[,s]=((B_EM_MR[,iter]-B)^2)

}

mean_B_MR=t(t(apply(B_MR_mean_matrix,1,mean)))

Sd_B_MR=t(t(sqrt(apply(B_MR_Sd_matrix,1,mean))))

final_list=list(cbind(rho,B,mean_B_MR,Sd_B_MR))

names(final_list)=c("MIXED_RIDGE")

final_list

#write.table(final_list,"E:/finaltableMixed&MRrho0.0itersd500n50

.txt",sep="\t")

متغیره) چند t− student (مثال: ͬ گون بیض توزیع دارای خطاهای بردار
library(mvtnorm)

D=diag(rep(0.3,q))

bi=array(NA,c(q,1,n))

for(i in 1:n){

bi[,,i]<-rmvt(1, D, df = 5)

}

b=as.vector(bi)

###E

sigma2=1

Ei=array(NA,c(ni,1,n))

for(i in 1:n){
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Ei[,,i]<-rmvt(1, sigma2*diag(ni), df = 5)

}

E=as.vector(Ei)

(XTX ماتریس طیفͬ (تجزیه ‐ (١٩٧٠) کنارد و هورل روش به λ٠ محاسبه
t1_Mixed=a

sigma2_Mixed=as.numeric(t1_Mixed/N)

XTX=t(X)%*%X

GAMMA=eigen(XTX)$vectors

LAMBDA=diag(eigen(XTX)$values)

GAMMA%*%LAMBDA%*%t(GAMMA)

ALPHA=t(GAMMA)%*%B_Mixed

ALPHA2MAX=(max(ALPHA))^2

lambda0=sigma2_Mixed/ALPHA2MAX

SSMR و PTMR برآوردگرهای
###########Hypotheses

#H0: c (B_Mixed)=d

#in this problem; c=1 ; d=0

#Wald Statistic

W=drop(t(B_Mixed)%*%(t(X)%*%solve(V_Mixed)%*%X)%*%(B_Mixed))/N

##############Stein

Ln_Mixed=W

Ln_MR=W

C=((N-p)*(p-2))/(p*(N-p+2))

B_Shrinkage_Mixed=B_Mixed-B_Mixed*(C/as.numeric(Ln_Mixed))

B_Shrinkage_MR=BMR-BMR*(C/as.numeric(Ln_MR))

#####################################PT

alpha=c(0.001,0.01,0.05,0.1,0.5)

Iln=c(NA)

for(cont in 1:length(alpha)){

Iln[cont]=0
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if (Ln_MR<qchisq(alpha[cont],df=p,lower.tail=FALSE)) {Iln[cont]=1}

}

B_PTMR_alpha0.001=BMR-BMR*Iln[1]

B_PTMR_alpha0.01=BMR-BMR*Iln[2]

B_PTMR_alpha0.05=BMR-BMR*Iln[3]

B_PTMR_alpha0.1=BMR-BMR*Iln[4]

B_PTMR_alpha0.5=BMR-BMR*Iln[5]
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Abstract

Longitudinal data are those observations in which measurements of each experiment units re-

peats over the time. Linear mixed model is one of the tools used to analyze such data. However,

pre sense of multicolinearity causes to use shrinkage methods for analysis. In this dissertation,

the combination of linear mixed elliptical models with shrinkage methods such as ridge and Liu is

considered for analysis purposes. The performance of the proposed estimators is evaluated using

simulation and real data analysis.

Keywords: EM algorithm, Elliptical distribution, Linear mixed models, Liu estimator, Ridge re-

gression, Shrinkage estimator.
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