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... اਙঀی

ീযتان गھاৣم دو ଽ وز و ૽ن ീज़࣎م ീযتان جاৣم و ૽ن ਲ਼ࣤوॿم دو॥ت ای
ീযتان آৣم و زن ا৯در ૼن ଘ آ়ش ৔و ਟی ඵවرد ඼້ار دॿم ଦ ଽ با

৔و ૡঙه جاৣم و دل ای دฮی و جا਩ی ৔و ૡঙه ৔واৣم و ଈن ز৯دਛی ای
৔و ૡঙه آৣم از ৔و భ ॰دم ඓࣂࡣت ૼن ૼن ૡঙه آ਩ی از ॰دی ૼن ਠീ঒ی ৔و

دل ീযپارم ৔و १ودای ଘ ଒ ଘ آن دل ୀدارم ଒ ඓࣂࡣت آن ഊم૰ن ऒود
دل ਗی دارم ଦ ඼ෙ঳ ঍࣒م ଦ را دل دل ീিپارم ৔و ࠙࡭ق ࠰م ଘ ૼن ඟ໋

ฬولاड़

ه



ଘ ৎقد৤م
و یاد وฮی ஸ ما ஃ భ ඟدیࢂ ଒ دॼ࡬وزم ऒواଽان و ඼ෙय़بان భما و ৮در

ධ෈راিشان রود਩ی ஑ ଒ ঒ࡣت ਪ୓ی ಪࣤودن ما॥ت. با ا঴د ห خاජໍه شان
و ৮در آن দوଡ اید ॷما و ਖ৶ی ॴو৯د تࢁඟار ච໋ଽ ଒ ංඌ঒ند آدم ਪ୓ی و ਖ৶ی ঍ند

اਙঀی ೸৑࢟ت ୓ی ਟی േঙتاଌୃن ای ସ୍م భما
ସ୍م ঙࢡඥر و

و



سپاس گزاری...

معتمدنژاد دکتر آقای فرهیخته ام و گرامͬ راهنمای استاد از بی پایان  سپاس ابتدا در
بوده اند. اینجانب ادب و علم استاد و نموده یاری مرا دانش و علم کسب راه در همواره که
برادران و دلسوز خواهر من؛ ͬͽهمیش همͽام و همراه عزیزم همسر از فراوان سپاس

بوده اند. من یاور و یار زندگͬ عرصه های تمام در که مهربانم
پروفسور ،٢ بولوت پروفسور ،١ جهانگیری پروفسور همانند اندیشمند و بزرگ اساتید از
پروفسور ،۶ ͬͺکوشینس پروفسور ،۵ زونک پروفسور ،۴ کاناس پروفسور ،٣ بولباکو
راهنمایی های با را نگارنده همواره که حمیدی دکتر خانم و ٨ چو پروفسور ،٧ سریواستاوا

دارم. را سپاس و تشͺر کمال داه اند، قرار خود محبت و لطف مورد سازنده و کارساز
غفوری دکتر آقای و بیدخام دکتر آقای ایرانمنش، دکتر آقای دلسوز، و فرزانه اساتید از
نمودند یاری را اینجانب رساله بهبود در و شدند متقبل را رساله این داوری زحمت که
دانشͺده محترم ریاست هاشمͬ، دکتر آقای از دارم. هم چنین را قدردانͬ و تشͺر کمال

ͬ نمایم. م تشͺر و تقدیر زحمات شان بخاطر ریاضͬ علوم
علیمحمدی، داود دکتر آقای به ویژه بزرگ اساتید تمامͬ زحمات ͬ نهم م ارج نهایت، در
را مرا تاکنون ابتدا از آموزش امر در که رمضانͬ بهزاد آقای و مرادی سیروس دکتر آقای
سپاس و ننموده اند دریغ کوششͬ هیچ از و داده اند قرار خود حمایت مورد خاضعانه

داده اند. یاری صمیمانه مرا که گران مایه ام دوستان خدمت او॥تبی دریغ ໆراໆر ඼෻ঙاه ീযپار، ೯دا ଘ را ऒود
دو॥ت از ط࢑ࢋ ඼ෙ঳ ਗی ऒواਘی! ଦ ৔و
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نامه تعهد
ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته دکتری مقطع دانشجوی عادگانͬ انالوئͬ ابراهیم اینجانب
تحلیلͬ توابع از کلاس هایی برای ضرایب تخمین عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشͽاه

ͬ شوم: م متعهد معتمدنژاد احمد راهنمایی تحت ، چندجمله ای فابر توسط دو‐تک ارز و

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیͽر پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانشͽاه

بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در

آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده

افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
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١٣٩٧ شهریور

نشر حق و نتایج مالͺیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م

ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چͺیده

تخمینͬ پیشین کارهای از متفاوت روش ͷی با و فابر چندجمله ای از استفاده با رساله، این در
یͺه  قرص در زیرترتیبی توسط که دو‐تک ار توابع شامل Σ از زیرکلاس هایی برای |an| ضرایب از
زمینه این در که اخیر کارهای از برخͬ شده ارائه کران که ͬ آوریم م بدست را است شده  تعریف
کرانͬ قبلͬ کارهای از متفاوت روش ͷی با هم چنین ͬ بخشد. م بهبود و توسیع را شده اند انجام
تعریف یͺه  قرص در زیرترتیبی توسط که Σ از زیرکلاس هایی توابع دوم هنکل دترمینان برای
انجام حوزه این در که پیشین نتایج از برخͬ شده حاصل کران که ͬ کنیم م محاسبه را است شده 

ͬ بخشد. م بهبود و توسیع را اند شده

هنکل دترمینان فابر، چندجمله ای زیرترتیبی، دو‐تک ارز، توابع ضرایب، تخمین کلیدی: کلمات
دوم

ک
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یͺه قرص U

میدان D

مشتق عملͽر Dk

هنکل دترمینان Hq(n)

g و f تلفیق f ∗ g

g زیرترتیبی f f ≺ g

g شبه‐زیرترتیبی f f ≺q g

فابر چندجمله ای n‐امین Fn
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2 و |arg(f−1)′(z))| ≤ α
2 , z ∈ U

}
Nα

Σ

p(0) = 1 و مثبت حقیقͬ قسمت با تحلیلͬ توابع کلاس P

حقیقͬ اعداد R

مختلط عدد ͷی از حقیقͬ قسمت Re{
f ∈ A : Re(f ′(z))p > β و Re(f−1(z))p > β, z ∈ U

}
R(p;β)

نرمالیزه تک ارز توابع کلاس S

ستاره گون توابع کلاس S∗

ما‐میندا ستاره گون توابع کلاس S∗(φ)

دوطرف‐ستاره گون توابع کلاس S∗
Σ(β)

ستاره گون به طورقوی توابع کلاس S̃∗(α)



نمادها فهرست ر

صحیح اعداد Z

دوطرف‐تک ارز توابع کلاس Σ{
f ∈ A : f ∈ Σ, (1− λ)

(
(f∗Θ)(z)

z

)µ
+

λ (f ∗Θ)′ (z)
(
(f∗Θ)(z)

z

)µ−1
≺ φ (z) و (1− λ)

(
(f∗Θ)−1(w)

w

)µ
+

λ
(
(f ∗Θ)−1

)′
(w)

(
(f∗Θ)−1(w)

w

)µ−1
≺ φ (w) , z, w ∈ U

}
Hλ,µ

Σ (φ; Θ)



١ فصل

مقدمات و اولیه مفاهیم

تحقیقات و کلͬ تعاریف مقدماتͬ، مباحث بیان به است بخش چهار بر مشتمل که فصل این در
برای آمده بدست تخمین و ͬ پردازیم م دو‐تک ارز توابع شامل Σ زیرکلاس های برخͬ به وابسته
هم چنین ͬ کنیم. م بیان فابر چندجمله ای از استفاده با را کلاس ها این گونه به مربوط توابع ضرایب
مورد را Σ زیرکلاس های از برخͬ به مربوط توابع دوم هنکل دترمینان برای آمده بدست کران

ͬ دهیم م قرار بررسͬ و مطالعه

تک ارز توابع ١ . ١
به صورت r شعاع و ζ مرکز به باز قرص این صورت در ،r > 0 و ζ ∈ C کنید فرض

U(ζ, r) = {z ∈ C; | z − ζ |< r},

به U = U(0, 1) هم چنین ͬ دهیم. م نمایش C با را مختلط اعداد مجموعه ی که ͬ شود م تعریف
ͬ نامیم. م میدان ͷی را C در باز و همبند مجموعه ی هر ͬ شود. م گرفته نظر در یͺه  قرص عنوان
هرگاه گوییم تحلیلͬ z0 ∈ D نقطه ی در را f : D −→ C تابع ͬ دهیم. م نشان D با معمولا را میدان
هر در اگر گوییم تحلیلͬ D میدان در را f : D −→ C تابع باشد. مشتق پذیر z0 ͬͽهمسای ͷی در

باشد. تحلیلͬ نقطه اش



مقدمات و اولیه مفاهیم ٢

تک ارز تابع f اگر بنابراین ͬ نامیم. م تک ارز را باشد ͷبه ی ͷی که تحلیلͬ تابع .١ . ١ . ١ تعریف
.z1 = z2 ͬ دهد م نتیجه f(z1) = f(z2) باشد،

را ساده خم های هندسͬ ديدگاه از و دارند صفر مخالف مشتقͬ تحليلͬ ديدگاه از تك ارز توابع
قضایای مهم ترین از ͬͺی که ريمان نگاشت قضيه به توجه با طرفͬ از ͬ نگارند. م ساده خم های به
تعريف صفحه) تمام از (بغير ساده همبند ميدان يك در كه تابع هر است، توابع هندسͬ نظریه

كرد. متناظر است، شده تعريف یͺه  قرص در كه تابعͬ با ͬ توان م را باشد شده

و صفحه) تمام از (بغير ساده همبند ميدان D كنيم فرض ريمان). نگاشت (قضيه ١ . ١ . ١ قضیه
كه است موجود f : D −→ C بفرد منحصر و تك ارز تابع اين صورت در باشد D از ای نقطه z0

.f ′(z0) > 0 و f(z0) = 0 بطوری که ͬ نگارد م U قرص به را D

تابع هایی هندسͬ ͬ های ویژگ بررسͬ مختلط، آنالیز در جالب و مهم بسیار مباحث از ͬͺی
تحلیلͬ تابع نمودار که است روشن شده اند. تعریف مختلط صفحه در یͺه قرص بر که است
دارد. هندسͬ توصیف f(U) مجموعه یعنͬ آن برد ولͬ نیست پذیر ترسیم f(z) = z+

∑∞
n=2 anz

n

به منجر دارد، وجود an ضرایب با توابع این گونه برد هندسͬ ͬ های ویژگ بین که ارتباطͬ هم چنین
شد. تک ارز تابع های هندسͬ نظریه عنوان با مهم نظریه ای پیدایش

فرم به f توابع همه ی کلاس را A .١ . ١ . ٢ تعریف

f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n (١ . ١)

f(0) = شرط با و هستند تحلیلͬ U = {z ∈ C : |z| < 1} یͺه  قرص در که ͬ گیریم م نظر در
هستند تک ارز U در که A توابع همه ی کلاس این، بر گردیده اند. علاوه نرمالیزه f ′(0) − 1 = 0

ͬ دهیم. م نمایش S با را

کوئب تابع S کلاس در تابع ͷی از بارز نمونه ͷی

k(z) =
z

(1− z)2
=

1

4

((
1 + z

1− z

)2

− 1

)
=

∞∑
n=1

nzn,

است شده بریده ∞ تا −1

4
از منفͬ محورحقیقͬ امتداد در که صفحه یی بر را U تابع این است.

برخͬ برای و ͬ شود م نامیده کوئب تابع دوران e−iαk(eiαz) ،α حقیقͬ عدد هر برای ͬ نگارد. م
ببینید. را ١ . ١ شͺل است. شده شناخته بیشینه تابع عنوان به S کلاس مختلف مسائل

به صورت تک ارز توابع همه ی شامل Σ′ کلاس کنیم فرض ،S رده مشابه

h(z) = z + b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + . . . = z + b0 +

∞∑
n=1

zn

bn



٣ تک ارز توابع

کوئب تابع تحت U از قسمتͬ تصویر :١ . ١ شͺل

تبدیل از استفاده با آن گاه است، h برای ساده قطب بی نهایت نقطه که باشد ∆ = {z : |z| > 1} در
از ͬͺی .[٣۶] کنیم برقرار Σ′ و S کلاس های بین ͷبه ی ͷی تناظری ͬ توانیم م f(z) =

1

h(1z )

شد. گرفته مساحت قضیه از آن ایده که است ١ بیبرباخ معروف حدس حوزه، این در مهم مسائل

آن گاه باشد، Σ′ در h(z) = z + b0 +
∑∞

n=1

zn

bn
تابع اگر [٣۶] مساحت). (قضیه ١ . ١ . ٢ قضیه

.∑∞
n=1 n|bn|2 ≤ 1

است برقرار تساوی و |a2| ≤ 2 ،f ∈ S برای که کرد ثابت [١٨] بیبرباخ ،١٩١۶ سال در
شده شناخته بیبرباخ قضیه عنوان به نتیجه این باشد. کوئب تابع از دورانͬ ͷی f اگر فقط و اگر

،f ∈ S برای که کرد پیش بینͬ هم چنین او است.

|an| ≤ n (n ≥ 2),

است. شده شناخته بیبرباخ ضریب) (یا حدس عنوان به حدس این است. معتبر کلͬ حالت در
شد. آغاز تک ارز توابع تیلور بسط ضرایب مطالعه برای انگیزه بیبرباخ حدس توجه به با
انواع تیلور بسط ضرایب تحقیق برای ͬ دانان ریاض از بسیاری بخش الهام گمان و حدس این
حدس اثبات برای تلاش حال در ͬ دانان ریاض اکثر گرفت. قرار تک ارز توابع زیرکلاس های
تک ارز توابع درباره را جدیدی قضیه های و حقایق گاه ناخودآ به طور یا گاهانه آ به طور یا بیبرباخ،
تلاش ها این توسعه مدیون بیشتر توابع هندسͬ نظریه کنیم بیان که نیست اغراق آوردند. بدست

است. بیبرباخ حدس اثبات برای
هم به را D از نقطه دو هر که مستقیمͬ پاره خط چنان چه اگر گوئیم محدب را D ⊂ C میدان

ببینید. را ١ . ٢ شͺل بͽیرد. قرار D در ͬ کند م وصل

نگاشته محدب میدان ͷی بر f(z) تحت U اگر گوئیم محدب را f ∈ A تابع .١ . ١ . ٣ تعریف
1Bieberbach



مقدمات و اولیه مفاهیم ۴

محدب میدان :١ . ٢ شͺل

که است محدب تابع ͷی ͬ نگارد م راست نیم صفحه به را U که ℓ(z) =
z

1− z
خاص تابع شود.

است. شده شناخته محدب توابع بیشینه تابع عنوان به

آن گاه شود داده نمایش (١ . ١) طبق که باشد محدب تابع ͷی f ∈ A اگر [٨٢] .١ . ١ . ٣ قضیه
اگر فقط و اگر است برقرار تساوی .|an| ≤ 1 ،n هر برای

f(z) =
z

1 + eiβ z
β ∈ R.

توابع کلاس ͬ دهیم. م نمایش C با را هستند محدب U در که تک ارز توابع همه ی کلاس
شد. معرفͬ ١٩١٣ سال در [١١٣] ١ استادی توسط محدب

شرط است لازم است، مشͺل بسیار هندسͬ توصیف از استفاده با بودن محدب تعیین چون
کنیم. معرفͬ است، کارآمد و سودمند بسیار محاسبات و اثبات ها در اغلب که را دیͽری

محدب U در f تابع آن گاه باشد. U در تحلیلͬ تابع ͷی f کنیم فرض [٨۶ ،٣۶] .۴ . ١ . ١ قضیه
و f ′(z) ̸= 0 اگر فقط و اگر است

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> 0 (z ∈ U). (١ . ٢)

را D از نقطه هر که مستقیمͬ پاره خط هرگاه گوئیم w0 به نسبت ستاره گون را D ⊂ C میدان
w0 به نسبت ستاره گون ١ . ٣ شͺل در شده داده نشان میدان بͽیرد. قرار D در ͬ کند م وصل w0 به

نیست. مبدا به نسبت ستاره گون اما است
1Study



۵ تک ارز توابع

نسبت ستاره گون میدان ͷی بر f(z) تحت U اگر گوئیم ستاره گون را f ∈ A تابع .۴ . ١ . ١ تعریف
شود. نگاشته w0 = 0 به

f تابع آن گاه .f(0) = 0 و باشد U در تحلیلͬ تابع ͷی f کنیم فرض [٨۶ ،٣۶] .۵ . ١ . ١ قضیه
و f ′(z) ̸= 0 اگر فقط و اگر است w0 = 0 به نسبت ستاره گون U در

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0 (z ∈ U). (١ . ٣)

w0 به نسبت ستاره گون میدان :١ . ٣ شͺل

در تک ارز توابع همه ی کلاس شد. معرفͬ [۶] ١ الͺساندر توسط ابتدا ستاره گون توابع
ستاره گون توابع مورد در ͬ دهیم. م نمایش S∗ با را هستند w0 = 0 به نسبت ستاره گون که U

ͷی کوئب تابع هستند. واحد قرص تصویر خواص بعضͬ وارث کوچͷ  تر قرص های تصویر
است. w0 > −1

4
هر به نسبت ستاره گون ناحیه اش که است ستاره گون تابع

کرد. بیان را ستاره گون و محدب توابع بین رابطه [۶] الͺساندر ،١٩١۵ سال در

اگر فقط و اگر f ∈ C این صورت در .f ∈ A کنیم فرض [ الͺساندر قضیه ،٣۶] .۶ . ١ . ١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗

توسط ستاره گون توابع حالت برای ١٩٢٠ سال اوایل در بیبرباخ، حدس اثبات برای بعدی گام
گرفت صورت [٨٩] ٢ نوانلیننا

دورانͬ و کوئب تابع برای تساوی .|an| ≤ n ،n هر برای آن گاه f ∈ S∗ اگر [٨٩] .١ . ١ . ٧ قضیه
است. برقرار آن از

1Alexander 2Nevanlinna



مقدمات و اولیه مفاهیم ۶

احتمال این شد مشخص ،S از زیرکلاس  ͷی برای بیبرباخ حدس اثبات در نوالینا نتیجه از پس
تاریخچه نشد. حل طولانͬ مدت برای گزاره این اما باشد. اثبات قابل حدس این که دارد وجود
برای اول قدم است. پیوسته حال، عین در و نشیب و پرفراز حدس این اثبات برای تلاش ها
نمایش روش از استفاده با و شد برداشته [٨٣] ١ لونر توسط ١٩٢٣ سال در بیبرباخ حدس اثبات
تعیین برای زیادی تلاش های ١٩۵۵ سال تا .|a3| ≤ 3 کرد اثبات برش نگاشت های برای پارامتری
ثابت [۴۴] ٣ شیفر و ٢ گارابدیان این که تا انجامیدند شͺست به ͬͽهم که گرفت انجام |a4| کران
های نامساوی از استفاده با [٧٢] ۴ اوزاوا و [٧٣] پدرسون ،١٩۶٨ سال در .|a4| ≤ 4 کردند
مشͺل تر حدودی تا پنجم ضریب برای کران آوردن بدست .|a6| ≤ 6 که کردند ثابت ۵ ͬͺگرانس
گارابدیان‐ نامساوی های از استفاده با [٧۴] شیفر و ۶ پدرسون ،١٩٧٢ سال در این که تا ͬ نمود م
سال در نهایت در .|a5| ≤ 5 کردند ثابت هستند، ͬͺگرانس های نامساوی از تعمیمͬ که شیفر
عنوان به حاضر حال در (که بیبرباخ حدس کرد ثابت لونر روش با [٣۵] ٧ برنگس دی ،١٩٨۵

است. برقرار n ضرایب همه برای است) شده شناخته برنگس دی قضیه

این صورت در ،f ∈ S کنیم فرض برنگس] دی قضیه ،٣۵] .١ . ١ . ٨ قضیه

|an| ≤ n (n ≥ 2).

باشد. آن از دورانͬ یا کوئب تابع f اگر فقط و اگر است برقرار تساوی

هر است آن مبین و است معروف پوشش قضیه به بیبرباخ حدس کاربردهای مهم ترین از ͬͺی
است. |w| < 1

4
قرص شامل میدان این که ͬ نگارد م w صفحه در میدانͬ بر را U قرص S در تابعͬ

است. کوئب تابع برای پوشش قضیه در شعاع برای شده شناخته کران بهترین

پوشش قضیه هندسͬ تعبیر :۴ . ١ شͺل

1Löwner
2Garabedian
3Schiffer
4Ozawa

5Grunsky
6Pederson
7de Branges



٧ تک ارز توابع

است. {w : |w| < 1

4
} قرص شامل f ∈ S تابع هر تصویر پوشش] قضیه ،٣۶] .١ . ١ . ٩ قضیه

را (0 ≤ β < 1) β مرتبه از ستاره گون و محدب توابع از مفاهیمͬ ١ رابرتسون ،١٩٣۶ سال در
کرد معرفͬ زیر به صورت به ترتیب f ∈ S برای

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> β (z ∈ U)

و
Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> β (z ∈ U).

S∗(β) و C(β) توسط به ترتیب (0 ≤ β < 1) β مرتبه از ستاره گون و محدب توابع زیرکلاس های
.[١٠٢] ͬ شود م داده نشان

مرتبه از ستاره گون به طورقوی توابع از [٢٠] کلاسͬ ٣ کروان و ٢ براننان ،١٩۶٩ سال در
ͬ دهیم. م نشان S̃∗(α) توسط را کلاس این که کردند معرفͬ زیر به صورت را (0 < α ≤ 1) α

داشته هرگاه ͬ نامیم م (0 < α ≤ 1) α مرتبه از ستاره گون به طورقوی را f ∈ A تابع .۵ . ١ . ١ تعریف
arg(zf∣∣∣∣باشیم ′(z)f(z)

)∣∣∣∣ < απ

2
(z ∈ U).

µ نوع و β مرتبه از ۴ بلازویچ را f ∈ S تابع 0 ≤ µ < 1 و 0 ≤ β < 1 برای [١٧] .۶ . ١ . ١ تعریف
باشیم داشته هرگاه ͬ دهیم م نشان B(β;µ) نماد با را زیرکلاس این و گوییم

Re

((
z

f(z)

)1−µ

f ′(z)

)
> β (z ∈ U).

توابع همه ی شامل که P کلاس با S∗ و C کلاس های ͷنزدی ارتباط به با توجه

p(z) = 1 +
∞∑
n=1

pnz
n,

و هستند تحلیلͬ U در که

Re {p(z)} > 0 (z ∈ U), (۴ . ١)

کرد. بیان را است شده شناخته کاراتئودری لم عنوان به که را زیر لم [٣٠] ۵ کاراتئودری
1Robertson
2Brannan
3Kirwan

4Bazilevič
5Caratheodory



مقدمات و اولیه مفاهیم ٨

این صورت در باشد، P در p(z) = 1+
∑∞

n=1 pnz
n کنیم فرض کاراتئودری] لم ،٣٠] .١ . ١ . ١ لم

اگر فقط و اگر است برقرار تساوی .| pn |≤ 2 ،n ∈ N هر برای

p(z) =
1 + λz

1− λz
λ ∈ C, |λ| = 1 (z ∈ U).

از بعضͬ برای این صورت در باشد، P در p(z) = 1 +
∑∞

n=1 pnz
n کنیم فرض [۴٨] .١ . ١ . ٢ لم

داریم |s| ≤ 1 و |x| ≤ 1 با sها و x

2p2 = p21 + x(4− p21)

4p3 = p31 + 2(4− p21)p1x− p1(4− p21)x
2 + 2(4− p21)(1− |x|2)s.

ͬ شود م بیان زیر به صورت که است تحلیلͬ توابع در پرکاربرد مفاهیم از ͬͺی ١ شوارتس لم

قرص در تحلیلͬ تابعͬ f(z) کنیم فرض شوارتس] لم ،٣۶] .١ . ١ . ٣ لم

U(0, R) = {z ∈ C; |z| < R},

r < R که |z| = r برای این صورت در .|f(z)| < M ،M ثابت برای و f(0) = 0 به طوری که باشد

|f(z)| ≤ r

R
M.

و زیرترتیبی تعریف از استفاده با ͬ تواند م ستاره گون و محدب توابع از زیرکلاس چندین
f تابع هستند تحلیلͬ U در که g و f تحلیلͬ تابع دو برای شود. گرفته نظر در شبه‐زیرترتیبی
باشد داشته وجود |w(z)| < 1 و w(0) = 0 با w مانند شوارتس تابعͬ هرگاه گوئیم g زیرترتیبی را

ͬ شود م داده نشان زیر به صورت و f(z) = g(w(z)) و باشد تحلیلͬ U در به طوری که

f(z) ≺ g(z) (z ∈ U).

داریم ما شوارتس لم طبق
|w(z)| ≤ |z| (z ∈ U),

در g تابع اگر به خصوص .f(U) ⊂ g(U) و f(0) = g(0) آن گاه f(z) ≺ g(z) اگر ͬ دهد م نتیجه که
داریم را زیر هم ارزی این صورت در باشد، تک ارز U

f(z) ≺ g(z) ⇐⇒ f(0) = g(0) و f(U) ⊂ g(U).

1Schwartz



٩ تک ارز توابع

که به طوری |φ(z)| ≤ 1 و باشد U در تحلیلͬ تابع ͷی φ(z) کنیم فرض

ϕ(z) = 1 + α1z + α2z
2 + α3z

3 + · · · . (۵ . ١)

ͷی هرگاه گوئیم g شبه‐زیرترتیبی را f تابع هستند تحلیلͬ U در که g و f تحلیلͬ تابع دو برای
تحلیلͬ U در f(z)/ϕ(z) که بطوری باشد داشته وجود فوق تعریف طبق U در ϕ(z) تحلیلͬ تابع

و باشد

f(z)

ϕ(z)
≺ g(z) (z ∈ U).

نماد با را شبه‐زیرترتیبی

f(z) ≺q g(z) (z ∈ U). (۶ . ١)

با (۶ . ١) شبه‐زیرترتیبی که کنید توجه دهیم. مͬ نشان

f(z) = ϕ(z)g(w(z)) (z ∈ U),

است معادل زیرترتیبی با شبه‐زیرترتیبی تعریف ،ϕ(z) ≡ 1 برای .|φ(z)| ≤ 1 که است هم ارز
.[١٠۴ ،١٠٣]

باشد U در تحلیلͬ تابع w(z) =
∑∞

n=1wnz
n کنیم فرض [١٧٢ صفحه ،٨٨] .۴ . ١ . ١ لم

به طوری که

w(0) = 0, |w(z)| < 1.

این صورت در

|w1| ≤ 1, |wn| ≤ 1− |w1|2, n = 2, 3, . . . .

شوارتس تابع این صورت در شوند. تعریف U در g(z) = z و f(z) = 1

4
z کنید فرض .١ . ١ . ١ مثال

ͬ کند. م صدق نظر مورد شرایط در که بود خواهد w =
1

4
z به صورت w

کرد بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م را (۴ . ١) شرط زیرترتیبی تعریف با توجه به

p(z) ≺ 1 + z

1− z
(z ∈ U).



مقدمات و اولیه مفاهیم ١٠

با به ترتیب (١ . ٣) و (١ . ٢) شرط های راستا این در

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ 1 + z

1− z
(z ∈ U)

و

zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + z

1− z
(z ∈ U),

هستند. هم ارز
محدب و ستاره گون توابع از متفاوت زیرکلاس هایی مشابه تحلیلͬ با [۶٨] ٢ میندا و ١ ما
آن ها هدف، این برای کردند. معرفͬ p(z) := 1 + z

1− z
به جای ͬ تر کل تحلیلͬ تابع ͷی جایͽزینͬ با

قرص φ به طوری که φ′(0) > 0 ،φ(0) = 1 شرایط با U در مثبت حقیقͬ قسمت با φ تحلیلͬ تابع
متقارن حقیقͬ محور به نسبت φ(U) و ͬ نگارد م w0 = 1 به نسبت ستاره گون میدان ͷی به را U

کردند: بیان را زیر زیرکلاس های و گرفتند نظر در را باشد

C(φ) =
{
f ∈ A : 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
≺ φ(z)

}

و

S∗(φ) =

{
f ∈ A :

zf ′(z)

f(z)
≺ φ(z)

}
.

برای که است روشن ͬ شوند. م نامیده ما‐میندا ستاره گون و محدب توابع به ترتیب توابع این
هستند. تک ارز توابع از شده شناخته زیرکلاس های شامل زیرکلاس ها این φ از خاصͬ انتخاب های

انتخاب با مثال برای
φβ(z) =

1 + (1− 2β)z

1− z
(0 ≤ β < 1),

.S∗(φβ) = S∗(β) و C(φβ) = C(β) داریم

و f(z) =
∑∞

n=1 anz
n, |z| < r1 تحلیلͬ تابع دو هادامارد٣ ضرب یا تلفیق .١ . ١ . ٧ تعریف

به صورت g(z) =∑∞
n=1 bnz

n, |z| < r2

(f ∗ g)(z) = z +

∞∑
n=1

anbnz
n = (g ∗ f)(z), (١ . ٧)

است. تحلیلͬ |z| < r1r2 در که ͬ شود م تعریف
1Ma
2Minda

3Hadamard



١١ دو‐تک ارز توابع

f همͽرایی شعاع حاصل ضرب با متناظر f ∗ g همͽرایی شعاع که کرد ثابت [۴٩] هادامارد
است. g و

دو‐تک ارز توابع ١ . ٢

معکوس تابع این صورت در D2باشد، دامنه ی D1به روی دامنه ی از تک ارز تابعͬ f(z) اگر ͬ دانیم م
.علاوه است D1 به D2 از تک ارز تابعͬ ،z ∈ D1 که g(f(z)) = z به صورت شده تعریف g یعنͬ آن
ͷی حاوی f ∈ S تابع هر تحت U تصویر که است واضح ،١ . ١ . ٩ قضیه ی به وسیله ی این، بر
f−1 مانند معکوسͬ ،U در f ∈ S تک ارز تابع هر به وضوح، نتیجه در است. 1

4 شعاع با قرص
ͬ کند م صدق زیر شرایط در که دارد

f−1 (f (z)) = z (z ∈ U)

و
f
(
f−1 (w)

)
= w

(
|w| < r0 (f) ; r0 (f) ≥

1

4

)
,

است زیر به صورت مبدا حول قرصͬ در تیلوری بسط دارای f(z) تابع معکوس که

g(w) = f−1(w) = w − a2w
2 + (2a22 − a3)w

3 − (5a32 − 5a2a3 + a4)w
4 + · · · . (١ . ٨)

تک ارز U در دو هر f−1 و f هرگاه ͬ شود م نامیده دو‐تک ارز U در f ∈ A تابع .١ . ٢ . ١ تعریف
را هستند تیلور(١ . ١) بسط به صورت و دو‐تک ارز U در که f(z) توابع همه ی کلاس باشند.

ͬ دهیم. م نمایش Σ توسط

از: عبارتند Σ کلاس به متعلق توابع از هایی مثال .١ . ٢ . ١ مثال

z

1− z
, log

1

1− z
, log

√
1 + z

1− z
.

Σ کلاس به که دیͽری مثال های نیست. Σ کلاس به متعلق کوئب شده شناخته تابع حال به هر
از: عبارتند نیستند متعلق

2z − z2

2
,

z

1− z2
.

مطالعه مورد و معرفͬ را دو‐تک ارز توابع از کلاسͬ [٧٨] ١ لوین ،١٩۶٧ سال در بار نخستین
کلون٢ͬ[٢١] و براننان سپس .|a2| < 1.51 داد نشان ͬͺگرانس نامساوی از استفاده با و داد قرار

1Lewin 2Clunie



مقدمات و اولیه مفاهیم ١٢

که داد نشان نتانیاهو١[٧٠] دیͽر سوی از .|a2| ≤
√
2 که زدند حدس

max
f∈Σ

|a2| =
4

3
.

داد نشان تان٢[١١۶] ،١٩٨۵ سال در

|a2| ≤ 1.485.

زیر کلاس های همانند ،Σ کلاس دو‐تک ارز توابع از خاصͬ زیر کلاس های طاها٣[٢٣] و براننان
کردند. معرفͬ را (0 ≤ β < 1) β مرتبه از محدب و ستاره گون توابع از به ترتیب ،C(β) و S∗(β)

ببینید. را [١١۵ ،٢٢] مراجع هم چنین

توابع از C∗
Σ(β) یا دو‐ستاره گون توابع از S∗

Σ(β) زیرکلاس در را f ∈ Σ تابع .١ . ٢ . ٢ تعریف
یا ستاره گون به ترتیب U در دو هر f−1 و f هرگاه گوئیم (0 ≤ β < 1) β مرتبه از دو‐محدب

باشند. محدب

از دو‐ستاره گون به طورقوی توابع از S̃∗
Σ(α) زیرکلاس S̃∗(α) کلاس مشابه طاها و براننان

کردند. معرفͬ را (0 < α ≤ 1) α مرتبه

باشند برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم S̃∗
Σ(α) کلاس در را f ∈ Σ تابع [٢٣] .١ . ٢ . ٣ تعریف

∣∣∣∣arg(zf ′(z)f(z)

)∣∣∣∣ < απ

2
(0 < α ≤ 1, z ∈ U)

و
∣∣∣∣arg(wg′(w)g(w)

)∣∣∣∣ < απ

2
(0 < α ≤ 1, w ∈ U),

.g = f−1 که

معرفͬ زیر به صورت را (0 < α ≤ 1) Nα
Σ مانند Σ از زیرکلاسͬ همͺارانش و ۴ سریواستاوا

آوردند. بدست را زیرکلاس این توابع نخستین ضرایب از تخمینͬ و کردند

داشته هرگاه گوییم (0 < α ≤ 1) Nα
Σ کلاس به متعلق را f ∈ Σ تابع [١١١] .۴ . ١ . ٢ تعریف

باشیم

|arg(f ′(z))| ≤ α

2
و |arg(g′(w))| ≤ α

2
, g = f−1.

1Netanyahu
2Tan

3Taha
4Srivastava



١٣ دو‐تک ارز توابع

φ(U) و U در مثبت حقیقͬ قسمت با تحلیلͬ تابعͬ φ کنیم فرض شد اشاره قبلا که همان طور
به طوری که باشد متقارن حقیقͬ محور به نسبت

φ(z) = 1 +B1z +B2z
2 +B3z

3 + · · · (B1 > 0). (١ . ٩)

از تخمینͬ و کردند معرفͬ زیر به صورت φ به باتوجه را Σ از زیرکلاس ١ بنسل و سریواستاوا
آوردند. بدست را زیرکلاس این توابع نخستین ضرایب

تابع گوئیم شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ A تابع کنیم فرض [١٠٩] .۵ . ١ . ٢ تعریف

f ∈ Σ(τ, γ, φ) (0 ≤ γ ≤ 1, τ ∈ C\ {0}) ,

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه

1 +
1

τ
[f ′(z) + γzf ′′(z)− 1] ≺ φ(z) (z ∈ U)

و
1 +

1

τ
[g′(w) + γwg′′(w)− 1] ≺ φ(w) (w ∈ U)

.g = f−1 که

ضرایب از تخمینͬ و کرد معرفͬ زیر به صورت φ به باتوجه را Σ از جامع زیرکلاس ٢ بولوت
آورد. بدست زیرکلاس این برای را |a3| و |a2|

فرض هم چنین و شود داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ A تابع کنیم فرض [٢۵] .۶ . ١ . ٢ تعریف
کنیم

Θ ∈ Σ و Θ(z) = z +
∞∑
n=2

bnz
n (bn > 0) .

تابع گوئیم
f ∈ Hλ,µ

Σ (φ; Θ) (λ ≥ 1, µ ≥ 0) ,

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه

f ∈ Σ,

(1− λ)

(
(f ∗Θ) (z)

z

)µ

+ λ (f ∗Θ)′ (z)

(
(f ∗Θ) (z)

z

)µ−1

≺ φ (z) (z ∈ U)

1Bansal 2Bulut



مقدمات و اولیه مفاهیم ١۴

و

(1− λ)

(
(f ∗Θ)−1 (w)

w

)µ

+ λ
(
(f ∗Θ)−1

)′
(w)

(
(f ∗Θ)−1 (w)

w

)µ−1

≺ φ (w) (w ∈ U) ,

توسط (f ∗Θ)−1 تابع که

(f ∗Θ)−1 (w) = w − a2b2w
2 +

(
2a22b

2
2 − a3b3

)
w3 −

(
5a32b

3
2 − 5a2b2a3b3 + a4b4

)
w4 + · · · ,

ͬ شود. م بیان

آن گاه شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) تابع کنیم فرض [٢۵] .١ . ٢ . ١ قضیه

|a2| ≤
1

b2
min

{
B1

λ+ µ
,

√
2(B1 + |B2 −B1|)
(2λ+ µ)(µ+ 1)

, (١ . ١٠)

B1

√
2B1√∣∣B2

1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2(B2 −B1)(λ+ µ)2
∣∣


و

|a3| ≤
1

b3
min

{
B2

1

(λ+ µ)2
+

B1

2λ+ µ
,
B1[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(µ+ 1)(2λ+ µ)

+
2|B2 −B1|

(2λ+ µ)(µ+ 1)
, (١ . ١١)

B1

2λ+ µ
+

2B3
1∣∣B2

1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2(B2 −B1)(λ+ µ)2
∣∣
}
.

باشیم داشته هرگاه گوئیم MΣ(α;φ) کلاس به متعلق را f ∈ S تابع [٩] .١ . ٢ . ٧ تعریف

(1− α)
zf ′(z)

f(z)
+ α

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
≺ φ(z), z ∈ U

و

(1− α)
wg′(w)

g(w)
+ α

(
1 +

wg′′(w)

g′(w)

)
≺ φ(w), w ∈ U,

نوع از ١ دو‐محدب‐موناکو تابع ،MΣ(α;φ) کلاس در تابع ͷی .g = f−1 و α ≥ 0 که
ͬ شود. م نامیده ما‐میندا

و کردند معرفͬ را Σ از زیرکلاسͬ شبه‐زیرترتیبی، مفهوم به توجه با ٣ کومار و ٢ گویال
آوردند. بدست زیرکلاس این توابع برای را |a3| و |a2| ضرایب از تخمینͬ

1Mocanu
2Goyal

3Kumar



١۵ دو‐تک ارز توابع

باشیم داشته هرگاه گوییم HΣ
q (λ, h) کلاس به متعلق را f ∈ Σ تابع [۴۶] .١ . ٢ . ٨ تعریف

(1− λ)
f(z)

z
+ λf ′(z) ≺q φ(z), z ∈ U

و

(1− λ)
g(w)

w
+ λg′(w) ≺q φ(w), w ∈ U,

.g = f−1 و λ ≥ 1 که

کرد معرفͬ زیر به صورت را Dk : A → A مشتق عملͽر [١٠۵] ١ سالاجین ،١٩٨٣ سال در

D0f(z) = f(z), D1f(z) = Df(z) = zf ′(z),

داریم کلͬ حالت در

Dkf(z) = D(Dk−1f(z)), k ∈ N = {1, 2, . . .} .

نوشت ͬ توان م هم چنین

Dkf(z) = z +
∞∑
n=2

nkanz
n, k ∈ N0 := N∪{0} ,

.Dkf(0) = 0 که

به متعلق را f ∈ Σ تابع .γ ∈ C\ {0} و m > k ،m, k ∈ N0 کنیم فرض [٢۴] .١ . ٢ . ٩ تعریف
باشیم داشته هرگاه گوییم Bm,k

Σ (γ;φ) کلاس

1 +
1

γ

(
Dmf (z)

Dkf (z)
− 1

)
≺ φ (z) , z ∈ U

و

1 +
1

γ

(
Dmg (w)

Dkg (w)
− 1

)
≺ φ (w) , w ∈ U,

.g = f−1 که

دو‐تک ارز، توابع نخستین ضریب دو از تخمینͬ [١٢١ ،١٢٠ ،۴٣ ،٩] زیادی محققان اخیرا،
آورده اند. بدست را Σ کلاس از مختلف زیر کلاس های برای

1Sălăgean



مقدمات و اولیه مفاهیم ١۶

فابر چندجمله ای بسط ١ . ٣
هر با متناظر

h(z) = z + b0 +

∞∑
n=1

zn

bn
∈ Σ′

ͬ شود م تعریف زیر به صورت Fn
١ فابر چندجمله ای

zh′(z)

h(z)− w
=

∞∑
n=o

Fn(w)z
−n.

در [۴١] ،١٩١٩ سال در و شدند معرفͬ ١٩٠٣ سال در [۴٠] فابر توسط چندجمله ای ها این
ادامه، در و شدند داده تعمیم ساده همبند ناحیه به واحد قرص از تیلور بسط تعمیم مسئله با ارتباط
قرار مطالعه مورد [١٠٧] ٢ شور توسط ،١٩۴۵ سال در و [۴٧] ͬͺگرانس توسط ،١٩٣٩ سال در
از بسیاری برای توجه درخور منابع [٣٢] ۴ کورتیس مقاله و [١١۴] ٣ سنتین رساله گرفتند.

دارند. متعامد چندجمله ای های و تقریب نظریه در فابر چندجمله ای های که است کاربرد هایی
چندجمله ای ها این کرد. پیدا [١١۴ ،۶٩ ،١٠۶ ،٣٢] در ͬ توان م را فابر چندجمله ای های خواص
(به ͬ کنند م ایفا توابع هندسͬ نظریه در به ویژه ریاضͬ، علوم مختلف شاخه های در مهمͬ نقش
،[۵] ٧ رن و ایرالت ،[٢] ۶ ایرالت اخیرا، ببینید). را [١٠۶] شیفر و [۴۵] ۵ گونگ مثال عنوان
ͷمرومورفی توابع تحلیلͬ، توابع بسط ،[۴] ٩ نرتین و ایرالت ،[٣] بوعلͬ و ایرالت [١٩] ٨ بوعلͬ

آوردند. بدست فابر چندجمله ای های از استفاده با را ستاره گون توابع و

همͽن را چندجمله ای آن باشند هم درجه چندجمله ای ͷی جمله های همه اگر .١ . ٣ . ١ تعریف
ͬ نامند. م

و تک ارز توابع ستاره گونͬ فابر و همͽن ای جمله چند مفهوم از استفاده با ،[۵] رن و ایرالت
کرد. بیان را Fn کلͬ فرمول [١٩] بوعلͬ ادامه، در و کردند مطرح را ͷمرومورفی

g = تابع شامل آن ͬ که هنگام به خصوص فابر چندجمله ای های محاسبه برای خاصͬ انگیزه
آمد. بوجود است مرتبط دو‐تک ارز توابع از مشخصͬ زیرکلاس های با f معکوس تابع که ،f−1

به صورت f ∈ S توابع برای را فابر چندجمله ای بسط [۵ ،٣] در نویسندگان

f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n,

1Faber
2Schur
3Suetin
4Curtiss
5Gong
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١٧ فابر چندجمله ای بسط

کردند بیان زیر به صورت را g = f−1 معکوس تابع ضرایب و بردند به کار

g(w) = f−1(w) = w +

∞∑
n=2

1

n
K−n

n−1(a2, a3, . . . , an)w
n, (١ . ١٢)

که

K−n
n−1 =

(−n)!
(−2n+ 1)!(n− 1)!

an−1
2 +

(−n)!
(2(−n+ 1))!(n− 3)!

an−3
2 a3

+
(−n)!

(−2n+ 3)!(n− 4)!
an−4
2 a4 +

(−n)!
(2(−n+ 2))!(n− 5)!

an−5
2

×[a5 + (−n+ 2)a23] +
(−n)!

(−2n+ 5)!(n− 6)!
an−6
2 [a6 + (−2n+ 5)a3a4]

+
∑
j≥7

an−j
2 Vj ,

سه که است a2, a3, . . . , an متغییرهای در همͽن چندجمله ای ͷی 7 ≤ j ≤ n با Vj که به طوری
ͬ آیند م بدست زیر صورت به K−n

n−1 اول جمله

1

2
K−2

1 = −a2,
1

3
K−3

2 = 2a22 − a3,

1

4
K−4

3 = −(5a32 − 5a2a3 + a4).

،p ∈ Z هر برای این صورت در .f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
n ∈ A کنیم فرض [٣ ،٢] .١ . ٣ . ١ لم

ͬ آید م بدست زیر به صورت Kp
n بسط

(1 + a2z + a3z
2 + . . .+ akz

k−1 + · · · )p = 1 +
∞∑
n=1

Kp
n(a2, a3, . . . , an+1)z

n,

که

Kp
n(a2, . . . , an+1) = pan+1 +

p(p− 1)

2
D2

n +
p!

(p− 3)!3!
D3

n + · · ·+ p!

(p− n)!(n)!
Dn

n (١ . ١٣)

و

Dm
n = Dm

n (a2, a3, . . . , an+1) =

∞∑
n=1

m!(a2)
i1 · · · (an+1)

in

i1! · · · in!
, (١۴ . ١)



مقدمات و اولیه مفاهیم ١٨

ͬ کنند م صدق زیر شرط در µ1, . . . , µn منفͬ غیر صحیح اعداد که

 µ1 + µ2 + · · ·+ µn = m,

µ1 + 2µ2 + · · ·+ nµn = n.

که است واضح

Dn
n(a2, a3, · · ·an+1) = an2 .

خاص به طور

K1
n = an+1, K

2
1 = 2a2

K2
2 = 2a3 + a22, K

2
3 = 2a4 + 2a2a3,

K2
4 = 2a5 + 2a2a4 + a23.

Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین در فابر چندجمله ای کاربرد ١ . ٣ . ١

کران های بهترین f(z) = z

(1− z)2
کوئب تابع عکس که کرد اثبات [٨٣] ١ لونر ١٩٢٣ سال در

از ضرایبی برای دقیقͬ کران های ͬ کند. م فراهم f ∈ S توابع معکوس ضرایب برای را بالایی
مواردی برای ͬ که حال در است، آمده دست به شͽفت آور اما ساده طرز به تک ارز توابع معکوس
همͺارانش و ٢ کرزیز ١٩٧٩ در است. شده تبدیل چالش ͷی به تک ارز توابع زیرکلاس های از
(0 ≤ α < 1) α مرتبه از ستارگون توابع معکوس نخستین ضریب دو برای دقیقͬ کران های [۶۶]
نخستین ضریب هفت برای کران هایی [٧٩] ۴ زلوتکیویچ و ٣ لیبرا ١٩٨٢ در آوردند. بدست
توابع معکوس نخستین ضریب شش [٨٠] در آن ها سپس آوردند. بدست محدب توابع معکوس

ͬ که به شرط را
Re f ′(z) > 0 (z ∈ U),

فرد تابع آن ها [٧٩] ادامه در کردند. محاسبه را

f(z) = z + a3z
3 + a5z

5 + · · · ,

1Löwner
2Krzyz

3Libera
4Zlotkiewicz



١٩ فابر چندجمله ای بسط

اگر که دادند نشان و گرفتند نظر در را

Re f ′(z) > 0 (z ∈ U),

در f معکوس تابع ضرایب کران برای تساوی حالت آن گاه

[−z + log ((1 + z)/(1− z))]−1

معکوس توابع برای ضرایبی تخمین [۶١] ٢ راجزکاران و ١ جونجا ١٩٨۶ در است. برقرار
به طوری که f ∈ S اگر که کرد ثابت [١٠٨] ٣ سیلورمن ١٩٨٩ در آوردند. بدست α‐مارپیچ

∞∑
n=2

n|an| ≤ 1

به f معکوس تابع ضریب n‐امین آن گاه

1

n

(
n− 2

2n− 3

)
1

2n−2

معکوس ضریب n‐امین که دادند نشان [٨١] زلوتکیویچ و لیبرا ١٩٩٢ در ͬ شود. م محدود
به ستارگون توابع

(2n)!

n!(n+ 1)!

و f ∈ S اگر کرد ثابت ١٩٩۴ در [٣١] ۴ چو ͬ شود. م محدود

Re f ′(z) > 0 (z ∈ U),

در f معکوس تابع ضرایب کران برای تساوی حالت آن گاه

[−z + 2 log(1 + z)]−1

ستاره گون توابع از زیرکلاس هایی معکوس از نخستین ضریب دو برای تخمین ها است. برقرار
است. آمده بدست [١١٢] و [٣۶] در هم چنین

است. شده ارائه زیر مقاله های توسط حوزه این در شده شناخته نتایج آخرین امروز، به تا
مرتبه از U در ستاره گون تک ارز توابع ضرایب برای دقیقͬ کران های [۶۵] ۶ میشرا و ۵ کاپور

1Juneja
2Rajasekaran
3Silverman

4Chou
5Kapoor
6Mishra



مقدمات و اولیه مفاهیم ٢٠

کران n− 1

n
≤ α < 1 ͬ که زمان معکوسش، توابع برای و کردند پیدا (0 ≤ α < 1) α

2(1− α)

n+ 1
,

توابع ضرایب برای دقیقͬ کران های [١١٢] همͺارانش و سریواستاوا ادامه، در آوردند. بدست را
U در سری شان نمایش در m مرتبه ی مͺرر شͺاف که (0 ≤ α < 1) α مرتبه از ستاره گون تک ارز
ضرایب کران  فوق، مقاله دو آوردند. بدست را معکوس شان توابع هم چنین و کردند پیدا دارند
توابع عنوان به را توابع آن ها اما دادند قرار ارزیابی مورد معکوسش و ستاره گون توابع برای را

نگرفته اند. نظر در دو‐ستاره گون
شرایط باشد. شده تحمیل f تابع بر دو‐تک ارزی شرایط که ͬ شود م پدیدار مشͺل  ͬ هنگام
g = f−1 معکوسش تابع و f ضرایب برای کران کردن پیدا که ͬ کند م ایجاب دو‐تک ارزی
تخمین شد اشاره بالا در که کارهایی و ها مقاله  از گرفتن الهام با کند. پیدا زیادی اهمیت
این در گرفتند. قرار بررسͬ مورد فابر چندجمله ای کاربرد با دو‐ستاره گون توابع برای ضرایب
تخمینͬ و کردند معرفͬ زیر به صورت را Σ از زیرکلاس [۵٩] همͺارانش و و جهانگیری راستا

آوردند. بدست زیرکلاس این توابع برای را (n ≥ 3) |an| ضرایب از

تابع و f برای هرگاه گوییم R(p;β) کلاس به متعلق را f ∈ A تابع [۵٩] .١ . ٣ . ٢ تعریف
باشیم داشته g = f−1 معکوسش

Re(f ′(z))p > β (z ∈ U)

و

Re(g′(w))p > β (w ∈ U),

.g = f−1 و 0 ≤ β < 1 ،p ∈ N که

این توابع که بود شده معرفͬ [١١١] همͺارانش و سریواستاوا توسط قبلا R(1;β) زیرکلاس
هستند. شده شناخته تک ارز توابع عنوان به زیرکلاس

ak = 0 اگر شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ R(p;β) تابع کنیم فرض [۵٩] .١ . ٣ . ١ قضیه
آن گاه ،2 ≤ k ≤ n− 1 برای

|an| ≤
2(1− β)

np
(n ≥ 3).

تخمینͬ و دادند ارائه µ نوع و β مرتبه از ١ دو‐بلازویچ توابع از مفهومͬ حمیدی و جهانگیری
1Bi-Bazilevič



٢١ فابر چندجمله ای بسط

آوردند. بدست توابع این گونه برای را (n ≥ 3) |an| ضرایب از

f هرگاه ͬ شود م نامیده µ نوع و β مرتبه از دو‐بلازویچ U در f ∈ S تابع [۶٠] .١ . ٣ . ٣ تعریف
باشند. µ نوع و β مرتبه از بلازویچ U در دو هر g = f−1 معکوسش و

داده نمایش (١ . ١) طبق و باشد دو‐بلازویچ f ∈ B(β;µ) تابع کنیم فرض [۶٠] .١ . ٣ . ٢ قضیه
آن گاه ،2 ≤ k ≤ n− 1 برای ak = 0 اگر شود.

|an| ≤
2(1− β)

(n− 1) + µ
(n ≥ 3).

،۵٢ ،۵١ ،۵٠ ،٢۵] خاص شرایط تحت فابر چند جمله ای کاربرد با زیادی نویسندگان اخیرا،
Σ مختلف زیر کلاس های از دو‐تک ارز توابع برای |an| کران از تخمینͬ ،[١١٠ ،۶٠ ،۵٩ ،۵٨

آورده اند. بدست را
کرده اند استفاده ضرایب تخمین در محققان راکه توابع برخͬ فابر چندجمله ای بسط ادامه، در

ͬ کنیم. م بیان را

این صورت در ،f(z) = z + b1z
2 + b2z

3 + · · · ∈ S کنیم فرض [١٩ ،۵] .١ . ٣ . ٢ لم

zf ′(z)

f(z)
= 1−

∞∑
n=1

Fn(b1, b2, . . . bn)z
n,

کرد بازنویسͬ زیر فرم به ͬ توان م را Fn(b1, b2, · · · bn) و است فابر چندجمله ای n‐امین ،Fn که

Fn(b1, b2, · · · bn) =
∑

i1+2i2+···+nin=n

A(i1, i2, . . . , in)(b
i1
1 b

i2
2 · · · binn ),

که

A(i1, i2, · · · , in) := (−1)n+2i1+···+(n+1)in (i1 + i2 + · · ·+ in − 1)!n

i1!i2! · · · in!
.

از عبارتند Fn فابر چندجمله ای های نخستین

F1 = −b1,

F2 = b21 − 2b2,

F3 = −b31 + 3b1b2 − 3b3,

F4 = b41 − 4b21b2 + 4b1b3 + 2b22 − 4b4, . . . .



مقدمات و اولیه مفاهیم ٢٢

این صورت در .k ∈ Z و f(z) = z + b1z
2 + b2z

3 + · · · ∈ S کنیم فرض [۵] .١ . ٣ . ٣ لم

zf ′(z)

f(z)

(
f(z)

z

)k

= 1−
∞∑
n=2

Fn+k−1
n−1 (b1, b2, . . . , bn−1)z

n−1

= 1 +
∞∑
n=2

(
1 +

n− 1

k

)
Kk

n−1(b1, b2, . . . , bn−1)z
n−1,

: از عبارتند Fn+k−1
n−1 (b1, b2, . . . , bn−1) فابر چندجمله ای های نخستین که

F k+1
1 (b1) = (1 + λ)b1,

F k+2
2 (b1, b2) =

(λ− 1)(λ+ 2)

2
b21 + (λ+ 2)b2, . . . .

این صورت در ،f(z) = z + b1z
2 + b2z

3 + · · · ∈ S کنیم فرض [٣] .۴ . ١ . ٣ لم

f ′′(z)

f ′(z)
= −

∞∑
n=1

Fn (2b1, 3b2, . . . , (n+ 1)bn) z
n−1,

است. فابر چندجمله ای n‐امین ،Fn که

این صورت در ،p ∈ N و f(z) = z + b1z
2 + b2z

3 + · · · ∈ S کنیم فرض [٢] .۵ . ١ . ٣ لم

(f ′(z))p = 1 +
∞∑
n=1

Fn(2b1, 3b2, . . . (n+ 1)bn)z
n,

است. فابر چندجمله ای n‐امین ،Fn که

هنکل دترمینان ۴ . ١
توماس٢ و نونان١ توسط n ≥ 1 و q ≥ 1 صحیح اعداد برای هنکل دترمینان q‐امین ،١٩٧۶ در

شد تعریف زیر به صورت [٩٢]

Hq(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an+1 . . . an+q−1

an+1 an+2 . . . an+q

... ... ... ...
an+q−1 an+q . . . an+2q−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1 = 1) .

1Noonan 2Thomas



٢٣ هنکل دترمینان

بازی انتگرالͬ ضرایب با توانͬ سری های و منفرد نقاط مطالعه در را مهمͬ نقش هنکل دترمینان
یعنͬ ،U در کراندار مشخصه تابع ͷی این که دادن نشان برای مثال، عنوان به .[٣۴ ،٢٩] ͬ کند م
با مبدا ͬͽهمسای در آن به مربوط ١ لوران بسط با است، کراندار تحلیلͬ توابع دو نسبت که تابعͬ

است. گویا انتگرالͬ، ضرایب
که کنید توجه

H2 (1) =

∣∣∣∣∣∣ a1 a2

a2 a3

∣∣∣∣∣∣ و H2 (2) =

∣∣∣∣∣∣ a2 a3

a3 a4

∣∣∣∣∣∣ .
است. شده شناخته هنکل فکته‐سیزاگو٢ تابعک  عنوان به H2(1) = a3 − a22 هنکل دترمینان
برای را است حقیقͬ عدد δ که a3 − δa22 یافته توسیع تابعک [۴٢] سیزاگو و فکته این، بر علاوه
برای است. شده شناخته توابع هندسͬ نظریه در ͬ اش غن تاریخچه برای که کردند معرفͬ f ∈ A

کنید. رجوع [٨۵ ،١٠ ،٨] به فکته‐سیزاگو تابعک  به مربوط نتایج
برای ͬ شود. م گرفته نظر در دوم هنکل دترمینان عنوان به H2(2) = a2a4−a23 هنکل دترمینان

کنید. رجوع [٨٧ ،٨۴ ،۵۶ ،۵۵ ،١۶] به دوم هنکل دترمینان به مربوط نتایج
خواص کنید. رجوع [١١٩] به ،ͷمرومورفی توابع مطالعه در هنکل دترمینان کاربرد برای
[٧۵] ٣ پومرنکه ١٩٩۶ در شود. یافت [۴ فصل ،١١٨] در ͬ تواند م دترمینان این مختلف
ثابت [٧۶] در او داد. قرار بررسͬ مورد را ستاره گون و تک ارز p‐متغیر، توابع هنکل دترمینان

در تک ارز توابع دترمینان که کرد

|Hq (n) | < K n
−

(
1

2
+β

)
q+

3

2 (n = 1, 2, . . . , q = 2, 3, . . .),

توابع برای [۵۴] ۴ هیمن ادامه، در دارد. بستگͬ q به فقط K و β >
1

4000
که ͬ کنند م صدق
کرد ثابت تک ارز

|H2 (n) | < A n

1

2 (n = 1, 2, . . .),

p‐متغیر تک ارز توابع هنکل دترمینان از تخمین هایی [٩٢ ،٩١ ،٩٠] در است. مطلق ثابت A که
مثبت هیمن α شاخص با تک ارز توابع هنکل دترمینان برای کران هایی ۵ الهوش شدند. بررسͬ
کران هایی برای آوردند. بدست [٣٩] محدب تقریبا توابع و متقارن مͺرر ‐k مرتبه ی از و [٣٨]
ال‐ و ۶ نور کنید. رجوع [١٠٠ ،٩٨ ،٩٧] مراجع به محدب تقریبا توابع برروی هنکل دترمینان از

1Laurent
2Fekete-Szegö
3Pommerenke

4Hayman
5ElHosh
6Noor



مقدمات و اولیه مفاهیم ٢۴

[٩٩ ،٩۵ ،٩۴ ،٩٣] کراندار مرزی دوران با توابعͬ و [٩۶] بلازویچ توابع هنکل دترمینان ١ بنͬ
کردند. مطالعه را

Σ زیرکلاس توابع دوم هنکل دترمینان ١ . ۴ . ١

شده معرفͬ زیرکلاس های برای دوم هنکل دترمینان برای کران هایی [٢٧] همͺارانش و ٢ کاگلار
آوردند. بدست ١ . ٣ . ١ بخش در و ۴ . ١ . ٢ تعریف در

در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق (0 < α ≤ 1) f ∈ Nα
Σ تابع کنیم فرض [٢٨] .١ . ۴ . ١ قضیه

این صورت

|a2a4 − a23| ≤



4α2

9
, 0 < α ≤ 7

24

α2

49

(
64α2−144α+5
12α2−12α+1

)
, 7

24 ≤ α ≤ 1 +
√
2

4

α2(8α2 + 1)

6
, 1+

√
2

4 ≤ α ≤ 1.

شود. داده نمایش (١ . ١) طبق (0 ≤ β < 1) f ∈ R(1;β) تابع کنیم فرض [٢٨] .٢ . ۴ . ١ قضیه
این صورت در

|a2a4 − a23| ≤


(1− β2)

2
(2(1− β2) + 1), 0 ≤ β ≤ 11−

√
37

2

(1− β2)

16

(
60β2−84β−25
9β2−15β+1

)
, 11−

√
37

2 < β ≤ 1.

دو‐ و دو‐ستاره گون توابع دوم هنکل دترمینان برای هایی کران [٣٣] همͺارانش و ٣ دنیز
آوردند. بدست ١ . ٢ . ٢ تعریف در شده معرفͬ زیرکلاس های برای زیر صورت به محدب

در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق (0 ≤ β < 1) f ∈ S∗
Σ(β) تابع کنیم فرض [٣٣] .٣ . ۴ . ١ قضیه

این صورت

|a2a4 − a23| ≤



4
3(1− β)2(4β2 − 8β + 5), β ∈

[
0,

29−
√
137

32

]

(1− β)2
(
13β2 − 14β − 7

16β2 − 26β + 5

)
, β ∈

(
29−

√
137

32
, 1

)
.

1Al-Bany
2Çağlar

3Deniz



٢۵ هنکل دترمینان

در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق (0 ≤ β < 1) f ∈ C∗
Σ(β) تابع کنیم فرض [٣٣] .۴ . ۴ . ١ قضیه

این صورت

|a2a4 − a23| ≤
(1− β)2

24

(
5β2 + 8β − 32

3β2 − 3β − 4

)
.

و ١ . ١ . ١ لم  های به توجه با را حوزه این به مربوط مسائل از برخͬ زیادی محققان اخیرا،
اشاره [١٢٣ ،١٢٢ ،۶۴ ،۶٣ ،٣٣ ،٢٨ ،٧] مراجع به توان مͬ مثال برای کرده اند، مطالعه ١ . ١ . ٢

کرد.





٢ فصل

وابسته Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین
چندجمله ای از استفاده با زیرترتیبی به

فابر

از تخمینͬ پیشین کارهای از متفاوت روش ͷی با و فابر چندجمله ای از استفاده با فصل، این در
یͺه  قرص در زیرترتیبی توسط که دو‐تک ارز توابع شامل Σ از زیرکلاس هایی برای |an| ضرایب
توسیع را شده اند انجام زمینه این در که اخیر کارهای از برخͬ که ͬ آوریم م بدست را شده اند تعریف
[١٢٧ ،١٢۵ ،١٢۴ ،١۴ ،١٣ ،١٢ ،١١] مراجع به جامع تر مطالعه ی برای ͬ بخشد. م بهبود و

شود. مراجعه

زیرترتیبی به زیرکلاسΣوابسته توابع ضرایب تخمین ٢ . ١

|a2| کران سپس ͬ آوریم م بدست f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) رده ی توابع برای |an| ضرایب از تخمینͬ ابتدا

ͬ کنیم. م اثبات و بیان را زیر لم ابتدا این کار برای ͬ بخشیم. م بهبود را قبلͬ نتایج برخͬ |a3| و

λ ≥ 1 و µ ≥ 0 به ازای هر این صورت در ،f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
n ∈ S کنیم فرض .٢ . ١ . ١ لم



فابر چندجمله ای از استفاده با زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین ٢٨

داریم را زیر بسط

(1− λ)

(
f(z)

z

)µ

+ λf ′(z)

(
f(z)

z

)µ−1

=1 +
∑
n≥1

(
µ+ λn

µ

)
Kµ

n(a2, a3, . . . , an+1)z
n,

)که
µ+ λn

µ

)
Kµ

n(a2, a3, . . . , an+1) = [µ+ λn](µ− 1)!

×

[ ∑
i1+2i2+···+nin=n

(a2)
i1(a3)

i2 · · · (an+1)
in

i1!i2! · · · in![µ− (i1 + i2 + · · ·+ in)]!

]
.

(٢ . ١)

از عبارتند نخستین جمله دو خاص حالت در
(
µ+ λ

µ

)
Kµ

1 (a2) = (µ+ λ)a2,(
µ+ 2λ

µ

)
Kµ

2 (a2, a3) = (µ+ 2λ)[
µ− 1

2
a22 + a3].

داریم ما ١ . ٣ . ١ لم کاربرد با .h(z) := f(z)
z = 1 +

∑
n≥1 an+1z

n ͬ دهیم م قرار ابتدا برهان.

h(z)µ = 1 +
∑
n≥1

Kµ
n(a2, a3, . . . , an+1)z

n,

بنابراین

(1− λ)

(
f(z)

z

)µ

+ λf ′(z)

(
f(z)

z

)µ−1

=h(z)µ +
λz

µ

d

dz
(h(z)µ)

=1 +
∑
n≥1

(
µ+ λn

µ

)
Kµ

n(a2, a3, . . . , an+1)z
n.

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه (١ . ١٣) معادله از استفاده با حال

این صورت در f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) کنیم، فرض .٢ . ١ . ١ نتیجه

(1− λ)

(
f ∗Θ(z)

z

)µ

+ λ(f ∗Θ)′(z)

(
f ∗Θ(z)

z

)µ−1

=1 +

∞∑
n=2

Fn−1(a2b2, a3b3, . . . , anbn)z
n−1,
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که

Fn−1(a2b2, a3b3, . . . , anbn) =

(
µ+ (n− 1)λ

µ

)
Kµ

n−1(a2b2, a3b3, · · · , anbn)

=

 ∑
i1+···+(n−1)in−1=n−1

(a2b2)
i1(a3b3)

i2 · · · (anbn)in−1

i1!i2! · · · in−1![µ− (i1 + i2 + · · ·+ in−1)]!


× [µ+ (n− 1)λ](µ− 1)!.

حاصل مطلوب نتیجه ٢ . ١ . ١ لم کاربرد با ،(f ∗ Θ)(z) = z +
∑

n≥1 anbnz
n ͬ که زمان برهان.

ͬ شود. م

این صورت در ،f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ نتیجه

(1− λ)

(
(f ∗Θ)−1(w)

w

)µ

+ λ((f ∗Θ)−1)′(w)

(
(f ∗Θ)−1(w)

w

)µ−1

=1 +
∞∑
n=2

Fn−1(A2, A3, . . . , An)w
n−1,

که
Fn−1 =

(
µ+ (n− 1)λ

µ

)
Kµ

n−1

و
An =

1

n
K−n

n−1(a2b2, a3b3, . . . , anbn).

ͬ آید. م بدست مطلوب نتیجه ٢ . ١ . ١ نتیجه با توجه به مشابه، به طور برهان.

این صورت در ،f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ لم

Fn−1(a2b2, a3b3, · · · , anbn) =
n−1∑
k=1

BkD
k
n−1(p1, p2, . . . , pn−1) (٢ . ٢)

و

Fn−1(A2, A3, · · · , An) =
n−1∑
k=1

BkD
k
n−1(q1, q2, . . . , qn−1), (٢ . ٣)

ͬ شوند. م تعریف ٢ . ١ . ٢ نتیجه همانند An و Fn−1 که

به صورت u, v : U → U شوارتس تابع دو فرض طبق آن گاه ،f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) کنیم فرض برهان.

u(z) =

∞∑
n=1

pnz
n و v(z) =

∞∑
n=1

qnz
n, (۴ . ٢)
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به طوری که دارند وجود u(0) = v(0) = 0 با

(1− λ)

(
f ∗Θ(z)

z

)µ

+ λ(f ∗Θ)′(z)

(
f ∗Θ(z)

z

)µ−1

= φ(u(z)) (۵ . ٢)

و

(1− λ)

(
(f ∗Θ)−1(w)

w

)µ

+ λ((f ∗Θ)−1)′(w)

(
(f ∗Θ)−1(w)

w

)µ−1

= φ(v(w)). (۶ . ٢)

داریم (١۴ . ١) و (١ . ٩) از استفاده با حال

φ(u(z)) =1 +B1u(z) +B2(u(z))
2 + · · · = 1 +B1p1z + (B1p2 +B2p

2
1)z

2 + · · ·

=1 +

∞∑
n=1

n∑
k=1

BkD
k
n(p1, p2, · · · , pn)zn (٢ . ٧)

و

φ(v(w)) =1 +B1v(z) +B2(v(z))
2 + · · · = 1 +B1q1w + (B1q2 +B2q

2
1)w

2 + · · ·

=1 +
∞∑
n=1

n∑
k=1

BkD
k
n(q1, q2, · · · , qn)wn. (٢ . ٨)

آوریم. مͬ بدست را (٢ . ٢) رابطه (٢ . ٧) و (۵ . ٢) ضرایب مقایسه و ٢ . ١ . ١ نتیجه به توجه با
حاصل (٢ . ٣) رابطه (٢ . ٨) و (۶ . ٢) ضرایب مقایسه و ٢ . ١ . ٢ نتیجه به توجه با مشابه، به طور

ͬ شود. م کامل اثبات لذا ͬ گردد، م

2 ≤ k ≤ برای اگر شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) کنیم فرض .٢ . ١ . ١ قضیه

آن گاه ak = 0 ،n− 1

|an| ≤
B1

[µ+ (n− 1)λ]bn
(n ≥ 3). (٢ . ٩)

و An = −anbn ͬ آوریم م بدست ak = 0 ،2 ≤ k ≤ n− 1 فرض از برهان.

p1 = · · · = pn−2 = 0, q1 = · · · = qn−2 = 0.

داریم (٢ . ٣) و (٢ . ٢) از بنابراین

[µ+ (n− 1)λ]anbn = B1pn−1 (٢ . ١٠)
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و

−[µ+ (n− 1)λ]anbn = B1qn−1. (٢ . ١١)

ͬ آوریم م بدست ۴ . ١ . ١ لم و an برای (٢ . ١١) و (٢ . ١٠) روابط از ͷی هر حل با

|an| =
B1|pn−1|

[µ+ (n− 1)λ]bn
=

B1|qn−1|
[µ+ (n− 1)λ]bn

≤ B1

[µ+ (n− 1)λ]bn
,

ͬ شود. م کامل اثبات لذا

،2 ≤ k ≤ n−1 برای اگر شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Σ(τ, γ, φ) کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه
آن گاه ak = 0

|an| ≤
|τ |B1

n [1 + γ(n− 1)]
(n ≥ 3) .

ͬ آید. م بدست مطلوب نتیجه ٢ . ١ . ١ قضیه اثبات با توجه به مشابه، به طور برهان.

 

،2 ≤ k ≤ n−1 برای اگر شود. داده نمایش (١ . ١) طبق  f ∈ HΣ
q (λ, h) کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ قضیه

آن گاه  ak = 0

|an| ≤
B1 + |αn−1|
1 + (n− 1)λ

(n ≥ 3) .

  

  

طبق لذا  ،G(w) = (1− λ)
g(w)

w
+ λg′(w) و  F (z) = (1− λ)

f(z)

z
+ λf ′(z) کنیم فرض برهان. 

داریم  فرض

F (z) ≺q φ(z), G(w) ≺q φ(w).

داریم  شبه‐زیرترتیبی تعریف طبق بنابراین  

F (z) = ϕ(z)φ(u(z)), G(w) = ϕ(w)φ(v(w)), (٢ . ١٢)
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ͬ آوریم  م بدست و (١ . ٩)  توسط (١ . ۵)  لذا اند. شده تعریف طبق (٢ . ۴)   u, v که  

ϕ(z)φ(u(z))

=(1 +B1p1z + (B1p2 +B2p
2
1)z

2 + · · · )(1 + α1z + α2z
2 + α3z

3 + · · · )

=[1 +
∞∑
n=1

n∑
k=1

BkD
k
n(p1, p2, · · · , pn)zn][1 +

∞∑
n=1

αnz
n] (٢ . ١٣)

و   

ϕ(w)φ(v(w))

=(1 +B1q1w + (B1q2 +B2q
2
1)w

2 + · · · )(1 + α1w + α2w
2 + α3w

3 + · · · )

=[1 +

∞∑
n=1

n∑
k=1

BkD
k
n(q1, q2, · · · , qn)wn][1 +

∞∑
n=1

αnw
n]. (١۴ . ٢)

داریم  طرفͬ از  

F (z) = 1 +
∞∑
n=2

[1 + λ(n− 1)]nanz
n−1, (١۵ . ٢)

و   

G(w) =1 +

∞∑
n=2

[1 + λ(n− 1)]nbnw
n−1 (١۶ . ٢)

=1 +
∞∑
n=2

[1 + λ(n− 1)]n
1

n
K−n

n−1(a2, a3, · · · , an)w
n−1.

آوریم  مͬ بدست و (٢ . ١۵)  ضرایب (٢ . ١٢)،  (٢ . ١٣)  مقایسه با  

[1 + λ(n− 1)]nan (٢ . ١٧)

=αn−1 +
n−1∑
t=1

t∑
k=1

BkD
k
t (p1, p2, · · · , pt)αn−(t+1) (α0 = 1).

داریم  و (٢ . ١۶)  از (٢ . ١٢)،  (٢ . ١۴)  مشابه، بطور  

[1 + λ(n− 1)]nbn (٢ . ١٨)

=αn−1 +
n−1∑
t=1

t∑
k=1

BkD
k
t (q1, q2, · · · , qt)αn−(t+1).

و (٢ . ١٧)  از (٢ . ١٧)  نتیجه در  .bn = −an آوریم ͬ م بدست ak = 0 ،2 ≤ k ≤ n − 1 فرض از  
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داریم 

[1 + λ(n− 1)]nan = B1pn−1 + αn−1, (٢ . ١٩)

و   

− [1 + λ(n− 1)]nan = B1qn−1 + αn−1. (٢ . ٢٠)

ͬ آوریم  م بدست ۴ . ١ . ١ لم و  an برای و (٢ . ٢٠)  معادلات (٢ . ١٩)  از ͷی هر حل با  

|an| =
|B1pn−1 + αn−1|
[1 + λ(n− 1)]n

=
|B1qn−1 + αn−1|
[1 + λ(n− 1)]n

≤ B1 + |αn−1|
[1 + λ(n− 1)]n

,

ͬ شود. م کامل اثبات لذا  

گرفتن نظر در با

φ(z) =

(
1 + z

1− z

)α

= 1 + 2αz + 2α2z2 +
8α3 + 4α

6
z3 + · · · (0 < α ≤ 1),

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه

برای اگر شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ

((
1 + z

1− z

)α

; Θ

)
کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ نتیجه

آن گاه ak = 0 ،2 ≤ k ≤ n− 1

|an| ≤
2α

[µ+ (n− 1)λ]bn
(n ≥ 3).

و Θ(z) =
z

1− z
انتخاب با .٢ . ١ . ١ ملاحظه

φ(z) =
1 + (1− 2β)z

1− z
= 1 + 2(1− β)z + 2(1− β)z2 + 2(1− β)z3 + · · · (0 ≤ β < 1),

ͬ آید. م بدست است، [ ٢ . ١ قضیه ،٢۶] در شده ارائه تخمین که زیر نتیجه ،٢ . ١ . ١ قضیه در

شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ

(
1 + (1− 2β)z

1− z
;

z

1− z

)
کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ نتیجه

آن گاه ak = 0 ،2 ≤ k ≤ n− 1 برای اگر

|an| ≤
2(1− β)

µ+ (n− 1)λ
(n ≥ 3).

و ١ . ٣ . ٢ قضیه در شده ارائه نتایج ،۴ . ٢ . ١ نتیجه در µ = 1 و λ = 1 انتخاب با .٢ . ١ . ٢ ملاحظه
ͬ شود. م حاصل [ ١ قضیه ،۵٨]
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این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ (φ; Θ) کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ قضیه

|a2| ≤
1

b2
min

l(λ, µ), B1

√
2B1√[

2B1(λ+ µ)2 + |B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2|

]
(٢ . ٢١)

و

|a3| ≤
1

b3
min {k(λ, µ), h(λ, µ)} , (٢ . ٢٢)

که

l(λ, µ) =



√
2|B1|

(2λ+ µ)(µ+ 1)
, |B2| ≤ B1

√
2|B2|

(2λ+ µ)(µ+ 1)
, |B2| > B1,

k(λ, µ) =



B1

(2λ+ µ)
, B1 ≤

(λ+ µ)2

2λ+ µ

B1|B2
1(2λ+µ)(µ+1)−2B2(λ+µ)2|+2(2λ+µ)B3

1

[2B1(λ+µ)2+|B2
1(2λ+µ)(µ+1)−2B2(λ+µ)2|](2λ+µ)

, B1 >
(λ+ µ)2

2λ+ µ

و

h(λ, µ) =



B1[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(2λ+ µ)(µ+ 1)

+
2(|B2| −B1)

(2λ+ µ)(µ+ 1)
, |B2| > B1

B1[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(2λ+ µ)(µ+ 1)

, |B2| ≤ B1.

داریم n = 3 و n = 2 برای ترتیب به (٢ . ٣) و (٢ . ٢) روابط از برهان.

(λ+ µ)a2b2 = B1p1, (٢ . ٢٣)

(µ+ 2λ)a3b3 + (µ− 1)
(
λ+

µ

2

)
a22b

2
2 = B1p2 +B2p

2
1, (٢۴ . ٢)

− (λ+ µ)a2b2 = B1q1, (٢۵ . ٢)

− (µ+ 2λ)a3b3 + (µ+ 3)
(
λ+

µ

2

)
a22b

2
2 = B1q2 +B2q

2
1. (٢۶ . ٢)
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ͬ آوریم م بدست (٢۵ . ٢) و (٢ . ٢٣) از

p1 = −q1. (٢ . ٢٧)

داریم (٢ . ٢٧) و (٢۶ . ٢) ،(٢۴ . ٢) کاربرد با

(2λ+ µ)(µ+ 1)a22b
2
2 = B1(p2 + q2) + 2B2p

2
1. (٢ . ٢٨)

ͬ شود م حاصل (٢ . ٢٣) و (٢ . ٢٨) از

B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)a22b

2
2 − 2B2(λ+ µ)2a22b

2
2 = B3

1(p2 + q2).

ͬ شود م نتیجه (٢ . ٢٣) تساوی و ۴ . ١ . ١ لم توجه   به با 

|B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2b22|a2|2 ≤ B3

1(|p2|+ |q2|)

≤2B3
1(1− |p1|2) = 2B3

1 − 2B1(λ+ µ)2b22|a2|2.

بنابراین

|a2| ≤
B1

√
2B1√[

2B1(λ+ µ)2 + |B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2|

]
b22

. (٢ . ٢٩)

ͬ شود م نتیجه (٢ . ٢٨) تساوی و ۴ . ١ . ١ لم با توجه به هم چنین

(2λ+ µ)(µ+ 1)b22|a22| ≤B1(|p2|+ |q2|) + 2|B2||p21|

≤2B1(1− |p1|2) + 2|B2||p1|2

=2B1 + 2|p1|2(|B2| −B1)

≤


2|B1|, |B2| ≤ B1

2|B2|, |B2| > B1,
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نتیجه در

|a2| ≤



√
2|B1|

(2λ+ µ)(µ+ 1)b22
, |B2| ≤ B1

√
2|B2|

(2λ+ µ)(µ+ 1)b22
, |B2| > B1.

(٢ . ٣٠)

ͬ شود. م حاصل (٢ . ٣٠) و (٢ . ٢٩) از (٢ . ٢١) در شده بیان |a2| برای موردنظر تخمین بنابراین

داریم (٢ . ٢٧) کاربرد و (٢۶ . ٢) و (٢۴ . ٢) توسط |a3| برای کران کردن پیدا به منظور حال

2(2λ+ µ)b3a3 = B1(p2 − q2) + 2(2λ+ µ)a22b
2
2. (٢ . ٣١)

ͬ آوریم م بدست (٢ . ٣١) و (٢ . ٢٨) تساوی های و ۴ . ١ . ١ لم به توجه با

b3a3 =
B1(p2 − q2)

2(2λ+ µ)
+
B1(p2 + q2) + 2B2p

2
1

(2λ+ µ)(µ+ 1)

=
B1[(µ+ 3)p2 + (1− µ)q2] + 4B2p

2
1

2(2λ+ µ)(µ+ 1)
.

بنابراین

|a3| ≤
B1[(µ+ 3)|p2|+ |1− µ||q2|] + 4|B2||p1|2

2(2λ+ µ)(µ+ 1)b3

≤B1[(µ+ 3)(1− |p1|2) + |1− µ|(1− |p1|2)] + 4|B2||p1|2

2(2λ+ µ)(µ+ 1)b3

=
B1(1− |p1|2)[(µ+ 3) + |1− µ|] + 4|B2||p1|2

2(2λ+ µ)(µ+ 1)b3

=
B1[(µ+ 3) + |1− µ|] + 4|B2||p1|2 −B1|p1|2[(µ+ 3) + |1− µ|]

2(2λ+ µ)(µ+ 1)b3
.

ͬ گیریم م نتیجه µ ≥ 0 برای لذا

|a3| ≤
B1[(µ+ 3) + |1− µ|] + 4|B2||p1|2 − 4B1|p1|2

2(2λ+ µ)(µ+ 1)b3

=
B1[(µ+ 3) + |1− µ|] + 4|p1|2(|B2| −B1)

2(2λ+ µ)(µ+ 1)b3
,
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نتیجه در

|a3| ≤
1

b3



B1[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(2λ+ µ)(µ+ 1)

+
2(|B2| −B1)

(2λ+ µ)(µ+ 1)
, |B2| > B1

B1[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(2λ+ µ)(µ+ 1)

, |B2| ≤ B1.

(٢ . ٣٢)

داریم (٢ . ٣١) از (٢ . ٢٧) و ۴ . ١ . ١ لم به توجه با دیͽر طرف از

2(2λ+ µ)b3|a3| ≤B1(|p2|+ |q2|) + 2(2λ+ µ)|a2|2b22

≤2B1(1− |p1|2) + 2(2λ+ µ)|a2|2b22.

ͬ آوریم م بدست (٢ . ٢٣) از

B1(2λ+ µ)b3|a3| ≤ [(2λ+ µ)B1 − (λ+ µ)2]|a2|2b22 +B2
1 ,

ͬ شود م نتیجه (٢ . ٢٩) از حال

B1(2λ+ µ)b3|a3| ≤[(2λ+ µ)B1 − (λ+ µ)2]

× 2B3
1

2B1(λ+ µ)2 + |B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2|

+B2
1 .

داشت خواهیم لذا

|a3| ≤
B1

(2λ+ µ)b3

[
1 +

2B1

[
B1(2λ+ µ)− (λ+ µ)2

]
2B1(λ+ µ)2 +

∣∣B2
1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2

∣∣
]
. (٢ . ٣٣)

و ͬ شود م حاصل (٢ . ٣٣) و (٢ . ٣٢) از (٢ . ٢٢) در شده بیان |a3| برای موردنظر تخمین بنابراین
ͬ شود. م کامل اثبات لذا

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Σ(τ, γ, φ) کنیم فرض .۵ . ٢ . ١ قضیه

|a2| ≤
|τ |B1

√
B1√

4(1 + γ)2B1 +
∣∣3(1 + 2γ)τB2

1 − 4(1 + γ)2B2

∣∣
و

|a3| ≤ min {k(γ), l(γ)} ,



فابر چندجمله ای از استفاده با زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین ٣٨

که

l(γ) =


|τ |B1

3(1+2γ) ×
3(1+2γ)|τ |B2

1+|3(1+2γ)τB2
1−4(1+γ)2B2|

4(1+γ)2B1+|3(1+2γ)τB2
1−4(1+γ)2B2| , 0 < B1 ≤ 4(1+γ)2

3|τ |(1+2γ)

|τ |B1

3(1+2γ) , B1 ≥ 4(1+γ)2

3|τ |(1+2γ)

و

k(γ) =


τ |B2|

3(1+2γ) |B2| > B1

τB1
3(1+2γ) |B2| ≤ B1.

ͬ آید. م بدست مطلوب نتیجه ۴ . ٢ . ١ قضیه اثبات با توجه به مشابه، به طور برهان.

١ . ٢ . ١ قضیه در بولوت توسط شده ارائه تخمین های از بهبود ͷی ۴ . ٢ . ١ قضیه .٢ . ١ . ٣ ملاحظه
داریم |a2| برای است.

B1

√
2B1√[

2B1(λ+ µ)2 + |B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2|

] ≤ B1

√
2B1√

2B1(λ+ µ)2

=
B1

λ+ µ

و

B1

√
2B1√[

2B1(λ+ µ)2 + |B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2|

]
≤ B1

√
2B1√∣∣B2

1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2(B2 −B1)(λ+ µ)2
∣∣ .

داریم آن گاه .|B2| > B1 یا |B2| ≤ B1 اگر این، بر علاوه

l(λ, µ) ≤

√
2(B1 + |B2 −B1|)
(2λ+ µ)(µ+ 1)

.

ͬ گیریم م نظر در را زیر حالت های |a3| برای هم چنین
داریم آن گاه ،B1 ≤ (λ+µ)2

2λ+µ اگر (الف)

B1

2λ+ µ
≤ B1

2λ+ µ
+

2B3
1√∣∣B2

1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2(B2 −B1)(λ+ µ)2
∣∣



٣٩ زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین

و

B1

2λ+ µ
≤ B2

1

(λ+ µ)2
+

B1

2λ+ µ
.

داریم آن گاه ،B1 >
(λ+µ)2

2λ+µ اگر (ب)

2B3
1 (2λ+ µ) +B1

∣∣B2
1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2

∣∣
(2λ+ µ)

[
2B1(λ+ µ)2 +

∣∣B2
1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2

∣∣]
=

2B3
1

2B1(λ+ µ)2 +
∣∣B2

1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2
∣∣

+
B1

∣∣B2
1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2

∣∣
(2λ+ µ)

[
2B1(λ+ µ)2 +

∣∣B2
1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2

∣∣]
≤ 2B3

1

2B1(λ+ µ)2
+

B1|B2
1(2λ+ µ)(µ+ 1)− 2B2(λ+ µ)2|

(2λ+ µ)
∣∣B2

1 (µ+ 1) (2λ+ µ)− 2B2(λ+ µ)2
∣∣

≤ B2
1

(λ+ µ)2
+

B1

2λ+ µ
.

داریم آن گاه .|B2| > B1 یا |B2| ≤ B1 اگر (پ)

h(λ, µ) ≤ B1[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(µ+ 1)(2λ+ µ)

+
2|B2 −B1|

(2λ+ µ)(µ+ 1)
.

مشابه استدلالͬ و ٢ . ١ . ٣ ملاحظه به توجه با .۴ . ٢ . ١ ملاحظه

[ ٢ . ١ قضیه ،١١٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z اگر (١)

ͬ آید. م بدست

قضیه ،٩] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و λ = µ = 1 اگر (٢)

ͬ گردد. م حاصل [ ٢ . ١

،۶٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و λ ≥ 1 ،µ = 1 اگر (٣)

ͬ شود. م نتیجه [ ٢ . ٢ قضیه

ͬ گردد. م حاصل زیر نتیجه ۴ . ٢ . ١ قضیه در 0 < α ≤ 1 که φ(z) =

(
1 + z

1− z

)α

انتخاب با

در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ

((
1 + z

1− z

)α

; Θ

)
کنیم فرض .۵ . ٢ . ١ نتیجه

این صورت

|a2| ≤
1

b2
min

{√
4α

(2λ+ µ)(µ+ 1)
,

2α√
(λ+ µ)2 + α|µ+ 2λ− λ2|

}



فابر چندجمله ای از استفاده با زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین ۴٠

و

|a3| ≤
1

b3
min

{
k(λ, µ),

α[(µ+ 3) + |1− µ|]
(2λ+ µ)(µ+ 1)

}
,

که

k(λ, µ) =



2α

(2λ+ µ)
, 0 < α ≤ (λ+µ)2

2(2λ+µ)

2α2|µ+ 2λ− λ2|+ 4α2(2λ+ µ)

[(λ+ µ)2 + α|µ+ 2λ− λ2|] (2λ+ µ)
, (λ+µ)2

2(2λ+µ) < α ≤ 1.

٢ . ١ . ٣ ملاحظه در شده بیان استدلال و ۵ . ٢ . ١ نتیجه به توجه با .۵ . ٢ . ١ ملاحظه

ͬ آید. م بدست [ ١ قضیه ،٣٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،µ = 1 اگر (١)

٢ . ٢ قضیه ،٧٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و λ = 1 اگر (٢)

ͬ گردد. م حاصل [

آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی و |a3| برای شده ارائه تخمین آن گاه ،Θ(z) = z
1−z اگر (٣)

ͬ شود. م نتیجه [ ٢ . ٢ قضیه ،٢٧] در

،١١١] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = λ = 1 اگر (۴)

ͬ آید. م بدست [ ١ قضیه

٢ . ٢ قضیه ،۴٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = 1 اگر (۵)

ͬ گردد. م حاصل [

تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z +
∑∞

n=2
(a1)n−1···(aq)n−1

(b1)n−1···(bs)n−1

1
n!z

n و µ = 1 اگر (۶)
ͬ شود. م نتیجه [ ۴ قضیه ،١۵] در آمده بدست

[٢٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = 0 ،λ = 1 اگر (٧)

ͬ شود. م نتیجه

ͬ گردد. م حاصل زیر نتیجه ۴ . ٢ . ١ قضیه در 0 ≤ β < 1 که φ(z) = 1+(1−2β)z
1−z انتخاب با

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ

(
1+(1−2β)z

1−z ; Θ
)

کنیم فرض .۶ . ٢ . ١ نتیجه

|a2| ≤ 1

b2
min

{√
4(1− β)

(2λ+ µ)(µ+ 1)
,

2(1− β)√
(λ+ µ)2 + |(1− β)(2λ+ µ)(µ+ 1)− (λ+ µ)2|

}

و

|a3| ≤
1

b3
min

{
k(λ, µ),

(1− β)[(µ+ 3) + |1− µ|]
2(2λ+ µ)(µ+ 1)

}
,



۴١ زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع ضرایب تخمین

که

k(λ, µ) =


2(1−β)
(2λ+µ) ,

2(2λ+µ)−(λ+µ)2

2(2λ+µ) ≤ β < 1

2(1−β)|(1−β)(2λ+µ)(µ+1)−(λ+µ)2|+4(2λ+µ)(1−β)2

[(λ+µ)2+|(1−β)(2λ+µ)(µ+1)−(λ+µ)2|](2λ+µ)
, 0 ≤ β < 2(2λ+µ)−(λ+µ)2

2(2λ+µ) .

٢ . ١ . ٣ ملاحضه در شده بیان استدلال و ۶ . ٢ . ١ نتیجه به توجه با .۶ . ٢ . ١ ملاحظه

ͬ آید. م بدست [ ٢ قضیه ،٣٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،µ = 1 اگر (١)

٣ . ٢ قضیه ،٧٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و λ = 1 اگر (٢)

ͬ گردد. م حاصل [

نتیجه [ ٣ . ١ قضیه ،٢٧] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z اگر (٣)
ͬ شود. م

،١١١] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = λ = 1 اگر (۴)

ͬ آید. م بدست [ ٢ قضیه

٣ . ٢ قضیه ،۴٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = 1 اگر (۵)

ͬ گردد. م حاصل [

تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z+
∑∞

n=2

(a1)n−1 · · · (aq)n−1

(b1)n−1 · · · (bs)n−1

1
n!z

n و µ = 1 اگر (۶)
ͬ شود. م نتیجه [ ٨ قضیه ،١۵] در آمده بدست

[٢٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = 0 ،λ = 1 اگر (٧)

ͬ شود. م نتیجه

[ ٢ قضیه ،۵٨] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z و µ = 1 اگر (٨)

ͬ آید. م بدست

حاصل [ ٢ قضیه ،٢۵] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z اگر (٩)
ͬ گردد. م

نتیجه [ ٢ . ٢ قضیه ،۶٠] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی آن گاه ،Θ(z) = z
1−z اگر (١٠)
ͬ شود. م





٣ فصل

Σ زیرکلاس توابع دوم هنکل دترمینان
زیرترتیبی به وابسته

توابع دوم هنکل دترمینان برای کرانͬ قبلͬ کارهای از متفاوت روش ͷی با فصل، این در
علاوه ͬ کنیم. م محاسبه را شده اند تعریف یͺه قرص در زیرترتیبی توسط که Σ از زیرکلاس هایی
برای ͬ بخشیم. م بهبود و توسیع را شده اند انجام حوزه این در که اخیر کارهای از برخͬ این بر

شود. مراجعه [١٢٨ ،١٢۶ ،۶٢] مرجع به جامع تر مطالعه ی

وابسته  Σ زیرکلاس توابع دوم هنکل دترمینان کران  ٣ . ١
زیرترتیبی به

MΣ(α;φ) کلاس توابع دوم هنکل دترمینان برای کرانͬ قبلͬ کارهای از متفاوت روش ͷی با ابتدا
برای ͬ بخشیم. م بهبود را قبلͬ نتایج برخͬ دوم هنکل دترمینان کران سپس و آوریم مͬ بدست

ͬ کنیم. م اثبات و بیان را زیر لم ابتدا این کار

sها  ،x از بعضͬ برای آن گاه باشد U در شوارتس تابع ͷی ψ(z) =∑∞
n=1 ψnz

n اگر .٣ . ١ . ١ لم



زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع دوم هنکل دترمینان ۴۴

|s| ≤ 1 و |x| ≤ 1 با

ψ2 = x(1− ψ2
1),

ψ3 = (1− ψ2
1)(1− |x|2)s− ψ1(1− ψ2

1)x
2.

ͬ دهیم م قرار برهان.

p(z) =
1 + ψ(z)

1− ψ(z)

که

p(z) = 1 +

∞∑
n=1

pnz
n

داریم z توان های ضرایب مقایسه با است. Re p(z) > 0 خاصیت دارای |z| < 1 هر برای

p1 = 2ψ1, p2 = 2(ψ2 + ψ2
1), p3 = 2ψ3 + 4ψ1ψ2 + 2ψ3

1.

ͬ آوریم م بدست را زیر رابطه ١ . ١ . ٢ لم به توجه با حال

4(ψ2 + ψ2
1) =4ψ2

1 + x(4− 4ψ2
1)

4(2ψ3 + 4ψ1ψ2 + 2ψ3
1) =8ψ3

1 + 4ψ1(4− 4ψ2
1)x− 2ψ1(4− 4ψ2

1)x
2

+ 2(4− 4ψ2
1)(1− |x|2)s,

ͬ شود. م کامل اثبات کردن، ساده از بعد که

ͬ کنیم. م بیان c1 ∈ R و 0 ≤ α ≤ 1 برای را اصلͬ نتیجه حال

در .0 ≤ α ≤ 1 و شود داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ MΣ(α;φ) تابع کنیم فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
این صورت

|a2a4 − a23| ≤ B1 ×



R, Q ≤ 0, P ≤ −Q

P +Q+R, (Q ≥ 0, P ≥ −Q
2 ), ,یا (Q ≤ 0, P ≥ −Q)

4PR−Q2

4P , Q > 0, P ≤ −Q
2

,



۴۵ زیرترتیبی به وابسته  Σ زیرکلاس توابع دوم هنکل دترمینان کران 

که

P =

∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣− 2

(
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

)
−2B1

2(3 + 9α)(1 + α)
+

B1

(2 + 4α)2

Q =2

(
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

)
+

2B1

2(3 + 9α)(1 + α)
− 2B1

(2 + 4α)2

R =
B1

(2 + 4α)2
.

u, v : U → U شوارتس تابع دو فرض طبق آن گاه ،f ∈ MΣ(α;φ) کنیم فرض برهان.

u(z) =
∞∑
n=1

cnz
n و v(z) =

∞∑
n=1

qnz
n,

به طوری که دارند وجود u(0) = v(0) = 0 با

(1− α)
zf ′(z)

f(z)
+ α

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
= φ(u(z)), (٣ . ١)

و

(1− α)
wg′(w)

g(w)
+ α

(
1 +

wg′′(w)

g′(w)

)
= φ(v(w)), (٣ . ٢)

ͬ آوریم م بدست (١ . ٩) توسط که

φ(u(z)) = 1 +B1c1z + (B1c2 +B2c
2
1)z

2 + (B1c3 + 2c1c2B2 +B3c
3
1)z

3 + · · · , (٣ . ٣)

و

φ(v(w)) = 1 +B1d1w + (B1d2 +B2d
2
1)w

2 + (B1d3 + 2d1d2B2 +B3d
3
1)w

3 + · · · . (۴ . ٣)

داریم (۴ . ٣) ،(٣ . ٢) و (٣ . ٣) ،(٣ . ١) از

(1 + α)a2 = B1c1 (۵ . ٣)

2(1 + 2α)a3 − (1 + 3α)a22 = B1c2 +B2c
2
1 (۶ . ٣)

3(1 + 3α)a4 − 3(1 + 5α)a2a3 + (1 + 7α)a32 = B1c3 + 2c1c2B2 +B3c
3
1 (٣ . ٧)



زیرترتیبی به وابسته Σ زیرکلاس توابع دوم هنکل دترمینان ۴۶

و

− (1 + α)a2 = B1d1 (٣ . ٨)

(3 + 5α)a22 − 2(1 + 2α)a3 = B1d2 +B2d
2
1 (٣ . ٩)

(12 + 30α)a2a3 − (10 + 22α)a32 − (3 + 9α)a4 = B1d3 + 2d1d2B2 +B3d
3
1. (٣ . ١٠)

ͬ شود م نتیجه (٣ . ٨) و (۵ . ٣) از

c1 = −d1 (٣ . ١١)

و

a2 =
B1c1
1 + α

. (٣ . ١٢)

داریم (٣ . ٩) و (۶ . ٣) از حال

a3 =
B2

1c
2
1

(1 + α)2
+
B1(c2 − d2)

4 + 8α
. (٣ . ١٣)

ͬ آوریم م بدست (٣ . ١٠) و (٣ . ٧) از هم چنین

a4 =
2(1 + 4α)B3

1c
3
1

3(1 + 3α)(1 + α)3
+

5B2
1c1(c2 − d2)

8(α+ 1)(1 + 2α)
+
B1(c3 − d3)

6(1 + 3α)

+
B2c1(c2 + d2)

3(1 + 3α)
+

B3c
3
1

3(1 + 3α)
. (١۴ . ٣)

بنابراین

|a2a4 − a23| =
∣∣∣∣ −B4

1c
4
1

3(1 + 3α)(1 + α)3
+

B3
1c

2
1(c2 − d2)

8(1 + α)2(1 + 2α)
+
B1B2c

2
1(c2 + d2)

3(1 + 3α)(1 + α)

+
B1B3c

4
1

3(1 + 3α)(1 + α)
+

B2
1c1(c3 − d3)

6(1 + 3α)(1 + α)
− B2

1(c2 − d2)
2

16(1 + 2α)2

∣∣∣∣ . (١۵ . ٣)

و |s| ≤ 1 ،|y| ≤ 1 ،|x| ≤ 1 با y ،s ،w ،x بعضͬ برای (٣ . ١١) رابطه و ٣ . ١ . ١ ازلم طرفͬ از
داریم |w| ≤ 1

c2 = x(1− c21) و d2 = y(1− d21).

بنابراین

c2 − d2 = (1− c21)(x− y) و c2 + d2 = (1− c21)(x+ y). (١۶ . ٣)
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داریم به علاوه

c3 = (1− c21)(1− |x|2)s− c1(1− c21)x
2

و

d3 = (1− d21)(1− |y|2)w − d1(1− d21)y
2,

که

c3 − d3 = (1− c21)((1− |x|2)s− (1− |y|2)w)− c1(1− c21)(x
2 + y2). (٣ . ١٧)

داریم (١۵ . ٣) در (٣ . ١٧) و (١۶ . ٣) از استفاده با حال

|a2a4 − a23|

=B1

∣∣∣∣ ( −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

)
c41

+

(
B2

1(x− y)

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

B2(x+ y)

(3 + 9α)(1 + α)

)
× c21(1− c21)

− B1c
2
1(1− c21)

2(3 + 9α)(1 + α)
(x2 + y2)− B1(1− c21)

2

(4 + 8α)2
(x− y)2

+
B1c1(1− c21)

2(3 + 9α)(1 + α)
[(1− |x|2)s− (1− |y|2)w]

∣∣∣∣.
ͬ کنیم م فرض مسئله کلیت از شدن کاسته بدون لذا ،|c1| ≤ 1 ͬ که زمان ۴ . ١ . ١ لم به توجه با
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داریم پس ،c1 = c ∈ [0, 1]

|a2a4 − a23|

≤B1

( ∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣ c4
+

[
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

]
c2(1− c2)(|x|+ |y|)

+
B1c

2(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
(|x|2 + |y|2) + B1(1− c2)2

(4 + 8α)2
(|x|+ |y|)2

+
B1c(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
[(1− |x|2)|s|+ (1− |y|2)|w|]

)
≤B1

( ∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣ c4
+

[
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

]
c2(1− c2)(|x|+ |y|)

+
B1c

2(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
(|x|2 + |y|2) + B1(1− c2)2

(4 + 8α)2
(|x|+ |y|)2

+
B1c(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
[(1− |x|2) + (1− |y|2)]

)
=B1

( ∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣ c4 + 2B1c(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)

+

[
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

]
c2(1− c2)(|x|+ |y|)

+

[
B1c

2(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
− B1c(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)

]
(|x|2 + |y|2) + B1(1− c2)2

(4 + 8α)2
(|x|+ |y|)2)

)
.

داریم لذا ، µ = |y| ≤ 1 و λ = |x| ≤ 1 ͬ دهیم م قرار

|a2a4 − a23| ≤ B1[T1 + (λ+ µ)T2 + (λ2 + µ2)T3 + (λ+ µ)2T4] = B1F (λ, µ),

که

T1 = T1(c) =

∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣ c4 + 2B1c(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
≥ 0

T2 = T2(c) =

[
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

]
c2(1− c2) ≥ 0

T3 = T3(c) =
B1c(c− 1)(1− c2)

2(3 + 9α)(1 + α)
≤ 0

T4 = T4(c) =
B1(1− c2)2

(4 + 8α)2
≥ 0.

بدست c ∈ [0, 1] هر برای [0, 1] × [0, 1] بسته مربع روی بر را F (λ, µ) تابع ماکزیمم حال
از استفاده با c = 1 و c = 0 ،c ∈ (0, 1) طبق بر F (λ, µ) تابع ماکزیمم هدف، این برای ͬ آوریم. م
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علامت

FλλFµµ − (Fλµ)
2,

ͬ کنیم. م محاسبه

،c ∈ (0, 1) هر برای و T3 < 0 ͬ که زمان .c ∈ (0, 1) کنیم فرض ابتدا

T3 + 2T4 > 0,

ͬ گیریم م نتیجه ما

FλλFµµ − (Fλµ)
2 < 0.

تابع ماکزیمم حال کند. اختیار مربع داخلͬ نقاط در را خود ماکزیمم تواند نمͬ F تابع بنابراین
ͬ کنیم م بررسͬ مربع مرزی نقاط روی بر را F

ͬ آوریم م بدست (0 ≤ λ ≤ 1 و µ = 0 مشابه (به طور 0 ≤ µ ≤ 1 و λ = 0 برای

F (0, µ) = H(µ) = (T3 + T4)µ
2 + T2µ+ T1.

تابع c ∈ (0, 1) ثابت هر برای و 0 < µ < 1 برای که است واضح :T3 + T4 ≥ 0 اگر (الف)

H ′(µ) = 2(T3 + T4)µ+ T2 > 0

خود ماکزیمم H(µ) تابع c ∈ (0, 1) ثابت هر برای بنابراین است. صعودی تابع ͷی H(µ) یعنͬ،
داریم و ͬ کند م اختیار µ = 1 در را

maxH(γ) = H(1) = T3 + T4 + T2 + T1.

µ = −T2
2(T3+T4)

= T2
2θ بحرانͬ نقطه برای ،c ∈ (0, 1) ثابت به ازای هر آن گاه :T3+T4 < 0 اگر (ب)

ͬ گیریم م درنظر حالت دو θ = −(T3 + T4) > 0 که

بنابراین .T2 + T3 + T4 ≥ 0 و θ < T2
2 ≤ T2 لذا .µ = T2

2θ > 1 کنیم فرض اول: حالت

H(0) = T1 ≤ T1 + T2 + T3 + T4 = H(1).

.T 2
2

4θ ≤ T2
2 ≤ T2 ͬ آوریم م بدست ما T2

2 ≥ 0 ͬ که زمان .µ = T2
2θ ≤ 1 کنیم فرض دوم: حالت
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بنابراین
H(0) = T1 ≤ T1 +

T 2
2

4θ
= H(

T2
2θ

) ≤ T1 + T2.

ماکزیمم H(µ) تابع c ∈ (0, 1) ثابت هر برای و 0 < µ < 1 برای (ب) و (الف) موارد به توجه با
یعنͬ ͬ کند، م اتخاذ T3 + T4 ≥ 0 ͬ که زمان را خود

maxH(µ) = H(1) = (T3 + T4)︸ ︷︷ ︸
≥0

+T2 + T1.

ͬ آوریم م بدست (0 ≤ λ ≤ 1 و µ = 1 مشابه (به طور 0 ≤ µ ≤ 1 و λ = 1 برای

F (1, µ) = G(µ) = (T3 + T4)µ
2 + (T2 + 2T4)µ+ T1 + T2 + T3 + T4.

تابع c ∈ (0, 1) ثابت هر برای و 0 < µ < 1 برای که است واضح :T3 + T4 ≥ 0 اگر (پ)

G′(µ) = 2(T3 + T4)µ+ T2 + 2T4 > 0

ماکزیمم G(µ) تابع c ∈ (0, 1) ثابت هر هر برای بنابراین است. صعودی تابع ͷی G(µ) یعنͬ،
داریم و ͬ کند م اختیار µ = 1 در را خود

maxG(µ) = G(1) = T1 + 2T2 + 2T3 + 4T4.

بحرانͬ نقطه برای ،c ∈ (0, 1) ثابت به ازای هر آن گاه :T3 + T4 < 0 اگر (ت)

µ =
−(T2 + 2T4)

2(T3 + T4)
=

(T2 + 2T4)

2θ

ͬ گیریم م درنظر حالت دو θ = −(T3 + T4) > 0 که

.T2+T3+3T4 ≥ 0 و θ < T2+2T4
2 ≤ T2+2T4 لذا .µ = (T2+2T4)

2θ > 1 کنیم فرض اول: حالت
بنابراین

G(0) =T1 + T2 + T3 + T4 ≤ T1 + T2 + T3 + T4 + T2 + T3 + 3T4

=T1 + 2T2 + 2T3 + 4T4 = G(1).

ͬ آوریم م بدست ما (T2+2T4)
2 ≥ 0 ͬ که زمان .µ = (T2+2T4)

2θ ≤ 1 کنیم فرض دوم: حالت

(T2 + 2T4)
2

4θ
≤ T2 + 2T4

2
≤ T2 + 2T4.
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بنابراین

G(0) =T1 + T2 + T3 + T4 ≤ T1 + T2 + T3 + T4 +
(T2 + 2T4)

2

4θ
= G(

T2 + 2T4
2θ

)

≤T1 + T2 + T3 + T4 + T2 + 2T4 = T1 + 2T2 + T3 + 3T4

=T1 + 2T2 + (T3 + T4)︸ ︷︷ ︸
<0

+2T4

ماکزیمم H(µ) تابع c ∈ (0, 1) ثابت هر برای و 0 < µ < 1 برای (ت) و (پ) موارد با توجه به
یعنͬ ͬ کند، م اتخاذ T3 + T4 ≥ 0 ͬ که زمان را خود

maxG(µ) = G(1) = T1 + 2T2 + 2 (T3 + T4)︸ ︷︷ ︸
≥0

+2T4.

داریم c = 0 برای هم چنین

F (λ, µ) =
4B1(λ+ µ)2

(4 + 8α)2
,

لذا
max {F (λ, µ) : λ, µ ∈ [0, 1]} =

16B1

(4 + 8α)2
.

ͬ آوریم م بدست c = 1 برای پایان در

F (λ, µ) =

∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣ ,
لذا

max {F (λ, µ) : λ, µ ∈ [0, 1]} =

∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣ .
است H(1) ≤ G(1) ،c ∈ (0, 1) به ازای هر این که و c حالت های برای شده بیان استدلال به توجه با
λ = 1 در را خود ماکزیمم F ،c ∈ [0, 1] به ازای هر بنابراین .maxF (λ, µ) = F (1, 1) داریم ما لذا

ͬ کند. م اختیار مربع مرز بروی µ = 1 و

شود تعریف زیر به صورت K : [0, 1] → R کنیم فرض

K(c) = B1maxF (λ, µ) = B1F (1, 1) = B1(T1 + 2T2 + 2T3 + 4T4). (٣ . ١٨)
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داریم K تابع در T4 و T3 ،T2 ،T1 مقادیر جای گذاری با

K(c)

=B1

{[ ∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣− 2

(
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

)
−2B1

2(3 + 9α)(1 + α)
+

B1

(2 + 4α)2

]
c4 +

[
2

(
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

)
+

2B1

2(3 + 9α)(1 + α)
− 2B1

(2 + 4α)2

]
c2 +

B1

(2 + 4α)2

}
.

ͬ دهیم م قرار و c2 = t کنیم فرض

P =

∣∣∣∣ −B3
1

(3 + 9α)(1 + α)3
+

B3

(3 + 9α)(1 + α)

∣∣∣∣− 2

(
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

)
−2B1

2(3 + 9α)(1 + α)
+

B1

(2 + 4α)2
(٣ . ١٩)

Q =2

(
B2

1

8(1 + α)2(1 + 2α)
+

|B2|
(3 + 9α)(1 + α)

)
+

2B1

2(3 + 9α)(1 + α)
− 2B1

(2 + 4α)2

R =
B1

(2 + 4α)2
.

داریم طرفͬ از

max(Pt2 +Qt+R
0≤t≤1

) =


R, Q ≤ 0, P ≤ −Q

P +Q+R, (Q ≥ 0, P ≥ −Q
2 ), ,یا (Q ≤ 0, P ≥ −Q)

4PR−Q2

4P , Q > 0, P ≤ −Q
2

,

داریم لذا

|a2a4 − a23| ≤ B1 ×



R, Q ≤ 0, P ≤ −Q

P +Q+R, (Q ≥ 0, P ≥ −Q
2 ), ,یا (Q ≤ 0, P ≥ −Q)

4PR−Q2

4P , Q > 0, P ≤ −Q
2

,

ͬ شود. م کامل اثبات لذا شده اند. تعریف (٣ . ١٩) رابطه طبق R و Q ،P که
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این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Bm,k
Σ (γ;φ) کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه

∣∣a2a4 − a23
∣∣ ≤ B1|γ|2 ×



R Q ≤ 0, P ≤ −Q

P +Q+R (Q ≥ 0, P ≥ −Q
2 ), ,یا (Q ≤ 0, P ≥ −Q)

4PR−Q2

4P Q > 0, P ≤ −Q
2 ,

که

P =

∣∣∣∣∣−
[
(2m − 2k)(22k − 3k)− 2k(3m − 3k) + (4m − 4k)

]
γ2B3

1

(4m − 4k)(2m − 2k)4
+

B3

(4m − 4k)(2m − 2k)

∣∣∣∣∣
− 2

(
|γ|B2

1

4(2m − 2k)2(3m − 3k)
+

|B2|
(4m − 4k)(2m − 2k)

)
− B1

(4m − 4k)(2m − 2k)

+
B1

(3m − 3k)2

Q =2

(
|γ|B2

1

4(2m − 2k)2(3m − 3k)
+

|B2|
(4m − 4k)(2m − 2k)

)
+

B1

(4m − 4k)(2m − 2k)

− 2B1

(3m − 3k)2

R =
B1

(3m − 3k)2
.

ͬ آید. م بدست مطلوب نتیجه ٣ . ١ . ١ قضیه اثبات با توجه به مشابه، به طور برهان.

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Hλ,µ
Σ

(
φ; z

1−z

)
تابع کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه

∣∣a2a4 − a23
∣∣ ≤ B1(P +Q+R),

که

P =

∣∣∣∣∣−
(
µ2 + 3µ+ 2

)
B3

1

6(µ+ λ)4
+

B3

(µ+ 3λ)(µ+ λ)

∣∣∣∣∣+ 2

(
B2

1

4(µ+ λ)2(µ+ 2λ)

+
|B2|

(µ+ 3λ)(µ+ λ)

)
+

2B1

2(µ+ 3λ)(µ+ λ)
+

B1

(2λ+ µ)2

Q =2

(
B2

1

4(µ+ λ)2(µ+ 2λ)
+

|B2|
(µ+ 3λ)(µ+ λ)

)
+

2B1

2(µ+ 3λ)(µ+ λ)
+

2B1

(2λ+ µ)2

R =
B1

(2λ+ µ)2
.
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ͬ آید. م بدست مطلوب نتیجه ٣ . ١ . ١ قضیه اثبات با توجه به مشابه، به طور برهان.

تخمین های از بهبود ͷی 0 ≤ β < 1 که ٣ . ١ . ١ قضیه در φ(z) = 1+(1−2β)z
1−z برای .٣ . ١ . ١ ملاحظه

ͬ گردد. م حاصل [ ٢ . ١ قضیه ،٧١] در آمده بدست

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ MΣ(α;
1+(1−2β)z

1−z ) کنیم فرض .٣ . ١ . ١ نتیجه

|a2a4 − a23| ≤ (1− β)2



4

3(1 + α)3(1 + 3α)
| − 4(1− β)2 + (1 + α)2|, Q ≥ 0, P ≥ −Q

2

4

(2 + 4α)2
− N2

(α+ 1)(3 + 9α)(1 + 2α)2M
, Q > 0, P ≤ −Q

2

که

M =| − 16(1 + 2α)2(1− β)2 + 4(α+ 1)2(1 + 2α)2| − 2(α+ 1)(1 + 2α)(3 + 9α)(1− β)

− (α+ 1)2{12(1 + 2α)2 − (α+ 1)(3 + 9α)}

و

N = (1− β)(3 + 9α)(1 + 2α) + (α+ 1){6(1 + 2α)2 − (1 + α)(3 + 9α)}.

ͬ آوریم م بدست ٣ . ١ . ١ قضیه از ما f ∈ MΣ(α;
1+(1−2β)z

1−z ) ͬ که زمان برهان.

B1 = B2 = B3 = 2(1− β)

ͬ کند. م کامل را اثبات این .Q ≥ 0, P + Q
2 ≤ 0 و

از بهبود ͷی 0 ≤ β < 1 که ٣ . ١ . ١ قضیه در φ(z) = 1+(1−2β)z
1−z و α = 0 برای .٣ . ١ . ٢ ملاحظه

ͬ شود. م نتیجه ٣ . ۴ . ١ قضیه در آمده بدست تخمین های

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ MΣ(0;
1+(1−2β)z

1−z ) کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ نتیجه

|a2a4 − a23| ≤



4(1− β)2

3
|4β2 − 8β + 3|, β ∈ [0, 29−

√
649

32 ]

(1− β)2
{
1− [6− 3β]2

3[| − 16(1− β)2 + 4| − 15 + 6β]

}
, β ∈ (29−

√
649

32 , 1).

،٣٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی ٣ . ١ . ١ نتیجه در β = 0 برای .٣ . ١ . ٣ ملاحظه
ͬ شود. م نتیجه [ ٢ . ٢ نتیجه
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این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ MΣ(0;
1+z
1−z ) کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ نتیجه

|a2a4 − a23| ≤ 4.

از بهبود ͷی 0 ≤ β < 1 که ٣ . ١ . ١ قضیه در φ(z) = 1+(1−2β)z
1−z و α = 1 برای .۴ . ٣ . ١ ملاحظه

ͬ گردد. م حاصل ۴ . ۴ . ١ قضیه در آمده بدست تخمین های

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ MΣ(1;
1+(1−2β)z

1−z ) کنیم فرض .۴ . ٣ . ١ نتیجه

|a2a4 − a23| ≤ (1− β)2

{
1

9
+

(8− 3β)2

72(3β2 − 9β + 10)

}
, β ∈ [0, 1).

،٣٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی ۴ . ٣ . ١ نتیجه در β = 0 برای .۵ . ٣ . ١ ملاحظه
ͬ شود. م نتیجه [ ۴ . ٢ نتیجه

این صورت در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ MΣ(1;
1+z
1−z ) کنیم فرض .۵ . ٣ . ١ نتیجه

|a2a4 − a23| ≤
1

5
.

0 < γ ≤ 1 که ٣ . ١ . ١ قضیه در φ(z) =
(
1+z
1−z

)γ
برای ͬ توانیم م هم چنین ما .۶ . ٣ . ١ ملاحظه

آوریم. بدست توابع این گونه دوم هنکل دترمینان برای کرانͬ است

برای .٣ . ١ . ٧ ملاحظه

m = k + 1, γ = 1 و φ (z) =
1 + (1− 2β) z

1− z
(0 ≤ β < 1)

ͬ شود. م نتیجه [ ٢ . ١ قضیه ،١٠١] در آمده بدست تخمین های از تصحیح ͷی ٣ . ١ . ٢ قضیه در

در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ Bk+1,k
Σ

(
1;

1 + (1− 2β) z

1− z

)
کنیم فرض .۶ . ٣ . ١ نتیجه

این صورت

∣∣a2a4 − a23
∣∣ ≤ 2(1− β)×



R Q ≤ 0, P ≤ −Q

P +Q+R (Q ≥ 0, P ≥ −Q
2 ), ,یا (Q ≤ 0, P ≥ −Q)

4PR−Q2

4P Q > 0, P ≤ −Q
2 ,
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که

P =(1− β)

{∣∣∣∣∣−
[
22k + 3(2k)− 3k+1

]
(1− β)2

3(25k−3)
+

1

3(23k−1)

∣∣∣∣∣− 1− β

(22k)(3k)
− 1

23k−1
+

1

2(32k)

}

Q =(1− β)

[
1− β

(22k)(3k)
+

1

23k−1
− 1

32k

]

R =
1− β

2(32k)
.

،٣٣] در آمده بدست تخمین های از بهبود ͷی ۶ . ٣ . ١ نتیجه در k = 0 برای .٣ . ١ . ٨ ملاحظه
ͬ شود. م حاصل [٢ . ١ قضیه

در شود. داده نمایش (١ . ١) طبق f ∈ B1,0
Σ

(
1;

1 + (1− 2β) z

1− z

)
کنیم فرض .٣ . ١ . ٧ نتیجه

این صورت

∣∣a2a4 − a23
∣∣ ≤ 2 (1− β)2



2
3

(
4β2 − 8β + 3

)
, 0 ≤ β ≤ 29−

√
649

32

13β2−14β−15
32β2−52β−6

, 29−
√
649

32 ≤ β ≤ 1
2

19β2−50β+39
32β2−76β+54

, 1
2 ≤ β < 1.
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Aabstract

In this dissertation, we find coefficient estimates applying the Faber polynomial expansions

and using a new method of the previous results for some subclasses of analytic bi-univalent func-

tions, which are defined by subordinations in the open unit disk. The coefficient bounds presented

in this paper would generalize and improve some recent works appeared in the literature. Further-

more, we obtain the second Hankel determinant with a different method for some certain classes

of analytic bi-univalent function which are defined by subordinations in the open unit disk that the

presented results in this field improve or generalize the recent works of other authors.

Keywords: Coefficient estimates; Bi-univalent functions; Subordination; Faber polynomial; Sec-

ond Hankel determinant.
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