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به تقدیم
دستان تکیه گاهم، استوارترین به است ͬ ام زمین آلام بخش آرام ͬ شان آسمان مهر که آنان
در آموختم آنچه هر که مادرم زیبای چشمان زندگیم، نگاه زیباترین به پدرم مهر پر
را مهربانیتان کران بی دریای از قطره ای ب΄وشم چه هر و آموختم شما عشق م΄تب

ب·ویم. نتوانم سپاس
حاصل که باشد شما رضای بهشتم باغ کلید فردا و شماست امید به ͬ ام هست امروز

بزداید. را خستگیتان غبار گونه نسیم تلاشم

مهرتان پر دستان بر بوسه

د



سپاس گزاری

استاد از است شایسته بسͬ الخالق) یش΄ر لم المخلوق یش΄ر لم (من مصداق به
سرزمین خورشید، چون کرامتͬ با که آرشͬ محمد دکتر آقای جناب فرزانه و فرهیخته
سازنده و کارساز راهنمایی های با را دانش و علم سرای گلشن و بخشیدند روشنͬ را دل

نمایم. تش΄ر و تقدیر ساختند بارور
چشم داشت بی راهنمایی های و یاری ها دلیل به نوروزی راد مینا دکتر خانم سرکار از

سپاس·زارم. نمودند، آسان تر برایم را ͬ ها سخت از بسیاری که ایشان
فراهم فکری آسایش و روحͬ آرامش که مهربانم و دلسوز عزیز، مادر و پدر از همچنین
پایان نامه نیز و تحصیلͬ مراتب مطلوب، محیطͬ در جانبه همه حمایت های با تا نمودند

نمایم. سپاس·زاری برسانم، اتمام به احسن نحو به را درسͬ

نما. مقدر آنان برای را سعادت و سلامت عاقبت، حسن پروردگارا

رجبلو سمانه
شهریور١٣٩٧

ه



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی رجبلو سمانه اینجانب
جریمه تابع با بالا بعد در شده جریمه رگرسیون عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ محمد راهنمایی تحت ، پذیر مشتق لاسوی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
رجبلو سمانه
شهریور١٣٩٧

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده
روش به پارامترها برآورد باشد، زیاد توضیحͬ متغیرهای تعداد اگر رگرسیون تحلیل مسائل در
ی΄ͬ کرد. استفاده جریمه شده برآوردگرهای از باید و نبوده مناسبی راه دوم توان های کمترین
و ͬ باشد نم مشتق پذیر صفر در که است لاسو جریمه شده، برآوردگرهای کاراترین و موثرترین از
مورد را مشتق پذیر لاسوی برآوردگر پایان نامه این در نیست. نرمال آن مجانبی توزیع بنابراین
خیلͬ با مقایسه در خوبی خواص و است نرمال مجانبی توزیع دارای که ͬ دهیم م قرار بررسͬ
واقعͬ، داده های تحلیل و شبیه سازی مطالعه چند انجام با دارد. جریمه شده برآوردگرهای از

ͬ دهیم.  م قرار ارزیابی مورد را تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی برآوردگر و برآوردگر این عمل΄رد

رگرسیون جریمه، تابع تفاضلͬ، برآوردگر مشتق پذیر، لاسوی برآوردگر کلیدی: کلمات
بالا بعد در جریمه شده

ز



پایان نامه از مستخرج مقالات فهرست

تحلیل در مشتق پذیر لاسوی کاربرد م.(١٣٩٧) نوروزی راد، و م. آرشͬ، س، رجبلو، .١
شاهرود ایران، آمار کنفرانس چهاردهمین پرستات، سرطان داده های

.٢ Rajabloo, S., Arashi, M. and Norouzirad, M. (2018) Differenced-based differentiable linear

models, in progress.

ح



گفتار پیش

تفسیر باشد، زیاد (p) توضیحͬ متغیرهای تعداد چنانچه رگرسیونͬ مسائل تحلیل در
با ͬ شود م سعͬ چنینͬ این بالای بعد مسائل تحلیل در اغلب و نبوده ساده نهایی مدل
ͬ دار معن متغیرهای و کرده کم را متغیرها تعداد متغیر، انتخاب روش های از استفاده
توان های کمترین روش از استفاده جای به منظور این برای داشت. نگه مدل در را
جریمه شده برآوردگرهای از برخͬ و ͬ کنند م استفاده آن جریمه شده صورت از دوم،
که لاسو برآوردگر میان این از دهند. کاهش را p مقدار که دارند را قابلیت این حاصل
متغیرها تعداد همزمان پارامترها برآورد بر علاوه شد، ارائه (١٩٩۶) تیبشیرانͬ توسط
دلیل به را اوراکل خاصیت اما ͬ دهد. م انجام نیز متغیر انتخاب و داده کاهش را
مشهدی حاصلͬ نیست. نرمال آن مجانبی توزیع لذا و ندارد صفر در نبودن مشتق پذیر
این در است. مشتق پذیر که کردند معرفͬ جای·زینͬ برآوردگر (٢٠١۶) وینچوتͬ و
انجام متغیر انتخاب که جریمه شده برآوردگرهای مختلف انواع مرور از پس پایان نامه
و کرده معرفͬ را وینچوتͬ و ͬ مشهدی حاصل مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ͬ دهند، م
نو، تحقیقͬ عنوان به ͬ کنیم. م بررسͬ عددی و نظری دیدگاه های از را آن خواص
نیمه پارامتری، رگرسیون تحلیل برای تفاضلͬ، مدل در را مشتق پذیر لاسوی برآوردگر
از ͬ دهیم. قرارم ارزیابی مورد شبیه سازی مثال ی قالب در را آن رفتار و کرده معرفͬ
آورده پایان نامه از مستخرج مقالات فهرست در که آمده به دست مقاله دو مجموعه این
طور به آن ها محتویات که است ضمیمه ی و فصل ٣ شامل مجموعه این شده اند.
که ͬ پردازیم م جریمه شده برآوردگرهای معرفͬ به ١ فصل در است. زیر قرار به مختصر
برآوردگر ٢ فصل در است. لاسو و ریج معروف برآوردگر دو روی بر تمرکز میان این در
استفاده با آن کاربرد و کرده بررسͬ را آن نظری خواص شده، معرفͬ مشتق پذیر لاسوی
این از مستخرج ١ مقاله است. گرفته قرار مقایسه و ارزیابی مورد عددی مطالعات از
را نیمه پارامتری رگرسیونͬ ،٣ فصل در ͬ باشد. م فصل این مطالعات نتیجه پایان نامه
ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م معرفͬ را تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی برآوردگر و گرفته هدف
این نویسنده از فصل این نتایج است. نرمال مجانبی توزیع دارای شده ارائه برآوردگر
٢ مقاله در خلاصه طور به فصل این یافته های حاصل ͬ باشد. م جدید و مجموعه
مجموعه این کاربردی و نظری ملزومات آخر در است. آمده پایان نامه این از مستخرج

است. آمده پیوست در

ط
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٢۴ است. ریج شبیه s = ٢√
π
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١ فصل
لاسو برآوردگر

مقدمه ١ . ١
بین رابطه ی آوردن به دست برای آماری روش های از ی΄ͬ رگرسیون تحلیل و مدل بندی
بیشتر در که است، ͺپاس متغیر چند یا ی با تبیینͬ یا توضیحͬ متغیر چند یا ی
زیر صورت به ساده خطͬ رگرسیون مدل ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد علوم حوزه های

ͬ شود: م تعریف
Y = β٠ + β١X + ϵ, (١ . ١)

β١ مبدأ، از عرض β٠ (تبیینͬ)، توضیحͬ متغیر X ،(ͺپاس) وابسته متغیر Y آن در که
فرض است مرسوم است. تصادفͬ خطای مولفه ϵ و رگرسیونͬ) (ضریب خط شیب
توضیحͬ متغیرهای تعداد عمل در .(σ٢ > ٠) ،E(ϵ٢) = σ٢ و E(ϵ) = ٠ کنیم
علاقه مندیم پروستات سرطان داده های تحلیل در مثال عنوان به است؛ ی΄ͬ از بیشتر
با پروستات) مخصوص (پادتن (lpsa) پروستات١ اختصاصͬ ژن آنتͬ سط بین رابطه
پروستات٣ وزن ل·اریتم ،(lcanvol) سرطان٢ حجم ل·اریتم جمله از دی·ر متغیر هشت

١Level of prostate specific antigen
٢Log cancer volume
٣Log prostate weight

١



لاسو برآوردگر ٢
نفوذی۵ کپسول ل·اریتم ،(lbph) خوش خیم۴ پروستات یاخته مقدار ل·اریتم ،(lweight)
تحاجم و (pgg45) ٨۵ یا ۴ گلیسون درصد ،(gleason) گلیسون٧ میزان سن۶، ،(lcp)
برای و نبوده استفاده قابل (١ . ١) مدل مثال این در کنیم. بررسͬ را (svi) بافت٩ͬ
رگرسیون روش از ͬ توان م شده عنوان توضیحͬ متغیرهای با ͺپاس متغیر مدل بندی

کرد. استفاده چندگانه
است زیر کلͬ صورت به توضیحͬ متغیر p برای چندگانه خطͬ رگرسیون مدل

y١ = β٠ + β١x١١ + β٢x١٢ + · · ·+ βpx١p + ϵ١
y٢ = β٠ + β١x٢١ + β٢x٢٢ + · · ·+ βpx٢p + ϵ٢...
yn = β٠ + β١xn١ + β٢xn٢ + · · ·+ βpxnp + ϵn, (١ . ٢)

،βj مبدأ، از عرض β٠ مشاهده، امین i ͺپاس متغیر yi ،(i = ١, . . . , n) ازای به آن در که
است تصادفͬ خطای مولفه امین i ،ϵi رگرسیونͬ، پارامتر امین j (j = ١, . . . , p) ازای به
را ͬ شود نم بیان مربوطه توضیحͬ متغیرهای وسیله  به که را yi تصادفͬ تغییرات که
از ام i مشاهده به مربوط توضیحͬ متغیر xij حالت این در است بدیهͬ ͬ دهد. م نشان
(برای .β٠ = ٠ ͬ کنیم م فرض مسئله کلیت از کاستن بدون است. j توضیحͬ متغیر
حذف را مبدأ از عرض اثر ͬ توان م مشاهدات مرکزی کردن با چطور که این مشاهده

ببینید.) را آ  . ٠ . ١ پیوست کرد
ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به ماتریسͬ نماد با (١ . ٢) مدل

y = Xβ + ϵ, (١ . ٣)
آن در که

y =


y١
y٢...
yn

 ,X =


x١١ x١٢ . . . x١p
x٢١ x٢٢ . . . x٢p... ... ...
xn١ xn٢ . . . xnp

 ,β =


β١
β٢...
βp

 , ϵ =


ϵ١
ϵ٢...
ϵn

 .

ͬ شود م فرض کلͬ حالت در
۴Log benign prostatic hyperplasia
۵Log capsular penetration
۶Age
٧Gleason score
٨percentage Gleason scores 4 or 5
٩Seminal vesicle invasion



٣ مقدمه
.E(ϵ) = ٠ .١

.σ٢ > ٠ ، E(ϵ⊤ϵ) = σ٢I .٢
است. غیرتصادفͬ X ماتریس .٣

روش β بردار برآورد روش های از ی΄ͬ است. β بردار برآورد اولیه هدف (١ . ٣) مدل در
کرد فرمول بندی زیر صورت به را مسئله ͬ توان م است. (LS) دوم١٠ توان های کمترین

β̂ = argmin
β∈Rp

∥y − Xβ∥٢٢. (۴ . ١)
ͬ کند م کمینه را زیر مح که است رهیافتͬ دوم توان های کمترین روش

S(β) = ∥y − Xβ∥٢٢
= (y − Xβ)⊤(y − Xβ)

= y⊤y − ٢β⊤X⊤y + β⊤X⊤Xβ. (۵ . ١)
داریم ͬ گیریم، م مشتق β به نسبت (۵ . ١) از

dS(β)

dβ
= −٢X⊤(y − Xβ).

صورت به نرمال معادلات از سیستم ی و ͬ دهیم م قرار صفر بردار برابر را S مشتق
ͬ آوریم: م به دست زیر

X⊤(y − Xβ) = ٠.
از است عبارت β بردار LS برآوردگر باشد، پذیر معکوس X⊤X چنانچه

β̂ = (X⊤X)−١X⊤y. (۶ . ١)
گوس‐ قضیه طبق و داشته خوبی خواص برآوردگر، این است. نااریب β̂ برآوردگر
صورت به نااریب خطͬ برآوردگرهای تمام بین در (٢٠٠٨ وکوراتا١١، (کاریا مارکف
است. واریانس کمترین دارای و است p× n معلوم ماتریس ی A آن در که β̂∗ = Ay

بسیار داده ها از خاصͬ نوع برای و است فهم قابل آسانͬ به است، ساده LS روش
موجود مشاهدات تعداد مقابل در کم متغیرهای تعداد با مدلͬ اگر است. کاربردی
متغیرهای (تعداد ،p اگر وجود، این با ͬ کند. م ارائه قبولͬ قابل نتایج LS روش باشد،
مشاهدات) (تعداد n از بزرگتر وقتͬ ویژه، به و باشد بزرگ کافͬ اندازه به توضیحͬ)

١٠Least squares
١١Kariya and Kurata



لاسو برآوردگر ۴
متغیرهای تعداد پیچیده، مدل است. پیچیده بسیار LS روش با مدل برآورد باشد،
تولید صفر غیر ضرایب معمولا LS روش اینکه براساس که ͬ گیرد برم در را زیادی
انتخاب که معمولͬ مدل ی در همچنین، دارد. دشواری تفسیرپذیری ͬ کند، م
وقتͬ بیش برازشͬ، ͬ شود. م مشاهده بیش برازشͬ است، نشده گرفته نظر در متغیرها
تعداد دی·ر، عبارت به باشیم. داشته اختیار در پیچیده مدل ی که ͬ افتد م اتفاق
منجر که باشد داشته وجود انتظار حد از بیشتر مشاهدات، تعداد با مقایسه در متغیرها
ͬ گیرد م قرار داده ها خطای تأثیر تحت شدیدا برآورد زیرا ͬ شود م ضعیفͬ پیش بینͬ به
٢٠٠١ (فریدمن١٢، است آماری یادگیری روش های در رایج مسئله ی ی روزها این که

هم΄اران). و
اگر است. جریمه شده روش های از استفاده بیش برازشͬ، با مواجهه برای روش ی
،β̂ برآوردگر باشد رگرسیونͬ ضرایب تفسیر و برآورد رگرسیونͬ مدل بندی در هدف تنها
نیز را متغیر انتخاب بخواهیم و نباشند ͬ دار معن ضرایب برخͬ اگر اما است مفیدی ابزار
توسط بار اولین که ،(LASSO) لاسو١٣ برآوردگر دهیم، انجام ضرایب برآورد با همزمان
بزرگͬ انقلاب لاسو برآوردگر است. مناسب تری ابزار شد، مطرح (١٩٩۶) تیشیبران١۴ͬ
برآورد برای زیادی رگرسیونͬ مدل های در آن از پس و کرد برپا رگرسیونͬ مدل بندی در
تاریخچه مورد در بیشتر آگاهͬ برای شد. داده توسعه همزمان طور به متغیر انتخاب و
(١٣٩۶) نوروزی راد و (١٣٩۵) آرست تحقیقات به ایران در آن کاربردهای و برآوردگر این

کنید. مراجعه
معرفͬ از پس فصل این در لذا است. جریمه شده برآوردگر ی لاسو برآوردگر
ادامه در و برده نام را جریمه توابع از برخͬ مختصر، طور به جریمه شده برآوردگرهای
چ·ونگͬ و تاریخچه لاسو، برآوردگر خصوص در بیشتر توضیحاتͬ اجمالͬ طور به فصل

ͬ پردازیم. م آن از استفاده
برای ͬ یابیم. م چندگانه رگرسیون مدل در را مبدأ از عرض پارامتر LS برآوردگر ادامه، در

است زیر صورت به رگرسیون مدل ،(١ . ٣) مفروضات تحت کنید فرض منظور این

y = β٠In +Xβ + ϵ

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را y بردار مولفه های که است واض

yi = α + β١(xi١ − x̄١) + β٢(xi٢ − x̄٢) + · · ·+ βp(xip − x̄p) + ϵi

١٢Friedman
١٣Least absolute shrinkage and selection operator
١۴Tibshirani



۵ جریمه شده رگرسیون
آن در که

α = β٠ + β١x̄١ + · · ·+ βpx̄p, x̄j =
١
n

n∑
i=١

xij. (١ . ٧)

بنابراین

(X − X̄) =


x١١ − x̄١ x١٢ − x̄٢ . . . x١p − x̄p

x٢١ − x̄١ x٢٢ − x̄٢ . . . x٢p − x̄p... ... ...
xn١ − x̄١ xn٢ − x̄٢ . . . xnp − x̄p

 =


(x١ − x̄)⊤

(x٢ − x̄)⊤...
(xn − x̄)⊤


β١ پارامتر LS برآوردگر لذا .xi = (xi١, xi٢, . . . , xip)

⊤ و x̄ = (x̄١, x̄٢, . . . , x̄p)
⊤ آن در که

صورت به
β̂١ = (x⊤١ x١−(١x⊤١ y (١ . ٨)

دهیم قرار E(y) = β٠ + β١x١ + · · · + βpxp در اگر است واض ͬ شود. م حاصل
همان α پس است. ی΄سان (١ . ٧) با نتیجه آن گاه ،xp = x̄p ،. . . ،x٢ = x̄٢ ،x١ = x̄١

لذا و است E(y) = ȳ

α̂ = ȳ. (١ . ٩)
ͬ شود م حاصل زیر صورت به β٠ برآورد (١ . ٧) رابطه در جای·ذاری و (١ . ٩) از استفاده با

β̂٠ = α̂− β̂١x̄١ − β̂٢x̄٢ − · · · − β̂px̄p. (١ . ١٠)

جریمه شده رگرسیون ١ . ٢
کنیم کمینه β حسب بر را خطا میزان ͬ خواهیم م (۶ . ١) معادله حل در که آن جایی از
اختلاف بزرگͬ، این گرفتن نظر در بدون حاصل، برآوردگر باشد بزرگ ها β مقادیر اگر
مش΄ل، این بر غلبه راه حل ی ͬ شود. م زیاد برآورد خطای و داشته واقعͬ β از زیادی
S(β)+Pλ(β) مقدار S(β) کمینه کردن جای به لذا است؛ β بزرگ مقادیر کردن جریمه
λ > ٠ پارامتر و بوده β بزرگͬ حسب بر تابعͬ Pλ(β) آن در که ͬ کنیم م کمینه را
برآوردگر فوق، عبارت کمینه کردن از حاصل برآوردگر ͬ کند. م مشخص را بزرگͬ میزان

ͬ آید م به دست زیر صورت به که دارد نام جریمه شده
β̂Pen = argmin

β∈Rp

{S(β) + λP (β)} (١ . ١١)



لاسو برآوردگر ۶
کنترل کننده λ پارامتر که تفاوت این با است Pλ(β) جریمه تابع همان P (β) آن در که
اعمال جریمه تابع در محاسبات) در سادگͬ (برای ضربی صورت به بوده، جریمه میزان
در و دارند متفاوتͬ ش΄ل های که P (β) جریمه تابع انواع از برخͬ ادامه در است. شده
را آن ها خواص از برخͬ و آورده نمونه عنوان به را ͬ روند م کار به مختلفͬ حالت های

ͬ دهیم. م ارائه بیشتر مطالعه جهت مناسبی ͽمرج همچنین و کرده بیان

جریمه تابع انواع ١ . ٢ . ١
مورد مسئله به توجه با که دارد مختلفͬ انواع جریمه شده رگرسیون در جریمه توابع
کلͬ خانواده ی اما است. متفاوت آن ریاضͬ رابطه انتظار، مورد کاربرد و بررسͬ
دارای جریمه توابع این که است بریج جریمه شده رگرسیون به مربوط جریمه توابع  از

است زیر ساختار
P (β) =

p∑
i=١

|βi|γ, ٠ ≤ γ. (١ . ١٢)

نام بریج برآوردگر ،(١ . ١٢) از استفاده با (١ . ١١) رابطه در حاصل برآوردگر است بدیهͬ
دارد.

همانند بریج، برآوردگر کلمه مشابه موارد گونه این ادامه در است ذکر به لازم
(١٣٩۵) آرست است. آن خاص جریمه تابع تنها نام گذاری، دلیل که داریم ریج برآوردگر
ترتیب به γ = ٢ و γ = ١ ازای به است. ͬ کرده بررس کامل به طور را بریج برآوردگر
توضیح فصل، این از هدف که آن جایی از ͬ شوند. م حاصل ریج و لاسو برآوردگرهای
دلیل (به آن با زیادی شباهت نیز ریج برآوردگر و است لاسو برآوردگر مورد در بیشتر
از پس و کاسته جریمه توابع سایر جزئیات بررسͬ از دارد، ((١ . ١٢) رابطه ساختار

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را لاسو برآوردگر ریج، برآوردگر توضیح
انتخاب با ریج: برآوردگر •

P (β) =

p∑
i=١

|βi|٢

حالت این در دارد. نام ریج برآوردگر ،(١ . ١١) رابطه در حاصل برآوردگر
S(β) + λP (β) = (y − Xβ)⊤(y − Xβ) + λβ⊤β

= y⊤y − ٢β⊤X⊤y + β⊤X⊤Xβ + λβ⊤β

داریم آن حاصل دادن قرار صفر مساوی و β به نسبت مشتق گیری با
٢X⊤Xβ + ٢λβ = ٢X⊤y



٧ جریمه شده رگرسیون
β به نسبت زیر رابطه حل با ریج برآوردگر نتیجه در و

(X⊤X + λIp)β = X⊤y

صورت به
β̂

R
(λ) = (X⊤X + λIp)

−١X⊤y

ارائه (١٩٧٠) کنارد١۵ و هورل توسط بار اولین ریج برآوردگر ͬ شود. م حاصل
ماتریس ستون های بین هم خطͬ که زمانͬ ریج برآوردگر از معمولا است. شده
ارائه از جلوگیری و بیشتر توضیح برای ͬ شود. م استفاده دارد، وجود X⊤X

رابطه در زیادی پایان نامه های ببینید. را (١٣٨٧) نیرومند منبع تکراری، مطالب
ͬ توان م آن ها جمله از که شده اند نوشته آن کاربردهای و خواص ریج، برآوردگر با
در کرد. اشاره (١٣٩۵) آرست و ،(١٣٩٣) بید گلͬ برزویی ،(١٣٩٠) نجاریان به

ͬ کنیم. م اشاره ریج برآوردگر مهم خاصیت چند به ادامه
از عبارتند ترتیب به β̂R

(λ) ریج برآوردگر واریانس و ریاضͬ امید
E[β̂

R
(λ)] = (X⊤X + λIp)

−١X⊤Xβ,

V ar[β̂
R
(λ)] = σ٢(X⊤X + λIp)

−١X⊤X(X⊤X + λIp)
−١.

معکوس پذیر X⊤X که صورتͬ در ،(١ . ٣) مدل مفروضات تحت .١ . ٢ . ١ قضیه
عبارتͬ به است. انقباضͬ برآوردگر ی q > ٠ ،Lq نرم تحت ریج، برآوردگر باشد،

داریم
∥β̂R

(λ)∥qq ≤ ∥β̂∥qq. (١ . ١٣)
نوشت ͬ توان م است، معکوس پذیر X⊤X که جایی آن از برهان.

β̂
R
(λ) = (X⊤X + λIp)

−١(X⊤X)(X⊤X)−١X⊤y

= (X⊤X + λIp)
−١(X⊤X)β̂

= (Ip + λ(X⊤X)−١−(١β̂. (١۴ . ١)
ب·یرید نظر در (X⊤X)−١ = ΓΛΓ⊤ صورت به را (X⊤X)−١ طیف١۶ͬ تجزیه حال
ماتریس Λ و ویژه بردارهای شامل p×p اندازه در متعامد ماتریس ی Γ آن در که

ͬ شود م نتیجه صورت، این در است. (X⊤X)−١ ویژه مقادیر شامل قطری
∥β̂R

(λ)∥qq = ∥(Ip + λΓΛΓ⊤)−١β̂∥qq
١۵Hoerl and Kennard
١۶Spectral decomposition



لاسو برآوردگر ٨
= ∥(ΓΓ⊤ + λΓΛΓ⊤)−١β̂∥qq
= ∥Γ (Ip + λΛ)−١Γ⊤β̂∥qq
=

(
∥Γ (Ip + λΛ)−١Γ⊤β̂∥٢

q

) q٢

≤
(
∥Γ⊤β̂∥٢

q

) q٢

= ∥β̂∥qq

تجمیع مشاهدات با رگرسیون مسئله ی در LS برآوردگر ͬ دهیم م نشان ادامه در
ͬ دهد. م نتیجه را ریج برآوردگر شده١٧،

نظر در را زیر صورت به yλ بردار و Xλ گسترش یافته ماتریس منظور این برای
ب·یرید

Xλ =



x١١ x١٢ . . . x١p
x٢١ x٢٢ . . . x٢p... ... · · · ...
xn١ xn٢ . . . xnp
√
λ ٠ . . . ٠

٠ √
λ . . . ٠... ... · · · ...

٠ ٠ . . .
√
λ



, yλ =



y١
y٢...
yn

٠
٠...
٠



.

که است واض

Xλ =

 X
√
λIp

 , yλ =

y

٠
 .

مدل در β پارامتر بردار LS برآوردگر حالت این در
yλ = Xλβ + ϵλ

ͬ گردد م محاسبه زیر صورت به ͬ شود) م ساخته مشابه طور به ϵλ آن در (که
β̂ = argmin

β∈Rp

(yλ −Xλβ)
⊤(yλ −Xλβ)

= (X⊤
λX)−١X⊤

λ yλ

١٧Augmented



٩ جریمه شده رگرسیون
= (X⊤X + λIp)

−١X⊤y

= β̂
R
(λ). (١۵ . ١)

بررسͬ است متعامد X ماتریس که حالتͬ در را ریج برآوردگر ساختار انتها، در
صورت به LS برآوردگر و X⊤X = Ip حالت، این در ͬ کنیم. م

β̂ = (X⊤X)−١X⊤y

= X⊤y

بنابراین است.
β̂

R
(λ) = (X⊤X + λIp)

−١X⊤y

= (Ip + λIp)
−١X⊤y

=
١

(λ+ ١)X⊤y

=
١

(λ+ ١) β̂

همواره لذا
V ar(β̂

R
(λ)) =

١
(λ+ ٢(١V ar(β̂)

≤ V ar(β̂) (١۶ . ١)
نسبت کمتری واریانس ریج برآوردگر همواره متعامد حالت در ͬ دهد م نشان این و

دارد. LS برآوردگر به
P (β) =

∑p
i=١ |βi| جریمه تابع گرفتن نظر در با (١٩٩۶) تیبشیرانͬ لاسو: برآوردگر •

کرد پیشنهاد را زیر برآوردگر

β̂
LASSO

= argmin
β∈Rp

{
S(β) + λ

p∑
i=١

|βi|

}
. (١ . ١٧)

بسته ای، صورت لاسو برآوردگر چه اگر دارد. نام لاسو برآوردگر ،(١ . ١٧) برآوردگر
متغیر انتخاب ،β ضرایب برآورد بر علاوه ͬ تواند م ولͬ ندارد ریج، برآوردگر همانند
از برخͬ و شده منقبض صفر سمت به β̂ ضرایب حالت این در دهد. انجام نیز
برآوردگر این خصوص در بیشتر توضیحات ͬ کنند. م انتخاب را صفر مقدار آن ها

است. شده آورده ٣ بخش در



لاسو برآوردگر ١٠
قدر جریمه تابع جای به کرد پیشنهاد ژو١٨(٢٠٠۶) تطبیقͬ: لاسوی برآوردگر •

جریمه تابع از تنهایی، به مطلق
P (β) = Ŵ |β|

=

p∑
j=١

Ŵj|βj|

آن در که شود استفاده
Ŵ = diag(Ŵ١, . . . , Ŵp) , |β| = (|β١|, . . . , |βp|)⊤

و
Ŵj =

١
|β̂j|r

, r > ٠
،LS برآوردگرهای از ͬ توان م ͬ باشد. م βj برای √‐سازگار

n برآوردگر ی β̂j که
خاصیت دارای برآوردگر این کرد. استفاده j = ١, . . . , p ، β̂j عنوان به ریج و لاسو

ندارد. را خاصیت این لاسو که صورتͬ در است زیر، در (معجز)، اوراکل١٩
مدل زیر (یعنͬ ͬ کند. م مشخص درستͬ به را صفر غیر ضرایب :١ خاصیت –

ͬ کند.) م تعیین را درست
ماتریس کوواریانس عبارتͬ به است. بهینه برآورد نرخ دارای :٢ خاصیت –
برابر مدل زیر برآوردگر ماتریس کوواریانس با ،(n → ∞) حدی حالت در آن،

است.
است زیر صورت به تطبیقͬ لاسوی برآوردگر

β̂
ALASSO

= argmin
β∈Rp

S(β) + λ

p∑
j=١

Ŵj|βj|

 .

ͬ دار معن ترتیب ی بتوان است مم΄ن ͽمواق بعضͬ در : ذوب شده٢٠ لاسوی •
هم و ضرایب L١ نرم هم ذوب شده لاسوی جریمه گرفت. نظر در متغیرها بین
در ͬ توان م روش این کاربرد از ͬ کند. م جریمه را آن سرهم پشت تفاضل های
هم΄اران و تیبشیرانͬ کرد. اشاره تصویر نوع از داده های یا زمانͬ سری بحث های

١٨Zou
١٩Oracle
٢٠Fused LASSO



١١ جریمه شده رگرسیون
صورت به را ذوب شده لاسوی جریمه (٢٠٠۵)

Pλ(β) = λ١
p∑

i=١
|βi|+ λ٢

p∑
i=٢

|βi − βi−١| (١ . ١٨)

است: زیر صورت به ذوب شده لاسوی برآوردگر کردند. معرفͬ
β̂

Fused
= argmin

β∈Rp

{S(β) + Pλ(β)} ,

است. آمده (١ . ١٨) در Pλ(β) که
جریمه تابع ی برای شرط سه ل٢٢ͬ، و فن ،٢٠٠١ سال در : اس΄د٢١ برآوردگر •

کردند ارائه خوب
برآوردشده پارامتر باید مدل، اریبی از جلوگیری برای (نااریبی٢٣): ١ شرط –

باشد. نزدی پارامتر بزرگ مقادیر به
صفر را آن ها برآوردگر هستند، کوچ ضرایب که زمانͬ :(٢۴ (تنکͬ ٢ شرط –

دهد. کاهش را مدل پیچیدگͬ تا ͬ کند م
از تا است پیوسته داده ها در بدست آمده برآوردگر (پیوستگ٢۵ͬ): ٣ شرط –

کند. جلوگیری مدل ناپایداری
نیستند دارا را شرط سه این محدب جریمه توابع که کردند بیان آن ها همچنین
مقعر که اس΄د جریمه تابع منظور این برای داراست. را آن ها باشد مقعر اگر و

کردند. معرفͬ را است
کردند ارائه زیر صورت به را اس΄د جریمه تابع (٢٠٠١) لͬ و فن

Pλ(βj) =


λ|βj| |βj| ≤ λ

− |βj |٢−٢aλ|βj |+λ٢
٢(a−١) λ < |βj| < aλ

(a+١)λ٢
٢ |βj| > aλ

.

پیوسته طور به اس΄د جریمه تابع ͬ شود. م استفاده a = ٣٫٧ بهینه مقدار عمل در
شروط دارای و ͬ باشد نم مشتق پذیر صفر در ولͬ است مشتق پذیر R− {٠} روی

٢١The Smoothly clipped absolute deviation
٢٢Fan and Li
٢٣Unbiasedness
٢۴Sparsity
٢۵Continuity



لاسو برآوردگر ١٢
بدست زیر صورت به اس΄د برآوردگر بنابراین است. خوب جریمه تابع سه گانه

ͬ آید م
β̂

SCAD
= argmin

β∈Rp

S(β) +

p∑
j=١

Pλ(βj)

 .

صورت به جریمه تابع هرگاه الاستی نت٢۶: برآوردگر •
P (β) = λ١

n∑
i=١

|βi|+ λ٢
n∑

i=١
β٢

i

نامنفͬ مقادیر λ٢ و λ١ که گویند الاستی نت جریمه تابع آن به شود گرفته نظر در
را λ٢ مقدار اگر و ریج جریمه کند، اختیار را صفر مقدار λ١ اگر ͬ کنند. م اختیار
از ترکیبی الاستی   نت جریمه پس ͬ شود م حاصل لاسو جریمه دهیم قرار صفر
ͬ آید م به دست زیر صورت به الاستی  نت برآوردگر است. لاسو و ریج های جریمه

β̂
Enet

= argmin
β∈Rp

{
S(β) + λ١

q∑
i=١

|βi|+ λ٢
q∑

i=١
β٢

i

}
. (١ . ١٩)

ضرایب از برخͬ برآوردگر این شد. ارائه (٢٠٠۵) هست٢٧ͬ و ژو توسط برآوردگر این
بنابراین ͬ گیرد. م نظر در ی΄سانͬ اثر همبسته متغیرهای برای و ͬ کند م صفر را
قرار استفاده مورد است زیاد مستقل متغیرهای گروه بندی که زمانͬ روش این

ͬ گیرد. م
کردند. معرفͬ را گروهͬ لاسو (٢٠٠۶) لین٢٩ و یوان گروه٢٨ͬ: لاسوی برآوردگر •
شوند. حذف مدل از هم همراه متغیرهای  از گروهͬ ͬ دهد م اجازه برآوردگر این
این در ͬ گیرد م صورت تکͬ متغیر انتخاب که لاسو برخلاف ساده تر عبارت به
متغیرهای در مثال عنوان به است. ام΄ان پذیر گروهͬ متغیر انتخاب حالت
کدبندی دودویی همراه متغیرهای از گروهͬ صورت به سطوح که رسته ای٣٠
جمعͬ طور به ͬ دار معن سطوح انتخاب برای گروهͬ لاسوی از ͬ توان م ͬ شود، م

صورت به جریمه تابع حالت این در کرد. استفاده

P (β) =

j∑
i=١

∥βi∥Ki

٢۶Elastic Net
٢٧Zou and Hastie
٢٨Group lasso
٢٩Yuan and Lin
٣٠Categorical variables



١٣ لاسو برآوردگر
و است رسته ها یا گروه ها تعداد j که است

∥βi∥Ki
= (β⊤

i Kiβi)
١٢

است زیر صورت به گروهͬ لاسوی برآوردگر است. مثبت معین ماتریس ی Ki و
β̂ = argmin

β∈Rp

{
∥y −

p∑
i=١

X iβi∥٢٢ + λ

p∑
i=١

∥βi∥Ki

}
(١ . ٢٠)

لاسو برآوردگر ١ . ٣
در رهیافت این شد، معرفͬ خطͬ رگرسیون مسائل برای ابتدا در لاسو، که اگرچه
کار به اتورگرسیو مدل حالت در ویژه به بسیاری نویسندگان توسط زمانͬ سری های
لاسو دی·ر انواع از .(٢٠١١ رینالدو٣٢، و ناردی ،٢٠٠٧ هم΄اران و (وانگ٣١ شد گرفته
(٢٠١١ دگیر٣۵، ون و (بولمن آن جزئیات و (٢٠٠۶ (ژو٣۴، تطبیق٣٣ͬ لاسوی به ͬ توان م
کار به بالا بعد مدل برای تکنی هایی از مجموعه ای عنوان به روش این کرد. اشاره
روش ها این بر مروری به (٢٠١١) هم΄اران٣٧ و فن و (٢٠١۴) واریان ٣۶  ͬ شود. م گرفته
مثال های و ͬ کند م خلاصه را بالا بعد تکنی های مقاله ها، این دوی هر ͬ پردازند. م
ان و بای در ͬ توان م را کاربردی مثال همچنین است. شده ارائه آن ها در کاربردی
بعد داده های روش چندین کارایی مقاله، این نویسندگان کرد. مشاهده (٢٠٠٨)  ٣٨ ͬ ج

کردند. مقایسه زمانͬ سری های پیش بینͬ برای را بالا
حضور به توجه با ولͬ ͬ دهد م نتیجه را پیش گویی بهبود ریج، رگرسیون چه اگر
حضور دی·ر، طرف از نیست. ام΄ان پذیر به سادگͬ تفسیرپذیری آن، در متغیرها همه 
به منجر برآورد، فرآیند در ندارند، ارتباط مدل ی در ͺپاس متغیر با که متغیرهایی

ͬ شود. م بزرگ واریانس با برآوردگری
متغیرهای از زیرمجموعه ی انتخاب مسئله، این حل برای بدیهͬ و ساده روشͬ
اساس بر ͬ تواند م متغیرها این انتخاب ͬ باشد. م مدل در تاثیرگذار و بااهمیت توضیحͬ
،(١٩٧٣ ،آکائی) ٣٩ AIC مانند اطلاع معیارهای از برخͬ یا مدل در آن ها ͬ داری معن

٣١Wang
٣٢Nardi and Rinaldo
٣٣Adaptive lasso
٣۴Zhou
٣۵Buhlmann and Van de Geer
٣۶Varian
٣٧Fan et al.
٣٨Bay and NG
٣٩Akaike Information Criterion



لاسو برآوردگر ١۴
مش΄ل اما شود. انجام (١٩٧٣ (مالوز، ۴٢ مالو ‐Cp و ،(١٩٧٨ ، (شوارتز  ۴١  ۴٠ BIC

زیرمجموعه هایی کل تعداد ͬ شود م مطرح معیار ها این از استفاده هنگام در که بزرگͬ
و ͬ کند م رشد p افزایش با نمایی به طور که شوند، گرفته نظر در باید که است متغیرها از
مش΄ل است. نشدنͬ تقریبا ،۵٠ یا ۴٠ از بیشتر متغیرهای تعداد برای محاسباتͬ نظر از
کوچ΄ͬ بسیار تغییر دی·ر، به عبارت آن هاست. بودن گسسته ویژگͬ روش ها، این دی·ر
روش های مجموع، در دهد. نتیجه را متفاوتͬ کاملا برآوردهای ͬ تواند م داده ها، در
دی·ر، روش هستند. تغییرپذیر شدت به و ناپایدار اغلب زیرمجموعه، بهترین انتخاب
به کاربردن چه اگر است. جریمه شده رگرسیون از استفاده مسئله، این با رویارویی برای
کم کمتر واریانس با برآوردگرهایی دستیابی به جریمه شده، رگرسیون در ریج، جریمه
ریج برآوردگر باشد، بزرگ رگرسیونͬ ضرایب قدرمطلق مقدار وقتͬ اما ͬ کند م بسیاری
متغیرهای وجودی که با دی·ر، طرف از و ͬ کند م ایجاد صفر سمت به زیادی اریبی
باعث که دارند حضور مدل در هم چنان شده اند، منقبض صفر به سمت بی اهمیت
(١٩٩۶) تیبشیرانͬ راستا، این در نشود. انجام به راحتͬ مدل تقسیرپذیری ͬ شود م
و پایا دقیق، مدل های به منجر که نمود پیشنهاد متغیرها انتخاب برای جدید روشͬ

نامید. لاسو را آن نام و ͬ شود م (تفسیرپذیرتر) صرفه جو
از کمینه کننده  و منقبض کننده انتخاب کننده، عمل·ر مخفف لاسو آماری، دیدگاه از
اساس بر که است LS برآوردگر جریمه شده  نوع لاسو، برآوردگر است. قدرمطلق جنس
از لاسو برآوردگر است. گرفته قرار توجه مورد اخیر سال های در ،L١ نرم تنکͬ ویژگͬ

ͬ آید: م به دست زیر بهینه سازی مسئله  حل

β̂
LASSO

n = min
β


n∑

i=١
(yi −

p∑
j=١

Xijβj)
٢
 s.t.

p∑
i=١

|βj| ≤ t, (١ . ٢١)

نخواهد وجود مدل در متغیری آن گاه ،t = ٠ اگر است. ثابت مقدار ی t آن در که
β̂

∗
= کنید فرض بود. خواهد کامل مدل، آن گاه ،t = ∞ اگر ͬ که حال در داشت

نظر در β̂
LS را برآوردگر این معمولا که است β برای اولیه برآوردگر ی (β̂∗١ , . . . , β̂∗

p)
⊤

ͬ شود. م LS برآوردگر به منجر لاسو روش ،t >∑p
i=١ |β̂∗

i | اگر ͬ گیرند. م
با معادل (١ . ٢١) بهینه سازی مسئله آن گاه باشد، ٠ < t <

∑p
j=١ |β̂LS

j | اگر

β̂
LASSO

= argminβ

(y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λ

p∑
j=١

|βj|

 . (١ . ٢٢)
۴٠Bayesian Information Criterion
۴١Schwarz
۴٢Mallows



١۵ لاسو برآوردگر
صفر) پارامترهای (تعداد تنکͬ سط و است تنظیم کننده پارامتر λ آن در که است،
،λ → ∞ وقتͬ و β̂

LASSO → β̂
LS ،λ → ٠ وقتͬ ͬ کند. م کنترل لاسو برآوردگر در را

بیشتری تعداد شود، برده به کار بزرگتری جریمه  هرچه دی·ر، به عبارت .β̂LASSO → 0

معکوس رابطه ای یا رفتار t و λ حقیقت در ͬ شوند. م منقبض صفر به سمت ضرایب از
دارند. ی΄دی·ر با

نیز L١ جریمه شده  رگرسیون آن، جریمه  تابع ش΄ل خاطر به لاسو، رگرسیون به
به را ضرایب لاسو، برآوردگر که ͬ شود م باعث جریمه تابع این انتخاب ͬ گویند. م
برآوردگر ،ͽواق در نماید. حذف مدل از را اضافͬ متغیرهای و کرده منقبض صفر سمت

ͬ کند. م منقبض را ضرایب هم و ͬ دهد م انجام متغیر انتخاب هم همزمان لاسو،
وجود لاسو برآوردگر برای صریحͬ جواب که ͬ شود م باعث قدرمطلق جریمه  تابع
دوم درجه  برنامه ریزی طریق از را برآوردگر این (١٩٩۶) تیبشیرانͬ باشد. نداشته
را گام به گام رگرسیون از دی·ری نوع (٢٠٠۴) هم΄اران و افرون بود. آورده به دست
نتیجه را لاسویی برآوردهای که نمودند معرفͬ (LAR) زاویه۴٣ کمترین رگرسیون به نام

است. برابر دوم توان های کمترین برآوردهای با آن محاسباتͬ هزینه  که ͬ دهد م
ویژگͬ سه با برآوردگری باید خوب جریمه تابع ی که دادند نشان (٢٠٠١) لͬ و فن
نتیجه را برآوردگرهایی L١ جریمه  دهد. نتیجه را پیوستگͬ و تـُنـُ΄ͬ نااریبی، مطلوب
که انقباضͬ اندازه  زیرا هستند اریب و پیوسته داده ها به نسبت ،ُتـُنـ که ͬ دهد م
ذکر به (لازم است ی΄سان ͬ دهد، م اختصاص بزرگ و کوچ رگرسیونͬ ضرایب به
ی برای لاسو هم چنین، نیست). صادق L٢ جریمه خصوص در مورد این است
انتخاب متغیر n حداکثر مشاهده، n و توضیحͬ متغیر p با خطͬ رگرسیونͬ مدل
توسط باشند، ͬ دار معن مدل در (n از (بیشتر بیشتری متغیرهای اگر بنابراین و ͬ کند م
را دارند کمͬ ͬ داری معن اثر که متغیرهایی ͬ تواند نم لاسو، ͬ شوند. نم انتخاب لاسو
نیست مناسب هم خط داده های برای ͬ کند. م حذف مدل از را آن و دهد تشخیص
انتخاب را آن  ها از ی΄ͬ تنها دارند، شدیدی وابستگͬ که متغیرهایی گروه بین در زیرا
کارآیی باشد، داشته وجود توضیحͬ متغیرهای بین بالایی همبستگͬ اگر ͬ کند. م
که است این لاسو عیب بزرگترین نیست. ریج برآوردگر خوبی به لاسو پیش گویی

ندارد. را اوراکل خاصیت
طوری را {j : β̂j ̸= ٠} مجموعه به عبارتͬ، کند مشخص را درست مدل زیر (١)
مدل پارامترهای مجموعه زیر A آن در که ،{j : β̂j ̸= ٠} = A که کند مشخص

است. درست
۴٣Least Angle Regression



لاسو برآوردگر ١۶
به عبارتͬ، باشد بهینه برآورد نرخ دارای (٢)

√
n(β̂A(δ)− βA)

D→ N (0,Σ∗)

است. درست زیرمدل کوورایانس ماتریس Σ∗ آن در که

متعامد حالت در لاسو برآوردگر ١ . ٣ . ١
تحلیلͬ، صورت به صریحͬ جواب ͬ توان نم و نیست بسته صورت دارای لاسو برآوردگر
β̂

LASSO تحلیلͬ رابطه ͬ توان م متعامد حالت در اما کرد. پیدا آن برای کلͬ، حالت در
است. شده آورده زیر لم قالب در که کرد ارائه را

در باشد. متعامد ماتریس ی X کنید فرض (١ . ٣) مدل مفروضات تحت .١ . ٣ . ١ لم
صورت این

β̂
LASSO

= (β̂LASSO
i , i = ١, . . . , p)⊤

آن در که
β̂LASSO
i = sign(β̂LS

i )

(
|β̂LS

i | − λ

٢
)+

, i = ١, . . . , p. (١ . ٢٣)
داریم فرض طبق برهان.

نوشت ͬ توان م پس β̂ = (X⊤X)−١X⊤y = X⊤y لذا .(X⊤X)
−١

= Ip و X⊤X = Ip

β̂
LASSO

= min
β∈Rp

{
S(β) + λ

p∑
i=١

|βi|
}

= min
β∈Rp

{
y⊤y − y⊤Xβ − β⊤X⊤y + β⊤X⊤Xβ + λ

p∑
i=١

|βi|
}

∝ min
β∈Rp

{
− [β̂LS]⊤β − β⊤β̂LS + β⊤β + λ

p∑
i=١

|βi|
}

= min
β١,...,βp

p∑
i=١

(−٢β̂LS
i βi + β٢

i + λ|βi|)

=

p∑
i=١

min
βi∈Rp

{
− ٢β̂LS

i βi + β٢
i + λ|βi|

}
.

داریم منظور این برای ͬ کنیم م کمینه را رگرسیونͬ ضرایب حال
(٢۴ . ١)

min
βi∈Rp

{
−٢β̂LS

i βi+β٢
i +λ|βi|

}
=


min
βi∈Rp

{
− ٢β̂LS

i βi + β٢
i + λβi

}
اگر βi > ٠

min
βi∈Rp

{
− ٢β̂LS

i βi + β٢
i − λβi

}
اگر βi < ٠



١٧ لاسو برآوردگر
است زیر صورت به (٢۴ . ١) عبارت راست سمت حاصل

β̂LASSO
i (λ) =

β̂LS
i − ١٢λ اگر βi > ٠

β̂LS
i + ١٢λ اگر βi < ٠

است. کامل اثبات و





٢ فصل
مشتق پذیر لاسوی برآوردگر

مقدمه ٢ . ١
باعث این و نبوده مشتق پذیر صفر نقطه در لاسو جریمه تابع که است ذکر به لازم
این بر غلبه منظور به نباشد. دارا را، جریمه تابع ی سه گانه بهینه خواص ͬ شود م
جریمه تابع (٢٠١۶) وینچوت١ͬ و ͬ مشهدی حاصل لاسو، جریمه تابع بهبود و مش΄ل
و داده قرار بررسͬ مورد آن ها را نتایج فصل این در کردند. معرفͬ را مشتق پذیر لاسوی
این رفتار شبیه سازی مثال ی در مشتق پذیر، لاسوی برآوردگر خواص مطالعه از پس

ͬ کنیم. م تحلیل رقیب برآوردگرهای سایر با مقایسه در را برآوردگر

مشتق پذیر جریمه تابع ٢ . ٢
را نکته این باید ابتدا کرد، تعریف را مشتق پذیر لاسوی جریمه تابع بتوان که این برای
مطالعه مورد را مطلق قدر تابع مشتق پذیری ͬ توانیم م حالتͬ چه در که کنیم بررسͬ
نبوده مشتق پذیر صفر نقطه در خود خودی به مطلق قدر تابع است بدیهͬ دهیم. قرار

هستند. مشتق پذیر صفر در آن، تقریب های بعضͬ اما
١Haselimashhadi and Vinciotti

١٩



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٢٠
قدرت افزایش منظور به |x| تابع برای را زیر تقریب (٢٠٠٧) هم΄اران و ٢ اشمیت

است: مشتق پذیر صفر نقطه در که کردند پیشنهاد بهینه سازی
|x| ≈ s log(٢ + e−

x
s + e

x
s ), s ∈ R+.

صورت به |x| تابع برای را هموار تقریب بهترین (٢٠١۴) سانچزا٣ و رامیرز آن از پس
کردند ارائه زیر

|x| ≈
√

x٢ + s, s ∈ R+

کردند پیشنهاد ،(٢٠١۶) وینچوتͬ و ͬ مشهدی حاصل نهایت در فوق، تلاش های تمام با
آ پیوست در را آ  . ٠ . ٢ (تعریف خطا تابع از ͬ توان م |x| تابع از هموار تقریبی عنوان به
بعدی محاسبات در آن سادگͬ تقریب این از استفاده دلیل نمود. استفاده ببینید)
به را مشتق پذیر لاسوی جریمه تابع آن ها بنابراین است. فوق تقریب دو به نسبت

نمودند: پیشنهاد زیر صورت

P (β) =

p∑
i=١

P (βi, s) (٢ . ١)

آن در که

P (βi, s) = βi

( ٢√
π

∫ βi
s

٠
exp{−t}٢dt

)
, s ∈ R+. (٢ . ٢)

ب·یرید نظر در را زیر تابع ادامه در
P (x, s) = x

( ٢√
π

∫ x
s

٠
exp{−t}٢dt

)
, s ∈ R+. (٢ . ٣)

نوشت زیر مختلف صورت های به خطا تابع حسب بر ͬ توان م را جریمه تابع این
P (x, s) = x erf(

x

s
)

= x

(
١ − erfc

(
x

s

))
= x

(
٢Φ
(
x

s
, ٠, ٢√١

)
− ١
)
,

معیار انحراف و µ میانگین با x نقطه در نرمال تجمعͬ توزیع تابع Φ(x, µ, σ) آن در که
ͬ کنیم. م بیان زیر قضیه قالب در را تابع این ͬ های ویژگ است. σ

٢Schmidt
٣Ramirez and Sanchez



٢١ مشتق پذیر جریمه تابع
است زیر ͬ های ویژگ دارای (٢ . ٣) رابطه در P (x, s) تابع .٢ . ٢ . ١ قضیه

.P (٠, s) = ٠ ،s هر ازای به (١)
زیر صورت به آن مشتقات که بوده مشتق پذیر بار دو x به نسبت ،P (x, s) تابع (٢)

است
d

dx
P (x, s) = erf

(
x

s

)
+ ٢ϕ

(
x

s
, ٠, ٢√١

)
x

s

d٢
dx

P (x, s) =
٢
s
ϕ

(
x

s
, ٠, ٢√١

)
+

٢
s
ϕ

(
x

s
, ٠, ٢√١

)
− ۴

x

(
x

s

)٣
ϕ

(
x

s
, ٠, ٢√١

)
= ۴ϕ

(
x

s
, ٠, ٢√١

)١
s

(
١ −

(
x

s

)٢)
,

انحراف و µ میانگین با x نقطه در نرمال توزیع چ·الͬ تابع ϕ(x, µ, σ) آن در که
است. σ معیار

نیست. محدب x به نسبت P (x, s) تابع (٣)
حقیقت، در ͬ شود. م هم·را شدت به |x| به نمایی نرخ ی با تابع ،s → ٠ وقتͬ (۴)

||x| − p(x, s)| ≤ ٢sϕ
(
x

s
, ٠, ٢√١

)
∀x, s > ٠ (۴ . ٢)

دارد. صفر همسای·ͬ در ریج جریمه تابع شبیه رفتاری جریمه تابع ،s = ٢√
π

اگر (۵)
داریم کوچ xهای برای

٢√
π

∫ x
s

٠
exp{−t٢}dt ≈ ٢√

π

x

s
exp

{
−
(
x

s

)٢}
= x٢ ٢

x
ϕ

(
x

s
, ٠, ٢√١

)
.

ͬ شود م مشاهده راحتͬ به ،(١) اثبات برای .١ برهان.

P (٠, s) = ٠ ×
( ٢√

π

∫ ٠
s

٠
exp{−t}٢dt

)
= ٠

ͬ آید م بدست زیر صورت به x به نسبت اول مشتق .٢
d

dx
P (x, s) =

٢√
π

∫ x
s

٠
exp{−t}٢dt+ x

s
× ٢√

π
exp{−(

x

s
)}٢



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٢٢
زیر صورت به x به نسبت دوم مشتق تا گرفته مشتق دی·ر بار ی فوق رابطه از

شود حاصل
d٢
dx٢P (x, s) =

١
s
× ٢√

π
exp{−(

x

s
)}٢ +

١
s
× ٢√

π
exp{−(

x

s
)}٢

−x× ٢
s
× ١√

π
× ٢(x

s
)× ١

s
exp{−(

x

s
)}٢

=
١
s
× ٢√

π
exp{−(

x

s
)}٢ +

١
s
× ٢√

π
exp{−(

x

s
)}٢

−۴
x
× (

x

s
)٣ × ١√

π
exp{−(

x

s
)}٢

نیست. محدب تابع نباشد مثبت دوم مشتق اگر آ پیوست در آ  . ١ تعریف به توجه با .٣
داریم قضیه (٢) قسمت به توجه با

d٢
dx٢P (x, s) =

۴
s
√
π
exp

{
−
(
x

s

)}١]٢ − x٢
s٢
]

باید و x٢ < s٢ ͬ شود م نتیجه که ١ − x٢
s٢ > ٠ باید d٢

dx٢p(x, s) > ٠ که این برای
لذا و است x ∈ R که حالͬ در .|x| < s باشیم داشته s و x مقادیر همه ازای به

نیست. مثبت همواره دوم مشتق

خطا تابع برای را زیر کران های ͬ توان م (٢٠١٢) استاگن۴ و آبرامویچ از استفاده با .۴
نوشت

١
x+

√
x٢ + ٢ < exp{x}٢

∫ ∞

x

exp{−t}٢dt ≤ ١
x+

√
x٢ + ۴

π

است زیر صورت به خطا تابع طرفͬ از
١

x+
√
x٢ + ٢ < exp{x

s
}٢
∫ ∞

x
s

exp{−t}٢dt ≤ ١
x+

√
x٢ + ۴

π

٢√
π

e−(x
s
)٢

(x
s
) +

√
(x
s
)٢ + ٢ < erfc

(
x

s

)
≤ ٢√

π

e−(x
s
)٢

(x
s
) +

√
(x
s
)٢ + ۴

π

۴Abramowitz and Stegun



٢٣ مشتق پذیر جریمه تابع
داریم مثبت های x ازای به فوق رابطه بالای کران از استفاده −x∣∣∣∣با x

(
١ − erfc

(
x

s

))∣∣∣∣ = ∣∣∣∣xerfc(x

s

)∣∣∣∣∣∣∣∣xerfc(x

s

)∣∣∣∣ ≤ ٢x√
π

e−(x
s
)٢

x
s
+
√

(x
s
)٢ + ۴

π

=
٢x√
π

e−(x
s
)٢

x
s
+
√

(x
s
)١)٢ + ۴

π
( s
x
)٢)

≤ ٢√
π

e−(x
s
)٢

(x
s
) + x

s

√١ + ۴
π
s٢
x٢

=
٢s√
π
e−(x

s
)٢ ١

١ +
√١ + ۴s٢

πx٢

≤ ٢s√
π
e−(x

s
)٢

= ٢sϕ(x
s
, ٠, ٢√١)

در ͬ دهد. م را نتیجه همان که ͬ شود م استفاده مشابه ای روش x < ٠ برای
نتیجه،

||x| − P (x, s)| ≤ ٢sϕ
(
x

s
, ٠, ٢√١

)
.

کنید فرض .۵
I =

∫ x
s

٠
exp(−t٢)dt.

ͬ کنیم م فرض جز، به جز انتگرال گیری از استفاده uبا = e−t٢

dv = dt

⇒

du = −٢te−t٢dt

v = t

که این به توجه ∫با
e−t٢dt = uv −

∫
vdu

نوشت ͬ توان م
I = te−t٢|

x
s٠ + ٢

∫ x
s

٠
t٢e−t٢dt

ͬ شود م حاصل نتیجه و شده صفر انتگرال است کوچ x که آن جایی از
I =

x

s
exp

{
−
(x
s

)٢}
+ ٢

∫ x
s

٠
t٢e−t٢dt



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٢۴
نزدی صفر نمایی به سرعت با ،s → ∞ وقتͬ (۴ . ٢) نامساوی راست سمت
از که طور همان ͬ دهد. م نشان خوبی به را نتیجه این (الف) ٢ . ١ ش΄ل ͬ شود. م
هم·را توابع سایر از سریع تر مطلق قدر تابع به پیشنهادی تابع است، مشخص ش΄ل
تابع است، کوچ΄ͬ مقدار s وقتͬ که ͬ دهد م نشان ٢ . ١ ش΄ل در (ب) نمودار ͬ شود. م
x٢ تابع مانند تابع ،s = ٢√

π
≈ ١ ازای به و ͬ کند م رفتار قدرمطلق مطابق پیشنهادی

ͬ کند. م رفتار x = ٠ مجاورت در

 |x| و p(x, s) بین اختلاف (الف)
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  DLASSO  جریمه تابع از مثال دو (ب)
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x(2Φ(x/s,0,1/ 2)−1),s = 2/ π
x(2Φ(x/s,0,1/ 2)−1),s = 0.01

x2

|x|

تابع به سریع هم·رایی (الف) .DLASSO جریمه کلیدی ͬ های ویژگ :٢ . ١ ش΄ل
sهای برای   DLASSO جریمه تابع (ب) دی·ر. تقریب های با مقایسه در قدرمطلق

است. ریج شبیه s = ٢√
π

ازای به و لاسو شبیه کوچ



٢۵ مشتق پذیر جریمه تابع
پیشنهاد بالقوه مش΄ل تنها که است، محاسباتͬ پیچیدگͬ مورد در بحث نهایی نکته
ارزیابی برای نوشته ها در که سریع و خوب تقریب های از تعدادی حال، این با است. ما
استفاده خوب نکته ی هستند. نرمال چ·الͬ تابع توزیع و خطا تابع از شده اند ارائه
ی΄ͬ اساس بر ͬ توانند م تقریب ها مثال، عنوان به آ  . ١ . ١)است. (پیوست تیلور تقریب از

باشند زیر عبارت های از
erf(x) =

٢x√
π

∞∑
j=٠

(−١)jx٢j
j!(٢j + ١) (۵ . ٢)

erf(x) =
٢xe−x٢
√
π

∞∑
j=٠

٢jx٢j
١ · ٣ · ۵ · · · (٢j + ١) , (۶ . ٢)

erfc(x) ≈ e−x٢

x
√
π

k∑
j=٠

(−١)j (٢j)!
j!

(٢x)−٢j. (٢ . ٧)
به نیست نیازی زیرا است، سریع تر (۶ . ٢) سری به نسبت (۵ . ٢) سری ،کوچ |x| برای
است. |x| برای (۵ . ٢) سری از برتر (۶ . ٢) سری اگرچه، شود. محاسبه نمایی صورت
رضایت بخش سری ها از ی هیچ بزرگ، |x| برای ͬ شود. نم حذفͬ هیچ شامل زیرا
متمم برای مجانبی انبساط در (٢ . ٧) برتر سری از است بهتر مورد این در و نیستند

استفاده شود. خطا تابع
تابع یا خطا تابع تقریب برای سریعͬ تناوبی ال·وریتم های تیلور، بسط تقریب های
رول۶ و چویلارد ،(١٩٧٩) ۵ ساندبرگ و بورجسون مثال، عنوان به دارد. نرمال چ·الͬ
١١و لئال و (٢٠١٠) پرس ١٠  ،(٢٠١٠) اولور ٩  ،(١٩٩٢) ل٨ͬ ،(١٩٩٠) کودی٧ ،(٢٠٠٨)
صورت به که دارند وجود سریع تقابل دو خاص طور به کنید. نگاه را (٢٠١٢) هم΄اران

هستند: زیر
erfc(x) ≈ tanh

( ٣٩x
٢√π

− ١١١
٢ arctan(

٣۵x
١١١√π

)

)
,

Φ(x, ٠, ١) ≈
( ١

١٫٩√π

(
sin(

πx

١٠ ) + sin(x)
)
+ ٠٫۵

)
I(|x|≤١٫۵١٣٨۵٩)

+

(
١ − e−١٫٧٨ +

x

ex+١٠
)
I(x>١٫۵١٣٨۵٩) +

(
١ − e−١٫٧٨|x| − |x|

e|x|+١٠
)
I(x<١٫۵١٣٨۵٩)

۵Borjesson and Sundberg
۶Chevillard and Revol
٧Cody
٨Lee
٩Olver

١٠Press
١١Leal .



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٢۶
١٠−۴ تابع آخرین مطلق خطای ماکزیمم هستند، دقیق بسیار بل΄ه سریع تنها نه اینها

ببینید. را (٢٠١۶) وینچوتͬ و ͬ مشهدی حاصل بیشتر آگاهͬ برای است.

مشتق پذیر برآوردگرلاسوی ٢ . ٣
لاسوی برآوردگر ،(١ . ١١) معادله در (٢ . ١) مشتق پذیر لاسوی جریمه تابع جای گذاری با

ͬ آید م بدست زیر صورت به مشتق پذیر
β̂

DLASSO
= argmin

β∈Rp

{
S(β) + λ

p∑
j=١

P (βj, s)

}
. (٢ . ٨)

ب·یرید نظر در را زیر مدل نتیجه شده، برآوردگر از بهتری درک برای
yi = βi + ϵi i = ١, . . . , n

است زیر معادله های دستگاه ͺپاس β̂DLASSO
i صورت این در .ϵi ∼ N(٠, σ٢) آن در که

ͬ گیریم م مشتق βi به نسبت که
L(β) = (y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λ

p∑
i=١

βi

(
٢Φ(βi

s
, ٠, ٢√١

)
− ١
)

s > ٠, λ ≥ ٠
d

dβi

L(β) = λ

(
٢Φ(βi

s
, ٠, ٢+١−(٢√١(βi

s
)ϕ(

βi

s
, ٠, ٢√١)

)
−٢(yi−βi) = ٠, i = ١, . . . , n

قبلا که طور همان ͬ دهد. م نشان s مختلف مقادیر ازای به را برآوردگرها ٢ . ٢ ش΄ل
ریج لاسو، مشابه توابع ترتیب به (د) و (ج) (الف)، ش΄ل، این به توجه با و شد اشاره

ͬ دهد. م نشان را جریمه نشده و
تابع برای خوبی بسیار تقریب های ،(s → ٠) s کوچ مقادیر برای اینکه به توجه با
شبیه ͬ هایی ویژگ برآوردگرها، حالت این در که داریم انتظار ͬ آید، م دست به مطلق قدر

است. شده اثبات بعدی قضیه های در که باشند داشته لاسو برآوردگر
کنید تعریف ، s > ٠ و λ ≥ ٠ ،u ∈ R هر برای .٢ . ٣ . ١ قضیه

k(u, s) = L(β + u)− L(β) (٢ . ٩)
صورت این در است. (٢ . ٨) معادله در هدف تابع L(β) آن در که

lim
s→٠ k(u, s) = u⊤X⊤

nXnu− ٢u⊤N

(
٠, σ٢(X⊤

nXn)

)

+ λ

m∑
i=١

(
|ui|I(βi = ٠) + uisign(βi + ui)

)
,

است. نرمال توزیع با تصادفͬ متغیر ی N(٠, σ٢) آن در که



٢٧ مشتق پذیر برآوردگرلاسوی
(ب)  (الف)
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−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

xi

β̂ i

s = 0.5

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

xi

β̂ i

s = 0.01(lasso)

(د)  (ج)

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−
1.

5
−

1.
0

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0
1.

5

xi

β̂ i

s = 20(OLS)

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−
0.

5
0.

0
0.

5

xi

β̂ i

s = 1(ridge)

(تابع s = ٠٫٠١ :s مختلف مقادیر و λ = ١ به ازای آستانه ای توابع نمودار :٢ . ٢ ش΄ل
(OLS   برآوردگر) s = ٢٠ ریج)، (تابع s = ١ ،s = ٠٫۵ لاسو)،

داریم، L(β) در گذاری باجای برهان.

k(u, s) = L(β + u)− L(β)

= (y −X(β + u))⊤(y −X(β + u)) + λ

p∑
i=١

(βi + ui)

(
٢Φ((βi + ui)

s
, ٠, ٢√١

))

− (y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λ

p∑
i=١

βi

(
٢Φ(βi

s
, ٠, ٢√١

)
− ١
)

= (ϵ−Xu)⊤(ϵ−Xu)− ϵ⊤ϵ+ ٢λ
p∑

i=١
βi

∫ βi+ui
s

βi
s

١√
π
e(−t)٢

dt

+ λ

p∑
i=١

ui

(
٢Φ(βi + ui

s
, ٠, ٢√١)− ١

)



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٢٨
داریم s → ٠ اگر حال

lim
s→٠ k(u, s) = lim

s→٠L(β + u)− lim
s→٠L(β)

= (ϵ−Xu)⊤(ϵ−Xu)− ϵ⊤ϵ+ lim
s→٠
{

٢λ
p∑

i=١
βi

∫ βi+ui
s

βi
s

١√
π
e(−t)٢

dt

+ λ

p∑
i=١

ui

(٢Φ(βi + ui

s
, ٠, ٢√١)− ١)}

= u⊤X⊤Xu− ٢u⊤N
(٠, σ٢(X⊤X)

)
+ lim

s→٠λ
p∑

i=١

(
٢βi

ui

s
ϕ(

ui

s
, ٠, ٢√١)

+ lim
s→٠
{
ui

(
٢Φ(βi + ui

s
, ٠, ٢√١)− ١)

)})
= u⊤X⊤Xu− ٢u⊤N

(٠, σ٢(X⊤X)
)

+ lim
s→٠λ

p∑
i=١


ui

(
٢Φ(ui

s
, ٠, ٢√٢

)
− ١
)

βi = ٠
٢βi

ui

s
ϕ
(
ui

s
, ٠, ٢√١

)
+ ui

(
٢Φ(βi+ui

s
, ٠, ٢√١

)
− ١
)

βi ̸= ٠
= u⊤X⊤Xu− ٢u⊤N

(٠, σ٢(X⊤X)
)

+ λ

p∑
i=١


|ui| βi = ٠
ui βi + ui > ٠,
−ui βi + ui < ٠

داریم و
k(u) = u⊤X⊤Xu−٢u⊤N

(٠, σ٢(X⊤X)
)
+λ

p∑
i=١

(
|ui|I(βi = ٠)+uisign(βi+ui)

)
.

لاسو به را برآوردگرها هم·رایی که s سرعت حداقل که ͬ دهیم م نشان بعد قضیه در
است. ϵ > ٠ هر ازای به n(− ١٢+ϵ) ͬ کند، م تضمین

sn = s/(n
١٢+ϵ) → ،u ∈ Rp باشد، تنک ضرایب از مجموعه ای β کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه

این در است. معکوس پذیر Σ که X⊤X/n → Σ و ،λn/
√
n → λ٠ ≥ ٠ ،ϵ > ٠ ،٠

آن  در که √
n(β̂

DLASSO − β) → argmin
u

k(u) صورت،

k(u) = −٢u⊤N
(٠, σ٢Σ)+ u⊤Σu+ λ٠

p∑
i=١

{uisign(βi)I(βi ̸= ٠) + |ui|I(βi = ٠)} .



٢٩ مشتق پذیر برآوردگرلاسوی
صورت این در .kn(u) = L(β + u√

n
)− L(β) کنید فرض برهان.

kn(u) = L(β +
u√
n
)− L(β)

= (y −X(β +
u√
n
))⊤(y −X(β +

u√
n
))

+ λn

p∑
i=١

(βi +
ui√
n
)

(
٢Φ((βi +

ui√
n
)

s
, ٠, ٢√١

))

− (y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λn

p∑
i=١

βi

(
٢Φ(βi

s
, ٠, ٢√١

)
− ١
)

= (ϵ−X
u√
n
)⊤(ϵ−X

u√
n
)− ϵ⊤ϵ+ ٢λn

p∑
i=١

βi

∫ βi+
ui√
n

s

βi
s

١√
π
e−t٢dt

+ λn

p∑
i=١

ui√
n

(
٢Φ(βi +

ui√
n

s
, ٠, ٢√١)− ١

)

= u⊤X
⊤X

n
u− ٢u⊤N(٠, σ٢(X

⊤X

n
)) + ٢λn

p∑
i=١

βi

∫ βi+
ui√
n

s

βi
s

١√
π
e−t٢dt

+ λn

p∑
i=١

ui√
n

(
٢Φ(βi +

ui√
n

s
, ٠, ٢√١)− ١

)

داریم ، n → ∞ اگر فرضیات به توجه با

kn(u)
n→∞−→ u⊤Σu− ٢u⊤N(٠, σ٢Σ) + lim

n→∞
٢λn

p∑
i=١

βi

∫ βi+
ui√
n

s

βi
s

١√
π
e−t٢dt

+ lim
n→∞

λn

p∑
i=١

ui√
n

(
٢Φ(βi +

ui√
n

s
, ٠, ٢√١)− ١

)

= u⊤Σu− ٢u⊤N(٠, σ٢Σ) + ٢λ٠
p∑

i=١
βi

ui

s
√
π

lim
n→∞

e−(
βi+

ui√
n

s
)٢

+ λ٠
p∑

i=١
ui

(
lim
n→∞

٢Φ(βi +
ui√
n

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
= u⊤Σu− ٢u⊤N(٠, σ٢Σ)

+ lim
n→∞


λ٠
∑p

i=١ ui

(
٢Φ( ui√

n

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
βi ∈ S٠

٢λ٠
∑p

i=١
(
βi

ui

s
√
π
e−(

βi+
ui√
n

s
)٢
+ ui

(
٢Φ(βi+

ui√
n

s
, ٠, ٢√١)− ١)

)
βi ∈ Sc٠

هستند. صفر غیر و صفر ضرایب مجموعه ترتیب به Sc٠ و S٠ که



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٣٠
تنک برآورد نتایج این که داد نشان ͬ توان م ،(٢٠٠٠) ١٢ فو و نایت روش مشابه
.Sn

√
n → ٠ که است شده فرض ٢ . ٣ . ٢ قضیه اثبات در ͬ کند. م تضمین را پارامترها

بود. خواهد لاسو شبیه بسیار نتایج شود انتخاب ١√
n

از کمتر را Sn مقدار اگر بنابراین،

پارامترها برآورد برای ال·وریتم ۴ . ٢
بهینه سازی روش های بنابراین است. مشتق پذیر β به نسبت (٢ . ٨) جریمه درستنمایی
یافتن سرعت وجود، این با شود. استفاده آن مینیمم یافتن برای ͬ تواند م استاندارد

بود. خواهد کندی به روش ها این در ͺپاس
مشتق لاسوی جریمه تابع مشتق پذیری  ͬ ویژگ اساس بر کارایی ال·وریتم بخش این در
ال·وریتم (٢٠٠١) لͬ و فن پیشنهادی روش مشابه منظور، بدین ͬ کنیم. م ارائه پذیر

ͬ شود م پیشنهاد زیر تکرارشونده

β(k) =

(
X⊤X +Σ(β(k−١), λ, s)

)−١
X⊤y, k = ١,٢, . . . (٢ . ١٠)

و باشد لاسو برآورد ͬ تواند م که پارامترهاست برای اولیه برآورد ی β(٠) اینجا در
شود مͬ تعریف زیر صورت به Σ(β(k−١), λ, s)

Σ(β(k−١), λ, s) = λDiag

[(
٢Φ
(
β
(k−١)
i

s
, ٠, ٢√١

)
− ١
)

+
β
(k−١)
i

s
ϕ

(
β
(k−١)
i

s
, ٠, ٢√١

)
/β

(k−١)
i , i = ١, . . . , r

]
.

لاسوی جریمه تابع برای اول مرتبه تیلور تقریب از رابطه، این آوردن دست به منظور به
دی·ر، عبارت به ͬ کنیم. م استفاده β(٠) حول  مشتق پذیر

β

(
٢Φ(β

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
≈ β(٠)

(
٢Φ(β(٠)

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
+

(
٢Φ(β(٠)

s
, ٠, ٢√١)− ١

+
٢β(٠)
s

ϕ(
β(٠)
s

, ٠, ٢√١)

)
(β − β(٠)).

تقریب به نیازی که معناست بدین لاسو تابع بودن مشتق پذیر که باشید داشته توجه
را معادله ͬ توانیم م ،β ≈ β(٠) اگر .(٢٠٠١ لͬ، و (فن ندارد وجود موضعͬ دوم درجه

١٢Knight and Fu



٣١ شبیه سازی مطالعه
کنیم بازنویسͬ زیر صورت به

β

(
٢Φ(β

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
≈ β(٠)

(
٢Φ(β(٠)

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
+

١
β(٠)

(
٢Φ(β(٠)

s
, ٠, ٢√١)− ١

+
٢β(٠)
s

ϕ(
β(٠)
s

, ٠, ٢√١)

)
(β٢ − β(٠)٢

). (٢ . ١١)
داریم (٢ . ٨) جریمه تابع در (٢ . ١١ جای·ذاری( با

(y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λ

p∑
i=١

[
β
(٠)
i

(
٢Φ(β(٠)

i

s
, ٠, ٢√١)− ١

)
+

١
β
(٠)
i

(
٢Φ(β(٠)

i

s
, ٠, ٢√١)− ١

+
٢β(٠)

i

s
ϕ(

β
(٠)
i

s
, ٠, ٢√١)

)
(β٢

i − β
(٠)٢
i )

]
(٢ . ١٢)

دست به (٢ . ١٠) ریج رگرسیون تکراری محاسبات روش با بهینه مقدار صورت، این در
بسته این است. اجرا قابل R نرم افزار در DLASSO بسته در ال·وریتم این ͬ آید. م
مانند رایج مدل انتخاب که معیاری با را s و λ تنظیم کننده١٣ پارامترهای ͬ دهد م اجازه

کنیم. انتخاب GCV یا BIC ،AIC

شبیه سازی مطالعه ۵ . ٢
استفاده شبیه سازی از رگرسیون، در جریمه تابع کارآیی بررسͬ برای بخش، این در

ب·یرید نظر در را زیر مدل است. شده
y = Xβ + σϵ ϵ ∼ N(٠, ١)

ͬ کنیم م طراحͬ را زیر مختلف سناریوی سه ،(٢٠٠۵) هستͬ و ژو مشابه
قرار (٣, ١ · ۵, ٠, ٠,٢, ٠, ٠, ٠) صورت به را β پارامتر بردار (استاندارد): ١ سناریوی
ماتریس و صفر میانگین با متغیره چند نرمال توزیع از را X متغیرهای ͬ دهیم. م
را ͺپاس متغیر ،σ٢ = ٣ ازای به اساس براین و Cor(X iXj) = ٠٫۵|i−j| همبستگͬ

ͬ کنیم. م تولید
صورت به را β بردار که تفاوت این با ١ سناریوی مشابه :(کوچ (βهای ٢ سناریوی

ͬ گیریم. م نظر در j = ١,٢, . . . ,٨ ازای به βj = ٠٫۵
١٣Tuning Parameters



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٣٢
ضرایب و p = ٣ ͬ کنیم م فرض سناریو این در همبسته): پیش·و (متغیرهای ٣ سناریوی
β(٢) = (٠٫۵, ٠٫۵, ٠٫۵, ٠٫۵, ٠٫۵) ،β(١) = (١,٢,٣,۴,۵) ͬ کنیم. م تقسیم گروه سه به را
در متغیر ͷپن اولین از جفت هر بین را ٠٫٩ بالای همبستگͬ .β(٣) = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠) و
در را وابستگͬ هیچ و دوم گروه در را ٠٫۵ همبستگͬ مشابه، طور به ͬ گیریم. م نظر

.σ٢ = ١۵ نهایت در ͬ گیریم. م نظر در سوم گروه
(٣, ١ · ۵, ٠, ٠,٢, ٠, ٠, ٠, · · · , ٠︸ ︷︷ ︸

٢٩۵
) صورت به را β پارامتر بردار : (استاندارد) ۴ سناریو

ماتریس و صفر میانگین با متغیره چند نرمال توزیع از را X متغیرهای ͬ دهیم. م قرار
تولید را ͺپاس متغیر ،σ٢ = ٣ ازای به اساس براین و Cor(X iXj) = ٠٫۵|i−j| همبستگͬ

ͬ کنیم. م
مشاهده ۴٠ ͬ کنیم. م تولید مشاهده ٢۴٠ از داده مجموعه ۵٠ سناریو، سه هر برای
نظر در آزمون مجموعه عنوان به را مشاهده b و آموزشͬ مجموعه عنوان به را آن ها از
MSE روی تایی ١٠ متقابل اعتبارسنجͬ روش اساس بر جریمه پارامترهای ͬ گیریم. م

ͬ شوند. م محاسبه
لاسوی ،( s = ٠٫٠١ ازای (به مشتق پذیر لاسوی ͬ کنیم: م مقایسه را زیر مدل های
،(enet) الاستی نت ریج، لاسو، ،(CV براساس محاسبه شده λ و s (با مشتق پذیر

.(LS) دوم توان های کمترین و اس΄د
استفاده (٢٠١٢ msgps(هیروس، بسته  از الاستی   نت و لاسو برآوردگرهای محاسبه برای
و (فریدمن glmnet بسته از و (٢٠١١ هوانگ، و (برهنͬ ncvreg بسته از ͬ کنیم. م
است. شده استفاده ریج و اس΄د برآوردگرهای یافتن برای ترتیب به (٢٠١٠ هم΄اران،
استفاده (٢٠١٧ مشهدی، (حاصلͬ DLASSO بسته از dlasso روش های برای هم چنین

کرده ایم.
MSE از تکرار) ۵٠ (روی توزیع سناریو، هر برای ͬ دهد. م نشان را نتایج ش΄ل ٢ . ٣ 
پارامترهای MSE و ͬ شود م تعریف ∑٢٠٠

i=١ (yi−ŷi)
٢

٢٠٠ صورت به که آزمون مجموعه روی
ترتیب به β̂ و β آن در که ͬ شود م تعریف (β̂−β)⊤SX(β̂−β) صورت به که برآوردشده

است. برآوردشده مقدار و واقعͬ پارامترهای



٣٣ شبیه سازی مطالعه
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موجود روش های با مشتق پذیر لاسوی برآوردگر مقایسه شبیه سازی مطالعه :٢ . ٣ ش΄ل
مختلف سناریوی چهار در



مشتق پذیر لاسوی برآوردگر ٣۴
و موجود جریمه های مشابه یا بهتر مشتق پذیر لاسوی جریمه سناریوها، اغلب در
تابع سایر بین در مشتق پذیر جریمه ی تابع تنها که ͬ کند م رفتار ریج جریمه از بهتر
است محدب غیر جریمه تنها که اس΄د به نسبت همچنین و است رایج جریمه های
لاسوی از بهتر اوقات بعضͬ در نیز لاسو جریمه اگرچه دارد. برتری (١ سناریو جز (به
در آن نبودن مشتق پذیر لاسو جریمه تابع ایرار که باشیم داشته یاد به است مشتق پذیر

است. مشتق پذیر لاسوی جریمه  تابع پیشنهاد اصلͬ دلیل که بوده صفر



٣ فصل
تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی

مقدمه ٣ . ١
این هستند. نیمه پارامتری قسمت و پارامتری قسمت شامل نیمه پارامتری مدل های
مدل که بودند اولین ها (١٩٨۶) هم΄اران و انگل١ دارند. فراوانͬ کاربردهای مدل ها
(٢٠٠٣) ٢ یاچینو نیمه پارامتری، رگرسیونͬ مدل در بردند. کار به را نیمه پارامتری خطͬ
از ناشͬ اریبی بردن بین از برای تفاضل روش از و شد متمرکز خطͬ پارامتر برآورد بر
اثر حذف برای کردن تفاضلͬ روش نمود. استفاده مدل در ناپارامتری پارامتر حضور
رایس٣(١٩٨۴) (به نیست جدید چندان ناپارامتری رگرسیون مدل های در ناپارامتری تابع
نسبتا پارامتری نیمه مدل های در ایده این بردن کار به که حالͬ در شود). مراجعه
،٢٠٠١ و ٢٠٠٠ ،١٩٩٩ ،١٩٩٨ ،١٩٩٧ یاچیو، و ١٩٩٣ پاول۴، و آن (به hsj جدیدتر
روزبه، و ٢٠١١ هم΄اران، و آرشͬ ،٢٠١٠ هم΄اران، و روزبه ، ٢٠١٠ آکدنیز۵، و تاباکان
مدل با را لاسوی مشتق پذیر برآوردگر علاقه مندیم فصل این در شود). مراجعه ١٣٩٠

١Engle
٢Yatchew
٣Rice
۴Ahn and Pawell
۵Tabakan and Akdeniz

٣۵



تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی ٣۶
پایان نامه از برگرفته عمدتا فصل این مطالب بیاوریم. به دست نیمه پارامتری رگرسیون
تحقیقات حاصل و بوده جدید آن مشتق پذیر لاسوی بخش اما است (١٣٩۴) بغلانͬ

ͬ باشد. م مجموعه این نویسنده

ناپارامتری رگرسیون ٣ . ٢
داریم. دست در (t١, y١), . . . , (tn, yn) مشاهدات از جفت n ناپارامتری رگرسیون مدل در
زیر صورت به است وابسته t به که ناپارامتری رگرسیون معادله توسط y ͺپاس متغیر

بود خواهد
yi = f(ti) + ϵi, E(ϵi) = ٠, i = ١, . . . , n (٣ . ١)

ͬ خواهیم م هستند. مستقل هم از ها ti و است ناپارامتری تابع ی f(·) که طوری به
کنیم: برآورد زیر فرضیات تحت را f(.) تابع

باشند. فشرده مجموعه ی عضو ها ti (١)
باشند). داشته وجود دوم و اول (مشتقات باشد هموار تابع ی f(·) تابع (٢)

هموارساز ی عنوان به f̂n(t) همچنین ͬ شود. م داده نشان f̂n(t) با f(t) برآوردگر
هموارساز و خط۶ͬ هموارساز معرفͬ به f(t) برآورد برای ادامه در ͬ شود. م شناخته

ͬ پردازیم. م کرنل٨ هموارساز های همچنین و متحرک٧ میانگین

خطͬ هموارساز ٣ . ٣
W (t) = (w١(t), . . . , wn(t))

⊤ بردار ی ،t هر برای اگر است خطͬ هموارساز ی f̂n برآوردگر ی
که طوری به باشد داشته وجود

f̂n =
n∑

i=١
Wi(t)yi. (٣ . ٢)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به برازش شده مقادیر از بردار ی
f = (f̂١(t١), . . . , f̂n(tn)). (٣ . ٣)

۶Linear Smoother
٧Moving Average Smoother
٨Kernel Smoothers



٣٧ خطͬ هموارساز
ماتریس ی W که طوری به f = Wy : بنابراین .y = (y١, . . . , yn)⊤ که طوری به

ͬ دهیم م قرار لذا ͬ باشد. م W (ti)
⊤ آن ردیف امین i که است n× n

Wij = Wj(ti).

ͬ شود. م داده yi هر به که است وزن هایی نشان دهنده سطر امین i اعضای
خصوصیت ی ͬ کنیم م استفاده آن ها از ما که هموارسازها همه در موجود وزن های

داریم ها t تمام برای اینکه آن و دارند
n∑

i=١
Wi(t) = ١.

برای Yi = C اگر بنابراین ͬ دارد. م نگه ثابت را منحنͬ هموارساز، که ͬ دهد م نشان این
ببینید. را (١٣٩۴) بغلانͬ بیشتر آگاهͬ برای بود. خواهد f̂n(t) = C باشد، ها i تمام
m در را (a, b), i = ١,٢, . . . , n a < ti < b کنید فرض (رگرسوگرام) .٣ . ٣ . ١ مثال
به را f̂n(t) ͬ شوند. م داده نمایش B١, B٢, . . . , Bm با که ͬ کنیم م تقسیم مساوی بلوک

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت

f̂n(t) =
١
kj

∑
i:ti∈Bj

yi, ti ∈ Bj

است تابعͬ f̂n برآورد دی·ر عبارت به است. Bj در موجود نقاط تعداد kj که طوری به
برآورد، این است. آمده دست به بلوک هر در ها yi کردن میانگین گیری توسط که

ͬ شود. م گفته رگرسوگرام٩
ͬ کنیم م تعریف اکنون

Wi(t) =

 ١
kj

اگر ti ∈ Bj

٠ اگر ti /∈ Bj

وزن های بردار که ͬ رسد م نظر به پس .f̂n(t) =∑n
i=١ yiWi(t) داشت خواهیم بنابراین

باشد گونه این Wi

W⊤(t) = (٠, ٠, . . . , ١
kj
, . . . ,

١
kj
, ٠, . . . , ٠)

٩Regressogram



تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی ٣٨
باشد. k١ = k٢ = k٣ = ٣ و m = ٣ و n = ٩ که W هموارساز ماتریس ش΄ل دیدن برای

بنابراین بود. خواهد مربع ماتریس ش΄ل به W هموارساز ماتریس همچنین

W =
١
٣ ×



٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠



متحرک میانگین هموارساز ۴ . ٣
«میانگین یا متحرک میانگین نام به ساده بسیار هموارساز ی معرفͬ به بخش این در

مدل در (t١, y١), . . . , (tn, yn) داده های کنید فرض ͬ پردازیم. م پویا»
y = f(t) + ϵ

t١ ≤ · · · ≤ tn صورت به داده ها و بوده اس΄الر t ͬ کنیم م فرض باشد. شده داده ما به
صورت به ti در f(.) تابع برآورد باشند. واحد فاصله دارای ها ti که طوری به باشند.
که است بهتر ابهام از جلوگیری (برای است. ti در مرکزی متوالͬ مشاهده k میانگین

ͬ کنیم م تعریف فرمولͬ صورت به ب·یریم). فرد را k

f̂(ti) =
١
k

i∑
j=i

yj (۴ . ٣)

بالای حد و پایین حد نشان دهنده i = i+ (k − ٢/(١ و i = i− (k − ٢/(١ که طوری به
با است برابر برآوردگر همچنین است. مجموع علامت

f̂(ti) =
١
k

i∑
j=i

f̂(tj) +
١
k

i∑
j=i

ϵj (۵ . ٣)

مطابق سپس یابد افزایش n افزایش با شده) میانگین گیری ͬ های همسای· (تعداد k اگر
صفر میانگین با نرمال تقریبی طور به راست سمت در دوم قسمت مرکزی، حد قضایای

ببینید. را (١٣٩٠) روزبه بیشتر آگاهͬ برای بود. خواهد σ٢
ϵ /k واریانس و



٣٩ کرنل هموارساز های
ماتریسͬ صورت به هموارسازها) (وسایر متحرک میانگین هموارساز نوشتن اغلب
تعریف زیر صورت به که ͬ دهیم م قرار هموارساز ماتریس را S بود. خواهد مناسب

ͬ شود م

S(n−k+١) =



١
k

. . . ١
k

٠ ٠ . . . ٠
٠ ١

k
. . . ١

k
٠ . . . ٠... . . .

... . . .
... . . .

...
٠ . . . ٠ ١

k
. . . ١

k
٠

٠ . . . ٠ ٠ ١
k

. . . ١
k


نوشت زیر صورت به بردار‐ماتریس ش΄ل به را (٣ . ١) رابطه ͬ توان م بنابراین

ŷ = f̂(t) = Sy (۶ . ٣)
هستند. بردار f̂(t) و Ŷ ،Y ،t که طوری به

کرنل هموارساز های ۵ . ٣
ب·یرید نظر در زیر صورت به t٠ نقطه در را f (هسته) کرنل برآوردگر اکنون

f̂(t٠) =
n∑

i=١
wi(t٠)yi (٣ . ٧)

ͬ کنیم م برآورد ها yi مجموع از وزن ی عنوان به t٠ نقطه در را رگرسیون تابع اینجا در
دارد. بستگͬ t٠ به wi(t٠) وزن های که طوری به

مرکزی کیفͬ تابع ی بردن کار به وزنͬ، متوسط مفهوم ساخت برای مناسب راه ی
پارامتر ی به وسیله و ͬ یابد م کاهش نرخ ی با جهت دو هر در که است صفر در
توابع و ͬ شوند م شناخته کرنل عنوان به عموما توابع این ͬ شود. م کنترل مقیاس
در و ١ آن انتگرال که ͬ دهیم م قرار کراندار تابع ی را k(.) هستند. احتمال چ·الͬ

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را وزن ها است. متقارن ٠ اطراف
wi(t٠) =

١
hn
k
(
ti−t٠
h

)
١
hn

∑n
i=١ k

(
ti−t٠
h

) (٣ . ٨)

که ͬ شود م کنترل h توسط آن ها مقدار بزرگͬ و ͬ گردد م تعیین k(.) توسط وزن ها ش΄ل
کنترل را همواری مقدار ،h باند پهنای انتخاب ͬ شود. م شناخته باند پهنای عنوان به
بزرگتر باند پهنای که حالͬ در ͬ دهد، م ناهنجاری بسیار برآورد کم باند پهنای ͬ کند. م



تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی ۴٠
h پارامتر شوند، تر دور t٠ نقطه از مشاهدات چه هر ͬ آورد. م به دست هموارتری برآورد
تابع برآوردگر (٣ . ٨) رابطه از استفاده با ͬ دهد. م f(t٠) برآورد در آن ها به بزرگتری وزن
پیشنهاد ،(١٩۶۴) واتسون١١ و (١٩۶۴) نادارای١٠ توسط ابتدا در ناپارامتری، رگرسیون

است آمده زیر صورت به که گردید
f̂(t٠) =

١
hn

∑n
i=١ k

(
ti−t٠
h

)
yi

١
hn

∑n
i=١ k

(
ti−t٠
h

) . (٣ . ٩)

کرنل، ساده ترین دارد. کمتری اهمیت باند پهنای انتخاب از کرنل انتخاب عموما
کرد)، اشاره ͬ توان م نیز جعبه ای و مستطیلͬ کرنل به (همچنین است ی΄نواخت کرنل
اما ͬ دهد. م به دست ٠ دی·ر جاهای در و [−١, ١] در ١٢ اندازه به مقداری که طوری به
وند (به ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد گسترده طور به نیز کرنل ها سایر و نرمال کرنل

شود). مراجعه کرنل هموارسازهای از بیشتری انواع مشاهده برای ،١٩٩۵ جونز١٢ و
ی΄نواخت کرنل ͬ شود. م استفاده متحرک میانگین از رایج طور به موارد از بسیاری در
ͬ دهد. م به دست را ͬ گیرند م قرار t٠ ± h محدوده در که مشاهداتͬ میانگین آسانͬ به

نیمه پارامتری رگرسیون مدل های ۶ . ٣
و پارامتری رگرسیون از دی·ری نمونه ی عنوان به ͬ تواند م نیمه پارامتری رگرسیون
داشتن گیرد. قرار بحث مورد باهم، ناپارامتری و پارامتری مدل دو رفتار همچنین
تبدیل نیمه پارامتری مدل ی به را آن مدل در ناپارامتری و پارامتری اجزای دو هر

ͬ کند. م
تبعیت پارامتری نیمه رگرسیون مدل از (y١,x١, t١), . . . , (yn,xn, tn) داده های مجموعه 

هرگاه ͬ کند، م
yi = x⊤

i β + f(ti) + ϵi, i = ١, . . . , n (٣ . ١٠)
ی β = (β٠, β١, . . . , βp)

⊤ و i = ١,٢, . . . , n برای x⊤
i = (xi١,xi٢, . . . ,xip) که طوری به

است هموار و مجهول تابع ی f(.) که طوری به است. نامعلوم پارامترهای از بردار
به شده اند مرتب t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn صورت به و فشرده مجموعه ی عضو ها t و
با تایی n بردار ی ϵ ͬ کنیم م فرض است. نمونه در مشاهدات تعداد n که گونه ای
رگرسیون مدل های ͬ باشد. م E(ϵϵ⊤) = σ٢V و E(ϵ) = ٠ دارای که نامشخص توزیع

١٠Nadaraya
١١Watson
١٢Wand and Jones



۴١ تفاضلͬ روش به برآورد
که دلیل این به انعطاف پذیرترند، استاندارد خطͬ مدل های به نسبت نیمه پارامتری
مدل این از استفاده ͽواق در هستند. ناپارامتری هم و پارامتری قسمت دارای هم آن ها
غیر طور به و x مستقل متغیر با خطͬ طور به y وابسته متغیر که است مفید زمانͬ

باشد. داشته رابطه t مستقل متغیر با خطͬ

تفاضلͬ روش به برآورد ٣ . ٧
حذف را ͬ آید م وجود به داده ها در f(·) تابع توسط که را روندی ابتدا تفاضلͬ، برآورد در
به نیازی روش این در بنابراین ͬ پردازیم. م مدل پارامترهای برآورد به سپس و نموده

ͬ کنیم. م برآورد را پارامترها مستقیم طور به و نداشته f(·) تابع برآورد
ͬ توان: م تفاضلͬ روش از استفاده با خلاصه، طور به

برآورد را مانده ها واریانس ناپارامتری، برازش تکنی های از استفاده به نیاز بدون (١)
کرد.

داد. انجام را ناپارامتری تابع بودن خطͬ مورد در فرضیه آزمون (٢)
کرد. برآورد را نیمه پارامتری مدل های خطͬ قسمت (٣)

نیمه پارامتری مدل های در ناپارامتری تابع بودن خطͬ مورد در فرضیه آزمون (۴)
داد. انجام

خطͬ مدل های در مختلف مدل دو در تابع دو بودن برابر فرضیه آزمون ͬ توان م (۵)
داد. انجام را نیمه پارامتری

ماتریس صورت به را (٣ . ١٠) مدل ابتدا تفاضلͬ برآوردگر از ش΄لͬ آوردن به دست برای
ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر صورت به بردار و

y = Xβ + f(t) + ϵ (٣ . ١١)
ی X که x⊤

i = (xi١,xi٢, . . . ,xip), i = ١,٢, . . . , n و X = (x١, . . . ,xn)
⊤ که طوری به

y = (y١, . . . , yn)⊤،f(t) = (f(t١), . . . , f(tn))⊤ باشیم داشته و ͬ باشد م n × p ماتریس
به ͬ گیریم، م نظر در تایی m + ١ بردار ی را d = (d٠, . . . , dm) .ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)⊤ و

باشند زیر شرایط با تفاضل وزن های d٠, . . . , dm و تفاضل مرتبه m که گونه ای
m∑
j=٠

dj = ٠ ,
m∑
j=٠

d٢
j = ١ (٣ . ١٢)



تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی ۴٢
تبعیت (٣ . ١٢) رابطه از آن عناصر که (n −m) × n ابعاد با D تفاضلͬ ماتریس اکنون

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را ͬ کنند م

D =


d٠ d١ . . . dm ٠ ٠ . . . ٠
٠ d٠ d١ . . . dm ٠ . . . ٠... ... ... ... . . .

... . . .
...

٠ ٠ . . . ٠ d٠ d١ . . . dm


برقرار (٣ . ١٢) شرایط آن گاه کنیم، تعریف زیر بصورت را وزن ها اگر مثال عنوان به

است:
d٠ =

√
m

m+ ١ ,= d١ = d٢ = · · · , dm = −

√ ١
m(m+ ١)

عددی روش های از استفاده با را تفاضلͬ ضرایب بهینه مقدار (١٩٩٠) هم΄ارانش و هال
عین در شده اند. آورده (٣ . ١) جدول در ضرایب این آوردند. به دست m = ١٠ مرتبه تا
بیشتر آگاهͬ برای . است نشده پیشنهاد m مقدار تعیین برای مشخصͬ روش حال

ببینید. را (١٣٩۴) روزبه
را پارامتر اثر مستقیم برآورد اجازه (٣ . ١١) مدل در تفاضلͬ ماتریس از استفاده با

داریم مجموع در ͬ دهد. م
Dy = DXβ +Df(t) +Dϵ (٣ . ١٣)

بین از بزرگ نمونه های در را ناپارامتری تابع اثر (٣ . ١٣) مدل در D تفاضلͬ ماتریس
نمود نویسͬ باز زیر ش΄ل به ͬ توان م را (٣ . ١٣) مدل بنابراین ͬ برد. م

Dy = DXβ +Dϵ

یا
ỹ = X̃β + ϵ̃ (١۴ . ٣)

دارای تایی (n−m) بردار ی ϵ̃ بنابراین، .ϵ̃ = Dϵ و X̃ = DX ،ỹ = Dy که گونه ای به
V D = DV D⊤ ̸= داریم که طوری به است E(ϵ̃ϵ̃⊤) = σ٢V D و E(ϵ̃) با نامعلوم توزیع
به زیر صورت به (DGLSE) تعمیم یافته١٣ دوم توان های کمترین تفاضلͬ برآوردگر In−m

ͬ آید: م دست
β̂

LS

GD = argmin
β∈Rp

(ỹ − X̃β)⊤V −١
D (ỹ − X̃β)

= C−١
D X̃

⊤
V −١

D ỹ (١۵ . ٣)
.CD = X̃

⊤
V −١

D X̃ که گونه ای به
١٣Difference-based generalized least squares estimator



۴٣ تفاضلͬ مشتق   پذیر لاسوی برآوردگر

بهینه تفاضلͬ ضرایب :٣ . ١ جدول
m ١ ٢ ٣ ۴ ۵
d٠ ٠٫٧٠٧١ ٠٫٨٠٩٠ ٠٫٨۵٨٢ ٠٫٨٨٧٣ ٠٫٩٠۶۴
d١ −٠٫٧٠٧١ −٠٫۵٠٠٠ −٠٫٣٨٣٢ −٠٫٣٠٩٩ −٠٫٢۶٠٠
d٢ −٠٫٣٠٩٠ −٠٫٢٨٠٩ −٠٫٢۴۶۴ −٠٫٢١٩٧
d٣ −٠٫١٩۴٢ −٠٫١٩٠١ −٠٫١٧٧۴
d۴ −٠٫١۴٠٩ −٠٫١۴٢٠
d۵ −٠٫١١٠٣
m ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠
d٠ ٠٫٩٢٠٠ ٠٫٩٣٠٢ ٠٫٩٣٨٠ ٠٫٩۴۴٣ ٠٫٩۴٩۴
d١ −٠٫٢٢٣٨ −٠٫١٩۶۵ −٠٫١٧۵١ −٠٫١۵٧٨ −٠٫١۴٣٧
d٢ −٠٫١٩٢۵ −٠٫١٧٢٨ −٠٫١۵۶۵ −٠٫١۴٢٩ −٠٫١٣١۴
d٣ −٠٫١۶٣۵ −٠٫١۵٠۶ −٠٫١٣٨٩ −٠٫١٢٨٧ −٠٫١١٩٧
d۴ −٠٫١٣۶٩ −٠٫١٢٩٩ −٠٫١٢٢۴ −٠٫١١۵٢ −٠٫١٠٨۵
d۵ −٠٫١١٢۶ −٠٫١١٠٧ −٠٫١٠۶٩ −٠٫١٠٢۵ −٠٫٠٩٧٨
d۶ −٠٫٠٩٠۶ −٠٫٠٩٣٠ −٠٫٠٩٢۵ −٠٫٠٩٠۵ −٠٫٠٨٧٧
d٧ −٠٫٠٧۶٨ −٠٫٠٧٩١ −٠٫٠٧٩٢ −٠٫٠٧٨٢
d٨ −٠٫٠۶۶۶ −٠٫٠۶٨٧ −٠٫٠۶٩١
d٩ −٠٫٠۵٨٨ −٠٫٠۶٠۶
d١٠ −٠٫٠۵٢٧

تفاضلͬ مشتق   پذیر لاسوی برآوردگر ٣ . ٨
و کرده معرفͬ را (DDLASSO)١۴ͬتفاضل مشتق پذیر لاسوی برآوردگر بخش این در
به DDLASSO برآوردگر (١۴ . ٣) مدل مفروضات تحت ͬ کنیم. م بررسͬ را آن خواص

ͬ آید: م دست به زیر صورت

β̂
DLASSO

= argmin
β∈Rp

{
(ỹ − X̃β)⊤V −١

D (ỹ − X̃β) + λ

p∑
j=١

P (βj, s)

}
= C−١

D X̃
⊤
V −١

D ỹ + λ

p∑
j=١

P (βj, s). (١۶ . ٣)
١۴Differenced-based DLASSO



تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی ۴۴
این اثبات که آن جایی از ͬ کنیم. م ارائه را β̂

DLASSO برآوردگر مجانبی توزیع زیر قضیه
ͬ کنیم. م خودداری آن جزئیات آوردن از است ٢ . ٣ . ٢ قضیه اثبات مشابه قضیه

، λn√
n−m

→ λ٠ ≥ ٠ ،ϵ > ٠ ،S∗
n = s

(n−m)
١٢+ϵ

→ ٠ ،u ∈ Rp کنید فرض .٣ . ٨ . ١ قضیه
صورت این در .X̃

⊤
X̃

n−m
→ Σ∗

√
n−m(β̂

DDLASSO − β) → argmin
β∈Rp

k∗(u)

آن در که
k∗(u) = −٢u⊤N(٠, rΣ∗) + u⊤Σ∗u+ λ٠

p∑
i=١

{
uiSign(βi)I(βi ̸= ٠) + |ui|I(βi = ٠)

}
.

با بوده ۴ . ٢ بخش مشابه β̂
DDLASSO برآوردگر به دست یابی ال·وریتم است بدیهͬ

ͬ شود. م تبدیل X̃ به X که تفاوت این

شبیه سازی ٣ . ٩
مدل در را مشتق پذیر لاسوی برآوردگر شبیه سازی مثال ی قالب در قسمت، این در
n = ١٠٠ حجم به زیر مدل از را ͺپاس متغیر مطالعه، این در ͬ آوریم. م به دست تفاضلͬ

ͬ کنیم م تولید تکرار ١٠٣ با
yi = x١iβ١ + x٢iβ٢ + x٣iβ٣ + x۴iβ۴ + x۵iβ۵ + f(ti) + ϵi, i = ١, . . . , n (٣ . ١٧)

آن در که
β = (١٫۵,٢,٣,−۵,۴)⊤

xi ∼ N۵(µ,Σx),µ =



−٢
١
٢
٣
٢


,Σx =



٠٫٨١ ٠٫۴ ٠٫٣ −٠٫٢ −٠٫١
٠٫۴ ٢٫٢۵ ٠٫۴ ٠٫٣ −٠٫٢
٠٫٣ ٠٫۴ ١ ٠٫۴ ٠٫٣
−٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۶۴ ٠٫۴
−٠٫١ −٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۴٩



f(ti) =
√

ti(١ − ti) sin

( ٢/١π
ti + ٠٫٠۵

)
, ti = (i− ٠٫۵)/n

ϵi ∼ N(٠, σ٢
ϵ V ), σ٢

ϵ = ٠٫٠١, vij = (
١
n
)|i−j|+١



۴۵ شبیه سازی
دلیل به داپلر تابع ͬ شود. م نامیده داپلر١۵ تابع شده، گرفته نظر در ناپارامتری تابع
دلیل همین به و ͬ شود م برآورد سختͬ به  (ش΄ل  ٣ . ١) بودنش ناهم·ن و موجͬ ش΄ل
رفته به کار هموارسازی روش و تفاضلͬ روش کارایی دادن نشان برای آن از استفاده

ͬ باشد. م
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n = ٢٠٠٠ ازای به شده) گرفته نظر در مدل ناپارامتری (تابع داپلر تابع :٣ . ١ ش΄ل

پیشنهادی برآوردگرهای و شد انجام N = ١٠٠٠ ازای به کارلو مونت شبیه سازی
ضرایب از استفاده با β عبارتͬ به ،(٣ . ١٧) مدل پارامتری قسمت شد. آورده دست به
d٣ = −٠٫١٩٠١ ،d٢ = −٠٫٢۴۶۵ ،d١ = −٠٫٣٠٩٩ ،d٠ = ٠٫٨٨٧٣ چهارم، مرتبه تفاضلͬ
پارامتر برای آمده به دست برآورد جای·زینͬ با آن گاه ͬ شود. م برآورد d۴ = −٠٫١۴٠٩ و
کرنل بردن ب΄ار و کرنل هموارسازی  تکنی از استفاده با را f(·) ناپارامتری تابع ،β
زیر بصورت (١٠٠ − ۴) × ١٠٠ مرتبه از تفاضلͬ ماتریس لذا ͬ کنیم. م برآورد نرمال،

١۵Doppler function



تفاضلͬ مدل در مشتق پذیر لاسوی ۴۶
بود خواهد

D =


d٠ d١ d٢ d٣ d۴ ٠ ٠ . . . ٠
٠ d٠ d١ d٢ d٣ d۴ ٠ . . . ٠... ... ...
٠ ٠ . . . ٠ d٠ d١ d٢ d٣ d۴


ͬ آید. م دست به زیر به صورت پیشنهادی برآوردگرهای مخاطره

R(β̂;β) =
١
N

N∑
i=١

(
β̂

(i) − β
)⊤ (

β̂
(i) − β

)
,

ͬ باشد. م ام m تکرار در آمده به دست برآوردگرهای β̂(i) که
تفاضلͬ برآوردگر با را تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی برآوردگر مخاطره مقایسه ٣ . ٢ ش΄ل
لاسوی برآوردگر از استفاده که ͬ شود م مشخص نمودار این اساس بر ͬ دهد. م نشان

ͬ گردد. م مخاطره کاهش باعث تفاضلͬ روش در مشتق پذیر

DGLSE DDLASSO
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تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی برآوردگرهای مخاطره مقایسه جعبه ای نمودار :٣ . ٢ ش΄ل
تعمیم یافته دوم توان های کمترین و

پس کرنل هموارسازی روش با برآوردشده مانده های نمودار (قاب)، ٣ . ٣ ش΄ل در
مقابل در y−Xβ̂

LS

GD یعنͬ یافته تعمیم تفاضلͬ برآوردگر به وسیله خطͬ قسمت برآورد از
قاب نمودارهای ͬ دهد. م نشان را مانده ها این به برازش شده ناپارامتری منحنͬ و ها ti

است. آمده دست به β̂DDLASSO با β̂LS

GD جای·زینͬ با پایین



۴٧ شبیه سازی

β̂
LS

GD
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DDLASSO
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مانده ها راست: سمت بالا کرنل، سازی هموار روش به داپلر تابع برآورد :٣ . ٣ ش΄ل
به هموار منحنͬ برازش چپ: سمت بالا ،β̂LS

GD از استفاده با خطͬ قسمت براورد از پس
بهینه باند پهنای با نرمال بردن به کار و کرنل هموارسازی روش از استفاده با مانده ها
استفاده β̂DDLASSO از β̂LS

GD جای به آن در که بالاست قسمت مانند پایین ،h = ٠٫٠٠۵
است. شده





۴ فصل
واقعͬ مثال های تحلیل

مقدمه ١ . ۴
این در بیان شده روش های از کاربردی واقعͬ، داده مجموعه دو در فصل، این در
روش کارایی پروستات، داده های مجموعه در ابتدا، ͬ کنیم. م بررسͬ را پایان نامه
مجموعه در سپس ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد برآوردگرها سایر با را مشتق پذیر لاسوی
لاسوی برآوردگر ،(١٩٨٧ (امرز، PSID پویا١ درآمد های روی پنلͬ مطالعه داده های
مورد تفاضلͬ، برآوردگر نیز و تفاضلͬ لاسوی برآوردگرهای با را تفاضلͬ مشتق پذیر

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ

پروستات سرطان داده های تحلیل ٢ . ۴
پروستات اختصاصͬ ͬ ژن آنت سط بین ارتباط پروستات، سرطان داده های مجموعه
که مرد، ٩٧ پروستات غده ریشه بالینͬ اندازه های با پروستات) مخصوص (پادتن
ͬ کند: م بررسͬ را زیر متغیر هشت و کرده اند، دریافت را پرستاکتومͬ رادی΄ال اشعه
یاخته مقدار ل·اریتم ،(lweight) پروستات وزن ل·اریتم ،(lcanvol) سرطان حجم ل·اریتم

١Panel study on income dynamics

۴٩



واقعͬ مثال های تحلیل ۵٠
نمره سن، ،(lcp) نفوذی کپسول خصوصیات ل·اریتم ،(lbph) خوش خیم پروستات
همه .(svi) هسته ای بافتͬ تهاجم ،(pgg45) ۵ یا ۴ گلیسون درصد ،(gleason) گلیسون
ͺپاس متغیر و باشند داشته را ی واریانس و صفر میانگین تا شده اند استاندارد متغیرها
در داده ها این از توصیفͬ است. صفر صورت این در آن میانگین که است شده مرکزی

است. شده ارائه ١ . ۴ جدول

پروستات سرطان داده های توصیف جدول :١ . ۴ جدول
بیشینه سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها
٣٫٨٢١٠ ٢٫١٢٧٠ ١٫٣۵٠٠ ١٫۴۴۶٩ ٠٫۵١٢٨ −١٫٣۴٧١ lcanvol

۴٫٧٨٠ ٣٫٨٧۶ ٣٫۶٢٩ ٣٫۶٢٣ ٣٫٣٧۶ ٢٫٣٧۵ lweight

٢٫٣٢۶٣ ١٫۵۵٨١ ٠٫١٠٠۴ ٠٫٣٠٠١ −١٫٣٨۶٣ −١٫٣٨۶٣ lbph

٢٫٩٠۴٢ ١٫١٧٨٧ −٠٫١٧٩۴ −٠٫٧٩٨۵ −١٫٣٨۶٣ −١٫٣٨۶٣ lcp

٧٩٫٠٠ ۶٨٫٠٠ ۶٣٫٨٧ ۶۵٫٠٠ ۶٠٫٠٠ ۴١٫٠٠ age

٩٫٠٠٠ ٧٫٠٠٠ ۶٫٧۵٣ ٧٫٠٠٠ ۶٫٠٠٠ ۶٫٠٠٠ gleason

١٠٠٫٠٠ ۴٠٫٠٠ ٢۴٫٣٨ ١۵٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ pgg45

١٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٢١۶۵ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ svi

۵٫۵٨٢٩ ٣٫٠۵۶۴ ٢٫۴٧٨۴ ٢٫۵٩١۵ ١٫٧٣١٧ −٠٫۴٣٠٨ lpsa

داده ها به کار روی لاسوی مشتق پذیر و Enet ،LS ،SCAD ریج، لاسو، روش های
برآوردگرهای سایر با مشتق پذیر لاسوی برآوردگر شباهت از واضحͬ تصویر تا شده اند گرفته
مدل ها شده اند. انتخاب BIC با تنظیم کننده پارامترهای آید. به دست جریمه شده
ببینید. آ  . ٢ . ١ پیوست در را BIC و AIC تعریف شده اند. مقایسه AIC و BIC براساس

برآوردگرهای با s = ٠٫٠٠١ ثابت مقدار ازای به مشتق پذیر لاسوی برآوردگر کارایی
مشتق پذیر، لاسوی برآوردگرهای شده اند. مقایسه ٢ . ۴ جدول در SCAD و Enet لاسو،
BIC و AIC معیارهای اساس بر و ͬ کنند م انتخاب متغیر ͷپن سه، هر ،Enet و لاسو
نشان را برآوردگرها این ضرایب مقدار ٣ . ۴ جدول دارند. برتری SCAD برآوردگر بر

ͬ دهد. م
نتیجه داریم انتظار دهیم، قرار ١ برابر و ثابت را s مشتق پذیر، لاسوی برای اگر
که است ذکر به لازم ͬ کند. م تایید را ادعا این ۴ . ۴ جدول باشد. ریج برآوردگر به شبیه
و مشتق پذیر لاسوی روش دو مقایسه و مدل انتخاب BIC و AIC مقادیر ارائه از هدف
انتخاب را ی مقدار s پارامتر چنانچه نشان دهیم که است این هدف بل΄ه نبوده، ریج
BIC و AIC مقادیر از که همانطور است. ریج نتایج مشابه مشتق پذیر لاسوی نتایج کند



۵١ پروستات سرطان داده های تحلیل

s = با SCAD ،Enet لاسو، مشتق پذیر، لاسوی برآوردگرهای مقایسه :٢ . ۴ جدول
پروستات. داده های مجموعه روی ،٠٫٠٠١

مهم متغیر های درجه
آزادی

BIC AIC دقت روش

،pgg45،lweight،lbph،lcavol
svi

۵ ٢١۶٫١ ٢٠٧٫۶ s = ٠٫٠٠١ لاسوی
پذیر مشتق

،pgg45،lweight،lbph،lcavol
svi

۵ ٢١۵٫٣ ٢٠۶٫٧ ‐ لاسو

،pgg45،lweight،lbph،lcavol
svi

۵ ٢١۵٫٣ ٢٠۶٫٨ α = ٠٫٠٠١ Enet

svi ،lweight،lbph،lcavol ۴ ٢٣١ ٢١۴٫۶ ‐ SCAD

،Enet لاسو، ،(s = ٠٫٠٠١) مشتق پذیر لاسوی برآوردگرهای ضرایب مقادیر :٣ . ۴ جدول
پروستات. داده های مجموعه روی SCAD

روش
  SCAD   Enet  لاسو مشتق پذیر لاسوی
٠٫۶٠۴١ ٠٫۵٢۴۶ ٠٫۵٩۵۵ ٠٫۵٢٧٣ lcavol

٠٫١٩٢٩ ٠٫١۴۵٧ ٠٫١۴۴٢ ٠٫١۴٩٣ lweight

٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ age

٠٫١٣۵٢ ٠٫٠۵٩٣ ٠٫١٣٢۶ ٠٫٠۶۴٨ lbph

٠٫٢٧١٧ ٠٫٢٧٠٩ ٠٫١٩٩٩ ٠٫٢٠٣١ svi

٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ lcp

٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ gleason

٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٣۴٠ ٠٫١٠۶٩ ٠٫٠٣٧١ pgg45



واقعͬ مثال های تحلیل ۵٢
جدول در ͬ کند. م عمل ریج مشابه مشتق پذیر لاسوی s = ١ ازای به ͬ شود م نتیجه

آمده اند. ضرایب مقدار ۵ . ۴

ریج و مشتق پذیر لاسوی برآوردگر مقایسه :۴ . ۴ جدول
مهم متغیرهای آزادی درجه BIC AIC دقت روش
متغیرها همه ٨ ٢٢٧ ٢٠٧٫۴۴ ١ پذیر مشتق لاسوی
متغیرها همه ٨ ٢٢۶ ٢٠٧٫١ ‐ ریج

داریم انتظار دهیم قرار ١٠٠ برابر و ثابت را s مشتق پذیر، لاسوی برآوردگر در وقتͬ
توضیحات و ͬ کند م تایید را ما انتظار ۶ . ۴ جدول  باشد. LS برآوردگر شبیه ͺپاس که
مقدار ٧ . ۴ جدول است. صادق نیز این جا در ۴ . ۴ جدول BIC و AIC مقادیر به مربوط

ͬ دهد. م نشان را ضرایب
برآوردگر از بهتر مشتق پذیر لاسوی که ͬ دهد م نشان ٧ . ۴ جدول در BIC مقدار
برای تنظیم کننده پارامتر کمͬ مقدار تاثیر دلیل به احتمالا موضوع این که است، LS

است. s = ١٠٠

روی ریج و (s = ١) مشتق پذیر لاسوی برآوردگرهای ضرایب مقادیر :۵ . ۴ جدول
پروستات. داده های مجموعه

روش
ریج  مشتق پذیر لاسوی

٠٫۴۶۶۴ ٠٫۴۶۵٢ lcavol

٠٫١٨٩٧ ٠٫١٧٩٧ lweight

−٠٫٠٩۵ −٠٫٠٧٢٧ age

٠٫١١٨۴ ٠٫١٠۵٧ lbph

٠٫٢۴۵۶ ٠٫٢٢٢٩ svi

−٠٫٠٠۴٠ −٠٫٠٠٨۵ lcp

٠٫٠٣٩٠ ٠٫٠٢٨۶ gleason

٠٫٠٨٢٩ ٠٫٠٧١٢ pgg45



۵٣ PSID داده های مجموعه

LS و مشتق پذیر لاسوی برآوردگر مقایسه :۶ . ۴ جدول
مهم متغیرهای آزادی درجه BIC AIC دقت روش
متغیرها همه ٨ ٢٢٨ ٢٠۴ ١٠٠ مشتق پذیر لاسوی
متغیرها همه ٨ ٢٣٣ ٢٠٢ ‐ LS

روی LS و (s = ١٠٠) مشتق پذیر لاسوی برآوردگرهای ضرایب مقادیر :٧ . ۴ جدول
پروستات. داده های مجموعه

روش
 LS مشتق پذیر لاسوی

٠٫۵٩٩٣ ٠٫۴۵١٠ lcavol

٠٫١٩۵۵ ٠٫١٨٠٩ lweight

−٠٫١٢۶۵ −٠٫٠٧١۴ age

٠٫١٣۴۵ ٠٫١٠۵٢ lbph

٠٫٢٧۴٧ ٠٫٢٢۴٢ svi

−٠٫١٢٧٧ −٠٫٠٠١٩ lcp

٠٫٠٢٨٢ ٠٫٠٢٨٢ gleason

٠٫١١٠۵ ٠٫٠٧٠٩ pgg45

PSID داده های مجموعه ٣ . ۴
تا نمود استفاده پویا درآمدها روی پنلͬ مطالعه مورد در نمونه ای از (١٩٨٧) امرز
مورد در زمان آن تا که را آماری فرضیه های و نظریه چندین سیستماتی به طور
PSID داده های مجموعه کند. مطالعه را بود شده بررسͬ زنان درآمد تجربی مدل های
قابل https://ideas.repec.org/p/boc/bocins/mroz.html سایت از رای·ان به طور

است. دسترسͬ
سال در ساله ۶٠ تا ٣٠ بین آمری΄ایی متاهل سفیدپوست زنان بین از داده ها این

دارد: زیر به شرح متغیر ١٩ و مشاهده ٧۵٣ که است شده جمͽ آوری ١٩٧۵
اجباری کار نیروی ،١٩٧۵ سال در که است معنͬ بدین باشد، ١ برابر (اگر INLF •

است) بوده
(١٩٧۵ سال در کاری (ساعت های HOURS •

https://ideas.repec.org/p/boc/bocins/mroz.html


واقعͬ مثال های تحلیل ۵۴
سال) ۶ زیر (کودک k5 •

سال) ١٨ تا ۶ (کودکان k618 •
سال) حسب بر زنان (سن AGE •

مدرسه) در تحصیل (سال های EDUC •
درآمد) از ساعتͬ حقوق (برآورد WAGE •

(١٩٧۶ سال در شده گزارش حقوق (نرخ REPWAGE •
(١٩٧۵ سال در شوهر کاری (ساعات HUSHRS •

شوهر) (سن HUSAGE •
شوهر) مدرسه در تحصیل (سال های HUSEDUC •
(١٩٧۵ سال در شوهر ساعتͬ (حقوق HUSWAGE •

(١٩٧۵ سال در خانواده (درآمد FAMINC •
زنان) مالیات (نرخ MTR •

مادران)  مدرسه در تحصیل (سال های MOTHEDUC •
پدران) مدرسه در تحصیل (سال های FATHEDUC •

کشور) در بی΄اری (نرخ UNEM •
ͬ پذیرد) م را ١ مقدار کند، زندگͬ SMSA شهر در (اگر CITY •

کار) بازار (تجربه EXPER •
است) ((FAMINC - WAGE))/1000 با (برابر NWIFEINC •

به عنوان را ١٩٧۵ سال در زنان کاری ساعات ،HOURS متغیر ،(١٩٨٧) امرز مشابه
ماهیت به توجه با ،(٢٠١٢) هم΄اران و رحیم مانند ͬ گیریم. م نظر در ͺپاس متغیر
نظر در را اجباری کار به شاغل زنان به مربوط داده ها از بخشͬ فقط ،ͺپاس متغیر
پیشنهادی مدل داریم. جدید داده مجموعه در مشاهده ٢۴٨ بنابراین ͬ گیریم. م

است: زیر متغیرهای شامل



۵۵ PSID داده های مجموعه
AGE •

NWIFEINC •
K5 •

k618 •
( ͬ گیرد. م ١ مقدار باشد، بیشتر ١٢ از EDUC متغیر مقدار اگر ) WC •

( ͬ گیرد. م ١ مقدار باشد، بیشتر ١٢ از HUSEDUC متغیر مقدار اگر ) textschc •
UNEM •
EXPER •
MTR •

کردند پیشنهاد را زیر مدل آن ها
hours = wcβ١ + g(nwifeinc) +mtrβ٢ + experβ٣ + unemβ۴ + k۵β۵ + ageβ۶

+ k۶١٨β٧ + hcβ٨ + ϵ

(١ . ۴)
مقادیر (١٩٩٠) هم΄اران و هال است. ناپارامتری مولفه NWIFEINC متغیر اینجا در
جا این در آورند. به دست عددی روش های با تفاضلͬ روش در را D ماتریس بهینه
و هال پیشنهادی مقادیر اساس بر ͬ شود. م استفاده m = ۶ مرتبه تفاضلͬ روش از

،(١٩٩٠) هم΄اران
d = (٠ : ٠٩٠۶; ٠ : ١٩٢۶; ٠ : ١٣۶٩; ٠ : ١۶٣۵; ٠ : ١٩٢۵; ٠ : ٢٢٣٨; ٠ : ٩٢٠٠) (٢ . ۴)

ͬ شود. م ساخته D ماتریس نتیجه در و
خطاهای از برآوردی آوردن به دست برای تایی K متقابل اعتبارسنجͬ روش ادامه، در
به تصادفͬ به صورت را داده مجموعه روش، این در ͬ شود. م استفاده مدل پیش گویی
ͬ گذاریم، م کنار را مجموعه ها از ی΄ͬ ͬ کنیم. م تقسیم مساوی نسبتا زیرمجموعه K

باقیمانده مجموعه K−١ از و ͬ نامیم م آزمون مجموعه را آن که ،{(Xtest
D ,ytest

D

)} یعنͬ
برآوردگر ͬ کنیم. م استفاده مدل برازش برای ͬ نامیم م آموزشͬ مجموعه را آن ها که
در ͺپاس متغیر پیش گویی برای برازش شده مدل ͬ نامیم. م β̂

train را آمده به دست



واقعͬ مثال های تحلیل ۵۶
دوم توان اساس بر پیش گویی خطاهای سرانجام ͬ رود. م به کار آزمون داده مجموعه

یعنͬ ͬ آید. م به دست پیش گویی شده مقادیر از مشاهده شده مقادیر خطای
PEk

=
∥∥∥ytest

Dk − ŷtest
Dk

∥∥∥٢
; k = ١, . . . , K,

.ŷtest
Dk = Xtest

Dk β̂
train
Dk آن در که

محاسبه پیش گویی خظاهای و ͬ شود م تکرار زیرمجموعه K همه برای برآیند
تکرار بار N فرآیند متقابل، اعتبارسنجͬ تصادفͬ تغییرات دادن اثر برای ͬ شوند. م

ͬ شود م محاسبه زیر به صورت (APE) پیش گویی٢ خطای متوسط و ͬ شود م

APE =
١
N

N∑
i=١

( ١
K

K∑
k=١

PEk

i

)
,

روش است. تکرار امین i در آزمون مجموعه امین k پیش گویی خطای PEk

i که
است. آمده آ  . ١ . ٢ پیوست در مفصل تری طور به متقابل اعتبارسنجͬ

،β̂D−LASSO تفاضلͬ، مشتق پذیر برآوردگر لاسوی به نسبت β̂⋆ دلخواه برآوردگر کارایی
ͬ آید. م به دست زیر به صورت (Eff) کارایی٣ فرمول با

Eff(β̂⋆
; β̂

D−LASSO
) =

APE(β̂
D−LASSO

)

APE(β̂
⋆
)

.

رفتار β̂
⋆ برآوردگر از بهتر β̂

D−LASSO آن گاه باشد، بیشتر ١ از کارایی مقدار اگر
ͬ کند. م

ͬ دهد. م نشان N = ۵٠٠٠ به ازای را آن ها کارایی و برآوردگرها ٨ . ۴ جدول
شد. برده به کار (m = ۶) ششم مرتبه تفاضلͬ روش پارامتری،  قسمت برآورد برای
به ͬ شود. م استفاده hours متغیر برآورد برای hn = ١٫٢ پهنای با کرنل روش از اکنون
سپس و ͬ کنیم م برآورد تفاضلͬ روش با را پارامتر ابتدا ناپارامتری، مولفه برآورد منظور
ͬ کنیم م استفاده nwifeincروی Zi(β̂

∗
) = hoursi−x⊤

Diβ̂
∗ برازش برای را کرنل رهیافت

برآوردگرهای از ی΄ͬ β̂
∗ و xi = (exper,mtr,wc,age,unem,k۵,k۶١٨,hc) که

.(١ . ۴ (ش΄ل است تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی و تفاضلͬ لاسوی تفاضلͬ،
برای Eff مقدار که این به توجه با ͬ شود، م دیده ٨ . ۴ جدول در که طور همان
تفاضلͬ برآوردگر دو هر از کاراتر برآوردگر این است، ١٫١٢ تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی
ͬ باشد م پایان نامه این یافته های مهم ترین از ی΄ͬ نتیجه این است. تفاضلͬ لاسوی و
کاراتر برآوردگری تفاضلͬ مشتق پذیر لاسوی نیمه پارامتری مدل در ͬ دهد م نشان که

٢Average prediction error
٣Efficiency



۵٧ PSID داده های مجموعه

آن ها کارایی و برآوردگرها مقادیر :٨ . ۴ جدول
تفاضلͬ  مشتق پذیر لاسوی تفاضلͬ لاسوی تفاضلͬ متغیرها

٣١٫٨٧ ٢٣٫۵٧  ٣٠٫٢۶ exper
−٧٠٧٫١٨ −١٢١٣٫۵٠  −۴١۶٫٠٠ mtr
−١١٠٫۴٣ −۴۵٫۵۶ −۶٨٫٨۴ wc
−٨٫٧۵ −۵٫٩٢  −٨٫٣۶ age
−۴٫١٠ −٩٫١٩ −٩٫٨۵ unem

−١٣٩٫۴٢٨۴ −١٣٢٫١١ −١٢٨٫١ k۵
−٣۶٫١٨ −٢۵٫۵۶  −۴٣٫٠۶ k۶١٨

٢۴۴٣ ٠٫٠٠  ٢٢٫٢٢ hc
١٫١٢ ١٫٠۵ ١٫٠٠ Eff

خطای متوسط اساس بر متغیر انتخاب برای جریمه شده برآوردگرهای سایر به نسبت
است. مدل پیش·ویی



واقعͬ مثال های تحلیل ۵٨
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ناپارامتری تابع برآورد نمودار :١ . ۴ ش΄ل



آ  پیوست
اساسͬ قضایای و  تعاریف

مشاهدات کردن مرکزی آ  . ٠ . ١
ساده، خطͬ رگرسیون مدل در مشاهدات کردن مرکزی با ͬ دهیم م نشان قسمت این در
کم با ب·یرید. نظر در را (١ . ١) مدل کرد. حذف را β٠ مبدأ از عرض پارامتر اثر ͬ توان م

داریم خطͬ رگرسیون مدل طرفین از مشاهدات میانگین کردن
(yi − ȳ) + ȳ = β٠ + β(xi − x̄) + βx̄+ ϵi.

نتیجه در
(yi − ȳ) = (β٠ + βx̄− ȳ) + β(xi − x̄) + ϵi. (آ  . ١)

داریم (١ . ١) معادله از میانگین گری با همچنین
ȳ = β٠ + βx̄. (آ  . ٢)
ͬ شود م نتیجه (آ  . ١) در (آ  . ٢) معادله جای گذاری با

(yi − ȳ) = (β٠ + βx̄− β٠ − βx̄) + β(xi − x̄) + ϵi

۵٩



اساسͬ قضایای و ۶٠ تعاریف
= β(xi − x̄) + ϵi.

داده زیر رابطه با نهایی مدل صورت این در .x∗
i = (xi − x̄) و y∗i = (yi − ȳ) کنید فرض

ͬ شود م
y∗i = βx∗

i + ϵi (آ  . ٣)
طور به است. شده حذف مدل از β٠ اثر ͬ شود م مشاهده (آ  . ٣) مدل در که همانطور

کرد. حذف را β٠ اثر نیز چندگانه رگرسیون مدل در ͬ توان م مشابه
باشد. صحیح عدد ی p ≥ ١ و بردار ی x ∈ Rp کنید فرض .(Lp (نرم‐ آ  . ٠ . ١ تعریف

سپس
∥x∥p =

( n∑
i=١

|xi|p
) ١

p (آ  . ۴)

است واض ͬ شود. م نامیده x بردار از Lp نرم‐
∥x∥pp =

n∑
i=١

|xi|p (آ  . ۵)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به خطا تابع خطا). (تابع آ  . ٠ . ٢ تعریف
erfz =

٢√
π

∫ z

٠
exp{−t}٢dt

z = x
s

اگر و
erfcz =

٢√
π

∫ ∞

z

exp{−t}٢dt

داریم را زیر رابطه (٢٠١۴) سانچزا و رامیز از
١

x+
√
x٢ + ٢ < exp{x

s
}٢
∫ ∞

x
s

exp{−t}٢dt ≤ ١
x+

√
x٢ + ۴

π

٢√
π

e−(x
s
)٢

(x
s
) +

√
(x
s
)٢ + ٢ < erfc

(
x

s

)
≤ ٢√

π

e−(x
s
)٢

(x
s
) +

√
(x
s
)٢ + ۴

π

محدب تابع آ  . ١
که صورتͬ در ͬ گوییم م محدب را f : (a, b) → R تابع ،−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ کنیم فرض

باشیم: داشته ،٠ ≤ t ≤ ١ که t هر و x١, x٢ ∈ (a, b) عدد دو هر ازای به
∀x١, x٢ ∈ X, ∀t ∈ [٠, ١] : f(tx١ + (١ − t)x٢) ≤ tf(x١) + (١ − t)f(x٢).



۶١ محدب تابع
ͬ نامیم. م محدب اکیدا را f آن گاه برداریم را تساوی بالا تعریف در اگر

∀x١ ̸= x٢ ∈ X, ∀t ∈ (٠, ١) : f(tx١ + (١ − t)x٢) ≤ tf(x١) + (١ − t)f(x٢).

خاصیت ها:
R(x١, x٢) =

f(x١)− f(x٢)
x١ − x٢

(آ  . ۶)

∀x١, x٢ ∈ C : f

(
x١ + x٢٢

)
≤ f(x١) + f(x٢)٢ (آ  . ٧)

f(x) ≥ f(y) + f ′(y)(x− y) (آ  . ٨)

f(tx) = f(tx+ (١ − t)٠) ≤ tf(x) + (١ − t)f(٠) ≤ tf(x), ∀t ∈ [٠, ١]. (آ  . ٩)

f(a) + f(b) = f

(
(a+ b)

a

a+ b

)
+ f

(
(a+ b)

b

a+ b

)
≤ a

a+ b
f(a+ b) +

b

a+ b
f(a+ b) = f(a+ b) (آ  . ١٠)

تابع این داد نشان ͬ توان م باشد، مشتق پذیر f : (a, b) → R تابع چنانچه همچنین
این باشد، دوم مشتق دارای f چنانچه باشد. صعودی f ′ اگر تنها و اگر است محدب

. f ′′ ≥ ٠ اگر تنها و اگر است محدب f تابع که معناست بدان

تیلور سری آ  . ١ . ١
صورت این در ب·یرید. نظر در را Xn دنباله .(limsup) آ  . ١ . ١ تعریف

lim sup
n→∞

Xn = lim
n→∞

(
sup
m≥n

Xn

)
= lim

n→∞

(
supXn

)
= inf

n≥٠ supm≥n
Xn

= infsupXm : m ≥ n : n ≥ ٠
باشد. شده تعریف زیر صورت به Jn دنباله ی کرد فرض ͬ توان م معادل، طور به یا

Jn = sup

{
Xm : m ∈

{
n, n+ ١, n+ ٢, . . .}}

= ∪∞
m=nXn = Xn ∪Xn+١ ∪Xn+٢ ∪ . . .



اساسͬ قضایای و ۶٢ تعاریف
مجموعه های اجتماع Jn+١ زیرا است، (Jn ⊇ Jn+١) ناصعودی دنباله ی Jn دنباله
است برابر ها Xn اجتماع از دنباله این روی پایین کران بزرگترین است. Jn از کوچ΄تر

با
lim sup
n→∞

Xn = inf
{
sup
{
Xm : m ∈

{
n, n+ ١, n+ ٢, . . .}} : n ∈

{١,٢, . . .}}
= ∩∞

n=١(∪∞
m=nXm)

lim sup
n→∞

|Xn

Yn
| < اگر باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله دو Yn و Xn کنید فرض آ  . ١ . ٢. تعریف

.Xn = O(Yn) ͬ نویسیم م باشد کران دار |Xn

Yn
| عبارت ،n → ∞ اگر دی·ر عبارت به ∞

اگر باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله دو Yn و Xn کنید فرض آ  . ١ . ٣. تعریف
lim
n→∞

∣∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣∣ = ٠
.Xn = o(Yn) ͬ نویسیم م

عدد ی به آن آرگومان های وقتͬ را تابع ی حدی رفتار بزرگ O علامت ریاضیات در
را اجازه این کاربر به بزرگ O علامت ͬ کند م بیان را ͬ کند م میل نهایت بی به یا خاص
مختلف توابع بنابراین شود؛ متمرکز رشد نرخ روی بر تا کند ساده را تابع که ͬ دهد م
n برحسب را زیر تابع باشند. مشابه O علامت ی دارای ͬ توانند م ی΄سان رشد نرخ با

ب·یرید نظر در
T (n) = ۴n٢ − ۵n+ ٧

از تر نزدی بسیار n٢ جمله اندازه کند میل بی نهایت به مسأله این ورودی تعداد اگر
.T (n) ∈ O(n٢) یا T (n) = O(n٢) ͬ شود م گفته صورت این در بود. خواهد جمله ها دی·ر
اندازه چه تا متناهͬ هندسͬ سری ی که این دادن نشان برای معمولا ریاضیات در
استفاده علامت این از ناقص تیلور سری در خصوصا است نزدی نظر مورد تابع به

ͬ شود. م
.x ∈ R همچنین و باشد R روی حقیقͬ‐مقدار تابع ی f کنید فرض آ  . ١ . ۴. تعریف
(x− δ, x+ δ) بازه در p مرتبه ی تا پیوسته مشتق های دارای f تابع ها δ بعضͬ برای اگر

داریم صفر، به هم·را αn دنباله ی هر برای آن گاه باشد،
f(x+ αn) =

p∑
j=١

(
αj
n

j!

)
f (j)(x) + o(αp

n)

=

p∑
j=١

(
αj
n

j!

)
f (j)(x) +O(αp+١

n )



۶٣ محدب تابع

متقابل اعتبارسنجͬ روش آ  . ١ . ٢
پس هستند وابسته λ تنظیم کننده پارامتر به جریمه شده، های روش که است بدیهͬ
روش است. برخوردار زیادی اهمیت از جریمه تابع کارگیری به برای پارامتر این انتخاب
ͬ گیرد م قرار استفاده مورد بیشتر که روشͬ اما دارد وجود آن یافتن برای زیادی های
به λ مقدار بهترین تخمین برای روش این . است (CV) متقابل١ اعتبارسنجͬ روش
توان میانگین که کنیم پیدا طوری را λ پارامتر علاقه مندیم روش این در ͬ رود. م کار
در است ذکر به لازم باشد. داشته را مقدار کمترین (MPE) پیش·ویی٢ خطای دوم

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به MPE معیار (١ . ٣) مدل
MPE = E(y − ŷ)⊤(y − ŷ)

k به را داده ها ابتدا است. زیر صورت به متقابل اعتبار سنجͬ کار .ŷ = Xβ̂ آن در که
عنوان به گروه k − ١ و β̂ برازش عنوان به گروه ی ͬ کنیم. م تقسیم مساوی زیرگروه
محاسبه مشاهدات شده برازش مقدار خطای که ͬ شود م گرفته نظر در ŷ = β̂x ارزیابی
محاسبه خطاها این میانگین آخر در و ͬ شود م تکرار قسمت هر روی روند این ͬ شود. م
زیر صورت به CV معیار حالت این در ͬ گیرند. م نظر در n ١٠و ،۵ را k معمولا ͬ شود. م

ͬ شود م تعریف

CV (λ) =
١
n

i=١∑
n

(yi − ŷλ
−i)٢

مشاهدات گروه امین i گذاشتن کنار از پس شده برازش مقدار بیانگر Ŷλ
−i آن در که

مینیمم را معیار این که بود خواهد λیی با متناظر نظر مورد λ صورت این در است.
کند.

اعتبارسنجͬ معیار (١٩٧٩) واهبا و کروان است. گیر وقت بسیار CV (λ) محاسبه
کردند معرفͬ زیر صورت به CV (λ) برای جای·زینͬ عنوان به را (GCV ) ٣ تعمیم یافته

GCV (λ) =
(y − Ŷ λ)

⊤(Y − Ŷ λ)

n(١ − tr(A(λ))
n

)٢

پارامتر انتخاب است. A(λ) تصویر ماتریس تحت برازش شده مقادیر بردار Ŷλ آن، در که
بسیاری روش های است. جریمه شده رگرسیون در مدل برازش از مهمͬ بخش جریمه
برآوردگر که است این اساس بر کاربردی روش های مهمترین اما دارد وجود مورد این در

١Cross-validation
٢Mean prediction error
٣Generalized cross-validation



اساسͬ قضایای و ۶۴ تعاریف
منصفانه کند. پیش گویی را ͺپاس متغیر واقعͬ مقدار ͬ تواند م خوب چه قدر جریمه شده
داده  ها همان از دوباره و مدل برازش برای بار ی شود، استفاده دوبار داده ها از نیست

ͬ شود. م بیش برازشͬ به منجر کار، این پیش·ویی. دقت برآورد برای
ی از است. مجموعه دو به داده ها تقسیم بندی ͬ رسد، م به ذهن که ایده ای
شده استفاده (β∗ (مثلا جریمه شده برآوردگر برازش برای آموزش) (مجموعه مجموعه
خوب چه قدر Xβ∗ کمیت اینکه محاسبه برای آزمون) (مجموعه دی·ر مجموعه از و
داده ها تعداد به ندرت اما کند. پیش گویی را دی·ر مجموعه مشاهدات است توانسته
ی هر که به طوری کرد تقسیم قسمت دو به را آن ها بتوان که است زیاد آن قدر
روش رو، این از باشند. کافͬ جریمه پارامتر انتخاب برای به تنهایی مجموعه ها از

ͬ شود. م پیشنهاد متقابل اعتبارسنجͬ
ͬ شود. م تقسیم زیرمجموعه K به تصادفͬ به طور داده  ها متقابل، اعتبارسنجͬ در
K−١ ͬ گیرد، م خود به را آزمون مجموعه  نام که ͬ شود م گذاشته کنار زیرمجموعه ی
ͬ گردد. م استفاده مدل برازش برای و نامیده آموزشͬ مجموعه  باقیمانده، مجموعه 
آزمون داده  مجموعه  در ͺپاس متغیرهای پیش گویی به منظور شده برازش مدل سپس
مقادیر انحراف  دوم توان میانگین با پیش گویی خطاهای سرانجام، ͬ شود. م برده به کار
معمولا ͬ آیند. م به دست آزمون داده  مجموعه  در پیش گویی مقادیر از شده مشاهده

ͬ شود. م انتخاب K = ۵, ١٠, n

نیتز لایب قضیه آ  . ٢
قاعده از باید ب·یریم مشتق انتگرال، شامل تابعͬ از بخواهیم هرگاه انتگرال: مشتق
مشتق ͬ دهد. م ما به را انتگرال مشتق محاسبه فرمول مستقیماً که کنیم استفاده زیر

با: است برابر ∫ n(x)

m(x)
h(t)dt انتگرال

(∫ n(x)

m(x)

h(t)dt

)′

= m′(x).h(m(x))− n′(x).h(n(x)) (آ  . ١١)

کران هایی و h(t) مانند تک متغیره تابع ی با انتگرالͬ شامل که تابعͬ مشتق یعنͬ
مشتق با است برابر باشد پایین) (کران n(x) و بالا) (کران m(x) مانند x حسب بر
است شده جای·زین آن متغیر جای به بالا کران که انتگرال داخل تابع ضربدر بالا کران
آن متغیر جای به پایین کران که انتگرال داخل تابع ضربدر پایین کران مشتق منهای

باشد. شده جای·زین



۶۵ نیتز لایب قضیه
انتگرال مشتق آ  . ٢ . ١. مثال

f(x) =

∫ x٢+٣x
Ln(x)

٢t
٣ − t

dt (آ  . ١٢)

بیابید. را
حل.

f(x) =

∫ x٢+٣x
Ln(x)

٢t
٣ − t

dt

⇒ f ′(x) = (٣x٢ + ٢). ٢(x٣ + ٢x)
٣ − (x٣ + ٢x) −

١
x
.

٢Ln(x)
٣ − Ln(x)

دیفرانسیل پذیر توابعͬ v و u کنید فرض جزء). جزءبه گیری انتگرال (قضیه آ  . ٢ . ١ قضیه
ͬ شود م محاسبه زیر صورت به uv تابع دیفرانسیل صورت این در باشد

d(uv) = udv + vdu

نوشت زیر صورت به را آن ͬ توان م که
udv = d(uv)− vdu

داریم آن از انتگرال گیری از ∫پس
udv = uv −

∫
vdu (آ  . ١٣)

ͬ شود. م بیان ∫ vdu انتگرال برحسب ∫ udv انتگرال جزء، به جزء انتگرال گیری فرمول در
انتگرال محاسبه از ساده تر دوم انتگرال محاسبه است مم΄ن v و u مناسب انتخاب با
که ͬ شویم م رو به رو انتگرالͬ با وقتͬ است. همین در فرمول این اهمیت باشد. اول
را آن بتوانیم تا کنیم تبدیل دی·ری انتگرال به را آن باید کنیم، حل را آن ͬ توانیم نم

کنیم. حل

BIC و AIC معیار آ  . ٢ . ١
ͬ شود م تعریف زیر صورت به (AIC) آکائی معیار

AIC = −٢l + ٢p



اساسͬ قضایای و ۶۶ تعاریف
مدل در موجود رگرسیونͬ ضریب تعداد p و نمایی درست تابع ل·اریتم l آن، در که
برتری مجموعه زیر مدل های سایر بر کمتر، AIC با زیرمجموعه مدل هر ͬ باشد. م
BIC آنها معروف ترین که اند آمده پدید دی·ری معیارهای معیار، این از پس دارد.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به و است
BIC = −٢l + p ln(n)

است. نمونه حجم n آن، در که



ب پیوست
رایانه ای برنامه های از  گزیده ای

٢ . ١ نمودار

library(philentropy)

library(latex2exp)

X=seq(-2,2,0.05)

s = seq(0.0001,3,length.out = 1000)

F1 = function(x,s) sqrt((x^2)+s)

F2 = function(x,s) sqrt((x^2)+(s^2))

F3 = function(x,s) (x^2)/sqrt((x^2)+(s^2))

F4 = function(x,s) log(2+exp(-x/s)+exp(x/s))*s

F5 = function(x,s) x*(2*pnorm(x/s,0,1/sqrt(2),lower.tail = TRUE)-1)

D1 <- D2 <- D3 <- D4 <- D5 <- numeric(length(s))

for(i in 1:length(D1)){



رایانه ای برنامه های از ۶٨ گزیده ای
D1[i] = distance(rbind(abs(X),F1(X,s[i])), method = "euclidean")

D2[i] = distance(rbind(abs(X),F2(X,s[i])), method = "euclidean")

D3[i] = distance(rbind(abs(X),F3(X,s[i])), method = "euclidean")

D4[i] = distance(rbind(abs(X),F4(X,s[i])), method = "euclidean")

D5[i] = distance(rbind(abs(X),F5(X,s[i])), method = "euclidean")

}

plot(s,D1,type = "l",ylim = c(0,28),lwd = 1.5 , col = "black",ylab = "distance")

lines(s,D2,type = "l",lwd = 1.5 , col = "green")

lines(s,D3,type = "l",lwd = 1.5 , col = "blue")

lines(s,D4,type = "l",lwd = 1.5 , col = "purple")

lines(s,D5,type = "l",lwd = 2 , col = "red")

expression.legend = c(TeX("$\\sqrt{x^2+2}$"),TeX("$\\sqrt{x^2+s^2}$"),

TeX("$x^2/\\sqrt{x^2+s^2}$"),TeX("$\\log(2+exp(-x/s)+exp(x/s))s)$"),

TeX("$x(2 \\Phi(x/s,0,1/\\sqrt{2})-1)$"))

legend(0.05,28,expression.legend , col = c("black","green","blue","purple","red"),

lwd = c(1.5,1.5,1.5,1.5,2), lty = 1)

x = seq(-1,1,BY = 0.05)

x2= function(x) x^2

s1 = 0.01

f1 = function(x) x*(2*pnorm(x/s1,0,1/sqrt(2))-1)

s2=2/sqrt(pi)

f2=function(x) x*(2*pnorm(x/s2,0,1/sqrt(2))-1)

curve(f2,-1,1,col = "red",lwd = 2,xlab = "x" ,ylab = "p(x,s)",ylim = c(0,1.1))

curve(f1, -1,1,col = "orange" , lwd = 2, add= TRUE)

curve(x2, -1,1,col = "blue" , lwd = 1.5,add = TRUE)

curve(abs(x),-1,1,col="black",lwd=2,add=TRUE , lty = 3)

expression.legend = c(TeX("$x(2 \\Phi(x/s,0,1/\\sqrt{2})-1), s = 2/\\sqrt{\\pi}$"),

TeX("$x(2 \\Phi(x/s,0,1/\\sqrt{2})-1), s = 0.01$"),TeX("$x^2$"),TeX("$|x|$"))
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legend(-0.5,1,col=c("red","green","blue","black"), expression.legend,

lty = c(1,1,1,3),lwd=c(2,2,1.5,2),text.width = 0.7)

٢ . ٢ نمودار
library(latex2exp)

thresholding.function <- function(beta,s = 0.01){

.5*(2*pnorm(beta/s,0,1/sqrt(2))-1+2*(beta/s)*dnorm(beta/s,0,1/sqrt(2)))

+ beta }

f.inv <- inverse(thresholding.function, -1,1)

y.vec = seq(-1.5,1.5,0.01)

D = numeric(length(y.vec))

for(i in 1:length(y.vec))

D[i] = f.inv(y.vec[i])

plot(y.vec,D, type = "l",lwd = 2 , xlab = TeX("$x_i$") ,

ylab = TeX("$\\hat{\\beta}_i"))

title(TeX("$ s = 0.01 (lasso) $"))

abline(a = 0 , b = 1 , lty = 3)

abline(h = 0, lty = 2)

abline(v = -0.5, lty = 2)

abline(v = 0.5, lty = 2)

thresholding.function <- function(beta,s = 0.5){

.5*(2*pnorm(beta/s,0,1/sqrt(2))-1+2*(beta/s)*dnorm(beta/s,0,1/sqrt(2))) + beta

}

f.inv <- inverse(thresholding.function, -1,1)

y.vec = seq(-1.5,1.5,0.01)

D = numeric(length(y.vec))

for(i in 1:length(y.vec))
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D[i] = f.inv(y.vec[i])

plot(y.vec,D, type = "l",lwd = 2 , xlab = TeX("$x_i$") ,

ylab = TeX("$\\hat{\\beta}_i"))

title(TeX("$ s = 0.5 $"))

abline(a = 0 , b = 1 , lty = 3)

abline(h = 0, lty = 2)

abline(v = -0.5, lty = 2)

abline(v = 0.5, lty = 2)

thresholding.function <- function(beta,s = 1){

.5*(2*pnorm(beta/s,0,1/sqrt(2))-1+2*(beta/s)*dnorm(beta/s,0,1/sqrt(2)))

+ beta }

f.inv <- inverse(thresholding.function, -1,1)

y.vec = seq(-1.5,1.5,0.01)

D = numeric(length(y.vec))

for(i in 1:length(y.vec))

D[i] = f.inv(y.vec[i])

plot(y.vec,D, type = "l",lwd = 2 , xlab = TeX("$x_i$") ,

ylab = TeX("$\\hat{\\beta}_i"))

title(TeX("$ s = 1 (ridge) $"))

abline(a = 0 , b = 1 , lty = 3)

abline(h = 0, lty = 2)

abline(v = -0.5, lty = 2)

abline(v = 0.5, lty = 2)

thresholding.function <- function(beta,s = 20){

.5*(2*pnorm(beta/s,0,1/sqrt(2))-1+2*(beta/s)*dnorm(beta/s,0,1/sqrt(2))) + beta

}

f.inv <- inverse(thresholding.function, -2,2)
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y.vec = seq(-1.5,1.5,0.01)

D = numeric(length(y.vec))

for(i in 1:length(y.vec))

D[i] = f.inv(y.vec[i])

plot(y.vec,D, type = "l",lwd = 2 , xlab = TeX("$x_i$") ,

ylab = TeX("$\\hat{\\beta}_i"))

title(TeX("$ s = 20 (OLS) $"))

abline(a = 0 , b = 1 , lty = 3)

abline(h = 0, lty = 2)

abline(v = -0.5, lty = 2)

abline(v = 0.5, lty = 2)

٢ . ٣ نمودار
library(MASS)

library(DLASSO)

library(ncvreg)

library(glmnet)

library(msgps)

library(rms)

library(lasso2)

#Senario 1

sigm2 = 3

s = sqrt(sigm2)

p = 8

beta = matrix(c(3,1.5,0,0,2,0,0,0),nr = 8, nc = 1)

Sigma = matrix(0,nr = p, nc = p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma[i,j] = 0.5^(abs(i-j))



رایانه ای برنامه های از ٧٢ گزیده ای
}

}

n = 240 #number of observations

mu = rep(0,p)

X = mvrnorm(n , mu = mu, Sigma = Sigma)

X.train = X[1:40,]

X.test = X[41:240,]

N.Sim = 50

DLASSO.mat <- OLS.mat <- ridge.mat <- lasso.mat <-enet.mat <-

SCAD.mat <- matrix(0,nr = p, nc = N.Sim)

for(i.sim in 1:N.Sim){

e = rnorm(n,mean = 0, sd = 1) #error

e.train = e[1:40]

e.test = e[41:240]

y.train = X.train%*%beta + s*e.train

y.train <- c(y.train)

y.test = X.test%*%beta + s*e.test

dLasso = dlasso(x=X.train,y=y.train,adp = FALSE , s = 0.01)

DLASSO.mat[,i.sim] = coef(dLasso)[,4]

ridge=cv.glmnet(x=X.train,y=y.train,alpha = 0)

ridge.mat[,i.sim] = coef(ridge,s = ridge$lambda.min)[-1]

lasso=fit <- msgps(X.train,y.train)

lasso.mat[,i.sim]=coef(lasso)[-1,4]

enet=msgps(X.train,y.train,penalty="enet",alpha=0.5)

enet.mat[,i.sim]=coef(enet)[-1,4]

scad = cv.ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD")

SCAD.mat[,i.sim]<-ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD",

lambda = scad$lambda.min)$beta[-1]

ols = lm(y.train ~ X.train -1)

OLS.mat[,i.sim] = coef(ols)
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}

y.ols <- y.scad <- y.dlasso <- y.enet <- y.lasso <-

y.ridge <- matrix(0, nr = 200, nc = N.Sim)

for(i.test in 1:N.Sim){

y.ols[,i.test] <- X.test %*% OLS.mat[,i.test]

y.scad[,i.test] <- X.test %*% SCAD.mat[,i.test]

y.dlasso[,i.test] <- X.test %*% DLASSO.mat[,i.test]

y.enet[,i.test] <- X.test %*% enet.mat[,i.test]

y.lasso[,i.test] <- X.test %*% lasso.mat[,i.test]

y.ridge[,i.test] <- X.test %*% ridge.mat[,i.test]

}

MSE <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

for(i.mse in 1:N.Sim){

MSE[i.mse,1] <- sum((y.ols[,i.mse]-y.test)^2)/200 #OLS

MSE[i.mse,2] <- sum((y.ridge[,i.mse]-y.test)^2)/200 #ridge

MSE[i.mse,3] <- sum((y.dlasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #DLASSO

MSE[i.mse,4] <- sum((y.lasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #lasso

MSE[i.mse,5] <- sum((y.enet[,i.mse]-y.test)^2)/200 #enet

MSE[i.mse,6] <- sum((y.scad[,i.mse]-y.test)^2)/200 #scad

}

colnames(MSE)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE,ylim = c(2,6))

MSE.beta <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

S.X <- cov(X)

for(i.mse.beta in 1:N.Sim){

MSE.beta[i.mse.beta,1] <- t(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta)#OLS

MSE.beta[i.mse.beta,2] <- t(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta) #ridge
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MSE.beta[i.mse.beta,3] <- t(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta) #DLASSO

MSE.beta[i.mse.beta,4] <- t(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta) #lasso

MSE.beta[i.mse.beta,5] <- t(enet.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(enet.mat[,i.mse.beta]-beta) #enet

MSE.beta[i.mse.beta,6] <- t(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta) #scad

}

colnames(MSE.beta)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE.beta,ylim = c(0,3))

#Senario 2

sigm2 = 3

s = sqrt(sigm2)

p = 8

beta2=rep(0.5,8)

Sigma = matrix(0,nr = p, nc = p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma[i,j] = 0.5^(abs(i-j))

}

}

n = 240 #number of observations

mu = rep(0,p)

X = mvrnorm(n , mu = mu, Sigma = Sigma)

X.train = X[1:40,]

X.test = X[41:240,]

N.Sim = 50
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DLASSO.mat <- OLS.mat <- ridge.mat <- lasso.mat <-enet.mat <-SCAD.mat <-

matrix(0,nr = p, nc = N.Sim)

for(i.sim in 1:N.Sim){

e = rnorm(n,mean = 0, sd = 1) #error

e.train = e[1:40]

e.test = e[41:240]

y.train = X.train%*%beta2 + s*e.train

y.train <- c(y.train)

y.test = X.test%*%beta2 + s*e.test

dLasso = dlasso(x=X.train,y=y.train,adp = FALSE , s = 0.01)

DLASSO.mat[,i.sim] = coef(dLasso)[,4]

ridge=cv.glmnet(x=X.train,y=y.train,alpha = 0)

ridge.mat[,i.sim] = coef(ridge,s = ridge$lambda.min)[-1]

lasso=fit <- msgps(X.train,y.train)

lasso.mat[,i.sim]=coef(lasso)[-1,4]

enet=msgps(X.train,y.train,penalty="enet",alpha=0.5)

enet.mat[,i.sim]=coef(enet)[-1,4]

scad = cv.ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD")

SCAD.mat[,i.sim]<-ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD",

lambda = scad$lambda.min)$beta[-1]

ols = lm(y.train ~ X.train -1)

OLS.mat[,i.sim] = coef(ols)

}

y.ols <- y.scad <- y.dlasso <- y.enet <- y.lasso <- y.ridge <-

matrix(0, nr = 200, nc = N.Sim)

for(i.test in 1:N.Sim){

y.ols[,i.test] <- X.test %*% OLS.mat[,i.test]

y.scad[,i.test] <- X.test %*% SCAD.mat[,i.test]

y.dlasso[,i.test] <- X.test %*% DLASSO.mat[,i.test]

y.enet[,i.test] <- X.test %*% enet.mat[,i.test]

y.lasso[,i.test] <- X.test %*% lasso.mat[,i.test]
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y.ridge[,i.test] <- X.test %*% ridge.mat[,i.test]

}

MSE <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

for(i.mse in 1:N.Sim){

MSE[i.mse,1] <- sum((y.ols[,i.mse]-y.test)^2)/200 #OLS

MSE[i.mse,2] <- sum((y.ridge[,i.mse]-y.test)^2)/200 #ridge

MSE[i.mse,3] <- sum((y.dlasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #DLASSO

MSE[i.mse,4] <- sum((y.lasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #lasso

MSE[i.mse,5] <- sum((y.enet[,i.mse]-y.test)^2)/200 #enet

MSE[i.mse,6] <- sum((y.scad[,i.mse]-y.test)^2)/200 #scad

}

colnames(MSE)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE,ylim = c(2,6))

MSE.beta <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

S.X <- cov(X)

for(i.mse.beta in 1:N.Sim){

MSE.beta[i.mse.beta,1] <- t(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta2)%*%S.X%*%

(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta2) #OLS

MSE.beta[i.mse.beta,2] <- t(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta2)%*%S.X%*%

(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta2) #ridge

MSE.beta[i.mse.beta,3] <- t(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta2)%*%S.X%*%

(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta2) #DLASSO

MSE.beta[i.mse.beta,4] <- t(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta2)%*%S.X%*%

(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta2) #lasso

MSE.beta[i.mse.beta,5] <- t(enet.mat[,i.mse.beta]-beta2)%*%S.X%*%

(enet.mat[,i.mse.beta]-beta2) #enet

MSE.beta[i.mse.beta,6] <- t(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta2)%*%S.X%*%

(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta2) #scad

}

colnames(MSE.beta)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")



٧٧
boxplot(MSE.beta,ylim = c(0,4))

#########################################

#Senario 3

sigma3=15

s=sqrt(sigma3)

p=15

beta1=c(1,2,3,4,5)

beta2=rep(0.5,5)

beta3=rep(0,5)

beta=matrix(c(beta1,beta2,beta3),nr=p,nc=1)

Sigma = matrix(0,nr = p, nc = p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma[i,j] = 0.5^(abs(i-j))

}

}

n = 240 #number of observations

mu = rep(0,p)

X = mvrnorm(n , mu = mu, Sigma = Sigma)

X.train = X[1:40,]

X.test = X[41:240,]

N.Sim = 50

DLASSO.mat <- OLS.mat <- ridge.mat <- lasso.mat <-enet.mat <-SCAD.mat <-

matrix(0,nr = p, nc = N.Sim)

for(i.sim in 1:N.Sim){

e = rnorm(n,mean = 0, sd = 1) #error

e.train = e[1:40]

e.test = e[41:240]

y.train = X.train%*%beta + s*e.train
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y.train <- c(y.train)

y.test = X.test%*%beta + s*e.test

dLasso = dlasso(x=X.train,y=y.train,adp = FALSE , s = 0.01)

DLASSO.mat[,i.sim] = coef(dLasso)[,4]

ridge=cv.glmnet(x=X.train,y=y.train,alpha = 0)

ridge.mat[,i.sim] = coef(ridge,s = ridge$lambda.min)[-1]

lasso=fit <- msgps(X.train,y.train)

lasso.mat[,i.sim]=coef(lasso)[-1,4]

enet=msgps(X.train,y.train,penalty="enet",alpha=0.5)

enet.mat[,i.sim]=coef(enet)[-1,4]

scad = cv.ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD")

SCAD.mat[,i.sim]<-ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD",

lambda = scad$lambda.min)$beta[-1]

ols = lm(y.train ~ X.train -1)

OLS.mat[,i.sim] = coef(ols)

}

y.ols <- y.scad <- y.dlasso <- y.enet <- y.lasso <-

y.ridge <- matrix(0, nr = 200, nc = N.Sim)

for(i.test in 1:N.Sim){

y.ols[,i.test] <- X.test %*% OLS.mat[,i.test]

y.scad[,i.test] <- X.test %*% SCAD.mat[,i.test]

y.dlasso[,i.test] <- X.test %*% DLASSO.mat[,i.test]

y.enet[,i.test] <- X.test %*% enet.mat[,i.test]

y.lasso[,i.test] <- X.test %*% lasso.mat[,i.test]

y.ridge[,i.test] <- X.test %*% ridge.mat[,i.test]

}

MSE <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

for(i.mse in 1:N.Sim){

MSE[i.mse,1] <- sum((y.ols[,i.mse]-y.test)^2)/200 #OLS

MSE[i.mse,2] <- sum((y.ridge[,i.mse]-y.test)^2)/200 #ridge
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MSE[i.mse,3] <- sum((y.dlasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #DLASSO

MSE[i.mse,4] <- sum((y.lasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #lasso

MSE[i.mse,5] <- sum((y.enet[,i.mse]-y.test)^2)/200 #enet

MSE[i.mse,6] <- sum((y.scad[,i.mse]-y.test)^2)/200 #scad

}

colnames(MSE)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE,ylim = c(15,40))

MSE.beta <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

S.X <- cov(X)

for(i.mse.beta in 1:N.Sim){

MSE.beta[i.mse.beta,1] <- t(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta) #OLS

MSE.beta[i.mse.beta,2] <- t(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta) #ridge

MSE.beta[i.mse.beta,3] <- t(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta) #DLASSO

MSE.beta[i.mse.beta,4] <- t(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta) #lasso

MSE.beta[i.mse.beta,5] <- t(enet.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(enet.mat[,i.mse.beta]-beta) #enet

MSE.beta[i.mse.beta,6] <- t(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta) #scad

}

colnames(MSE.beta)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE.beta,ylim = c(0,20))

#########################################

#Senario 4

sigm2 = 3

s = sqrt(sigm2)

p = 300

u=rep(c(3,1.5,0,0,2,0),c(1,1,1,1,1,295))
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beta = matrix(u,nr = 300, nc = 1)

Sigma = matrix(0,nr = p, nc = p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma[i,j] = 0.5^(abs(i-j))

}

}

n = 240 #number of observations

mu = rep(0,p)

X = mvrnorm(n , mu = mu, Sigma = Sigma)

X.train = X[1:40,]

X.test = X[41:240,]

N.Sim = 50

DLASSO.mat <- OLS.mat <- ridge.mat <- lasso.mat <-enet.mat <-

SCAD.mat <- matrix(0,nr = p, nc = N.Sim)

for(i.sim in 1:N.Sim){

e = rnorm(n,mean = 0, sd = 1) #error

e.train = e[1:40]

e.test = e[41:240]

y.train = X.train%*%beta + s*e.train

y.train <- c(y.train)

y.test = X.test%*%beta + s*e.test

dLasso = dlasso(x=X.train,y=y.train,adp = FALSE , s = 0.01)

DLASSO.mat[,i.sim] = coef(dLasso)[,4]

ridge=cv.glmnet(x=X.train,y=y.train,alpha = 0)

ridge.mat[,i.sim] = coef(ridge,s = ridge$lambda.min)[-1]

lasso=fit <- msgps(X.train,y.train)

lasso.mat[,i.sim]=coef(lasso)[-1,4]

enet=msgps(X.train,y.train,penalty="enet",alpha=0.5)



٨١
enet.mat[,i.sim]=coef(enet)[-1,4]

scad = cv.ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD")

SCAD.mat[,i.sim]<-ncvreg(X.train,y.train,penalty = "SCAD",

lambda = scad$lambda.min)$beta[-1]

ols = lm(y.train ~ X.train -1)

OLS.mat[,i.sim] = coef(ols)

}

y.ols <- y.scad <- y.dlasso <- y.enet <- y.lasso <-

y.ridge <- matrix(0, nr = 200, nc = N.Sim)

for(i.test in 1:N.Sim){

y.ols[,i.test] <- X.test %*% OLS.mat[,i.test]

y.scad[,i.test] <- X.test %*% SCAD.mat[,i.test]

y.dlasso[,i.test] <- X.test %*% DLASSO.mat[,i.test]

y.enet[,i.test] <- X.test %*% enet.mat[,i.test]

y.lasso[,i.test] <- X.test %*% lasso.mat[,i.test]

y.ridge[,i.test] <- X.test %*% ridge.mat[,i.test]

}

MSE <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

for(i.mse in 1:N.Sim){

MSE[i.mse,1] <- sum((y.ols[,i.mse]-y.test)^2)/200 #OLS

MSE[i.mse,2] <- sum((y.ridge[,i.mse]-y.test)^2)/200 #ridge

MSE[i.mse,3] <- sum((y.dlasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #DLASSO

MSE[i.mse,4] <- sum((y.lasso[,i.mse]-y.test)^2)/200 #lasso

MSE[i.mse,5] <- sum((y.enet[,i.mse]-y.test)^2)/200 #enet

MSE[i.mse,6] <- sum((y.scad[,i.mse]-y.test)^2)/200 #scad

}

colnames(MSE)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE,ylim = c(2,22))



رایانه ای برنامه های از ٨٢ گزیده ای

MSE.beta <- matrix(0, nr = N.Sim, nc = 6)

S.X <- cov(X)

for(i.mse.beta in 1:N.Sim){

MSE.beta[i.mse.beta,1] <- t(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(OLS.mat[,i.mse.beta]-beta)#OLS

MSE.beta[i.mse.beta,2] <- t(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(ridge.mat[,i.mse.beta]-beta) #ridge

MSE.beta[i.mse.beta,3] <- t(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(DLASSO.mat[,i.mse.beta]-beta) #DLASSO

MSE.beta[i.mse.beta,4] <- t(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(lasso.mat[,i.mse.beta]-beta) #lasso

MSE.beta[i.mse.beta,5] <- t(enet.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(enet.mat[,i.mse.beta]-beta) #enet

MSE.beta[i.mse.beta,6] <- t(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta)%*%S.X%*%

(SCAD.mat[,i.mse.beta]-beta) #scad

}

colnames(MSE.beta)<- c("OLS","Ridge","DLASSO","LASSO","ENET","SCAD")

boxplot(MSE.beta,ylim = c(0,20))

٣ . ١ ش΄ل
n = 2000

t = numeric(n)

for(i in 1:n){

t[i] = (i - 0.5)/n

}

f = function(x)

sqrt(x*(1-x))*sin((2.1*pi)/(x+0.05))

f <- Vectorize(f)

f.t = matrix(f(t),nc = 1)

plot(t,f.t,type = "l",xlab = "t", ylab = "f")



٨٣
٣ . ٢ ش΄ل

library(mvtnorm)

library(DLASSO)

library(KernSmooth)

n = 100

p = 5

N.sim = 1000

beta = matrix(c(1.5,2,3,-5,4),nc = 1)

mu = c(-2,1,2,3,2)

Sigma = matrix(c(0.81,0.4,0.3,-0.2,-0.1,0.4,2.25,0.4,0.3,-0.2,

0.3,0.4,1,0.4,0.3,-0.2,0.3,0.4,0.64,0.4,

-0.1,-0.2,0.3,0.4,0.49), nr = 5 , nc = 5 , byrow = TRUE)

X = rmvnorm(n,mean = mu, sigma = Sigma)

t = numeric(n)

for(i in 1:n){

t[i] = (i - 0.5)/n }

f = function(x)

sqrt(x*(1-x))*sin((2.1*pi)/(x+0.05))

f <- Vectorize(f)

f.t = matrix(f(t),nc = 1)

V = matrix(0, nr = n, nc = n)

for(i in 1:n){

for(j in 1:n){

V[i,j] = (1/n)^(abs(i-j)+1) } }

sigma.e = 0.01

S.V = sigma.e * V



رایانه ای برنامه های از ٨۴ گزیده ای
mu.e = rep(0,n)

d = c(0.8873,-0.3099,-0.2464,-0.1901,-0.1409)

m = length(d) -1

I.nm <- diag(1,n-m,n-m)

D = matrix(0,nr = (n-m), nc = n)

for(i in 1:(n-m)){

D[i,i:(i+m)] <- d }

DLS.mat <- DDLASSO.mat <- matrix(0,nr = p,nc = N.sim)

e.DLS <- e.DDLASSO <- matrix(0,nr = n, nc = N.sim)

for(i.sim in 1:N.sim){

e = matrix(rmvnorm(1,mu.e,S.V),nc = 1)

y = X%*%beta + f.t + e

y.D = D %*% y

X.D = D %*% X

V.D = D %*% S.V %*% t(D)

C.D = t(X.D)%*%solve(V.D)%*%X.D

DLS.mat[,i.sim] = solve(C.D)%*%t(X.D)%*%solve(V.D)%*%y.D

dLasso = dlasso(x=X.D,y=y.D,adp = FALSE , s = 0.01)

DDLASSO.mat[,i.sim] = coef(dLasso)[,4]

e.DLS[,i.sim] <- y - X%*%DLS.mat[,i.sim]

e.DDLASSO[,i.sim] <- y - X%*%DDLASSO.mat[,i.sim] }

R.DLS <- R.DDLASSO <- numeric(N.sim)

for(i.sim in 1:N.sim){

R.DLS[i.sim] <- t(DLS.mat[,i.sim]-beta)%*%(DLS.mat[,i.sim]-beta)

R.DDLASSO[i.sim] <- t(DDLASSO.mat[,i.sim]-beta)%*%(DDLASSO.mat[,i.sim]-beta)}



٨۵

R<-cbind(R.DLS,R.DDLASSO)

colnames(R)<- c("DGLSE","DDLASSO")

boxplot(R)

٣ . ٣ ش΄ل
library(mvtnorm)

library(DLASSO)

library(KernSmooth)

n = 2000

p = 5

beta = matrix(c(1.5,2,3,-5,4),nc = 1)

mu = c(-2,1,2,3,2)

Sigma = matrix(c(0.81,0.4,0.3,-0.2,-0.1,

0.4,2.25,0.4,0.3,-0.2,

0.3,0.4,1,0.4,0.3,

-0.2,0.3,0.4,0.64,0.4,

-0.1,-0.2,0.3,0.4,0.49),

nr = 5 , nc = 5 , byrow = TRUE)

X = rmvnorm(n,mean = mu, sigma = Sigma)

t = numeric(n)

for(i in 1:n){

t[i] = (i - 0.5)/n }

f = function(x)

sqrt(x*(1-x))*sin((2.1*pi)/(x+0.05))

f <- Vectorize(f)

f.t = matrix(f(t),nc = 1)

V = matrix(0, nr = n, nc = n)

for(i in 1:n){



رایانه ای برنامه های از ٨۶ گزیده ای
for(j in 1:n){

V[i,j] = (1/n)^(abs(i-j)+1) } }

sigma.e = 0.01

S.V = sigma.e * V

mu.e = rep(0,n)

d = c(0.8873,-0.3099,-0.2464,-0.1901,-0.1409)

m = length(d) -1

I.nm <- diag(1,n-m,n-m)

D = matrix(0,nr = (n-m), nc = n)

for(i in 1:(n-m)){

D[i,i:(i+m)] <- d }

e = matrix(rmvnorm(1,mu.e,S.V),nc = 1)

y = X%*%beta + f.t + e

y.D = D %*% y

X.D = D %*% X

V.D = D %*% S.V %*% t(D)

C.D = t(X.D)%*%solve(V.D)%*%X.D

DLS = solve(C.D)%*%t(X.D)%*%solve(V.D)%*%y.D

dLasso = dlasso(x=X.D,y=y.D,adp = FALSE , s = 0.01)

DDLASSO = coef(dLasso)[,4]

e.DLS <- y - X%*%DLS.mat[,i.sim]

e.DDLASSO <- y - X%*%DDLASSO.mat[,i.sim]

x <- as.matrix(seq(0,1,length = n))



٨٧
y.DLS <- as.matrix(e.DLS[,1])

plot(x,y.DLS, xlab = " ", ylab = " ")

fit.DLS <- locpoly(x,y.DLS,bandwidth = dpill(x,y),degree = 1)

plot(fit.DLS, type = "l", xlab = " ", ylab = " ")

y.DDLASSO <- as.matrix(e.DDLASSO[,1])

plot(x,y.DDLASSO, xlab = " ", ylab = " ")

fit.DDLASSO <- locpoly(x,y.DDLASSO,bandwidth = dpill(x,y),degree = 1)

plot(fit.DDLASSO, type = "l", xlab = " ", ylab = " ")

١ . ۴ جدول
library(lasso2)

data("Prostate")

summary(Prostate)

٣ . ۴ و ٢ . ۴ جدول های
library(lasso2)

library(DLASSO)

library(glmnet)

library(msgps)

library(ncvreg)

data("Prostate")

summary(Prostate)

attach(Prostate)

prostate = as.data.frame(Prostate)

prostate[,1:8] = scale(prostate[,1:8])



رایانه ای برنامه های از ٨٨ گزیده ای
prostate[,9] = scale(prostate[,9],scale = FALSE)

x = as.matrix(prostate[,-9])

y = as.matrix(prostate[,9])

dLasso = dlasso(x,y, adp = FALSE, s = 0.001)

AIC.dlasso = dLasso[which(dLasso[,3] == min(dLasso[,3])),3]

BIC.dlasso = dLasso[which(dLasso[,5] == min(dLasso[,5])),5]

AIC.dlasso

BIC.dlasso

DLASSO = coef(dLasso)[,2]

DLASSO

fit.lasso <- glmnet(x, y, family="gaussian", alpha=1)

fit.lasso.cv <- cv.glmnet(x, y, type.measure="mse", alpha=1,

family="gaussian")

lasso = coef(fit.lasso,s = fit.lasso.cv$lambda.min)

lasso

tLL <- fit.lasso$nulldev - deviance(fit.lasso)

k <- fit.lasso$df

n <- fit.lasso$nobs

AICc <- -tLL+2*k+2*k*(k+1)/(n-k-1)

min(AICc)

BIC<-log(n)*k - tLL

min(BIC)

y = as.vector(y)

enet=msgps(x,y,penalty="enet",alpha=0.001)

summary(enet)



٨٩
enet=coef(enet)[-1,4]

enet

scad = cv.ncvreg(x,y,penalty = "SCAD")

SCAD<-ncvreg(x,y,penalty = "SCAD",lambda = scad$lambda.min)$beta[-1]

summary(scad)

SCAD

۵ . ۴ و ۴ . ۴ جدول های
library(lasso2)

library(DLASSO)

library(glmnet)

library(msgps)

library(ncvreg)

data("Prostate")

summary(Prostate)

attach(Prostate)

prostate = as.data.frame(Prostate)

prostate[,1:8] = scale(prostate[,1:8])

prostate[,9] = scale(prostate[,9],scale = FALSE)

x = as.matrix(prostate[,-9])

y = as.matrix(prostate[,9])

dLasso = dlasso(x,y, adp = FALSE, s = 1)

AIC.dlasso = dLasso[which(dLasso[,3] == min(dLasso[,3])),3]

BIC.dlasso = dLasso[which(dLasso[,5] == min(dLasso[,5])),5]

AIC.dlasso

BIC.dlasso

DLASSO = coef(dLasso)[,2]

DLASSO



رایانه ای برنامه های از ٩٠ گزیده ای

ridge=cv.glmnet(x,y,alpha = 0)

ridge = coef(ridge,s = ridge$lambda.min)[-1]

tLL <- ridge$nulldev - deviance(ridge)

k <- fit.lasso$df

n <- fit.lasso$nobs

AICc <- -tLL+2*k+2*k*(k+1)/(n-k-1)

min(AICc)

BIC<-log(n)*k - tLL

min(BIC)

ridge

۵ . ۴ و ۴ . ۴ جدول های
library(lasso2)

library(DLASSO)

library(glmnet)

library(msgps)

library(ncvreg)

data("Prostate")

summary(Prostate)

attach(Prostate)

prostate = as.data.frame(Prostate)

prostate[,1:8] = scale(prostate[,1:8])

prostate[,9] = scale(prostate[,9],scale = FALSE)

x = as.matrix(prostate[,-9])

y = as.matrix(prostate[,9])



٩١

dLasso = dlasso(x,y, adp = FALSE, s = 100)

AIC.dlasso = dLasso[which(dLasso[,3] == min(dLasso[,3])),3]

BIC.dlasso = dLasso[which(dLasso[,5] == min(dLasso[,5])),5]

AIC.dlasso

BIC.dlasso

DLASSO = coef(dLasso)[,2]

DLASSO

ols = lm(y ~ x -1)

ols

AIC(ols)

BIC(ols)

٨ . ۴ جدول

setwd("E:/R")

library(haven)

library(latex2exp)

library(DLASSO)

library(msgps)

devtools::install_github('stefano-meschiari/latex2exp')

mroz <- read_dta("mroz.dta")

attach(mroz)

data = as.data.frame(subset(mroz, inlf == 1))

data$wc <- ifelse(data$educ > 12,1,0)

data$hc <- ifelse(data$huseduc > 12,1,0)

attach(data)

data.new <- subset(data, select= c(hours,age,nwifeinc,kidslt6,kidsge6,

exper,unem,mtr,wc,hc))



رایانه ای برنامه های از ٩٢ گزیده ای
n <- nrow(data.new)

p <- ncol(data.new)-2

d = c(0.9302,-0.1965,-0.1728,-0.1506,-0.1299,-0.1107,-0.0930,-0.0768)

m = length(d) -1

I.nm <- diag(1,n-m,n-m)

D = matrix(0,nr = (n-m), nc = n)

for(i in 1:(n-m)){

D[i,i:(i+m)] <- d

}

y = data.new$hours

X = as.matrix(data.new[,-c(1,3)])

y.D = D %*% y

X.D = D %*% X

colnames(X.D) <- c("age","k5","k618","exper","unem","mtr","wc","hc")

colnames(y.D) <- "hours"

B.D = solve(t(X.D)%*%M %*% X.D)%*%t(X.D)%*%M %*%y.D

B.LSO = msgps(X.D,y.D,alpha = 0)

B.LSO=coef(B.LSO)[-1,4]

dLasso = dlasso(X.D,y.D, adp = FALSE, s = 0.001)

B.DLSO = coef(dLasso)[,2]

d = c(0.9200,-0.2238,-0.1925,-0.1635,-0.1369,-0.1926,-0.0906)

# d = c(0.9302,-0.1965,0.1728,-0.1506,-0.1299,-0.1107,-0.0930,-0.0768)

m = length(d) -1



٩٣
alpha=0.05

N.cv<-500

k<-10 #k-fold cross validation

PE.D.mat=PE.LSO.mat=PE.DLSO.mat=matrix(0,nc=k,nr=N.cv)

for(j in 1:N.cv){

data.new$id<-rep(1:k,length=n)

data.new$id<-sample(data.new$id)

list <- 1:k

for(i.cv in 1:k){

train<-subset(data.new, id %in% list[-i.cv])

test<-subset(data.new, id %in% list[i.cv])

X.train = as.matrix(train[,-c(1,3,11)])

y.train<-as.matrix(train[,1])

n.train <- nrow(X.train)

I.train.nm <- diag(1,n.train-m,n.train-m)

D.train = matrix(0,nr = (n.train-m), nc = n.train)

for(i in 1:(n.train-m)){

D.train[i,i:(i+m)] <- d

}

y.train.D = D.train %*% y.train

X.train.D = D.train %*% X.train

colnames(X.train.D) <- c("age","k5","k618","exper","unem","mtr","wc","hc")

colnames(y.train.D) <- "hours"

X.test<-as.matrix(test[,-c(1,3,11)])

y.test<-as.matrix(test[,1])

n.test <- nrow(X.test)

D.test = matrix(0,nr = (n.test-m), nc = n.test)

for(i in 1:(n.test-m)){

D.test[i,i:(i+m)] <- d

}

y.test.D = D.test %*% y.test



رایانه ای برنامه های از ٩۴ گزیده ای
X.test.D = D.test %*% X.test

colnames(X.test.D) <- c("age","k5","k618","exper","unem","mtr","wc","hc")

colnames(y.test.D) <- "hours"

p = ncol(X.train.D)

M.train = I.train.nm

- X.train.D %*% solve(t(X.train.D)%*%X.train.D)%*%t(X.train.D)

B.D = solve(t(X.train.D)%*%M.train %*% X.train.D)%*%t(X.train.D)%*%M.train

%*%y.train.D

PE.D.mat[j,i.cv]<-drop(t(X.test.D%*%B.D -y.test.D)%*%(X.test.D%*%B.D -y.test.D))

y.train.D <- as.vector(y.train.D)

B.LSO = msgps(X.train.D,y.train.D,alpha = 0)

B.LSO=coef(B.LSO)[-1,4]

PE.LSO.mat[j,i.cv]<-t(X.test.D%*%B.LSO -y.test.D)

%*%(X.test.D%*%B.LSO -y.test.D)

dLasso = dlasso(X.train.D,y.train.D, adp = FALSE, s = 0.001)

B.DLSO = coef(dLasso)[,2]

PE.DLSO.mat[j,i.cv]<-t(X.test.D%*%B.DLSO -y.test.D)%*%(X.test.D%*%B.DLSO - y.test.D)

}

}

PE.D=apply(PE.D.mat,1,mean)

PE.LSO.mat=apply(PE.LSO.mat,1,mean)

PE.DLSO=apply(PE.DLSO.mat,1,mean)



٩۵

result1=cbind(mean(PE.D),mean(PE.LSO),mean(PE.DLSO))

result2=cbind(sd(PE.D),sd(PE.LSO),sd(PE.DLSO))/sqrt(N.cv)

result=rbind(result1,result2)

colnames(result)<-c("FM","SM","PT","JS","PR")

rownames(result)<-c("mean","sd")

result[,1]/result
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Abstract

In regression analysis if the number of explanalory variables is lange. estimation of
parameters with least squares method is not relevant and one must use penalized estima-
tors.
On of the most efficient penalized estimators is the LASSO. This estimator is not dif-
ferentiable at zero and hence not normally distributed. In this dissertation we study the
performance of a differentiable LASSO which has asymptotic normal distribution. whit
some simutation studies and real data analyses, we evaluate the performanc of this esti-
mator along with a difference-based differentiable LASSO.

Keywords:Differentiable LASSO Estimator, Difference Estimator,Penalty Function, High
Dimensional Penalized Regression
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