


ریاضͬ علوم دانش΄ده
عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

دیفرانسیل معادلات سیستم های حل
روش های با خطͬ تأخیری عددیجبری و تحلیلͬ

امرایی امین نگارنده:
راهنما استاد

قوتمند مهدی دکتر
مشاور استاد

فروش مس علͬ دکتر
١٣٩٧ تیر



ৎقدم৮ଘدروماభم:
وردگاراฅඖଡࣥواৣمड़وীشانراభراهସتૼنൈॣید॰د،ণیاه࣒موୀଡایدণھای
ࣣࡾمدهਮوسা.یدارمਖঙජ໑،ت॥ࣇخارૼناभایاୀهتلاش৴هشانീয ඇඒه
ॺଽࡗهشࢁච໋ඟارشانباॵموষสهیࠫمراభࠝصاید॥تরودিشانبఴذراৣم.

ॺࡗهز৯د౷ࣂࡣت. راୁرනවرଌناঃیدویاورॺభࡗه شࢁඟوণپاس೯دا

د



سپاس گزاری...

تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که جلاله و جل را خدای مر ستایش و سپاس
ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او ح΄مت انوار و است
بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود ما بر را علم درهای و شناساند
تحقیق پروردگار، یاری به که حال بیازماید. معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف
دکتر آقای جناب گرامیم استاد زحمات از ͬ دانم م لازم خود بر رسیده پایان به حاضر
مش΄ل بسیار نامه پایان این تامین ایشان های راهنمایی بدون که چرا قوتمند مهدی

نمایم. تش΄ر مینمود،

امرایی امین
١٣٩٧ تیر
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نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی امرایی امین اینجانب
جبری دیفرانسیل معادلات سیستم های حل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ
ͬ شوم: م متعهد قوتمند مهدی راهنمایی تحت ، عددی و تحلیلͬ روش های با خطͬ تأخیری
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
امرایی امین
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده
دیفرانسیل معادلات با متناظر اولیه مقدار مسائل عددی و تحلیلͬ حل به نامه پایان این در
با متناظر اولیه مقدار مسئله کلͬ حالت در است. شده پرداخته علتͬ غیر تأخیری خطͬ جبری
متناظر جبری دیفرانسیل معادلات است مم΄ن علتͬ غیر تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات
خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات همان اما باشد، حل پذیر فرد به منحصر نه و مربعͬ نه آن با
برنامه های از بسیاری در مربعͬ غیر سیستم های چنین باشند. حل پذیر فرد به منحصر تاخیری
خودکار طور به اضافͬ معادلات و شرایط علت به دینامی΄ͬ سیستم های برای ویژه به کاربردی
یا معین فرا دستگاه ی ساخت به منجر سازی شبیه افزار های نرم و سازی مدل طریق از
فرمول یا ‐کوتا رانگ مانند عددی روش های با معادلات این عددی حل ͬ شوند. م معین فرو
عددی روش های که این برای بنابراین باشد، نداشته درستͬ نتیجه است مم΄ن پسرو تفاضلͬ
نمود سازی منظم را معادلات نوع این باید شوند اعمال معادلات نوع این برای خوبی به
اندیس از تعمیمͬ ادامه در نمود. حل عددی روش هر با را شده منظم معادلات به توان تا
ͬ کنیم م معرفͬ دارد نام غرابت اندیس که را معین فرو و معین فرا دستگاه های برای مشتق
غرابت اندیس مفهوم از و ͬ بریم م کار به معین فرو جبری دیفرانسیل معادلات برای را آن و
سازگاری، شرایط و کرد خواهیم استفاده نیز تاخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات برای
پایان در ͬ آوریم. م دست به آن از استفاده با را دستگاه حل پذیری فرد به منحصر و همواری
غیر تاخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تاخیری و خنثͬ نوع دو وعددی تحلیلͬ حل به

ͬ پردازیم. م علتͬ

معادلات تأخیری، جبری دیفرانسیل معادلات جبری، دیفرانسیل معادلات کلیدی: کلمات
غرابت. اندیس آرایه ای، مشتق گام ها، روش تأخیری، دیفرانسیل

ز



مطالب فهرست
ک تصاویر فهرست
١ اساسͬ مفاهیم و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا و تعاریف ١ . ٣
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی منظم و ارزی هم ١ . ٣ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق اندیس ١ . ٣ . ٢

١١ متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی منظم و هم ارزی ٢ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غرابت اندیس روش ٢ . ٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٢ . ٢ . ١

٣١ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣۴ تفاضلͬ معادلات و جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری دیفرانسیل معادلات ٣ . ٢ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفاضلͬ معادلات ٣ . ٢ . ٢
۴٢ . . خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣ . ٣

۵١ متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل ٢ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . علتͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات ٢ . ١ . ۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گام ها روش ٢ . ٢ . ۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ خطͬ DDAE مشخصه خواص ٢ . ٣ . ۴

ط



مطالب فهرست ی
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . DDAE برای گام ها روش تعمیم ۴ . ٢ . ۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرایه ای مشتق ٣ . ۴
٧۶ . . . . . . . . . تأخیری  جبری دیفرانسیل معادلات عددی حل ٣ . ١ . ۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتیجه گیری ۴ . ۴

٨١ (١) ال·وریتم کد آ
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣ . ١ . ۴) مثال آ. ١

٨٧ ͽمراج
٩١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٩٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
٩۵ نمایه



تصاویر فهرست
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵٠ . ۴) برای مطلق خطای و عددی حل ١ . ۴

ک



١ فصل
اساسͬ مفاهیم و مقدمات

مقدمه ١ . ١
مدل معینͬ مسئله بیان برای است لازم پزش΄ͬ و مهندسͬ علوم، شاخه های از بسیاری در
مجهول تابع ی شامل معادلاتͬ به صورت ریاضͬ مدل های این اغلب شود. ساخته ریاضͬ
دیفرانسیل معادلات را معادلاتͬ چنین هستند. مستقل متغیر های به نسبت آن مشتقات و

است: زیر صورت به n مرتبه معمول١ͬ دیفرانسیل معادله ی کلͬ ش΄ل ͬ نامند. م

F (t, x, ẋ, . . . , x(n)) = ٠,

،ẋ, ẍ, . . . , x(n) آن در و ͬ کند م بیان را آن مشتقات و x(t) تابع و t مستقل متغیر بین رابطه که
است. x(t) تابع اول مشتق n

باشند،  مقید مختلف روش های به یا باشند شرایطͬ دارای مذکور معادلات که مواردی در
قید ها این توصیف برای جبری معادلات شامل دیفرانسیل، معادلات بر علاوه آن ها ریاضͬ مدل
DAE با را آن اختصار به و ͬ گویند م جبری٢ دیفرانسیل معادلات معادلات، دسته این به است.

1Ordinary Differential Equation
2Differential-Algeberaic Equation



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ٢
است: زیر صورت به معادلات این کلͬ حالت ͬ دهند. م نشان
F (t, x, ẋ, . . . , x(n)) = ٠,
g(t, x, . . . , x(n), z) = ٠,

ساخته ٣ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات شود اضافه معادلات نوع این به تاخیر قید اگر حال
نشان DDAE با اختصار به که تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات دقیق تر صورت به ͬ شود. م
سه به معادلات این تاخیری باشند. قیود و جبری قیود شامل که هستند معادلاتͬ ͬ دهند، م
خنثͬ نوع دو روی نامه پایان این تمرکز ͬ شوند. م بندی دسته پیشرفته و خنثͬ تاخیری، نوع

است. تاخیری و

تاریخچه ١ . ٢
رانگ و ۶ پسرو تفاضلات فرمول های یعنͬ عددی، روش دو ۵ پتزولد و ۴ آشر ١٩٩۵ سال در
اندیس با هسنبرگ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات حل برای را شده تصویر ضمنͬ کوتای
دیفرانسیل معادلات حل برای ٨ محلͬ هم  روش های از ٧ هابر ١٩٩٧ سال در کردند. ارائه ٢ و ١
پتزولد و ٩ زو ١٩٩٨ سال در .[٢۶] نمود استفاده ٢ و اندیس١ با دیرکرد نوع از تاخیری جبری
.[۴۶] دادند قرار بررسͬ مورد را هسنبرگ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات مجانبی پایداری
تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات حل و اندیس کاهش برای را روش دو ١٠ باکر ٢٠٠٢ سال در
است عباراتͬ با دیفرانسیل معادلات در جبری متغیر های جای·ذاری اول، روش .[۴] کرد ارائه
دیفرانسیل معادلات سیستم مناسب، شرایط در ترتیب این به ͬ آید. م بدست قید معادلات از که
ͬ باشد، م تاخیری دیفرانسیل معادلات همان که صفر اندیس با سیستمͬ به تاخیری جبری
سیستم ترتیب این به که ͬ باشد م قید معادلات از مشتق گیری دی·ر روش ͬ شود. م تبدیل

ͬ شود. م تبدیل تاخیری دیفرانسیل سیستم به تاخیری جبری دیفرانسیل

قضایا و تعاریف ١ . ٣
شود. بیان DAE معادلات از کلͬ فرم است لازم ابتدا

3Delay Differential-Algeberaic Equation
4Ascher
5Petzold
6Backward difference
7Huber
8Collection methods
9Zhu
10Baker



٣ قضایا و تعاریف
فرم به معادلات دستگاه ی .١ . ٣ . ١ تعریف

F (ẋ(t), x(t), t) = ٠ (١ . ١)
و باز مجموعه های Dẋ,Dx ⊆ Cn و است فشرده فاصله ی I ⊆ R که F ∶ Dẋ × Dx × I → Cm با
متغیر x ∶ I→ Cn آن در که ͬ شود. م نامیده جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه ی ،n,m ∈ N

ͬ شوند. م نامیده مستقل متغیر t ∈ I و حالت
است. جبری معادلات و دیفرانسیل معادلات شامل  DAE ͬکل فرم که کنید توجه

ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به ثابت ضرایب با خطͬ DAE معادلات •
Eẋ(t) = Ax(t) + f(t) (١ . ٢)

است. f ∶ I→ Cm و E,A ∈ Cm×n آن در که
فرم به متغیر ضرایب با DAE خطͬ معادلات •

E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t) (١ . ٣)
است. f ∶ I→ Cm و E,A ∶ I→ Cm×n آن در که ͬ باشد م

اولیه شرط دارای (١ . ٢) معادله اگر .١ . ٣ . ٢ تعریف
x(t٠) = x٠ (۴ . ١)

داده نشان (IVP) با اختصار به و ͬ شود م نامیده اولیه١١ مقدار مسئله باشد، x٠ ∈ Cn و t٠ ∈ I با
ͬ شود. م

و پیوسته x اگر ͬ شود م نامیده (١ . ١) معادله جواب ی x ∶ I → Cn تابع .١ . ٣ . ٣ تعریف
و باشد (١ . ١) معادله از جواب ی x اگر کند. صدق (١ . ١) در t ∈ I هر برای و باشد مشتق پذیر
نامیده (١ . ١)‐(۴ . ١) اولیه مقدار مسئله جواب ی آن گاه کند صدق نیز (۴ . ١) اولیه شرط در

ͬ شود. م
جواب ی x اگر ͬ شود، م نامیده سازگار (١ . ١) معادله برای y ∈ Cn مقادیر .۴ . ١ . ٣ تعریف

باشیم: داشته t ∈ I برای و باشد (١ . ١) معادله
x(t) = y.

‐(۴ . ١) اولیه مقدار مسئله جواب ی اگر ͬ شود م نامیده سازگار (۴ . ١) در x٠ اولیه مقدار مسئله
باشد. داشته وجود (١ . ١)

11Initial Value Problem



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ۴

سازی منظم و ارزی هم ١ . ٣ . ١
از  P ماترس ضرب با آن گاه باشند، نامنفرد١٢ ماتریس های Q ∈ Cn×n Pو ∈ Cm×m کنید فرض

ͬ شد: م حاصل زیر نتیجه x = Qx̃ متغیر تغییر و (١ . ٢) معادله در چپ سمت
E ˙̃x(t) = Ax(t)+f(t)⇔ PE ˙̃x(t) = PAx(t)+Pf(t)⇔ PEQ ˙̃x(t) = PAQx̃(t)+Pf(t) (۵ . ١)
شود: تبدیل زیر فرم به ثابت ضرایب با دی·ری خطͬ DAE به ͬ تواند م (١ . ٢) معادله بنابراین

Ẽ ˙̃x(t) = Ãx̃(t) + f̃(t), Ẽ = PEQ, Ã = PAQ, f̃(t) = Pf(t) (۶ . ١)
دارد. وجود متناظر جواب فضای بین ١٣ی به ی تناظر ی x = Qx̃ رابطه ی که در کنید توجه
به منحصر و وجود به نسبت ،(١ . ٢) اصلͬ معادله جای به (١ . ۶) را معادله ͬ توانیم م رو این  از

دهیم. قرار بررسͬ مورد جواب ها فردی
نامیده ١۴ قوی هم ارز (Ei,Ai) ∈ Cm,n × Cm,n, i = ١,٢ ماتریس های زوج .۵ . ١ . ٣ تعریف

که طوری به باشند داشته وجود P ∈ Cm,m,Q ∈ Cn,n نامنفرد ماتریس های اگر ͬ شود، م
E٢ = PE١Q, A٢ = PA١Q.

هم ارزی رابطه ی ی ،۵ . ١ . ٣ درتعریف شده معرفͬ رابطه ی که داد نشان ͬ توان م تذکر:
ͬ شود. م بررسͬ ارزی هم این تعدی و تقارنͬ انعکاسͬ، خاصیت ادامه در که است

.(E,A) ∼ (E,A) آنگاه باشد Q = In و P = Im اگر انعکاسͬ؛ •
نامنفرد Q و P که باشد، A٢ = PA١Q و E٢ = PE١Q و (E٢,A٢) ∼ (E١,A١) اگر تقارنͬ؛ •

داریم لذا و A١ = P −١A٢Q−١ و E١ = P −١E٢Q−١ نوشت ͬ توان م پس هستند،
(E١,A١) ∼ (E٢,A٢).

با (E١,A١) ∼ (E٣,A٣) آن گاه (E٢,A٢) ∼ (E٣,A٣) و (E١,A١) ∼ (E٢,A٢) اگر تعدی؛ •
که: طوری به دارد وجود Pi,Qi ،i = ١,٢ نامنفرد ماتریس های

E٣ = P٢E٢Q٢, A٣ = P٢A٢Q٢, E٢ = P١E١Q١, A٢ = P١A١Q١,

داریم: لذا
E٣ = P٢P١E١Q١Q٢, A٣ = P٢P١A١Q١Q٢,

بنابراین
(E١,A١) ∼ (E٣,A٣),

12nonsingular
131-to-1 correspondence
14Strong equivalence



۵ قضایا و تعاریف
m = n اگر ͬ شود م نامیده منظم (E,A)ماتریس زوج ،E,A ∈ Cm×n کنید فرض .۶ . ١ . ٣ تعریف
صورت این غیر در باشد. صفر مخالف det(λE −A) که طوری به باشد داشته وجود λ ی و

ͬ شود. م نامیده منفرد (E,A)ماتریس زوج
آنگاه باشند، هم ارز قویاً منظم ماتریس زوج ی با ،E,A ∈ Cm,n که (E,A) زوج اگر .١ . ٣ . ١ لم

است.  منظم (E,A) زوج
داریم: لذا هستند. نامنفرد P,Q که A٢ = PA١Q و E٢ = PE١Q کنید فرض برهان.

p٢(λ) = det(λE٢ −A٢) = det(λPE١Q − PA١Q) = detP det(λE١ −A١)detQ = c × p١(λ)

است. c ≠ ٠ آن در که
باشد داشته وجود v ∈ N ی اگر ͬ شود م نامیده پوچ توان A ∈ Cn,n ماتریس .١ . ٣ . ٧ تعریف

ͬ شود. م نامیده A توان پوچ اندیس v عدد .Av−١ ≠ ٠ و Av = ٠ که
به است کانونی فرم ی تعیین بعدی گام بالا، در شده تعریف هم ارزی رابطه کم به
به ادامه در بنابراین، کرد. تعیین آسانͬ به بتوان را DAE متناظر معادله ͬ های ویژگ که طوری
است، مرتبط کرونکر١۶ و ١۵ وایرشتراس اساسͬ کار آثار به که ماتریس زوج کانونی فرم بیان

ͬ دهیم. م شرح را DAEها متناظر معادلات حل پذیری نتایج و ͬ پردازیم م
نامنفرد ماتریس صورت این در ،A ∈ Cn,n کنید فرض جردن١٧). کانونی (فرم ١ . ٣ . ١ قضیه

که: طوری به دارد وجود P ∈ Cn,n

P −١AP = diag(J١, . . . , Jk), Ji =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λi ١
λi ⋱

⋱ ١
λi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Cmi×mi ,

داریم که طوری به اند ثابت اعداد Jiها آن در که
k

∑
i=١

mi = n.

[۴۴] برهان.
(E,A) زوج که طوری به E,A ∈ Cn×n کنید فرض وایرشتراس١٨). کانونی (فرم ١ . ٣ . ٢ قضیه
با N ∈ Cn−d×n−d توان پوچ ماتریس و J ∈ Cd×d جردن ماتریس صورت این در باشد، منظم

15Weierstraß
16Kronecker
17Jordan canonical form(JCF)
18Weierstraß canonical form (WCF)



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ۶
با هم ارز (E,A) قویاً که طوری به دارد وجود است جردن کانونی فرم در که ٠ ≤ d ≤ n ،d ∈ N

زوج
(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Id ٠
٠ N

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

J ٠
٠ In−d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
),

باشد.
[٣١] برهان.

E,A ∈ Cn×n کنید فرض ب·یرید. نظر در را (۴ . ١) اولیه شرایط با (١ . ٢) معادله .١ . ٣ . ٣ قضیه
به باشند داشته وجود P,Q ∈ Cn×n نامنفرد ماتریس های هم چنین و باشد منظم زوج (E,A) و

زیر صورت به وایرشتراس کانونی فرم به (E,A) منظم زوج تبدیل با که طوری

PEQ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I ٠
٠ N

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, PAQ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

J ٠
٠ I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Pf =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̃١
f̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

و
Q−١x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١
x̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q−١x٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١,٠
x̃٢,٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

آن گاه ،f ∈ Cv(I,Cn) و باشد N ماتریس پوچ توانͬ اندیس  v کنید فرض هم چنین باشد،
قراراند: بر زیر گزاره های

است. پذیر حل زیر عمومͬ جواب با (١ . ٢) معادله . ١

x = Q

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١
−∑v−١

i=٠ N if̃
(i)
٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(١ . ٧)

است. ˙̃x١ = Jx̃١ + f̃١ معادله جواب x̃١ که
اگر تنها و اگر است سازگار (۴ . ١) اولیه شرط . ٢

x̃٢,٠ = −
v−١
∑
i=٠

N if̃
(i)
٢ (t٠),

است. ناتهͬ سازگار، اولیه مقادیر مجموعه  خاص، طور به
فرد به منحصر جواب ی سازگار اولیه مقادیر با (١ . ٢)‐(۴ . ١) اولیه مقدار مسئله هر . ٣

ͬ کند. م صدق x̃١(t٠) = x̃١,٠ اولیه شرط در که دارد (١ . ٧)
[٣١] برهان.

صورت: این در باشد. منفرد (E,A) زوج که طوری به E,A ∈ Cm×n کنید فرض .۴ . ١ . ٣ قضیه



٧ قضایا و تعاریف
هم·ن اولیه مقدار مسئله ،λ ∈ C تمام برای rank(λE −A) < n اگر . ١

Eẋ = Ax, x(t٠) = ٠,

‐(۴ . ١) متناظر هم·ن اولیه مقدار مسئله جواب بنابراین، است. غیربدیهͬ جواب دارای
نیست. فرد به منحصر (١ . ٢)

f دلخواه هموار ناهم·ونͬ ی آن گاه (m > n) ،rank(λE − A) = n ،λ ∈ C برای اگر . ٢
f برای (١ . ٢) معادله اگر نیست. پذیر حل (١ . ٢) متناظر معادله که طوری به دارد وجود
مقدار هر برای (١ . ٢)‐(۴ . ١) متناظر اولیه مقدار مسئله آنگاه باشد، پذیر حل شده داده

است. حل پذیر فرد به منحصر طور به سازگار اولیه

[٣١] برهان.

مشتق اندیس ١ . ٣ . ٢
اندیس خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات حل در رایج اندیس روش های از ی΄ͬ حاضر حال در
است.  F (ẋ, x, t) = ٠ فرم به خطͬ غیر DAE معادلات برای آن تعمیم ی که است مشتق١٩
معادله .[١۵] است DAE جبری معادلات از گیری مشتق برای کمبل٢٠ ایده از ناشͬ کار این
از بزرگ سیستم ی l ∈ N٠ رتبه ی تا آن مشتقات تمام و F (ẋ, x, t) = ٠ فرم به DAE خطͬ غیر

ͬ شود. م زیر تعریف به منجر که ͬ کند م تولید را معادلات

F ∶ (ẋ, x, t) → F (ẋ, x, t) کنید فرض .(DAE متورم معادلات یا آرایه ای (مشتق ١ . ٣ . ٨ تعریف
فرم به l ≤ s و l ∈ N٠ با l مرتبه آرایه ای مشتق باشد، s ∈ N و Cs(Cn ×Cn × I,Cm) در تابع ی

ͬ شود: م تعریف زیر

F١(x, ẋ, . . . , x(l+١), t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F (ẋ, x, t)
d
dtF (ẋ, x, t)

⋮
dl

dtl
F (ẋ, x, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

F (ẋ, x, t) = ٠ معادله  به توجه با DAE متناظر متورم معادلات یا آرایه ای مشتق بنابراین،
ͬ آیند. م دست به F١(x, ẋ, . . . , x(l+١), t) = ٠ توسط

19Differentiation index (d-index)
20Campbell



اساسͬ مفاهیم و مقدمات ٨
صورت به (Eẋ = Ax+f)ثابت ضرایب با DAE خطͬ معادلات برای آرایه ای مشتق .١ . ٣ . ١ مثال

است: زیر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E ٠ ٠ ⋯

−A E ٠ ⋯

٠ −A E ⋯

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

ẍ

⋮

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A ٠ ٠ ⋯

٠ ٠ ٠ ⋯

٠ ٠ ٠ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

ẋ

⋮

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f

ḟ

⋮

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

است: زیر صورت به ثابت ضرایب با DAE خطͬ معادلات برای l مرتبه معادلات آرایه ای مشتق و
Ml.żl = Nl.zl + gl,

آن در که

(Ml)i,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E i = j

−A i = j + ١
٠ صورت این درغیر

, (Nl)i,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

A i = j = ١
٠ صورت این درغیر

i, j = ٠, . . . , l

(zl)j = x(j), (gl)j = f (j), j = ٠, . . . , l
ͬ شود. م نامیده متورم زوج Ml,Nl ∈ Cm(l+١),n(l+١) با (Ml,Nl)ماتریس زوج و

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به آرایه ای، مشتق اساس بر مشتق اندیس
حل DAE ی (١ . ١) معادله کنید فرض .(ODE اصلͬ معادله ، مشتق (اندیس ١ . ٣ . ٩ تعریف
و w = (ẍ, . . . , x(l+١)) که l مرتبه از مشتق آرایه ای متناظر معادله F١(x, ẋ,w, t) و باشد  پذیر
صورت (در vd ∈ N٠ عدد کوچ  ترین باشد. شده گرفته نظر در ẋ جبری متغیر عنوان به y

سازگار مقادیر تمام برای Fvd(x, y,w, t) = ٠ و (x, t)توسط فرد به منحصر y که آن  برای وجود)،
معادله با ͬ شود. م نامیده (١ . ١) معادله از (d − index) مشتق اندیس شود، تعیین y = Φ(x, t)

است. ẋ = Φ(x, t) صورت به ODE اصلͬ معادله y = ẋ

ͬ شود. م تبدیل ODE فرم به چ·ونه DAE ی که دید ͬ توان م مشتق اندیس با دی·ر عبارت به
شده بررسͬ فرد به منحصر جواب های با مربعͬ سیستم های برای فقط مشتق اندیس مفهوم
که شود تبدیل ODE معادله به ͬ تواند نم دلخواه، جواب مؤلفه ی با DAE این رو از است.

.[٣١] است حل پذیر اولیه سازگار مقادیر برای فرد به منحصر
هم هسته و هم دامنه باشد، E ∈ Cm×n کنید فرض هم دامنه٢٢). (هم هسته٢١و ١ . ٣ . ١٠ تعریف

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به E ماتریس
corange(E) = kerE∗, cokernel(E) = range(E∗),

21cokernel
22corange



٩ قضایا و تعاریف
یعنͬ است. ker(E) متعامد م΄مل coker(E) که ͬ دهد م نشان تعریف این تذکر:

ker(E)⊕ coker(E) = Cn,

یعنͬ است. range(E) متعامد م΄مل corange(E) و
rang(E)⊕ corange(E) = Cm.

n و معادلات تعداد m که m×n خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه ی .١ . ٣ . ١١ تعریف
دستگاه باشد کمتر مجهولات از معادلات تعداد اگر ب·یرید. نظر در را است، مجهولات تعداد

ͬ شود. م نامیده معین فرا دستگاه باشد مجهولات از بیشتر معادلات تعداد اگر و معین فرو





٢ فصل
با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات

متغیر ضرایب

ثابت ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات برای که قوی کانونͬ فرم ابتدا فصل این در
گسترش متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات برای را شد مطرح قبل فصل در
فرو خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات برای را غرابت١ اندیس آن از استفاده با سپس و ͬ د  هیم م
بررسͬ را مذکور  روش پذیری حل شرایط همچنین و ͬ کنیم م معرفͬ متغیر ضرایب با معین

ب·یرید: نظر در را زیر فرم به متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ͬ کنیم. م

E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t) (٢ . ١)

زیر باشد: اولیه شرایط با همراه است مم΄ن و f ∈ C(I,Cm),E,A ∈ C(I,Cm×n) آن در که

x(t٠) = x٠, t٠ ∈ I, x٠ ∈ Cn. (٢ . ٢)

1strangeness



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ١٢

سازی منظم و هم ارزی ٢ . ١
اگر که شود ایجاد ابهام این است مم΄ن ب·یرید، نظر در را E,A ∈ C(I,Cm×n) ماتریس توابع
اولیه مقدار مسئله (١ . ٣ . ٣) قضیه طبق باشد منظم t ∈ I تمام برای (E(t),A(t))ماتریس زوج
مقدار مسئله که ͬ کند نم تضمین همواره بودن منظم مفهوم است. حل پذیر فرد به منحصر
ͬ دهیم. م شرح را مطلب این مثال دو با ادامه در باشد. حل پذیر فرد به منحصر طور به اولیه

ب·یرید: درنظر را زیر خطͬ جبری دیفرانسیل معادله .٢ . ١ . ١ مثال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t t٢
−١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ ٠
٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

ͬ کنیم م بررسͬ را بودن منظم شرط ابتدا

det(λE(t) −A(t) = det
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−λt + ١ −λt٢
−λ λt + ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= (−λt + ١)(λt + ١) + λ٢t٢ = ١,

تابع c(t٠) = ٠ با c ∈ C(I,C) هر برای حال این با است. منظم لذا det ≠ ٠ ،t ∈ I تمام برای چون

x(t) = c(t)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t

١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

زیرا است، x(t٠) = ٠ اولیه شرط با E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) اولیه مقدار مسئله جواب

E(t)ẋ(t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t t٢
−١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ċ(t)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t

١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ c(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t

−١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
c(t) = A(t)x(t),

نیست. حل پذیر فرد به منحصر طور به ولͬ است، منظم اولیه مقدار مسئله رو، این از
ب·یرید: درنظر را زیر خطͬ جبری دیفرانسیل معادله .٢ . ١ . ٢ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ −t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ t

٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t)
f٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

داریم: صورت این در

det(λE(t) −A(t)) = det
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ −t

λ −λt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −λt + λt = ٠,

معادله دو اصلͬ، معادله از x = [x١ x٢]
T با است. منفرد (E(t),A(t)) زوج لذا det = ٠ چون

ͬ آوریم: م بدست را زیر
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

٠ = −x١(t) + tx٢(t) + f١(t),
ẋ١ − tẋ٢(t) = f٢(t),



١٣ سازی منظم و هم ارزی
جای·ذاری و معادله این از گیری مشتق با ͬ شود، م نتیجه x١(t) = tx٢(t)+ f١(t) اول معادله از
x١(t) اول معادله در جای·ذاری با .x٢(t) = f٢(t) − f١(t) ͬ آید م بدست x٢(t) دوم، معادله در

ͬ شود: م نتیجه زیر صورت به
x١(t) = tf٢(t) − tḟ١(t) + f١(t),

آوردیم دست به فرد به منحصر جواب ی بنابراین

x(t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tf٢(t) − tḟ١(t) + f١(t)
f٢(t) − f١(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

رغم به که است سازگار اولیه مقادیر با همراه اولیه مقدار مسئله برای نقض مثال ی این پس
است. حل پذیر فرد به منحصر به طور است، منفرد اینکه

منحصر و بودن منظم ویژگͬ دو ͬ شود، م استفاده متغیر ضرایب از که مواردی در بنابراین
متناظر اولیه مقدار مسئله t ∈ I تمام برای (E(t),A(t)) ماتریس زوج بودن، حل پذیر فرد به
قوی هم ارزی رابطه بودن ناکافͬ توسط ͬ توان م را رفتار این هستند. ی دی·ر از مستقل کاملا́

داد. توضیح متغیر ضرایب با جبری خطͬ معادلات برای (۵ . ١ . ٣)
به نقطه صورت به ماتریسͬ توابع باید نامنفرد ماتریس های با تبدیل جای به فصل این در

ب·یریم نظر در را زیر نامنفرد نقطه
P ∈ C(I,Cm×m), Q ∈ C(I,Cn.n),

و چپ از P ضرب توسط متغیر ضرایب با دی·ری خطͬ DAE به ͬ تواند م (٢ . ١) معادله سپس
داریم بنابراین، دهیم. انتقال شد، برده کار به ثابت ضرایب مورد در که x = Qx̃ متغیر تغیر
(٢ . ١) معادله رو این از است، شده اضافه ضرب قانون علت به Q̇x̃ جمله ی یعنͬ ẋ = Q ˙̃x+ Q̇x̃

ͬ دهد: م نتیجه
Eẋ = Ax + f ⇔ PEẋ = PAx + Pf

⇔ PEQ ˙̃x = (PAQ − PEQ̇)x̃ + Pf,

ͬ دهد. م نتیجه را دی·ر هم ارزی نوع ی این که
کل٢ͬ هم ارز ،Ei,Ai ∈ C(I,Cm×n) که i = ١,٢ برای (Ei,Ai) ماتریس های زوج .٢ . ١ . ١ تعریف
وجود P ∈ C(I,Cm×m),Q ∈ C١(I,Cn×n) نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس های اگر ͬ شود، م نامیده

که طوری به باشند داشته
E٢ = PE١Q, A٢ = PA١Q − PE١Q̇. (٢ . ٣)

است. هم ارزی رابطه ی بالا تعریف در شده معرفͬ رابطه .٢ . ١ . ١ لم
2Global equivalence



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ١۴
تعدی و تقارنͬ انعکاسͬ، خاصیت سه است، هم ارزی رابطه دهیم نشان که این برای برهان.

ͬ کنیم. م بررسͬ را
داریم: ب·یریم، نظر در P = In و Q = Im اگر انعکاسͬ؛ •
(E,A) ∼ (E,A).

Q و P که ،E٢ = PE١Q و A٢ = PA١Q − PEQ̇ داریم (E٢,A٢) ∼ (E١,A١) از تقارنͬ؛ •
داریم: صورت این در هستند. نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس های تعریف طبق

E١ = P −١E٢Q−١, A١ = P −١A٢Q−١ + P −١E٢Q−١Q̇Q−١,

.(E١,A١) ∼ (E٢,A٢) داریم ، d
dtQ

−١ = −Q−١Q̇Q−١ معکوس نقطه ای تعریف طبق
داریم: (E٢,A٢) ∼ (E٣,A٣) و (E١,A١) ∼ (E٢,A٢) از تعدی؛ •

E٢ = P١E١Q١, A٢ = P١A١Q١ − P١EQ̇١,
E٣ = P٢E٢Q٢, A٣ = P٢A٢Q٢ − P٢EQ̇٢,

داریم A٢ و E٢ گذاری جای با Qi و Pi ،i = ١,٢ ماتریس های
E٣ = P٢P١E١Q١Q٢, A٣ = P٢P١A١Q١Q٢ − P٢P١E١(Q̇١Q٢ +Q١Q̇٢),

صورت این در
(E١,A١) ∼ (E٣,A٣).

ͬ شود. م نتیجه قوی هم ارزی بنابراین ،Q̇ = ٠ داریم ثابت P,Q برای تذکر.
تحت ثابت، t ∈ I برای (E(t),A(t)) زوج بودن منظم ،((١ . ٣ . ١) (لم قوی هم ارزی برخلاف

ͬ شود. م داده نشان مطلب این زیر مثال در که است مم΄ن غیر کلͬ هم ارزی
ب·یرید درنظر را ماتریسͬ توابع از متناظر زوج با متغیر ضرایب با خطͬ DAE .٢ . ١ . ٣ مثال

(E(t),A(t) = (
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t t٢
−١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ ٠
٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
),

است. منظم زیر ماتریس های زوج با t ∈ I تمام برای ،(E(t),A(t)) زوج دیدیم قبل مثال در

P (t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١
−١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,



١۵ سازی منظم و هم ارزی
ͬ آوریم م دست به حال

Ẽ = PEQ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ã = PAQ − PEQ̇ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

که است. (
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) منفرد ماتریس زوج از کلͬ هم ارز ،(E(t),A(t)) زوج بنابراین

ضرایب با DAE ماتریس زوج برای (١ . ٣ . ١) لم ͬ دهد م نشان این و است صفر آن دترمینان
نیست. قرار بر متغیر

تعریف کنیم را زیر ماتریسͬ توابع اگر

P (t) = P , Q(t) = Q + (t − t)R,

داریم
P (t) = P , Q(t) = Q, Q̇(t) = R,

ی به منجر این داشت. خواهیم آزادی ،t ∈ I ثابت نقطه ی در هم ارزی رابطه در بنابراین،
ͬ شود. م هم ارزی رابطه از موضعͬ حالت برای زیر شرح به جدید تعریف

i = ١,٢ برای (Ei,Ai) ∈ Cm×n × Cm×n ماتریس های زوج موضع٣ͬ). (هم ارزی ٢ . ١ . ٢ تعریف
داشته وجود R ∈ Cn×n ،Q ∈ Cn×n ،P ∈ Cm×m ماتریس های اگر ͬ شود، م نامیده موضعͬ هم ارز

که طوری به هستند) نامنفرد Q Pو (ماتریس های باشد

E٢ = PE١Q, A٢ = PA١Q − PE١R. (۴ . ٢)

تذکر:
.[٣١] است هم ارزی رابطه ی بالا تعریف که داد نشان ͬ توان م •

با مقایسه در موضعͬ، هم ارزی برای این رو از ͬ آید. م دست  به قوی هم ارزی R = ٠ برای •
یعنͬ ) دارد وجود بیشتری تبدیلات داده ماتریس زوج کردن ساده برای قوی هم ارزی

باشد). مرتبه هم E١ با که گذاشت منفردی ماتریس هر ͬ توان م R جای به
ستون چند ͬ توانیم م بنابراین E٢ = E١ و A٢ = A١ − E١R داریم P = Im,Q = In برای •
به را A٢ از قسمت های ͬ توانیم م همچنین A١کم کنیم. دلخواه ستون های از را E١ از

کنیم. حذف E١ کم
3Local equivalence



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ١۶

غرابت اندیس روش ٢ . ٢
دارد. وجود ماتریس ها زوج برای زیر قضیه موضعͬ، هم ارزی رابطه ی کم به

داشته وجود زیر ماتریس های و E,A ∈ Cm×n کنید فرض موضعͬ). کانونی (فرم ٢ . ٢ . ١ قضیه
کنند صدق زیر شرایط در که طوری به باشند

kernel(E) پایه T

kernel(ET ) = corang(E) پایه Z

range(ET ) = cokernel(E) پایه T
′

corange(ZTAT ) پایه V

مقادیر آن گاه
r = rankE, (رتبه)
a = rank(Z∗AT ), جبری) (قسمت
s = rank(V ∗Z∗AT

′
), (غرابت)

d = r − s, دیفرانسل) (قسمت
u = n − r − a, معین) فرو (متغیر های
v =m − r − a − s, شده) ناپدید (معادلات

است زیر کانونی فرم با (موضعͬ) هم ارز (E,A) زوج که طوری به دارند وجود

(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Is ٠ ٠ ٠
٠ Id ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

).

داریم: صورت این در باشند، هم ارز i = ١,٢ برای (Ei,Ai)ماتریس های زوج کنید فرض برهان.
rank(E٢) = rank(PE١Q) = rank(E١) = r,

هر هستند. تعریف خوش پایه ها انتخاب به نسبت s و r که دهیم نشان باید ابتدا s و r برای
بیان زیر صورت به MV ،MT ′ ،MZ،MT نامنفرد ماتریس های با ͬ توان م را پایه ها تغییر از کدام

کرد.
T̃ = TMT , Z̃ = ZMZ , T̃ ′ = T

′
MT , Ṽ =M−١

Z VMV ,



١٧ غرابت اندیس روش
داریم: Ṽ ،T̃ ′ ،Z̃ ،T̃ تعاریف از

rank(Z̃∗AT̃ ) = rank(M∗
ZZ
∗ATMT ) = rank(Z∗AT ),

و
rank(Ṽ ∗Z̃∗AT̃ ′) = rank(M∗

V V
∗M−∗

Z M∗
ZZ
∗AT

′
MT ′ ) = rank(V

∗Z∗AT
′
),

زوج برای پایه هایی V٢ ،T ′٢ ،Z٢ ،T٢ کنید فرض حال هستند. تعریف sخوش rو  بنابراین
داریم: صورت این در باشند، (E٢,A٢)

rank(E٢T٢) = ٠, Tنامنفرد ∗٢T٢, rank(T ∗٢T٢) = n − r,
rank(E٢T٢) = ٠, ,٢Z٢∗Zنامنفرد rank(Z∗٢Z٢) =m − r,
rank(E٢T

′

٢) = r, Tنامنفرد ′∗٢ T
′

٢, rank(T
′∗٢ T

′

٢) = r,
rank(V ∗٢ Z∗٢A٢T٢) = ٠, Vنامنفرد ∗٢ V٢, rank(V ∗٢ V٢) = â,

.â = dim(corange(Z∗٢A٢T٢)) که
زیر تعاریف و (٢ . ٣) هم ارزی رابطه از استفاده با

T١ = QT٢, Z∗١ = Z∗٢P, T
′

١ = QT
′

٢, V ∗١ = V ∗٢ ,

صورت این در ͬ  آید. م دست به مشابه ای روابط T ′١ و T١ ،Z١ ماتریس های با (E١,A١) زوج برای
:داریم Z∗١E١ = ٠ چون هستند، (۴ . ٢) هم ارزی رابطه براساس پایه هایی T ′١ T١و ،Z١

â = dimcorange(Z∗٢A٢T٢)
= dimcorange(Z∗٢PA١QT٢ −Z∗٢PE١RT٢)
= dimcorange(Z∗١A١T١),

V ∗١ Z∗١A١T١ = ٠ داریم: همچنین .rank(V ∗١ V٢) = â داریم بالا روند طبق پس ،V ∗١ = V ∗٢ چون
دست به را s و a مقادیر ادامه در است. Z∗١A١T١ دامنه هم از پایه ی V١ ͬ دهد م نشان این که

ͬ آوریم. م
a = rank(Z∗٢A٢T٢) = rank(Z∗٢PA١QT٢ −Z∗٢PE١RT٢) = rank(Z∗١A١T١),

داریم هم چنین
s = rank(V ∗٢ Z∗٢A٢T

′

٢) = rank(V ∗٢ Z∗٢PA١QT
′

٢ − V ∗٢ Z∗٢PE١RT
′

٢) = rank(V ∗١ Z∗١A١T
′

١),

(٢ . ٢ . ١) کانونی فرم ساخت برای ͬ آیند. م دست به v و u ،d مقدار های a و s از استفاده با که
ماتریس های صورت این در ͬ گیریم. م نظر در Z∗AT دامنه را V

′ و E دامنه پایه را Z
′ ابتدا



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ١٨
دارای ماتریس های و Z

′∗ET
′ براین علاوه هستند، نامنفرد [V ′ V ] Z]و ′ Z] ،[T ′ T ]

هستند. نامنفرد نیز مشابه ساختار

(E,A) ∼ (
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z
′∗ET

′ ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z
′∗AT

′
Z
′∗AT

Z∗AT
′

Z∗AT

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) ∼ (
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z
′∗ET

′ ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
Z∗AT

′
Z∗AT

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
)

∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ir ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
V
′∗Z∗AT

′
Ia ٠

V ∗Z∗AT
′ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

) ∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ir ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ Ia ٠

V ∗Z∗AT
′ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

)

∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ir ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ Ia ٠
Is ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

),

داریم: صورت این در d = r − s چون نهایتاً و

(E,A) ∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Is ٠ ٠ ٠ ٠
٠ Id ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠ ٠
Is ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

).

باشد. ثابت t ∈ I و باشند شده داده E,A ∈ C(I,Cm×n)ͬماتریس توابع کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
و A = A(t) با (E,A) ماتریس زوج برای (٢ . ٢ . ١) قضیه r, a, s, d, u, v مشخصه مقادیر آن گاه

ͬ شود. م نامیده t در (E,A) مشخصه مقادیر ،E = E(t)
هر برای را r, a, s موضعͬ مشخص مقادیر (E(t),A(t)) ماتریسͬ توابع زوج برای بنابراین

هستند. r, a, s ∶ I→ N٠ صورت به توابعͬ r, a, s مشخصه مقادیر یعنͬ آوردیم، دست به t ∈ I
این ͬ کنیم م فرض ابتدا بسازیم، کلͬ هم ارزی تحت کانونی فرم ی ͬ خواهیم م حاضر درحال
ش΄ل در همچنین و قوی کانونی فرم در ماتریس بلوک های که هستند ثابت I روی توابع
ثابت مشخصه مقادیر اگر دید خواهیم بعداً باشند. نداشته بستگͬ t ∈ I به موضعͬ کانونͬ

ͬ رود. م دست از مسئله کلیت نباشند
قضیه کاربرد های تعمیم از که ͬ دهد م اجازه موضعͬ مشخصه مقادیر بودن ثابت شرط

کنیم. استفاده ماتریسͬ توابع در  (SVD) منفرد مقدار تجزیه
l ∈ N ∪ {∞} و E ∈ Cl(I,Cm×n) ،t ∈ I تمام برای کنید فرض .(SVD (همواری ٢ . ٢ . ٢ قضیه
V ∈ ی΄انͬ نقطه به نقطه ماتریسͬ توابع صورت این در باشد. r ∈ N٠ و rank(E(t)) = r با



١٩ غرابت اندیس روش
که طوری به دارد وجود U ∈ Cl(I,Cm×m) و Cl(I,Cn×n)

U∗EV =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Σ ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٢ . ٧)

است. نامنفرد نقطه به نقطه Σ ∈ Cl(I,Cr,r) آن در که
.[٣١] برهان.

تحت ماتریسͬ توابع زوج کلͬ کانونی فرم ی ساختن برای ͬ توان م هموار، SVD روش از
کرد. استفاده کلͬ هم ارزی

،a(t) ≡ a ،r(t) ≡ r و باشند هموار ماتریسͬ توابع E,A ∈ C(I,Cm×n) کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
کلͬ هم ارز (E,A) صورت این در باشند. (E(t),A(t)) زوج موضعͬ مشخصه مقادیر s(t) ≡ s

است زیر کانونی فرم با

(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Is ٠ ٠ ٠
٠ Id ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ A١٢ ٠ A١۴
٠ ٠ ٠ A٢۴
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

)

s

d

a

s

v

(٢ . ٨)

بلوک آخرین همچنین و هستند I روی بفرد) منحصر (غیر ماتریسͬ توابع Aijها آن در که
دارد. u = n − s − d − a اندازه ماتریسͬ توابع از ی هر در ستونͬ

.[٣١] برهان.
به ،DAE متناظر معادله (٢ . ٨) کلͬ کانونی فرم به (E,A) ماتریسͬ توابع زوج تبدیل با

است: زیر صورت
ẋ١ = A١٢(t)x٢ +A١۴(t)x۴ + f١(t) s (٢ . ٩آ)
ẋ٢ = A٢۴x۴(t) + f٢(t) d (٢ . ٩ب)
٠ = x٣ + f٣(t) a (٢ . ٩ج)
٠ = x١ + f۴(t) s (٢ . ٩د)
٠ = f۵(t) v (٢ . ٩ه)

دیفرانسیل معادله و f۵ ناهم·ونͬ برای (٢ . ٩ه) سازگاری شرط و x٣ برای (٢ . ٩ج) جبری معادله
مش΄ل زوج بنابراین دارد. وجود فرومعین) (متغیر x۴ در دلخواه انتخاب با x٢ برای (٢ . ٩ب)



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ٢٠
به دارد. وجود x١ برای (٢ . ٩آ)  دیفرانیسل معادله و (٢ . ٩د) جبری معادله وجود علت به ساز
معادله با و ب·یریم مشتق (٢ . ٩د) جبری معادله از ͬ توانیم م ساز مش΄ل زوج این حذف منظور
صورت این در ͬ شود م نامیده حذف و مشتق گیری گام که کنیم ͽجم (٢ . ٩آ) دیفرانسیل

زیر شده اصلاح DAE معادله

٠ = A١٢(t)x٢ +A١۴(t)x۴ + f١(t) + ḟ۴(t) s (٢ . ١٠آ)
ẋ٢ = A٢۴x۴(t) + f٢(t) d (٢ . ١٠ب)
٠ = x٣ + f٣(t) a (٢ . ١٠ج)
٠ = x١ + f۴(t) s (٢ . ١٠د)
٠ = f۵(t) v (٢ . ١٠ه)

زیر ماتریسͬ توابع زوج از متناظر شده اصلاح زوج با

(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Id ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ A١٢ ٠ A١۴
٠ ٠ ٠ A٢۴
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

) = (Emod,Amod) (٢ . ١١)

این از دارد. را (E,A) زوج جواب های همان بالا زوج با متناظر خطͬ معادله ͬ آید. م دست به
برسیم. اصلͬ معادله به و دهیم انجام را حذف و مشتق گیری روش عکس ͬ توانیم م رو

حاصل اطمینان تا است لازم زیر قضیه کلͬ، کانونی فرم بودن فرد به منحصر غیر دلیل به
دارد. را اصلͬ معادله ͬ های ویژگ شده اصلاح DAE که شود

به کلͬ هم ارز (Ẽ, Ã), (E,A) زوج های با E,A, Ẽ, Ã ∈ C(I,Cm×n) کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ قضیه
مشتق گیری گام با که (Ẽmod, Ãmod) زوج های(Emod,Amod)و آن گاه باشند. (٢ . ٨) کانونی فرم

هستند. کلͬ هم ارزی همچنین آمده اند، دست به (Ẽ, Ã) (E,A)و فرم از ترتیب به حذف و

طوری به دارد وجود Q P و نامنفرد نقطه به نقطه هموار ماتریس های که کنید فرض برهان.
که:

PẼ = EQ (٢ . ١٢آ)
PÃ = AQ −EQ̇. (٢ . ١٢ب)



٢١ غرابت اندیس روش
ͬ گیریم: م نتیجه کنیم، بندی بلوک (٢ . ٨) طبق را P و Q اگر (٢ . ١٢آ) از
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P١١ P١٢ ٠ ٠
P٢١ P٢٢ ٠ ٠
P٣١ P٣٢ ٠ ٠
P۴١ P۴٢ ٠ ٠
P۵١ P۵٢ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q١١ Q١٢ Q١٣ Q١۴
Q٢١ Q٢٢ Q٢٣ Q٢۴
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

است زیر صورت به (٢ . ١٢ب) از آخر سطری بلوک سه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P٣۴ ٠ P٣٣ ٠
P۴۴ ٠ P۴٣ ٠
P۵۴ ٠ P۵٣ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q٣١ Q٣٢ Q٣٣ Q٣۴
Q١١ Q١٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

است زیر صورت به Q Pو ماتریسͬ توابع بنابراین،

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q١١ ٠ P١٣ P١۴ P١۵
Q٢١ Q٢٢ P٢٣ P٢۴ P٢۵
٠ ٠ Q٣٣ Q٣١ P٣۵
٠ ٠ ٠ Q١١ P۴۵
٠ ٠ ٠ ٠ P۵۵

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q١١ ٠ ٠ ٠
Q٢١ Q٢٢ ٠ ٠
Q٣١ ٠ Q٣٣ ٠
Q۴١ Q۴٢ Q۴٣ Q۴۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

دو از صورت این در باشند. نامنفرد باید P۵۵ و Q۴۴ ،Q٣٣ ،Q٢٢ ،Q١١ توابع خاص، حالت در
داریم (٢ . ١٢ب) اول سطری بلوک

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q١١ ٠
Q٢١ Q٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ã١٢ Ã١۴
٠ Ã٢۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A١٢ A١۴
٠ A٢۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q٢٢ ٠
Q۴٢ Q۴۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
Q̇٢٢ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

با هم ارز (Ẽmod, Ãmod) که معناست این به بنابراین،

(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q١١ ٠ ٠ ٠ ٠
Q٢١ Q٢٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Is ٠
٠ ٠ ٠ ٠ Iv

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Id ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q١١ ٠ ٠ ٠ ٠
Q٢١ Q٢٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Is ٠
٠ ٠ ٠ ٠ Iv

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ Ã١٢ ٠ Ã١۴
٠ ٠ ٠ Ã٢۴
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

)

∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Q٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ A١٢ ٠ A١۴
٠ ٠ ٠ A٢۴
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Is ٠ ٠ ٠
٠ Q٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠
٠ Q۴٢ ٠ Q۴۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Q̇٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

)



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ٢٢

∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Q٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Is ٠ ٠ ٠
٠ Q−١٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠
٠ −Q−١۴۴Q۴٢Q−١٢٢ ٠ Q−١۴۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ A١٢ ٠ A١۴
٠ ٠ ٠ A٢۴
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Q̇٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Is ٠ ٠ ٠
٠ Q−١٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ Ia ٠
٠ −Q−١۴۴Q۴٢Q−١٢٢ ٠ Q−١۴۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Q٢٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ d

dtQ
−١٢٢ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠
٠ − d

dt(Q
−١۴۴Q۴٢Q−١٢٢) ٠ d

dtQ
−١۴۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

)

∼ (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ Id ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ A١٢ ٠ A١۴
٠ X ٠ A٢۴
٠ ٠ Ia ٠
Is ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

),

که است
X = −(Q̇٢٢Q−١٢٢ +Q٢٢

d

dt
Q−١٢٢) = −

d

dt
(Q٢٢Q−١٢٢) = −İd = ٠⋅

خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تبدیل برای تکراری روش ی که ͬ دهد م اجازه بالا قضیه
کرد. بیان آزاد غرابت فرم به متغیر ضرایب با

آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٢ . ٢ . ١
نظر در را E,A ∈ C(I,Cm×n) با E(t)ẋ(t) = A(t)x(t)+f(t) فرم به متغیر ضرایب با خطͬ DAE  

:i = ٠,١, . . . برای تکرار (E٠,A٠) = (E,A) ،f٠ = f از شروع ب·یرید.
محاسبه t ∈ C تمام برای (Ei,Ai) زوج از ri(t), si(t), ai(t) موضعͬ مشخصه مقادیر . ١

ͬ شود. م متوقف روش s(t) ≡ ٠ اگر ͬ شود، م



٢٣ غرابت اندیس روش
نامنفرد ماتریسͬ توابع از استفاده با باشند، ثابت I روی موضعͬ مشخصه مقادیر اگر . ٢
و f̃i به fi و (Ẽi, Ãi) کانونی فرم به  (Ei,Ai) زوج ،Q ∈ C(I,Cn×n) و Pi ∈ C(I,Cm×m)

ͬ شوند: م تبدیل زیر صورت به x̃i به xi
Ẽi = PiEiQi, Ãi = PiAiQi − PiEiQ̇i, f̃i = Pfi, x̃i = Q−١xi⋅

داریم: حذف و گیری مشتق گام با fi+١ به f̃i و (Ei+١,Ai+١) به (Ẽi, Ãi) زوج . ٣

Ei+١ = Ẽi −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Isi

٠
٠

٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, fi+١ = f̃i +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

˙̃
fi,۴
٠
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Ai+١ = Ãi, xi+١ = x̃i⋅

در هستند. ثابت (ri, si, ai) مشخصه مقادیر تمام یعنͬ نشود مواجه ش΄ست با بالا روش اگر
دنباله ی و (Ei,Ai) ماتریسͬ توابع زوج از فرد به منحصر غیر دنباله ی روش، صورت این
معادله و (E,A) ͬ آورد. م دست به تکرار i از بعد (ri, si, ai) مشخصه مقادیر از فرد به منحصر

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به DAE با متناظر
توسط i ∈ N٠ برای (ri, si, ai) دنباله و E,A ∈ C(I,Cm×n) اگر غرابت). (اندیس ٢ . ٢ . ٢ تعریف
آن گاه باشند)، ثابت I روی ri, si, ai که کنید فرض خاص (درحالت شود تعیین (٢ . ٢ . ١) روش
جبری دیفرانسیل معادله (E,A) ماتریسͬ توابع زوج غرابت اندیس vs = min{i ∈ N٠ ∶ si = ٠}

ͬ شود. م نامیده متغیر ضرایب با خطͬ
ͬ شوند. م نامیده آزاد غرابت ،DAE و (E,A) ماتریسͬ توابع از زوج دو هر vs = ٠ مورد در
دست Ẽvs(t)ẋ(t)به = Ãvs(t)x(t) + f̃vs ‐آزاد غرابت فرمول ی (Ei,Ai, fi) دنباله از بنابراین

ͬ آوریم.  م
،f ∈ Cvs(I,Cm) و باشد تعریف خوش (٢ . ١) معادله vs غرابت اندیس کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه

است. هم ارز DAE با زیر فرم به (٢ . ١) معادله آن گاه
˙̂x١ = Â١٣(t)x̂٣ + f̂١(t) dvs (٢ . ١٣آ)
٠ = x̂٢ + f̂٢(t) avs (٢ . ١٣ب)
٠ = f̂٣(t) vvs (٢ . ١٣ج)

ͬ های ناهم·ون و (E,A) زوج از f̂٣ ،f̂٢ ،f̂١ ͬ های ناهم·ون و Â١٣ ∈ C(I,Cdvs ,uvs ) آن در که
دست آمده اند. به ٢ روش از استفاده با f (vs)،. . . ،f (١)،f

.[٣١] برهان.



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ٢۴
معادله جواب های فردی به منحصر و وجود شرایط که ͬ دهد م را ام΄ان این بالا قضیه

کرد. بیان را (٢ . ١)
همچنین و باشد تعریف خوش (٢ . ١) معادله ،vs غرابت اندیس کنید فرض .٢ . ٢ . ١ نتیجه

داریم: آن گاه f ∈ Cvs+١(I,Cm)

کند. برآورد را f̂٣ = ٠ سازگاری  شرط vvs اگر تنها و اگر است حل پذیر (٢ . ١) معادله . ١
سازد. برآورد را x̂(t٠) = −f̂٢(t٠) شرط avs اگر تنها و اگر است سازگار (٢ . ٢) اولیه شرط . ٢
است حل پذیر فرد به منحصر اولیه سازگار مقدار با (٢ . ١)‐(٢ . ٢) اولیه مقدار مسئله هر . ٣

کند. حفظ را uvs = ٠ اگر تنها و اگر
زوج برای منظم شرط جای گذاری با و (١ . ٣ . ٣) و (۵ . ٢ . ٢) قضیه دو مقایسه با تذکر:

شرط توسط (E,A)

uvs = ٠, vvs = ٠,
دارد. را v − ١ نقش (١ . ٣ . ٣) قضیه در vs غرابت اندیس بنابراین ͬ شود. م نتیجه m = n

ب·یرید نظر در را زیر جبری دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ١ مثال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t t٢
−١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ ٠
٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g١(t)
g٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, I ∈ R,

: داریم (٢ . ٢ . ١) روش از استفاده با
i = ٠ برای •

E٠ = E, A٠ = A, f٠ = f,

ͬ آوریم: م دست به t ∈ I تمام برای را موضعͬ مشخصه مقادیر . ١
r٠ = rank(E٠) = ١,

ͬ کنیم. م انتخاب را T
′ = [١ −t]

T و ker(E٠) پایه عنوان به را T = [t ١]T

برای صورت این در ͬ کنیم، م انتخاب corange(E٠) پایه عنوان به را Z = [١ −t]
T

داریم: t ∈ I تمام
a٠ = rank(Z∗A٠T ) = rank(٠) = ٠,

برای صورت این در ͬ کنیم، م انتخاب corange(Z∗A٠T ) از پایه عنوان به را V = ١
داریم: t ∈ I تمام

s٠ = rank(V ∗Z∗A٠T ′) = rank(−١ − t٢) = ١,



٢۵ غرابت اندیس روش
آزاد غرابت معادله یعنͬ s٠ ≠ ٠ خاص حالت در (r٠, a٠, s٠) = (١,٠,١) داریم بنابراین

نیست.
ͬ آوریم. م دست به را زیر نامنفرد ماتریس های با کلͬ کانونی فرم . ٢

P٠ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١
−١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q̇٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

داریم: لذا

Ẽ٠ = P٠E٠Q٠ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ã٠ = P٠A٠Q٠ − P٠E٠Q̇٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

f̃٠ = P٠f٠ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−g٢
−g١ + tg٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, x̃ = Q−١x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١ − tx٢
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

داشت: خواهیم حذف و گیری مشتق با . ٣

E١ = Ẽ٠ −
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A١ = Ã٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

f١ = f̃٠ +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

˙̃
f٠,٢
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−g١ − ġ١ + g٢ + tġ٢
−g١ + tg٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ġ١ + tġ٢
−g١ + tg٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

داریم: i = ١ برای •
E٠ = E١, A٠ = A١, f٠ = f١.

ͬ آوریم. م دست t  به ∈ I تمام برای را موضعͬ مشخص مقادیر . ١
r١ = rank(E١) = ٠,

پایه عنوان به را Z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

و T
′ = ∅٢,٠ ،ker(E١) پایه  عنوان به را T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
داریم:⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎤ t ∈ I تمام برای صورت این در ͬ کنیم، م انتخاب corange(E١)

a١ = rank(Z∗A١T ) = rank(A١) = ١,
تمام برای سپس ͬ کنیم. م انتخاب cornge(Z∗A١T ) پایه  عنوان به را V = [١ ٠]T

داریم: t ∈ I

s١ = rank(V ∗Z∗A١T
′
) = rank(∅١,٠) = ٠,



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ٢۶
بنابراین ،vs = ١ غرابت اندیس رو این از ͬ شود. م متوقف روش یعنͬ s١ = ٠ چون

است: زیر فرم به متناظر آزاد غرابت فرمول
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

٠ = −ġ١ + tġ٢,
٠ = x̃١ − g١ + tg٢,

برآورده را ٠ = −ġ١+ tġ٢ سازگاری شرط اگر تنها و اگر است پذیر حل DAE رو این از
x̃١(t٠) = g١(t٠)− t٠g٢(t٠) اگر تنها و اگر سازگاراست x(t٠) = x٠ اولیه شرط سازد.

و
x̃ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١
x̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= Q−١٠ x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ −t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١ − tx٢
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

: داریم که
x١(t٠) − t٠x٢(t٠) = g١(t٠) − t٠g٢(t٠),

را x̃٢ و u١ = ١ چون نیست حل پذیر فرد به منحصر اولیه، مقدار مسئله بنابراین
است.. زیر صورت به مسئله عمومͬ جواب بنابراین کرد انتخاب دلخواه به ͬ توان م

x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= Q٠

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١
x̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g١ − tg٢ + tx̃٢
x̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

ب·یرید نظر در را زیر جبری دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ٢ مثال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ −t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ t

٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g١(t)
g٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, I ∈ R,

داریم: (٢ . ٢ . ١) روش از استفاده با
داریم: i = ٠ برای •

E٠ = E, A٠ = A, f٠ = f.

ͬ آوریم. م دست به را t ∈ I تمام برای موضعͬ مشخصه مقادیر . ١
r٠ = rank(E٠) = ١,

ͬ کنیم. م انتخاب را T
′ = [١ −t]

T و ker(E٠) پایه عنوان به را T = [t ١]T

برای صورت این در ͬ کنیم، م انتخاب corange(E٠) پایه عنوان به را Z = [١ ٠]T
داریم: t ∈ I تمام

a٠ = rank(Z∗A٠T ) = rank(٠) = ٠,
برای صورت این در ͬ کنیم، م انتخاب corange(Z∗A٠T ) پایه عنوان به را V = ١

داریم t ∈ I

s٠ = rank(V ∗Z∗A٠T ′) = rank(−١ − t٢) = ١,



٢٧ غرابت اندیس روش
آزاد غرابت DAE یعنͬ s٠ ≠ ٠ که وقتͬ .(r٠, a٠, s٠) = (١,٠,١) داریم I روی بنابراین

نیست.
ͬ آوریم. م دست به را کلͬ کانونی فرم زیر نامنفرد ماتریس های با . ٢

P٠ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
−١ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q̇٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

داریم: لذا

Ẽ٠ = P٠E٠Q٠ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ã٠ = P٠A٠Q٠ − P٠E٠Q̇٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١
١ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

x̃ = Q−١x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١ − tx٢
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, f̃٠ = P٠f٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g٢
−g١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

داشت: خواهیم حذف و گیری مشتق با . ٣

E١ = Ẽ٠ −
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A١ = Ã٠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١
١ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

f١ = f̃٠ +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̃٠,٢
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g٢ − ġ١
−g١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

داریم: i = ١ برای •
موضعͬ مشخصه مقادیر . ١

r١ = rank(E١) = ٠,
ͬ کنیم. م انتخاب را T

′ = ∅٢,٠ و ker(E١) پایه ی عنوان به را T =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

برای بنابراین ͬ کنیم. م انتخاب corange(E١) پایه ی عنوان به را Z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
داریم:⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎤ t ∈ I

a١ = rank(Z∗A١T ) = rank(A١) = ٢,
تمام برای بنابراین ͬ کنیم. م انتخاب corange(Z∗A١T ) پایه عنوان به را V = ∅٢,٠

داریم: t ∈ I

s١ = rank(V ∗Z∗A١T
′
) = rank(∅٠,٠) = ٠,

داریم: I روی بنابرابن
(r١, a١, s١, d١, u١, v١) = (٠,٢,٠,٠,٠,٠),



متغیر ضرایب با خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات ٢٨
vs = ١ اندیس‐غرابت رو این از ͬ شود. م متوقف روش یعنͬ s١ = ٠ حالت این در

است: زیر فرم به متناظر غرابت‐آزد فرمول بنابراین است.
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

٠ = −x̃٢ + g٢ − ġ١,
٠ = x̃١ − g١,

اولیه شرط ندارد. را سازگاری شرط ولͬ است حل پذیر DAE معادله رو این از
x̃٢(t٠) = g٢(t٠) − ġ١(t٠) و x̃١(t٠) = g١(t٠) اگر تنها و اگر است سازگار x(t٠) = x٠

باشد
x̃ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١
x̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= Q−١x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ −t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١ − tx٢
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

داریم: پس
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x١(t٠) − t٠x٠(t٠) = g١(t٠),
x٢(t٠) = g٢(t٠) + ġ٢(t٠),

جواب های با اولیه مقدار مسئله است، حل پذیر فرد به منحصر u٠ = ٠ چون بنابراین،
است: زیر عمومͬ

x =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= Q٠

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̃١
x̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g١
g٢ġ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g١ + tg١ − tġ١
g٢ − ġ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

آمده دست به مشخصه مقادیر بودن، ثابت فرض با تنها تاکنون بدست آمده نتایج تذکر:
رتبه۴ روی زیر قضیه است. لازم مشخصه مقادیر بودن ثابت فرض این که کنید توجه است.

است. شده داده پیوسته توابع ماتریس های
فاصله های صورت این در باشد M ∈ C(I,Cm×n) بسته بازه ی I ⊆ R کنید فرض .۶ . ٢ . ٢ قضیه

که طوری به دارد j وجود ∈ N برای Ij ⊆ I باز
∪jIj = I Ij ∩ Ii = ∅ i ≠ j برای

که طوری به دارد وجود rj ∈ N٠ ،j ∈ N صحیح عدد برای و
rank(M(t)) = rj t ∈ I تمام برای

است. ثابت rj ∈ N٠ برای Ij فاصله زیر هر روی M(t) رتبه یعنͬ
.[١۵] برهان.

4rank



٢٩ غرابت اندیس روش
بنابراین است. ماتریس چندین رتبه به مربوط توابع ماتریس زوج موضعͬ مشخصه مقادیر
شده ساخته ماتریس های زوج تمام مشخصه مقادیر اگر است، تعریف خوش غرابت اندیس
زوج غرابت اندیس بالا قضیه از نتیجه ی عنوان به بنابراین باشند. ثابت (٢ . ٢ . ١) روش با
رو این از است. تعریف خوش j ∈ N تمام برای Ij بازه های زیر به محدود (E,A) ماتریس های

است. تعریف خوش I شده داده بسته فاصله از فشرده مجموعه زیر ی روی غرابت اندیس





٣ فصل
معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش

تاخیری جبری دیفرانسیل
ی و متغیر ضرایب با (DDAE)تاخیری١ جبری دیفرانسیل معادلات داریم قصد فصل این در

فرم به τ ≥ ٠ ثابت تاخیر
E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)∆τx(t) + f(t) (٣ . ١)

پسرو عمل گر ∆τ و زمان به نسبت x مشتق ẋ که ͬ کنیم م Iمعرفͬ = [٠,∞) زمانͬ فاصله در
در است. E,A,B ∶ I → Cm×n ماتریسͬ توابع آن ضرایب و ∆τx(t) ∶ t → x(t − τ) یعنͬ است

ͬ آوریم. م (٣ . ١)بدست منظم فرم شده بیان قبل فصل در که روشͬ از استفاده با ادامه
از زیادی کلاس های شامل (٣ . ١) فرم به تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات که کنید توجه
ͬ کنیم: م معطوف زیر حالت های روی را خود توجه فصل این در است. دینامی΄ͬ دستگاه های

جبری دیفرانسیل معادلات
E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t) (٣ . ٢)

تفاضل٢ͬ معادلات
٠ = A(t)x(t) +B(t)∆τx(t) + f(t) (٣ . ٣)

1linear delay differential-algebraic equations
2difference equations



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣٢
تاخیری٣ دیفرانسیل معادلات و

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)∆τx(t) + f(t). (۴ . ٣)
فرم به اولیه توابع تاخیری دیفرانسیل معادلات عددی حل در ͬ دانیم م که همان طور

x∣[−τ,٠] = ϕ که طوری به ϕ ∶ [−τ,٠]→ Cn (۵ . ٣)
به را سازگار اولیه توابع باید جبری دیفرانسیل معادلات مورد در اما باشد مشخص قبل از باید
معادلات دستگاه های که ͬ کنیم م معرفͬ را سازی منظم فرآیند ی فصل این در آوریم دست
ͬ کند م تبدیل آزاد غرابت فرم به را ثابت تاخیر ی و متغیر ضرایب با تاخیری جبری دیفرانسیل
جنبه تحلیل و تجزیه برای و دارد وجود دستگاه در که هایی محدودیت تمام ͬ دهد م اجازه و
از را است لازم همواری شرایط و سازگاری فردی، به منحصر پذیری، حل مانند نظری های
کاربرد نیز جا این و شد معرفͬ قبل فصل در که قضیه چند کار این برای آورد. دست به فرم این

ͬ کنیم. م بیان مجددا را دارد

مقدمه ٣ . ١
ͬ کنیم. م بیان را دی·ر بخش های در نیاز مورد تعاریف و قضایا برخͬ بخش این در

‐(۵ . ٣) اولیه مقدار مسئله اگر ͬ شود م نامیده (٣ . ١) با سازگار ϕ اولیه تابع .٣ . ١ . ١ تعریف
تابع هر برای اگر ͬ شود م نامیده پذیر حل (٣ . ١) دستگاه باشد. داشته جواب ی حداقل (٣ . ١)

باشد. داشته جواب (٣ . ١)‐(۵ . ٣) اولیه مقدار مسئله ϕ سازگار اولیه
دارد. فرد به منحصر جواب آن گاه باشد منظم دستگاه اگر تعریف این در تذکر:

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون داریم، نیاز آزاد غرابت فرم به تبدیل در که را قضیه چند ادامه در
برای ،r ∈ N٠ و rank(E(t)) = r با l ∈ N٠ ∪ {∞} و E ∈ Cl(I,Cm×n) کنید فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
U ∈ Cl(I,Cm×m) و V ∈ Cl(I,Cn×n) نامنفرد نقطه به نقطه توابع صورت این در باشد. t ∈ I تمام

که طوری به دارد وجود

U∗EV =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Σ ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, یا U∗E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E١
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

است. r کامل سطری مرتبه E١ و نامنفرد نقطه به نقطه Σ ∈ Cl(I,Cr,r) آن در که
.[٣١] برهان.

3delay-differential equations



٣٣ مقدمه
فاصله های صورت این در باشد M ∈ C(I,Cm×n) و بسته بازه ی I ⊆ R کنید فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه

که طوری به دارد j وجود ∈ N برای Ij ⊆ I باز
∪jIj = I, Ij ∩ Ii = ∅, i ≠ j (۶ . ٣)

که طوری به دارد وجود rj ∈ N٠ ،j ∈ N صحیح عدد برای و
rank(M(t)) = rj , t ∈ I (٣ . ٧)

است. ثابت rj ∈ N٠ برای Ij فاصله زیر هر روی M(t) رتبه یعنͬ
[٣١] برهان.

هر برای (P,Q) زوج ،Q ∈ C(I,Cq×n) و P ∈ C(I,Cp×n) ماتریسͬ تابع دو برای .٣ . ١ . ٢ تعریف
اگر ندارند پنهان۴ افزونگͬ هیچ ،t ∈ I

rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P (t)

Q(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= rank(P (t)) + rank(Q(t))⋅

نقطه به نقطه ماتریسͬ توابع و باشند نداشته پنهان افزونگͬ (P,Q) زوج کنید فرض .٣ . ١ . ١ لم
توابع زوج آن گاه دارند، وجود V ∈ C(I,Cn×n) و U٢ ∈ C(I,Cq×q) ،U١ ∈ C(I,Cp×p) پذیر معکوس

ندارد. پنهانͬ افزونگͬ هیچ (U١PV,U٢QV ) ماتریسͬ
.[٣١] برهان.

عدد دو هستند، Q ∈ C(I,Cq×n) و P ∈ C(I,Cp×n) صورت به که (P,Q) زوج برای .٣ . ١ . ٢ لم
که طوری به دارند وجود t ∈ I تمام برای rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P (t)

Q(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= r[P ;Q] و rank(Q(t)) = rQ صحیح

کند. صدق زیر شرایط در که دارد وجود
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S ٠
Z١ Z٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C(I,Cp×p+q)ماتریس آن گاه ،r[P ;Q] ≥ rQ

باشد. پذیر) معکوس ) نامنفرد نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C(I,Cp×p) . ١

.Z١P +Z٢Q = ٠ . ٢
پنهانͬ افزونگͬ هیچ (SP,Q) زوج و دارد کامل سطری مرتبه نقطه به نقطه SP تابع . ٣

ندارد.
.[٣١] برهان.

4hidden redundancy



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣۴

دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣ . ٢
تفاضلͬ معادلات و جبری

جبری دیفرانسیل معادلات ٣ . ٢ . ١
فرضیه و (٣ . ١ . ٢) قضیه از استفاده با ͬ توان م را (٣ . ٢) دستگاه M ∶= [E −A]گرفتن نظر در با

صورت به ͬ توان م زیر

[E −A]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= f(t) (٣ . ٨)

نوشت.
طوری به دارد وجود r و a صحیح اعداد (٣ . ٢) معادله (E,A) توابع زوج برای .٣ . ٢ . ١ فرضیه

که
rank(E(t)) = r rank(M(t)) = r + a, t ∈ I (٣ . ٩)

باشد. برقرار (E,A) زوج برای (٣ . ٢ . ١) کنید فرض و ب·یرید نظر در را (٣ . ٢) معادله .٣ . ٢ . ١ لم
ضرب با که طوری به دارد وجود P١ ∈ C(I,Cm×m) نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس صورت این در
زیر فرم به مثلثͬ بالا دستگاه ی به دستگاه این (٣ . ٨) دستگاه در چپ سمت از ماتریس این

ͬ شود م تبدیل
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M١١ M١٢
٠ M٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f٢
f٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

r

a

v =m − r − a

(٣ . ١٠)

هستند. کامل سطری رتبه دارای M٢٢ ∈ C(I,Ca×n) و M١١ ∈ C(I,Cr×n) توابع آن در که
یا (٣ . ١ . ٢) قضیه از PE ∶ I → Cm×m ماتریس توسط را M از E ستونͬ بلوک نخست برهان.

داریم: صورت این در ͬ آوریم، م بدست دارد کامل سطری رتبه M̃١١ که طوری به QR تجزیه

PEM =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̃١١ M̃١٢
٠ M̃٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

r

m − r
⋅

صورت به که PA =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I ٠
٠ P̃A

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∶ I → Cm×m ماتریس توسط را بالا ماتریس دوم بلوک ادامه در

P١ ∶= PAPE قرار دهیم اگر که ͬ آوریم م بدست دارد a کامل سطری رتبه M٢٢ و P̃AM̃٢٢ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M٢٢
٠
است.⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎤ تمام اثبات



٣۵ تفاضلͬ معادلات و جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
ب·یریم. نظر در را زیر گزاره باید کرد استفاده بتوان (٣ . ١ . ٢) لم از که این برای

دارای M٢٢ و M١١ توابع آن، با هم ارز (٣ . ١٠) معادله و (٣ . ٢) معادله برای .٣ . ٢ . ٢ فرضیه
یعنͬ هستند m̃ ثابت مرتبه

rank(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M١١
M٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = m̂, t ∈ I

ماتریس های که ͬ دهد م نتیجه (٣ . ٢ . ٢) گزاره (M١١,M٢٢) زوج برای (٣ . ١ . ٢) لم اعمال با
دارد: وجود زیر ͬ های ویژگ و مناسب اندازه با Z٢ و Z١ ،S

باشد. نامنفرد نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C(I,Cr×r) . ١

.Z١M١١ +Z٢M٢٢ = ٠ . ٢
پنهانͬ افزونگͬ هیچ (SM١١,M٢٢) زوج و دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه SM١١ . ٣

ندارد.

زیر ماتریس ضرب با حال

P٢ ∶= diga(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ia, Iv) ∈ C(I,Cm×m),

داریم: (٣ . ١٠) دستگاه در چپ سمت از
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SM١١ SM١٢
Z١M١١ Z٢M١٢

٠ M٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١
f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d

s

a

v =m − r − a

(٣ . ١١)

است. r = d + s که
دستگاه بندی تقسیم جزء کاری (٣ . ١١) دستگاه به (٣ . ١٠) طریق از (٣ . ٨) دستگاه تبدیل
بندی تقسیم این صورت این در نیست. نامنفرد نقطه به نقطه ماتریسͬ توابع از استفاده با
دیفرانسیل معادلات تعداد ادامه در ͬ کند. نم ایجاد (٣ . ٨) دستگاه جواب مجموعه در تغییری

ͬ دهیم. م کاهش d تعداد به ͬ کند م حذف را Z١M١١ بلوک که زیر لم توسط را r

برای که (٣ . ١ . ٢) لم در شده تعریف Z٢ و Z١ ،S ماتریس های و (٣ . ١١) دستگاه .٣ . ٢ . ٢ لم
دستگاه با (٣ . ١١) دستگاه صورت این در ب·یرید. نظر در را ͬ شوند م برده کار به (٣ . ٨) دستگاه



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣۶
دارد ی΄سان جواب مجموعه زیر

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SM١١ SM١٢
٠ Z١M١٢ +Z٢Ṁ٢٢
٠ M٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١ +Z٢ḟ٢

f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d

s

a

v =m − r − a

(٣ . ١٢)

دارد. را (٣ . ١٢) دستگاه جواب مجموعه همان نیز (٣ . ٢) معادله آن ویژه به و
داریم Z٢ ماتریس در آن ضرب با و (٣ . ١١) دستگاه سوم بلوک از گیری مشتق با برهان.

Z٢M٢٢ẋ +Z٢Ṁ٢٢x = Z٢ḟ٢ (٣ . ١٣)
شرط با صورت این در کنیم ͽجم (٣ . ١١) دستگاه دوم سطر با را (٣ . ١٣) معادله اگر

Z١M١١ +Z٢M٢٢ = ٠,
و داد انجام عکس جهت در را روند این ͬ توان م همچنین ͬ آید. م بدست (٣ . ١٢) دستگاه
(٣ . ١٢) و (٣ . ١١) دستگاه های جواب های که ͬ کند م تضمین این رسید. (٣ . ١١) دستگاه به

هستند. جواب ی دارای (٣ . ١٢) و (٣ . ٢) دستگاه های نتیجه در و است ی΄سان
کاهش روند این و ͬ یابد م کاهش d = r−s به دیفرانسیل معادلات تعداد (٣ . ١٢) دستگاه در

ͬ دهیم. م ادامه زیر تکراری روش توسط را
ب·یرید. نظر در (٣ . ٨) جبری فرم با (٣ . ٢) معادله ورودی: .٣ . ٢ . ١ روش

M٠ = [E٠ A٠] ،f٠ = f ،A٠ = A ،E٠ = E ͬ کنیم م فرض و i = ٠ ͬ دهیم م قرار شروع:
که طوری به دارند وجود ai و ri صحیح عدد دو کنید فرض :١ گام

rank(Ei) = ri, rank(M i) = ri + ai, t ∈ I

سمت از ضرب با که ͬ کنیم م تعیین طوری را P١ ∈ C(I,Cm×m) نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس
باشیم: داشته M i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= f i دستگاه در چپ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M١١ M١٢
٠ M٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f٢
f٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ri

ai

vi

, (١۴ . ٣)

نقطه که دارند وجود M٢٢ ∈ C(I,Cai×n) و M١١ ∈ C(I,Cri×n) توابع و ،vi =m− ri − ai آن در که
دارند. کامل سطری رتبه نقطه به

که طوری به دارد وجود m̂ صحیح عدد کنید فرض :٢ گام
rank(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M١١
M٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = m̂, t ∈ I (١۵ . ٣)



٣٧ تفاضلͬ معادلات و جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
دستگاه صورت این در m̂ = ri+ai یعنͬ باشند نداشته پنهانͬ افزونگͬ هیچ (M١١,M٢٢)زوج اگر

ͬ رویم. م بعد گام به si = ri + ai − m̂ > ٠ اگر صورت این غیر در است مطلوب نتیجه (١۵ . ٣)
کنند: صدق زیر شرایط در که طوری به دارند وجود Z٢ و Z١ ،S ماتریس های :٣ گام

باشد. نامنفرد نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C(I,Cr×r) . ١

.Z١M١١ +Z٢M٢٢ = ٠ . ٢
پنهانͬ افزونگͬ هیچ (SM١١,M٢٢) زوج و دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه SM١١ . ٣

ندارد.
ͬ کنیم: م تعریف را زیر ماتریس

P٢ ∶= diga(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Iai , Ivi) ∈ C(I,Cm×m),

داریم: (١۵ . ٣) دستگاه در چپ سمت از ماتریس این ضرب با
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SM١١ SM١٢
Z١M١١ Z٢M١٢

٠ M٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١
f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

di

si

ai

vi

(١۶ . ٣)

داریم: صورت این در ͬ کنیم م حذف (٣ . ٢ . ٢) لم توسط را (١۶ . ٣) دستگاه Z١M١١ بلوک :۴ گام
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SM١١ SM١٢
٠ Z١M١٢ +Z٢Ṁ٢٢
٠ M٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١ +Z٢ḟ٢

f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

di

si

ai

vi

.

ͬ کنیم. م تعریف را زیر ماتریس های و ͬ دهیم م افزایش واحد ی را i

Ei =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SM١١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SM١٢
Z١M١٢ +Z٢Ṁ٢٢

M٢٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, f i =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١ +Z٢ḟ٢

f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, M i ∶= [Ei Ai] ,

ͬ کنیم. م تکرار را روند این و ͬ گردیم م بر ١ گام به صورت این در
صورت این در و است si > ٠ آخر گام بجز i گام ها همه برای si و ri+١ = di = ri − si چون

ͬ پذیرد. م پایان گام متناهͬ تعداد (٣ . ٢ . ١) روش



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣٨
توسط i ∈ N٠ ,ri)برای si, ai) دنباله E,Aو ∈ C(I,Cm×n) اگر غرابت). (اندیس ٣ . ٢ . ١ تعریف
باشند)، آن گاه ثابت I روی ri, si, ai که کنید فرض خاص شود(درحالت تعیین (٣ . ٢ . ١) روش
جبری دیفرانسیل معادله (E,A) ماتریسͬ توابع زوج غرابت اندیس µ = min{i ∈ N٠ ∶ si = ٠}

ͬ شود. م نامیده متغیر ضرایب با خطͬ
ͬ شود. م نامیده آزاد غرابت ،DAE و (E,A) ماتریسͬ توابع زوج دو هر µ = ٠ درمورد

یعنͬ بپذیرد پایان (٣ . ٢ . ١) روش کنید فرض و ب·یرید نظر در را (٣ . ٢) معادله .٣ . ٢ . ١ قضیه
(٣ . ٢) دستگاه صورت این در باشد، صادق (٣ . ٢ . ١) روش در بودن ثابت رتبه فرضیات تمام
شده داده نمایش زیر گذاری نماد توسط که دارد، را (١۴ . ٣) دستگاه جواب مجموعه همان

است.
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̂١١ M̂١٢
٠ M̂٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
f̂٢
f̂٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣ . ١٧)

مشتق مرتبه از توابع f̂i, i = ١,٢,٣ و دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̂١١
M̂٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
آن در که

هستند. f, ḟ , . . . , f (µ)

و M̂١١ که ͬ آوریم م دست به (٣ . ١٧) فرم از دستگاه ی (٣ . ٢ . ١) روش انجام از پس برهان.
یعنͬ ندارند پنهانͬ افزونگͬ (M١١, M̂٢٢) زوج و دارند کامل سطری رتبه M̂٢٢

rank(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̂١١
M̂٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = rank(M̂١١) + rank(M̂٢٢),

(٣ . ٢ . ٢) لم به توجه با بنابراین دارد. کامل سطری رتبه نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̂١١
M̂٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
صورت این در و

و (٣ . ٢) دستگاه صورت این در ͬ کند نم تغییری مرحله هر در (٣ . ٢) دستگاه جواب مجموعه
دارند. ی΄سان جواب مجموعه (٣ . ١٧) دستگاه

تفاضلͬ معادلات ٣ . ٢ . ٢
ͬ کنیم. م تبدیل آزاد غرابت فرم به را (٣ . ٣) تفاضلͬ معادلات جبری، دیفرانسیل معادلات مشابه

ͬ کنیم. م پیشنهاد را (٣ . ٢ . ١) قضیه و (٣ . ٢ . ١) روش اصلاح اثبات بدون قسمت این در
I زمانͬ فاصله در زیر جبری فرم به را (٣ . ٣) فرم به تفاضلͬ معادلات ورودی: .٣ . ٢ . ٢ روش

ͬ دهیم م نمایش
[A B]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −f,



٣٩ تفاضلͬ معادلات و جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
W ٠ = [A٠ B٠] ،f٠ = f ،B٠ = B ،A٠ = A فرض کنید ͬ دهیم، م قرار i = ٠ شروع:

که طوری به دارند وجود wi٢ و wi١ صحیح عدد دو کنید فرض :١ گام
rank(Ai) = wi١ rank(W i) = wi١ +wi٢, t ∈ I

سمت از ضرب با که ͬ کنیم م تعیین طوری را P١ ∈ C(I,Cm×m) نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس
باشیم: داشته W i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −f i دستگاه در چپ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W١١ W١٢
٠ W٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f٢
f٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

wi١
wi٢
wi٣

, (٣ . ١٨)

به نقطه که دارند وجود W٢٢ ∈ C(I,Cwi٢×n) و W١١ ∈ C(I,Cwi١×n) توابع و ،wi٣ =m −wi١ − ai٢ که
دارند. کامل سطری رتبه نقطه

که طوری به دارد وجود w̃ صحیح عدد کنید فرض :٢ گام
rank(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W١١
∆−τW٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = m̃, t ∈ I (٣ . ١٩)

صورت این در m̃ = wi١ +wi٢ یعنͬ باشند نداشته پنهانͬ افزونگͬ هیچ (W١١,∆−τW٢٢) زوج اگر
بعد گام به si = wi١ + wi٢ − m̃ > ٠ اگر صورت این غیر در است مطلوب نتیجه دستگاه(٣ . ١۵)

ͬ رویم. م
کنند صدق زیر شرایط در که طوری به دارند وجود Z٢ و Z١ ،S ماتریس های :٣ گام

باشد. نامنفرد نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C(I,Cwi١×wi١) . ١

.Z١W١١ +Z٢W٢٢ = ٠ . ٢
پنهانͬ افزونگͬ هیچ (SW١١,W٢٢) زوج و دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه SW١١ . ٣

ندارد.
ͬ کنیم: م تعریف را زیر ماتریس

P٢ ∶= diga(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S

Z١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Iwi٢ , Iwi٣) ∈ C(I,C

m×m),

داریم: (٣ . ١٨) دستگاه در چپ سمت از ماتریس این ضرب با
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SW١١ SW١٢
Z١W١١ Z٢W١٢

٠ W٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١
f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

di

si

wi٢
wi٣

(٣ . ٢٠)



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ۴٠
چپ سمت از Z٢ ضرب و ∆−τ پیشرو عمل گر توسط را (٣ . ٢٠) دستگاه Z١W١١ بلوک :۴ گام

صورت به سوم سطر در
Z٢∆−τW٢٢x = −Z٢∆−τf٢,

داریم: صورت این در ͬ کنیم، م حذف (٣ . ٢٠) سسیتم دوم سطر با ͽجم و
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SW١١ SW١٢
٠ Z١W١٢
٠ W٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١ +Z٢∆τf٢

f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ͬ کنیم: م تعریف را زیر ماتریس های و ͬ دهیم م افزایش واحد ی را i

Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SW١١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Bi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SW١٢
Z١W١٢
W٢٢

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, f i =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sf١
Z١f١ +Z٢∆τf٢

f٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, M i ∶= [Ai Bi] ,

ͬ کنیم. م تکرار را روند این و ͬ گردیم م بر ١ گام به صورت این در
تعداد از بعد (٣ . ٣) تفاضلͬ معادلات برای شده اعمال (٣ . ٢ . ٢) روش (٣ . ٢ . ١) روش مانند

ͬ شود. م زیر قضیه به منجر که ͬ رسد، م پایان به  ͬ متناه گام
یعنͬ یابد پایان (٣ . ٢ . ٢) روش کنید فرض و ب·یرید نظر در را (٣ . ٣) معادله .٣ . ٢ . ٢ قضیه
(٣ . ٣) دستگاه صورت این در باشد، صادق (٣ . ٢ . ٢) روش در بودن ثابت رتبه فرضیات تمام
است. شده داده نمایش زیر گذاری نماد با که دارد، را (٣ . ١٨) دستگاه جواب مجموعه همان

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŵ١١ Ŵ١٢
٠ Ŵ٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
f̂٢
f̂٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ŵ١
ŵ٢
ŵ٣

(٣ . ٢١)

اندازه و دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŵ١١
∆−τŴ٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∶ t →

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŵ١١
Ŵ٢٢(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
آن در که

است. ŵ٣ =m − ŵ١ − ŵ٢ و ŵ٢ ،ŵ١ معادلات بلوک های
.[٢٣] برهان.

دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روند طͬ در شد خواهد معلوم بعد بخش در
است مم΄ن گاهͬ اما است تفاضلͬ معادلات از گرفتن مشتق به نیاز گاهͬ کلͬ، تاخیری جبری
∆τx شامل که معادله گیری مشتق بنابراین نباشند پذیر مشتق ∆τx تابع مؤلفه های از بعضͬ
از مش΄ل این ͽرف برای ͬ باشد. م است ∆τx دارای که معادله ای گیری مشتق از بهتر نیست

کنید. توجه زیر نتیجه به ͬ شود. م استفاده ماتریس ها بندی بلوک



۴١ تفاضلͬ معادلات و جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
برای (٣ . ٢ . ٢) روش اعمال حاصل که را (٣ . ٢١) دستگاه و (٣ . ٣) دستگاه .٣ . ٢ . ١ نتیجه
زیر شرط در (٣ . ٢١) دستگاه (Ŵ١١, Ŵ٢٢) زوج کنید فرض ب·یرید. نظر در است (٣ . ٣) دستگاه

کند صدق

rank(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŵ١١
Ŵ٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = ŵ۴, t ∈ I (٣ . ٢٢)

P٣ ∈ منفرد نقطه به نقطه ماتریس ی صورت این در . است صحیح عددی ŵ۴ آن در که
(٣ . ٢١) دستگاه در چپ سمت از ماتریس این ضرب با که طوری به دارد وجود C(I,Cm×m)

را زیر دستگاه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W̃١١ W̃١٢
٠ Ŵ٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
f̂٢
f̂٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ŵ١
ŵ٢
ŵ٣

(٣ . ٢٣)

ندارد. پنهانͬ افزونگͬ هیچ (W̃١١, Ŵ٢٢) زوج و دارد کامل سطری رتبه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W̃١١
∆−τŴ٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
که

اندازه با Ẑ٢ و Ẑ١ ،Ŝ ماتریس های ͬ توان م (Ŵ١١, Ŵ٢٢) زوج برای (٣ . ١ . ٢) لم اعمال با برهان.
کرد. تعیین زیر ͬ های ویژگ و مناسب

باشد. نامنفرد نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŝ

Ẑ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C(I,Cŵ١×ŵ١) . ١

.Ẑ١Ŵ١١ + Ẑ٢Ŵ٢٢ = ٠ . ٢
پنهانͬ افزونگͬ هیچ (ŜŴ١١, Ŵ٢٢) زوج و دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه ŜŴ١١ . ٣

ندارد.
ͬ کنیم م تعریف را زیر ماتریس

P٣ ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŝ ٠
Ẑ١ Ẑ٢ ٠
٠ Iŵ٢ ٠
٠ ٠ Iŵ٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ŵ١١
ŵ١٢
ŵ٢
ŵ٣

,

داریم: (٣ . ٢١) دستگاه در چپ سمت از P٣ ماتریس ضرب با و ŵ١ = ŵ١١ + ŵ١٢ که
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ŜŴ١١ ŜŴ١٢
Ẑ١Ŵ١١ ٠

٠ Ŵ٢٢
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

∆τ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŝf̂١
Ẑ١f̂١ + Ẑ٢f̂٢

f̂٢
f̂٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ŵ١١
ŵ١٢
ŵ٢
ŵ٣

(٢۴ . ٣)



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ۴٢
ͬ دهیم: م قرار

W̃١١ ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŝ

Ẑ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ŵ١١, W̃١٢ ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ŜŴ١١
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, f̃١ ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ŝf̂١
Ẑ١f̂١ + Ẑ٢f̂٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(٣ . ٢٣) دستگاه در دهیم نشان است کافͬ است. (٣ . ٢٣) دستگاه مطلوب فرم صورت این در
هیچ (٣ . ١ . ١) لم به توجه با (Ŵ١١,∆−τŴ٢٢) زوج دارد. کامل سطری رتبه

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W̃١١
∆−τŴ٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ماتریس

ماتریس لذا دارند، کامل سطری رتبه Ŵ٢٢ و W̃١١ ماتریسͬ تابع دو و ندارد پنهانͬ افزونگͬ
دارد. کامل سطری رتبه

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

W̃١١
∆−τŴ٢٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

به ŵ١ + ŵ٢ از را ∆τx شامل معادلات تعداد (٢۴ . ٣) دستگاه به (٣ . ٢١) دستگاه تبدیل با
دارد کامل سطری رتبه نقطه به نقطه ŜŴ١٢ که جای آن از بنابراین ͬ دهیم. م کاهش ŵ١١ + ŵ٢
طریق از مثال عنوان به کرد. حذف را بیشتری معادلات تعداد بندی بلوک طریق از ͬ توان نم

کرد. حذف را معادلات این از زیادی تعداد ͬ توان نم گوس حذفͬ روش

دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ٣ . ٣
خطͬ تاخیری جبری

مسئله و ثابت تأخیر ی با (٣ . ١) فرم به تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات قسمت این در
دستگاه آزاد غرابت فرم به تبدیل روند ابتدا شد. بررسͬ خواهد (٣ . ١)‐(۵ . ٣) اولیه مقدار
این از پذیری حل شرایط و پنهان محدودیت های تمام بتوان که دی·ری دستگاه به (٣ . ١)
تعیین منظور به شد مشاهد قبل بخش در که همان طور کرد . تعیین راحتͬ به جدید دستگاه
معادلات و جبری دیفرانسیل معادلات پذیری حل شرایط و پنهان جبری محدودیت های تمام
برای بنابراین شد. استفاد دستگاه بندی بلوک از هم چنین و ∆−τ و مشتق عمل·ر دو از تفاضلͬ

کرد. استفاده زیر عمل·ر سه از ͬ توان م دلخواه خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادله
نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس با دستگاه بندی بلوک . ١

دی·ر معادله به معادله ی مشتق کردن اضافه . ٢
برود. بین از تاخیر قسمت ∆−τ عمل·ر توسط است، ∆x تاخیر شامل که معادلاتͬ . ٣

حقیقت در است. مهم ∆−τ و مشتق عمل·ر دو از استفاده ترتیب که ͬ دهیم م نشان زیر مثال در
پیچیده تری همواری شرایط به منجر است مم΄ن سازی منظم هنگام به عمل·ر ی انتخاب

کنید. توجه زیر مثال به شود.



۴٣ خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
ب·یرید: نظر در t ∈ I زمانͬ فاصله در را زیر خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٣ . ٣ . ١ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t)
f٢(t)
f٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٢۵ . ٣)

داریم: دهیم، تغییر ∆−τ عمل·ر با را (٢۵ . ٣) دستگاه سوم سطر اگر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t)
f٢(t)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

ͬ شود م ẋ١ حذف باعث اول معادله با آن ͽجم و بالا دستگاه آخر معادله از گیری مشتق
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t) + ḟ٣(t + τ)
f٢(t)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

داریم: کنیم، کم دوم معادله از را آخر معادله اگر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t) + ḟ٣(t + τ)
f٢(t) − f٣(t + τ)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

ͬ دهیم. م تغییر را اول معادله دو ∆−τ عمل·ر از استفاده با
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t + τ) + ḟ٣(t + ٢τ)
f٢(t + τ) − f٣(t + ٢τ)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٢۶ . ٣)

نیاز مورد گیری مشتق بار ١ و تغییر ٢ به فقط اول گام در ∆−τ عمل·ر از استفاده با ترتیب این به
در باشد. داشته را پذیر) مشتق و (پیوسته همواری شرط باید f٣ فقط همه از مهم تر و است
هموار ضروری غیر شرایط کنیم آغاز مشتق عمل·ر با را مثال این اگر که ͬ دهیم م نشان ادامه

دارد. دنبال به را f ناهم·ونͬ برای
دو در ẋ١ حذف و اول معادله به (٢۵ . ٣) دستگاه دوم معادله مشتق کردن اضافه با ابتدا

داریم: معادله طرف
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τ ẋ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t) + ḟ٢(t)
f٢(t)
f٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ۴۴
ͬ دهیم، م تغییر ∆−τ عمل·ر از استفاده با را بالا دستگاه آخر و اول معادله

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
١ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t + τ) + ḟ٢(t + τ)
f٢(t)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

داریم: کنیم، کم بالا دستگاه دوم معادله از را آخر معادله اگر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t + τ) + ḟ٢(t + τ)
f٢(t) − f٣(t + τ)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

داریم: ∆−τ عمل·ر توسط دوم معادله تغییر با
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ١ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t + τ) + ḟ٢(t + τ)
f٢(t + τ) − f٣(t + ٢τ)

f٣(t + τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

دستگاه به دوباره کنیم ͽجم اول معادله با و ب·یریم مشتق بار ی بالا دستگاه دوم معادله از اگر
استفاده ∆−τ عمل·ر با تغییر بار دو و مشتق عمل·ر از بار دو حال این با ͬ رسیم. م (٢۶ . ٣)
مشتق به بل΄ه است نیاز f٣(t)مشتق پذیری به تنها نه روش این حین در این از تر مهم  کردیم،

است. نیاز نیز  ،f٢(t)
نشان (٣ . ٣ . ١) مثال در ∆−τ و مشتق گر عمل  دو ناجابجایی۵ ویژگͬ دادن نشان کنار در
شود. جلوگیری ام΄ان حد تا ∆−τx(t) عبارت شامل تفاضلͬ معادلات وجود از که ͬ دهد م
مم΄ن حداقل به را ∆τx(t) حاوی معادلات تعداد باید مشتق عمل·ر از استفاده قبل بنابراین

داد. انجام (٣ . ٢ . ١) نتیجه توسط آسانͬ به ͬ توان م را گام این دهیم، کاهش
است اجرا قابل (٣ . ٢ . ١) و (٣ . ٢ . ٢) روش های که ͬ کنیم م فرض بخش این در حال این با
دیفرانسیل معادلات و تفاضلͬ معادلات قسمت های در پنهان ͬ های افزونگ ͬ توانیم م بنابراین

کنیم. حذف را (٣ . ١) دستگاه جبری
کرد. حذف زیر روش از استفاده با (٣ . ١) دستگاه پنهان ͬ های افزونگ ͬ توان م ابتدا

ͬ گیریم: م نظر در را (٣ . ١) فرم به تاخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادله ورودی: .٣ . ٣ . ١ روش
یعنͬ دارد r کامل رتبه E ماتریس کنید فرض گام١:

rank(E) = r, t ∈ I

این ضرب با که ͬ کنیم م تعیین طوری را P ∈ C(I,Cm×m) نامنفرد نقطه به نقطه ماتریس
باشیم: داشته (٣ . ١) دستگاه در چپ سمت از ماتریس

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E١
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A١
A٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B١
B٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∆τx +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٣ . ٢٧)

5non-commutativity



۴۵ خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
است. r کامل سطری رتبه دارای نقطه به نقطه E١ آن در که

داریم: (٣ . ٢٧) دستگاه آخر سطری بلوک برای (٣ . ٢ . ٢) روش اعمال با گام٢:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A١
Ă٢
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B١
B̆٢
B̆٣
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f̆٢
f̆٣
f̆۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣ . ٢٨)

دارند. کامل سطری رتبه نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ă٢
∆−τ B̆٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
و E١ ماتریس های آن در که

سطری معادلات سوم و دوم بلوک در شامل تفاضلͬ معادلات برای را (٣ . ٢ . ١) نتیجه گام٣:
داریم: صورت این در ͬ کنیم م اعمال (٣ . ٢٨)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A١
Ã٢
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B١
B̃٢
B̃٣
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f̃٢
f̃٣
f̃۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣ . ٢٩)

(B̃٢, B̃٣) زوج و دارند کامل سطری رتبه نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ã٢
∆−τ B̃٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
و E١ ماتریس های آن در که
ندارند. پنهانͬ افزونگͬ هیچ

پایان.
را کار این و رسیدیم جبری دیفرانسیل معادلات پنهان ͬ های افزونگ حذف مرحله به حال

ͬ دهیم. م انجام زیر روش از استفاده با

سطری رتبه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ã٢
∆−τ B̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
و E١ ماتریس های که (٣ . ٢٩) فرم به دستگاه ورودی: .٣ . ٣ . ٢ روش

ندارند. پنهانͬ افزونگͬ هیچ (B̃٢, B̃٣) زوج و دارند کامل
ͬ دهیم، م تغییر ∆−τ عمل·ر از استفاده با را (٣ . ٢٩) دستگاه سوم سطر گام١:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
²̃

E

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A١
Ã٢

∆−τ B̃٣
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ã

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B١
B̃٢
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
²̃

B

∆τx +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١
f̃٢

∆−τ f̃٣
f̃۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

f̃

(٣ . ٣٠)

دارند. کامل سطری رتبه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ã٢
∆−τ B̃٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
و E١ ماتریس های آن در که



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ۴۶
ͬ کنیم: م نویسͬ باز زیر صورت به را (٣ . ٣٠) دستگاه  و g̃ ∶= B̃∆−τx+ f̃ ͬ کنیم م تعریف :٢ گام

Ẽẋ = Ãx + g̃⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A١
Ã٢

∆−τ B̃٣
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g̃١
g̃٢

∆−τ f̃٣
f̃۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣ . ٣١)

اعمال (٣ . ٣١) دستگاه در (Ẽ, Ã) زوج پنهان ͬ های افزونگ حذف برای را (٣ . ٢ . ١) روش گام٣:
ͬ کنیم. م

معادله قبل، حالت به تغییر با گام۴:
٠ =∆−τ B̃٣x +∆−τ f̃٣ (٣ . ٣٢)

ͬ آید: م دست  به زیر دستگاه ،٣ گام در آمده دست به دستگاه در
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١
٠
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١
Â٢
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂٠,١
B̂٠,٢
B̃٣
B̂٣,٠

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx +
µ

∑
i=١

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
B̂i,٢
٠

B̂i,٣
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx
(i) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
f̂٢
f̃٣
f̂٣
f̃۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣ . ٣٣)

است. کامل سطری رتبه دارای [ÊT١ ÂT٢ ∆−τ B̃
T٣ ]

T ماتریس که
پایان.

روش سپس و (٣ . ٣ . ١) روش ابتدا ،(٣ . ٣ . ١) مثال در شده انجام مشاهدات به توجه با
ͬ کنیم. م اعمال (٣ . ١) دستگاه برای را (٣ . ٣ . ٢)

ب·یرید نظر در (٣ . ١) دستگاه برای را (٣ . ٣ . ٢) روش روند و (٣ . ٣ . ١) روش روند اگر .٣ . ٣ . ١ لم
دارد. را (٣ . ٣٣) دستگاه جواب مجموعه همان (٣ . ١) دستگاه آن گاه

و E١ ماتریس های که (٣ . ٢٩) دستگاه (٣ . ١) معادله برای (٣ . ٣ . ١) روش اعمال با ابتدا برهان.
ندارند پنهانͬ افزونگͬ هیچ (B̃٢, B̃٣) زوج و دارند سطری کامل رتبه نقطه به نقطه

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ã٢
∆−τ B̃٣

را⎦⎥⎥⎥⎥⎥⎤ (٣ . ٣٠) دستگاه (٣ . ٣ . ٢) روش ٢ گام در g̃ جدید ناهم·ونͬ معرفͬ با ͬ دهد. م نتیحه را
کرد. نویسͬ باز (٣ . ٣١) جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه صورت به ͬ توان م

ͬ بریم. م کار به (٣ . ٣١) دستگاه برای (٣ . ٢ . ١) روش از استفاده با را (٣ . ٣ . ٢) روش گام٣
ͬ ماند، م ثابت آخر سطری معادله سه و ͬ کند م تغییر اول سطری معادله فقط گام این در

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١
Ă٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g̃١١
g̃٢١
g̃٣١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣۴ . ٣)



۴٧ خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
اندیس µ کنید فرض دارد. کامل سطری رتبه نقطه به نقطه [ÊT١ ĂT٢ ÃT٢ ∆−τ B̃

T٣ ]
T که

توابع g̃٣١ و g̃٢١ ،g̃١١ که ͬ دهد م نتیجه (٣ . ٢ . ١) قضیه آن گاه باشد، (٣ . ٣١) دستگاه غرابت
نتیجه (٣۴ . ٣) دستگاه B̃∆τx + f̃ توسط g̃ نویسͬ باز با دقیق تر طور به هستند. g̃, ˙̃g, . . . , g̃(µ)

ͬ شود: م حاصل زیر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١
Ĥ٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂٠,١
Ĝ٠,٢
B̂٣,٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx +
µ

∑
i=١

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
Ĝi,٢
B̂i,٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx
(i) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
ĥ٢
f̂٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣۵ . ٣)

ͬ دهیم: م قرار (٣ . ٣١) دستگاه معادلات سطری بلوک سه با (٣۵ . ٣) دستگاه کردن ترکیب با

Â٢ ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ĥ٢
Ã٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, f̂٢ ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĥ٢
f̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B̂٠,٢ ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ĝ٠,٢
B̃٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B̂i,٢ ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ĝi,٢
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, i ⩾ ١ تمام برای

ͬ آید. م دست به (٣ . ٣٣) دستگاه (٣ . ٣١) دستگاه قبل به سوم معادله سطری بلوک تغییر با

سطری بلوک باید زیر دلایل به (٣ . ٣ . ٢) روش آخر گام برای که باشید داشته توجه تذکر:
دهیم. انجام را قبل به تغییر (٣۵ . ٣) معادله

ام΄ان حد تا باید بنابراین دهیم ادامه را (٣ . ٣ . ١) روش که باشد لازم است مم΄ن ابتدا . ١
کنیم. حذف را ∆τx شامل تفاضلͬ معادلات

این که ͬ دهد، نم ϕ اولیه تابع سازگاری شرایط مورد در اطلاعاتͬ هیچ (٣۵ . ٣) معادله . ٢
معادله از درستͬ به اطلاعات

٠ = B̃٣∆τx + f̃٣

ͬ آید. م دست به
ͬ کنیم: م معرفͬ را زیر های مجموعه

M٠ ∶= {x ∶ Iτ → Cn∣B̃٣∆τx + f̃٣ = ٠, t ∈ I} (٣ . ٣۶آ)
M̃٠ ∶= {x ∈M٠∣

µ

∑
i=٠

B̂i,٣∆τx
(i) + f̂٣ = ٠, t ∈ I} (٣ . ٣۶ب)

بعد محدودیت ها مجموعه M̃٠ و (٣ . ٣ . ٢) روش اعمال از قبل ∆τ محدودیت های مجموعه M٠
است. M٠ مجموعه زیر M̃٠ ترتیب این به و ͬ دهد م نشان را روش اعمال از

سطری بلوک چهار یعنͬ ب·یرید نظر در M٠ = M̃٠ که را (٣ . ٣٣) دستگاه از خاص مورد ی
ͬ کند. م پیدا کاهش سطری بلوک سه به



تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش ۴٨
در شده تعریف M̃٠ ،M٠ مجموعه های و (٣ . ٣٣) منظم فرم و (٣ . ١) معادله .٣ . ٣ . ١ قضیه
در و (٣ . ٣٣) دستگاه آن گاه باشد M٠ = M̃٠ کنید فرض همچنین ب·یرید، نظر در را (٣۶ . ٣)

است: زیر دستگاه جواب مجموعه دارای دستگاه(٣ . ١) نتیجه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١
٠
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١
Â٢
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂٠,١
B̂٠,٢
B̃٣
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx +
µ

∑
i=١

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
B̂i,٢
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∆τx
(i) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
f̂٢
f̃٣
f̃۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣ . ٣٧)

دارد. کامل سطری رتبه نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ∆−τ B̃
T٣ ]

T حالت این در که
صدق (٣ . ٣٣) دستگاه سوم معادله در که x ∶ Iτ → Cn تابع هر M٠ = M̃٠ که آن جای از برهان.
چهارم معادله ͬ توان م بنابراین ͬ کند. م صدق نیز چهارم معادله در خود به خود طور به ͬ کند م

رسید. (٣ . ٣٧) دستگاه به و کرد حذف را (٣ . ٣٣) دستگاه
ͬ کند، م مشخص را (٣ . ١) دستگاه ساختاری خواص که را (٣ . ٣ . ١) قضیه از مهم نتیجه دو

ͬ کنیم. م بیان
f̃۴ = ٠ (٣ . ٣٣) دستگاه در اگر تنها و اگر است پذیر حل (٣ . ١) دستگاه . ١ .٣ . ٣ . ١ نتیجه

باشد.
مربعͬ زیر ماتریس بودن، پذیر حل بر علاوه اگر تنها و اگر است منظم (٣ . ١) دستگاه . ٢

باشد
[ÊT١ ÂT٢ ∆−τ B̃

T٣ ]
T

.

باشد. پذیر مشتق و پیوسته [−τ,٠] زمانͬ فاصله روی بار −µ ،ϕ اولیه تابع کنید فرض . ٣
اگر تنها و اگر است سازگار آن گاه

Â(٠)٢ϕ(٠) +
µ

∑
i=٠

B̂i,(٠)٢ϕ(i)(−τ) + f̂(٠)٢ = ٠,
∆−τ B̃٣ϕ +∆−τ f̃٣ = ٠, t ∈ [−τ,٠].

وجود جواب ی که این برای f تابع ناهم·ونͬ و ϕ اولیه تابع همواری شرایط بعدی نتیجه
ͬ آید. م دست به (٣ . ٣٧) فرم از راحتͬ به که ͬ کند م بیان را باشد داشته

در شده تعریف M̃٠ ،M٠ مجموعه های و (٣ . ٣٣) منظم فرم و (٣ . ١) معادله .٣ . ٣ . ٢ نتیجه
قراراند: بر زیر شرایط آن گاه ب·یرید. نظر در را هستند منطبق هم بر که (٣۶ . ٣)

باشد. صفر مخالف B̂i,٢ که ١ ≤ i ≤ µ و i اندیس برای عدد ترین بزرگ  µ̃ کنید فرض . ١
µ̃−بار باید x∣[(k−١)τ,kτ] تابع و است پیوسته x∣[kτ,(k+١)τ] تابع ،k ∈ N٠ هر برای آن گاه

باشد. پذیر مشتق و پیوسته



۴٩ خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادلات آزاد غرابت فرم به تبدیل روش
پیوسته [−τ, kτ] زمانͬ فاصله در باید حداقل باشد، داشته وجود x جواب که این برای . ٢

باشد. پذیر مشتق و پیوسته بار k ⋅ µ̃ ،ϕ اولیه تابع و باشد
در x که این تضمین منظور به آن گاه باشد هموار کافͬ اندازه به ϕ اولیه تابع کنید فرض . ٣

باشد. پذیر مشتق و پیوسته بار µ باید f ناهم·ونͬ است پیوسته t ∈ I نقطه هر
(٣ . ١) دستگاه خاص ساختار برای فقط (٣ . ٣ . ٢) و (٣ . ٣ . ١) نتیجه های و (٣ . ٣ . ١) قضیه
مرتبه با دستگاه های است مم΄ن M̃٠ ⊊ M٠ که زمانͬ یعنͬ شده اند. بیان M٠ = M̃٠ که زمانͬ
آشنایی برای داد. انجام متغیر تغییر باید (٣ . ٣٣) فرم به آنها تبدیل برای که آید وجود به بالا

کنید. مراجعه [٢٣] به بیشتر
ب·یرید. نظر در t ∈ [٠,∞) بازه در را زیر خطͬ تاخیری جبری دیفرانسیل معادله .٣ . ٣ . ٢ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ t

٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
١ t − ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − ١)
x٢(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

et + ١
−et−١ − (t − ٢(١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٣ . ٣٨)

داریم (٣ . ٣ . ٢)‐(٣ . ٣ . ١) روش های اعمال با
M٠ = M̃٠ = {x ∶ [−١,∞)→ C٢∣x١(t − ١) + (t − ١)x٢(t − ١) − et−١ − (t − ٢(١ = ٠},

داریم صورت این در ب·یریم، مشتق آن از و کنیم ی علاوه به را دوم معادله اگر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
١ t − ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − ١)
x٢(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ − ٢t
−et−١ − (t − ٢(١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٣ . ٣٩)

ͬ رسیم م زیر منظم فرم به صورت این در ͬ کنیم، م ی علاوه به را (٣ . ٣٩) دوم معادله حال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
١ t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − ١)
x٢(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ − ٢t
−et − t٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.





۴ فصل
معادلات تحلیلͬ و عددی حل

با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل
متغییر ضرایب

مقدمه ١ . ۴
متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل فصل، این در

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را زیر فرم به ،I = [٠, tf ) زمانͬ فاصله در τ ≥ ٠ ثابت تأخیر ی و
E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)x(t − τ) + f(t) (١ . ۴)

f ∶ I → Cm و E,A,B ∶ I → Cm×n ماتریسͬ توابع آن ضرایب و x ∶ Iτ ∶= [−τ, tf ) → Cn آن در که
است.

فرم به اولیه توابع (١ . ۴) معادله فرد به منحصر جواب به رسیدن برای
x∣[−τ,٠] = ϕ که طوری به ϕ ∶ [−τ,٠]→ Cn (٢ . ۴)

l ∈ N صحیح عدد هر برای بنابراین ͬ گیریم، م نظر در را tf = lτ سادگͬ برای ͬ کنیم. م تعریف را
است. I = [٠,∞) صورت دراین باشد l =∞ اگر داریم، را I = [٠, lτ ) زمانͬ فاصله



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۵٢
تک فقط فصل این در ولͬ برد کار به تأخیری چند برای ͬ توان م را فصل این نتایج بیشتر

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را تأخیری
معادله .[١٢] ͬ باشد م F (t, ẋ(t), x(t), x(t − τ)) = ٠ معادله خطͬ ش΄ل (١ . ۴) معادله
دیفرانسیل معادلات و B ≡ ٠ با جبری دیفرانسیل معادلات مهم، مجموعه زیر دو شامل (١ . ۴)

ͬ باشد. م است، همانͬ ماتریس ی E و m = n که (DDE)تأخیری١
تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل برای معمولا˟ که روش ی
درنظر و g(t) = B(t)x(t − τ) + f(t) ناهم·ونͬ ی معرفͬ ͬ شود، م ارائه تأخیری معادلات و

است، (١ . ۴) معادله جای به t ∈ I تمام برای زیر متناظر جبری دیفرانسیل معادله گرفتن
E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) + g(t) (٣ . ۴)

طور به سازگار، اولیه بردار های و g هموار ͬ های ناهم·ون تمام برای (٣ . ۴) متناظر معادله اگر
ͬ توان م را (٢ . ۴) اولیه تابع با (١ . ۴) معادله جواب صورت این در باشد حل پذیر فرد به منحصر
فاصله های روی  جبری دیفرانسیل معادلات از دنباله ای حل با گام٢ به گام و فرد به منحصر
دستگاه های جواب محاسبه برای روش رایج ترین روش این آورد. دست به [iτ, (i + ١)τ] متوالͬ
،۴٠ ،٢٠ ،١١ ،١٠ ،۶ ،٣] است معروف (Bellman) بلمن روش یا گام ها روش به که است تأخیری
فقط گذشته و حال زمان به جواب وابستگͬ علت به که را روش این بعدی بخش های در .[۴۵

ͬ کنیم. م بیان دارد کاربرد علتͬ سیستم های برای
که زمانͬ است مم΄ن DDAE علتͬ غیر معادلات متناظر اولیه مقدار مسائل کلͬ حالت در
منحصر DDAE معادله همان اما باشد پذیر حل فرد به منحصر نه و مربعͬ نه متناظر DAE مسائل
ندارد. کاربردی معادلات نوع این حل برای گام ها روش صورت این در باشد پذیر حل فرد به
سیستم های برای ویژه به کاربردی، برنامه های از بسیاری در مربعͬ غیر سیستم های چنین
به .[۴٣ ،٣۴ ،١٨ ،١] سازی شبیه افزار نرم و سازی مدل طریق از خودکار طور به دینامی΄ͬ

ͬ شود. م معین فرو یا فرامعین دستگاه ی ساخت به منجر اضافͬ معادلات و شرایط علت
[٣١ ،٩] گرفته قرار مطالعه مورد DAE برای زیادی عددی روش های که حقیقت این ͬ رغم عل
عددی روش های .[٢۴ ،۵] است شده برده کار به DDE برای نیز بسیاری عددی روش های و
عددی روش های خاص طور به .[۴۵ ،۴٠ ،٢٠ ،۴ ،٣] است شده استفاده DDAE برای کمͬ

است. نگرفته قرار مطالعه مورد تاکنون DDAE معین فرو و فرامعین دستگاه برای زیادی
این به ͬ شود، م استفاده کلاسی جواب مفهوم از غالباً (١ . ۴) با متناظر (٣ . ۴) معادله برای
به نقطه را (٣ . ۴) معادله که طوری به دارند وجود x ∶ I→ Cn مشتق پذیر و پیوسته توابع که معنا
چرا که تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات در حال این با .[٩ ،٣١] ͬ کنند م برآورد نقطه
.[٢٠ ،١٠ ،۴] ندارد. وجود خاصͬ دلیل باشد، E(٠)ϕ̇(٠−) با مساوی باید (١ . ۴) در E(٠)ẋ(٠)
ناپیوستگͬ این معمولا یابد، گسترش زمان با است مم΄ن t = ٠ در ẋ ناپیوستگͬ این بر علاوه

1delay differential equation
2step-by-step



۵٣ مقدمه
ͬ کنیم. م استفاده زیر تعاریف مفاهیم از مش΄لات این ͽرف برای دارد. قرار jτ نقطه هر در ẋ

ͬ شود، م نامیده (١ . ۴) مشتق پذیر وار قطعه جواب ی x ∶ Iτ → Cn تابع . ١ .١ . ١ . ۴ تعریف
کند. صدق (١ . ۴) در جا همه تقریباً و پیوسته مشتق پذیر وار قطعه پیوسته، اگر

ی حداقل (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل اگر ͬ شود، م نامیده سازگار ϕ اولیه تابع . ٢
باشد. داشته پذیر مشتق وار قطعه جواب

ی حداقل اگر ͬ شود، م نامیده حل پذیر (١ . ۴) تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادله . ٣
بر علاوه اگر ͬ شود، م نامیده منظم همچنین باشد، داشته مشتق پذیر وار قطعه جواب
فرد به منحصر (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل جواب سازگار، اولیه تابع هر برای این

باشد.
را زیر فرم به معادله ب·یرید،  نظر در را (١ . ۴) معادله .١ . ٢ . ۴ تعریف

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Âµ,١ Âµ−١,١ . . . Â٠,١
Âµ−١,٢ . . . Â٠,٢

⋱ ⋮

Â٠µ+١
٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x(µ)(t)

x(µ−١)(t)
⋮

x(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂η,١ B̂η−١,١ . . . B̂٠,١
B̂η,٢ B̂η−١,٢ . . . B̂٠,٢
⋮ ⋮ ⋮

B̂η,µ+١ B̂η−١,µ+١ . . . B̂٠,µ+١
B̂η,µ+٢ B̂η−١,µ+٢ . . . B̂٠,µ+٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x(η)(t − τ)

x(η−١)(t − τ)
⋮

x(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١
f̂٢
⋮

f̂µ+١
f̂µ+٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(۴ . ۴)

دارای [ÂT
µ,١ ÂT

µ−١,٢ . . . ÂT٠,µ+١]
T مقدار٣ تابع ماتریس آن در که µ, η ∈ N٠ با t ∈ I تمام برای

باشد برقرار زیر شرایط اگر ͬ نامند م (١ . ۴) معادله آزاد غرابت فرمول است، کامل سطری رتبه
نیز (۴ . ۴) معادله در (١ . ۴) در x(t) آش΄ار و پنهان محدودیت های تمام ،t ∈ I هر برای . ١

باشد. موجود
دارای (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل اگر که طوری به ،ϕ سازگار اولیه تابع هر برای . ٢
دستگاه اولیه مقدار مسائل فرد به منحصر جواب نیز x تابع باشد، x فرد به منحصر جواب

باشد. x∣[−τ,٠] = ϕ اولیه تابع و (۴ . ۴) شده ساخته
ͬ دهیم. م شرح برای زیر مثال دو با را تعریف این مفهوم ادامه در

3matrix-valued



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۵۴
ب·یرید. نظر در را زیر DDAE(١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل .١ . ١ . ۴ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t)
f٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
t ∈ I = [٠,∞) (۵ . ۴)

داریم: کنیم ͽجم اول معادله با و ب·یریم مشتق دوم معادله از اگر
٠ = ẋ١(t − τ) + f١(t) + ḟ٢(t),

دوم معادله و معادله این ترکیب با ẋ١(t) = −f١(t+ τ)− ḟ٢(t+ τ) داریم τ با معادله این تغییر با
ͬ شود: م حاصل زیر دستگاه (۵ . ۴)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−f١(t + τ) − ḟ٢(t + τ)
f٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(۵ . ۴) معادله آزاد غرابت فرمول بالا دستگاه که کرد بررسͬ ͬ توان م (۴ . ۴) تعریف به باتوجه
است.

،(٢ . ١) اول مرتبه معادله برای آزاد غرابت فرمول تش΄یل هنگام است ذکر به لازم تذکر:
غرابت فرمول که باشید داشته را انتظار این است مم΄ن است. نیز DAE اول مرتبه معادله ی
کنید. توجه زیر مثال به نیست. درست این که ،η = ١ و µ = ١ یعنͬ باشد اول مرتبه (١ . ۴) آزاد

ب·یرید. نظر در t ∈ [٠, ∞) زمانͬ فاصله روی را زیر دستگاه .١ . ٢ . ۴ مثال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)
ẋ٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)
x٣(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t

−١ − et−١
١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(۶ . ۴)

زیر صورت به ،(۶ . ۴) معادله در x(t) حالت متغییر پنهان محدودیت های تمام تعیین برای
ͬ کنیم: م عمل

دست به ẋ٣(t) مقدار صورت این در کنیم، گیری مشتق (۶ . ۴) دوم سطر معادله از اگر . ١
به x٢(t) برای زیر جبری محدودیت (۶ . ۴) اول سطر معادله در جای·ذاری با و ͬ آید م

ͬ آید. م دست
٠ = x٢(t) + ẋ١(t − ١) − t − et−١ (٧ . ۴)

در ͬ کنیم، م جای·ذاری (۶ . ۴) سوم سطر معادله در و ͬ گیریم م مشتق (٧ . ۴) معادله از . ٢
داریم: صورت این

٠ = ẍ١(t − ١) − et−١ (٨ . ۴)
معادله اگر بنابراین ͬ دهد. م را t ∈ [٠,١] که است ϕ اولیه تابع سازگاری شرط معادله این
دست به را دوم مرتبه پنهان دیفرانسیل معادله ،١ پیشرو عمل·ر از استفاده با (٨ . ۴)

ͬ آوریم. م
ẍ١(t − ١) − et−١ = ٠⇒ ẍ١(t) − et = ٠⇒ ẍ١(t) = et,



۵۵ مقدمه
دارد: را زیر دستگاه جواب مجموع (۶ . ۴) معادله

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẍ١(t)
ẍ١(t)
ẍ٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − ١)
x٢(t − ١)
x٣(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t − ١)
ẋ٢(t − ١)
ẋ٣(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t − et−١
−١ − et−١
−et

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

مشاهد باشند) سازگار اولیه توابع (اگر هستند پذیر برگشت شده انجام تبدیل ها که آن جایی از
η = ١ و µ = ٢ با اصلͬ معادله آزاد، غرابت فرمول بالا معادله آزاد غرابت تعریف طبق ͬ کنیم م

است.
ͬ کنیم. م بندی طبقه را DDAEها اکنون جواب، مفهوم تعریف از پس

(١ . ۴) معادله .١ . ٣ . ۴ تعریف
محدودیت های (شامل (١ . ۴) اس΄الر محدودیت های همه اگر ͬ شود م نامیده تأخیری . ١

باشند: زیر فرم به پنهان)
K+

∑
β=٠

aβ(t)x(β)(t) =
K−

∑
α=٠

bα(t)x(α)(t − τ) + γ(t) (٩ . ۴)

است. K+ >K− و bK− ≢ ٠ ،aK+ ≢ ٠ آن در که
و K+ ≥K− با (٩ . ۴) فرم از (١ . ۴) اس΄الر محدودیت های تمام اگر ͬ شود م نامیده خنثͬ . ٢

باشد. داشته وجود تساوی ی آن ها بین در
به (٩ . ۴) فرم از (١ . ۴) معادله از محدودیت ی حداقل اگر ͬ شود م نامیده پیشرفته . ٣

باشد. K+ <K− صورت
ب·یرید. درنظر را d و b اس΄الر های با زیر DDAE .١ . ٣ . ۴ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b ٠
٠ d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(١٠ . ۴)

دست به را زیر دستگاه اول، معادله ẋ٢(t) در جای·ذاری و (١٠ . ۴) دوم معادله از مشتق گیری با
ͬ آوریم. م

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b ٠
٠ d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ d

٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t − τ)
ẋ٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۵۶
b ≠ ٠ و d = ٠ اگر طرفͬ از است. پیشرفته نوع از (١٠ . ۴) معادله آن گاه باشد صفر مخالف d اگر
از (١٠ . ۴) معادله صورت این در باشد b = d = ٠ اگر است. خنثͬ نوع از (١٠ . ۴) معادله آن گاه

است. تأخیری نوع
مشتق پذیر وار قطعه جواب ی منظور ͬ کنیم، م صحبت معادله جواب ی از جا هر ادامه، در
ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم، م صحبت (١ . ۴) معادله عددی جواب ی از که زمانͬ هم چنین و است
جبری، دیفرانسیل معادلات برای کنید توجه است. منظم (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل
مشتق پذیر وار قطعه جواب صورت این در باشند هموار کافͬ اندازه به دستگاه ضرایب اگر

است. (٣ . ۴) معادله جواب همان دقیقا جبری دیفرانسیل معادلات
Ckp (I,Cn) توسط را Cn به I توابع از مشتق پذیر و پیوسته وار قطعه بار −k فضای دراین جا
بخش های در که را (٣ . ۴) جبری دیفرانسیل معادلات نتایج از برخͬ همچنین ͬ دهیم. م نمایش
(٣ . ۴) معادله جواب که است واض ͬ کنیم. م آوری یاد را ͬ گیرد م قرار استفاده مورد دی·ر
مشتقات و g ناهم·ونͬ برای پنهان محدودیت های و g ناهم·ونͬ مشتقات به است مم΄ن

باشد. داشته بستگͬ آن ها
مشتق از نیز این جا در است، نیاز مشتقات به عددی روش های بردن کار به برای که آن جای از
k−بار اندازه به (٣ . ۴) معادله از ͬ کنیم. م استفاده شد، بیان قبل فصل  های در که آرایه ای
ثابت رتبه و همواری فرض های تحت ،DAE متورم معادله صورت دراین ͬ گیریم، م مشتق

[٣١] ͬ آید: دست م به زیر صورت به بودن
E(t)ẋ(t) −A(t)x(t) + g(t) = ٠

⋮

( d
dt
)
k

(E(t)ẋ(t) −A(t)x(t) + g(t)) = ٠
(١١ . ۴)

با DAE آزاد غرابت زیر، آرایه ای مشتق فرم به رسیدن برای لازم گیری مشتق تعداد کمترین
ͬ شود. م µ نامیده غرابت اندیس

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١(t)
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(t)
Â٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ١
ĝ٢
ĝ٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d

a

v

(١٢ . ۴)

معادله غرابت اندیس µ و است کامل سطری رتبه نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ]
T ماتریس آن در که

است. (E,A) ماتریسͬ توابع زوج و (٣ . ۴) جبری دیفرانسیل
ͬ دهیم. م نشان µ با را vs غرابت اندیس راحتͬ برای ادامه در

هستند. (١٢ . ۴) دستگاه آزاد غرابت سطری معادلات بلوک های اندازه v ،a ،d صورت این در
آزاد غرابت دستگاه به (٣ . ۴) دستگاه تبدیل روش کردیم، بیان قبل فصل های در که هما ن طور

ͬ شود. م نامیده آزاد غرابت فرمول بندی ،(١٢ . ۴)



۵٧ مقدمه
تعداد u و ͬ شوند م نامیده (٣ . ۴) معادله مشخصه مقادیر u ∶= n − d − a و v ،a ،d ،µ مقادیر
(١٢ . ۴) آزاد غرابت ساختار که داریم توجه همچنین ͬ دهد. م نشان را معین فرو متغییر های
که ͬ دهد م نشان آزاد غرابت این است، آمده دست به  k = µ برای ،(١١ . ۴) آرایه ای مشتق از
معادله از جبری محدودیت های تمام هم چنین و است پذیر حل (٣ . ۴) معادله باشد ĝ٣ ≡ ٠ اگر
صدق آن در باید x٠ بردار که ͬ کند م مشخص را سازگاری شرایط و ͬ آید م دست به Â٢x+ ĝ٢ = ٠

کند.
باید دستگاه کردن منظم برای صورت این در باشد Â(٠)٢x٠ + ĝ(٠)٢ ≠ ٠ یا ĝ٣ ≠ ٠ اگر
سازی منظم از بعد کنیم. حل پذیر را معادله ĝ٣ = ٠ جای·ذاری با یا کنیم حذف را بلوک آخرین
DAE توان  ͬ م صورت این در و d + a = n یعنͬ است حل پذیر فرد به منحصر آزاد غرابت معادله
محدودیت های تمام ͬ کنیم م مشاهده همه از مهم تر نمود. حل دلخواه عددی روش هر با را
قرار (١٢ . ۴) معادله دوم سطری بلوک در دقیقاً DAEها عددی حل برای پنهان و آش΄ار جبری
در شوند، انتخاب (١١ . ۴) آرایه ای مشتق از باید جبری محدودیت های این کلͬ طور به دارد.
(٣ . ۴) اصلͬ معادله از ͬ تواند م (١٢ . ۴) معادله اول بلوک در دیفرانسیل معادلات مقابل طرف

.[٣١] شود انتخاب
قسمت جای به را λ پارامتر تابع ی ، DDAEها برای سازی منظم فرآیند اثر درک برای اکنون

زیر صورت به t ∈ I تمام برای را (٣ . ۴) معادله و ͬ گذاریم م تأخیر
E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) + T (t)λ(t) + f(t) (١٣ . ۴)

اولیه بردار با همراه
x(٠) = x٠ (١۴ . ۴)

به اینکه فرض با f ،T ،A ،E توابع ضرایب و λ ∶ I → Cp تابع رو این از ͬ کنیم. م بازنویسͬ
(١٣ . ۴) معادله روی را تأخیری قسمت تاثیر ͬ توان م λ تغییر با باشند. پذیر مشتق  کافͬ اندازه
(١۴ . ۴)‐(١٣ . ۴) اولیه مقدار مسئله اگر سازگاراست λ پارامتر تابع همچنین کرد، مشاهده
با DAE معادله (٢ . ٢ . ١) نتیجه طبق نیست). پذیر حل فرد به منحصر لزوماً باشد( حل پذیر

کند. صدق زیر شرط دو در اگر تنها و اگر است سازگار λ پارامتر
نباشد. آن مشتقات از ی هیچ و x شامل ولͬ باشد آن ها مشتقات و f و λ شامل فقط . ١

باشد. برقرار نیز است، زیر تعریف روی آن اساس که ،x تابع به مربوط همواری شرط . ٢
شرط کم ترین اگر ͬ شود م نامیده پیشرفته یا خنثͬ تأخیری، (١٣ . ۴) معادله .۴ . ١ . ۴ تعریف
،k ≥ ٢ برای یا λ ∈ C١

p(I,Cp) ،λ ∈ C٠
p(I,Cp) ترتیب به ،λ سازگار پارامتر تابع برای همواری

باشد. λ ∈ Ckp (I,Cp)

دارد. (١٣ . ۴) معادله برای (١٢ . ۴) معادله از مستقیم نتیجه ی طبقه بندی این



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۵٨
غرابت اندیس µ و نباشد پیشرفته نوع از (١٣ . ۴) وابسته پارامتر تابع کنید فرض .١ . ١ . ۴ لم
T (t)λ(t)+ f(t) گرفتن نظر در با باشد. تعریف خوش (١٣ . ۴) معادله ،(E,A) توابع زوج برای
زیر دستگاه ،(١٣ . ۴) معادله برای آزاد غرابت فرمول اعمال با هم چنین و ناهم·ونͬ عنوان به

ͬ شود: م حاصل
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(t)
Â٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T̂ ٠١ (t)
T̂ ٠٢(t)
T̂ ٠٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

λ(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠

T̂ ١٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

λ̇(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١(t)
f̂٢(t)
f̂٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

پارامتر اگر این بر علاوه . است کامل سطری رتبه نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ]
T ماتریس که

.T̂ ١٣ = ٠ و T̂ ٠٢ = ٠ صورت این در باشد تأخیری نوع از (١٣ . ۴)

تضمین نبودن، پیشرفته فرض با (١٣ . ۴) معادله برای آزاد  غرابت فرمول اعمال با برهان.
f̃٢ ،T̃٢ ،Ã٢ ماتریسͬ ضرایب با همراه (١٣ . ۴) معادله جیری محدودیت های تمام که ͬ کند م

دارد: زیر صورت به فرمͬ

٠ = Ã٢(t)x(t) + T̃٢(t)λ(t) + f̃٢(t),

صفر دقیقاً T̃٢ باید است پیوسته فقط λ و است (١٣ . ۴) از مشتق پذیر جواب ی x(t) چون
فرم f̃١ ،T̃١ ،Ã١ ،Ẽ١ ماتریسͬ ضرایب با (١٣ . ۴) دیفرانسیل معادلات تمام دی·ر طرف از باشد.

است: زیر صورت به آن

Ẽ١(t)ẋ(t) = Ã١x(t) + T̃١(t)λ(t) + f̃١(t),

زیر روش سه به ͬ توان م فقط را (١٣ . ۴) معادله ناهم·ونͬ برای و λ برای  سازگار معادلات چون
آورد. دست به

دی·ر جبری معادله به جبری معادله ی کردن اضافه . ١

دی·ر دیفرانسیل معادله ی به دیفرانسیل معادله ی کردن اضافه . ٢

دی·ر دیفرانسل معادلات به جبری معادلات برخͬ مشتق کردن اضافه . ٣

مشتقات از ی هیچ شامل ،(١٣ . ۴) ناهم·ونͬ برای سازگاری شرط حالت سه این به توجه با
.(T̂ ١٣ = ٠) نیست تر بالا ی مرتبه از λ



۵٩ خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل

تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل ٢ . ۴
خطͬ

از مثال عنوان به خود کلاس های زیر از را خود خواص تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات
دیفرانسیل معادله طرف از و جبری دیفرانسیل معادله (E,A) ماتریسͬ توابع زوج ساختار
ͬ برد. م ارث به اولیه تابع همواری شرایط و ͬ دهد م گسترش زمان در را پیوستگͬ نا که تأخیری
ی هیچ در مش΄لات این که باشد رو به رو بیشتری مش΄لات با ͬ تواند م DDAE حال این با
به مش΄لات این برای مهم دلیل ی .[٢٣ ،٢٢ ،١۴ ،١٠ ،۴] ͬ افتد نم اتفاق DAEها و DDE از

است. کلͬ DDAE علتͬ، غیر پتانسیل علت
،x(t) سازگار اولیه تابع برای اگر ͬ شود م نامیده علتͬ تأخیری، زمان دستگاه .٢ . ١ . ۴ تعریف
زمان در f تابع ناهم·ونͬ به فقط و باشد t جاری زمان در متناظر اولیه مقدار مسائل جواب

نباشد. وابسته آینده زمان به اما باشد، وابسته گذشته و حال
نباشد. علتͬ همیشه DDAE ولͬ باشند علتͬ DDE و DAE دو هر است مم΄ن کنید، توجه

اس΄الر معادله t ∈ (٠,∞) تمام برای مثال عنوان به
٠ ⋅ ẋ(t) = ٠ ⋅ x(t) + x(t − τ) − f(t) (١۵ . ۴)

یعنͬ است، آینده زمان در f به وابسته x(t) فرد به منحصر جواب چون است، علتͬ غیر
x(t) = f(t + τ).

علتͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات ٢ . ١ . ۴
(٣ . ۴) متناظر معادله که است مربعͬ دستگاه های برای DDAE روی قبلͬ مطالعات بیشتر
بودن علتͬ با هم ارز DDAE   ͬمربع دستگاه بودن منظم ͬ دهیم، م نشان ادامه در است. منظم

است.
علتͬ DDAE برای متناظر DAE آزاد غرابت فرمول اعمال از آمده دست به نتیجه زیر، قضیه

است.
زوج برای غرابت اندیس µ کنید فرض و ب·یرید نظر در را (١ . ۴) معادله علتͬ .٢ . ١ . ۴ قضیه
زیر DDAE جواب مجموع همان (١ . ۴) معادله صورت این در باشد. تعریف خوش (E,A) توابع

دارد. را
(١۶ . ۴)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١(t)
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(t)
Â٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂٠,١(t)
B̂٠,٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t − τ) +
µ

∑
i=١

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
B̂i,٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(i)(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١(t)
f̂٢(t)
f̂٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d

a

v



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۶٠
معادلات سطری بلوک های اندازه است. کامل سطری رتبه نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ]

T آن در که
باشند. نداشته وجود است مم΄ن سطری بلوک های برخͬ این بر علاوه هستند، v و a ، d

متناظر معادله g(t) = B(t)x(t − τ) + f(t) ناهم·ونͬ با ،(١ . ۴) معادله مجدد تغییر با برهان.
داریم: آزاد غرابت فرمول اعمال با صورت این در ͬ آوریم، م دست به را (٣ . ۴)

(١٧ . ۴)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١(t)
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(t)
Â٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂٠,١(t)
B̂٠,٢(t)
B̂٠,٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t − τ) +
µ

∑
i=١

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
B̂i,٢(t)
B̂i,٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(i)(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂١(t)
f̂٢(t)
f̂٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d

a

v

بلوک آخرین به τ کردن اضافه با است. کامل سطری رتبه نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ]
T آن در که

داریم: سطری معادله
٠ = µ

∑
i=٠

B̂i,٣(t + τ)x(i)(t) + f̂٣(t + τ),

غیر تابع ی حداقل که طوری به دارد، بستگͬ t+τ آینده زمان در f تابع به x(t) بردار رو این از
v = ٠ یا بنابراین دارد، تناقض (١ . ۴) معادله بودن علتͬ با این که باشد. داشته وجود B̂i,٣ صفر

هستند. صفر دقیقاً i = ٠, . . . , µ برای B̂i,٣ توابع یعنͬ سطری، معادله بلوک آخرین یا
برقرار (٢ . ١ . ۴) قضیه شرایط تمام کنید فرض و ب·یرید نظر در را (١ . ۴) معادله .٢ . ١ . ۴ نتیجه

باشد. قرار بر زیر شرایط اگر است، تعریف خوش (١۶ . ۴) دستگاه صورت این در باشد،
باشد.  ̂f٣(t) = ٠ یا v = ٠ یا ، t ≥ ٠ تمام برای اگر تنها و اگر است، پذیر حل (١ . ۴) معادله . ١
سازگاری شرط در و باشد هموار کافͬ اندازه به ϕ اگر تنها  و اگر است، سازگار ϕ اولیه تابع . ٢

کند صدق زیر
٠ = Â(٠)٢ϕ(٠) +

µ

∑
i=٠

B̂i,(٠)٣ϕ(i)(−τ) + f̂(٠)٢⋅
باشد، پذیر معکوس نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ]

T اگر تنها و اگر است منظم (١ . ۴) معادله . ٣
باشد. d + a = n یعنͬ

ͬ کند. م بیان را متناظر DAE بودن منظم و DDAE علتͬ معادله بین رابطه ی بعدی لم
توابع زوج برای غرابت اندیس کنید فرض و ب·یرید نظر در را (١ . ۴) مربعͬ معادله .٢ . ١ . ۴ لم
معادله اگر تنها و اگر است علتͬ (١ . ۴) صورت دراین باشد، تعریف خوش (E,A) ماتریسͬ

باشد. منظم (٣ . ۴) متناظر
به متناظر DAE معادله آزاد، غرابت فرمول اعمال با ب·یرید، درنظر را (١٧ . ۴) دستگاه برهان.

صورت
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ê١(t)
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(t)
Â٢(t)

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ١(t)
ĝ٢(t)
ĝ٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d

a

v

,



۶١ خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل
معادل (٣ . ۴) متناظر معادله بودن منظم و (١ . ۴) بودن علتͬ است. مربعͬ (١ . ۴) معادله چون

است. v = ٠ و d + a = n

v است مم΄ن چون نیست، برقرار (١ . ۴) مربعͬ غیر معادله برای بالا لم که کنید توجه
باشد. داشته فرد به منحصر جواب ولͬ باشد صفر مخالف

گام ها روش ٢ . ٢ . ۴
برده کار به مربعͬ و علتͬ دستگاه های برای فقط DDAE برای اولیه مقدار مسائل عددی حل
روش از معمولا˟ دستگاه های چنین برای .[۴۶ ،۴۵ ،۴٢ ،۴٠ ،٣٢ ،٢٠ ،١۴ ،۴ ،٣] است شده
ابتدا ͬ شود. م استفاده ،[٢٨ ،١٢ ،۶ ،۵] است DDE حل برای کلاسی روش ی که گام ها۴
حل  برای را روش این دی·ر بخش  در و نموده بیان را گام ها روش ، DDAEهای حل برای

ͬ دهیم. م تعمیم کلͬ DDAE

زمانͬ بازه در xi ،fi Biو ،Ai ،Ei برداری توابع و ماتریسͬ توابع از دنباله ای ،i ∈ N هر برای
ب·یرید. نظر در زیر تعاریف با [٠, τ]

Ei(t) ∶= E(t + (i − ١)τ), Ai(t) ∶= A(t + (i − ١)τ), Bi(t) ∶= B(t + (i − ١)τ),
fi(t) ∶= f(t + (i − ١)τ), xi(t) ∶= x(t + (i − ١)τ), x٠(t) ∶= ϕ(t − τ),

(١٨ . ۴)

i = ١, . . . , l و t ∈ (٠, τ) برای DAEها از دنباله ای صورت به را (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل
ͬ شوند م مشخص فرد به منحصر صورت به xiها که است گام ها تعداد l که زیر صورت به

Ei(t)ẋi(t) = Ai(t)xi(t) +Bi(t)xi−١(t) + fi(t) (١٩ . ۴)
ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر اولیه شرایط با همراه

xi(٠) = xi−١(τ) (٢٠ . ۴)
حل با xi محاسبه گام ها، روش ایده است. xi−١ پارامتر به وابسته xi پارامتر (١٩ . ۴) معادله در
بنابراین است. باشد، مشخص قبل از xi−١ که این شرط به (١٩ . ۴)‐(٢٠ . ۴) اولیه مقدار مسائل
زیر صورت به t ∈ [(i − ١)τ, iτ] هر برای گام به گام (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل x جواب

ͬ آید م دست به
x(t) = xi(t − (i − ١)τ),

جواب دارای (١٩ . ۴)‐(٢٠ . ۴) اولیه مقدار مسائل که است آن مستلزم روش این است، بدیهͬ
اولیه بردار هر و Bi(t)xi−١(t) + fi(t) هموار کافͬ اندازه به تابع هر برای xi فرد به منحصر
و (١ . ۴) نوع از DDAE خطͬ معادلات برای گام ها روش شرایط این تحت باشد. xi(٠) سازگار
علتͬ غیر (١ . ۴) معادلات اگر اما ͬ شود، م انجام موفقیت با خطͬ غیر معادلات از نوع چندین

4method of steps



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۶٢
ͬ شود م مواجه ش΄ست با و ͬ کند نم حفظ را فرد به منحصر پذیری حل شرایط روش این باشد،

نیست. مناسب علتͬ غیر برای بنابراین
‐(٢٠ . ۴) اولیه مقدار مسائل ب·یریم، نظر در را (١۵ . ۴) اس΄الر معادله اگر مثال عنوان به
فرد به منحصر جواب (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل اگر حتͬ دارد، جواب چندین (١٩ . ۴)
نظر در فعلͬ زمان در را معادله فقط که است این ها گام روش ش΄ست دلیل باشد. داشته
است. لازم گام ها روش اصلاح بنابراین نیست. کافͬ علتͬ غیر کلͬ، DDAE برای که ͬ گیرد م

ب·یرید نظر در t ∈ [٠,∞) تمام برای را زیر DDAE .٢ . ١ . ۴ مثال
٠ ⋅ ẋ(t) = ١ ⋅ x(t) − ١ ⋅ x(t − τ),

داریم i = ١ برای درنتیجه ،٠ = xi(t) − xi−١(t) داریم t ∈ (٠,∞) برای (١٩ . ۴) گام ها روش طبق
ͬ دهد. م نتیجه را ϕ(٠) = ϕ(−τ) ،(٢٠ . ۴) شرط صورت این در x١(t) = x٠(t)

را گام ها روش که است آن ایده معمول ترین ، DDAE کلͬ معادلات حل روش توسعه برای
دهیم. تعمیم

کلͬ خطͬ DDAE مشخصه خواص ٢ . ٣ . ۴
هر حل برای مهم نتایج به که ͬ پردازیم، م کلͬ خطͬ DDAE مشخصه خواص به بخش این در

ͬ شود. م منجر اولیه مقدار مسائل عددی و تحلیلͬ روش دو
نقاط در است مم΄ن x(t) پنهان محدودیت های برخͬ علتͬ، غیر DDAE برای اول حالت
داده نقاط از است مم΄ن محدودیت ها این تعیین برای بنابراین باشند، t + τ, t + ٢τ, . . . زمانͬ

کنید. توجه زیر مثال به مطلب این بهتر درک برای کنیم. استفاده شده
در t ∈ [−τ,٠] برای x(t) = ϕ(t) اولیه تابع و t ∈ (٠,∞) تمام برای را زیر DDAE .٢ . ٢ . ۴ مثال

ب·یرید. نظر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١
−t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٢١ . ۴)

دستگاه ی ،(٢١ . ۴) معادله در x(t − τ) = ϕ(t − τ) دادن قرار و ثابت t ∈ (٠, τ) هر به توجه با
این در کرد. تعیین فرد به منحصر را x(t) دوم مؤلفه ͬ توان نم که ͬ شود م حاصل فرومعین

ͬ آید. م دست به زیر دستگاه دهیم، قرار t جای به را t + τ ، (٢١ . ۴) معادله در اگر صورت
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t + τ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١
−t − τ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٢٢ . ۴)

دو دادن قرار هم کنار با است. ٠ = [١ ١]x(t) − t − τ جبری محدودیت شامل دستگاه این
تعیین زیر صورت به فرد به منحصر طور به را x(t) ͬ توان م (٢١ . ۴)‐(٢٢ . ۴) معادله دستگاه



۶٣ خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل
کرد.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ١(t) = ١,
٠ = x١(t − τ) + x٢(t − τ) − t,

و
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ١(t + τ) = ١,
٠ = x١(t) + x٢(t) − t − τ,

جبری محدودیت در جای·ذاری با ͬ دهد، م نتیجه را c ∈ R که x١(t) = t + c اول معادله
آوریم. مͬ دست به را x٢(t) دوم معادله

٠ = t + c + x٢(t) − t − τ ⇒ x٢(t) = τ − c,

فرد به منحصر را x(t) مقدار (٢١ . ۴) معادله در t + τ و t نقطه دو حداقل جای·ذاری با پس
کردیم. تعیین

کرد. استفاده زیر عمل·ر دو از ͬ توان م x(t) کنونͬ وضعیت تعیین منظور به
ͬ نگارد: م زیر معادله ی به را (١ . ۴) معادله ،∆−τ پیشرو عمل·ر . ١

E(t + τ)ẋ(t + τ) = A(t + τ)x(t + τ)B(t + τ)x(t) + f(t + τ),

ͬ نگارد: م زیر معادله ی به را (١ . ۴) معادله مشتق، عمل·ر . ٢
d

dt
(E(t)ẋ(t) −A(t)x(t)) = d

dt
(B(t)x(t − τ) + f(t)) (٢٣ . ۴)

معادله چون نیست، مناسب مشتق عمل·ر از استفاده تنها ،t دلخواه نقطه در x(t) تعیین برای
بحرانͬ شرط ی پیشرو عمل·ر دی·ر طرف از است. (١ . ۴) معادله از نتیجه ی فقط (٢٣ . ۴)
نقطه ی در (١۵ . ۴) اس΄الر معادله بیشتر توضیح برای است. (١ . ۴) معادله جواب فضای برای
عمل·ر اعمال با صورت این در ،g(t) ∶= x(t − τ) − f(t) کنید فرض ب·یرید. نظر در را t ∈ I

دستگاه به تبدیل (١۵ . ۴) معادله مشتق
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

٠ ⋅ ẋ(t) = ٠ ⋅ x(t) + g(t),
٠ ⋅ ẍ(t) = ٠ ⋅ x(t) + ġ(t),

پیشرو عمل·ر اعمال با دی·ر طرف از نیست. کافͬ x(t) فرد به منحصر تعیین برای که ͬ شود، م
دستگاه به تبدیل (١۵ . ۴) معادله

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

٠ ⋅ ẋ(t) = ٠ ⋅ x(t) + x(t − τ) + f(t),
٠ ⋅ ẋ(t + τ) = ٠ ⋅ x(t + τ) + x(t) − f(t + τ),

ͬ آید. م دست به فرد به منحصر x(t) صورت دراین ͬ شود. م



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۶۴
توابع چون نیستند، دی·ر  ی به تبدیل قابل d

dt و ∆−τ عمل·ر های کل در کنید توجه تذکر:
t نقطه در اما باشند داشته وجود t + τ نقطه در است مم΄ن آن ها مشتقات و f ،x ،B ،A ،E

برعکس. یا باشند نداشته وجود
است مم΄ن کردیم مشاهده قبل بخش در که همان طور علتͬ (١ . ۴) معادلات مورد در
دیفرانسیل معادلات شامل عنوان هیچ به ولͬ باشد پنهان x(t) جبری محدودیت های شامل
حال این با است. اول مرتبه علتͬ DDAE از حاصل DDE همچنین و نیست x(t) برای پنهان

ͬ شود. نم حفظ دی·ر خواص این علتͬ غیر برای
جبری محدودیت های ͬ تواند م دستگاه تنها نه که است این DDAE دوم مشخصه ویژگͬ
درک برای باشد. داشته بیشتری پنهان دیفرانسیل معادلات ͬ تواند م بل΄ه باشد، داشته پنهان

کنید. توجه زیر مثال به بیشتر
ب·یرید. نظر در I ∈ [٠,∞) زمانͬ بازه در را زیر DDAE معادله .٢ . ٣ . ۴ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)
ẋ٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)
x٣(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t

−١ − et−١
١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٢۴ . ۴)

صورت به (٢۴ . ۴) معادله در x(t) حالت متغییر از پنهان محدودیت های تمام استخراج برای
ͬ کنیم م عمل زیر

ͬ آید م دست به ẋ٣(t) مقدار صورت این در ͬ گیریم. م مشتق (٢۴ . ۴) دوم سطر معادله از . ١
دست به x٢(t) برای زیر جبری محدودیت (٢۴ . ۴) اول سطر معادله در جای·ذاری با و

ͬ آید. م
٠ = x٢(t) + ẋ١(t − ١) − t − et−١ (٢۵ . ۴)

کنیم، جای·ذاری (٢۴ . ۴) سوم سطر معادله در و ب·یریم مشتق (٢۵ . ۴) معادله از اگر . ٢
داریم: صورت این در

٠ = ẍ١(t − ١) − et−١ (٢۶ . ۴)
با بنابراین ͬ دهد. م نتیجه را t ∈ [٠,١] که را ϕ اولیه تابع سازگاری شرط معادله این
به را دوم مرتبه پنهان دیفرانسیل معادله ،١ پیشرو عمل·ر و (٢۶ . ۴) معادله از استفاده

ͬ آوریم: م دست
ẍ١(t − ١) − et−١ = ٠⇒ ẍ١(t) − et = ٠⇒ ẍ١(t) = et



۶۵ خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل
نمͬ DAEها، مورد با مقایسه در کلͬ DDAE در که است معنͬ این به مشخصه ویژگͬ این
دارای یعنͬ کرد، انتخاب دستگاه حل برای را اصلͬ DDAE از دیفرانسیل معادلات تمام  توان

است. پنهان دیفرانسیل معادلات
شامل ͬ تواند م (١ . ۴) از DDE اساسͬ معادله که است این DDAE سوم مشخصه ویژگͬ
شرط تحت ب·یرید، نظر در را (٢۴ . ۴) معادله باشد. x(t−τ) و x(t) از دلخواه مرتبه تا مشتقات
دستگاه جواب مجموع همان (٢۴ . ۴) معادله t ∈ (٠,١) تمام برای ٠ = ϕ̈(t − ١) − et−١ سازگار

دارد: را زیر

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẍ١(t)
ẍ١(t)
ẍ٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)
x٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − ١)
x٢(t − ١)
x٣(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t − ١)
ẋ٢(t − ١)
ẋ٣(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−t − et−١
−١ − et−١
−et

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

ب·یریم مشتق دوبار اول، معادله دو از باید DDE اساسͬ معادله ضمنͬ فرمول به رسیدن برای
داریم: صورت این در

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẍ١(t)
ẍ١(t)
ẍ٣(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẍ١(t − ١)
ẍ٢(t − ١)
ẍ٣(t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
(٣)
١ (t − ١)

x
(٣)
٢ (t − ١)

x
(٣)
٣ (t − ١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−et−١
−et−١
−et

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

DDE ͬ اساس معادله و آزاد غرابت فرمول صورت این در باشد علتͬ غیر (١ . ۴) معادله اگر کل در
عددی روش های حالت، این در باشند. x(t − τ) و x(t) بالا مرتبه مشتقات شامل ͬ توانند م
پیچیده است مم΄ن آزد غرابت روش برای BDF پسرو۶ تفاضلͬ فرمول یا ۵ رانگ‐کوتا مانند

باشد. مم΄ن غیر حتͬ یا

DDAE برای گام ها روش تعمیم ۴ . ٢ . ۴
‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل ،x(t)جواب محاسبه DDAE حل روش اصلͬ کار گام ها، روش مانند
شرطͬ به xi تابع تعیین معادل طور به است، ١ ≤ i ≤ l برای [(i − ١)τ, iτ] زمانͬ فاصله در (١ . ۴)

زیر DAEهای دنباله صورت این در باشند. مشخص قبل از xi−١, . . . , x٠ توابع که
Ej ẋj(t) = Aj(t)xj(t) +Bj(t)xj−١(t) + fj(t), j = ١, . . . , i − ١

5Runge-kutta
6Backward difference formula



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۶۶
از دنباله ای با xi حل پذیری اما ندارد xi تعیین در تأثیری که است، زائد معادلات شامل فقط

ͬ شود. م بررسͬ زیر DAEهای
Ei+j(t)ẋi+j(t) = Ai+j(t)xi+j(t) +Bi+j(t)xi+j−١(t) + fi+j(t), j = ٠, . . . , l − j (٢٧ . ۴)

معادله متناهͬ تعداد است مم΄ن (٢٧ . ۴) معادلات دنباله زمانͬ، بازه به توجه با که کنید توجه
قطعا نامتناهͬ حالت در که باشند داشته وجود (l = ∞) معادله نامتناهͬ تعداد یا (l < ∞)
تغییر مفهوم انگیزه حقیقت این کرد، استفاده xi تعیین برای (٢٧ . ۴) مجموعه کل از ͬ توان نم

ͬ دهد. م را بعدی تعریف در اندیس
عدد کوچ  ترین ب·یرید، نظر در را (٢٧ . ۴) معادلات دنباله ثابت، i ≤ l برای .٢ . ٢ . ۴ تعریف

زیر متورم٧ تغییر دستگاه اصطلاح به که طوری به k ≥ ٠ صحیح
Ei+j(t)ẋi+j(t) = Ai+j(t)xi+j(t) +Bi+j(t)xi+j−١(t) + fi+j(t), j = ٠, . . . , k (٢٨ . ۴)

xi(٠) مفروض= اولیه بردار و xi−١ تابع که این شرط به باشد، داشته xi فرد به منحصر جواب
ͬ شود. م داده نمایش κ(i) با و ͬ شود م نامیده i به نسبت تغییر٨ اندیس باشند، سازگار xi−١(τ)

ب·یرید. نظر در t ∈ (٠,∞) تمام برای را زیر DDAE .۴ . ٢ . ۴ مثال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f(t)

g(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

ͬ شود. م تبدیل زیر صورت به بالا دستگاه (١٩ . ۴) گام ها روش تعریف طبق
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋi(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi−١(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fi(t)

gi(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

منحصر را xi ͬ توان نم و نیست اول معادله جز چیزی k = ٠ با گام ها روش تعمیم تعریف طبق
مواجه ش΄ست با گام ها روش  یعنͬ نخست ͬ دهد: م معنͬ دو k = ٠ با یعنͬ کرد. تعیین فرد به
زیر متورم تغییر دستگاه k = ١ با حال باشد. صفر از بزرگتر باید κ(i) تغییر اندیس دوم و است

ͬ آید: م بدست
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋi(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi−١(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fi(t)

gi(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۴ . ٢٩آ)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋi+١(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi+١(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fi+١(t)
gi+١(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۴ . ٢٩ب)

7shift-inflated
8shift index



۶٧ خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل
داریم: آن، اول معادله در جای·ذاری با و (۴ . ٢٩ب) دوم معادله از گیری مشتق با

٠ = [٠ ١]xi(t) + fi+١(t) + ġi+١(t),

دوم معادله از مستقیم xi اول مؤلفه دی·ر طرف از ͬ دهد. م را xi دوم مؤلفه ضمنͬ فرمول که
در ͬ شود. م تعیین فرد به منحصر xi توسط اصلͬ معادله بنابراین ͬ آید. م دست به (۴ . ٢٩آ)

است. ی iها تمام برای κ(i) تغییر اندیس صورت این
دستگاه اول معادله (که ،(١٩ . ۴) معادله از فقط که است این گام ها روش ش΄ست دلیل
در xi روی محدودیت های بیشتر حال این با ͬ کند. م استفاده xi تعیین برای (۴ . ٢٧)است)
فرد به منحصر روش ی با ͬ توان م را xi بنابراین شوند، استخراج باید که است موجود (٢٧ . ۴)
دست به (٢٧ . ۴) اول معادله از مستقیماً که محدودیت های جز به کرد. محاسبه (٢٧ . ۴) از

زیر DAE دستگاه توسط ͬ توان م را xi برای دی·ر محدودیت های ͬ آید، م
Eiẏ = Aiy +Bixi + gi (٣٠ . ۴)

ضرایب با

Ei ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ei+١
Ei+٢

⋱

Ei+k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Ai ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ai+١
Bi+٢ Ai+٢

⋱ ⋱

Bi+k Ai+k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Bi ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Bi+١
٠
⋮

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, y ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xi+١
xi+٢
⋮

xi+k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, gi ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fi+١
fi+٢
⋮

fi+k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

در را t متغییر نوشتار در سادگͬ برای آورد. دست به است، پارامتر تابع عنوان به xi شامل که
ͬ کنیم. م حذف ١٠ مقدار بردار توابع و ٩ مقدار ماتریس توابع تمام

این استخراج برای ͬ شوند. م xi برای محدودیت های به منجر (٣٠ . ۴) در زائد معادلات
است، شده داده زیر صورت به (٣٠ . ۴) وابسته پارامتر آزاد غرابت فرمول محدودیت ها،

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ei,١
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẏ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ai,١
Ai,٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y +
µ

∑
j=٠

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Bi,j

Ci,j

Di,j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x
(i)
i +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

gi,١
gi,٢
gi,٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣١ . ۴)

9matrix-valued
10vector-valued



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ۶٨
(٣٠ . ۴) در (Ei,Ai) توابع زوج غرابت اندیس µ و است کامل سطری رتبه [ET

i,١ AT
i,٢]

T آن در که
(٣٠ . ۴) معادله در xi پنهان محدودیت های آخر، سطری بلوک است. تعریف خوش که ͬ باشد، م

ͬ کند. م مشخص را
آن گاه باشد، تعریف خوش (٣٠ . ۴) در (Ei,Ai) توابع زوج غرابت اندیس µ اگر .٢ . ٢ . ۴ لم
ارائه زیر جبری دیفرانسیل دستگاه با (٢٨ . ۴) در xi برای آمده دست به معادلات مجموعه

ͬ شود: م
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Eiẋi = Aixi +Bixi−١ + fi,

٠ = µ

∑
j=٠

Di,jx
(j)
i + gi,٣,

(٣٢ . ۴)

به xi اگر تنها و اگر ͬ شود، م تعیین (٢٨ . ۴) تعریف از فرد به منحصر طور به xi تابع بنابراین،
شود. تعیین زیر اولیه شرایط با همراه (٣٢ . ۴) از فرد به منحصر طور
x
(j)
i (٠) = x(j)i−١(τ−), j = ٠, . . . , µ − ١ (٣٣ . ۴)

تغییر را (٣٠ . ۴) جواب مجموعه (٣١ . ۴) آزاد غرابت فرمول که کرد توجه باید ابتدا برهان.
تنها و اگر ͬ شود م تعیین (٢٨ . ۴) مجموعه توسط فرد به منحصر xi صورت این در و ͬ دهد نم

شود. تعیین زیر دستگاه توسط فرد به منحصر اگر
Eiẋi = Aixi +Bixi−١ + fi (۴ . ٣۴آ)
Ei,١ẏ = Ai,١y +

µ

∑
j=٠

Bi,jx
(j)
i + gi,١ (۴ . ٣۴ب)

٠ = Ai,٢y +
µ

∑
j=٠

Cx
(j)
i + gi,٢ (۴ . ٣۴ج)

٠ = µ

∑
j=٠

Di,jx
(j)
i + gi,٣ (۴ . ٣۴د)

دستگاه در xi که ͬ کنیم م مشاهده است، کامل سطری رتبه دارای
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ei,١
Ai,٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
که آن جای از

معادله دو در xi محدودیت های تمام بنابراین دارد. را پارامتر تابع نقش (۴ . ٣۴ب)‐(۴ . ٣۴ج)
است. لم صورت در شده ذکر فرم همان که دارد وجود (۴ . ٣۴د) و (۴ . ٣۴آ)

از بالاتر مرتبه (٣٢ . ۴) معادله صورت این در نباشد، باصفر هم ارز Di,µ و µ > ١ اگر تذکر:
که جدید متغییر های معرفͬ با مرتبه کاهش به نیاز ابتدا ،xi محاسبه برای است.بنابراین ی
عددی روش های با را سیستم ͬ توان م سپس داریم. ͬ دهد، م نشان را xi مو̱لفه های مشتقات
کافͬ تعداد از را xi جواب ͬ توان م جواب این از و نمود حل [٣١] در اول مرتبه DAEها حل
و نیست فرد به منحصر مرتبه کاهش روش حال این با آورد. دست به شده داده اولیه تابع



۶٩ خطͬ تأخیری جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ حل
همین به . [٢ ،٣٩] شود عددی روش های در بیشتر مش΄لات باعث است مم΄ن هم چنین
DAE برای اولیه مقدار مسائل مستقیم بردن کار به برای جدیدی روش های [٢٢ ،٣۶] در دلیل

است. شده مطرح بالا مرتبه
کار به µ(i) جای به را µ نویسͬ ساده برای است. وابسته i به µ کلͬ حالت در کنید توجه

ͬ بریم. م
قابل طور به ͬ تواند م (٣٢ . ۴) معادله محدود کنیم، خنثͬ یا تأخیری نوع در را DDAE اگر

شود. ساده ملاحظه ای
لم شرایط تحت آنگاه باشد، خنثͬ یا تأخیری نوع از (١ . ۴) معادله که کنید فرض  .٢ . ٣ . ۴ لم

ͬ شود. م زیر معادله به تبدیل (٣٢ . ۴) معادله (٢ . ٢ . ۴)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ei

−Di,١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋi =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ai

Di,٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Bi

٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi−١ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fi

gi,٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(٣۵ . ۴)

غرابت DAE جواب xi آ ن گاه باشد، تعریف خوش (٣۵ . ۴) زوج برای غرابت اندیس اگر علاوه، به
است. زیر آزاد

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ẽi,١
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ãi,١
Ãi,٢
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xi +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̃i,١
B̃i,٢
B̃i,٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xi−١ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠

B̃i,۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ẋi−١ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g̃i,١
g̃i,٢
g̃i,٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d̂i

âi

v̂i

(٣۶ . ۴)

است. نا منفرد نقطه به نقطه [ẼT
i,١ ÃT

i,٢]
T ماتریس زوج که

.[٢١] برهان.
نظر در را (٢٨ . ۴) متورم دستگاه نباشد، پیشرفته نوع از (١ . ۴) که کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ قضیه
اندیس آن گاه باشند، تعریف خوش (٣۵ . ۴) و (٣٠ . ۴) معادله دو غرابت اندیس های اگر ب·یرید.
بلوک های اندازه ،k = κ(i) با که طوری به دارد، وجود i به نسبت κ(i) فرد به  منحصر تغییر

است. d̂i + âi = n ،(٣۶ . ۴) معادله آزاد غرابت سطری معادلات
.[٢١] برهان.

(٣۶ . ۴) آزاد غرابت معادلات سطری اول بلوک دو ، t ↦ t + (i − ١)τ زمان متغییر تغییر با
ͬ دهد، م نتیجه t ∈ [(i − ١)τ, iτ] برای را زیر دستگاه

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Êi,١(t)
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Âi,١(t)
Âi,٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂i,١(t)
B̂i,٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝi,١(t)
ĝi,٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

d̂i

âi
(٣٧ . ۴)

برای متناظر اولیه مقدار مسائل رو این از است. نامنفرد نقطه به نقطه [ÊT
i,١(t) ÂT

i,٢(t)]
T که

فرمول را (٣٧ . ۴) دستگاه ͬ شوند. م تعیین xi = x∣[(i−١)τ,iτ] توسط فرد به منحصر (٣٧ . ۴)



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ٧٠
ͬ نامیم. م [(i − ١)τ, iτ] فاصله روی (١ . ۴) معادله ی منظم آزاد غرابت

تحت که ͬ کنید م مشاهده و ͬ باشد م شده بیان حل راه رفتار درک برای بخش این مطالب
اولیه مقدار مسائل عددی حل برای حال، این با ͬ باشد. م پذیر ام΄ان حل روش شرایطͬ چه

آوریم. دست به نقطه به نقطه را فرمول این است لازم (١ . ۴)‐(٢ . ۴)

آرایه ای مشتق ٣ . ۴
خطͬ کلͬ DDAE حل برای گام ها روش تعمیم از هدف شد گفته قبل بخش در که همان طور

است. خنثͬ و تأخیری نوع دو از
ͬ آوریم م دست به را زیر آرایه ای مشتق (١ . ۴) معادله از گرفتن مشتق k−بار با k ∈ N برای

M(t)z(t) = P (t)z(t − τ) + g(t),

ͬ شوند: م گرفته نظر در زیر صورت به g(t) و P (t) ، z(t) ، M(t) آن در که

M ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−A E

−Ȧ Ė −A E

−Ä Ë − ٢Ȧ ٢Ė −A E

⋮ ⋱ ⋱

−A(k) E(k) − kA(k−١) ⋯ ⋯ kĖ −A E

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

P ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B ٠
Ḃ B ٠
B̈ ٢Ḃ B ٠
⋮ ⋱ ⋱ ⋮

B(k) kB(k−١) ⋯ kḂ B ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, z ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

ẋ

⋮

x(k+١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, g ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f

ḟ

⋮

f (k+١)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

t ∈ I برای ͬ دهیم. م نشان j ∈ Z ، jτ نماد با را t+ jτ نقطه در تابع مقدار ادامه در راحتͬ برای
برای κ = κ(i) تغییر اندیس همچنین و t ∈ ((i − ١)τ, iτ] که باشد گونه ای به i کنید فرض ثابت

است. زیر صورت به (٢٨ . ۴) متورم تغییر دستگاه بنابراین باشد. تعریف خوش i

E٠τ ẋ٠τ = A٠τx٠τ +B٠τx−τ + f٠τ ,
Eτ ẋτ = Aτxτ +Bτx٠τ + fτ ,

E٢τ ẋ٢τ = A٢τx٢τ +B٢τx١τ + f٢τ ,
⋮

Eκτ ẋκτ = Aκτxκτ +Bκτx(κ−١)τ + fκτ ,

(٣٨ . ۴)



٧١ آرایه ای مشتق
داریم. زیر صورت به (٣٨ . ۴) معادلات باز نویسͬ به نیاز آرایه ای مشتق ساختن منظور به
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E٠τ
Eτ

E٢τ
⋱

Eκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ٠τ
ẋτ

ẋ٢τ
⋮

ẋκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A٠τ
Bτ Aτ

B٢τ A٢τ
⋱ ⋱

Bκτ Aκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x٠τ
xτ

x٢τ
⋮

xκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B٠τx٠τ + f٠τ
fτ

f٢τ
⋮

fκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٣٩ . ۴)

ثابت t کوچ کافͬ اندازه به همسای·ͬ در غرابت اندیس µ̂(t) ،(٣٩ . ۴) برای کنید فرض
که طوری به دارد وجود µmax ی t و k هر برای ͬ کنیم م فرض بنابراین باشد. تعریف خوش
تعیین برای حال، این با ساخت. k = µ̂(t) با را آرایه ای مشتق ͬ توان م پس است. µ̂(t) ≤ µmax

(٣٨ . ۴) دستگاه معادلات برای (k = µ̂(t) (با آرایه ای مشتق است بهتر ،k تغییر ضریب سریع
دستگاه کنیم، عمل روش این به اگر بسازیم. (٣٩ . ۴) دستگاه کل آرایه ای مشتق جای به را

ͬ شود: م نامیده مضاعف١١ متورم دستگاه اصطلاح به که آورده ایم دست به را زیر
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M٠τ
−Pτ Mτ

−P٢τ M٢τ
⋱ ⋱

−Pκτ Mκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

z٠τ
zτ

z٢τ
⋮

zκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P٠τ
٠
٠
⋮

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

z−τ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g٠τ
gτ

g٢τ
⋮

gκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(۴٠ . ۴)

ͬ کنیم، م نماد گذاری زیر صورت به را (۴٠ . ۴) ضرایب ماتریس

M ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M٠τ
−Pτ Mτ

−P٢τ M٢τ
⋱ ⋱

−Pκτ Mκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

P ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P٠τ
٠
٠
⋮

٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

G ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g٠τ
gτ

g٢τ
⋮

gκτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(۴١ . ۴)

متورم دستگاه از (٣٧ . ۴) آزاد غرابت فرمول منظم ش΄ل گیری چ·ونگͬ مورد در حاضر حال در
کرد. خواهیم بحث (۴٠ . ۴) مضاعف

11double-inflated



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ٧٢
توجه قابل ͬ کنیم. م انتخاب را (۴٠ . ۴) در موجود ẋ(t) و x(t) برای محدودیت ها تمام
نماد از راحتͬ برای ادامه در نیستند. zτ , . . . , zkτ در و هستند z٠τ در تنها ẋ(t) و x(t) که است

.[٣٣] ͬ کنیم م استفاده متلب گذاری
یعنͬ باشد (M (∶, (٢n + ١) ∶ end)) دامنه هم فضای U ماتریس کنید فرض

UTM (∶, (٢n + ١) ∶ end) = ٠ (۴٢ . ۴)
ͬ آوریم، م دست به را زیر دستگاه  ،UT توسط (۴٠ . ۴) تقسیم بندی با

UTM (∶,١ ∶ ٢n)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x(t)

ẋ(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= UTPz−τ +UTG (۴٣ . ۴)

است. (۴٠ . ۴) در ẋ(t) و x(t) برای محدودیت ها تمام شامل که
شامل تنها نه z−τ اگر حتͬ است x(t− τ)دارای تنها (٣٧ . ۴) معادله که باشید داشته توجه
برآوردن برای U ماتریس بنابراین باشد. نیز ẋ(t−τ), ẍ(t−τ), . . . مشتقات شامل بل΄ه x(t−τ)

ͬ شود. م انتخاب اضافͬ محدودیت های سایر
UTP(∶, (n + ١) ∶ end) = ٠ (۴۴ . ۴)

پیشرفته نوع از (١ . ۴) معادله که ͬ دهد م نشان است، UTP(∶, (n+١) ∶ end) ≠ ٠ که درمواردی
گذاری نماد با بود. شده گذاشته کنار فرض طبق که است

M̃ ∶= UTM (∶, (n + ١) ∶ ٢n), Ñ ∶= UTM (∶,١ ∶ n),
P̃ ∶= UTP(∶,١ ∶ n), G̃ ∶= UTG ,

(۴۵ . ۴)

شده برآورد (۴۴ . ۴) و (۴٢ . ۴) توسط که U ماتریس با است، M سطر های از تعدادی m̃ که
ͬ شود. م تبدیل زیر صورت به (۴٣ . ۴) معادله است

M̃ ẋ(t) + Ñ x(t) = P̃x(t − τ) + G̃ , (۴۶ . ۴)
اول مرتبه دیفرانسیل معادلات و جبری محدودیت های تمام شامل ،x(t) تابع برای فقط که
حاضر حال در نیست. (۴٠ . ۴) مضاعف متورم دستگاه در x(t+τ), . . . , x(t+kτ)برای اما است،
این برای است. (۴۶ . ۴) از (٣٧ . ۴) منظم آزاد غرابت فرمول معادلات انتخاب مانده باقͬ کار

ͬ گیریم. م نظر در را ستون ها توسط آمده پدید مرتبط فضای و ماتریس ها کار
ker(M̃ T ) پایه Z٢

ker(ZT٢ Ñ ) پایه T٢
range(ZT٢ Ñ ) پایه Y٢
range(M̃T٢) پایه Z١

(۴٧ . ۴)

ͬ آید. م دست به زیر لم از (٣٧ . ۴) منظم آزاد غرابت فرمول



٧٣ آرایه ای مشتق
ب·یرید، نظر در را t ∈ I نقطه در (۴۶ . ۴) معادله و (۴٠ . ۴) مضاعف متورم دستگاه .٣ . ١ . ۴ لم

داریم: شده اند، تعریف (۴٧ . ۴) در که Z٢ و Z١ ،T١ ،T٢ ماتریس های با آنگاه
rank(M̃T٢) + rank(ZT٢ Ñ ) = n,

ͬ شود، م تبدیل زیر صورت به t نقطه در (٣٧ . ۴) معادله بنابراین
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃

٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ Ñ

Y T٢ ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ G̃

Y T٢ ZT٢ G̃

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ G̃

Y T٢ ZT٢ G̃

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۴٨ . ۴)

است. نامنفرد
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃

Y T٢ ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
آن در که

و دارد کامل سطری مرتبه ZT١ M̃T٢ ͬ بینیم م Z١ تعریف از اولا˟، برهان.
rank(ZT١ M̃T٢) = rank(M̃T٢),

ͬ گیریم م نتیجه است، موجود (۴۶ . ۴) معادله در (٣٧ . ۴) منظم آزاد غرابت فرمول که آن جای از
داریم: ZT٢ Ñ تکین مقدار تجزیه گرفتن درنظر با است. rank(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̃

ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = n که

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y T٢
Y T٢,⊥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ZT٢ Ñ [T٢,⊥ T٢] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ΣN ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

داریم: صورت این در هستند، ی΄انͬ ماتریس های [T٢,⊥ T٢] و [Y٢ Y٢,⊥] آن در که
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Im̃ ٠
٠ Y T٢
٠ Y T٢⊥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̃

ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[T٢,⊥ T٢] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̃T٢,⊥ M̃T٢
ΣN ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

بنابراین:

rank(M̃T٢) + rank(ZT٢ Ñ ) = rank(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M̃

ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) = n (۴٩ . ۴)

صورت این در است. نامنفرد نقطه به نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃

Y T٢ ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
کنیم ثابت است کافͬ دوم ادعا برای

ͬ بینیم: م
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃

Y T٢ ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[T٢,⊥ T٢] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃T٢,⊥ M̃T٢
ΣN ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

نقطه
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃

Y T٢ ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
یعنͬ دارد، n کامل سطری رتبه

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ZT١ M̃

Y T٢ ZT٢ Ñ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
که ͬ گیریم م نتیجه (۴٩ . ۴) از و

است. نامنفرد نقطه به



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ٧۴
ال·وریتم توسط (۴٨ . ۴) منظم آزاد غرابت عنوان به (١ . ۴) معادله اصلاح خلاصه، طور به

است. شده داده زیر

١ ال·وریتم
(١ . ۴) اولیه مقدار مسائل ورودی:

(٣٧ . ۴) منظم آزاد غرابت نقطه به نقطه خروجͬ:
ب·یرید. نظر در را t ∈ I دلخواه نقطه :١

.κ = ٠ و µ̂ = ٠ کنید فرض :٢
آنگاه µ̂ ≤ µmaxاگر :٣

.G و P ، M ضرایب با (۴٠ . ۴) مضاعف متورم سیستم ساخت :۴
که کنید تعیین طوری را U متعامد ماتریس :۵

UT [M (∶, (٢n + ١) ∶ end) P(∶, (n + ١) ∶ end)] = ٠.

.(۴٧ . ۴) در Z١, Y٢, T٢, Z٢ و (۴۵ . ۴) در ˜N و M̃ ماتریس های محاسبه :۶
دقیقاً که آورید دست به را (۴٨ . ۴) آنگاهمعادله rank(M̃T٢)+rank(ZT٢ ˜N ) = nاگر :٧

است. t نقطه در (٣٧ . ۴) منظم آزاد غرابت معادله همان
.۴ گام به برگرد µ̂ ∶= µ̂ + وگرنه١ :٨

پایان. :٩
.۴ به برگرد κ ∶= κ + ١،µ̂ = وگرنه٠ :١٠

پایان. :١١

تذکر:
روی Z١ ،Y٢ ، T٢ ،Z٢ ، G ، P ، M توابع ،DDAE ثابت زمان خطͬ معادلات برای •
این محاسبه  به فقط روش این در شوند. فرض ثابت ماتریس های ͬ توانند م بازه کل

کرد. استفاده روند کل در آن ها از ͬ توان م و داریم نیاز ٠ اولیه نقطه در ماتریس  ها
تنها و اگر ͬ شود م اجرا موفقیقت با (١ . ۴) معادله برای ١ ال·وریتم که باشید داشته توجه •

باشد: داشته را زیر شرط دو اگر

،f به توجه با ϕ سازگار اولیه تابع هر و f سازگار ناهم·ونͬ هر برای کنید فرض . ١
از (١ . ۴) هم چنین باشد، داشته فرد به منحصر جواب (٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل

باشد. تأخیری یا خنثͬ نوع



٧۵ آرایه ای مشتق
غرابت معادله که طوری به باشد تعریف خوش (٣٩ . ۴) معادله برای غرابت اندیس . ٢

بیاوریم. دست به را (٣٧ . ۴) منظم آزاد
تضمین آزاد غرابت فرمول آوردن دست به برای را ١ ال·وریتم که زیر فرضیه بیشتر، جزئیات برای

ͬ کنیم. م بیان ͬ کند، م
t ∈ I هر برای m̃ و â ، κ صحیح اعداد کنید فرض ب·یرید، درنظر را (١ . ۴) معادله .٢ فرضیه
t از کوچ همسای·ͬ ی در (٣٩ . ۴) معادله برای غرابت اندیس µ̂(t) که طوری به دارند وجود
،k = µ̂(t) با (۴١ . ۴) آرایه ای مشتق ساخت از آمده دست به P و M توابع و باشد تعریف خوش

کند. صدق زیر ͬ های ویژگ در
ستون های که طوری به (κ+١)(µ+١)n×m̃ اندازه با U کامل مرتبه هموار تابع ماتریس ی . ١
این در .UTP(∶, (n + ١) ∶ end) = ٠ و باشد corang(M (∶, (٢n + ١) ∶ end)) فضای آن

داریم: صورت
M̃ ∶= UTM (∶, (n + ١) ∶ ٢n), Ñ ∶= UTM (∶,١ ∶ n),

که طوری به دارد وجود t از همسای·ͬ روی m̃ × â اندازه با Z٢ هموار تابع ماتریس ی . ٢
باشد. â کامل سطری رتبه دارای ZT٢ Ñ و ZT٢ M̃ = ٠

ماکسیمال نقطه به نقطه  T٢ و d̂ ∶= n − â که n × d̂ اندازه از T٢ هموار تابع ماتریس ی . ٣
است. ZT٢ Ñ T٢ = ٠ که طوری به رتبه،

به نقطه که Z١ هموار ماتریس که طوری به rank(M̃ (t)T٢(t)) = d̂ داریم tها تمام برای . ۴
دارد، وجود ͬ کند، م صدق زیر رابطه در و m̃ × d̂ مرتبه از رتبه ماکسیمال نقطه

rank(ZT١ (t)M̃ (t)T٢(t)) = d̂.

ͬ دهیم. م شرح زیر مثال با را ١ ال·وریتم
را زیر DDAE اولیه مقدار مسائل .٣ . ١ . ۴ مثال

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ −t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ −t

٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t)
f٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۵٠ . ۴)

ب·یرید. نظر در t ∈ [−τ,٠] ، ϕ(t) ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e
t١٠

t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
اولیه تابع با τ = ١ ، t ∈ [٠,∞) برای را

[x١(t) x٢(t)] = تحلیلͬ جواب دارای دستگاه که شده انتخاب گونه ای به ناهم·ونͬ این
ی دوم،  است غیرعلتͬ اول، ͬ دهد: م نشان را مهم ویژگͬ دو (۵٠ . ۴) معادله باشد. [e t١٠ t]

مشتق کردن اضافه توسط ͬ تواند م پنهان دیفرانسیل معادله این دارد. پنهان دیفرانسیل معادله



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ٧۶
زیر دیفرانسیل معادله به تساوی طرف دو در مشابه جملات حذف و دوم معادله به اول معادله

تبدیل شود.
٠ = [٠ ١]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t − τ)
ẋ٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ ḟ١(t) + f٢(t),

با ͬ آوریم. م دست به را (۵٠ . ۴) از پنهان دیفرانسیل معادلات معادله، این در τ کردن اضافه با
داریم: κ = ٠ با ͬ کنیم، م عمل زیر صورت به (۵٠ . ۴) برای ١ ال·وریتم از استفاده

M̃ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ −t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ñ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ t

٠ −١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, P̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z٢ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, T٢ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t

١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Y٢ = −١, Z١ = [ ]٠,٢ , M̃T٢ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, ZT٢ Ñ = [١ −t] ⋅

ͬ دهیم. م نمایش i × j اندازه با [ ]i,j توسط را خالͬ ماتریس این جا در
صفر از بزرگ تر تغییر اندیس ͬ دهد م نشان rank(M̃T٢)+ rank(ZT٢ Ñ ) = ١ ≤ ٢ چون بنابراین

ͬ آوریم: م دست به κ = ١ با است. علتͬ غیر (۵٠ . ۴) معادله دی·ر عبارت به است

M̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ −t

٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Ñ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−١ t

٠ −١
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, P̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Z٢ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١
٠
٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

T٢ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t

١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Y٢ = −١, M̃T٢ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
−١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, ZT٢ Ñ = [١ −t] , Z١ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
−١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

منظم معادله و κ = ١ اندیس‐تغییر بنابراین rank(M̃T٢) + rank(ZT٢ Ñ ) = ٢ حالت این در
است. زیر صورت به (۴٨ . ۴)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t)
ẋ٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
١ −t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ḟ١(t + τ) − f٢(t + τ)
−f١(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۵١ . ۴)

تأخیری  جبری دیفرانسیل معادلات عددی حل ٣ . ١ . ۴
همان طور ͬ دهیم. م اختصاص (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل عددی حل به را بخش این
روش  تعمیم توسط کلͬ، حالت در (١ . ۴) معادله حل پذیری نظریه شد بیان قبل بخش در که
و اجراء عددی حل برای را روش این بخش این در حال شد. بیان ال·وریتم١) همان (یا گام ها

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد
فرض این تحت و بوده قبل بخش  نظری نتایج اساس بر بخش این در شده ارائه استراتژی
مستقیماً که است این روش این اصلͬ ایده ͬ باشد. م خنثͬ یا تأخیری نوع از (١ . ۴) معادله



٧٧ آرایه ای مشتق
ͬ کنیم م حل را (۴٨ . ۴) آزاد غرابت فرمول آن جای به بل΄ه ͬ کنیم نم حل را (١ . ۴) اصلͬ معادله

زیر صورت به فرمͬ که
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Êi(t)

٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ẋ(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(t)
Â٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂١(t)
B̂٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x(t − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ̂١(t)
γ̂٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۵٢ . ۴)

بخش در که ͬ کنیم م یادآوری . است پذیر معکوس نقطه به نقطه [ÊT١ ÂT٢ ]
T آن در و دارد

روش این نقطه به نقطه که (۴٨ . ۴) آزاد غرابت محاسبه برای موثر روش ی که ١ ال·وریتم قبل
ͬ توان م (۴۴ . ۴) شرط کردن چ با ١ ال·ورتیم اجرای هنگام در کردیم. ارائه را است پایدار
(۵٢ . ۴) معادله حل مانده باقͬ کار اکنون خیر. یا هست پیشرفته DDAE معادله که کرد مشاهد

است.
چ·ال خروجͬ محاسبه تأخیر، نقاط در جواب سنجیدن برای معادله در تأخیر وجود علت به
قابل پیوسته روش های یا درون یابی با الزام این است. لازم گسسته تقریبی جواب ی جای به
خوبی گزینه های محلͬ هم های روش ͬ رسد م نظر به دلیل، این به توجه با .[۵] است دستیابی
در است، شده استفاده تأخیری معادلات حل برای [٢٠] RADAR۵ کننده حل از که هستند

ͬ کنیم. م استفاده زیر گره های توسط عددی ادغام برای Radau روش نقاط از این جا
٠ < δ١ < ⋅ ⋅ ⋅ < δs = ١, s ∈ N (۵٣ . ۴)

نقاط تمام شده است فرض ثابت τ و تأخیری یا خنثͬ نوع از (١ . ۴) معادله که آن جایی از
x, ẋ, . . . , x(s)  ͬ ناپیوستگ نقاط بنابراین تمام ͬ شناسیم. م را آید وجود به است مم΄ن که ناپیوستگͬ

ͬ دهیم. م نمایش زیر صورت به را شب΄ه این و ͬ کنیم م شب΄ه١٢ ی به تبدیل را
π ∶ t٠ < t١ < ⋅ ⋅ ⋅ < tN (۵۴ . ۴)

به جابه جای نقاط ،(۵۴ . ۴) در π شب΄ه با است. شب΄ه نقاط تعداد دهنده نشان N آن در که
است. زیر صورت

tij = ti + hiδj , j = ١, . . . , s (۵۵ . ۴)
جمله ای چند دنبال به جواب، عددی تقریب برای است. مرحله هر در گام اندازه hi آن در که
s درجه از جمله ای ها چند  این تمام ،Xπ,i ∶= Xπ ∣[ti,ti+١] یعنͬ هستیم، s درجه از Xπ قطعه   وار
ͬ شوند، م j.تعیین = ١, . . . , s ،i = ١, . . . ,N تمام برای زیر معادلات مجموعه توسط که هستند

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Êi(tij)

٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ẋπ(tij) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Â١(tij)
Â٢(tij)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Xπ(tij) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂١(tij)
B̂٢(tij)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
X(tij − τ) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ̂١(tij)
γ̂٢(tij)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅ (۵۶ . ۴)

12mesh



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ٧٨

خطͬ سیستم ی (۵۶ . ۴) معادله باشد، نداشته وجود
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂١(tij)
B̂٢(tij)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
X(tij−τ) تأخیر عامل اگر

در ͬ دهد. م نشان i = ١, . . . , l هر برای Xπ,i, j = ١, . . . , s صورت به داخلͬ گام های برای را
باید دارد، وجود (۵۶ . ۴) معادله در

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̂١(tij)
B̂٢(tij)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
X(tij − τ) تأخیر که درموارد ی صورت این غیر

ͬ کنیم: م تعریف کار این برای کنیم. تعریف x(tij − τ) از تقریبی که را Xπ(tij − τ) تابع قبل از

Xπ(tij − τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ(tij − τ), tij − τ ≤ ٠,
Xπ,k(tij − τ) tk ≤ tij − τ ≤ tk+١,١ ≤ k ≤ N

یعنͬ: است شده داده s مرتبه از لاگرانژ درون یابی توسط k گام در Xπ,k پیوسته جمله ای چند
Xπ,k(tk + θhk) =

s

∑
j=٠

Lj(θ)Xπ,k(tk + δjhk) (۵٧ . ۴)

است. کرونکر١٣ دلتا δkj که است Lj(δk) = δkj است، s درجه از لاگرانژ جمله ای چند Lj(θ) که
برای زیر صورت به کوتا رانگ‐ روش از ͬ توان م دادیم انجام را بندی شب΄ه این که این از بعد

کرد استفاده اولیه مقدار مسائل عددی حل
Xn =Xn−١ + hn

s

∑
j=١

bjKnj , i = ١,٢, . . . , s

Kni = f
⎛
⎝
tn−١ + hnδi,Xn−١ + hn

v

∑
j=١

aijKnj ,X
h(tn−١ + hnδi − τ)

⎞
⎠
,

Xh
n(tn−١ + θhn) =Xn−١ + hn

s

∑
j=١

Lj(θ)Xj(θ)Knj ,

(۵٨ . ۴)

نقاط در کوتا رانگ‐ روش ضرایب δ = (δ١, δ٢, . . . , δs) و b = (b١, b٢, . . . , bs)T ،A = (aij)si,j=١ که
هستند. رادو روش محلͬ هم

هر برای کنید فرض و ب·یرید نظر در را (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل .٣ . ١ . ۴ قضیه
ی (٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل ،f به توجه با ϕ سازگار اولیه تابع هر و f سازگار ناهم·ونͬ
s ≥ و١ N ∈ N برای تأخیری یا خنثͬ نوع از (١ . ۴) همچنین باشد، داشته فرد به منحصر جواب
در tij , j = ١, . . . , s جابه جای نقاط i = ٠, . . . ,N − ١ برای و (۵۴ . ۴) در π شب΄ه تعریف و باشد

داشت: خواهیم صورت این در باشد، برقرار (۵۵ . ۴)
جمله ای چند ی تنها و ی h٠, . . . , hN−١ وسعت با کوچ کافͬ اندازه به شب΄ه  برای . ١
شب΄ه، ti نقاط تمام در و ͬ کند م حل را (۵۶ . ۴) دنباله که دارد وجود Xπ پیوسته قطعه وار

است. سازگار
13Kronecker delta



٧٩ پیشنهادات و نتیجه گیری
یعنͬ: است s مرتبه از (۵٣ . ۴) در δj روش با جابه جای روش هم·رایی مرتبه . ٢

∣∣Xe(t) −Xπ(t)∣∣inf = sup
t∈I
∣∣Xe(t) −Xπ(t)∣∣ = O(hs),

است. (١ . ۴)‐(٢ . ۴) اولیه مقدار مسائل برای x ∈ Cs+١(I,Cn) دقیق جواب Xe آن در که
.[٢۶] برهان.

توسط که (٣ . ١ . ۴) مثال برای را شد داده توضیح بخش این در که عددی روش .٣ . ٢ . ۴ مثال
صورت این در ببریم کار به رادو (s = ٣) نقطه ٣ برای را است شده سازی منظم (١) ال·وریتم

داریم

(۵٠ . ۴) برای مطلق خطای و عددی حل :١ . ۴ ش΄ل

پیشنهادات و نتیجه گیری ۴ . ۴
جایی کلͬ، DDAE کننده حل ی ساخت برای شد، بیان پایان نامه این در که مطالبی بر بنا
حتͬ و مهم عددی روش از استفاده قبل دستگاه بازسازی باشد، علتͬ غیر تواند مͬ دستگاه که
پایدار روش ی در نقطه به نقطه توان مͬ را فرم اصلاح روش این است. ضروری بسیار گاهͬ

داد. انجام ١ ال·وریتم توسط قوی و
تعمیم یا گام ها روش دو هر برای که تأخیر ی با هایی سیستم به تنها پایان نامه این در
تأخیر های است مم΄ن تأخیری، چند دستگاه های درمورد . شد  پرداخته هستند، مناسب آن

DDAE معادله ی کلͬ فرم [٢١] در حقیقت، در دهد. رخ جدیدی
E(t)ẋ(t) = A(t)x(t) +B١x(t − τ١) +B٢(t)x(t − τ٢),

سوم تأخیر ی شامل است مم΄ن و است شده داده نمایش ٠ < τ١ < τ٢ ثابت تأخیر دو با
باشد: زیر فرم از τ٢ − τ١ پنهان

٠ = C١(t)x(t) +C٢(t)x(t + τ١ − τ٢).



متغییر ضرایب با تأخیری خطͬ جبری دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ و عددی حل ٨٠
جبری محدودیت های و پنهان دینامی کردن آش΄ار آن هدف که سازی منظم روش بنابراین،
هدف که کردیم مشاهده نهایت، در دارد. کار حای τ١

τ٢ ∉ Q مورد برای هم هنوز است پنهان
نوع برای ولͬ است خنثͬ و تأخیری نوع از DDAE بردن کار به برای آن، تعمیم و گام ها روش
معادلات برای زیر، مثال مانند خاص موارد برخͬ برای حال این با نیست. مناسب پیشرفته

دارد. برد کار پیشرفته

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١
٠ ٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١
ẋ٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠
٠ ١
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١
x٢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t)
f٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(۵٩ . ۴)

معادله طرف دو در ẋ٢(t) حذف و اولͬ در دوم معادله مشتق کردن اضافه با صورت این در
داریم:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠
٠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t)
x٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ٠
٠ −١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x١(t − τ)
x٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ −١
٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ١(t − τ)
ẋ٢(t − τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f١(t) + ḟ٢(t)
f٢(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ͬ کند. م کار (۵٩ . ۴) دستگاه اولیه، مقدار مسائل برای هم هنوز گام ها روش حال این با



آ پیوست
(١) ال·وریتم کد

(٣ . ١ . ۴) مثال آ. ١
clc;

clear all;

%%%% inputs

syms t taw;

A=input('Enter a matrix A=')

E=input('Enter a matrix E=')

B=input('Enter a matrix B=')

F=input('Enter a matrix F=')

Kmax=input('Enter a matrix Kmax=')

n=input('Enter n=')

S=size(A);

nA=S(1);mA=S(2);

for kapa=0:1

%%%% M



(١) ال·وریتم کد ٨٢
for k=0:Kmax

M1(nA*k+1:nA*k+nA,1:mA)=-diff(A,k,t);

end

M1;

for i=0:Kmax

for j=0:Kmax

if i>j

M2(nA*i+1:nA*i+nA,mA*j+1:mA*j+mA)=nchoosek(i,j)*diff(E,i-j,t)-nchoosek(i,j+1)

*diff(A,i-j-1,t);

elseif i==j

M2(nA*i+1:nA*i+nA,mA*j+1:mA*j+mA)=E;

else

M2(nA*i+1:nA*i+nA,mA*j+1:mA*j+mA)=0;

end

end

end

M2;

M=[M1 M2];

% M(kapa+1)=M;

%%%% P

for k=0:Kmax

P1(nA*k+1:nA*k+nA,1:mA)=diff(B,k,t);

end

P1;

for i=0:Kmax

for j=0:Kmax

if i>j

P2(nA*i+1:nA*i+nA,mA*j+1:mA*j+mA)=nchoosek(i,j+1)*diff(B,i-j-1,t);

else

P2(nA*i+1:nA*i+nA,mA*j+1:mA*j+mA)=0;

end

end

end



٨٣ (٣ . ١ . ۴) مثال
P2;

P=[P1 P2];

% P(kapa+1)=P;

%%%% F

for k=0:Kmax

g(nA*k+1:nA*k+nA,1)=diff(F,k,t);

end

g;

% g(kapa+1)=g;

%%%% MM & PP & gg

zero=zeros(nA*(Kmax+1),mA*(Kmax+2));

if kapa==0

MM=[M];PP=[P];gg=[g];

U=null([MM(:,(2*n+1):end) PP(:,(n+1):end)]')

if (U')*PP(:,(n+1):end)~=0

disp('Sorry, advanced type')

break;

else

UM=(U')*MM(:,1:2*n)

UP=(U')*PP

Ug=(U')*gg

Mtild=(U')*MM(:,(n+1):2*n)

Ntild=(U')*MM(:,1:n)

Ptild=(U')*PP(:,1:n)

gtild=(U')*gg

Z2=null(Mtild')

T2=null((Z2')*Ntild)

Y2=orth((Z2')*Ntild)

Z1=orth(Mtild*T2)

zero2=zeros(1,2);

if rank(Mtild*T2)+rank((Z2')*Ntild)==n

kapa

Ehat=[(Z1')*Mtild;zero2]

Ahat=[(Z1')*Ntild;(Y2')*(Z2')*Ntild]



(١) ال·وریتم کد ٨۴
Bhat=[(Z1')*Ptild;(Y2')*(Z2')*Ptild]

Fhat=[(Z1')*gtild;(Y2')*(Z2')*gtild]

break;

end

end

elseif kapa==1

Mtaw=subs(M,t,t+taw);

Ptaw=subs(P,t,t+taw);

gtaw=subs(g,t,t+taw);

MM=[M zero;-Ptaw Mtaw];PP=[P;zero];gg=[g;gtaw];

U=null([MM(:,(2*n+1):end) PP(:,(n+1):end)]')

if (U')*PP(:,(n+1):end)~=0

disp('Sorry, advanced type')

break;

else

UM=(U')*MM(:,1:2*n)

UP=(U')*PP

Ug=(U')*gg

Mtild=(U')*MM(:,(n+1):2*n)

Ntild=(U')*MM(:,1:n)

Ptild=(U')*PP(:,1:n)

gtild=(U')*gg

Z2=null(Mtild')

T2=null((Z2')*Ntild)

Y2=orth((Z2')*Ntild)

Z1=orth(Mtild*T2)

zero2=zeros(1,2);

if rank(Mtild*T2)+rank((Z2')*Ntild)==n

kapa

Ehat=[(Z1')*Mtild;zero2]

Ahat=[(Z1')*Ntild;(Y2')*(Z2')*Ntild]

Bhat=[(Z1')*Ptild;(Y2')*(Z2')*Ptild]

Fhat=[(Z1')*gtild;(Y2')*(Z2')*gtild]

break;



٨۵ (٣ . ١ . ۴) مثال
end

end

elseif kapa==2

Mtaw=subs(M,t,t+taw);

Ptaw=subs(P,t,t+taw);

gtaw=subs(g,t,t+taw);

M2taw=subs(M,t,t+2*taw);

P2taw=subs(P,t,t+2*taw);

g2taw=subs(g,t,t+2*taw);

MM=[M zero zero;-Ptaw Mtaw zero;zero -P2taw M2taw];

PP=[P;zero;zero];

gg=[g;gtaw;g2taw];

U=null([MM(:,(2*n+1):end) PP(:,(n+1):end)]')

if (U')*PP(:,(n+1):end)~=0

disp('Sorry, advanced type')

break;

else

UM=(U')*MM(:,1:2*n)

UP=(U')*PP

Ug=(U')*gg

Mtild=(U')*MM(:,(n+1):2*n)

Ntild=(U')*MM(:,1:n)

Ptild=(U')*PP(:,1:n)

gtild=(U')*gg

Z2=null(Mtild')

T2=null((Z2')*Ntild)

Y2=orth((Z2')*Ntild)

Z1=orth(Mtild*T2)

zero2=zeros(1,2);

if rank(Mtild*T2)+rank((Z2')*Ntild)==n

kapa

Ehat=[(Z1')*Mtild;zero2]

Ahat=[(Z1')*Ntild;(Y2')*(Z2')*Ntild]

Bhat=[(Z1')*Ptild;(Y2')*(Z2')*Ptild]



(١) ال·وریتم کد ٨۶
Fhat=[(Z1')*gtild;(Y2')*(Z2')*gtild]

break;

end

end

end

end
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Aabstract

In this thesis, an analytic and numerical solution of the initial value problems of non-causal

delay linear differential equations is considered. In general, it is possible that the corresponding ini-

tial value problem of a non-causal DDAE possesses a unique solution, even though the associated

DAE is neither square nor uniquely solvable. Such non-square systems arise in many applications,

in particular for dynamical systems which are automatically generated by modeling and simula-

tion software, due to redundant conditions and equations may make the resulting system over-

or under-determined. The numerical solution of these equations with numerical methods such as

Rang-Kuta or a backward difference formula may not be correct, therefore, in order for numeri-

cal methods to be applied to these equations well, these types of equations must be regulated in

order to allow for regularized equations Solved with any numerical method. In the following, we

introduce the derivative index for set over- or under-determined, which is called the Strangeness

index, and we use it for the under-determined algebraic differential equations, and we will use the

notion of Strangeness index for delayed linear algebraic differential equations, and we obtain the

compatibility, smooth and uniqueness conditions of the device’s solvability using this index. In

the end, we solve two types of neutral and delayed equations non-causal delay linear differential

algebraic respectively analytically and numerically.

keywords: Differential-algebraic equation, Delay differential-algebraic equation, Delay differen-

tial equations, Method of steps, Derivative array, Strangeness index.
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