


ریاضͬ علوم دانش΄ده
ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

درجات مجموع انرژی برای کران هایی
گراف ها در

میرزایی الهه نگارنده:
راهنما استادان

راد جعفری نادر دکتر
آل هوز عبدالˁʓه دکتر

مشاور استاد
خورسندی مهدی رضا دکتر

١٣٩٧ شهریورماه



پدرم به تقدیم
زندگͬ تمام طول در من حامͬ و استوار کوهͬ

مادرم به تقدیم
آموخت من به زندگͬ الفبای که صبوری سنگ

همسرم به تقدیم
شدم نائل منظر این به او همدلͬ سایه در که

فرزندانم به تقدیم
است من آرامش آنها آسایش که جانم امیدبخشان

ه



سپاس گزاری...

آدمͬ خود، کران بی لطف با که را ح΄یم خداوندگار سپاس
آراست. عقل زیور رابه

اساتید دریغ بی زحمات از که دانم مͬ خود وظیفه آغاز در
عبدالʓه دکتر آقای و راد جعفری نادر دکتر آقای خود، راهنمای
راهنمایی های بدون که کنم قدر دانͬ و تش΄ر صمیمانه هوز آل

ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این بزرگواران این ارزنده
مشاوره زحمت که خورسندی رضا مهدی دکتر آقای جناب از
قرار راهنمایی مورد را اینجانب و فرمودند تقبل را رساله این

دارم. امتنان کمال دادند،

میرزایی الهه
١٣٩٧ شهریورماه

ز



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی میرزایی الهه اینجانب
در درجات مجموع انرژی برای کران هایی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد آل هوز عبدالˁʓه دکتر و راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، گراف ها
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
میرزایی الهه
١٣٩٧ شهریورماه

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
به صورت گراف این مجاورت ماتریس ویژه مقادیر ب·یرید. نظر در را G = (V,E) ساده گراف
ͬ شود. م تعریف ε(G) =

∑n
j=١ |λj | به صورت گراف انرژی و ͬ باشند م λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn

انرژی با آن ها رابطه و گراف ها این از خواصͬ درباره شیمͬ و ریاضͬ علوم در زیادی مقالات
مجاورت ماتریس از غیر به دی·ر ماتریس های به مفهوم این است. شده منتشر مل΄ولͬ مزدوج
(ماتریس) گراف انرژی های این برای مرزی خواص و مختلف کران ها ی و است شده داده تعمیم

است. شده بیان
ͬ شود م داده نسبت همبند گراف های به که ماتریس ها یی از نوع دو ما ، پایان نامه این در
ادامه در ͬ باشند. م مرکز از خروج ماتریس و درجات مجموع ماتریس که ͬ کنیم، م مطالعه را
پیدا ماتریس ها این ویژه) مقدار (بزرگترین طیفͬ شعاع مخصوصاً ویژه مقادیر برای کران هایی
به و ͬ کنیم م تعریف ماتریس ها این به توجه با را انرژی از جدیدی انواع همچنین ͬ کنیم. م

ͬ پردازیم. م گراف ها از خاصͬ رده های در انرژی ها این کران ها ی بعضͬ بررسͬ

انرژی درجات، مجموع ماتریس مجاورت، ماتریس گراف، انرژی ویژه، مقدار کلیدی: کلمات
مرکز. از خروج مجموع انرژی مرکز، از خروج مجموع ماتریس درجات، مجموع

ک



م
مقدمه

نظریه چشم گیر گسترش موجب آن کاربردهای در ویژه به ریاضیات، در اخیر پیشرفت های
زمینه های در تحقیق برای مناسبی ابزار گراف نظریه هم اکنون که گونه ای به است شده گراف
گردیده زمینه ها سایر و رایانه علوم شیمͬ، کدگذاری، عملیات، در تحقیق مانند گوناگون
و گراف انرژی کرده برقرار شیمͬ با قوی ارتباط اخیر سال های در که مفاهیمͬ از ی΄ͬ است.
ریاضیدانان از بسیاری توجه مورد ها گراف جبری خواص بررسͬ همچنین است. آن کاربردهای

است. بوده
سال در گاتمن آن از پس داد. ارائه گراف انرژی برای انتگرالͬ فرمولͬ کولسن ١٩۴٠ سال در

داد. تعمیم ساده گراف های برای را انرژی مفهوم ١٩٨٧
΁ی رئوس اتم ها این ͬ کنیم م فرض ب·یرید، نظر در را x١, x٢, ..., xn اتم های با مل΄ول ΁ی
و ͬ نامیم م مجاور را رأس دو آن باشد موجود کووالانسͬ پیوند اتم ها بین اگر باشند، گراف
برابر ،E(G) باشد مل΄ولͬ گراف G اگر ͬ نامیم. م مل΄ولͬ گراف را طریق این از حاصل گراف
با داد ارائه مل΄ول ها انرژی برای گاتمن که تعریفͬ بود. خواهد مل΄ول آن π‐ال΄ترون انرژی
برابر ساده گراف انرژی که صورت این به بود، آن ها مجاورت ماتریس های و گراف ها از استفاده

است. گراف ویژه ی مقادیر قدرمطلق مجموع
تعاریف آن ها در که است بخش سه شامل اول فصل است. فصل ۴ شامل پایان نامه این
مطالب کرده ایم. بیان را گراف انرژی و ماتریس ها نظریه و جبرخطͬ و گراف نظریه مقدماتͬ
ͬ باشد. م [٣٢] و [٣٠] و [٢۴] و [٢٣] و [٢٢] و [٢٠] و [٢] و [١] ͽمراج از برگرفته فصل این

از کران هایی و ͬ گوییم م سخن انرژی فرا گراف های و کامل گراف انرژی درباره دوم فصل در
ͬ کنیم. م مشخص را گراف انرژی

مربوطه ویژه مقادیر و درجات مجموع انرژی و درجات مجموع ماتریس بررسͬ به سوم فصل در
ͬ کنیم. م پیدا زمینه این در را کران هایی و پرداخته

مرکز از خروج مجموع انرژی و مرکز از خروج مجموع ماتریس شامل چهارم فصل همچنین
هم انرژی گراف های زمینه در سوالͬ فصل این پایان در ͬ باشد. م انرژی این از کران هایی و

ͬ شود. م مطرح
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ١
ͬ کنیم. م بیان اختصار به است لازم آتͬ فصل های در که لازم مفاهیم و تعاریف فصل این در

[٣٢] و [٣٠] و [٢۴] و [٢٣] و [٢٢] و [٢٠] و [٢] و [١] ͽمراج از برگرفته فصل این مطالب تمام
ͬ باشند. م

گراف نظریه مفاهیم و تعاریف ١ . ٢
از شده تش΄یل که است (V (G), E(G), ψG) مرتب تایی سه ΁ی ،G ١ گراف [١] .١ . ٢ . ١ تعریف
که ψG وقوع تابع ΁ی و یال ها شامل E(G) مجموعه ΁ی و رأس ها از V (G) ناتهͬ مجموعه ΁ی
رأس دو v و u و یال ΁ی e اگر ͬ دهد. م نسبت را G رأس های از نا مرتب زوج ΁ی ،G یال هر به
ی΄دی·ر به را v و u رأس های ،e که ͬ شود م گفته صورت این در ،ψG(e) = uv بطوری΄ه باشند،

ͬ شوند. م نامیده e یال سر دو ،v و u رأس های و است کرده وصل
١Graph



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
ͬ نامند. م G گراف یال های٣ مجموعه را E(G) و رأس ها٢ مجموعه را V (G)

و باشد داشته وجود آن ها بین یالͬ اگر گویند مجاور۴ را v و u رأس دو [١] .١ . ٢ . ٢ تعریف
باشند. داشته مشترک رأس ΁ی حداقل اگر مجاورند G از متمایز یال دو همچنین

G گراف اندازه۶ را یال هایش تعداد و گراف ۵ مرتبه را G گراف رئوس تعداد [١] .١ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ نامند. م

را رئوس درجه مینیمم و △ یا △(G) با را گراف ΁ی رئوس درجه ماکزیمم [١] .۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهند. م نمایش δ یا δ(G) با

به یال ΁ی وسیله به متمایز رأس های از هرجفت آن در که ساده ای گراف [١] .۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود. م داده نمایش Kn نماد با و ͬ شود م نامیده کامل٧ گراف باشند، متصل هم

به طوری X,Y مجموعه زیر دو به بتوان را آن رأس های مجموعه که گرافͬ [١] .۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م دوبخش٨ͬ باشد،گراف Y در انتها ΁ی و X در انتها ΁ی دارای یال هر که کرد افراز

آن در که است (X,Y ) افراز با ساده دوبخشͬ ΁ی کامل٩، دوبخشͬ گراف [١] .١ . ٢ . ٧ تعریف
ͬ دهند. م نشان Km,n با را آن و است متصل Y رأس هر به X رأس هر

ͬ نامند. م منتظم١٠ − r گراف باشد، r آن رئوس همه درجه که را G گراف [١] .١ . ٢ . ٨ تعریف
داریم: d(v) رأسͬ درجه و E(G) یال های و V (G) رئوس مجموعه با گراف هر در .١ . ٢ . ١ لم

n∑
i=١

d(vi) = ٢|E(G)|.

آن جملات به طوری که است متناهͬ ناصفر دنباله ای ،G از گشت١١ ΁ی [١] .١ . ٢ . ٩ تعریف
باشند. ei سر دو vi vi−١ ،١ ≤ i ≤ k ازای به و بوده یال ها و رأس ها از میان در ΁ی
ͬ نامند. م گذر١٢ را آن باشند، متمایز گشت ΁ی یال های اگر [١] .١ . ٢ . ١٠ تعریف

ͬ شود. م نامیده مسیر١٣ ΁ی باشند متمایز آن رأس های همه ی که گذری [١] .١ . ٢ . ١١ تعریف
و ابتدایی رأس آن در که است ΁ی طول به حداقل بسته ای مسیر دور١۴، [١] .١ . ٢ . ١٢ تعریف

٢Vertex set
٣Edge set
۴Adjacent
۵Order
۶Size
٧Complete graph
٨Bipartite graph
٩Complete bipartite graph

١٠r-regular graph
١١Walk
١٢Trail
١٣Path
١۴Cycle



٣ گراف نظریه مفاهیم و تعاریف
ندارد. تکراری رأس هیچ و هستند منطبق ی΄دی·ر بر انتهایی

رأس این که یال هایی و جدید رأس ΁ی افزودن با دور، ΁ی از که گرافͬ [١] .١ . ٢ . ١٣ تعریف
ͬ نامند. م چرخ١۵ گراف را ͬ شود، م تش΄یل ͬ کند م متصل دور رأس های تمام به را

هستند: ٧ و ۴ مرتبه از چرخ هایی زیر گراف های .١ . ٢ . ١ مثال

W٧ چرخ گراف :١ . ١ ش΄ل

W۴ چرخ گراف :١ . ٢ ش΄ل
سه رئوس بقیه درجه و است (n− ١) رئوس از ی΄ͬ درجه (n ≥ ۴) n مرتبه از چرخ گراف در

است.
همبند١۶ گراف باشد، داشته وجود مسیر ΁ی آن رأس دو هر بین که گرافͬ [١] .١۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده
تابع هرگاه گوییم ی΁ ریخت١٧ را G′ = (V ′, E′) و G = (V,E) گراف دو [١] .١۵ . ١ . ٢ تعریف
آن گاه باشد uv ∈ E(G) اگر که باشد موجود f : V (G) −→ V (G′) پوشای و ΁ی به ΁ی
برای ͬ دهیم. م نشان G ∼= G′ نماد با را G′ و G ی΁ ریخت گراف دو باشد. f(u)f(v) ∈ E(G′)

هستند. ی΁ ریخت (٣.١) ش΄ل گراف های مثال
١۵Wheel graph
١۶Connected graph
١٧Isomorphic



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴

ی΁ ریخت گراف های :١ . ٣ ش΄ل

Ḡ با را G گراف (متمم) م΄مل١٨ باشد، n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [١] .١۶ . ١ . ٢ تعریف
u مانند رأس دو هر ثانیاً و V (G) = V (Ḡ) اولا˟ ͬ کنیم. م تعریف این صورت به و ͬ دهیم م نشان
کامل، گراف م΄مل که کنید توجه نباشند. مجاور G در اگر و تنها اگر هستند مجاور Ḡ در v و

است. کامل گراف دو اجتماع دوبخشͬ، کامل گراف م΄مل و است تهͬ گراف

n−١ و باشد n−١ درجه از رأس ΁ی که قسمͬ به رأس n با G گراف هر به [١] .١ . ٢ . ١٧ تعریف
ͬ گویند. م ستاره١٩ گراف باشند، ΁ی درجه از دی·ر رأس

ماتریس ها نظریه و جبرخطͬ از لازم مفاهیم و تعاریف ١ . ٣

قطر روی مولفه هر که است n× n ماتریس ΁ی ،n مرتبه از قطری٢٠ ماتریس .١ . ٣ . ١ تعریف
صورت به و باشند صفر آن مولفه های دی·ر و بوده غیرصفر اصلͬ

A = diag(a١١, a٢٢, . . . , ann)

ͬ شود. م داده نمایش

اصلͬ قطر درایه های  ͽحاصل جم با است برابر n× n مربعͬ ماتریس ΁ی اثر٢١ .١ . ٣ . ٢ تعریف
١٨Complementary
١٩Star graph
٢٠Crown graph
٢١Trace



۵ ماتریس ها نظریه و جبرخطͬ از لازم مفاهیم و تعاریف
: دی·ر عبارت به یا آن،

tr(A) = a١١ + a٢٢ + · · ·+ ann =

n∑
i=١

aii

ͬ باشد. م Aماتریس iام ستون و سطر بر ͽواق درایه aii و
به صورت آن رئوس مجموعه که باشد n مرتبه از ساده گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف
اگر است، n × n ماتریس ΁ی ،A(G) مجاورت٢٢ ماتریس باشد. V (G) = {v١, v٢, . . . , vn}
غیر در و بوده ΁ی A ماتریس ij‐ام درایه آن گاه باشند متصل هم به Gگراف در vj و vi رئوس

داریم: عبارتͬ به است، صفر این صورت

A(G) =


١ vi ∼ vj

٠ این صورت غیر در
,

ͬ باشد. م رأس دو مجاورت دهنده نشان ∼ نماد که جایی
است: زیر به صورت n مرتبه از چرخ گراف مجاورت ماتریس .١ . ٣ . ١ مثال

A(Wn) =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ · · · ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠ · · · ٠ ١
٠ ١ ٠ ١ ٠ · · · ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ١ · · · ٠ ١
... ... ... ... ... · · ·

... ...
١ ١ · · · · · · ١ · · · ١ ٠


.

حقیقͬ) لزوما (نه عدد باشد. n مرتبه از مربعͬ ماتریس ΁ی A کنید فرض [٢٢] .۴ . ١ . ٣ تعریف
.Av = λv طوری که به  باشد موجود v ̸= ٠ بردار ΁ی اگر ͬ شود م نامیده A از ویژه مقدار ΁ی λ

ͬ نامند. م λ ویژه ی مقدار به وابسته A از ویژه بردار ΁ی را v بردار این
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به A مجاورت ماتریس مشخصه جمله ای چند

ϕ(G,λ) = det(λI −A(G)).

است. A ماتریس ویژه ی مقادیر دقیقا ϕ(G,λ) مشخصه چندجمله ای ریشه های
ویژه مقدار n دارای A آنگاه باشد، n مرتبه از حقیقͬ متقارن ماتریس A اگر .١ . ٣ . ١ قضیه

است. ویژه بردارهای از متناظر متعامد مجموعه ΁ی و حقیقͬ
مقدار n دارای است n مرتبه از که A(G) مربعͬ مجاورت ماتریس که ͬ دهد م نشان فوق قضیه

است. تکرار) احتساب (با حقیقͬ ویژه



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶

G گراف :۴ . ١ ش΄ل
ب·یرید: درنظر زیر به صورت را G گراف .١ . ٣ . ٢ مثال

عبارت آن مشخصه چندجمله ای و است A(G) =


٠ ١ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠

به صورت آن مجاورت ماتریس

ͬ باشد. م ϕ(G,λ) = λ۴ − ۴λ٢ از
λ١, λ٢, . . . , λn ویژه  ی مقادیر با n مرتبه از مربعͬ ماتریس ΁ی A کنید فرض [٢٣] .١ . ٣ . ١ لم

داریم: آن گاه باشد،
tr(A) =

n∑
i=١

λi ,

detA =

n∏
i=١

λi.

ͬ شود م نامیده متقارن٢٣ حقیقͬ، اعداد روی n مرتبه از A مربعͬ ماتریس ΁ی [١] .١ . ٣ . ٢ لم
.AT = A هرگاه

مجاورت ماتریس A(G) و باشد m اندازه و n مرتبه از گراف ΁ی G کنید فرض [٢٣] .١ . ٣ . ٣ لم
داریم: لذا است، tr(A(G)) = ٠ چون این صورت در باشد G گراف

n∑
i=١

γi = ٠ (١ . ١)
و

n∑
i=١

γ٢
i = ٢m. (١ . ٢)

٢٢ َAdjacency matrix
٢٣Symmetric



٧ ماتریس ها نظریه و جبرخطͬ از لازم مفاهیم و تعاریف
از بردار دو (b١, . . . , bp) و (a١, . . . , ap) کنید فرض کوشͬ‐شوارتز) (نامساوی [٣٢] .۴ . ١ . ٣ لم

داریم: این صورت در  باشند. p مرتبه
 p∑

i=١
aibi

٢
≤

 p∑
i=١

a٢
i

 p∑
i=١

b٢i
 . (١ . ٣)

در است. ١ ≤ i ≤ n که باشند مثبت حقیقͬ اعداد bi و ai کنید فرض [٢٠] .١ . ٣ . ٢ قضیه
داریم: این صورت

n∑
i=١

a٢
i

n∑
i=١

b٢i ≤ ١
۴
(√

M١M٢
m١m٢

+

√
m١m٢
M١M٢

)٢ n∑
i=١

aibi

٢
, (۴ . ١)

m١ = min١≤i≤n(ai) ،M٢ = max١≤i≤n(bi) ،M١ = max١≤i≤n(ai) آن در که
است. m٢ = min١≤i≤n(bi) همچنین و

این در است. ١ ≤ i ≤ n که باشند نامنفͬ حقیقͬ اعداد bi و ai کنید فرض [٢٠] .١ . ٣ . ٣ قضیه
داریم: صورت

n∑
i=١

a٢
i

n∑
i=١

b٢i −

 n∑
i=١

aibi

٢
≤ n٢

۴ (M١M٢ −m١m٢(٢, (۵ . ١)

هستند. قبل قضیه در شده تعریف مقادیر همان mi و Mi که جایی
این در است. ١ ≤ i ≤ n که هستند مثبت حقیقͬ اعداد bi و ai کنید فرض [٢٠] .۴ . ١ . ٣ قضیه

داریم: n∣∣∣∣∣∣صورت
n∑

i=١
aibi −

n∑
i=١

ai

n∑
i=١

bi

∣∣∣∣∣∣ ≤ α(n)(A− a)(B − b), (۶ . ١)

داریم: است ١ ≤ i ≤ n که i هر ازای به و هستند ثابتͬ مقادیر B و A و b و a که جایی
b ≤ bi ≤ B, a ≤ ai ≤ A,

است. α(n) = n[n٢ ]
(١ − ١

n [
n٢ ]
) علاوه، به

داریم: باشد ١ ≤ i ≤ n که هستند نامنفͬ حقیقͬ اعداد bi و ai کنید فرض [٢٠] .۵ . ١ . ٣ قضیه
n∑

i=١
bi + rR

n∑
i=١

a٢
i ≤ (r +R)

n∑
i=١

aibi, (١ . ٧)

.rai ≤ bi ≤ Rai ١داریم: ≤ i ≤ n هر برای و هستند ثابت اعداد R و r که به طوری



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
از k× k ماتریس زیر ΁ی Bk و باشد p× p متقارن ماتریس ΁ی B کنید فرض [٢٣] .۵ . ١ . ٣ لم

داریم: لذا است. آمده به دست B ستون و سطر (p− k) حذف با که باشد آن
λp−i+١(B) ≤ λk−i+١(Bk) ≤ λk−i+١(B) (١ . ٨)

به صورت ویژه (مقادیر B از ویژه مقدار امین i ،λi(B) همچنین و باشد i = ١,٢, . . . , n ͬ که وقت
ͬ باشد. م باشند) شده مرتب نزولͬ

میانگین به ترتیب β و α اگر و باشند نامنفͬ اعداد x١, x٢, . . . , xN کنید فرض [٢٣] .۶ . ١ . ٣ لم
شوند: تعریف زیر به صورت و باشند اعداد این هندسͬ میانگین و حسابی

α =
١
N

N∑
i=١

xi و β =

 N∏
i=١

xi

 ١
N

داریم: آن گاه
١

N(N − ١)
∑
i<j

(
√
xi −

√
xj)

٢ ≤ α− β ≤ ١
N

∑
i<j

(
√
xi −

√
xj)

٢. (١ . ٩)

باشد. x١ = x٢ = · · · = xN اگر است برقرار تساوی و
p > ١ اگر باشند. نامنفͬ حقیقͬ اعداد b١, . . . , bn و a١, . . . , an کنید فرض [٢٣] .١ . ٣ . ٧ لم

داریم: آن گاه باشد n∑
i=١

(ai + bi)
p

 ١
p

≤

 n∑
i=١

api

 ١
p

+

 n∑
i=١

bpi

 ١
p

. (١ . ١٠)

داریم: صورت این در باشند، نامنفͬ حقیقͬ اعداد a١, a٢, ..., an کنید فرض [٣٣] .۶ . ١ . ٣ قضیه
n
[١
n

n∑
i=١

ai −
( n∏
i=١

ai
) ١

n
]
≤ n

n∑
i=١

ai −
( n∑
i=١

√
ai
)٢

≤ n(n− ١](١
n

n∑
i=١

ai −
( n∏
i=١

ai
) ١

n
]
. (١ . ١١)

انرژی و گراف طیفͬ نظریه از لازم مفاهیم و تعاریف ۴ . ١
گراف

احتساب گرافGبا مجاورت ماتریس ویژه مقادیر Gمجموعه ٢۴ گراف طیف [٢] .١ . ۴ . ١ تعریف
مقدار بزرگترین ͬ شود. م داده نشان Spec(G) با G گراف طیف هر ͬ باشد. م آن ها چندگانگͬ

ͬ شود. م نامیده گراف طیف٢۵ͬ شعاع گراف، ویژه ی
٢۴Spectrum of graph
٢۵Spectral radius



٩ گراف انرژی و گراف طیفͬ نظریه از لازم مفاهیم و تعاریف
ε(G) با که G گراف٢۶ انرژی باشد. n مرتبه از ساده گرافͬ G کنید فرض [٢٠] .٢ . ۴ . ١ تعریف
داریم: یعنͬ ͬ شود، م تعریف آن ویژه ی مقادیر قدرمطلق مجموع صورت به ͬ شود م داده نشان

ε(G) =

n∑
i=١

|λi|.

(پرون‐فروبنیوس) .١ . ۴ . ١ قضیه
باشند، حقیقͬ های درایه با متقارن ناپذیر تحویل نامنفͬ n×nهایی ماتریس B و A کنید فرض

داریم: آن گاه
ρ(A) برای ویژه بردار ΁ی X باشد.اگر مͬ A از ساده ویژه مقدار ΁ی ρ(A) طیفͬ شعاع الف)
ی΄سان علامت دارای آن مولفه های همه و نبوده صفر Xاز ای مولفه هیچ صورت این در باشد،

ͬ باشند. م
و اگر است برقرار تساوی و ρ(B) ≤ ρ(A) باشد،آن گاه نامنفͬ A−B ماتریس اگر علاوه به ب)

.A = B اگر تنها
نامیده هم انرژی G٢ و G١ باشند. n مرتبه از گراف دو G٢ و G١ کنید فرض [٢] .٣ . ۴ . ١ تعریف

باشد. ε(G١) = ε(G٢) هرگاه ͬ شوند، م
ͬ کنیم. م بیان را زیر مثال انرژی هم گراف های مفهوم شدن روشن تر برای

باشند: (۵.١) ش΄ل به گراف سه کنید فرض .١ . ۴ . ١ مثال

انرژی هم گراف های :۵ . ١ ش΄ل
نیستند. برابر ویژه مقادیر دارای گراف ها این

در هستند، {٢, ٠, ٢−,٠} و {١, ١−,١−,١} و {١−,١−,٢} گراف ها این طیف یا ویژه مقادیر
گراف سه که ͬ کنیم م مشاهده ترتیب این به است. چهار برابر گراف سه هر انرژی ͬ که صورت

نیستند. طیف هم ولͬ هستند انرژی هم فوق
انرژی٢٧ فرا گراف باشد، بیشتر کامل گراف انرژی از آن انرژی که گرافͬ [٢۴] .۴ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود. م نامیده
٢۶Energy of a graph
٢٧Hyperenergetic graphs





٢ فصل
گراف انرژی

خاص گراف های انرژی ٢ . ١
داشتیم ΁ی فصل در که مقدماتͬ تعاریف به توجه با را گراف انرژی داریم قصد فصل این در
خاصͬ رده های برای همچنین کنیم. ارائه آن برای فرمولͬ کامل خاص گراف در و کنیم معرفͬ
[٢٣] و [١۵] ͽمراج از برگرفته فصل این نتایج کنیم. مشخص را انرژی از کران هایی گراف ها، از

ͬ باشد. م [٢۴] و
مرتبه از کامل گراف ΁ی Kn کنید فرض ͬ پردازیم. م کامل گراف انرژی بررسͬ به ابتدا
از که است آن مشخصه جمله ای چند ریشه های Kn گراف ویژه مقادیر تعریف، .طبق باشد n

ͬ آید: م دست به زیر رابطه
ϕ(Kn, λ) = det(λI −A(Kn)) = (λ− n+ ١)(λ+ ١)(n−١),

با: است برابر کامل گراف انرژی لذا
ε(Kn) = ٢n− ٢.

مرتبه از گراف های ͬ شود. م معرفͬ گراف از جدیدی رده مقدار، این با گراف ها انرژی مقایسه با
مفهوم اگرچه ͬ نامیم. م انرژی فرا گراف را باشد ε(G) > ε(Kn) = ٢n− ٢ که G گراف مانند n
گراف های برای کمͬ خیلͬ نتایج نسبت به ولͬ است، رفته پیش خوبی به را توسعه مسیر انرژی

است. موجود انرژی فرا
١١



گراف انرژی ١٢
هندی ریاضیدان گروه ΁ی با انرژی فرا گراف های روی کار بعد به ١٩٩٠ سال از ͽواق در

ͬ دهیم. م توضیح خلاصه طور به که آمد دست به نتایجͬ و شد شروع گاتمن وایوان

و است انرژی فرا گراف ΁ی Kn کامل گراف از خطͬ گراف ،n ≥ ۵ برای [١۵] .٢ . ١ . ١ نتیجه
است. انرژی فرا گراف ΁ی Kn,n کامل بخشͬ دو گراف از خطͬ گراف ،n ≥ ۴ برای

هستند. انرژی فرا دارند یال ٢n− ١ حداقل که گراف هایی همه [١۵] .٢ . ١ . ٢ نتیجه
ͬ شود م ε(Kn) از کوچ΁ تر مربوطه انرژی یال، سه یا دو ،΁ی حذف با Kn کامل گراف در
ε(Kn) از بیشتر گراف انرژی شوند حذف ͬ دهند، م تش΄یل چهارگوش ΁ی که یال، چهار اگر ولͬ

بود. خواهد
هستند، انرژی فرو گراف های ͬ شوند م مشخص آن ها انرژی براساس که گراف ها از دی·ری نوع

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به که

فرو را G گراف باشد، ε(G) < n اگر باشد. n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [١۵] .٢ . ١ . ١ تعریف
نیست. انرژی فرو G گراف باشد ε(G) ≥ n اگر و ͬ نامند م انرژی

گراف انرژی از کران هایی ٢ . ٢
را گراف انرژی از کران هایی سپس ͬ کنیم م یادآوری داریم نیاز بخش این در که را نتایجͬ ابتدا

ͬ کنیم. م بررسͬ

ویژه مقادیر λiها و باشد m اندازه و n مرتبه از همبند گراف ΁ی G کنید فرض [٢٣] .٢ . ٢ . ١ لم
داریم: آن گاه باشند G گراف

λ١ ≥ ٢m
n
,

باشد. منتظم گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

داریم: صورت این در باشد. m اندازه و n مرتبه از گراف ΁ی  G کنید فرض [٢٣] .٢ . ٢ . ٢ لم

−

√ ٢m(r − ١)
n(n− r + ١) ≤ λr ≤

√٢m(n− r)

nr
, ١ ≤ r ≤ n.

ͬ پردازیم. م مختلف پارامترهای با گراف انرژی کران های بررسͬ به حال

آن گاه باشد m اندازه از گرافͬ G اگر .٢ . ٢ . ١ قضیه
ε(G) ≥ ٢√m. (٢ . ١)



١٣ گراف انرژی از کران هایی
خواهیم گراف انرژی تعریف به توجه با لذا ،∑λi

٢ = ٢m که دادیم نشان قبل فصل در برهان.
داشت:

[ε(G)]٢ = ٢m+ ٢∑
i<j

|λi||λj | ≥ ٢m+ ٢|∑
i<j

λiλj | = ٢m+ ٢| −m| = ۴m,

داریم: نتیجه در
ε(G) ≥ ٢√m.

به باشد Ka,b کامل بخشͬ دو گراف ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی جا این در که
هستند. (مجزا) هم از جدا رأس ها از بعضͬ و باشد a, b = m طوری که

داریم: آن گاه باشد، m اندازه و n > ٢ مرتبه از ساده گراف ΁ی G کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه

ε(G) ≥

√
٢m+ n(n− ١)|detA| ٢

n +
۴

(n+ ١)(n− ٢) [
√٢m

n
− (

٢m
n

)
١۴ ]٢, (٢ . ٢)

.G ∼= K̄n یا باشد) زوج n) G ∼= n٢K٢ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی
برقرار تساوی صورت این در .ε(G) = ٠ و detA = ٠ و m = ٠ پس باشد، G ∼= K̄n اگر برهان.
تساوی پس .ε(G) = ٠ و detA = (−١)n٢ و ٢m = n گاه آن باشد) زوج n) G ∼= n٢K٢ اگر است.

است. برقرار هم مورد این در
detA = ٠ و ٢m = ٢p < n داریم باشد G ∼= pK٢ ∪ (n − ٢p)K١ ([n٢ > p ≥ ١]) وقتͬ
دارای G صورت هر در است. قرار بر شدت به (٢ . ٢) مساوی نا صورت این در .ε(G) = ٢p و
لم از ͬ باشد. م است) همبند بخش یال های تعداد m١) m١ ≥ ٢ با همبند بخش ΁ی حداقل

داریم: ۶ . ١ . ٣
N∑
i=١

xi ≥ N
( N∏

i=١
xi

) ١
N
+

١
(N − ١)

∑
i<j

(
√
xi −

√
xj)

٢, (٢ . ٣)

و N = n(n−١)٢ جای·ذاری با
(x١, ..., xN ) =

(
|λ١||λ٢|, |λ١||λ٣|, ..., |λ١||λn||λ٢||λ٣|, ..., |λ٢||λn|, ..., |λn−١||λn|

)
,

داریم: (٢ . ٣) نامساوی در
∑

١≤i<j≤n

|λi||λj | ≥
n(n− ١)

٢
( n∏

i=١
|λi|
) ٢

n
+

٢
n٢ − n− ٢

∑
i<j≤k<l

(√
|λi||λj | −

√
|λk||λl|

)٢
,

داریم: ترتیب این به
(۴ . ٢)

٢ ∑
١≤i<j≤n

|λi||λj | ≥ n(n− ١)|detA| ٢
n +

۴
(n+ ١)(n− ٢)

∑
i<j≤k<l

(√
|λi||λj | −

√
|λk||λl|

)٢
.



گراف انرژی ١۴
که: ͬ دانیم م ٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با

λn٢ ≤
√٢m

n
, λ (n+١)٢

≤

√٢m(n− ١)
n(n+ ١) <

√٢m
n
,

داریم: n ≥ ٣ هر برای بالا، نتایج و ٢ . ٢ . ١ لم از

λ١ ≥ ٢m
n

, λ[n٢ ] ≤
√٢m

n
, (۵ . ٢)

داریم: ۵ . ١ . ٣ لم از استفاده با m ≥ ١ که آنجا از
λn ≤ λ٢(A٢) = −١,

داشت: خواهیم است، m١ ≥ ٢ و n ≥ ٣ چون ͬ باشد. م |λn| ≥ ١ بالا نتایج به توجه با
∑

i<j,k<l

(√
|λi||λj | −

√
|λk||λl|

)٢
≥
(√

|λ١||λn| −
√

|λ[n٢ ]||λn|
)٢

+
∑

i<j,k<l
(i,j)̸=(١,n)

(k,n)̸=([n٢ ],n)

(√
|λi||λj | −

√
|λk||λl|

)٢

> |λn|
(√

|λ١| −
√

|λ[n٢ ]|
)٢

≥
[√٢m

n
− (

٢m
n

)
١۴
]٢
,

داریم: بالا روابط و (۴ . ٢) رابطه طبق همچنین

٢ ∑
١≤i<j≤n

|λi||λj | > n(n− ١)|detA| ٢
n +

۴
(n+ ١)(n− ٢)

[√٢m
n

− (
٢m
n

)
١۴
]٢
.

داشت: خواهیم طرفین به ∑n
i=١ λ٢

i (= ٢m) کردن اضافه با

ε(G)٢ > ٢m+ n(n− ١)|detA| ٢
n +

۴
(n+ ١)(n− ٢)

[√٢m
n

− (
٢m
n

)
١۴
]٢
.

ͬ آید. م بدست (٢ . ٢) رابطه مستقیم طور به که
باشد. صفر آن ویژه مقادیر از ی΄ͬ حداقل هرگاه ͬ شود م نامیده تکین ،G گراف .٢ . ٢ . ١ تعریف
آن ویژه مقادیر از ΁ی هیچ اگر است ناتکین G گراف ͬ باشد. م detA = ٠ تکین، گراف های در

.detA ̸= داریم٠ لذا نباشد، صفر
برای کرد. خواهیم محاسبه را آن انرژی از کران هایی تکین، گراف از تعریف این دنبال به
برای که آمده بدست هم΄ارانش و داس توسط زیر قضیه ͬ کنیم. م اثبات را زیر قضایای کار این

است. معتبر ناتکین گراف های



١۵ گراف انرژی از کران هایی
این در باشد. m اندازه و n مرتبه از ناتکین همبند گراف ΁ی G کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه

داریم: صورت
ε(G) ≤ ٢m− ٢m

n
(
٢m
n

− ١)− ln
(n|detA|

٢m
)
, (۶ . ٢)

است. مجاورت ماتریس دترمینان detA(̸= ٠) که
.G ∼= Kn اگر تنها و اگر است برقرار اینجا در تساوی

داریم: بنابراین .i = ١,٢, ..., n برای |λi| > ٠ پس است ناتکین G چون برهان.

|detA| =
n∏

i=١
|λi| > ٠

داریم: ندارد مجزا رئوس G چون
٢m =

n∑
i=١

di ≥ n

٢m
n

≥ ١
با است برابر آن مشتق که ب·یرید نظر در را f(x) = x٢ − x− lnx(x > ٠) تابع حال

باشد ٠ < x ≤ ١ وقتͬ و است افزایشͬ تابع ΁ی x ≥ ١ برای f(x) تابع .f ′(x) = ٢x − ١ − ١
x

این در است. x > ٠ برای x ≤ x٢ − lnx لذا f(x) ≥ f(١) = ٠ بنابراین است. کاهشͬ تابعͬ
باشد. x = ١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی قسمت

داریم: پس ͬ کنیم، م استفاده قبل نتایج از
ε(G) = λ١ +

n∑
i=٢

|λi|

≤ λ١ +
n∑

i=٢
(λ٢

i − ln |λi|) (٢ . ٧)

= λ١ + ٢m− λ٢١ − ln

n∏
i=١

|λi|+ lnλ١

٢m+ λ١ − λ٢١ − ln |detA|+ lnλ١. (٢ . ٨)
λ١ ≥ ٢m

n داریم: ٢ . ٢ . ١ لم از استفاده با
و باشد ٠ < x ≤ ١ وقتͬ است افزایشͬ تابع ΁ی g(x) = ٢m + x − x٢ − ln |detA| + lnx تابع

داریم: باشد، x ≥ ٢m
n ≥ ١ که وقتͬ باشد. x ≥ ١ که وقتͬ است کاهشͬ g(x) تابع همچنین

g(x) ≤ g(
٢m
n

) = ٢m+
٢m
n

− (
٢m
n

)٢ − ln |detA|+ ln(
٢m
n

).



گراف انرژی ١۶
ͬ آید. م بدست (۶ . ٢) رابطه و ͬ شود م اثبات قضیه (٢ . ٨) رابطه با نامساوی این کردن ترکیب از
مساوی باید بالا نامساوی های همه پس است. برقرار تساوی (۶ . ٢) رابطه در کنید فرض حال

باشیم: داشته که است برقرار صورتͬ در تساوی (٢ . ٧) در باشند.
|λ٢| = |λ٣| = ... = |λn| = ١. (٢ . ٩)

باشد. G ∼= Kn اگر فقط و اگر ͬ شود م پذیرفته ٢ . ٩ شرط است همبند G وقتͬ
کرده اند: معرفͬ زیر صورت به را گراف انرژی از پایینͬ کران [١٢] هم΄ارانش و داس اخیرا

ε(G) ≥ ٢m
n

+ n− ١ + ln
(n|detA|

٢m
)
. (٢ . ١٠)

پایینͬ کران مجاورت، ماتریس دترمینان و n و m پارامترهای براساس [٢٣] کلند همچنین
آورد. بدست زیر صورت به گراف انرژی برای

ε(G) ≥
√

٢m+ n(n− ١)|detA| ٢
n . (٢ . ١١)

معروف هوس‐گادام نورد نتایج به که ͬ کنیم م بیان قسمت این در را گراف انرژی از نتایجͬ
م΄مل گراف Ḡ که است یادآوری به لازم ͬ کنیم. م مطرح قضیه دو قالب در را نتایج این است.

است. G
اندازه و n مرتبه از G اگر باشند. ناتکین همبند گراف های Ḡ و G کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ قضیه

داریم: آن گاه باشد، m

٣(n− ١) + ln
( n٢|det(AĀ)|

٢m(n(n− ١)− ٢m)

)
≤ ε(G) + ε(Ḡ) ≤ ٢(n− ١)

+
۴m(n(n− ١) + ٢m)

n٢ − ln
( n٢|det(AĀ)|

٢m(n(n− ١)− ٢m)

)
. (٢ . ١٢)

هستند. Ḡ و G مجاورت ماتریس های دترمینان ترتیب به ،detĀ(̸= ٠) و detA( ̸= ٠) که جایی
داریم: (٢ . ١٠) از استفاده با برهان.

ε(G) + ε(Ḡ) ≥ ٢m+ ٢m̄
n

+ ٢(n− ١) + ln
(n|detA|

٢m
)
+ ln

(n|detĀ|
٢m̄

)
.

و ٢m+ ٢m̄ = n(n− ١) چون هستند. Ḡ گراف مجاورت ماتریس و اندازه ترتیب به Ā و m̄ که
ͬ آید: م بدست چنین (۶ . ٢) طبق (٢ . ١٢) رابطه پایین کران ͬ باشد، م detAĀ = detAdetĀ

ε(G) + ε(Ḡ) ≤ ٢m+ ٢m̄+
٢m+ ٢m̄

n
− −۴m٢ + ۴m̄٢

n٢ − ln
(n|detA|

٢m
)
− ln

(n|detĀ|
٢m̄

)
.

ͬ آید. م دست به (٢ . ١٢) بالای کران مستقیم طور به



١٧ گراف انرژی از کران هایی
داریم: صورت این در باشد. m اندازه و n مرتبه از گرافͬ  G کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه
ε(G) + ε(Ḡ) ≤ n+∆− δ − ١

+
[
(n− ١)(n− ١ +

۴m(n(n− ١)− ٢m)

n٢
+

٢
n٢
√

٢m(٢m+ n)(n٢ − ٢m)(n٢ − ٢m− n)
)]١/٢

.

(٢ . ١٣)

هستند. G گراف درجه های کوچ΁ ترین و بزرگ ترین ترتیب به δ و ∆ که جایی
داریم: ١ . ٣ . ٧ لم از استفاده با برهان.

( n∑
i=٢
(
|λi|+ |λ̄i|

)٢ ) ١٢ ≤
( n∑

i=٢
λ٢
i

) ١٢
+
( n∑

i=٢
λ̄i

٢) ١٢
.

هستند. Ḡ و G گراف های ویژه مقادیر λ̄i و λi که
داریم: پس ،∑n

i=١ λ̄i٢ = ٢m̄ و ∑n
i=١ λ٢

i = ٢m چون
n∑

i=٢
(
|λi|+ |λ̄i|

)٢ ≤
n∑

i=٢
λ٢
i +

n∑
i=٢

λ̄i
٢
+ ٢

√√√√ n∑
i=٢

λ٢
i

n∑
i=٢

λ̄i
٢

= ٢m− λ٢١ + ٢m̄− λ̄١٢
+ ٢

√
(٢m− λ٢١ )(٢m̄− λ̄١٢

)

≤ n(n− ١)− ۴m٢ + ۴m̄٢
n٢ + ٢

√۴mm̄
n۴ (n٢ − ٢m)(٢m+ n)

= n− ١ +
۴m(n(n− ١)− ٢m)

n٢
+

٢
n٢
√

٢m(n٢ − ٢m− n)(n٢ − ٢m)(٢m+ n).

(١۴ . ٢)

داریم: شوارتز کوشͬ نامساوی از استفاده با ،λ١ < ∆ چون
ε(G) + ε(Ḡ) = |λ١|+ |λ̄١|+

n∑
i=٢

(|λi|+ |λ̄i|)

≤ ∆+ n− δ − ١ +

√√√√(n− ١)
n∑

i=٢
(|λi|+ |λ̄i|)٢.

ͬ آید. م دست به (٢ . ١٣) نامساوی ،(١۴ . ٢) از استفاده با لذا





٣ فصل
گراف درجات مجموع انرژی

مقدمه ٣ . ١
درجات مجموع ماتریس از حاصل ویژه مقادیر درباره نتایجͬ ابتدا داریم قصد فصل این در
راستا این در کنیم. پیدا است، معروف طیفͬ شعاع به که ویژه مقدار بزرگترین مخصوصاً
ͬ گیریم. م نظر در را دوبخشͬ گراف های و منتظم گراف های مانند گراف ها از خاصͬ رده های
و r‐منتظم مسیر، چرخ، گراف مانند خاصͬ گراف های در درجات مجموع انرژی ادامه در
فصل این ͬ کنیم.نتایج م مشخص را درجات مجموع انرژی از کران هایی و آورده به دست را ...

ͬ باشد. م [٣٠] و [٢٢] و [٢٠] ͽمراج از برگرفته

درجات مجموع ماتریس ویژه مقادیر ٣ . ٢
V (G) = به صورت رأسͬ مجموعه با n مرتبه از ساده گراف ΁ی G کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف
جایی که است، n × n ماتریس ΁ی ،DS(G) درجات١ مجموع ماتریس باشد. {v١, v٢, . . . , vn}
vi و vj رأس دو درجات مجموع برابر DS(G) ماتریس ام ij درایه باشند متمایز رأس دو vi و vj

١Degree sum matrix



گراف درجات مجموع انرژی ٢٠
داریم: یعنͬ است، صفر این صورت غیر در و است

DS(G) =


di + dj ; i ̸= j

٠ ; i = j

.

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت DS(G) ماتریس مشخصه چندجمله ای
ϕ(G, γ) = det(γI −DS(G)) = γn + c١γn−١ + · · ·+ cn.

آنجا از ͬ شود. م گفته DS(G) ویژه مقادیر ،DS(G) ماتریس مشخصه معادله ریشه های به
صورت به و هستند حقیقͬ اعداد آن ویژه مقادیر است، متقارن و حقیقͬ ماتریس DS(G) که
مقدار کوچ΄ترین γnو ویژه مقدار بزرگترین γ١ که جایی شده اند، مرتب γ١ ≥ γ٢ ≥ · · · ≥ γn

است. درجات مجموع ماتریس ویژه

مجموع ماتریس DS(G) و باشد m اندازه و n مرتبه از گراف ΁ی G کنید فرض .٣ . ٢ . ١ لم
داریم: لذا است، tr(DS(G)) = ٠ چون این صورت در باشد G گراف درجات

n∑
i=١

γi = ٠ (٣ . ١)
n∑

i=١
γ٢
i = tr(DS(G))٢

=
n∑

i=١

n∑
j=١

dijdji

=

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢

= ٢∑
i<j

(di + dj)
٢ .

داشت: خواهیم M =
∑

١≤i<j≤n(di + dj)
٢ اینکه فرض با و

n∑
i=١

γ٢
i = ٢M. (٣ . ٢)

مشخص را ویژه مقادیر ، n مرتبه از r‐منتظم گراف های برای داریم قصد قسمت این در
نماییم. مͬ

ویژه مقدار ΁ی فقط G آن گاه باشد، n مرتبه از منتظم ‐r گراف ΁ی G اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه
دارد. ٢(n− ١)r برابر مثبت



٢١ درجات مجموع ماتریس ویژه مقادیر
برای که باشد v١, v٢, . . . , vn رأس n با همبند منتظم ‐r ساده گراف ΁ی G کنید فرض برهان.

باشد. di = r بصورت vi رأس هر درجه ١ ≤ i ≤ n هر
داریم: همچنین

dij =


di + dj = ٢r, i ̸= j

٠, i = j.

(٣ . ٣)

G،داریم: گراف درجات مجموع ماتریس چندجمله ای تعریف بنابر

ϕ(G, γ) = det
(
γI −DS(G)

)
= det

(
γI − ٢r(A(Kn)

))
= (٢r)n∣∣∣ γ٢r I −A(Kn)

∣∣∣
= (٢r)n( γ٢r − n+ ١)( γ٢r + ١)n−١

=
[
γ − ٢(n− ١)r](γ + ٢r)n−١

.

داریم: [γ − ٢(n− ١)r](γ + ٢r)n−١
= ٠ معادله حل با صورت این در

γ =


٢(n− ١)r
−٢r , −n)مرتبه ١).

(۴ . ٣)

را دوبخشͬ کامل گراف های در درجات مجموع ماتریس ویژه مقادیر ͬ خواهیم م ادامه در
کنیم. مشخص

داریم: آن گاه باشد، کامل دوبخشͬ گراف ΁ی G = Km,n اگر .٣ . ٢ . ٢ قضیه

γ =


−٢m, −n)بار ١)
−٢n, −m)بار ١)
٢mn−m− n±

√
(m− n)٢ +mn(m+ n٢).

(۵ . ٣)

زیر صورت به درجات مجموع ماتریس مشخصه معادله باشد. G = Km,n کنید فرض برهان.
است:

ϕ(Km,n, γ) = det
(
γI −DS(Km,n)

)
= ٠



گراف درجات مجموع انرژی ٢٢

⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −٢n . . . −٢n −(m+ n) −(m+ n) . . . −(m+ n)

−٢n γ . . . −٢n −(m+ n) −(m+ n) . . . −(m+ n)

... ... ... ... ... ... ... ...
−٢n −٢n . . . γ −(m+ n) −(m+ n) . . . −(m+ n)

−(m+ n) −(m+ n) . . . −(m+ n) γ −٢m . . . −٢m
−(m+ n) −(m+ n) . . . −(m+ n) −٢m γ . . . −٢m

... ... ... ... ... ... ... ...
−(m+ n) −(m+ n) . . . −(m+ n) −٢m −٢m . . . γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ٠

داریم: بلوکͬ ماتریس های M∣∣∣∣∣∣در N

P Q

∣∣∣∣∣∣ = |M ||Q− PM−١N |.

داریم: فوق فرمول از استفاده با
(γ+٢m)n−١(γ+٢n)m−١ [γ٢ − ٢)٢mn−m− n)γ +mn[۴(m− ١)(n− ١)− (m+ n)٢]

]
= ٠

داشت: خواهیم معادله این حل با بنابراین

γ =


−٢m , مرتبه (n− ١)
−٢n , مرتبه (m− ١)
٢mn−m− n±

√
(m− n)٢ +mn(m+ n)٢.

طیفͬ) (شعاع ویژه مقدار بزرگترین برای بالایی کران ٣ . ٣
کنیم. مشخص G گراف ویژه مقدار بزرگترین برای بالا کران ͬ خواهیم م ادامه در

داریم: همواره آن گاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه
γ١ ≤

√٢M(n− ١)
n

. (۶ . ٣)
از استفاده با این صورت در باشد. bi = γi و ai = ١ فرض کنید i = ٢, . . . , n هر برای برهان.

داریم: (١ . ٣) نامساوی
( n∑

i=٢
γi

)٢
≤ (n− ١)( n∑

i=٢
(γi)

٢) (٣ . ٧)



٢٣ درجات مجموع انرژی
داریم: (٣ . ٢) و (٣ . ١) روابط به توجه با

n∑
i=٢

γi = −γ١

و
n∑

i=٢
γ٢
i = ٢M − γ٢١ .

داریم: (٣ . ٧) نامساوی به توجه با و

(−γ١)٢ ≤ (n− ٢)(١M − γ٢١ )

γ١ ≤
√٢M(n− ١)

n
.

درجات مجموع انرژی ۴ . ٣
ب·یرید. درنظر V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با را G ساده گراف .١ . ۴ . ٣ تعریف

باشیم: داشته طوری که به  باشد، G گراف درجات مجموع ماتریس ،DS(G) = [di,j ] اگر

di,j =


di + dj ; i ̸= j

٠ ; i = j .

ͬ شود. م تعریف ϕ(G, γ) = det(γI −DS(G)) به صورت DS(G) ماتریس مشخصه چندجمله ای
و هستند حقیقͬ اعداد آن ویژه مقادیر است متقارن و حقیقͬ ماتریس ΁ی DS(G) چون

ͬ شوند. م مرتب γ١ ≥ γ٢ ≥ · · · ≥ γn به صورت
داریم: یعنͬ است، ویژه مقادیر این قدرمطلق مجموع برابر G گراف درجات مجموع انرژی

EDS(G) =
n∑

i=١
|γi|.

بیان به سپس ͬ کنیم، م بیان گراف درجات مجموع انرژی از مثال ΁ی ابتدا قسمت این در
ͬ پردازیم. م مربوطه قضایای

نظر ب·یرید: در زیر صورت به را G گراف .١ . ۴ . ٣ مثال



گراف درجات مجموع انرژی ٢۴

G گراف :٣ . ١ ش΄ل
از: است عبارت G گراف درجات مجموع ماتریس

DS(G) =



٠ ۶ ۵ ۵ ۶
۶ ٠ ٧ ٧ ٨
۵ ٧ ٠ ۶ ٧
۵ ٧ ۶ ٠ ٧
۶ ٨ ٧ ٧ ٠


.

به صورت DS(G) ماتریس مشخصه ی معادله ی لذا
γ۵ − ۴١٨γ٣ − ۵٣٠٠γ٢ − ٢۴٨٣٢γ − ۴٠٧٠۴ = ٠

مجموع ماتریس مقادیر ویژه که آن ریشه های مذکور، معادله حل با که ͬ آید م  به دست
ͬ شود: م حاصل زیر صورت به است درجات

γ١ = ٢۵٫٧۵٩۵ , γ٢ = −۴٫۵٩۴۶ , γ٣ = −۶ γ۴ = −٧٫١۶۵٠ γ۵ = −٨
داریم: پس ، EDS(G) =

∑n
i=١ |γi| این که به باتوجه

EDS(G) = |γ١|+ |γ٢|+ |γ٣|+ |γ۴|+ |γ۵| = ۵١٫۵١٩.
دو ویژه مقادیر r‐منتظم گراف های برای که دیدیم قبل فصل در آمده به دست نتایج به توجه با
برابرند. هم با نیز هستند منفͬ که مقادیر بقیه و است مثبت همواره که مقدار ΁ی دارند، حالت
برای آوریم. به دست r‐منتظم گراف های برای را درجات مجموع انرژی ͬ خواهیم م این جا در

ͬ پردازیم. م زیر قضیه اثبات به این کار
برابر آن درجات مجموع انرژی باشد، n مرتبه از r‐منتظم گراف ΁ی G اگر .١ . ۴ . ٣ قضیه

.۴(n− ١)r با است
فقط G گراف (١.٢.٣) قضیه طبق است. n مرتبه از r‐منتظم ،G گراف کنید فرض برهان.
انرژی پس هستند. −٢r برابر آن ویژه مقادیر بقیه و دارد ٢(n− ١)r برابر مثبت ویژه مقدار ΁ی



٢۵ درجات مجموع انرژی
از: است عبارت آن درجات مجموع

EDS(G) =

n∑
i=١

|γi| =
∣∣٢(n− ١)r∣∣+ n∑

i=٢
| − ٢r| = ٢(n− ١)r + ٢(n− ١)r = ۴(n− ١)r.

n مقادیر به فقط n درجه از r‐منتظم گراف های برای درجات مجموع انرژی که معنͬ این به
دارد. بستگͬ r و

ͬ کنیم. م بررسͬ چرخ ها در را درجات مجموع انرژی حال
آن گاه: باشد n مرتبه از چرخ گراف Wn اگر .٢ . ۴ . ٣ قضیه

EDS(Wn) = ۶(n− ٢) + ٢√n٣ + ١٢n٢ − ٣۶n+ ٣٢.
درجات مجموع ماتریس صورت این در باشد n مرتبه از چرخ گراف ΁ی Wn کنید فرض برهان.

است: زیر به صورت گراف این به مربوط

DS(Wn) =



٠ n+ ٢ n+ ٢ · · · n+ ٢
n+ ٢ ٠ ۶ · · · ۶
n+ ٢ ۶ ٠ · · · ۶

... ... ... ... ...
n+ ٢ ۶ ۶ · · · ٠


.

ͬ شود: م محاسبه ترتیب این به آن مشخصه جمله ای چند      لذا

ϕ(Wn, γ) = det(γI −DS(Wn)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −(n+ ٢) −(n+ ٢) · · · −(n+ ٢)
−(n+ ٢) γ −۶ · · · −۶
−(n+ ٢) −۶ γ · · · −۶

... ... ... ... ...
−(n+ ٢) −۶ −۶ · · · γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

این صورت در ͬ کنیم. م اضافه بعد) به دوم سطر (از سطرها همه ی به را اول سطر برابر n+٢
γ حال
داریم:

ϕ(Wn, γ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −(n+ ٢) −(n+ ٢) · · · −(n+ ٢)
٠ γ − (n+٢)٢

γ −۶ − (n+٢)٢
γ · · · −۶ − (n+٢)٢

γ

٠ −۶ − (n+٢)٢
γ γ − (n+٢)٢

γ · · · −۶ − (n+٢)٢
γ... ... ... ... ...

٠ −۶ − (n+٢)٢
γ −۶ − (n+٢)٢

γ · · · γ − (n+٢)٢
γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



گراف درجات مجموع انرژی ٢۶
داریم: این که توجه ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣با

a b · · · b

b a · · · b

... ... ... ...
b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a− b)n−١[a+ (n− ١)b]

داشت: خواهیم دهیم، قرار b = −۶ − (n+٢)٢
γ و a = γ − (n+٢)٢

γ فوق فرمول در اگر

ϕ(Wn, γ) = γ(γ + ۶)(n−٢)
[
γ − (n+ ٢(٢

γ
− (n− ٢)۶ − (n− ٢)(n+ ٢(٢

γ

]
.

به دست هستند گراف این ویژه مقادیر آن که جواب های فوق، معادله دادن قرار صفر مساوی با
قضیه ترتیب بدین ͬ آید. م به دست گراف انرژی ویژه مقادیر این قدرمطلق های ͽجم با و ͬ آیند م

ͬ شود. م ثابت فوق
ͬ کنیم. م مشخص مسیرها برای را درجات مجموع انرژی ادامه در

داریم: آن گاه باشد مسیر ΁ی Pn اگر .٣ . ۴ . ٣ قضیه
EDS(Pn) = ۴n− ١٠ + ٢√۴n٢ − ١٠n+ ١٣.

از: است عبارت آن درجات مجموع ماتریس پس است مسیر ΁ی Pn این که به توجه با برهان.

DS(Pn) =



٠ ٣ ٣ · · · ٣ ٢
٣ ٠ ۴ · · · ۴ ٣
٣ ۴ ٠ · · · ۴ ٣
... ... ... ... ... ...
٣ ۴ ۴ · · · ٠ ٣
٢ ٣ · · · · · · ٣ ٠


.

ͬ آید. م به دست زیر به صورت آن مشخصه جمله ای چند بنابراین

ϕ(Pn, γ) = det(γI −DS(Pn)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −٣ −٣ · · · −٣ −٢
−٣ γ −۴ · · · −۴ −٣
−٣ −۴ γ · · · · · · −٣
... ... ... ... ... ...

−٣ −۴ −۴ · · · γ −٣
−٢ −٣ −٣ · · · −٣ γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.



٢٧ درجات مجموع انرژی
دوم سطر قرینه به بعد سوم سطر از همچنین ͬ کنیم، م اضافه آخر سطر به را اول سطر قرینه

داریم: ترتیب این به ͬ شود. م اضافه سطر هر به

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −٣ −٣ · · · −٣ −٢
−٣ γ −۴ · · · −۴ −٣
٠ −(۴ + γ) (γ + ۴) ٠ · · · ٠
٠ −(۴ + γ) ٠ (γ + ۴) · · · ٠
... ... ... ... ... ...
٠ −(γ + ۴) ٠ · · · (γ + ۴) ٠

−(γ + ٢) −(۴ + γ) · · · · · · · · · (γ + ٢)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم: پس ͬ کنیم. م اضافه اول ستون به را آخر ستون حال

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ − ٢ −٣ −٣ · · · −٣ −٢
−۶ γ −۴ · · · −۴ −٣
٠ −(۴ + γ) (γ + ۴) · · ·

... ...
٠ −(۴ + γ) ٠ · · ·

... ...
... ... ... ... ... ...
٠ −(۴ + γ) ٠ · · · · · · (γ + ٢)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

در ͬ کنیم. م اضافه دوم ستون به را آخر ماقبل ستون تا سوم ستون های مجموع همچنین و
داریم: این صورت

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ − ٢ −٣(n− ٢) · · · · · · · · · −٢
−۶ γ − ۴(n− ٣) · · · · · · · · · −٣
٠ ٠ · · · γ + ۴ · · · ٠
٠ ٠ · · · · · · · · · ٠
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · · · · · · · (γ + ٢)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم: لذا
ϕ(Pn, γ) = (γ + ۴)(n−٣)(γ + ٢) [γ٢ − ٢)٢n− ۵)γ − ٢(۵n− ۶)] .

انرژی برابر آن ها قدرمطلق های مجموع و ͬ آید م به دست فوق معادله حل از ویژه مقادیر  
ͬ شود. م اثبات قضیه ترتیب این به است. موردنظر

از گرافͬ که تادپل٢ گراف های نام به ͬ گیریم م نظر در را گراف، از خانواه ΁ی .٢ . ۴ . ٣ تعریف
٢Tadpole



گراف درجات مجموع انرژی ٢٨
نامیده Tn,k و ͬ آید م دست به Pk+١ مسیر ΁ی با Cn دور ΁ی ترکیب از که است k + n مرتبه

ͬ شود. م
ͬ دهد. م نشان را T۵,۴ گراف ΁ی (٢.٣) ش΄ل .٢ . ۴ . ٣ مثال

T۵,۴ تادپل گراف :٣ . ٢ ش΄ل

از: است عبارت Tn,k تادپل گراف درجات مجموع انرژی .۴ . ۴ . ٣ قضیه
EDS(Tn,k) = ۴(n+ k − ٣) + |p|+ |q|+ |s|,

هستند: زیر معادله ریشه های s و q و p که جایی
γ٣ − ۴(n+ k − ٣)γ٢ − [٣۴n+ ٣۴k − ۵٢]γ + [۴٨ − ۵۶n− ۵۶k] = ٠.

است: زیر به صورت Tn,k گراف درجات مجموع ماتریس برهان.

DS(Tn,k) =



٠ ۵ ۵ · · · ۵ ۴
۵ ٠ ۴ · · · ۴ ٣
۵ ۴ ٠ · · · ۴ ٣
... ... ... ... ... ...
۵ ۴ ۴ · · · ٠ ٣
۴ ٣ · · · · · · ٣ ٠


.

باشد. مͬ زیر صورت به ماتریس این مشخصه ای چندجمله بنابراین

ϕ(Tn,k, γ) = det
(
γI −DS(Tn,k)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −۵ −۵ · · · −۵ −۴
−۵ γ −۴ · · · −۴ −٣
−۵ −۴ γ · · · −۴ −٣
... ... ... ... ... ...

−۵ −۴ −۴ · · · γ −٣
−۴ −٣ −٣ · · · −٣ γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.



٢٩ درجات مجموع انرژی
داریم: لذا ͬ کنیم. م اضافه سطرها بقیه به را دوم سطر قرینه ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣حال

γ + ۵ −(γ + ۵) −١ · · · −١ −١
−۵ γ −۴ · · · −۴ −٣
٠ −(γ + ۴) γ + ۴ · · · ٠ ٠
... ... ... ... ... ...
٠ −(γ + ۴) ٠ · · · γ + ۴ ٠
١ −(γ + ٣) ١ · · · ١ γ + ٣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم: صورت این ͬ کنیم.در م اضافه آخر سطر به را اول ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣سطر

γ + ۵ −(γ + ۵) −١ · · · −١ −١
−۵ γ −۴ · · · −۴ −٣
٠ −(γ + ۴) γ + ۴ · · · ٠ ٠
... ... ... ... ... ...
٠ −(γ + ۴) ٠ · · · γ + ۴ ٠

γ + ۶ −٢(γ + ۴) ٠ · · · ٠ γ + ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم: لذا ͬ کنیم. م اضافه دوم ستون به را آخر ستون تا سوم ستون ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣مجموع

γ + ۵ −γ − ۵ − (n+ k − ٢) −١ · · · −١ −١
−۵ γ − ۴(n+ k − ٣)− ٣ −۴ · · · −۴ −٣
٠ ٠ γ + ۴ · · · ٠ ٠
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ · · · γ + ۴ ٠

γ + ۶ −(γ + ۶) ٠ · · · ٠ γ + ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم: لذا
(γ + ۴)n+k−٣(γ + ٢) [γ٢ + γ(۴n+ ۴k − ١۵)− ٢۵(n+ k − ۴) + ١٠] = ٠

ͬ شود. م اثبات قضیه و هستند ویژه مقادیر معادله این جواب های که

Ca دور گراف دو از شده تش΄یل ͬ شود م داده نمایش Da,b,c با که دامبل گراف .٣ . ۴ . ٣ تعریف
باشند. دورها از انتهایی رئوس که شرط این با (c ≥ −١)Pc+٣ مسیر ΁ی و مجزا رئوس با Cb و

است. یال a+ b+ c+ ٢ و رأس a+ b+ c+ ١ شامل گراف این



گراف درجات مجموع انرژی ٣٠
است. گراف دامبل ΁ی (٣.٣) ش΄ل

Da,b,c دامبل گراف :٣ . ٣ ش΄ل

از قسمتͬ U = {u١, u٢, . . . , ut} کنید فرض ب·یرید. درنظر را H٢ و H١ مجزای گراف دو
(١ ≤ i ≤ t)wi, ui کردن ی΄ͬ با G گراف باشند. H٢ از قسمتͬ W = {w١, w٢, . . . , wt} H١و
هم پوشانͬ معمولا˟ است. Kt در Hو٢ H١ از هم پوشانͬ ΁ی G پس ͬ آید، م H٢به دست ازH١و
با و نامیده رأسͬ را هم پوشانͬ باشد t = ١ اگر این جا در ͬ دهیم. م نشان H١ ◦H٢ با را عمومͬ

ͬ دهیم. م نشان H١oeH٢ با و ͬ نامیم م یالͬ هم پوشانͬ باشد t = ٢ اگر و داده نشان H١ovH٢
ͬ ها هم پوشان سپس و دامبل گراف انرژی ابتدا ͬ پردازیم. م گراف ها این انرژی محاسبه به حال

ͬ آوریم. م به دست را

ͬ باشد: م زیر Da,b,c به صورت دامبل گراف درجات مجموع انرژی .۵ . ۴ . ٣ قضیه

EDS(Da,b,c) =

[
۴(a+ b+ c)− ٢ + ٢

√
۴(a+ b+ c)٢ + ٢٢(a+ b+ c)− ١

]
.

ͬ باشد. م زیر به صورت Da,b,c درجات مجموع ماتریس برهان.

DS(Da,b,c) =



٠ ۶ ۵ · · · ۵ ۵
۶ ٠ ۵ · · · ۵ ۵
۵ ۵ ٠ · · · ۴ ۴
... ... ... ... ... ...
۵ ۵ ۴ · · · ٠ ۴
۵ ۵ ۴ · · · ۴ ٠


.



٣١ درجات مجموع انرژی
ͬ آید: م به دست زیر به صورت آن مشخصه چند جمله ای

ϕ(Da,b,c, γ) = det
(
γI −DS(Da,b,c)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −۶ −۵ · · · −۵ −۵
−۶ γ −۵ · · · −۵ −۵
−۵ −۵ γ · · · −۴ −۴
... ... ... ... ... ...

−۵ −۵ −۴ · · · γ −۴
−۵ −۵ −۴ · · · −۴ γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

صورت این در ͬ کنیم. م اضافه سطرها بقیه را سوم سطر قرینه و دوم سطر به را اول سطر قرینه
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣داریم:

γ −۶ −۵ · · · −۵ −۵
−(γ + ۶) γ + ۶ ٠ · · · ٠

−۵ −۵ γ · · · −۴ −۴
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ −(γ + ۴) · · · γ + ۴ ٠
٠ ٠ −(γ + ۴) · · · ٠ γ + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

به را دوم وستون ͬ کنیم م اضافه سوم ستون به را بعد به چهارم ستون های مجموع حال
داریم: لذا ͬ کنیم. م اضافه اول ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ستون

γ − ۶ −۶ −۵(a+ b+ c− ٢) · · · −۵ −۵
٠ γ + ۶ ٠ · · · ٠
٠ −۵ γ − ۴(a+ b+ c− ٣) · · · −۴ −۴
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ · · · γ + ۴ ٠
٠ ٠ ٠ · · · ٠ γ + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

ͬ شود. م اثبات قضیه و ͬ آید م به دست زیر معادله از ویژه مقادیر ترتیب این )به
γ + ۴)(a+b+c−٣)[

(γ − ۶)(γ٢ − ۴γ(a+ b+ c− ٣) + ۶γ − ٢۴(a+ b+ c− ٣))] = ٠

دورها و کامل گراف های هم پوشانͬ درجات مجموع انرژی محاسبه به قسمت این در
ͬ پردازیم. م

n١و مرتبه G٢از G١و r‐منظم گراف دو رأسͬ هم پوشانͬ درجات مجموع انرژی .۶ . ۴ . ٣ قضیه
از: است n٢عبارت

EDS(G١ ◦v G٢) = ٢r
[
n١ + n٢ − ٣ +

√
n٢١ + n٢٢ + ٣n٢ + ٢n١n٢ − ۶n١ − ٩

]
.



گراف درجات مجموع انرژی ٣٢
ͬ باشد: م زیر به صورت G١ ◦v G٢ هم پوشانͬ درجات مجموع ماتریس برهان.

DS(G١ ◦v G٢) =



٠ ٣r · · · ٣r ٣r · · · · · · ٣r
٣r ٠ · · · ٢r ٢r · · · · · · ٢r
... ... ... ... ... ... ... ...

٣r ٢r · · · ٠ ٢r · · · · · · ٢r
٣r ٢r · · · ٢r ٠ ٢r · · · ٢r
... ... · · ·

... ٢r ٠ · · ·
...

... ... ... ... ... · · · · · ·
...

٣r ٢r · · · ٢r ٢r · · · · · · ٠



ͬ آید: م به دست چنین آن مشخصه چندجمله ای و

ϕ(G١ ◦v G٢, γ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −٣r · · · −٣r −٣r · · · · · · −٣r
−٣r γ · · · −٢r −٢r · · · · · · −٢r

... ... ... ... ... ... ... ...
−٣r −٢r · · · γ −٢r · · · · · · −٢r
−٣r −٢r · · · −٢r −٢r · · · −٢r

... ... · · ·
... −٢r ٠ · · ·

...
... ... ... ... ... · · · · · ·

...
−٣r · · · · · · −٢r −٢r · · · · · · γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
اضافه سطرها این به را دوم سطر قرینه n١)ام، + n٢ − ١) سطر یعنͬ سطرآخر تا سوم سطر از

داریم: لذا ͬ کنیم. م

ϕ(G١ ◦v G٢, γ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −٣r −٣r · · · −٣r −٣r −٣r · · · −٣r
−٣r γ −٢r · · · −٢r −٢r · · · · · · −٢r

... −(γ + ٢r) γ + ٢r ٠ · · ·
... ... ... ...

... ... ٠ γ + ٢r · · ·
... ... ... ...

−٣r −(γ + ٢r) · · · · · · γ + ٢r −٢r · · · · · · −٢r
٠ −(γ + ٢r) ٠ · · · ٠ γ + ٢r ٠ · · ·

...
٠ −(γ + ٢r) ٠ · · · ٠ ... ... · · ·

...
... ... ... · · ·

... ... ... ... ...
٠ −(γ + ٢r) ٠ · · · ٠ ٠ · · · · · · γ + ٢r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



٣٣ درجات مجموع انرژی
ͬ آید: م به دست زیر دترمینان دوم ستون به به بعد سوم ستون های مجموع افزودن ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣با

γ −٣r(n١ + n٢ − ٢) −٣r −٣r · · · −٣r
−٣r γ − ٢r(n١ + n٢ − ٢) −٢r −٢r · · · −٢r

٠ ٠ γ + ٢r ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ γ + ٢r · · · ٠
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ · · · γ + ٢r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×
∣∣(γ + ٢r)In١−٢

∣∣

داریم: لذا ͬ شود. م داده بسط مستقیم به طور است، صفر پایینͬ بلوک چون
=(γ + ٢r)n١−٢(γ + ٢r)n٢−١ [γ٢ − ٢r(n١ + n٢ − ٣)γ − ٩r٢(n١ + n٢ − ٢)]
=(γ + ٢r)n١+n٣−٢ [γ٢ − ٢r(n١ + n٢ − ٣)γ − ٩r٢(n١ + n٢ − ٢)]

ͬ آید: م به دست زیر به صورت موردنظر انرژی ویژه، مقادیر محاسبه با و
EDS(G١ ◦v G٢) = ٢r

[
(n١ + n٢ − ٣) +√n٢١ + n٢٢ + ٣n٢ + ٢n١n٢ − ۶n١ − ٩

]
.

ترتیب به های مرتبه از r−منتظم هایی G٢گراف و G١ های گراف کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ مثال
است عبارت G١ ◦vG٢ هم پوشانͬ درجات مجموع انرژی این صورت در n٢ باشند = ۴ و n١ = ٣

از:
EDS(G١ ◦v G٢) = ۴٧/١٢۴١

درجات مجموع انرژی باشند، n٢ و n١ مرتبه از r‐منظم گراف G٢دو و G١ اگر .٧ . ۴ . ٣ قضیه
ͬ آید: م به دست زیر به صورت G١ ◦e G٢ یعنͬ آن ها یالͬ هم پوشانͬ

EDS(G١ ◦e G٢) = ٣)٢r − ١)(n١ + n٢ − ۵ + ۴r − ٢ + {[(۴r − ٢) + (٣r − ١)(n١ + n٢ − ۵)٢[٢
+ ٣)٨r − ٢(١(n١ + n٢ − ۴)− ۴(۴r − ٣)(٢r − ١)(n١ + n٢ − ۵)}).

ͬ باشد. م زیر به صورت G١ ◦e G٢ یالͬ هم پوشانͬ درجات مجموع ماتریس برهان.

DS(G١ ◦e G٢) =



٠ ۴r − ٢ ٣r − ١ · · · ٣r − ١ ٣r − ١ · · · · · · ٣r − ١
۴r − ٢ ٠ ٣r − ١ · · · ٣r − ١ ٣r − ١ · · · · · · ٣r − ١
٣r − ١ ٣r − ١ ٠ · · · ٣r − ١ ٣r − ١ · · · · · · ٣r − ١

... ... ... ... ... ... ... ... ...
٣r − ١ ٣r − ١ ٣r − ١ · · · ٠ ٣r − ١ · · · · · · ٣r − ١
٣r − ١ ٣r − ١ ٣r − ١ · · · ٣r − ١ ٠ · · · · · · ٣r − ١

... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ...
٣r − ١ ٣r − ١ ٣r − ١ · · · ٣r − ١ ٣r − ١ · · · · · · ٠





گراف درجات مجموع انرژی ٣۴
از: است عبارت آن مشخصه چندجمله ای ترتیب این به

ϕ(G١ ◦e G٢, γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −(۴r − ٢) −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · · · · −(٣r − ١)
−(۴r − ٢) γ −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · · · · −(٣r − ١)
−(٣r − ١) −(٣r − ١) γ · · · −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · · · · −(٣r − ١)

... ... ... ... ... ... ... ... ...
−(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · γ −(٣r − ١) · · · · · · −(٣r − ١)
−(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١) γ · · · · · · −(٣r − ١)

... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ...
−(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · · · · γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
اضافه سطر هر به را سوم سطر قرینه n١)ام، + n٢ − ٢) سطر یعنͬ آخر سطر تا چهارم سطر از

ͬ کنیم. م

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −(۴r − ٢) −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١)
−(۴r − ٢) γ −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١)
−(٣r − ١) −(٣r − ١) γ −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) −(٣r − ١) · · · −(٣r − ١)

٠ ٠ −(γ + ٣r − ١) (γ + ٣r − ١) ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ −(γ + ٣r − ١) ٠ (γ + ٣r − ١) ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ −(γ + ٣r − ١) · · · ٠ (γ + ٣r − ١) ٠ · · · ٠
٠ ٠ −(γ + ٣r − ١) · · · ٠

...
... · · ·

...
...

...
... · · ·

...
...

...
...

...
٠ ٠ −(γ + ٣r − ١) · · · ٠ ٠ · · · · · · (γ + ٣r − ١)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

داشت: خواهیم سوم ستون به بعد به چهارم ستون های مجموع افزودن با

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ −(۴r − ٢) −(n١ + n٢ − ۴)(٣r − ١)

−(۴r − ٢) γ −(n١ + n٢ − ۴)(٣r − ١)
−(٣r − ١) −(٣r − ١) γ − (n١ + n٢ − ۵)(٣r − ١)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣X
∣∣∣(γ + ٣r − ١)In١+n٢−۵

∣∣∣
=(γ + ٣t− ١)n١+n٢−١−۵(γ + ۴r − ٢) [γ٢ − {(۴r − ٢) + (٣r − ١)(n١ + n١ − ٢ − ۵)}γ
+ (۴r − ٢) + (٣r − ١)(n١ + n١ − ٢ − ۵)− ٣)٢r − ٢(١(n١ + n٢ − ۴)] .

ͬ شود. م ثابت قبل قضایای همانند و
n١ = ٣ مرتبه از r‐منتظم هایی گراف ترتیب به G٢ و G١ های گراف کنید فرض .۴ . ۴ . ٣ مثال
G٢عبارت و G١ یالͬ هم پوشانͬ درجات مجموع انرژی آن گاه باشد، r = ٢ اگر باشند. n٢ = ۴ و

از: است
EDS(G١ ◦v G٢) = ٣٨٫۵٧۶۴.

از: است عبارت Cn و Cm دورهای رأسͬ هم پوشانͬ درجات مجموع انرژی .٨ . ۴ . ٣ قضیه
EDS(Cm ◦v Cn) = ۴

√
(m+ n− ٢(٣ + ٩(m+ n− ٢) + ۴(m+ n− ٢).



٣۵ درجات مجموع انرژی
درجات مجموع ماتریس باشند. n و m مرتبه از دورهایی Cn و Cm کنید فرض برهان.

ͬ نویسیم: م زیر به صورت و داده نشان DS(Cm ◦v Cn) با را آن ها رأسͬ هم پوشانͬ

DS(Cm ◦v Cn) =



٠ ۶ ۶ ۶ · · · ۶
۶ ٠ ۴ ۴ · · · ۴
۶ ۴ ٠ ۴ · · · ۴
۶ ۴ ۴ ٠ · · · ۴
... ... ... ... ... ...
۶ ۴ ۴ ۴ · · · ٠


.

از: است عبارت آن مشخصه جمله ای چند ولذا

ϕ(Cm ◦v Cn, γ) = det
(
γI −DS(Cm ◦v Cn)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −۶ −۶ −۶ · · · −۶
−۶ γ −۴ −۴ · · · −۴
−۶ −۴ γ −۴ · · · −۴
−۶ −۴ −۴ γ · · · −۴
... ... ... ... ... ...

−۶ −۴ −۴ −۴ · · · γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم: لذا ͬ کنیم. م اضافه بعدی سطرهای و سوم سطر به را دوم سطر ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣قرینه

γ −۶ −۶ −۶ · · · −۶
−۶ γ −۴ −۴ · · · −۴
٠ −(γ + ۴) γ + ۴ ٠ · · · ٠
٠ −(γ + ۴) ٠ γ + ۴ · · · ٠
... ... ... ... ... ...
٠ −(γ + ۴) ٠ ٠ · · · γ + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

بنابراین ͬ کنیم. م اضافه دوم ستون به و ͬ کنیم م ͽجم هم با را آن از بعد ستون های سوم ستون
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣داریم:

γ −۶(m+ n− ٢) −۶ −۶ · · · −۶
−۶ γ − ۴(m+ n− ٣) −۴ −۴ · · · −۴
٠ ٠ γ + ۴ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ γ + ۴ · · · ٠
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ · · · γ + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

ͬ آید. م به دست زیر معادله از ویژه مقادیر پس
(γ + ۴)m+n−٣[γ(γ − ۴(m+ n− ٣)− ٣۶(m+ n− ٢))] = ٠.



گراف درجات مجموع انرژی ٣۶
ͬ شود. م اثبات قضیه ترتیب این به

ͬ باشد: م زیر به صورت Cn و Cm دورهای یالͬ هم پوشانͬ درجات مجموع انرژی .٩ . ۴ . ٣ قضیه

E(Cm◦eCn) = ٢)٢m+ ٢n− ٧) + ٢√۴m٢ + ۴n٢ − ٢٠m− ٢٠n+ ٨mn+ ۴١.

عبارت n و m مرتبه های از Cn و Cm دورهای یالͬ هم پوشانͬ درجات مجموع ماتریس برهان.
از: است

DS(Cm ◦e Cn) =



٠ ۶ ۴ ۴ · · · ۴
۶ ٠ ۴ ۴ · · · ۴
۴ ۴ ٠ ۴ · · · ۴
۴ ۴ ۴ ٠ · · · ۴
... ... ... ... ... ...
۴ ۴ ۴ ۴ · · · ٠


.

ͬ آید. م به دست ماتریس این به توجه با موردنظر انرژی قبل قضایای هم چون و

درجات مجموع انرژی از کران هایی ۵ . ٣
پارامترهای براساس گراف درجات مجموع انرژی برای کران هایی داریم قصد بخش این در

ͬ پردازیم. م زیر قضایای اثبات به منظور این به کنیم. مشخص مختلف

M =
∑

١≤i<j≤n(di + dj)
٢ اینکه فرض با و باشد n مرتبه از گراف ΁ی G اگر .١ . ۵ . ٣ قضیه

داریم: آن گاه باشد،
√٢M ≤ EDS(G) ≤

√٢Mn. (٣ . ٨)

داریم: (١ . ٣) نامساوی در bi = |γi| و ai = ١ جای گذاری با برهان.
 n∑

i=١
|γi|

٢
≤n

n∑
i=١

γ٢
i

[EDS(G)]
٢ ≤n(٢M)

EDS(G) ≤
√٢Mn. (٣ . ٩)

ͬ پردازیم. م آن پایین کران اثبات به حال ͬ آید. م دست به نظر مورد بالای کران ترتیب این به



٣٧ درجات مجموع انرژی از کران هایی
داریم: گراف درجات مجموع انرژی تعریف طبق

[EDS(G)]
٢ =

 n∑
i=١

|γi|

٢

≥
∑

|γi|٢

=٢M.

داریم: نتیجه در
EDS(G) ≥

√٢M. (٣ . ١٠)
داریم: (٣ . ١٠) و (٣ . ٩) نامساوی دو ترکیب از ٢M√و ≤ EDS(G) ≤

√٢Mn.

و M =
∑

١≤i<j≤n(di + dj)
٢ اینکه فرض با باشد. n مرتبه از گراف ΁ی G اگر .٢ . ۵ . ٣ قضیه

داریم: آن گاه باشند، DS(G) ماتریس ویژه مقادیر مطلق های قدر حاصلضرب △

EDS(G) ≥
√

٢M + n(n− ١)△ ٢
n . (٣ . ١١)

داریم: گراف درجات مجموع انرژی تعریف از استفاده با برهان.

[EDS(G)]
٢ =

 n∑
i=١

|γi|

٢

=

n∑
i=١

|γi|٢ + ٢∑
i<j

|γi||γj |,

داریم: (٣ . ٢) تساوی از استفاده با که
=٢M + ٢∑

i<j

|γi||γj |

=٢M +
∑
i̸=j

|γi||γj |. (٣ . ١٢)

داریم: لذا است. هندسͬ میانگین از بزرگتر حسابی میانگین همواره نامنفͬ اعداد در
١

n(n− ١)
n∑

i=١
|γi||γj | ≥ (Πi ̸=j |γi||γj |)

١
n(n−١)

=
(
Πn

i=١|γi|٢(n−١)) ١
n(n−١)

=Πn
i=١|γi|

٢
n

=△
٢
n .



گراف درجات مجموع انرژی ٣٨
داریم: بنابراین

n∑
i=١

|γi||γj | ≥ n(n− ١)△ ٢
n . (٣ . ١٣)

نوشت: ͬ توان م (٣ . ١٣) و (٣ . ١٢) روابط از استفاده با حال
[EDS(G)]

٢ ≥ ٢M + n(n− ١)△ ٢
n

=⇒EDS(G) ≥
√

٢M + n(n− ١)△ ٢
n .

اینکه فرض با و باشد m اندازه و n مرتبه از گراف ΁ی G اگر .٣ . ۵ . ٣ قضیه
داریم: آن گاه باشد، M =

∑
١≤i<j≤n(di + dj)

٢

EDS(G) ≥

√
٢Mn− n٢

۴ (γ١ − γn)٢, (١۴ . ٣)

هستند. ویژه مقادیر کوچ΄ترین و بزرگترین γn و γ١ که جایی

جای·زینͬ با هستند، DS(G) ماتریس ویژه مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn کنید فرض برهان.
داریم: (۵ . ١) نامساوی در bi = |γi| و ai = ١

n∑
i=١

١٢ n∑
i=١

|γi|٢ −

 n∑
i=١

|γi|

٢
≤n

٢
۴ (γ١ − γn)

٢

٢Mn− (EDS(G))
٢ ≤n

٢
۴ (γ١ − γn)

٢

EDS(G) ≥

√
٢Mn− n٢

۴ (γ١ − γn)٢.

با نباشند. صفر ،DS(G) ماتریس ویژه مقادیر و باشد گراف ΁ی G کنید فرض .۴ . ۵ . ٣ قضیه
داریم: این صورت در باشد، M =

∑
١≤i<j≤n(di + dj)

٢ اینکه فرض

EDS(G) ≥
٢√γ١γn

√٢Mn

γ١ + γn
, (١۵ . ٣)

هستند. ویژه مقادیر کوچ΄ترین و بزرگترین ترتیب به γn و γ١ فرمول این در که

در این که فرض با باشند. DS(G) ماتریس از ویژه مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn کنید فرض برهان.



٣٩ درجات مجموع انرژی از کران هایی
داریم: باشند، ai = |γi| و bi = ١ مقادیر (۴ . ١) نامساوی

n∑
i=١

|γi|٢
n∑

i=١
١٢ ≤ ١

۴
(√

γn
γ١

+

√
γ١
γn

)٢ n∑
i=١

|γi|

٢

٢Mn ≤ ١
۴
(
(γ١ + γn)

٢
γ١γn

)
(EDS(G))

٢

(EDS(G))
٢ ≥۴(γ١γn)(٢Mn)

(γ١ + γn)٢

EDS(G) ≥
٢√γ١γn

√٢Mn

γ١ + γn
.

مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn اگر باشد. m اندازه و n مرتبه از گراف ΁ی G کنید فرض .۵ . ۵ . ٣ قضیه
داریم: آن گاه باشد، M =

∑
١≤i<j≤n(di + dj)

٢ و باشند DS(G) ماتریس از ویژه
EDS(G) ≥

√
٢Mn− α(n)(|γ١| − |γn|)٢, (١۶ . ٣)

ͬ باشد. م α(n) = n
[
n٢
] (١ − ١

n [
n٢ ]
) که جایی

ai = جای گذاری با باشند، DS(G) ماتریس ویژه مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn کنید فرض برهان.
داریم: (۶ . ١) نامساوی در A = |γ١| = B و a = |γn| = b و |γi| = bi∣∣∣∣∣∣n
n∑

i=١
|γi|٢ −

( n∑
i=١

|γi|
)٢
∣∣∣∣∣∣ ≤ α(n)

(
|γ١| − |γn|

)٢ (٣ . ١٧)

دادن قرار با پس است. ∑n
i=١ |γi|٢ = ٢M و EDS(G) =

∑n
i=١ |γi| ͬ دانیم م این که به توجه با

داریم: (١۴ . ٣) نامساوی در مقادیر این
٢Mn− (EDS(G))

٢ ≤ α(n) (|γ١| − |γn|)٢ ,

ͬ آید: م به دست زیر نامساوی ساده محاسبه ΁ی با پس
EDS(G) ≥

√
٢Mn− α(n) (|γ١| − |γn|)٢.

داریم: (١۶ . ٣) نامساوی طبق آن گاه باشد، α(n) ≤ n٢
۴ اگر .١ . ۵ . ٣ نتیجه

EDS(G) ≥

√
٢Mn− n٢

۴ (|γ١| − |γn|)٢. (٣ . ١٨)
است. قوی تر (١۴ . ٣) نامساوی از (١۶ . ٣) نامساوی ͬ دهد م نشان نامساوی این که



گراف درجات مجموع انرژی ۴٠
اینکه فرض با و باشد m اندازه و n مرتبه از گراف ΁ی G کنید فرض .۶ . ۵ . ٣ قضیه

باشند، DS(G) ماتریس از ویژه مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn اگر باشد. M =
∑

١≤i<j≤n(di + dj)
٢

داریم: آن گاه
EDS(G) ≥

|γ١||γn|n+ ٢M
|γ١|+ |γn|

(٣ . ١٩)
هستند. γi مقادیر بیشترین و کمترین ترتیب به γn و γ١ فرمول این در که

bi = |γi| جای گذاری با باشند، DS(G) ماتریس ویژه مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn کنید فرض برهان.
داریم: (١ . ٧) نامساوی در R = |γ١| و r = |γn| و ai = ١ و

n∑
i=١

|γi|٢ + |γ١||γn|
n∑

i=١
١ ≤

(
|γ١|+ |γn|

) n∑
i=١

|γi|,

نامساوی در دادن قرار و هستند ∑n
i=١ |γi|٢ = ٢M و EDS(G) =

∑n
i=١ |γi| این که به توجه با

داریم: فوق
٢M + |γ١||γn|n ≤ (|γ١|+ |γn|)EDS(G),

EDS(G) ≥
|γ١||γn|n+ ٢M

|γ١|+ |γn|
.



۴ فصل
مرکز از خروج مجموع انرژی

مقدمه ١ . ۴
را مرکز از خروج مجموع انرژی نام به درجات مجموع انرژی از مشابه ای نوع فصل این در
با سپس داشت، خواهیم انرژی این از مختصری تعریف ابتدا کار این برای ͬ کنیم. م بررسͬ
مجموع انرژی و ویژه مقادیر برای کران هایی ادامه در و ͬ کنیم م محاسبه را انرژی این مثال ΁ی

ͬ باشد. م [٣٣] ͽمرج از برگرفته فصل این ͬ کنیم.نتایج م مشخص مرکز از خروج

مرکز از خروج مجموع انرژی ٢ . ۴
کوتاه ترین طول باشد. m اندازه و n مرتبه از ساده گراف ΁ی  G کنید فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف
بزرگ ترین vi رأس برای ͬ نامیم. vj م و vi رأس دو بین فاصله را G گراف در vj و vi بین مسیر
نشان ei = ecc(vi) با و نامیده vi رأس مرکز از خروج را G گراف رئوس سایر از vi رأس فاصله

ͬ دهیم. م
بطوری داده، نمایش ES(G) = [aij ] صورت به را  G گراف مرکز از خروج مجموع ماتریس

که:
aij =


ei + ej , i ̸= j

٠ , i = j

۴١



مرکز از خروج مجموع انرژی ۴٢
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به مرکز از خروج مجموع ماتریس مشخصه جمله ای چند

ϕ(G,µ) = det(µI − ES(G)).

ϕ(G,µ) = ٠ ریشه های است، حقیقͬ های درایه با متقارن ماتریس ΁ی ES(G) که آنجا از
و بزرگ ترین µ١ و ͬ شوند م مرتب µ١ ≥ µ٢ ≥ ... ≥ µn صورت به که هستند حقیقͬ اعداد
تکرار دارای ترتیب به µ١, µ٢, ..., µn ویژه مقادیر اگر هستند. ویژه مقدارهای کوچ΁ ترین µn

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به G گراف طیف باشند، k١, k٢, ..., kn

Spec(G) =

µ١ µ٢ ... µn

k١ k٢ ... kn

 .

مقادیر این قدرمطلق مجموع صورت به ، G گراف مرکز از خروج مجموع انرژی ترتیب این به
داریم: یعنͬ شود. مͬ تعریف ویژه

EES(G) =
n∑

i=١
|µi|.

ͬ پردازیم. م زمینه این در مثالͬ به حال
باشد: زیر صورت به  G گراف کنید فرض .٢ . ١ . ۴ مثال

G گراف :١ . ۴ ش΄ل
از: است عبارت G گراف مرکز از خروج مجموع ماتریس

ES(G) =



٠ ۵ ۶ ۵ ۵
۵ ٠ ۵ ۴ ۴
۶ ۵ ٠ ۵ ۵
۵ ۴ ۵ ٠ ۴
۵ ۴ ۵ ۴ ٠





۴٣ مرکز از خروج مجموع ماتریس ویژه مقادیر بزرگ ترین برای کران هایی
است: صورت بدین آن مشخصه جمله ای چند

ϕ(G,µ) = (µ+ ۴)٢(µ+ ۶)(µ٢ − ١۴µ− ١٠٢).
ͬ باشد. م زیر قرار به که ͬ آید م بدست ماتریس این ویژه مقادیر معادله، این حل با

µ١ = ١٩٫٢٨٨٢ , µ٢ = −۴ , µ٣ = −۴ , µ۴ = −۵٫٢٨٨٢ , µ۵ = −۶.
با: است برابر G گراف مرکز از خروج مجموع انرژی تعریف، طبق بنابراین

EES(G) = ٣٨٫۵٧۶۴.

مجموع ماتریس ویژه مقادیر بزرگ ترین برای کران هایی ٣ . ۴
مرکز از خروج

که ازآنجایی باشد. G گراف مرکز از خروج مجموع ماتریس ES(G) و گراف ΁ی G کنید فرض
داریم: مرکز از مجموع خروج ویژه مقادیر برای است، tr(ES(G)) = ٠

n∑
i=١

µi = ٠ (١ . ۴)
n∑

i=١
µi

٢ = tr(ES(G))٢ =

n∑
i=١

n∑
j=١

aijaji (٢ . ۴)

=
n∑

i=١

n∑
j=١

(aij)
٢ = ٢∑

i<j

(ei + ej)
٢

=⇒
n∑

i=١
µi

٢ = ٢M که M =
∑

١≤i<j≤n

(ei + ej)
٢

صورت: این در ͬ باشد. م r ≤ ei ≤ D آن گاه باشند، گراف قطر D و شعاع r اگر
٢n(n− ١)r٢ ≤M ≤ ٢n(n− ١)D٢

برای ecc(vi) = ei = e اگر باشد. n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه
دارد. ٢(n− ١)e برابر مثبت ویژه مقدار ΁ی فقط G آن گاه باشد، i = ١,٢, ..., n

i = ١,٢, ..., nبرای ecc(vi) = ei = e و باشد n مرتبه از همبند ساده Gگراف کنید فرض برهان.
داریم: صورت این در باشد.

aij =


ei + ej , i ̸= j

٠ , i = j

=


٢e , i ̸= j

٠ , i = j



مرکز از خروج مجموع انرژی ۴۴
بود: خواهد زیر صورت به G گراف مرکز از خروج مجموع ماتریس مشخصه جمله ای چند پس

ϕ(G,µ) = det(µI − ES(G)) = det(µI − ٢e(A(kn))) = ٠,
است. Kn کامل گراف مجاورت ماتریس A(Kn) اینجا در که

det(µI − ٢e(A(Kn))) = (٢e)n∣∣∣ µ٢eI −A(Kn)
∣∣∣

= (٢e)n( µ٢e − (n− ١))( µ٢e + ١)n−١

=
[
µ− ٢(n− ١)e](µ+ ٢e)n−١.

داریم: ]بنابراین
µ− ٢(n− ١)e](µ+ ٢e)n−١ = ٠

=⇒ Spec(ES(G)) =

٢(n− ١)e −٢e
١ n− ١

 .

دارد. ٢(n− ١)e برابر مثبت ویژه مقدار ΁ی G گراف پس
داریم: آن گاه باشد G = Kn اگر .٣ . ١ . ۴ نتیجه

Spec(ES(Kn)) =

٢(n− ١) −٢
١ n− ١

 .

p, q ̸= ١ که بطوری باشد G = Kp,q صورت به کامل بخشͬ دو گراف G اگر .٣ . ٢ . ۴ نتیجه
داریم: آن گاه باشند،

Spec(ES(Kp,q)) =

۴(p+ q − ١) −۴
١ p+ q − ١

 .

داریم: آن گاه باشد، n مرتبه از دور ΁ی ،G = Cn اگر .٣ . ٣ . ۴ نتیجه

Spec(ES(Cn)) =

n(n− ١) −n

١ n− ١
 , باشد زوج n اگر

Spec(ES(Cn)) =

(n− ٢(١ −(n− ١)
١ n− ١

 , باشد فرد n اگر

داریم: n ≥ ٢ برای آن گاه باشد Sn = K١,n بصورت ستاره گراف ΁ی G اگر .۴ . ٣ . ۴ نتیجه

Spec(ES(Sn)) =

 −۴ ٢n− ٢ +
√۴n٢ + n+ ۴ ٢n− ٢ −

√۴n٢ + n+ ۴
n− ١ ١ ١


ͬ یابیم. م طیفͬ شعاع برای بالایی کران حال



۴۵ مرکز از خروج مجموع انرژی از کران هایی
. µ١ ≤

√٢M(n−١)
n داریم: آن گاه باشد n مرتبه از گراف ΁ی G اگر .٣ . ٢ . ۴ قضیه

باشد. ecc(vi) = ei = e ،i = ١,٢, ..., n هر برای اگر است برقرار تساوی فوق رابطه در
داریم: (١ . ٣) نامساوی در i = ٢,٣, ..., n برای bi = µi و ai = ١ جای·ذاری با برهان.

( n∑
i=٢

µi

)٢
≤ (n− ١)

n∑
i=٢

µi
٢. (٣ . ۴)

داریم: (٢ . ۴) و (١ . ۴) تساوی های از استفاده با
n∑

i=٢
µi = −µ١ ,

n∑
i=٢

µi
٢ = ٢M − µ١٢.

ͬ آید: م به دست زیر صورت به (٣ . ۴) نامساوی بنابراین
(−µ١)٢ ≤ (n− ٢)(١M − µ١٢)

=⇒ µ١ ≤
√٢M(n− ١)

n
.

داشت: خواهیم بنابراین باشد. ecc(vi) = ei = e ،i = ١,٢, ..., nهر برای کنید فرض حال

M =
∑

١≤i<j≤n

(ei + ej)
٢ =

∑
١≤i<j≤n

۴e٢ =

n
٢
۴e٢ = ٢n(n− ١)e٢.

داریم: صورت این −٢M(n√در ١)
n

=

√٢(n− ١)
n

٢n(n− ١)e٢ = ٢(n− ١)e.

مرکز از خروج مجموع انرژی از کران هایی ۴ . ۴
هم بخش این در کردیم مشخص کران هایی انرژی انواع برای قبل فصل های در که طور همان
انرژی با انرژی این کردید ملاحظه ͬ پردازیم. م انرژی از نوع این برای کران هایی بررسͬ به
است. هم به شبیه نیز آن ها کران های از بعضͬ دلیل همین به هستند، مشابه درجات مجموع

ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر قضایای نظر مورد کران های کردن مشخص برای
داریم: آن گاه باشد n مرتبه از گراف ΁ی G اگر .١ . ۴ . ۴ قضیه
√٢M ≤ EES(G) ≤

√٢Mn. (۴ . ۴)



مرکز از خروج مجموع انرژی ۴۶
داریم: ٣.١ نامساوی در bi = |µi| و ai = ١ جای·ذاری با )برهان. n∑

i=١
|µi|
)٢

≤ n

n∑
i=١

µi
٢

داریم: انرژی تعریف به توجه با بنابراین
[
EES(G)

]٢ ≤ n(٢M)

=⇒ EES(G) ≤
√٢nM (۵ . ۴)

ͬ پردازیم. آن م پایین کران بررسͬ به حال ͬ آید. م بدست انرژی این بالای کران ترتیب این به
[
EES(G)

]٢
=
( n∑

i=١
|µi|
)٢

≥
n∑

i=١
|µi|٢ = ٢M.

داریم: بنابراین
EES(G) ≥

√٢M. (۶ . ۴)
ͬ شود. م اثبات قضیه هم با (۶ . ۴) و (۵ . ۴) نامساوی دو ترکیب از

ماتریس ویژه مقادیر مطلق قدر حاصلضرب ∆ و باشد n مرتبه از گراف ΁ی  G اگر .٢ . ۴ . ۴ قضیه
داریم: آن گاه باشد، ES(G) مرکز از خروج √مجموع

٢M + n(n− ١)∆ ٢
n ≤ EEs(G) ≤

√
٢(n− ١)M + n∆

٢
n . (٧ . ۴)

داریم: مرکز از خروج مجموع انرژی تعریف طبق ͬ پردازیم. م پایین کران اثبات به ابتدا برهان.
[
EES(G)

]٢
=
( n∑

i=١
|µi|
)٢

=
n∑

i=١
µi

٢ + ٢∑
i<j

|µi||µj | = ٢M +
∑
i̸=j

|µi||µj | (٨ . ۴)

یعنͬ است، کوچ΁ تر آن ها هندسͬ میانگین از نامنفͬ اعداد حسابی میانگین که آنجایی از
١

n(n− ١)
∑
i̸=j

|µi||µj | ≥
(∏

i̸=j

|µi||µj |
) ١

n(n−١)
=
( n∏

i=١
|µi|٢(n−١)) ١

n(n−١)

=

n∏
i=١

|µi|
٢
n = ∆

٢
n

∑داریم:
i̸=j

|µi||µj | ≥ n(n− ١)∆ ٢
n (٩ . ۴)

داریم: آن ها کردن ترکیب و (٩ . ۴) و (٨ . ۴) روابط از استفاده با
[
EES(G)

]٢ ≥ ٢M + n(n− ١)∆ ٢
n



۴٧ راستا این در آتͬ کارهای برای پیشنهاد
بنابراین

EEs(G) ≥
√

٢M + n(n− ١)∆ ٢
n . (١٠ . ۴)

ͬ پردازیم. م بالا کران اثبات به حال ͬ آید. م بدست پایین کران ترتیب این به
داریم: ۶ . ١ . ٣ قضیه در باشد i = ١,٢, ..., n که √

ai = |µi| جای·ذاری با

n
[١
n

n∑
i=١

µi
٢ −

( n∏
i=١

µi
٢) ١

n
]
≤ n

n∑
i=١

µi
٢ −

( n∑
i=١

|µi|
)٢

≤ n(n− ١](١
n

n∑
i=١

µi
٢ −

( n∏
i=١

µi
٢) ١

n
]

بنابراین
٢M − n∆

٢
n ≤ ٢Mn− [EES(G)]

٢

داریم: لذا و
[
EES(G)

]٢ ≤ ٢(n− ١)M + n∆
٢
n , (١١ . ۴)

است. M =
∑

١≤i<j≤n(ei + ej) که جایی
ͬ آید. م بدست (٧ . ۴) نامساوی (١١ . ۴) و (١٠ . ۴) روابط از

i = ١,٢, ..., n ازای به ecc(vi) = ei = e که طوری به باشد همبند گرافͬ  G اگر .٣ . ۴ . ۴ قضیه
آن گاه: باشد

EES(G) = ۴(n− ١)e.
،١.٣.۴ قضیه طبق گاه آن باشد (i = ١٢, ..., n) ecc(vi) = ei = e با همبند گرافͬ G اگر برهان.
ͬ باشد م tr(ES(G)) = ٠ که آن جایی از دارد. µ١ = ٢(n−١)e برابر مثبت ویژه مقدار ΁ی Gفقط

ͬ باشد. م −٢(n− ١)e با برابر ویژه مقادیر بقیه مجموع
داریم: بنابراین

EES(G) =
n∑

i=١
|µi| = ۴(n− ١)e.

راستا این در آتͬ کارهای برای پیشنهاد ۵ . ۴
با مختلف گراف های خواص بررسͬ به گراف ها طیفͬ نظریه شد، اشاره قبلا́ که همان طور
به را مختلفͬ ماتریس های ͬ توان م راستا این در ͬ پردازد. م ماتریس ها خواص از استفاده
نتایج موازات به نتایجͬ ماتریس ها این انرژی و ویژه مقادیر مورد در و کرد نظیر گراف ها



مرکز از خروج مجموع انرژی ۴٨
ͬ شود: م پیشنهاد زیر موارد زمینه این در آتͬ کارهای برای لذا آورد. به دست قبلͬ، حاصل

گراف ها. در درجات مجموع انرژی به نسبت هم انرژی گراف های بررسͬ ‐١
پارامترهای از استفاده با گراف ها در درجات مجموع انرژی برای کران هایی آوردن به دست ‐٢

گرافͬ. مختلف
گری احاطه انرژی و علامت بدون فاصله ای ماتریس انرژی برای کران هایی آوردن به دست ‐٣

علامت. بدون فاصله ای ماتریس
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Abstract

For a simple graph G = (V,E) with eigenvalues of the adjacency matrix λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ,
the energy of the graph is defined by ε(G) =

∑n
j=1 |λj |. Myriads of papers have been published

in the mathematical and chemistry literatures about properties of this graph invariant due to its
connetion with the energy of (bipartite) conjugated molecules. The concept has been generalized
to other matrices apart from the adjacency one, and many bounds and extremal properties have
been reported for these graph (matrix) energies.
In this thesis, we study two new kinds of matrices assigned to simple connected graphs, namely de-
gree sum matrix and eccentricity sum matrix.We give some bounds for the eigenvalues, especially
for the spectral radius(largest eigenvalue), of these matrices. Moreover, we define new kinds of
energies with respect to these matrices and give some bounds in certain family of graphs.

Key words: Eigenvalues, Energy of a graph, Adjacency matrix, Degree sum matrix, Degree sum
energy of a graph, Eccentricity sum matrix, Eccentricity energy of a graph.
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