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Рग़॑ل اϔت ̶۠ش ϶ѻی
ѝدرم دВتان ࣳ Пوࣙ با нقدѓم

جاђم از ࣶ࣭ࣽ ماे ࣛ нقدѓم
сेʺشان. ҍی زοمات ॣس ࣛ

ώܧ܊باђم ۳̖Јر ࣛ нقدѓم
ϟدم. ю॑ل Ӛ͎ңور اպن ࣛ او Јࠨدݵی و Јڝیاری ساࣥ े य़

دׇېࠢدم ࣛ нقدѓم
اϔت. ժن آراϊش او آساЯش य़ جاђم، اϲࠤدНˆش ࣯ل،

و



ВتاЯش
ࣳد بالا यا уو ώܧ܊ و Пودم ای ैه راه ࣳدم ΄ود ࣤ ΄ورГࠤد Տٍͮलه ࣛ ժن

Тܲۿر य़ آҗی از گاه آن و ҆ی دЇࠢد झا Еوش स نզϓ ࣛ य़ آ॑ن यا، Ъࠢدگان باد Оشارت
य़ اझادўد اպن و اϔت ईده Іدا̲ۢشان مداوўد य़ اझاداўد اպن ҆ی ۔ࠢد. ऺوی اϔت

و۱۸) ۱۷ /यز औدϲࠢداЦࠢد.(ϖوره
ॣیاҗی را او Пودن ازݵی ࣤ و آغازی را او اول ࣤ य़ ळاϔت را مداوўدی ВتاЯش
اϔت Ч۩ھاҗی ҪͿ͗˧ت و ד̶˘ت؟ از Вࣿࠤد: ѥ҅ی уوان य़ اϔت کاری آش و΅ود اϔت!

اϪبلاࣝ) ј̝ج ۱۶۳ ی (ՈӨه ϵجاϔت؟! े Вࣿࠤد ѥ҅ی уوان य़
اѦماђم و ϔझت ेود دودماЮش و (ص) Ωψࠨد ࣳ ! ժن ҧω͘ود ای اϔت، Кۍؑن य़ اҝ͜ون
ࣛ را ۡۖ͂م و ده، ठار स ڱؑنс պࣶࣳن را сڱۖ͆م و ࣳسان آن ՈЩयه ی کاόل պࣶن ࣛ را
ࣴرЕواری ات و ईم ̀ϼय ࣳ यا ́Цاͫسا و ԃΙل уࣿو े و իن ۤ۔ۦ҈ی स ́ ۖۡ Цی˻وպࣶن
ϓجادࣥ) ی (Կ͗үԓه ̵شان! ळاواری و اː̻Вقاق уوըن ࣳ ΄ود، ʓدل ض͋ای Ҫω ࣛ و ̵شان

ز



Θدرداҗی  و Вپاس
Вیا҇ی य़ را مداҘی Вپاس و џऌࣳد ما ࣳای را آझ̵ۢش Цی˻وҘی सی य़ را مداҘی Вپاس

او... ࣳای از Вپاس ࣱاران و زدود ժن از را ўداЮۚ،ن
را ːψ̨ت Бل اХثارش ϓجاده ی य़ ώܧ܊باђم و دˡϫوز ماे Ј݉܊ا҇ی و Јࠨدݵی ࣳ Ъی˶ۭان Вپاس
٣ϐګؐن Эڗۊۖباҗی و دˡϫوز یاوری Ј̙واره زўدҊی ϓڥҎی सی े य़ ѝدرم و ࣿوراўد و΅ودم े
ҮЫͥل ࣳاѓم را ϊܨ܃ر کلات ϊش و Пوده бِمل و ܘ۾ر اϖوه य़ ۳̖Јرم و اϔت Пوده ࣳاѓم
با य़ ʹ˫۰ی Зࠤدر Вࠤد د܍ۿر آग़ی Йناب Їझ̀ڥՉه اВتاد از اϔت شاЯږՉه ѷОی ेاЪࠣدا ѥ̙ود.
اѢمام े گارўده ن راھ˷شای و راЇ͆ما Ј̙واره و ѥ̙ود ࣿور ع̎م را զϓن Կ͗үԓه ی بڤࠢد، نڠՉه सی
اساЩࠤد از झاوان ेود و нقدࣼ با ѥماѓم. Вپاس ऌاری و Ыش˶ۭ اϔت، Пوده رساࣗ اोل و
Йناب و Ϧस҅ی اࣳاЇ͇م د܍ۿر آग़ی Йناب Цख़࣬یان، اοࠨد د܍ۿر آग़ی Йناب ࣴرЕوار
رساࣗ اպن داوری زὁت сेʺشان ҍی Әϧف با य़ ΄ورВࠢدی رضا ώھدی د܍ۿر آग़ی
اպن ́ХداІ زὁت य़ ωڢ͂ࠨدࣺاد اοࠨد د܍ۿر آग़ی Йناب از Ј̕ڨۍؑن، ϟدўد. ң͒ڟ͟ل را
ࣛ य़ ϶ساҗی ՏЈه مدχت خاϧصاࣤ Ыش˶ۭ औेآ Вپاس ऌارم. ऋׄۑࠢد، ʩھده ࣳ را جՆ̈ه
از ѻˆНی औدպࣶن، اպن य़ باϟد ѥ̙وده اўد؛ یاری ώ̣م اպن رساўدن اдجام ࣛ े यا цوѿی

Еوџد. Вپاس را آ॑ن زοمات
ح
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چ΄یده
گروه ها به وابسته جابجایی گراف های و ناجابجایی گراف های بررسͬ به رساله این در
محاسبه را GL(٢, q) و D٢n مانند گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف طیف و انرژی ͬ پردازیم. م
و ناآبلͬ متناهͬ گروه ی G که شرط این با را H و G گروه های مستقیم حاصلضرب ͬ کنیم. م
همچنین ͬ پردازیم. م ΓG×H انرژی محاسبه ی به و گرفته نظر در باشد آبلͬ متناهͬ گروه ی H
جابجایی گراف گرفتن نظر در با ادامه در ͬ کنیم. م محاسبه را ΓD٢n×D٢n انرژی و طیف
شاخص های برخͬ است، GL(n, q) در ترانسوکشن ها تمام مجموعه ی X که ،C(GL(n, q), X)

مورد گراف ها این برای را ... و بودن مسط قطر، غالب، عدد خوشه ای، عدد مانند گرافͬ
ͬ دهیم. م قرار مطالعه

ترانسوکشن ها، گراف، طیف گراف، انرژی جابجایی، گراف ناجابجایی، گراف کلیدی: کلمات
بودن. تام بودن، مسط غالب، عدد خوشه ای، عدد قطر،
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ل
پیش·فتار

سالهای در پژوهش جدید زمینه های از ی΄ͬ گراف ها، از استفاده با جبری ساختارهای بررسͬ
کار شیوه است. گشته تازه ای پرسش های و نو قضیه های زایش به منجر که ͬ باشد م اخیر
ͬ شود. م داده نسبت گراف ی حلقه یا گروه مانند جبری ساختار ی به که است گونه این
این همه ی اساسͬ پرسش دو دارد. خود در را جبری ساختار ͬ های ویژگ از پاره ای گراف این

است: چنین پژوهش ها
گراف. نظریه دیدگاه از نظر مورد گراف ͬ های ویژگ بررسͬ (١)

است. شده حاصل آن از که است جبری ساختار ͬ های ویژگ حافظ میزان چه تا گراف (٢)
،١ توانͬ گراف ͬ بریم: م نام را گروه ها به وابسته گراف های از برخͬ نمونه برای

گراف ،۶ اول گراف ،۵ تزویج کلاس گراف ،۴ جابجایی گراف ،٣ ناجابجایی گراف ،٢ کیلͬ گراف
.٧ نادوری

پاول است. گروه ها برای جابجایی گراف  و ناجابجایی گراف  مطالعه ی رساله این هدف
گراف دلخواه، ناآبلͬ گروه هر به کرد. مطرح را ناجابجایی گراف ایده بار نخستین ٨ اردوش
گراف رأس دو و گروه مرکزی غیر عناصر آن رأس های که ͬ شود م داده نسبت آن ناجابجایی
ترکیبیاتͬ پرسش این او نشوند. جابجا هم با گروه در عضو دو این اگر تنها و اگر مجاورند
آیا باشد متناهͬ ناآبلͬ، گروه ی ناجابجایی گراف کامل گراف زیر هر اگر که: کرد مطرح را
سال در پرسش این به ٩ نیومن است؟ متناهͬ گراف خوشه ای عدد که گرفت نتیجه ͬ توان م

داد. مثبت ͺپاس ١٩٧۶
زیادی اندازه تا که رساندند چاپ به را مقاله ای عبداللهͬ‐اکبری‐میمنͬ ٢٠٠۶ سال در
گراف گرافͬ نظریه ͬ های ویژگ سو ی از ͬ پرداخت. م بالا پرسش دو برای جواب بررسͬ به
گراف های در گروهͬ نظریه ͬ های ویژگ ماندن پایدار به دی·ر سوی از و کردند بررسͬ را ناجابجایی

پرداختند. ی΄ریخت
باشد این است کرده علاقه مند تحقیقاتͬ روش این به را ͬ دانان ریاض که دلایلͬ از ی΄ͬ شاید
تعاریف ظرافت جبری، ساختار ͬ های ویژگ و گراف خواص بین رابطه برقراری فرآیند در که
ساختار ی به وقتͬ ͬ کند. م نمود پیش از بیش قضایا برخͬ عمق و ͬ شود م جلوه گرتر جبری
جبری خواص بعضͬ ترجمه از فراوانͬ جبری مسائل ͬ شود، م داده نسبت گراف ی جبری
این جذابیت ͬ آید. م بوجود ... و رنگͬ عدد استقلال، عدد خوشه ای، عدد مانند گراف ها
جابجایی گراف خواص بررسͬ و معرفͬ به پایان نامه این در تا داشت آن بر را ما تحقیقات گونه
این به باشد. آن از زیرمجموعه ای X و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض بپردازیم. گروه ی
رأس دو و است گراف رأس های مجموعه X ͬ دهیم: م نسبت گونه این را C(G,X) گراف گروه،

١power graph
٢cayley graph
٣non-commuting graph
۴commuting graph
۵conjugacy class graph

۶prime graph
٧non-cyclic graph
٨Paul Erdös
٩Neumann



م
برای را جابجایی گراف زیادی پژوهش·ران .xy = yx اگر تنها و اگر هستند مجاور y و x متمایز
کارهای نمونه برای دادند. قرار مطالعه مورد مختلف دیدگاه های با X و Gمتفاوت انتخاب های
رجوع [٣٩] ،[٣٨] ،[٣٧] ،[٣٣] ،[٢٣] ،[١٠] به ͬ توانید م پژوهشͬ حوزه ی این در شده انجام
چهار در رساله این ͬ کنیم. م آغاز را بحث دارید، رو پیش آنچه از خلاصه ای بیان با حال کنید.
مختلف فصل های در که را مقدماتͬ قضایای و تعاریف اول، فصل در است. شده تنظیم فصل
دوم، فصل در شده اند. بیان اثبات بدون قضیه ها تمام ͬ آوریم. م هم گرد ͬ باشند، م گشا راه
از برخͬ بررسͬ به و ͬ کنیم م معرفͬ را گروه ی به وابسته جابجایی گراف و ناجابجایی گراف
خوشه ای، عدد همبندی، قطر، به ͬ توان م جمله آن از که ͬ پردازیم، م گراف ها این ͬ های ویژگ
برابر در ای قطره همچون فصل این در شده مطرح قضایای است ذکر به لازم کرد. اشاره ...
متعددی سؤالات راه، این طͬ در البته ͬ باشند. م زمینه این در شده اثبات قضیه های دریای
فصل محتوای مطالب، همین که یافتیم مناسب پاسخͬ آن ها از برخͬ برای که شد مطرح
D٢n مانند گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف طیف و انرژی فصل، این در ͬ گیرند. برم در را سوم
G که شرط این با را H و G گروه های مستقیم حاصلضرب ͬ کنیم. م محاسبه را GL(٢, q) و
انرژی محاسبه ی به و گرفته نظر در باشد آبلͬ متناهͬ گروه ی H و ناآبلͬ متناهͬ گروه ی
در با چهارم فصل در ͬ شود. م محاسبه ΓD٢n×D٢n انرژی و طیف همچنین ͬ پردازیم. م ΓG×H

GL(n, q) در ترانسوکشن ها تمام مجموعه ی X که ،C(GL(n, q), X) جابجایی گراف گرفتن نظر
را ... و بودن مسط قطر، غالب، عدد خوشه ای، عدد مانند گرافͬ شاخص های برخͬ است،
جابجایی گراف انرژی به مختصر نگاهͬ پایان در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد گراف ها این برای

داشت. خواهیم C(GL(٢,٣), X)





مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ مقدمات و نیازها پیش ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه ها نظریه در نیاز مورد مفاهیم ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ گروه های ١ . ١ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف نظریه در نیاز مورد مفاهیم ١ . ٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقادیر و گراف ها به وابسته ماتریس های ١ . ٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . گراف لاپلاسین انرژی و انرژی ١ . ٣ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دترمینان ١ . ٣ . ٢

١۵ گروه ها جابجایی گراف و ناجابجایی گراف ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه ی ناجابجایی گراف ٢ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه ها جابجایی گراف  ٢ . ٢

٢١ گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٣
٢١ . . . . . . . . . گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی ٣ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی ٣ . ٢

۴٩ عام خطͬ گروه های در ارزی هم رده ی ی جابجایی گراف ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(GL(٣,٢), X) انرژی و طیف ١ . ۴

۵٩ ͽمراج
۶٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
۶۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

س





تصاویر فهرست
١١ . . . . . . آن. با متناظر مول΄ولͬ گراف و بوتان سی΄لو ٢‐متیل ١‐اتیل ١ . ١
۵٣ . . . . . . . . . . باشد. n = ٣ و q = ٢ که حالتͬ در Γ گراف از تصویری ١ . ۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .C(GL(٣,٢), X) گراف از تصویری ٢ . ۴

ف





جداول فهرست
٢۶ گروه ها. برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و ویژه مقادیر مشخصه، ای جمله چند ٣ . ١

ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و ویژه مقادیر مشخصه، جمله ای چند ٣ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه ها. برخͬ

ق





١ فصل
مقدمات و نیازها پیش

بخش سه در است نیاز مورد بعد فصل های در که را قضایایی و اصطلاحات فصل، این در
اکثر که دارد اختصاص گروه ها نظریه ی در مقدماتͬ مفاهیم به اول بخش کرد. خواهیم بیان
نظریه ی از مفاهیمͬ بیان به دوم بخش در شده اند. انتخاب [٢] و [١] ͽمراج از تعاریف و قضایا
همچنین شده اند. انتخاب [؟؟] و [٢٢] ،[٩] ͽمراج از بخش این مطالب که ͬ پردازیم م گراف
اکثر که ͬ پردازیم م گراف ی انرژی و ویژه مقادیر مجاورت، ماتریس معرفͬ به سوم بخش در

شده اند. آوری گرد [١۶] و [١١] ͽمراج از بخش این تعاریف

گروه ها نظریه در نیاز مورد مفاهیم ١ . ١
G (چپ) عمل باشد. ناتهͬ مجموعه ی ی X و دلخواه گروهͬ G کنیم فرض .١ . ١ . ١ تعریف
که ͬ شود م داده نمایش (g, x) 7→ gx با معمولا˟ که . : G×X −→ X مانند است تابعͬ X روی

داریم g١, g٢ ∈ G و x ∈ X هر ازای به
است. همانͬ عنصر e آن در که ex = x (i)

.(g١g٢)x = g١(g٢x) (ii)
ثابت را x عضو g گوییم .x ∈ X و g ∈ G و کند عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض
ͬ دارند، م نگه ثابت را X عضو هر که را G از اعضایی مجموعه ی .gx = x هرگاه ͬ دارد م نگه

١



مقدمات و نیازها پیش ٢
است. زیرگروه ی عمل هسته وضوح به ͬ نامیم. م عمل هسته ی

صورت این در .x ∈ X و کند عمل X ناتهͬ مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض .١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را G در x پایدارساز

Gx = {g ∈ G|gx = x}.

صورت به ارزی هم رابطه ی ی X روی G گروه عمل همچنین است. G از زیرگروهͬ Gx

ͬ کند م تعریف X مجموعه ی روی زیر
∀x, y ∈ X x ∼ y ⇐⇒ ∃g ∈ G; gx = y.

ارزی هم رده هر و ͬ کند م افراز ارزی هم رده های به را X مجموعه ی ارزی هم رابطه ی این
ͬ هیم م نمایش زیر صورت به را آن و ͬ نامیم م G در x مدار ی را x شامل

Orb(x) = {gx | g ∈ G}.

X در g ثابت نقاط مجموعه را {x ∈ X | gx = x} مجموعه g ∈ G ثابت عضو برای همچنین
ͬ دهیم. م نمایش Fix(g) علامت با را آن و ͬ گوییم م

متعدی یا ترایا را عمل این کند. عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
x١ مانند X عضو دو هر ازای به دی·ر، عبارت به باشد. عمل مدار تنها X که صورتͬ در گوییم

.gx١ = x٢ که طوری به باشد موجود g مانند G از عضوی ،x٢ و
.x ∈ X و کند عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض مدار‐پایدارساز) (قضیه .١ . ١ . ١ قضیه
در Gx راست همدست های همه ی مجموعه ی و OrbG(x) بین ی به ی تناظری صورت، این در

باشد متناهͬ OrbG(x) اگر خصوص، به دارد. وجود G
|G| = |OrbG(x)||Gx|.

،x ∈ X هر ازای به آنگاه کند عمل X مجموعه ی بر G متناهͬ گروه اگر که است واض
.|OrbG(x)|

∣∣∣|G| و است متناهͬ OrbG(x) مجموعه ی

باشد. آبلͬ آن مرکزی غیر عضو هر مرکزساز هرگاه است ‐گروه AC ی G .۴ . ١ . ١ تعریف
a عناصر با که است ٢n مرتبه از گروهͬ منتظم ضلعͬ n ی تقارن های گروه .۵ . ١ . ١ تعریف
٢n مرتبه دووجهͬ گروه را گروه این ͬ شود. م تولید b−١ab = a−١ و an = b٢ = ١ روابط با b و

دی·ر عبارت به ͬ دهیم. م نمایش D٢n با و ͬ نامیم م
D٢n = ⟨a, b|an = b٢ = ١, b−١ab = a−١⟩.



٣ گروه ها نظریه در نیاز مورد مفاهیم
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را کواترنیون گروه .۶ . ١ . ١ تعریف

Qn = ⟨a, b|a٢n = ١, an = b٢, b−١ab = a−١⟩,

است. ۴n مرتبه از گروه این
با همراه G ͬ های خودریخت همه ی مجموعه ی ͬ دانیم م باشد. گروه ی G کنیم فرض
و ͬ نامیم م G ͬ های خودریخت گروه را گروه این ͬ دهد. م گروه ی تش΄یل توابع، ترکیب عمل

ͬ دهیم. م نشان Aut(G) با را آن
داخلͬ خودریختͬ را ig(x) = g−١xg ضابطه ی با ig : G −→ G باشد. گروه ی G کنیم فرض
نمایش Inn(G) با Gرا داخلͬ ͬ های خودریخت همه ی مجموعه ی ͬ نامیم. م g توسط شده Gالقا

است. Aut(G) نرمال زیرگروه ی Inn(G) ͬ دهیم. م
H و کند عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض (فراتین١ͬ) [١٢ · ٣ قضیه ،١۵ ] .١ . ١ . ٢ قضیه

معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد. G زیرگروه
ͬ کند. م عمل متعدی X مجموعه ی بر H (١)

در .G = HGx ،x ∈ X مانند عنصری برای و ͬ کند م عمل متعدی X مجموعه ی بر G گروه (٢)
.G = HGx ،x ∈ X هر ازای به صورت این

خطͬ گروه های ١ . ١ . ١
صورت به را آن باشد n فضا بعد اگر باشد. F میدان روی برداری فضای ی V کنیم فرض
Vn(q) صورت به نمادگذاری آنگاه GFباشد (q) گالوای میدان F که حالتͬ در ͬ نویسیم. م Vn(F )
ی زیرفضاهای تعداد ͬ نامیم. م ابرصفحه ی را V در بعدی n− ١ زیرفضای هر بود. خواهد
خطͬ تبدیل ͬ باشد. م برابر Vn(q) در ابرصفحه ها تعداد با که است qn−١

q−١ با برابر Vn(q) در بعدی
خطͬ تابعک های همه ی مجموعه ی ͬ شود. م نامیده V روی خطͬ تابعک ی F به V از f
و ͬ دهیم م نشان V ∗ با را فضا این که ͬ دهد م تش΄یل برداری فضایی طبیعͬ صورت به V روی

.dim(V ) = dim(V ∗) آنگاه باشد، متناهͬ V بعد اگر ͬ نامیم. م V دوگان فضای را آن
ساختار دارای توابع ترکیب قانون با V روی پذیر وارون خطͬ تبدیلات همه ی مجموعه ی
که حالتͬ در ͬ دهیم. م نمایش GL(V, F ) با و ͬ نامیم م عام خطͬ گروه را آن که است گروه
ی تناظر ی حالت این در ͬ شود. م استفاده GL(V, F ) = GLn(F ) نماد از dim(V ) = n

بنابراین و دارد وجود F روی n × n پذیر وارون ماتریس های و GLn(F ) عناصر بین ی به
خطͬ تبدیلات همه ی مجموعه ی ͬ کنیم. م استفاده خطͬ تبدیلات ماتریسͬ نمایش از گاهͬ

ͬ دهیم. م نمایش SLn(F ) با را آن و ͬ نامیم م خاص خطͬ گروه را ١ دترمینان با

١Frattini



مقدمات و نیازها پیش ۴
.١ . ١ . ٣ قضیه

.SLn(F ) ⊴ GLn(F ) (١)
.GLn(F )
SLn(F )

∼= F ⋆ (٢)
.۴ . ١ . ١ قضیه

.|GL(n, q)| = q(
n٢)∏n

i=١(qi − ١) (١)
.|SL(n, q)| = q(

n٢)∏n
i=٢(qi − ١) (٢)

.۵ . ١ . ١ قضیه
. Z(GL(n, q)) = {λI : λ ∈ F ⋆} (١)

.Z(SL(n, q)) = {λI : λ ∈ F ⋆, λn = ١} (٢)
ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به تصویری خاص خطͬ گروه و تصویری عام خطͬ گروه

PGL(V ) =
GL(V )

Z(GL(V ))
, PSL(V ) =

SL(V )

Z(SL(V ))
.

ی T ̸= I خطͬ تبدیل باشد. Vn(F ) در ابرصفحه ی W کنیم فرض .١ . ١ . ٧ تعریف
باشیم: داشته هرگاه ، ͬ شود م نامیده W ابرصفحه ی با ١ ترانسوکشن

.T (v) = v ،v ∈W هر برای (١)
.T (v)− v ∈W ،v ∈ V هر برای (٢)

T و ͬ دارد م نگه ثابت نقطه به نقطه را V
W و W برداری فضاهای عناصر T دی·ر بیان به

. است همانͬ غیر تبدیل
خطͬ تابعک صورت این در است. Vn(F ) در ابرصفحه ی W کنیم فرض .١ . ١ . ١ لم

.W = kerµ که قسمͬ به دارد وجود µ : Vn(F ) −→ F

Vn(F ) روی خطͬ تابعک ی µ و W ابرصفحه ی با ترانسوکشن ی T کنیم فرض .۶ . ١ . ١ قضیه
هر برای که طوری به دارد وجود ٠ ̸= a ∈W بردار صورت این در .W = kerµ که طوری به باشد،
٠ ̸= a ∈ Vn(F ) و باشد خطͬ تابعک ی µ ̸= ٠ اگر بعکس .T (v) = v − µ(v)a داریم v ∈ Vn(F )

ی ،v ∈ V هر برای ،T (v) = v − µ(v)a ضابطه ی با Vn(F ) از T خطͬ تبدیل آنگاه ،µ(a) = ٠ و
ͬ باشد. م W = kerµ ابرصفحه ی با ترانسوکشن

ͬ دهیم م قرار باشد. V برداری فضای در ابرصفحه ی W کنیم فرض
τ(W ) = { W ثابت ابرصفحه ی با ترانسوکشن ها {تمام ∪ {IV }.

ͬ کنیم. م بیان را زیر قضیه گذاری نماد این به توجه با
١transvection



۵ گراف نظریه در نیاز مورد مفاهیم
زیرگروه ی τ(W ) صورت این در باشد. V برداری فضای در ابرصفحه یW کنیم فرض .١ . ١ . ٢ لم

ͬ باشد. م ی΄ریخت W جمعͬ گروه با که است GLn(F ) از آبلͬ
است. ١ با برابر ترانسوکشن  هر دترمینان .١ . ١ . ٣ لم

ͬ شود. م تولید ترانسوکشن ها با SLn(F ) ،n > ١ برای .١ . ١ . ٧ قضیه
است. ترانسوکشن ی ترانسوکشن هر وارون که ͬ کنیم م توجه

صورت این در باشد. F میدان روی n بعد با برداری فضای ی V کنیم فرض .١ . ١ . ٨ قضیه
است. V از بعدی n− k زیرفضای ی مستقل، خطͬ تابعک k هر پوچ فضای اشتراک

همه ی آنگاه ،n ≥ ٣ اگر بعلاوه ͬ باشند. م مزدوج GLn(F ) در ترانسوکشن ها ی همه .١ . ١ . ١ گزاره
هستند. مزدوج SLn(F ) در ترانسوکشن ها

برقرار زیر شرایط صورت این در باشد. F میدان روی برداری فضای ی V کنیم فرض .۴ . ١ . ١ لم
است:

f(a) = و a + b ̸= ٠ که طوری به ٠ ̸= a, b ∈ V و باشند V روی خطͬ تابعک دو g و f اگر (١)
آنگاه ،f(b) = g(a) = g(b) = ٠

Ta,f Tb,f = Ta+b,f , Ta,f Ta,g = Ta,f+g.

.Ta,αf = Tαa,f ،α ∈ F ⋆ هر برای (٢)
.a = αb و g = αf که طوری به باشد داشته وجود α ∈ F ⋆ اس΄الر اگر تنها و اگر Ta,f = Tb,g (٣)

.S Ta,f S−١ = TSa,fS−١ آنگاه ،S ∈ GL(V ) اگر (۴)

گراف نظریه در نیاز مورد مفاهیم ١ . ٢
مجموعه ی ی از شده تش΄یل که است (V (G), E(G), ψG) مرتب تایی سه ی ،G گراف
،G از یال هر به که ψG وقوع تابع ی و یال ها از E(G) مجموعه ی ی رأس ها، از V (G) ناتهͬ
u یال، ی e اگر ͬ د هد. م نسبت نیستند، متمایز الزاماً که را G رأس های از نامرتب زوج ی
و u رأس های ،e که ͬ شود م گفته صورت این در ،ψG(e) = uv که طوری به باشند رأس دو v و
یالͬ طوقه ͬ شوند. م نامیده e یال سر دو ،v و u رأس های و است کرده متصل ی΄دی·ر به را v

است. رأس ی آن انتهای و ابتدا که است
متمایز رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ اگر است، ساده گراف ی .١ . ٢ . ١ تعریف

نباشد. یال ی از بیش آن،



مقدمات و نیازها پیش ۶
همان با است گرافͬ ͬ شود م داده نشان G با که G ساده گراف ی ١ م΄مل .١ . ٢ . ٢ تعریف
مجاور G در v و u اگر تنها و اگر مجاورند G در v و u که طوری به ،G های رأس مجموعه

نباشند.
و V (H) ⊂ V (G) که طوری به است H گراف ی ،G گراف از ٢ گراف زیر ی .١ . ٢ . ٣ تعریف

.H ⊆ G ͬ نویسیم م صورت این در ،E(H) ⊂ E(G)

H ⊆ G اگر ͬ نامیم. م سره زیرگراف ی را H آنگاه ،G ̸= H ولͬ بوده G زیرگراف H اگر
از مجموعه ای زیر X کنیم فرض ͬ نامیم. م فراگیر زیرگراف ی را H آنگاه ،V (G) = V (H) و
برابر یال هایش مجموعه و X آن رئوس مجموعه که G از زیرگرافͬ صورت این در باشد. V (G)

نامیده X روی G القایی زیرگراف است، ͽواق X در آن ها رأس دو هر که باشد G از یال هایی همه
ͬ شود. م

v رأس درجه ی را ͬ گذرند م v رأس از که یال هایی تعداد ،G ساده گراف در .۴ . ١ . ٢ تعریف
δ(G) با ترتیب به رئوس درجه کوچ΄ترین و بزرگترین ͬ دهیم. م نشان d(v) با را آن و ͬ گوییم م

ͬ شود. م داده نشان ∆(G) و
عدد است. ٠ درجه دارای ٣ تنها رأس ی

d(G) =
١
|V |

∑
v∈V

d(v)

.δ(G) ≤ d(G) ≤ ∆(G) که است واض است. گراف درجات میانگین
درجه اگر ͬ نامیم. م ۴ منتظم گراف باشد ی΄سان آن رئوس تمام درجه که گرافͬ .۵ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م ‐منتظم k گراف را آن باشد، k با برابر گراف رأس های همه ی
داشته وجود یال ی آن رأس دو هر بین که است ساده گرافͬ ۵ کامل گراف .۶ . ١ . ٢ تعریف
گراف ی Kn کامل گراف ی ͬ دهیم. م نمایش Kn با را رأس n با کامل گراف ی باشد.

است. یال n(n−١)٢ دارای و n− ١ درجه از منتظم
القا زیرگراف هرگاه ͬ شود م نامیده ۶ خوشه ی G رأس های از X زیرمجموعه ی .١ . ٢ . ٧ تعریف
G خوشه ای عدد را G گراف در خوشه ی اندازه ی بزرگترین باشد. کامل گراف ،X روی شده

ͬ دهیم. م نمایش ω(G) با را آن و ͬ نامیم م
ͬ شود م نامیده ٧ مستقل مجموعه ی G گراف رأس های از X زیرمجموعه ی .١ . ٢ . ٨ تعریف
در مستقل مجموعه ی ی اندازه ی بزرگترین باشد. یال فاقد X روی شده القا زیرگراف هرگاه

ͬ دهیم. م نمایش α(G) با و ͬ نامیم م G استقلال عدد را G گراف
١complement
٢subgraph
٣isolated
۴regular graph

۵complete graph
۶clique
٧independent set



٧ گراف نظریه در نیاز مورد مفاهیم
رأسͬ آمیزی ‐رنگ k دارای G گراف باشد. صحیح عدد k > ٠ کنیم فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف
مجاور رأس های که طوری به کرد آمیزی رنگ رنگ، k با را آن رأس های بتوان هرگاه است ١
داشته رأسͬ آمیزی ‐رنگ k ،G گراف که ای k کوچ΄ترین باشند. متفاوت رنگ های دارای

ͬ دهیم. م نمایش χ(G) با را آن که دارد نام G گراف ٢ رنگͬ عدد باشد،
از مجموعه ای NG[S] ،G رأس های از S زیرمجموعه ی و G ساده گراف برای .١ . ٢ . ١٠ تعریف
آنگاه ،NG[S] = V (G) اگر مجاورند. S در رأسͬ با یا دارند قرار S در که است G گراف رأس های
ͬ شود، م داده نمایش γ(G) با که ،G گراف ۴ غالب عدد نامیم. مͬ ٣ غالب مجموعه ی ی را S

است. G گراف در غالب مجموعه ی ی اندازه ی کمترین
حداقل که طوری به است رئوس از مجموعه ای زیر G گراف از C ۵ پوشش .١ . ٢ . ١١ تعریف
G در C ′ پوشش هیچ اگر ͬ نامیم م مینیمم پوشش را C پوشش باشد. C در G یال هر سر ی
نمایش β(G) با را رأسͬ پوشش ی از اندازه مینیمم باشد. نداشته وجود |C ′| < |C| شرط با

ͬ دهیم. م
افراز چنان Y و X مجموعه زیر دو به ͬ توان م را آن رئوس مجموعه که گرافͬ .١ . ٢ . ١٢ تعریف
ͬ نامیم. م بخشͬ دو گراف را باشد، Y در آن ها دی·ر سر و X در آن یال های تمام سر ی که کرد
آن در که است Y و X بخش های با بخشͬ دو گرافͬ کامل، بخشͬ دو گراف .١ . ٢ . ١٣ تعریف
بخشͬ دو گراف آنگاه باشد، |Y | = n و |X| = m اگر باشد. شده وصل Y رأس هر به X رأس هر

ͬ هیم. م نمایش Km,n با را کامل
زیر r به را آن رئوس مجموعه بتوان هرگاه ͬ نامیم م ‐بخشͬ r را G گراف .١۴ . ١ . ٢ تعریف

نباشد. زیرمجموعه ی در یالͬ هیچ سر دو که کرد افراز طوری مجموعه ،
هر آن، در که است ‐بخشͬ r ساده ی گراف ی کامل، ‐بخشͬ r گراف .١۵ . ١ . ٢ تعریف
است. شده وصل دارند، قرار آن با ی΄سان غیر مجموعه ای زیر در که رأس هایی تمام به رأس
جدا اجتماع آن رئوس مجموعه که قسمͬ به باشد کامل ‐بخشͬ r متناهͬ گراف ی G اگر
ͬ دهیم. م نمایش Kn١,n٢,...,nr نماد با را G آنگاه |Vi| = ni و باشد V =

∪r
i=١ Vi ش΄ل به همͬ از

آن در که است P = (V,E) ناتهͬ گراف ۶ مسیر ی .١۶ . ١ . ٢ تعریف
V = {x٠, x١, . . . , xk} , E = {x٠x١, x١x٢, . . . , xk−١xk}

صورت به را مسیر ی معمولا˟ هستند. متمایز xk و x٠ جز به رئوس تمامͬ که طوری به
ͬ نویسیم. م P = x٠x١ . . . xk−١xk مانند رئوسش از طبیعͬ دنباله ای

١k-vertex coloring
٢chormatic number
٣dominating set

۴domination number
۵covering
۶path



مقدمات و نیازها پیش ٨
متمایز رأس دو بین مسیر کوتاهترین طول ͬ نامیم. م آن طول را مسیر ی یال های تعداد
اگر ͬ دهیم. م نمایش d(u, v) نماد با را آن و ͬ گوییم م رأس دو این فاصله ی را G گراف در v و u

ͬ کنیم. م تعریف بی نهایت را رأس دو این فاصله ی باشد، نداشته وجود مسیری چنین
diam(G) با و ͬ نامیم م G ١ قطر را G گراف رئوس بین فاصله ی سوپریمم .١ . ٢ . ١٧ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش
ی΄ͬ آن انتهای و ابتدا رئوس که است رأس سه حداقل با مسیری ٢ دور ی .١ . ٢ . ١٨ تعریف

است. k آن طول که ͬ دهیم م نمایش x٠x١x٢ . . . xkx٠ صورت به را دور ی  باشد.
نشان girth(G) نماد با را آن و ͬ گوییم م گراف ٣ کمر را G گراف در دور کوتاهترین طول

ͬ کنیم. م تعریف بی نهایت را G کمر آنگاه باشد، دور بدون G گراف اگر ͬ دهیم. م
حداقل آن متمایز رأس دو هر بین هرگاه ͬ گوییم م ۴ همبند را G ناتهͬ گراف .١ . ٢ . ١٩ تعریف

ͬ گوییم. م ۵ ناهمبند را آن صورت این غیر در باشد. داشته وجود مسیر ی
هرگاه دارد نام برش مجموعه  ی ،G همبند گراف رئوس از S مجموعه ی زیر .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

باشد. ناهمبند گراف ی G \ S

،κ(G) ،G رأسͬ همبندی و ͬ نامیم م رأسͬ ‐برش k ی را عنصر k با برش مجموعه ی ی
باشد. داشته رأسͬ ‐برش k ی G آن ازای به که ͬ گیریم م نظر در ای k کوچ΄ترین را

،G ≃ G′ ͬ نویسیم م و گوییم، ی΄ریخت ′Gرا = (V ′, E′) Gو = (V,E) گراف دو .١ . ٢ . ٢١ تعریف
u, v ∈ V هر برای که باشد داشته وجود φ : V −→ V ′ چون پوشایی و ی به ی نگاشت هرگاه

uv ∈ E ⇐⇒ φ(u)φ(v) ∈ E′,

G گرافͬ خودریختͬ ی را φ آنگاه ،G = G′ اگر ͬ نامیم. م گرافͬ ی΄ریختͬ ی را φ نگاشت
ͬ نامیم. م

مجزا دو به دو یال های از مجموعه ای گراف ی در ۶ (تطابق) جورسازی ی .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
نشده اشباع رأس ها سایر و ٧ شده اشباع جورسازی، ی یال های به متعلق رأس های ͬ باشد. م

ͬ شوند. م نامیده
جورسازی یا ٨ کامل جورسازی ی را آن کند، اشباع را G از رأس هر جورسازی ی اگر
کلͬ طور به است. ‐منتظم k فراگیر زیرگراف ی گراف، ی از ‐عامل k ی ͬ نامیم. م کامل

است. کامل جورسازی ی ‐عامل ١ ی
١diameter
٢cycle
٣girth
۴connect

۵disconnected
۶matching
٧saturated
٨perfect matching



٩ گراف نظریه در نیاز مورد مفاهیم
رسم صفحه در چنان را G بتوان هرگاه ͬ نامیم م ١ مسط را G = (V,E) گراف .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
نشاندن ی را G از ترسیمͬ چنین کنند. ͽقط را ی΄دی·ر رأس ها در فقط آن یال های که کرد

ͬ نامیم. م مسط
است G \ e گراف ،e ٢ یالͬ انقباض ی باشد. G در یالͬ e = uv کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
با که رئوسͬ همه ی به رأس این که ͬ شود م تبدیل جدید رأس ی به v و u رأس های آن در که

است. مجاور مجاورند، v یا u
یا یال ها حذف رئوس، حذف با که است گرافͬ G گراف از ٣ انقباض ی .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

آید. دست به G از یال هایی انقباض
نیستند. مسط K٣,٣ و K۵ گراف های .١ . ٢ . ١ قضیه

انقباضͬ شامل اگر تنها و اگر است مسط گراف ی ( ۴ (واگنر [۴ · ۶ قضیه ،٢٢] .١ . ٢ . ٢ قضیه
نباشد. K٣,٣ یا K۵ از

باشیم داشته H ⊆ G القایی زیرگراف هر برای اگر است ۵ تام G گراف .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
.χ(H) = ω(H)

۵ حداقل طول به القایی فرد دور G یا G هرگاه ͬ نامیم م ۶ برگ را G گراف .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
باشند. نداشته

باشد. تام آن م΄مل اگر تنها و اگر است تام G گراف [١ · ١ قضیه ،١۴] .١ . ٢ . ٣ قضیه
گراف اگر تنها و اگر است تام گراف ی ( تام قویاً گراف (قضیه [٢ · ١ قضیه ،١۴] .۴ . ١ . ٢ قضیه

باشد. برگ
بر G گراف ͬ های خودریخت گروه هرگاه گوییم ٧ متعدی رأس را G گراف .١ . ٢ . ٢٨ تعریف

کند. عمل متعدی G رأس های مجموعه
باشد. n مرتبه ی از همبند رأس‐متعدی گراف G کنیم فرض [٣ · ۶ · ٣ قضیه ،٢۵] .۵ . ١ . ٢ قضیه

است. √٣n حداقل طول به دوری شامل G صورت این در
از و رأس‐متعدی همبند، ‐منتظم، k گرافͬ G کنیم فرض [١ · ٧ قضیه ،١٣] .۶ . ١ . ٢ قضیه

صورت این در باشد. n مرتبه ی
است. ‐عامل ١ دارای G آنگاه باشد زوج n اگر (١)

است. n از کمتر G گراف استقلال عدد و خوشه ای عدد حاصلضرب (٢)
١planar
٢edge contraction
٣minor
۴Wagner

۵perfect
۶Berge
٧vertex-transitive



مقدمات و نیازها پیش ١٠

ویژه مقادیر و گراف ها به وابسته ماتریس های ١ . ٣
برچسب گراف رأس های با آن ستون های و سطرها گرافGکه مجاورت ماتریس .١ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ͬ شوند، م گذاری

Aij =

 ١ باشند مجاور j و i اگر
٠ صورت درغیراین

ریشه های یعنͬ آن، مشخصه ی جمله ای چند ریشه های با برابر ماتریس ی ١ ویژه مقادیر
مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر همان گراف ویژه ی مقادیر هستند. det(A(G)−λI) = ٠ معادله
حقیقͬ آن ویژه مقادیر تمام نتیجه در و است متقارن ساده گراف مجاورت ماتریس هستند. آن

هستند.
تعریف زیر صورت به که است n × n ماتریسͬ G گراف ٢ لاپلاسین ماتریس .١ . ٣ . ٢ تعریف

ͬ شود: م

Lij =


di i = j

−١ باشند مجاور j و i اگر
٠ صورت درغیراین

است. i رأس درجه di آن در که
رأس Diiدرجه که طوری به است ٣ قطری D(G)ماتریس که L(G) = D(G)−A(G) بنابراین
ͬ نامیم. م G لاپلاسین ویژه ی مقادیر را G گراف لاپلاسین ماتریس ویژه ی مقادیر ͬ باشد. م i

حقیقͬ آن لاپلاسین ویژه مقادیر تمام بنابراین است متقارن گراف ی لاپلاسین ماتریس
هستند.

۴ طیف را A(G) مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر همه ی شامل مجموعه ای .١ . ٣ . ٣ تعریف
به که ͬ باشد م آن مجاورت ماتریس طیف G متناهͬ گراف طیف . ͬ نامیم م مجاورت ماتریس

ͬ شود: م داده نمایش زیر صورت

Spec(G) =

λ١ λ٢ . . . λt

k١ k٢ . . . kt


.λ١ > λ٢ > . . . > λt و است λi ویژه مقدار تکرار مرتبه ki ،١ ≤ i ≤ t هر برای که

طیف ͬ نامیم. م G گراف طیفͬ شعاع را قدرمطلق لحاظ از G گراف ویژه مقدار بزرگترین
ͬ شود. م تعریف مشابه طور به G گراف لاپلاسین

١eigenvalues
٢Laplacian matrix

٣distance matrix
۴spectrum



١١ ویژه مقادیر و گراف ها به وابسته ماتریس های

گراف لاپلاسین انرژی و انرژی ١ . ٣ . ١
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ͬ دهیم، م نمایش E(G) با را آن که ،Gگراف انرژی .۴ . ١ . ٣ تعریف

E(G) =
n∑

i=١
|λi|

هستند. G گراف مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . ≥ λn که
شیمͬ در گسترده طور به و شد معرفͬ [٢۶] در ١ گاتمن توسط گراف ی انرژی مفهوم
نظری شیمͬ زمینه های مهمترین از ی΄ͬ ٢HMO نظریه ی امروزه گرفت. قرار مطالعه مورد
در مول΄ول ی به وابسته گراف ی رأس های است. استوار گراف ویژه ی مقادیر بر که است
،G = (V,E) مول΄ولͬ گراف هستند. هیدروکربن سیستم ی کربن اتم های با ی به ی تناظر

آن. با متناظر مول΄ولͬ گراف و بوتان سی΄لو ٢‐متیل ١‐اتیل :١ . ١ ش΄ل

اتم های دهنده ی نشان vi ∈ V هر که طوری به است یال |E| = m و رأس |V | = n با ساده گرافͬ
متناظر اتم های بین کووالانسͬ پیوند ی دهنده ی نشان (vi, vj) ∈ E یال هر و هیدروژن غیر
شده اند، تش΄یل هیدروژن و کربن اتم های با تنها که هیدروکربن ها مول΄ولͬ گراف است.
‐متیل ٢ ‐اتیل ١ مول΄ولͬ گراف مثال برای است. مول΄ول کربنͬ اس΄لت دهنده ی نشان
مهمترین از ،Eπ تام، ‐ال΄ترون π انرژی ͬ کنیم. م مشاهده ١ . ٣ . ١ ش΄ل در را سی΄لوبوتان
تعریف زیر صورت به [٢٧] در Eπ است. مول΄ول با مستقیم رابطه ی در که است اطلاعاتͬ

ͬ شود: م
Eπ = αn+ βE

١Gutman ٢Hückel Molecular Orbital



مقدمات و نیازها پیش ١٢
هستند. HMO استاندارد پارامترهای α, β (١

است. مول΄ولͬ) گراف رأس های (تعداد کربن اتم های تعداد n (٢
است. مول΄ولͬ گراف انرژی E (٣

این در باشند. G گراف لاپلاسین ویژه مقادیر µn ،. . . ،µ٢ ،µ١ کنیم فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به G لاپلاسین انرژی صورت

LE(G) =
n∑

i=١
|µi − d(G)|,

است. G گراف درجات میانگین d(G) = ٢m
n که طوری به

n = روی ،t > ١ ‐بخشͬ، t کامل گراف Kn١,n٢,...,nt کنیم فرض [ ١ قضیه ،٢٠] .١ . ٣ . ١ قضیه
مشخصه ی ای چندجمله صورت این در .n١ ≥ n٢ ≥ . . . ≥ nt > ٠ و باشد رأس n١ +n٢ + . . .+nt

با: است برابر Kn١,n٢,...,nt

P (Kn١,n٢,...,nt , λ) = λ(n−t)(١ −
t∑

i=١
ni

λ+ ni
)

t∏
j=١

(λ+ nj).

بدست ،∑t
i=١ ni

λ+ni
= ١ تساوی از که است λ١ طیفͬ شعاع شامل Kn١,n٢,...,nt گراف طیف

بر ͽواق دی·ر ویژه ی مقدار t − ١ همچنین و n − t تکرار مرتبه ی با ٠ ویژه ی مقدار ͬ آید. م
هستند. [−nt,−nt−١], . . . , [−n٢,−n١] بازه های

آنگاه باشد Kn١,n٢,...,nt بخشͬ چند کامل گراف طیفͬ شعاع λ١ اگر [١ · ٢ لم ،۴٢] .١ . ٣ . ١ لم
E(Kn١,n٢,...,nt) = ٢λ١.

هستند: زیر صورت به ١ . ٣ . ١ ی قضیه از خاصͬ حالت های
آنگاه ،t = ٢ اگر (١)

P (Kn١,n٢ , λ) = λn−٢(λ٢ − n١n٢).

با: است برابر گراف این انرژی و طیفͬ شعاع بنابراین
λ١ =

√
n١n٢, E(Kn١,n٢) = ٢√n١n٢.

آنگاه ،t = ٣ اگر (٢)
P (Kn١,n٢,n٣ , λ) = λ(t−٣)(λ٣ − (n١n٢ + n٢n٣ + n٣n١)λ− ٢n١n٢n٣).



١٣ ویژه مقادیر و گراف ها به وابسته ماتریس های

دترمینان ١ . ٣ . ٢
صورت این در باشد. n×n ماتریس ی A = [aij ]n×n =

 a i = j

b i ̸= j
کنیم فرض .١ . ٣ . ٢ قضیه

det(A) = (a+ (n− ١)b)(a− b)n−١.

داریم تعریف بنابر برهان.

A =



a b b . . . b

b a b . . . b

b b a . . . b

... ... ... ... ...
b b b . . . a


.

را سطرها تمام مجموع سپس و کنیم اضافه ستون ها سایر به را اول ستون برابر (−١) ابتدا اگر
داریم: و ͬ ماند م تغییر بدون دترمینان کنیم، اضافه اول سطر به

det(A) = det



a+ (n− ١)b ٠ ٠ . . . ٠
b a− b ٠ . . . ٠
b ٠ a− b . . . ٠
... ... ... ... ...
b ٠ ٠ . . . a− b


.

با برابر آن دترمینان نتیجه در است مثلثͬ پایین ماتریس ی آمده بدست ماتریس چون
.det(A) = (a + (n− ١)b)(a− b)n−١ داریم بنابراین است. اصلͬ قطر روی عناصر حاصلضرب

،n×n های بعد با ماتریس هایی ترتیب به D و C ،B ،A کنیم فرض [۵ صفحه ،۴٠] .١ . ٣ . ٣ قضیه
صورت این در است. پذیر وارون D ماتریس که طوری به باشند m×m و m× n ،n×m

det

A B

C D

 = det(D)det(A−BD−١C).

[٣ قضیه ،۴٠] .۴ . ١ . ٣ قضیه
این در .CD = DC و A,B,C,D ∈ F (n×n) که طوری به M =

A B

C D

 کنیم فرض (١)
صورت

det(M) = det(AD −BC).

آنگاه باشد صفر برابر D و C ،B ،A بلوک های از ی΄ͬ حداقل اگر همچنین
det(M) = det(AD −BC).



مقدمات و نیازها پیش ١۴
کنیم فرض .M ∈ Rm×m باشیم داشته m ≥ ٢ برای و باشد جابجایی حلقه ای R کنیم فرض (٢)
،m−١×m−١ بعدهای با ماتریس هایی ترتیب به d و C ،B ،A که طوری Mبه =

A B

C d


صورت این در باشند. ١ × ١ و ١ ×m− ١ ،m− ١ × ١

det

A B

C d

 = (d− ١)detA+ det(A−BC)

= (d+ ١)detA− det(A+BC).



٢ فصل
جابجایی گراف و ناجابجایی گراف

گروه ها

گروه ی ناجابجایی گراف ٢ . ١
را ناجابجایی گراف ایده بار نخستین اردوش پاول شد، بیان هم پیش·فتار در که همانطور
رأس های که ͬ شود م داده نسبت آن ناجابجایی گراف دلخواه، ناآبلͬ گروه هر به کرد. مطرح
عضو دو این اگر تنها و اگر مجاورند هم با گراف رأس دو و هستند گروه مرکزی غیر عناصر آن
کامل گراف زیر هر اگر که: کرد مطرح را ترکیبیاتͬ پرسش این او نشوند. جابجا هم با گروه در
ای خوشه عدد که گرفت نتیجه توان مͬ آیا باشد متناهͬ ناآبلͬ، گروه ی ناجابجایی گراف

داد. مثبت ͺپاس ١٩٧۶ سال در پرسش این به نیومن است؟ متناهͬ گراف
ͬ های ویژگ سو ی از که رساندند چاپ به را مقاله ای عبداللهͬ‐اکبری‐میمنͬ ٢٠٠۶ سال در
نظریه ͬ های ویژگ ماندن پایدار به دی·ر سوی از و کردند بررسͬ را ناجابجایی گراف گرافͬ نظریه
بدین مقاله این در شده پرداخته اساسͬ انگاره سه پرداختند. ی΄ریخت گراف های در گروهͬ

هستند: ترتیب
.|G| = |H| آنگاه باشند ی΄ریخت ناجابجایی گراف های با ناآبلͬ متناهͬ گروه Hدو Gو اگر الف)
گروه ها از ی΄ͬ و باشند ی΄ریخت ناجابجایی گراف های با ناآبلͬ متناهͬ گروه Hدو Gو اگر ب)

١۵



گروه ها جابجایی گراف و ناجابجایی گراف ١۶
است. توان پوچ نیز دی·ر گروه آنگاه باشد، توان پوچ

گروه ها از ی΄ͬ و باشند ی΄ریخت ناجابجایی گراف های با ناآبلͬ متناهͬ گروه Hدو Gو اگر ج)
.G ∼= H آنگاه باشد، ساده

با H و G گروه دو مثال این در شد. رد است، آمده [٣٢] در که نقضͬ مثال با اول انگاره
انگاره هستند. ی΄ریخت ناجابجایی گراف های دارای که شدند ارائه ٢٣ ·۵۶ و ٢١٠ ·۵٣ مرتبه های

است. رسیده  اثبات به [١٧] در سوم
اشاره گروه ها به وابسته ناجابجایی گراف مورد در آمده بدست نتایج از برخͬ به بخش این در

ͬ کنیم. م
.q = pn > ٢ و باشد اول عدد ی p ،G = GL(٢, q) کنیم فرض [٢۶ · ٣ گزاره ،٣] .٢ . ١ . ١ گزاره
گروه های زیر از ی΄ͬ با CG(a) صورت این در باشد. G از مرکزی غیر عضو ی a کنیم فرض همچنین

است: مزدوج زیر
و ͬ دهیم م نمایش D با را آن که G در قطری ماتریس های همه ی از متش΄ل گروهͬ زیر (١)

.|D| = (q − ٢(١

.|I| = q٢ − ١ و ͬ دهیم م نمایش I با را آن که ،G از دوری گروه زیر ی (٢)١ x

٠ ١
 ش΄ل به ماتریس هایی همه ی شامل G از سیلو گروه ‐زیر p ی P که ،PZ(G) (٣)

.|PZ(G)| = q(q − ١) و است زمینه میدان به متعلق x که طوری به است

.diam(ΓG) = ٢ صورت این در باشد. ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض [١ ·٢ گزاره ،٣] .٢ . ١ . ٢ گزاره
است. ٣ با برابر ΓG کمر همچنین است. همبند ΓG بعلاوه،

است. ٢ با برابر غالب عدد ساده، ناآبلͬ متناهͬ گروه هر برای (١) [١٨ ·٢ گزاره ،٣] .٢ . ١ . ٣ گزاره
آنگاه ،n > ٢ یا |F | > ٣ و n = ٢ اگر باشد. میدان ی F و صحیح عددی n کنیم فرض (٢)

γ(ΓGL(n,F )) = γ(ΓSL(n,F )) = ٢.

با برابر χ(ΓG) صورت این در باشد. ناآبلͬ متناهͬ گروه ی G کنیم فرض [١ · ۴ لم ،٣] .٢ . ١ . ١ لم
همچنین است. برابر G با آنها اجتماع که است G در آبلͬ زیرگروه های تعداد کمترین

ω(ΓG) ≤ χ(ΓG) ≤ |G : Z(G)| .

صورت این در است. ناآبلͬ متناهͬ ‐گروه AC ی G کنیم فرض [۴ · ٢ لم ،٣] .٢ . ١ . ٢ لم
.ω(ΓG) = χ(ΓG)



١٧ گروه ی ناجابجایی گراف
صورت این در .q > ٢ و G = GL(٢, q) کنیم فرض [٣ · ۴ گزاره ،٣] .۴ . ٢ . ١ گزاره

ω(ΓG) = χ(ΓG) = q٢ + q + ١.
.|G| = |H| آنگاه ΓG

∼= ΓH باشیم داشته H گروه برای اگر همچنین
این در .ΓG

∼= ΓS٣ که طوری به باشد ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض [٢ · ٣ گزاره ٣] .۵ . ٢ . ١ گزاره
.G ∼= S٣ صورت

این در باشد. صحیح عددی n > ٢ و گروه ی G کنیم فرض [١۶ · ٣ قضیه ٣] .۶ . ٢ . ١ گزاره
صورت

.|G| = |Sn| آنگاه ΓG
∼= ΓSn اگر (١)

.|G| = |An| آنگاه ΓG
∼= ΓAn و n > ٣ اگر (٢)

گروهͬ H اگر .G = D٢n و باشد صحیح عدد n > ٢ کنیم فرض [١٩ · ٣ گزاره ،٣] .٢ . ١ . ٧ گزاره
است. ٢ اندیس با آبلͬ زیرگروهͬ شامل H و |G| = |H| آنگاه ،ΓG

∼= ΓH که باشد
که طوری به ΓG

∼= ΓAp+٣ و باشد متناهͬ گروه ی G کنیم فرض [٣ · ١ قضیه ،١٨] .٢ . ١ . ٨ گزاره
.G ∼= Ap+٣ صورت این در است. p+ ٣ درجه  از متناوب گروه Ap+٣ ،p اول عدد برای

به باشد گروهͬ G و ناآبلͬ متناهͬ ساده ی گروه ی H کنیم فرض [ ١ قضیه ،١٧] .٢ . ١ . ٩ گزاره
. |G| = |H| صورت این در ΓG

∼= ΓH که طوری
گروهͬ H و متناهͬ غیرحلپذیر ‐گروه AC ی G کنیم فرض [١۴ · ٣ گزاره ،١٨] .٢ . ١ . ١٠ گزاره

. |G| = |H| صورت این در .ΓG
∼= ΓH که باشد

گراف های با متناهͬ ناآبلͬ توان پوچ گروه دو H و G کنیم فرض [٢ · ١ قضیه ،۵] .٢ . ١ . ١١ گزاره
. |G| = |H| صورت این در .ΓG

∼= ΓH که طوری به باشند نامنتظم ناجابجایی
گروهͬ برای که طوری به باشد متناهͬ ناآبلͬ ‐گروه p ی P اگر [٢ · ١ قضیه ،۴] .٢ . ١ . ١٢ گزاره

. |G| = |P | آنگاه .ΓG
∼= ΓP باشیم داشته G مانند

است. G در تزویج رده های تعداد κ(G) زیر گزاره ی در
صورت این در باشد. متناهͬ گروه ی G کنیم فرض [١ · ٢ لم ،٢٩] .٢ . ١ . ١٣ گزاره

|E(ΓG)| =
١
٢ |G| (|G| − κ(G)).

هر برای صورت این در باشد. دووجهͬ گروه D٢n کنیم فرض [٨ · ٣ قضیه ،۴٢] .١۴ . ٢ . ١ گزاره
است: برقرار زیر اح΄ام ،n طبیعͬ عدد

آنگاه باشد زوج عددی n اگر (١)



گروه ها جابجایی گراف و ناجابجایی گراف ١٨
.ω(ΓD٢n) =

n٢ + ١ (i)

.α(ΓD٢n) = n− ٢ (ii)

.χ(ΓD٢n) =
n٢ + ١ (iii)

.β(ΓD٢n) = n (iv)

آنگاه باشد فرد عددی n اگر (٢)
.ω(ΓD٢n) = n+ ١ (i)

.α(ΓD٢n) = n− ١ (ii)

.χ(ΓD٢n) = n+ ١ (iii)

.β(ΓD٢n) = n (iv)

گروه ها جابجایی گراف  ٢ . ٢
جابجایی گراف گروه این به باشد. آن از زیرمجموعه ای X و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض
x متمایز رأس دو و است گراف رأس های مجموعه ی X ͬ دهیم: م نسبت گونه این را C(G,X)

باشد، G مرکزی غیر عناصر مجموعه ی X که حالتͬ در .yx = xy اگر تنها و اگر مجاورند y و
ͬ دهیم. م نمایش ∆(G) با را G جابجایی گراف

آن و کرده اند مطالعه X و G مختلف انتخاب های برای را C(G,X) پژوهش·ران از بسیاری
آمده بدست نتایج از برخͬ به نمونه برای داده اند. قرار بررسͬ مورد متفاوت دیدگاه های از را
مرتبه G و X = G − {١} که حالتͬ برای گراف این ،[١٠] در ͬ کنیم. م اشاره زمینه این در
رده ی X و متقارن G که حالتͬ برای ،[٧] در گراف این است. شده مطالعه دارد، زوج
[٣٣] ١ موشه پایان نامه در زمینه این در بیشتر تحقیقات است. شده بررسͬ است G در تزویج
وابسته جابجایی گراف های مورد در آمده بدست نتایج برخͬ به بخش این در ͬ شود. م یافت

ͬ پردازیم. م گروه ها به
آن در تزویج رده ی ی X و G = Sn که حالتͬ برای C(G,X) جابجایی گراف قطر زیر قضیه در

است. شده محاسبه است،
و m ≥ ٣ ،|Fix(σ)| = m + r که طوری به σ ∈ Sn کنیم فرض [٢ · ١ قضیه ،۶] .٢ . ٢ . ١ قضیه

صورت: این در .r ≥ ٠
.diamC(G,X) = ⌈m−١

r ⌉+ ١ آنگاه ،r ≥ ١ و σ = (١٢٣...m) اگر (١)
.diamC(G,X) ≤ ⌈m−١

r ⌉+ ٣ آنگاه ،σ = (١٢٣...m)(m+ ١ m+ ٢) و r ≥ ١ اگر (٢)
.diamC(G,X) ≤ ٣⌈m−٢

r+١ ⌉+ ۴ آنگاه σ = (١٢٣...m)(m+ ٢...١m− ١) اگر (٣)
است. G در ٣ ی مرتبه عناصر تزویج ی رده X و متقارن گروه G = Sn کنیم فرض اکنون

١Moshe



١٩ گروه ها جابجایی گراف 
: ͬ دهیم م قرار

t = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)...(٣r − ٢, ٣r − ١, ٣r).
باشد. t عنصر تزویج رده ی X = tG کنیم فرض است. ١n−٣r٣r نوع از و ٣ مرتبه ی از t بنابراین

ͬ کند. م مشخص حالت این در را C(G,X) جابجایی گراف قطر زیر قضیه ی صورت این در
[٣ · ١ ،٢ · ١ ،١ · ١ قضایای ،٣۴] .٢ . ٢ . ٢ قضیه

.diam(C(G,X)) = ٢ آنگاه n ≥ ٨r اگر (١)
.diam(C(G,X)) = ٣ آنگاه ۶r < n < ٨r اگر (٢)

.diam(C(G,X)) ≤ ۴ آنگاه n = ۶r و r > ١ اگر (٣)
گرافͬ حال باشد. ef١١ e

f٢٢ . . . efmm نوع از دوری a ∈ G و متقارن گروه G = Sn کنیم فرض
مجموعه با گرافͬ Γ کنیم فرض است. وابسته a ∈ G عنصر دور نوع به که ͬ کنیم م معرفͬ را

یالهای مجموعه و V (Γ) = {١,٢, ...m} رأس های
E(Γ) = {(i, j)|i ̸= j, eihi = ejhj ; ١ ≤ hi ≤ fi, ١ ≤ hj ≤ fj}

قرار ١ ≤ i ≤ m برای .hi = fi, hj = fj هرگاه ͬ نامیم م ١ کامل را (i, j) ∈ E(Γ) یال باشد.
ͬ دهیم: م

b(i) :=
ei

lcm{d : d|ei d ≤ fi}

اساس بر ادامه در .b(i) = ei و ejfj = ei هرگاه ͬ نامیم م i منبع با ٢ خاص را (i, j) ∈ E(Γ) یال
حالت این در را C(G,X) جابجایی گراف قطر که ͬ کنیم م بیان را قضیه ای فوق نمادگذاری های

ͬ کنند. م مشخص
در .X = aG و باشد ef نوع از دوری a ∈ G و G = Sn کنیم فرض [١ قضیه ،١٢] .٢ . ٢ . ٣ قضیه

.f = ١ و e ≤ ٣ یا b(١) = ١ اگر تنها و اگر است همبند C(G,X) صورت این
صورت این در .a = (١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶)(٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢) و G = Sn کنیم فرض مثال، عنوان به
C(G,X) گراف ٢ . ٢ . ٣ قضیه ی به توجه با بنابراین .b(١) = ۶٢ = ٣ و است ۶٢ نوع از دور ی a

است. ناهمبند
این در .n ≥ ٢ و باشد مرکب طبیعͬ عدد ی m کنیم فرض [١ · ١ قضیه ،٢۴] .۴ . ٢ . ٢ قضیه

و هستند همبند ∆(M(n,Zm)) و ∆(GL(n,Zm) گراف های صورت
diam(∆(GL(n,Zm)) = diam(∆(M(n,Zm))) = ٣,

است. Zm حلقه ی در درایه هایی با n× n ماتریس های همه ی حلقه ی M(n,Zm) آن در که
١exact ٢special



گروه ها جابجایی گراف و ناجابجایی گراف ٢٠
∆(G) جابجایی گراف صورت این در باشد. گروه ی G کنیم فرض [٢ ·٢ قضیه ،٣١] .۵ . ٢ . ٢ قضیه

.Q٨ یا G ∼= D٨ و p = ٢ اگر تنها و اگر است ،p اول عدد برای ،Kp کامل گراف های از اجتماعͬ
صورت این در باشد. متناهͬ ناآبلͬ ‐گروه AC ی G کنیم فرض [٢ ·٢ قضیه ،٢١] .۶ . ٢ . ٢ قضیه

با است برابر G گروه جابجایی گراف طیف
{(−١)∑n

i=١ |Xi|−n(Z(G)+١), (|X١| − |Z(G)| − ١(١, . . . , (|Xn| − |Z(G)| − ١(١},
هستند. G گروه مرکزی غیر عناصر متمایز مرکزسازهای X١, . . . , Xn آن در که

این در ͬ گیریم. م درنظر m > ٢ ازای به را D٢m دووجهͬ گروه [١ · ٣ گزاره ،٢١] .٢ . ٢ . ٧ قضیه
صورت

Spec(∆(D٢m)) =

 {(−١)m−٢, ٠m, (m− ١(٢} باشد فرد m اگر
{(−١) ٣m٢ −٣, ١m٢ , (m− ١(٣} باشد زوج m اگر

در .n ≥ ٢ و باشد یافته تعمیم کواترنیون گروه Q۴n کنیم فرض [٣ · ٣ گزاره ،٢١] .٢ . ٢ . ٨ قضیه
صورت این

Spec(∆(Q۴n)) = {(−١)٣n−٣, ١n, (٢n− ١(٣}.
و p که طوری به باشد، pq مرتبه ی از ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض [٢ · ٣ لم ،٢١] .٢ . ٢ . ٩ قضیه

صورت این در هستند. p|(q − ١) شرط با اول اعداد q
Spec(∆(G)) = {(−١)pq−q−١, (p− ٢)q, (q − ١(٢}.



٣ فصل
برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف

گروه ها
نظر در را Γ(G) ناجابجایی گراف باشد. آن مرکز Z(G) و ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض
را GL(٢, q) و D٢n مانند گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف طیف و انرژی فصل این در ͬ گیریم. م
متناهͬ گروه ی G که شرط این با را H و G گروه های مستقیم حاصلضرب ͬ کنیم. م محاسبه
ͬ پردازیم. م ΓG×H انرژی محاسبه ی به و گرفته نظر در باشد آبلͬ متناهͬ گروه ی H و ناآبلͬ

ͬ کنیم. م محاسبه را ΓD٢n×D٢n انرژی و طیف همچنین

گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی ٣ . ١

محاسبه را D٢n دووجهͬ گروه ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی قسمت این در
ͬ پردازیم. م GL(٢, q) گروه ناجابجایی گراف انرژی محاسبه ی به همچنین ͬ کنیم. م

٢١



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٢٢
.٣ . ١ . ١ قضیه

آنگاه باشد زوج عددی n اگر (١)

Spec(ΓD٢n) =


−٢ ٠ (n−٢)−√۵n١٢−٢n+۴٢ (n−٢)+√۵n١٢−٢n+۴٢

n٢ − ١ ٣n٢ − ٣ ١ ١

 .

آنگاه باشد فرد عددی n اگر (٢)

Spec(ΓD٢n) =


−١ ٠ (n−١)−√۵n٢−۶n+١٢ (n−١)+√۵n٢−۶n+١٢

(n− ١) (n− ٢) ١ ١

 .

.Spec(ΓD٢n) =

−٢ ٠ ۴
٢ ٣ ١

 آنگاه ،n = ۴ اگر (٣)

صورت به ΓD٢n گراف مجاورت ماتریس صورت این در باشد. زوج عددی n کنیم فرض برهان.
است: زیر

Aij(ΓD٢n) =



٠ ١ ≤ i, j ≤ n− ٢
٠ i = k + t, j = k + s; t, s = ٠ ١یا

و k = n− ١, n+ ١, . . . ,٢n− ٣
١ صورت این غیر در

داریم بنابراین

A(ΓD٢n) =



٠ . . . ٠ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
٠ . . . ٠ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ٠ ٠ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ٠ ٠ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠



,



٢٣ گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی
نوشت ͬ توان م لذا

det(A(ΓD٢n)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x . . . ٠ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
٠ . . . −x ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ −x ٠ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ٠ −x ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ −x ٠ . . . ١ ١ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ٠ −x . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . −x ٠ ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ٠ −x ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ −x ٠
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

نمایش c٢n−٢ ،. . . ،c٢ ،c١ و r٢n−٢ ،. . . ،r٢ ،r١ با ترتیب به را ماتریس ستون های و سطرها
سطرهای به را اول سطر برابر (−١) ابتدا ماتریس این دترمینان محاسبه ی برای ͬ دهیم. م

داریم بنابراین ͬ کنیم. م اضافه c١ ستون به را cn−٢, . . . , c٢ ستون های سپس و rn−٢ . . . , r٢

det(A(ΓD٢n)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ٠ . . . ٠ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١
٠ −x . . . ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ . . . −x ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠

n− ٢ ١ . . . ١ −x ٠ ١ ١ . . . ١ ١
n− ٢ ١ . . . ١ ٠ −x ١ ١ . . . ١ ١
n− ٢ ١ . . . ١ ١ ١ −x ٠ . . . ١ ١
n− ٢ ١ . . . ١ ١ ١ ٠ −x . . . ١ ١

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
n− ٢ ١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . −x ٠
n− ٢ ١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ٠ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

به نسبت را ماتریس بسط و ͬ گیریم م فاکتور rn−٢ ،. . . ،r٣ ،r٢ سطرهای در (−x) عبارت از



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٢۴
داریم بنابراین ͬ گیریم. م نظر در مناسب سطرهای

det(A(ΓD٢n)− Ix) = (−x)n−٣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١
n− ٢ −x ٠ ١ ١ . . . ١ ١
n− ٢ ٠ −x ١ ١ . . . ١ ١
n− ٢ ١ ١ −x ٠ . . . ١ ١
n− ٢ ١ ١ ٠ −x . . . ١ ١

... ... ... ... ... ... ... ...
n− ٢ ١ ١ ١ ١ . . . −x ٠
n− ٢ ١ ١ ١ ١ . . . ٠ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

ͬ کنیم م تقسیم بخش n٢ به را سطرها این ͬ گیریم. م نظر در را آخر سطر n فوق ماتریس در
را اول سطر برابر (−١) اول، بخش در اکنون دارد. وجود سطر ٢ بخش هر در که طوری به
بدست زیر ماتریس ترتیب این به ͬ کنیم. م اضافه دوم ستون به را سوم ستون و دوم سطر به

ͬ آید: م

det(A(ΓD٢n)− Ix) = (−x)n−٣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ٢ ١ ٢ ١ . . . ٢ ١
n− ٢ −x ٠ ٢ ١ . . . ٢ ١

٠ ٠ −x ٠ ٠ . . . ٠ ٠
n− ٢ ٢ ١ −x ٠ . . . ٢ ١

٠ ٠ ٠ ٠ −x . . . ٠ ٠
... ... ... ... ... ... ... ...

n− ٢ ٢ ١ ٢ ١ . . . −x ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

سطرها این به نسبت را ماتریس بسط و ͬ گیریم م فاکتور مناسب سطرهای در (−x) عبارت از
داشت خواهیم بنابراین ͬ گیریم. م نظر در

det(A(ΓD٢n)− Ix) = (−x)n−٣(−x)n٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ٢ ٢ ٢ . . . ٢ ٢
n− ٢ −x ٢ ٢ . . . ٢ ٢
n− ٢ ٢ −x ٢ . . . ٢ ٢
n− ٢ ٢ ٢ −x . . . ٢ ٢

... ... ... ... ... ... ...
n− ٢ ٢ ٢ ٢ . . . −x ٢
n− ٢ ٢ ٢ ٢ . . . ٢ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

به را دوم سطر برابر (−١) حال .n٢ + ١ با است برابر ستون ها و سطرها تعداد ماتریس این در
داریم سپس ͬ کنیم. م اضافه c٢ ستون به را cn٢ +١, . . . , c٣ ستون های و rn٢ +١, . . . , r٣ سطرهای



٢۵ گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی

det(A(ΓD٢n)− Ix) = (−x)n−٣(−x)n٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x n ٢ ٢ . . . ٢ ٢
n − ٢ −x + (n − ٢) ٢ ٢ . . . ٢ ٢

٠ ٠ −x − ٢ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ ٠ −x − ٢ . . . ٠ ٠
...

...
...

... . . . ...
...

٠ ٠ ٠ ٠ . . . −x − ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ −x − ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

به نسبت را ماتریس بسط و گرفته فاکتور مناسب سطرهای در (−x − ٢) عبارت از اینجا در
داریم نتیجه در ͬ گیریم. م نظر در سطرها این

PΓD٢n (x) = (−x)
٣n٢ −٣(−x− ٢)n٢ −١

∣∣∣∣∣∣ −x n

n− ٢ −x+ (n− ٢)
∣∣∣∣∣∣

است: زیر صورت به ΓD٢n مجاورت ماتریس باشد فرد عددی n اگر مشابه، طور به

Aij(ΓD٢n) =


٠ ١ ≤ i, j ≤ n− ١
٠ i = j = n, n+ ١, . . . , ٢n− ١
١ صورت این غیر در

است زیر ش΄ل به فوق ماتریس دی·ر، عبارت به

A(ΓD٢n) =



٠ . . . ٠ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
٠ . . . ٠ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ١
١ . . . ١ ٠ ١ ١ ١ . . . ١ ١
١ . . . ١ ١ ٠ ١ ١ . . . ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ٠ ١ . . . ١ ١
١ . . . ١ ١ ١ ١ ٠ . . . ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ٠ ١
١ . . . ١ ١ ١ ١ ١ . . . ١ ٠



.

داریم: محاسبات انجام با

PΓD٢n (x) =

 (−x)
٣n٢ −٣(−x− ٢)n٢ −١(x٢ − x(n− ٢)− n(n− ٢)) باشد زوج n اگر

(−x)n−٢(−x− ١)n−١(x٢ − x(n− ١)− n(n− ١)) باشد فرد n .اگر
باشد زوج n اگر نتیجه در

Spec(ΓD٢n) =


−٢ ٠ (n−٢)−√۵n١٢−٢n+۴٢ (n−٢)+√۵n١٢−٢n+۴٢

n٢ − ١ ٣n٢ − ٣ ١ ١

 ,



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٢۶
باشد فرد n اگر و

Spec(ΓD٢n) =


−١ ٠ (n−١)−√۵n٢−۶n+١٢ (n−١)+√۵n٢−۶n+١٢

(n− ١) (n− ٢) ١ ١

 .

.٣ . ١ . ١ نتیجه

E(ΓD٢n) =

 (n− ٢) +√۵n٢ − ١٢n+ ۴ باشد زوج n اگر
(n− ١) +√۵n٢ − ۶n+ ١ باشد فرد n .اگر

است. شده داده دووجهͬ گروه های برخͬ ناجابجایی گراف انرژی ،٣ . ١ جدول در
گروه ها مشخصه چندجمله ای ویژه مقادیر انرژی
D۶ (−x)(−x − ٢(١(x٢ − ٢x − ۶) (٠)١, (−١)٢, (١ +

√٧), (١ −
√٧) ٢ + ٧√٢

D٨ (−x)٣(−x + ۴)(−x − ٢(٢ (٠)٣, (۴)١, (−٢)٢ ٨
D١٠ (−x)٣(−x − ١)۴(x٢ − ۴x − ٢٠) (٠)٣, (−١)۴, (٢ − ٢√۶), (٢ + ٢√۶) ۴ + ۴√۶
D١٢ (−x)۶(−x − ٢(٢(x٢ − ۴x − ٢۴) (٠)۶, (−٢)٢, (٢ + ٧√٢), (٢ − ٧√٢) ۴ + ۴√٧
D١۶ (−x)٩(−x − ٣(٢(x٢ − ۶x − ۴٨) (٠)٩, (−٢)٣, (٣ +

√۵٧), (٣ −
√۵٧) ۶ + ٢√۵٧

برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و ویژه مقادیر مشخصه، ای جمله چند :٣ . ١ جدول
گروه ها.

صورت این در . q = pn > ٢ و باشد اول عدد ی p ،G = GL(٢, q) کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه
PΓG

(x) = x(n−t)

[
x٣ +

(
− q۴ + q٣ + ۴q٢ − ۶q + ٢)x٢ +

(
− ٢q۶ + ۶q۵ − q۴

− ١٣q٣ + ١۵q٢ − ۵q)x− (q − ١)۴q٢(q − ٢)(q + ١)
]
(x+ (q − ٢(١)q

(x+ q(q − ١)) q٢−q−٢٢ (x+ (q − ١)(q − ٢)) q٢+q−٢٢

.t = q٢ + q + ١ که جایی
داریم ،٢ . ١ . ١ گزاره ی به توجه با برهان.

G− Z(G) = (
∪̇

g∈G
((PZ(G))g − Z(G)) ∪ (

∪̇
g∈G

Ig − Z(G))

∪ (
∪̇

g∈G
Dg − Z(G)),

q٢ − ١ مرتبه ی از دوری زیرگروهͬ I و قطری ماتریس های همه ی از زیرگروهͬ D که قسمͬ به
ش΄ل به ماتریس هایی همه ی شامل G از سیلو ‐زیرگروه p ی P همچنین ͬ باشند. م G در
مزدوج های تعداد همچنین .|PZ(G)| = q(q−١) و |D| = (q − ٢(١ این بر علاوه است.

١ x

٠ ١




٢٧ گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی
مرکزی غیر عنصر هر برای چون .q+ ١ و q(q−١)٢ ، q(q+١)٢ با است برابر ترتیب به PZ(G) و I ،D
در .CG(I) = I و PZ(G) = CG(x) ،P از x بدیهͬ غیر عنصر هر برای ،CG(d) = D ،D از d

که است ‐بخشͬ t کامل گراف ی G گروه ناجابجایی گراف صورت این
t =

q(q + ١)
٢ +

q(q − ١)
٢ + q + ١ = q٢ + q + ١.

داریم ،١ . ٣ . ١ قضیه ی به توجه با
PΓG

(x) = x(n−t)

[
x٣ +

(
− q۴ + q٣ + ۴q٢ − ۶q + ٢)x٢ +

(
− ٢q۶ + ۶q۵ − q۴

− ١٣q٣ + ١۵q٢ − ۵q)x− (q − ١)۴q٢(q − ٢)(q + ١)
]
(x+ (q − ٢(١)q

(x+ q(q − ١)) q٢−q−٢٢ (x+ (q − ١)(q − ٢)) q٢+q−٢٢ .

برقرار زیر شرایط صورت این در .∆ =
( p٣

)٣
+

( q٢
)٢ و x٣ + px + q = ٠ کنیم فرض .٣ . ١ . ١ لم

است:
دارد. حقیقͬ ریشه ی ی معادله آنگاه ∆ > ٠ اگر (١)
دارد. حقیقͬ ریشه ی سه معادله آنگاه ∆ < ٠ اگر (٢)

داریم: حالت دو آنگاه ∆ = ٠ اگر (٣)
دارد. مضاعف ریشه ی ی و ساده ریشه ی ی معادله آنگاه ،p, q ̸= ٠ اگر (i)

دارد. گانه سه ریشه ی معادله آنگاه ،p = q = ٠ اگر (ii)
.٣ . ١ . ٢ نتیجه

E(ΓGL(٢,q)) =
∣∣∣∣٢A− b

٣
∣∣∣∣+٢

∣∣∣∣A+
b

٣
∣∣∣∣+q(q−١)٢+q٢ − q − ٢

٢ q(q−١)+q٢ + q − ٢
٢ (q−١)(q−٢).

داریم ،٣ . ١ . ٢ قضیه به توجه با برهان.
PΓG

(x) = x(n−t)

[
x٣ +

(
− q۴ + q٣ + ۴q٢ − ۶q + ٢)x٢ +

(
− ٢q۶ + ۶q۵ − q۴

− ١٣q٣ + ١۵q٢ − ۵q)x− (q − ١)۴q٢(q − ٢)(q + ١)
]
(x+ (q − ٢(١)q

(x+ q(q − ١)) q٢−q−٢٢ (x+ (q − ١)(q − ٢)) q٢+q−٢٢ .

کنیم فرض
f(x) = x٣ + (−q۴ + q٣ + ۴q٢ − ۶q + ٢)x٢ + (−٢q۶ + ۶q۵ − q۴ − ١٣q٣ + ١۵q٢ − ۵q)x

− (q − ١)۴q٢(q − ٢)(q + ١),



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٢٨
b = (−q۴ + q٣ + ۴q٢ − ۶q + ٢),

c = (−٢q۶ + ۶q۵ − q۴ − ١٣q٣ + ١۵q٢ − ۵q),
d = −(q − ١)۴q٢(q − ٢)(q + ١).

x = y− b٣ ͬ دهیم م قرار محاسبات انجام در راحتͬ برای .f(x) = x٣+bx٢+cx+dصورت این در
و α = b٢−٢b٣ + c که طوری به ͬ دهیم م تغییر g(y) = f(y − b٣) = y٣ + αy + β به را f(x) و

داریم بنابراین .β = −b٣+٣b٩−٢bc٢٧ + d

∆ = (
α

٣ )٣ + (
β

٢(٢.

نتیجه در دارد. حقیقͬ ریشه ی سه g(y) پس ∆ < ٠ چون ،٣ . ١ . ١ لم به توجه با

y١ = A+B, y٢,٣ = − ١
٢(A+B)± i

√٣
٢ (A−B),

پس هستند حقیقͬ ریشه ها چون .B = ٣
√

−β٢ −
√
∆ و A = ٣

√
−β٢ +

√
∆ که جایی

نتیجه در .y٢, y٣ = −A و y١ = ٢A پس .A = B بنابراین ، i√٣٢ (A−B) = ٠

E(ΓGL(٢,q)) =
n∑

i=١
|λi|

=

∣∣∣∣٢A− b

٣
∣∣∣∣+ ٢

∣∣∣∣−A− b

٣
∣∣∣∣+ q

∣∣∣−(q − ٢(١∣∣∣+ q٢ − q − ٢
٢

|−q(q − ١)|+ q٢ + q − ٢
٢

∣∣−(q − ١)(q − ٢)∣∣
=

∣∣∣∣٢A− b

٣
∣∣∣∣+ ٢

∣∣∣∣A+
b

٣
∣∣∣∣+ q(q − ٢(١ +

q٢ − q − ٢
٢ q(q − ١)

+
q٢ + q − ٢

٢ (q − ١)(q − ٢).

.٣ . ١ . ٣ قضیه
آنگاه باشد زوج n اگر (١)

Spec(L(ΓD٢n)) =

٢n− ٢ ٢n− ۴ n ٠
n٢ n٢ n− ٣ ١

 .

آنگاه باشد فرد n اگر (٢)

Spec(L(ΓD٢n)) =

٠ n ٢n− ١
١ n− ٢ n

 .



٢٩ گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و انرژی

.Spec(L(ΓD٢n)) =

٠ ۴ ۶
١ ٣ ٢

 آنگاه ،n = ۴ اگر (٣)

زیر صورت به Γ(D٢n) ناجابجایی گراف لاپلاسین ماتریس باشد. زوج n کنیم فرض برهان.
است:

L(ΓD٢n) =



n . . . ٠ −١ −١ −١ −١ . . . −١ −١
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
٠ . . . n −١ −١ −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ (٢n − ۴) ٠ −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ ٠ (٢n − ۴) −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ −١ −١ (٢n − ۴) ٠ . . . −١ −١
−١ . . . −١ −١ −١ ٠ (٢n − ۴) . . . −١ −١
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
−١ . . . −١ −١ −١ −١ −١ . . . (٢n − ۴) ٠
−١ . . . −١ −١ −١ −١ −١ . . . ٠ (٢n − ۴)


,

داریم صورت این در
det(L(ΓD٢n)− Ix) =

n − x . . . ٠ −١ −١ . . . −١ −١
... . . . ...

...
... . . . ...

...
٠ . . . n − x −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ (٢n − ۴) − x ٠ . . . −١ −١
−١ . . . −١ ٠ (٢n − ۴) − x . . . −١ −١
... . . . ...

...
... . . . ...

...
−١ . . . −١ −١ −١ . . . (٢n − ۴) − x ٠
−١ . . . −١ −١ −١ . . . ٠ (٢n − ۴) − x


,

بنابراین ͬ گیریم. م نظر در است، فرد n که حالتͬ در را ΓD٢n گراف لاپلاسین ماتریس اکنون
داریم

det(L(ΓD٢n)− Ix) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n − x . . . ٠ −١ −١ −١ −١ . . . −١ −١
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
٠ . . . n − x −١ −١ −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ ٢n − x −١ −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ −١ ٢n − x −١ −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ −١ −١ ٢n − x −١ . . . −١ −١
−١ . . . −١ −١ −١ −١ ٢n − x . . . −١ −١
... . . . ...

...
...

...
... . . . ...

...
−١ . . . −١ −١ −١ −١ −١ . . . ٢n − x −١
−١ . . . −١ −١ −١ −١ −١ . . . −١ ٢n − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

داریم محاسبات انجام و ٣ . ١ . ١ قضیه ی اثبات با مشابه

PL(ΓD٢n )(x) =

 x(x− n)(n−٣)(x− (٢n− ۴))(n٢ )(x− (٢n− ٢))n٢ باشد زوج n اگر
(−x)(n− x)n−٢))٢n− ١)− x)n باشد فرد n .اگر

باشد زوج n اگر بنابراین

Spec(L(ΓD٢n)) =

٢n− ٢ ٢n− ۴ n ٠
n٢ n٢ n− ٣ ١

 ,



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٣٠
باشد فرد n اگر و

Spec(L(ΓD٢n)) =

٠ n ٢n− ١
١ n− ٢ n

 .

.٣ . ١ . ٣ نتیجه
LE(ΓD٢n) =


٢n(n٢−۴n+۶)٢n−٢ باشد زوج n اگر

٣n(n− ١) باشد فرد n .اگر
گراف لاپلاسین انرژی و ویژه مقادیر لاپلاسین، مشخصه چندجمله ای ،٢ · ٣ جدول در

است. شده داده دووجهͬ گروه های برخͬ ناجابجایی

گروه ها مشخصه جمله ای چند ویژه مقادیر لاپلاسین انرژی
D٨ x(x− ۴)٣(x− ۶)٢ (٠)١, (۴)٣, (۶)٢ ٨
D١٠ (−x)(x− ۵)٩)٣ − x)۵ (٠)١, (۵)٣, (٩)۵ ۶٠
D١٢ x(x− ۶)٣(x− ٣(٨(x− ٣(١٠ (٠)١, (۶)٣, (٨)٣, (١٠)٣ ١٠٨۵
D١۴ (−x)(x− ٧)۵(١٣ − x)٧ (٠)١, (٧)۵, (١٣)٧ ١٢۶
D١۶ x(x− ٨)۵(x− ١٢)۴(x− ١۴)۴ (٠)١, (٨)۵, (١٢)۴, (١۴)۴ ٣٠۴٧

ناجابجایی گراف لاپلاسین انرژی و ویژه مقادیر مشخصه، جمله ای چند :٣ . ٢ جدول
گروه ها. برخͬ

گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی ٣ . ٢

متناهͬ گروه ی G که شرط این با را H و G گروه های مستقیم حاصلضرب بخش این در
ͬ پردازیم. م ΓG×H انرژی محاسبه ی به و گرفته نظر در باشد آبلͬ متناهͬ گروه ی H و ناآبلͬ

ͬ کنیم. م محاسبه را ΓD٢n×D٢n انرژی و طیف همچنین



٣١ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی
باشد. n مرتبه ی از متناهͬ آبلͬ گروه ی H و متناهͬ ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه

.E(ΓG×H) = nE(ΓG) صورت این در
و G گروه های ناجابجایی گراف های مجاورت ماتریس های A(H) و A(G) کنیم فرض برهان.

است. زیر ش΄ل به ΓG×H مجاورت ماتریس صورت این در باشند. H

A(ΓG×H) =


A(G) A(G) . . . A(G)

A(G) A(G) . . . A(G)

... ... ... ...
A(G) A(G) . . . A(G)

 .

داریم بنابراین

det(A(ΓG×H)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(G)− Ix A(G) . . . A(G)

A(G) A(G)− Ix . . . A(G)

... ... ... ...
A(G) A(G) . . . A(G)− Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

طرفͬ از
det(A(ΓG×H)− Ix) = |(A(G)− Ix) + (n− ١)A(G)| |(A(G)− Ix)−A(G)|n−١

= |nA(G)− Ix| |−Ix|n−١ .

بنابراین
PA(ΓG×H)(x) = n |−Ix|n−١ PA(G)(

x

n
).

آنگاه باشند A(G) ویژه مقادیر λ١, λ٢, . . . , λt اگر
x١ = nλ١, x٢ = nλ٢, . . . , xt = nλt ,

لذا هستند. A(ΓG×H) ویژه مقادیر

E(ΓG×H) =

t∑
i=١

|λi|

= |nλ١|+ |nλ٢|+ . . .+ |nλt|

= n(|λ١|+ . . .+ |λt|)

= nE(ΓG).



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٣٢
صورت این در .H = Z۶ و G = D۶ کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ مثال

PΓG×H
(x) = (−x)٢۶(−x− ۶)٢(x٢ − ١٢x− ٢١۶)

و
E(ΓG×H) = ۶E(ΓG) = ۶(٢ + ٧√٢).

زیر صورت به G ×H گروه ناجابجایی گراف مجاورت ماتریس ، ٣.٢.١ قضیه به توجه با حل.
است:

A(ΓG×H) =



A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)


.

داریم بنابراین

det(A(ΓG×H)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A(G) − Ix A(G) A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) − Ix A(G) A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) − Ix A(G) A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) − Ix A(G) A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) − Ix A(G)

A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) A(G) − Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

اضافه ششم سطر تا دوم سطر به را اول سطر برابر (−١) ابتدا دترمینان این محاسبه ی برای
را ماتریس بسط و ͬ کنیم م اضافه اول ستون به را ششم تا دوم ستون های سپس ͬ کنیم. م

داریم صورت این در ͬ گیریم. م نظر در ششم تا دوم سطرهای به نسبت

det(A(ΓG×H)− Ix) = (−x)٢۵

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ٠ ۶ ۶ ۶
٠ −x ۶ ۶ ۶
۶ ۶ −x ۶ ۶
۶ ۶ ۶ −x ۶
۶ ۶ ۶ ۶ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

بسط ͬ کنیم. م اضافه اول ستون به را دوم ستون و دوم سطر به را اول سطر برابر (−١) اکنون
داریم و ͬ گیریم م نظر در دوم سطر به نسبت را ماتریس

det(A(ΓG×H)− Ix) = (−x)٢۶

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ۶ ۶ ۶
١٢ −x ۶ ۶
١٢ ۶ −x ۶
١٢ ۶ ۶ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



٣٣ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی
به را چهارم و سوم ستون های سپس و چهارم و سوم سطر به را دوم سطر برابر (−١) ادامه در

داریم بنابراین ͬ کنیم. م اضافه دوم ستون

det(A(ΓG×H)− Ix) = (−x)٢۵(−x− ۶)٢
∣∣∣∣∣∣−x ١٨
١٢ −x+ ١٢

∣∣∣∣∣∣ .
نتیجه در

PΓG×H
(x) = (−x)٢۶(−x− ۶)٢(x٢ − ١٢x− ٢١۶)

داریم ٣.١ جدول به توجه با و
E(ΓG×H) = ۶(٢ + ٧√٢) = ۶E(ΓG).

صورت این در .G = D٨ کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ لم
PΓG×G

(x) = (−x)۴۵(−x+ ٨)(−x− ۴)۴(x٢ + ٨x− ٣٢)۴(x٢ − ۴٠x− ١٢٨)
و

E(ΓG×G) =
۶٠∑
i=١

|λi| = ٣)٨ +
√٣٣ + ۴√٣).

Z(G) رأس های کردن اضافه با A(G) با مشابه را A٠(G) مجاورت ماتریس ،G گروه برای برهان.
ستون های و سطرها برخͬ در تنها A٠(G) و A(G) ماتریس های ͬ گیریم. م نظر در A(G) به

داشت خواهیم صورت این در هستند. متفاوت صفر

A٠(ΓG×G) =



A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) J J J J

A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) J J J J

A٠(G) A٠(G) J J A٠(G) A٠(G) J J

A٠(G) A٠(G) J J A٠(G) A٠(G) J J

A٠(G) A٠(G) J J J J A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) J J J J A٠(G) A٠(G)


.

بنابراین

det(A٠(ΓG×G)− Ix) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A٠(G) − Ix A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) − Ix A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) A٠(G) − Ix A٠(G) J J J J

A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) − Ix J J J J

A٠(G) A٠(G) J J A٠(G) − Ix A٠(G) J J

A٠(G) A٠(G) J J A٠(G) A٠(G) − Ix J J

A٠(G) A٠(G) J J J J A٠(G) − Ix A٠(G)

A٠(G) A٠(G) J J J J A٠(G) A٠(G) − Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

و r٨ ،. . . ،r٢ ، r١ با را هستند) بلوکͬ ماتریس های آن درایه های (که ماتریس سطرهای
ماتریس این دترمینان محاسبه ی برای ͬ دهیم. م نمایش c٨ ،. . . ،c٢ ،c١ را آن ستون های



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ٣۴
(−١) اکنون ͬ کنیم. م اضافه c١ به را c٢ ستون سپس و r٢ سطر به را r١ سطر برابر (−١) ابتدا
r۵ سطرهای برای را روند این ͬ کنیم. م اضافه c٣ به را c۴ ستون سپس و r۴ به را r٣ سطر برابر

داریم بنابراین ͬ کنیم. م تکرار r٨ و r٧ برای همچنین و r۶ و
det(A٠(ΓG×G)− Ix) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢A٠(G) − Ix A٠(G) ٢A٠(G) A٠(G) ٢A٠(G) A٠(G) ٢A٠(G) A٠(G)

٠ −Ix ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٢A٠(G) A٠(G) ٢A٠(G) − Ix A٠(G) ٢J J ٢J J

٠ ٠ ٠ −Ix ٠ ٠ ٠ ٠
٢A٠(G) A٠(G) ٢J J ٢A٠(G) − Ix A٠(G) ٢J J

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −Ix ٠ ٠
٢A٠(G) A٠(G) ٢J J ٢J J ٢A٠(G) − Ix A٠(G)

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

نتیجه در
det(A٠(ΓG×G)− Ix) =

|−Ix|۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢A٠(G)− Ix ٢A٠(G) ٢A(G)٠ ٢A٠(G)
٢A٠(G) ٢A٠(G)− Ix ٢J ٢J
٢A٠(G) ٢J ٢A٠(G)− Ix ٢J
٢A٠(G) ٢J ٢J ٢A٠(G)− Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

ͬ کنیم. م اضافه c٢ به را c۴ و c٢ به را c٣ همچنین و r۴ و r٣ به را r٢ سطر برابر (−١) ادامه در
بنابراین

det(A٠(ΓG×G)− Ix) =

|−Ix|۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢A٠(G)− Ix ۶A٠(G) ٢A٠(G) ٢A٠(G)
٢A٠(G) ٢A٠(G)− Ix+ ۴J ٢J ٢J

٠ ٠ ٢A٠(G)− Ix− ٢J ٠
٠ ٠ ٠ ٢A٠(G)− Ix− ٢J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

داریم سپس

det(A٠(ΓG×G)− Ix) = |−Ix|۴ ∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣٢
∣∣∣∣∣∣٢A

٠(G)− Ix ۶A٠(G)
٢A٠(G) ٢A٠(G)− Ix+ ۴J

∣∣∣∣∣∣ .
نوشت ͬ توان م محاسبات انجام با

∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣٢ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x − ٢ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠ −٢ −٢
−٢ −x − ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ −٢ −٢
٠ ٠ −x − ٢ −٢ ٠ ٠ −٢ −٢
٠ ٠ −٢ −x − ٢ ٠ ٠ −٢ −٢
٠ ٠ ٠ ٠ −x − ٢ −٢ −٢ −٢
٠ ٠ ٠ ٠ −٢ −x − ٢ −٢ −٢

−٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −x − ٢ −٢
−٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −x − ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢
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ستون به را c٢ ستون و r٢ سطر به را r١ سطر برابر (−١) ابتدا دترمینان، این محاسبه ی برای
این به نسبت را ماتریس بسط و گرفته فاکتور دوم سطر در −x عبارت از ͬ کنیم. م اضافه C١
c٣ ستون به را c۴ ستون و r۴ سطر به را r٣ سطر برابر (−١) همچنین ͬ گیریم. م نظر در سطر
این به نسبت را ماتریس بسط و گرفته فاکتور چهارم سطر در −x عبارت از ͬ کنیم. م اضافه
ͬ کنیم م تکرار r٨ و r٧ سطرهای و r۶ و r۵ سطرهای برای را روند این ͬ گیریم. م نظر در سطر

داریم و
∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣٢ = (−x)٨

∣∣∣∣∣∣
−x − ۴ ٠ ٠ −۴

٠ −x − ۴ ٠ −۴
٠ ٠ −x − ۴ −۴

−۴ −۴ −۴ −x − ۴

∣∣∣∣∣∣
٢
.

داریم بنابراین کرد. محاسبه نیز را دترمینان این ͬ توان م بالا روند مشابه
∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣٢ = (−x)٨(−x− ۴)۴(x٢ + ٨x− ٢(٣٢.

٢A∣∣∣∣∣∣همچنین
٠(G)− Ix ۶A٠(G)
٢A٠(G) ٢A٠(G)− Ix+ ۴J

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ٠ ٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ۶ ۶ ۶ ۶ ٠ ٠
٠ −x ٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ۶ ۶ ۶ ۶ ٠ ٠
٢ ٢ −x ٠ ٢ ٢ ٠ ٠ ۶ ۶ ٠ ٠ ۶ ۶ ٠ ٠
٢ ٢ ٠ −x ٢ ٢ ٠ ٠ ۶ ۶ ٠ ٠ ۶ ۶ ٠ ٠
٢ ٢ ٢ ٢ −x ٠ ٠ ٠ ۶ ۶ ۶ ۶ ٠ ٠ ٠ ٠
٢ ٢ ٢ ٢ ٠ −x ٠ ٠ ۶ ۶ ۶ ۶ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ٠ −x + ۴ ۴ ۶ ۶ ۶ ۶ ۴ ۴
٠ ٠ ٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ٠ ۴ −x + ۴ ۶ ۶ ۶ ۶ ۴ ۴
٢ ٢ ٠ ٠ ٢ ٢ ٠ ٠ ۶ ۶ ٠ − x + ۴ ۴ ۶ ۶ ۴ ۴
٢ ٢ ٠ ٠ ٢ ٢ ٠ ٠ ۶ ۶ ۴ −x + ۴ ۶ ۶ ۴ ۴
٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ۶ ۶ ۶ ۶ −x + ۴ ۴ ۴ ۴
٢ ٢ ٢ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ۶ ۶ ۶ ۶ ۴ −x + ۴ ۴ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ −x + ۴ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ ۴ −x + ۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=M

(−١) همچنین ͬ کنیم. م اضافه c١ به را c٢ ستون سپس و r٢ به را r١ سطر برابر (−١) اکنون
برای دو به دو را روند این ͬ کنیم. م اضافه c٣ به را c۴ ستون سپس و r۴ به را r٣ سطر برابر
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داریم بنابراین ͬ کنیم. م تکرار ستون ها و سطرها ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣دی·ر

−x ٠ ۴ ٢ ۴ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٢ ۶ ١٢ ۶ ٠ ٠
٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
۴ ٢ −x ٠ ۴ ٢ ٠ ٠ ١٢ ۶ ٠ ٠ ١٢ ۶ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
۴ ٢ ۴ ٢ −x ٠ ٠ ٠ ١٢ ۶ ١٢ ۶ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ۴ ٢ ۴ ٢ ٠ ٠ −x + ٨ ۴ ١٢ ۶ ١٢ ۶ ٨ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
۴ ٢ ٠ ٠ ۴ ٢ ٠ ٠ ١٢ ۶ ٠ − x + ٨ ۴ ١٢ ۶ ٨ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠ ٠ ٠
۴ ٢ ۴ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٢ ۶ ۶ ۶ −x + ۴ ۴ ۴ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٨ ۴ ٨ ۴ ٨ ۴ −x + ٨ ۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=M.

در سطرها این به نسبت را ماتریس بسط و گرفته فاکتور مناسب سطرهای در (−x) عبارت از
داشت خواهیم صورت این در ͬ گیریم. م نظر

M = (−x)٩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ۴ ۴ ٠ ١٢ ١٢ ٠
۴ −x ۴ ١٢ ٠ ١٢ ٠
۴ ۴ −x ١٢ ١٢ ٠ ٠
٠ ۴ ۴ −x+ ٨ ١٢ ١٢ ٨
۴ ٠ ۴ ١٢ −x+ ٨ ١٢ ٨
۴ ۴ ٠ ١٢ ١٢ −x+ ٨ ٨
٠ ٠ ٠ ٨ ٨ ٨ −x+ ٨

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

بنابراین ͬ کنیم. م اضافه r٣ به را r۶ و r٢ به را r۵ ،r١ به را r۴ سطر اینجا در

M = (−x)٩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ٠ ٠ x− ٨ ٠ ٠ −٨
٠ −x ٠ ٠ x− ٨ ٠ −٨
٠ ٠ −x ٠ ٠ x− ٨ −٨
٠ ۴ ۴ −x+ ٨ ١٢ ١٢ ٨
۴ ٠ ۴ ١٢ −x+ ٨ ١٢ ٨
۴ ۴ ٠ ١٢ ١٢ −x+ ٨ ٨
٠ ٠ ٠ ٨ ٨ ٨ −x+ ٨

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم ،١ . ٣ . ٣ قضیه به توجه با

detM = (−x)٩(−x)٣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x+ ٨ ١٢ + ۴(x−٨)
x ١٢ + ۴(x−٨)

x ٨ − ۶۴
x

١٢ + ۴(x−٨)
x −x+ ٨ ١٢ + ۴(x−٨)

x ٨ − ۶۴
x

١٢ + ۴(x−٨)
x ١٢ + ۴(x−٨)

x −x+ ٨ ٨ − ۶۴
x

٨ ٨ ٨ −x+ ٨

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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داریم ،۴ . ١ . ٣ قضیه به توجه با
detM = (−x)٩(x٢ + ٨x− ٢(٣٢(x٢ − ۴٠x− ١٢٨)(−x+ ٨).

که گرفت نتیجه ͬ توان م اثبات، آغاز توضیحات به توجه با
PΓG×G

(x) =
(−x)۴٩(−x+ ٨)(−x− ۴)۴(x٢ + ٨x− ٣٢)۴(x٢ − ۴٠x− ١٢٨)

(−x)۴
= (−x)۴۵(−x+ ٨)(−x− ۴)۴(x٢ + ٨x− ٣٢)۴(x٢ − ۴٠x− ١٢٨)

و
E(ΓG×G) =

۶٠∑
i=١

|λi| = ٣)٨ +
√٣٣ + ۴√٣).

صورت این در .G = D١٢ کنیم فرض .٣ . ٢ . ٢ لم
PΓG×G

(x) = (−x)١١۶(x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)۴(x+ ۴)۴(x+ ٢۴)(x٣ − ٣٨۴x+ ٢٣٠۴)
(x۴ − ١٠۴x٣ − ١١۵٢x٢ + ۵٣٧۶x+ ۵۵٢٩۶)

و
E(ΓD١٢×D١٢) =۴٠ + ۴(|α١|+ |α٢|+ |α٣|

)
+

(
|β١|+ |β٢|+ |β٣|

)
+

(
|γ١|+ |γ٢|+ |γ٣|+ |γ۴|

)
,

ریشه های α٣ ،α٢ ،α١ ،PΓG×G
(x) در ۴ درجه ی جمله ای چند ریشه های γ۴ ،γ٣ ،γ٢ ،γ١ آن در که

هستند. (
x٣ − ٣٨۴x+ ٢٣٠۴) ریشه های β٣ ،β٢ ،β١ همچنین و (

x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)
داریم ،٣ . ٢ . ١ لم اثبات به توجه با برهان.

PΓG×G
(x) = | − Ix|٢|٧A٠(G)− Ix− ٢J |٢

∣∣∣∣∣٢A
٠(G) − Ix ۴A٠(G) ۶A٠(G)

٢A٠(G) ۴A٠(G) − Ix ۶J
٢A٠(G) ۴J ٢A٠(G) − Ix + ۴J

∣∣∣∣∣ .
دید ͬ توان م ،٣ . ٢ . ١ لم اثبات مشابه

∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣٢ = (−x)١۴(x+ ۴)۴(x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)٢
.

کنیم فرض حال


٢A٠(G)− Ix ۴A٠(G) ۶A٠(G)
٢A٠(G) ۴A٠(G)− Ix ۶J
٢A٠(G) ۴J ٢A٠(G)− Ix+ ۴J

 =M.
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داریم محاسبات انجام با

det(M) = (−x)٢٢∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ۴ ۴ ۴ ٠ ٨ ٨ ٨ ٠ ٠ ١٢ ١٢ ١٢ ٠
٨ −x ۴ ۴ ١۶ ٠ ٨ ٨ ٠ ٢۴ ٠ ١٢ ١٢ ٠
٨ ۴ −x ۴ ١۶ ٨ ٠ ٨ ٠ ٢۴ ١٢ ٠ ١٢ ٠
٨ ۴ ۴ −x ١۶ ٨ ٨ ٠ ٠ ٢۴ ١٢ ١٢ ٠ ٠
٠ ۴ ۴ ۴ −x ٨ ٨ ٨ ٠ ٢۴ ١٢ ١٢ ١٢ ١٢
٨ ٠ ۴ ۴ ١۶ −x ٨ ٨ ٠ ٢۴ ١٢ ١٢ ١٢ ١٢
٨ ۴ ٠ ۴ ١۶ ٨ −x ٨ ٠ ٢۴ ١٢ ١٢ ١٢ ١٢
٨ ۴ ۴ ٠ ١۶ ٨ ٨ −x ٠ ٢۴ ١٢ ١٢ ١٢ ١٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −x ٢۴ ١٢ ١٢ ١٢ ١٢
٠ ۴ ۴ ۴ ١۶ ٨ ٨ ٨ ٨ −x + ١۶ ١٢ ١٢ ١٢ ٨
٨ ٠ ۴ ۴ ١۶ ٨ ٨ ٨ ٨ ٢۴ −x + ٨ ١٢ ١٢ ٨
٨ ۴ ٠ ۴ ١۶ ٨ ٨ ٨ ٨ ٢۴ ١٢ −x + ٨ ١٢ ٨
٨ ۴ ۴ ٠ ١۶ ٨ ٨ ٨ ٨ ٢۴ ١٢ ١٢ −x + ٨ ٨
٠ ٠ ٠ ٠ ١۶ ٨ ٨ ٨ ٨ ١۶ ٨ ٨ ٨ −x + ٨

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

داریم ،١ . ٣ . ٣ قضیه بنابر و محاسبات انجام با اکنون

det(M) =
١
٢(−x)٢٢(−٢x)۵∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x٢ ۴ ۴ ۴ −x٢ + ٨ ١٢ ١٢ ١٢ ۴
٨ −x٢ ۴ ۴ ٢۴ −x٢ + ۴ ١٢ ١٢ ۴
٨ ۴ −x٢ ۴ ٢۴ ١٢ −x٢ + ۴ ١٢ ۴
٨ ۴ ۴ −x٢ ٢۴ ١٢ ١٢ −x٢ + ۴ ۴

١٢ + x ٠ ٠ ٠ ١٢x+٣٨۴
x

٩۶
x

٩۶
x

٩۶
x

١٩٢
x

٠ ۶ + x ٠ ٠ ١٩٢
x

۶x+١۴۴
x

٩۶
x

٩۶
x

١۴۴
x

٠ ٠ ۶ + x ٠ ١٩٢
x

٩۶
x

۶x+١۴۴
x

٩۶
x

١۴۴
x

٠ ٠ ٠ ۶ + x ١٩٢
x

٩۶
x

٩۶
x

۶x+١۴۴
x

١۴۴
x

١٢ ۶ ۶ ۶ ٢٨x+٣٨۴
x

١۴x+١۴۴
x

١۴x+١۴۴
x

١۴x+١۴۴
x

−x + ٨x+٣٣۶
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

ͬ دهیم م قرار

A =



−x٢ ۴ ۴ ۴ −x٢ + ٨ ١٢ ١٢ ١٢
٨ −x٢ ۴ ۴ ٢۴ −x٢ + ۴ ١٢ ١٢
٨ ۴ −x٢ ۴ ٢۴ ١٢ −x٢ + ۴ ١٢
٨ ۴ ۴ −x٢ ٢۴ ١٢ ١٢ −x٢ + ۴

١٢ + x ٠ ٠ ٠ ١٢x+٣٨۴
x

٩۶
x

٩۶
x

٩۶
x

٠ ۶ + x ٠ ٠ ١٩٢
x

۶x+١۴۴
x

٩۶
x

٩۶
x

٠ ٠ ۶ + x ٠ ١٩٢
x

٩۶
x

۶x+١۴۴
x

٩۶
x

٠ ٠ ٠ ۶ + x ١٩٢
x

٩۶
x

٩۶
x

۶x+١۴۴
x


,

B =



۴
۴
۴
۴

١٩٢
x

١۴۴
x

١۴۴
x

١۴۴
x



,



٣٩ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی

C =
[١٢ ۶ ۶ ۶ ٢٨x+٣٨۴

x
١۴x+١۴۴

x
١۴x+١۴۴

x
١۴x+١۴۴

x

]
,

d = −x+
٨x+ ٣٣۶

x
.

،(١) قسمت ۴ . ١ . ٣ قضیه به توجه با
det(A) =

١
١۶(

١
x۴ )(x

٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)٢(
x۶ − ٧٢x۵ − ٣٧١٢x۴ − ١٣٠۵۶x٣ + ۶٣٢٨٣٢x٢ + ١٧۶٩۴٧٢x− ٢٨٣١١۵۵٢).

داریم محاسبات انجام با

A−BC =



a١ b١ b١ b١ a٢ b٢ b٢ b٢
c١ d١ b١ b١ c٢ d٢ b٢ b٢
c١ b١ d١ b١ c٢ b٢ d٢ b٢
c١ b١ b١ d١ c٢ b٢ b٢ d٢
a٣ b٣ b٣ b٣ a۴ b۴ b۴ b۴
c٣ d٣ e٣ e٣ c۴ d۴ e۴ e۴
c٣ e٣ d٣ e٣ c۴ e۴ d۴ e۴
c٣ e٣ e٣ d٣ c۴ e۴ e۴ d۴



=



a١ ٣b١ b١ b١ a٢ ٣b٢ b٢ b٢
c١ − a١ d١ − b١ ٠ ٠ c٢ − a٢ d٢ − b٢ ٠ ٠

٠ ٠ d١ − b١ ٠ ٠ ٠ d٢ − b٢ ٠
٠ ٠ ٠ d١ − b١ ٠ ٠ ٠ d٢ − b٢
a٣ ٣b٣ b٣ b٣ a۴ ٣b۴ b۴ b۴
c٣ d٣ + ٢e٣ e٣ e٣ c۴ d۴ + ٢e۴ e۴ e۴
٠ ٠ d٣ − e٣ ٠ ٠ ٠ d۴ − e۴ ٠
٠ ٠ ٠ d٣ − e٣ ٠ ٠ ٠ d۴ − e۴


,

آن در که
،d١ = −x٢ − ٢۴ ،c١ = −۴٠ ،b١ = −٢٠ ،a١ = −x٢ − ۴٨

،d٢ = −x١٠−٢۴x−١١۵٢٢x ،c٢ = −٨٨x−١۵٣۶
x ،b٢ = −۴۴x−۵٧۶

x ،a٢ = −x٢٠٨−٢x−٣٠٧٢٢x
،c٣ = −١٧٢٨

x ،b٣ = −١١۵٢
x ،a٣ = x١٢+٢x−٢٣٠۴

x

،e٣ = −٨۶۴
x ،d٣ = x٢+۶x−٨۶۴

x

،c۴ = −٣٨۴٠x−۵۵٢٩۶
x٢ ،b۴ = −٢۵٩٢x−٢٧۶۴٨

x٢ ،a۴ = ١٢x٢−۴٩٩٢x−٧٣٧٢٨
x٢

.e۴ = −١٩٢٠x−٢٠٧٣۶
x٢ ،d۴ = ۶x١٨٧٢−٢x−٢٠٧٣۶

x٢

داریم محاسبات انجام و مناسب سطرهای به نسبت ماتریس بسط گرفتن نظر در با
det(A−BC) =

١
١۶(

١
x۵ )(x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)٢(

x٧ + ۴۴٨x۶ + ٢۶٣۶٨x۵ + ۵٧٠۶٢۴x۴ + ٢۵١٩٠۴x٣

− ١٣١٢٣۵٨٨۴٠x٢ − ٣١١۴٢٧٠٧٢x+ ۶۴۵۵٠٣٣٨۵۶).



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ۴٠
داریم ،(٢) قسمت ۴ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با اکنون

det(M) =
١
٢(−x)٢٢(−٢x)۵[(d− ١)det(A) + det(A−BC)

]
= (−x)٢٢(−٢x)۵[( ١

٢x)۵(−x٢ + ٧x+ ٣٣۶)(x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)٢g(x)
+ (

١
٢x)۵(x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)٢h(x)]

= (−x)٢٢(x+ ٢۴)(x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)٢(x٣ − ٣٨۴x+ ٢٣٠۴)
(x۴ − ١٠۴x٣ − ١١۵٢x٢ + ۵٣٧۶x+ ۵۵٢٩۶),

det(A−BC) در ٧ درجه جمله ای چند h(x) و det(A) در ۶ درجه جمله ای چند g(x) آن در که
نتیجه در است.

PΓG×G
(x) =

(−x)١٢٠
(−x)۴ (x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴)۴(x+ ۴)۴(x+ ٢۴)(x٣ − ٣٨۴x+ ٢٣٠۴)

(x۴ − ١٠۴x٣ − ١١۵٢x٢ + ۵٣٧۶x+ ۵۵٢٩۶).
باشند. PΓG×G

(x) در ۴ درجه ی جمله ای چند ریشه های γ۴ و γ٣ ،γ٢ ،γ١ کنیم فرض اکنون
ریشه های β٣ و β٢ ،β١ همچنین و (

x٣ + ١۶x٢ − ٣٨۴) ریشه های α٣ و α٢ ،α١ کنیم فرض
نتیجه در باشند. (x٣ − ٣٨۴x+ ٢٣٠۴)

E(ΓD١٢×D١٢) =۴٠ + ۴(|α١|+ |α٢|+ |α٣|
)
+

(
|β١|+ |β٢|+ |β٣|

)
+

(
|γ١|+ |γ٢|+ |γ٣|+ |γ۴|

)
.

آنگاه ،n > ۴ و باشد زوج عددی n اگر .G = D٢n کنیم فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه

PΓG×G
(x) =

(−x)
١۵n٢

۴ −٢n−٣
(−x)۴ (−x− ۴)n٢

۴ −n+١

(
− x٣ − (٢n+ ۴)x٢ + ١۶n(n− ٢))n−٢

f(x),

با است برابر ΓG×G گراف طیف همچنین است. ٨ درجه چندجمله ای ی f(x) که طوری به
Spec(ΓG×G) =

(
−۴ ٠ α١ α٢ α٣ γ١ γ٢ γ٣ γ۴ γ۵ γ۶ γ٧ γ٨

n٢
۴ − n + ١ ١۵n٢

۴ − ٢n − ٧ n − ٢ n − ٢ n − ٢ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١

)
,

،γ۶ ،γ۵ ،γ۴ ،γ٣ ،γ٢ ،γ١ و (
−x٣ − (٢n+۴)x٢ + ١۶n(n−٢)) ریشه های α٣ ،α٢ ،α١ آن در که

هستند. f(x) ریشه های γ٨ ،γ٧



۴١ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی
داریم ،٣ . ٢ . ١ لم اثبات به توجه با برهان.

A٠
ij(ΓG×G) =



A٠(G) ١ ≤ i ≤ ٢n, ١ ≤ j ≤ ٢
A٠(G) ١ ≤ i ≤ ٢, ١ ≤ j ≤ ٢n
A٠(G) ٣ ≤ i, j ≤ n

A٠(G) i = k + t, j = k + s; t, s = ١یا٠
و k = n+ ١, . . . ,٢n− ١

J صورت این غیر در

که دید ͬ توان م ،٣ . ٢ . ٢ لم اثبات مشابه

PΓG×G
(x) =

|−Ix|
٣n٢ −٢

(−x)۴
∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣n٢ −١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
٢A٠(G)− Ix (n− ٢)A٠(G) nA٠(G)

٢A٠(G) (n− ٢)A٠(G)− Ix nJ

٢A٠(G) (n− ٢)J ٢A٠(G)− Ix+ (n− ٢)J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

بنابراین

∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣n٢ −١
=

(
(−x)

٣n٢ −٢(−x− ۴)n٢ −١)n٢ −١
(
− x٣ − (٢n+ ۴)x٢ + ١۶n(n− ٢))n٢ −١

.

کنیم فرض حال


٢A٠(G)− Ix (n− ٢)A٠(G) nA٠(G)

٢A٠(G) (n− ٢)A٠(G)− Ix nJ

٢A٠(G) (n− ٢)J ٢A٠(G)− Ix+ (n− ٢)J

 =M.

داریم محاسبات انجام با

det(M) = (−x)
٩n٢ −۵



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ۴٢
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x ۴ . . . ۴ ٠ b . . . b ٠ ٠ ٢n . . . ٢n ٠
b −x . . . ۴ a ٠ . . . b ٠ c ٠ . . . ٢n ٠
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...
b ۴ . . . −x a b . . . ٠ ٠ c ٢n . . . ٠ ٠
٠ ۴ . . . ۴ −x b . . . b ٠ c ٢n . . . ٢n ٢n
b ٠ . . . ۴ a −x . . . b ٠ c ٢n . . . ٢n ٢n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...
b ۴ . . . ٠ a b . . . −x ٠ c ٢n . . . ٢n ٢n
٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ −x c ٢n . . . ٢n ٢n
٠ ۴ . . . ۴ a b . . . b b −x + a ٢n . . . ٢n b

b ٠ . . . ۴ a b . . . b b c −x + b . . . ٢n b

...
... . . . ...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
...

b ۴ . . . ٠ a b . . . b b c ٢n . . . −x + b b

٠ ٠ . . . ٠ a b . . . b b a b . . . b −x + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

داریم ،٣ . ٢ . ٢ لم اثبات با مشابه .c = n(n− ٢) و b = ٢(n− ٢) ،a = (n− ٢(٢ آن در که

det(M) =
١
٢(−x)

٩n٢ −۵(−٢x)n٢ +٢∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x٢ ۴ . . . ۴ −x+a٢ ٢n . . . ٢n b٢
b −x٢ . . . ۴ c −x+b٢ . . . ٢n b٢...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

b ۴ . . . −x٢ c ٢n . . . −x+b٢ b٢
x + c٢ ٠ . . . ٠ cx+ca+۴na٢x ۴c

x
. . . ۴c

x
na+۴c

x

٠ x + n . . . ٠ ٢na
x

nx+۶c
x

. . . ۴c
x

۶c
x

...
... . . . ...

...
... . . . ...

...
٠ ٠ . . . x + n ٢na

x
۴c
x

. . . nx+۶c
x

۶c
x

c٢ n . . . n
(c+٢a)x+ca+۴na٢x (٣n−۴)x+۶c

x
. . .

(٣n−۴)x+۶c
x

−x + bx+na+nc+۴c
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

ͬ دهیم م قرار

A =



−x٢ ۴ . . . ۴ −x+a٢ ٢n . . . ٢n
b −x٢ . . . ۴ c −x+b٢ . . . ٢n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
b ۴ . . . −x٢ c ٢n . . . −x+b٢

x + c٢ ٠ . . . ٠ cx+ca+۴na٢x ۴c
x

. . . ۴c
x

٠ x + n . . . ٠ ٢na
x

nx+۶c
x

. . . ۴c
x

...
... . . . ...

...
... . . . ...

٠ ٠ . . . x + n ٢na
x

۴c
x

. . . nx+۶c
x


,

B =



b٢
b٢...
b٢

na+۴c
x

۶c
x...
۶c
x



,

C =
[
c٢ n . . . n (c+٢a)x+ca+۴na٢x (٣n−۴)x+۶c

x . . . (٣n−۴)x+۶c
x

]



۴٣ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی
و

d = −x+
bx+ na+ nc+ ۴c

x
.

،(١) قسمت ۴ . ١ . ٣ قضیه به توجه با
det(A) = (

١
٢)

n٢ +١)١
x
)
n٢ +١(x٣ + (٢n+ ۴)x٢ − ١۶n(n− ٢))n٢ −١[

x۶ + ((۴ − ١٠n)− (n− ٢(٢)x۵(
− ٢۴n(n− ٢)− (n− ٢(٢(۴ − ١٠n)− n٢(n− ٢(٢ − ٢۴n٢(n− ٢(٢)x۴

+
(٣٢n(n− ٣)(٢n− ۵) + ٢۴n(n− ٣(٢ − n٢(n− ٢(٢(۴ − ١٠n)+

٨n٢(n− ٢(٢ − ١٢n٣(n− ٢(٢ − ۴٨n٢(n− ٢(٢)x٣

+
(
− ٣٢n(n− ٣)(٢n− ۵) + ٢۴n٣(n− ٣(٢ + ٨n٢(n− ٢(٢(۴ − ١٠n)+

٢۴n٢(n− ٣(٢(n+ ۶)− ٢۴n٣(n− ٣(٢ + ٩۶n٢(n− ٢(٢(n+ ١))x٢

+
(
− ٣٢n٣(n− ٣)٣(٢n− ۵)− ١٩٢n٣(n− ٣(٢ + ۴٨n٢(n− ٢(٢(n+ ۶)+

۴٨n٣(n− ٣(٢(n+ ١))x
+
(٢۵۶n٣(n− ٣)٣(٢n− ۵)− ٩۶n٢(n− ٢)۴(n+ ١)(n+ ۶))].

داریم محاسبات انجام و قبل لم اثبات با مشابه

A−BC =



a١ b١ b١ . . . b١ a٢ b٢ b٢ . . . b٢
c١ d١ b١ . . . b١ c٢ d٢ b٢ . . . b٢
c١ b١ d١ . . . b١ c٢ b٢ d٢ . . . b٢
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
c١ b١ b١ . . . d١ c٢ b٢ b٢ . . . d٢
a٣ b٣ b٣ . . . b٣ a۴ b۴ b۴ . . . b۴
c٣ d٣ e٣ . . . e٣ c۴ d۴ e۴ . . . e۴
c٣ e٣ d٣ . . . e٣ c۴ e۴ d۴ . . . e۴
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
c٣ e٣ e٣ . . . d٣ c۴ e۴ e۴ . . . d۴



=



a١ n٢ b١ b١ . . . b١ a٢ n٢ b٢ b٢ . . . b٢
c١ − a١ d١ − b١ ٠ . . . ٠ c٢ − a٢ d٢ − b٢ ٠ . . . ٠

٠ ٠ d١ − b١ . . . ٠ ٠ ٠ d٢ − b٢ . . . ٠
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . d١ − b١ ٠ ٠ ٠ . . . d٢ − b٢
a٣ n٢ b٣ b٣ . . . b٣ a۴ n٢ b۴ b۴ . . . b۴
c٣ d٣ + (n٢ − ١)e٣ e٣ . . . e٣ c۴ d۴ + (n٢ − ١)e۴ e۴ . . . e۴
٠ ٠ d٣ − e٣ . . . ٠ ٠ ٠ d۴ − e۴ . . . ٠
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . d٣ − e٣ ٠ ٠ ٠ . . . d۴ − e۴


,

آن در که
،b١ = ۴ − n(n− ٢) ،a١ = −x٢ − n(n−٢)٢

٢
،d١ = −x٢ − n(n− ٢) ،c١ = ٢(n− ٢)− n(n−٢)٢

٢



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ۴۴
،b٢ = (٢n−(٣n−۴)(n−٢))x−۶n(n−٢)٢

x ،a٢ =
−x٢−

(
(n−١)(n−٢)٢+٢(n−٢)٣)x−n(n−٢)۴−۴n(n−٢)٣

٢x
،c٢ = (٢n(n−٢)−n(n−٢)٢−٢(n−٢)٣)x−n(n−٢)۴−۴n(n−٢)٣

٢x
،d٢ = −x٢+(٢(n−٢)−٢(٣n−۴)(n−٢))x−١٢n(n−٢)٢

٢x
،b٣ = n٢(n−٢)(n+٢)

x ،a٣ = ٢x٢+n(n−٢)x−n٢(n−٢)٣−۴n٢(n−٢)٢
٢x

،e٣ = −۶n٢(n−٢)
x ،d٣ = x٢+nx−۶n٢(n−٢)

x ،c٣ = −٣n٢(n−٢)٢
x

،a۴ =
n(n−٢)x٢+

(
n(n−٢)٢(١٠−n−٣n٢)

)
x+n٢(n−٢)٣(n+٢)٢

٢x٢

،c۴ = n(n−٢)٢(−٩n+١۴)x−٣n٢(n−٢)٣(n+٢)
x٢ ،b۴ = n(n−٢)(۴−(n+٢)(٣n−۴))x−۶n٢(n−٢)٢(n+٢)

x٢

.e۴ = (n(n−٢)(−١٨n+٢٨))x−٣۶n٢(n−٢)٢
x٢ ،d۴ = nx٢+(۶n(n−٢)(−٣n+۵))x−٣۶n٢(n−٢)٢

x٢

داریم محاسبات انجام و مناسب سطرهای به نسبت ماتریس بسط گرفتن نظر در با
det(A−BC) = (

١
٢)

n٢ +١)١
x
)
n٢ +٢(x٣ + (٢n+ ۴)x٢ − ١۶n(n− ٢))n٢ −١∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a١ n٢b١ a٢ n٢b٢
c١ − a١ d١ − b١ c٢ − a٢ d٢ − b٢
a٣ n٢b٣ a۴ n٢b۴
c٣ d٣ + (n٢ − ١)e٣ c۴ d۴ + (n٢ − ١)e۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
داریم ،(٢) قسمت ۴ . ١ . ٣ قضیه از استفاده با اکنون

det(M) =
١
٢(−x)

٩n٢ −۵(−٢x)n٢ +٢[(d− ١)det(A) + det(A−BC)
]

= (−x)
٩n٢ −۵(− x٣ − (٢n+ ۴)x٢ + ١۶n(n− ٢))n٢ −١(

g(x)k(x) + h(x)
)
,

و است det(A) در ۶ درجه جمله ای چند g(x) که
k(x) = −x٢ + (b− ١)x+ na+ nc+ ۴c,

h(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a١ n٢b١ a٢ n٢b٢
c١ − a١ d١ − b١ c٢ − a٢ d٢ − b٢
a٣ n٢b٣ a۴ n٢b۴
c٣ d٣ + (n٢ − ١)e٣ c۴ d۴ + (n٢ − ١)e۴

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

نتیجه در است. ٨ درجه جمله ای چند ی که ،f(x) = (
g(x)k(x) + h(x)

) ͬ دهیم م قرار

PΓG×G
(x) =

(−x)
١۵n٢

۴ −٢n−٣
(−x)۴ (−x− ۴)n٢

۴ −n+١

(
− x٣ − (٢n+ ۴)x٢ + ١۶n(n− ٢))n−٢

f(x).

ͬ شود. م ثابت قضیه ترتیب این به



۴۵ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی
.٣ . ٢ . ١ نتیجه

E(ΓD٢n×D٢n) =(n٢ − ۴n+ ۴) + (n− ٢)( |α١|+ |α٢|+ |α٣|
)

+ |γ١|+ |γ٢|+ |γ٣|+ |γ۴|+ |γ۵|+ |γ۶|+ |γ٧|+ |γ٨|.

داریم فوق قضیه به توجه با برهان.
PΓD٢n×D٢n (x) =

(−x)
١۵n٢

۴ −٢n−٣
(−x)۴ (−x− ۴)n٢

۴ −n+١

(
− x٣ − (٢n+ ۴)x٢ + ١۶n(n− ٢))n−٢

f(x).

هستند. PΓG×G
(x) در f(x) ریشه های γ٨ و γ٧ ،γ۶ ،γ۵ ،γ۴ ،γ٣ ،γ٢ ،γ١ کنیم فرض اکنون

در باشند. (− x٣ − (٢n+ ۴)x٢ + ١۶n(n− ٢)) ریشه های α٣ و α٢ ،α١ کنیم فرض همچنین
صورت این

E(ΓD٢n×D٢n) =(n٢ − ۴n+ ۴) + (n− ٢)( |α١|+ |α٢|+ |α٣|
)

+ |γ١|+ |γ٢|+ |γ٣|+ |γ۴|+ |γ۵|+ |γ۶|+ |γ٧|+ |γ٨|.

صورت این در .|Z(G)| = t که قسمͬ به باشد متناهͬ ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض .٣ . ٢ . ٣ قضیه

PΓG×S٣ (x) =
|−Ix|
(−x)t

|A٠(G)− Ix− J |٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A٠(G)− Ix ٢A٠(G) ٣A٠(G)
A٠(G) ٢A٠(G)− Ix ٣J
A٠(G) ٢J A٠(G)− Ix+ ٢J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
است زیر ش΄ل به ΓG×S٣ گراف مجاورت ماتریس ،٣ . ٢ . ١ لم اثبات به توجه با برهان.

A٠
ij(ΓG×S٣) =



A٠(G) i = ١, ١ ≤ j ≤ ۶
A٠(G) ١ ≤ i ≤ ۶, j = ١
A٠(G) ٢ ≤ i, j ≤ ٣
A٠(G) i = j = ۴, ۵, ۶

J صورت این غیر در
داریم پس

A٠(ΓG×S٣) =



A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G)
A٠(G) A٠(G) A٠(G) J J J

A٠(G) A٠(G) A٠(G) J J J

A٠(G) J J A٠(G) J J

A٠(G) J J J A٠(G) J

A٠(G) J J J J A٠(G)


.



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ۴۶
بنابراین

det(A٠(ΓG×S٣)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A٠(G) − Ix A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) − Ix A٠(G) J J J

A٠(G) A٠(G) A٠(G) − Ix J J J

A٠(G) J J A٠(G) − Ix J J

A٠(G) J J J A٠(G) − Ix J

A٠(G) J J J J A٠(G) − Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

که ͬ شود م دیده ،٣ . ٢ . ١ لم اثبات به مشابه روشͬ با

PΓG×S٣ (x) =
|−Ix|
(−x)t

|A٠(G)− Ix− J |٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A٠(G)− Ix ٢A٠(G) ٣A٠(G)
A٠(G) ٢A٠(G)− Ix ٣J
A٠(G) ٢J A٠(G)− Ix+ ٢J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

زوج n اگر .|Z(G)| = t که قسمͬ به باشد متناهͬ ناآبلͬ گروه ی G کنیم فرض .۴ . ٣ . ٢ قضیه
آنگاه باشد

PΓG×D٢n (x) =
|−Ix|

٣n٢ −٢
(−x)٢t

∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣n٢ −١
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
٢A٠(G)− Ix (n− ٢)A٠(G) nA٠(G)

٢A٠(G) (n− ٢)A٠(G)− Ix nJ

٢A٠(G) (n− ٢)J ٢A٠(G)− Ix+ (n− ٢)J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

نوشت ͬ توان م ٣ . ٢ . ١ لم اثبات به توجه با برهان.

A٠
ij(ΓG×D٢n) =



A٠(G) ١ ≤ i ≤ ٢n, ١ ≤ j ≤ ٢
A٠(G) ١ ≤ i ≤ ٢, ١ ≤ j ≤ ٢n
A٠(G) ٣ ≤ i, j ≤ n

A٠(G) i = k + t, j = k + s; t, s = ١یا٠
و k = n+ ١, . . . ,٢n− ١

J صورت این غیر در
داریم صورت این در

A٠(ΓG×D٢n) =



۴٧ گروه ها مستقیم حاصلضرب ناجابجایی گراف انرژی


A٠(G) A٠(G) A٠(G) . . . A٠(G) A٠(G) A٠(G) . . . A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) A٠(G) . . . A٠(G) A٠(G) A٠(G) . . . A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) A٠(G) . . . A٠(G) J J . . . J J

...
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

A٠(G) A٠(G) A٠(G) . . . A٠(G) J J . . . J J

A٠(G) A٠(G) J . . . J A٠(G) A٠(G) . . . J J

A٠(G) A٠(G) J . . . J A٠(G) A٠(G) . . . J J

...
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

A٠(G) A٠(G) J . . . J J J . . . A٠(G) A٠(G)

A٠(G) A٠(G) J . . . J J J . . . A٠(G) A٠(G)


.

داریم بنابراین ͬ دهیم م نمایش A٠ با را A٠(G) اینجا در

det(A٠(ΓG×D٢n)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A٠ − Ix A٠ A٠ . . . A٠ A٠ A٠ . . . A٠ A٠
A٠ A٠ − Ix A٠ . . . A٠ A٠ A٠ . . . A٠ A٠
A٠ A٠ A٠ − Ix . . . A٠ J J . . . J J

...
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

A٠ A٠ A٠ . . . A٠ − Ix J J . . . J J

A٠ A٠ J . . . J A٠ − Ix A٠ . . . J J

A٠ A٠ J . . . J A٠ A٠ − Ix . . . J J

...
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

A٠ A٠ J . . . J J J . . . A٠ − Ix A٠
A٠ A٠ J . . . J J J . . . A٠ A٠ − Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
نوشت ͬ توان م ،٣ . ١ . ١ قضیه اثبات با مشابه

det(A٠(ΓG×D٢n)− Ix) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢A٠ − Ix A٠ (n − ٢)A٠ A٠ . . . A٠ ٢A٠ A٠ . . . ٢A٠ A٠
٠ −Ix ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠

٢A٠ A٠ (n − ٢)A٠ − Ix A٠ . . . A٠ ٢J J . . . ٢J J

٠ ٠ ٠ −Ix . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
...

...
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

٠ ٠ ٠ ٠ . . . −Ix ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٢A٠ A٠ (n − ٢)J J . . . J ٢A٠ − Ix A٠ . . . J J

٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ −Ix . . . ٠ ٠
...

...
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

٢A٠ A٠ (n − ٢)J J . . . J J J . . . ٢A٠ − Ix A٠
٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ −Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

این به نسبت را ماتریس بسط و گرفته فاکتور مناسب سطرهای در |−Ix| عبارت از اکنون
نوشت ͬ توان م بنابراین ͬ گیریم. م نظر در سطرها

det(A٠(ΓG×D٢n)− Ix) =



گروه ها برخͬ ناجابجایی گراف انرژی و طیف ۴٨

|−Ix|
٣n٢ −٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢A٠ − Ix (n − ٢)A٠ ٢A٠ ٢A٠ . . . ٢A٠ ٢A٠
٢A٠ (n − ٢)A٠ − Ix ٢J ٢J . . . ٢J ٢J
٢A٠ (n − ٢)J ٢A٠ − Ix ٢J . . . ٢J ٢J
٢A٠ (n − ٢)J ٢J ٢A٠ − Ix . . . ٢J ٢J

...
...

...
... . . . ...

...
٢A٠ (n − ٢)J ٢J ٢J . . . ٢A٠ − Ix ٢J
٢A٠ (n − ٢)J ٢J ٢J . . . ٢J ٢A٠ − Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

،. . . ،c۴ ستون های و rn٢ +٢ ،. . . ،r۵ ،r۴ سطرهای به را r٣ سطر برابر (−١) فوق، ماتریس در
داریم بنابراین ͬ کنیم. م اضافه c٣ ستون به را cn٢ +٢

det(A٠(ΓG×D٢n)− Ix) = |−Ix|
٣n٢ −٢∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٢A٠ − Ix (n − ٢)A٠ nA٠ ٢A٠ . . . ٢A٠ ٢A٠
٢A٠ (n − ٢)A٠ − Ix nJ ٢J . . . ٢J ٢J
٢A٠ (n − ٢)J ٢A٠ − Ix + (n − ٢)J ٢J . . . ٢J ٢J

٠ ٠ ٠ ٢A٠ − Ix − ٢J . . . ٠ ٠
...

...
...

... . . . ...
...

٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٢A٠ − Ix − ٢J ٠
٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٢A٠ − Ix − ٢J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

را ماتریس بسط و گرفته فاکتور مناسب سطرهای در ∣∣٢A٠ − Ix− ٢J∣∣ عبارت از ادامه در
داشت خواهیم درنتیجه ͬ گیریم. م نظر در سطرها این به نسبت

PΓG×D٢n (x) =
|−Ix|

٣n٢ −٢
(−x)٢t

∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣n٢ −١
∣∣∣∣∣٢A

٠(G) − Ix (n − ٢)A٠(G) nA٠(G)

٢A٠(G) (n − ٢)A٠(G) − Ix nJ

٢A٠(G) (n − ٢)J ٢A٠(G) − Ix + (n − ٢)J

∣∣∣∣∣ .

صورت این در .|Z(G)| = t که قسمͬ به باشد ناآبلͬ متناهͬ گروه ی G کنیم فرض .۵ . ٣ . ٢ قضیه

PΓG×D٨ (x) =
|−Ix|۴
(−x)٢t

∣∣٢A٠(G)− Ix− ٢J∣∣٢
∣∣∣∣∣∣٢A

٠(G)− Ix ۶A٠(G)
٢A٠(G) ٢A٠(G)− Ix+ ۴J

∣∣∣∣∣∣ .
ͬ باشد. م ٣ . ٢ . ١ لم اثبات با مشابه قضیه این اثبات برهان.



۴ فصل
گراف ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ

در ارزی هم رده ی ی جابجایی
عام خطͬ گروه های

در ترانسوکشن ها تمام مجموعه ی X که ،C(GL(n, q), X) = Γ جابجایی گراف فصل این در
خوشه ای، عدد مانند گرافͬ شاخص های برخͬ بررسͬ به و ͬ گیریم م نظر در را است، GL(n, q)
انرژی به مختصر نگاهͬ پایان در ͬ پردازیم. م گراف این برای ... و بودن مسط غالب، عدد
با برداری فضای ی V فصل این سراسر در داشت. خواهیم C(GL(٣,٢), X) جابجایی گراف

.|F | = q که طوری به است F متناهͬ میدان روی n بعد
صورت این در .SU = {Ta,f |a ∈ U, U ⊆ ker f} و باشد V سره زیرفضای U کنیم فرض .٠ . ١ . ۴ لم

.i = dim(U) که قسمͬ به ،|SU | = (qi−١)(qn−i−١)
q−١

ضابطه ی با ϕ : {f̄ : V
U → F} −→ {f : V → F |U ⊆ ker f} که است روشن برهان.

qn−i − ١ با است برابر f انتخاب های تعداد بنابراین است. ی΄ریختͬ ی ϕ(f(x+ U)) = f(x)

است برابر a انتخاب های تعداد همچنین است. برابر F به V
U از خطͬ تابعک های تعداد با که

.|SU | = (qi−١)(qn−i−١)
q−١ که ͬ شود م دیده ،۴ . ١ . ١ لم به توجه با .|U − {٠}| = qi − ١ با

۴٩



عام خطͬ گروه های در ارزی هم رده ی ی جابجایی گراف ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ ۵٠
.|V (Γ)| = (qn−١)(qn−١−١)

q−١ .٠ . ٢ . ۴ لم
داریم ͬ گیریم. م نظر در را W ثابت ابرصفحه ی برهان.

V (Γ) = {Ta,f |a ∈W , W = ker f} =
∪̇

WSWابرصفحه .

،٠ . ١ . ۴ لم به توجه با

|V (Γ)| =
∑

Wابرصفحه
|SW | = (qn−١ − ١)qn − ١

q − ١ .

W٢ و W١ ابرصفحه های با ترانسوکشن دو Tb,g و Ta,f کنیم فرض ([٣۶] ،١ (لم .٠ . ١ . ۴ قضیه
.b ∈ ker f و a ∈ ker g اگر تنها و اگر [Ta,f , Tb,g] = ١ صورت این در باشند.

داریم برهان.
Ta,fTb,g = Tb,gTa,f ⇐⇒ g(u)f(b)a = f(u)g(a)b.

آنگاه ،⟨a⟩ = ⟨b⟩ اگر .b ∈ ker f و a ∈ ker g بنابراین .g(a) = ٠ و f(b) = ٠ آنگاه ،⟨a⟩ ̸= ⟨b⟩ اگر
ͬ شود. م حاصل نتیجه براحتͬ

است. متعدی رأس‐ Γ گراف .٠ . ٣ . ۴ لم
نتیجه در ͬ کند. م عمل متعدی صورت به V (Γ) بر تزویج عمل با GL(V ) ͬ دانیم م برهان.

،g ∈ GL(V ) هر برای اما ͬ کند. م عمل متعدی V (Γ) بر A =
{
ig|ig :

V (Γ)−→V (Γ)

T 7→g−١Tg

}
و ig ∈ Aut(GL(V ))

T١T٢ = T٢T١ ⇐⇒ ig(T١)ig(T٢) = ig(T٢)ig(T١),

ثابت ح΄م ترتیب این به ͬ کند. م عمل متعدی V (Γ) بر نیز Aut(Γ) بنابراین .ig ∈ Aut(Γ) پس
ͬ شود. م

.k = (q−١)(qn−١−١)+q(qn−١−٢)٢
q−١ − ١ آن در که است ‐منتظم k ،Γ گراف .٠ . ٢ . ۴ قضیه

فرض ͬ کنیم. م محاسبه را k مقدار اکنون است. ‐منتظم k ،Γ گراف ،٠ . ٣ . ۴ لم به بنا برهان.
{(b, g)|b ∈ ker f , a ∈ ker g} مجموعه ی اندازه ی است کافͬ باشد. ترانسوکشن ی Ta,f کنیم



۵١
داریم کنیم. محاسبه را

|{g|a ∈ ker g}| = |{g|⟨a⟩ ⊆ ker g}|

= |{g|g :
V

⟨a⟩
−→ F}|

= |{(b, g)|b ∈ ⟨a⟩ , a ∈ ker g}|

= (|⟨a⟩| − ١) (
∣∣∣∣( V⟨a⟩)∗

∣∣∣∣− ١)
= (q − ١)(qn−١ − ١)

و
|{(b, g)|b ∈ ker f , a ∈ ker g , ⟨a⟩ ̸= ⟨b⟩}| = | ker f − ⟨a⟩| (

∣∣∣∣( V

⟨a, b⟩
)∗∣∣∣∣− ١)

= (qn−١ − q)(qn−٢ − ١),
نتیجه در ͬ باشد. م V

⟨a,b⟩ دوگان فضای ( V
⟨a,b⟩

)∗ و V
⟨a⟩ دوگان فضای ( V

⟨a⟩)
∗ که طوری به

k =
(q − ١)(qn−١ − ١) + q(qn−٢ − ٢(١

q − ١ − ١.

.٠ . ٣ . ۴ قضیه
است. ناهمبند Γ ،dim(V ) = ٢ برای (١)
.diam(Γ) = ٣ ،dim(V ) = ٣ برای (٢)
.diam(Γ) = ٢ ،dim(V ) > ٣ برای (٣)

و W١ = ker f ثابت ابرصفحه های با V از ترانسوکشن دو Tb,g و Ta,f کنیم فرض برهان.
b ∈ ker f بنابراین، a ∈ ker f چون . dim(ker f) = ١ آنگاه ،dim(V ) = ٢ اگر باشند. W٢ = ker g

است. ناهمبند Γ نتیجه در .⟨b⟩ = ⟨a⟩ اگر تنها و اگر
آنگاه W١ ̸=W٢ اگر .d(Ta,f , Tb,g) = ١ آنگاه W١ =W٢ اگر .dim(V ) = ٣ کنیم فرض

پس ،dim(⟨u, b⟩) ≤ ٢ چون باشد. u ∈W١∩W٢ در ناصفر عضو ی u کنیم فرض .W١∩W٢ ̸= ٠
.[Tb,g, Tu,γ ] = ١ نتیجه در .⟨u, b⟩ ⊆ ker γ که قسمͬ به دارد وجود γ : V −→ F ،١ . ١ . ١ لم بنابر
.[Ta,f , Tu,δ] = ١ بنابراین .⟨u, a⟩ ⊆ ker δ که قسمͬ به دارد وجود δ : V −→ F همچنین

و d(Ta,f , Tb,g) ≤ ٣ نتیجه در ،[Tu,γ , Tu,δ] = ١ پس u ∈ ker γ ∩ ker δ چون همچنین
Tv٢,f٢ و Tv١,f١ ترانسوکشن های . diam(Γ) = ٣ که ͬ دهیم م نشان اکنون .diam(Γ) ≤ ٣
.v٢ /∈ W١ و v١ /∈ W٢ که قسمͬ به دارند، وجود ker f٢ = W٢ و ker f١ = W١ شرایط با
و [Tv١,f١ , Tu,h] = ١ که قسمͬ به باشد، داشته وجود kerh = W شرط با Tu,h ترانسوکشن اگر
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چون .v١, v٢ ∈W بنابراین .v٢ ∈ ker f٢∩W و v١ ∈ ker f١∩W صورت این در ،[Tv٢,f٢ , Tu,h] = ١
از .u = λ١v١ + λ٢v٢ نوشت ͬ توان م بنابراین .W = ⟨v١, v٢⟩ پس ،dim(W ) = ٢ و ⟨v١⟩ ̸= ⟨v٢⟩
u ∈ W٢ چون مشابه، طور به .λ٢ = ٠ بنابراین .λ١v١ + λ٢v٢ ∈ W١ پس u ∈ W١ چون طرفͬ
ترتیب این به است. تناقض که ،u = ٠ نتیجه در .λ١ = ٠ بنابراین .λ١v١ + λ٢v٢ ∈ W٢ پس

.diam(Γ) = ٣ که ͬ شود م ثابت
آنگاه W١ ̸= W٢ اگر .d(Ta,f , Tb,g) = ١ آنگاه W١ = W٢ اگر .dim(V ) > ٣ کنیم فرض اکنون
بنابر پس ،dim(⟨u, a, b⟩) ≤ ٣ چون دارد. وجود u ∈ W١ ∩W٢ ناصفر عضو و W١ ∩W٢ ̸= ٠
است واض .⟨u, a, b⟩ ⊆ kerµ که قسمͬ به دارد وجود µ : V −→ F خطͬ تابعک ،١ . ١ . ١ لم
.diam(Γ) ≤ ٢ بنابراین و d(Ta,f , Tb,g) ≤ ٢ نتیجه در .[Tb,g, Tu,µ] = ١ و [Ta,f , Tu,µ] = ١ که
و باشند متمایز ابرصفحه ی دو W٢ و W١ کنیم فرض .diam(Γ) = ٢ که ͬ دهیم م نشان اکنون
و ker f١ = W١ که جائͬ [Tv١,f١ , Tv٢,f٢ ] ̸= ١ که است واض .v٢ ∈ W٢ −W١ و v١ ∈ W١ −W٢

.diam(Γ) = ٢ نتیجه در .ker f٢ =W٢

. ω(Γ) = (qk−١)(qn−k−١)
q−١ ،k = [n٢ ] ازای به .۴ . ٠ . ۴ قضیه

باشد. Wi = ker fi ابرصفحه ی با ترانسوکشن ی Tai,fi ،١ ≤ i ≤ t هر برای کنیم فرض برهان.
اگر تنها و اگر [Tai,fi , Taj ,fj ] = ١ داریم ١ ≤ i, j ≤ t هر ازای به صورت این در

Γ از کامل زیرگراف ی {Ta١,f١ , Ta٢,f٢ , . . . , Tat,ft} بنابراین .a١, a٢, . . . , at ∈
∩t

i=١ ker fi
به و a١, a٢, . . . , at ∈W که قسمͬ به باشد، داشته وجود V از W زیرفضای اگر تنها و اگر است
،. . . ،U٢ ،U١ کنیم فرض . کنیم محاسبه را |SW | است کافͬ . W ⊆ ker fi ،١ ≤ i ≤ t هر ازای
٠ . ١ . ۴ لم به توجه با .dim(Ui) = i که طوری به باشند V برداری فضای از زیرفضاهایی Un−١

که ͬ شود م دیده

|SU١ | = |SUn−١ | < |SU٢ | = |SUn−٢ | < · · · .

.ω(Γ) = |SU[n٢ ]
| بنابراین

است. ٣ با برابر Γ گراف کمر آنگاه ،dim(V ) ≥ ٣ اگر .٠ . ١ . ۴ نتیجه
پس dim(W ) ≥ ٢ چون باشد. V در دلخواه ابرصفحه ی W کنیم فرض برهان.

فرض است. u٣ و u٢ ،u١ مانند ناصفر متمایز عنصر سه شامل W بنابراین .|W | = qn−١ ≥ ۴
Tu٣,f و Tu٢,f ،Tu١,f صورت این در .ker f = W که طوری به باشد خطͬ تابعک ی f کنیم

هستند. Γ در مثلث ی رئوس



۵٣
نیست. مسط Γ گراف ،n > ٢ ازای به .۵ . ٠ . ۴ قضیه

کامل زیرگراف و τ(W ) ∼=W ،١ . ١ . ٢ لم بنابه باشد. V در ابرصفحه ی W کنیم فرض برهان.
qn−١ −١ < ۵ اگر اکنون نیست. مسط Γ آنگاه qn−١ −١ ≥ ۵ اگر بنابراین دارد. وجود K|W |−١

،W١ = Z٢ × Z٢ × ٠ کنیم فرض .V = Z٢ × Z٢ × Z٢ و n = ٣ ،q = ٢ آنگاه
.W۵ = ⟨(١, ٠, ١), (٠, ١, ٠)⟩ ،W۴ = ⟨(١, ٠, ٠), (٠, ١, ١)⟩ ،W٣ = ٠×Z٢ ×Z٢ ،W٢ = Z٢ ×٠×Z٢

هر برای کنیم فرض هستند. V در ابرصفحه هایی W۵ ،. . . ،W٢ ،W١ صورت این در

باشد. n = ٣ و q = ٢ که حالتͬ در Γ گراف از تصویری :١ . ۴ ش΄ل

تعداد ،۴.٠.١ لم به توجه با .ker fi = Wi که باشند طوری fi خطͬ تابعک های ،١ ≤ i ≤ ۵
هر برای است. Ai = {Ta,fi |a ∈ ker fi} صورت به W ثابت ابرصفحه ی با ترانسوکشن ها همه ی

که طوری به دارند وجود Tu,fj ∈ Aj و Tu,fi ∈ Ai ترانسوکشن های ،u ∈Wi ∩Wj

در دارد. وجود Aj از رأسͬ به Ai از رأسͬ از یالͬ ،i ̸= j هر برای بنابراین .[Tu,fi , Tu,fj ] = ١
به ͬ رسیم. م K۵ کامل گراف به ،١ ≤ i ≤ ۵ برای ،Ai انقباض با ١ . ٢ . ٢ قضیه به توجه با نتیجه

ͬ شود. م ثابت قضیه ترتیب این

.dimV = ٣ اگر تنها و اگر است تام Γ گراف .۶ . ٠ . ۴ قضیه
همچنین باشد. داشته m ≥ ۴ طول به القایی دور ی Γ و dim(V ) = ٣ کنیم فرض برهان.
هر برای که جائͬ هستند، دور این در متوالͬ رأس سه Tv٣,f٣ و Tv٢,f٢ ،Tv١,f١ کنیم فرض
،v٢ ∈ W١ ∩ W٢ ∩ W٣ ،v١ ∈ W١ ∩ W٢ داریم ترتیب این به .ker fi = Wi ،١ ≤ i ≤ ٣
و W١ ∩W٢ ∩W٣ ⊆ W١ ∩W٢ آنگاه ،Wi ̸= Wj ،١ ≤ i, j ≤ ٣ هر برای اگر .v٣ ∈ W٢ ∩W٣
.١ ≤ dim(W١∩W٢∩W٣) ≤ dim(W١∩W٢) = ١ داریم صورت دراین .W١∩W٢∩W٣ ⊆W٢∩W٣
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در .W١ ∩W٢ ∩W٣ = W٢ ∩W٣ داریم مشابه طور به و W١ ∩W٢ ∩W٣ = W١ ∩W٢ بنابراین
،m ≥ ۴ چون طرفͬ از است. تناقض که ،v٣ ∈W١ و v١ ∈W٣ لذا .W١∩W٢ =W٢∩W٣ نتیجه
ͬ کنیم م فرض اکنون .W٢ = W٣ یا W١ = W٢ کرد فرض ͬ توان م نتیجه در .W١ ̸= W٣ پس
و Tvm,fm ،Tvm−١,fm−١ آنگاه باشد فرد عددی m اگر .· · · ،W۵ = W۶ ،W٣ = W۴ ،W١ = W٢
صورت این در .Wm−١ = Wm−٢ و W١ = W٢ داریم و هستند گراف در متوالͬ رأس سه Tv١,f١
القایی فرد دور Γ و است زوج عددی m نتیجه در است. تناقض که ،Wm ̸=Wm−١ و Wm ̸=W١

است. تام Γ که ͬ شود م ثابت ترتیب این به ندارد. ۵ حداقل طول به
،W١ =< v١, v٢, v٣ > ͬ دهیم م قرار .V =< v١, v٢, v٣, v۴ > و dim(V ) = ۴ کنیم فرض اکنون

چون .W =< v١, v٣, v۴ > و W٢ =< v١, v٢, v۴ >

|V − (W١ ∪W٢ ∪W )| = |V | −
(
|W١|+ |W٢|+ |W | − |W١ ∩W٢| − |W١ ∩W | − |W٢ ∩W |

+ |W١ ∩W٢ ∩W |
)

= q۴ − (q٣ + q٣ + q٣ − q٢ − q٢ − q٢ + q)

= q۴ − ٣q٣ + ٣q٢ − q

= q(q − ٣(١ > ٠,
،W٣ =< v٢, v۴, v۵ > ͬ دهیم م قرار .v۵ ∈ V − (W١ ∪W٢ ∪W ) کنیم فرض

.v۴ = λ١v١ + λ٣v٣ + λ۵v۵ آنگاه v۴ ∈ W۵ اگر .W۵ =< v١, v٣, v۵ > و W۴ =< v٣, v۴, v۵ >

.v۴ /∈W۵ بنابراین است. تناقض که ،v۵ ∈W و λ۵ ̸= ٠ پس هستند، مستقل v۴ ،v٣ ،v١ چون
،v٣ /∈ W٣ ∩ W٢ داریم مشابه طور به .v۴ /∈ W١ ∩ W۵ نتیجه در .v۴ /∈ W١ همچنین
،Tv۵,f۴ ،Tv۴,f٣ ،Tv٢,f٢ ،Tv١,f١ اکنون .v۵ /∈ W١ ∩ W٢ ،v٢ /∈ W۴ ∩ W۵ ،v١ /∈ W٣ ∩ W۴
.ker fi =Wi ،١ ≤ i ≤ ۵ هر برای آن در که ͬ دهند، م تش΄یل ۵ طول به القایی دور ی Tv٣,f۵
Γ و Γ پس است، Γ در ۵ طول به القایی دور ی ،Γ در ۵ طول به القایی دور هر متمم چون

نیست. تام Γ نتیجه در هستند. ۵ طول به القایی دور دارای دو هر
ͬ دهیم م قرار ،١ ≤ i ≤ ۵ برای .V =< v١, . . . , v۵ > ⊕W و dim(V ) ≥ ۵ که کنیم فرض اکنون

Wi =< {v١, v٢, v٣, v۴, v۵} − {vi} > ⊕W.

در که ͬ دهند، م تش΄یل ۵ طول به القایی دور ی Tv٣,f٢ ،Tv۵,f۴ ،Tv٢,f١ ،Tv۴,f٣ ،Tv١,f۵ بنابراین
در و هستند ۵ طول به القایی دور دارای Γ و Γ نتیجه در .ker fi =Wi ،١ ≤ i ≤ ۵ هر برای آن

نیست. تام Γ نتیجه

.χ(Γ) = ω(Γ) = q٢ − ١ آنگاه ،dimV = ٣ اگر .٠ . ٢ . ۴ نتیجه
.γ(Γ) ≥ q٢ ،n ≥ ۵ یا q = ٢ برای و γ(Γ) ≤ min{(q + ٢(١, qn−١

q−١ } ،n ≥ ٣ برای .٠ . ٧ . ۴ قضیه



۵۵
ناصفر خطͬ تابعک fW و W در ناصفری عضو aW کنیم فرض ،W ابرصفحه هر برای برهان.

ͬ دهیم م قرار .ker fW =W که باشد،
S = {TaW ,fW | است V در ابرصفحه ی W}.

.[Tb,g, TaW١ ,fW١ ] = ١ و TaW١ ,fW١ ∈ S صورت این در .ker g = W١ و Tb,g ∈ V (Γ) کنیم فرض
کنیم فرض اکنون .γ(Γ) ≤ qn−١

q−١ درنتیجه است. Γ برای غالب مجموعه ی ی S بنابراین
V صورت این در .dim(W ) = n − ٢ که طوری به باشد V در زیرفضایی W و dim(V ) ≥ ۴
،f٢ ،f١ کنیم فرض هستند. W شامل که است Wq+١ ،. . . ،W٢ ،W١ ابرصفحه ی q + ١ دارای
واض .ker fj =Wj ،١ ≤ j ≤ q+ ١ هر برای که شرط این با باشند خطͬ تابعک های fq+١ ،. . .
که قسمͬ به باشد W در زیرفضایی U کنیم فرض .V = W١ ∪ W٢ ∪ . . . ∪ Wq+١ که است
در ی بعد با متمایز زیرفضاهایی ⟨aq+١⟩ ،. . . ،⟨a٢⟩ ،⟨a١⟩ کنیم فرض همچنین .dim(U) = ٢

که ͬ کنیم م ادعا باشند. U
S = {Tai,fj |i, j ∈ {١,٢, . . . , q + ١}}

صورت این در ͬ گیریم. م نظر در را Tb,g دلخواه ترانسوکشن است. Γ برای غالب مجموعه ی ی
ai ∈ ker g پس ،dim(U ∩ ker g) = ١ چون .b ∈ Wj که قسمͬ به دارد وجود Wj ابرصفحه ی
داریم بنابراین ͬ شود. م ثابت ادعا ترتیب این به .[Tai,fj , Tb,g] = ١ نتیجه در دارد. وجود

داریم پس است، ‐منتظم k ،Γ چون .γ(Γ) = t کنیم فرض اکنون .γ(Γ) ≤ |S| = (q + ٢(١

t ≥ |V (Γ)|
k

=
(qn − ١)(qn−١ − ١)

(q − ١)(qn−١ − ١) + (qn−١ − q)(qn−٢ − ١)− (q − ١)
≥ q٢n−١ − qn − qn−١ + ١
q٢n−٣ + qn − ٣qn−١ − q + ٢

>
q٢n−١ − qn − qn−١
q٢n−٣ + qn − ٣qn−١

>
(qn − q − ١)

(qn−٢ + q − ٣) .

ادعا بنابراین . (qn−q−١)
(qn−٢+q−٣) > q٢ − ١ پس qn−٢ + ٣q٢ − q٣ − ۴ > ٠ ،n ≥ ۵ یا q = ٢ برای چون

ͬ شود. م ثابت ح΄م لذا .q٢ ≤ γ(Γ) نتیجه در ͬ شود. م ثابت

و است ‐عامل ١ دارای Γ آنگاه باشد، فرد عددی q اگر .٠ . ٨ . ۴ قضیه
α(Γ) ≤ (qn − ١)(qn−١ − ١)

(q − ١)(q[n٢ ] − ١)(qn−[n٢ ] − ١) .
ͬ شود. م ثابت ح΄م ۶ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با برهان.
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در Γ = C(G,X) جابجایی گراف صورت این در .G = GL(٣,٢) کنیم فرض .٠ . ١ . ۴ مثال

ͬ کند: م صدق زیر شرایط
.|V (Γ)| = ٢١ (١)

است. ‐منتظم ۴ ، Γ گراف (٢)
.|E(Γ)| = ۴٢ (٣)
.diam(Γ) = ٣ (۴)

است. تام Γ گراف (۵)
.χ(Γ) = ω(Γ) = ٣ (۶)

.γ(Γ) = ۵ (٧)

.C(GL(٣,٢), X) گراف از تصویری :٢ . ۴ ش΄ل

ͬ توان م ،٠ . ٧ . ۴ قضیه به توجه با ،(٧) قسمت برای هستند. واض (۶)− (١) قسمت های حل.
.γ(Γ) = ۵ ͬ کنیم م ادعا .γ(Γ) ≥ ۵ پس ،۴ × ۵ ≤ |V (Γ)| = ٢١ چون .۴ ≤ γ(Γ) ≤ ٧ نوشت
در که ͬ گیریم م نظر در را T(١,١,١),f۵ و T(٠,١,١),f٣ ،T(١,٠,٠),f١ رئوس ٢ . ۴ ش΄ل به توجه با اکنون

و ker f٣ =W٣ = ×Z٢ × Z٢ ،ker f١ =W١ = Z٢ × Z٢ × ٠ آن
،T(٠,٠,١),f٢ ،T(١,٠,١),f٢ رأس های بجز گراف رئوس تمام .ker f۵ = W۵ =< (١, ٠, ١), (٠, ١, ٠) >



۵٧ C(GL(٣,٢), X) انرژی و طیف
،ker f٢ =W٢ = Z٢ × ٠ × Z٢ آن در که ،T(١,٠,١),f٧ و T(١,١,٠),f٧ ،T(١,١,٠),f۶ ،T(٠,٠,١),f۶

رئوس این با ،ker f٧ = W٧ =< (١, ١, ٠), (٠, ١, ١) > و ker f۶ = W۶ =< (١, ١, ٠), (٠, ٠, ١) >
T(١,٠,١),f٢ رأس دو ادامه در ͬ شوند). م پوشانده رئوس این توسط دی·ر عبارت به هستند( مجاور
تحت که رئوسͬ آن تمام رأس دو این انتخاب با صورت این در ͬ گیریم. م نظر در را T(١,١,٠),f۶ و

نتیجه در و ͬ شوند م پوشانده رئوس این توسط نبودند، رأسͬ هیچ پوشش
{T(١,٠,٠),f١ , T(١,٠,١),f٢ , T(٠,١,١),f٣ , T(١,١,١),f۵ , T(١,١,٠),f۶}

ͬ شود. م ثابت ادعا ترتیب این به است. Γ برای غالب مجموعه ی ی

C(GL(٣,٢), X) انرژی و طیف ١ . ۴
ترانسوکشن ها همه Xمجموعه که ،C(GL(٣,٢), X) جابجایی گراف انرژی و طیف بخش این در

ͬ کنیم. م محاسبه را ͬ باشد، م GL(٣,٢) در
.١ . ١ . ۴ قضیه

Spec(C(GL(٣,٢), X)) =

−٢ ١ −
√٢ ١ +

√٢ ۴
٨ ۶ ۶ ١

 .

است زیر صورت به C(GL(٣,٢), X) مجاورت ماتریس برهان.

A(C(GL(٣,٢), X)) =



٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠



.

که ͬ دهد م نشان محاسبه

PC(GL(٣,٢),X)(x) = −(x− ۴)(x٢ − ٢x− ١)۶(x+ ٨(٢.



عام خطͬ گروه های در ارزی هم رده ی ی جابجایی گراف ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ ۵٨
که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین

Spec(C(GL(٣,٢), X)) =

−٢ ١ −
√٢ ١ +

√٢ ۴
٨ ۶ ۶ ١

 .

.١ . ١ . ۴ نتیجه
E(C(GL(٣,٢), X)) = ٢٠ + ٢√١٢.
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۶٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
Abstract

Let G be a non-abelian group and Z(G) be the center of G. The non-commuting graph Γ(G)
of G is a graph whose vertices are non-central elements of G (i.e. G− Z(G)) and two vertices x
and y are adjacent whenever xy ̸= yx. In this thesis, we calculate the energy, Laplacian energy
and spectrum of non-commuting graph of dihedral groupD2n. Also, we will obtain the energy of
non-commuting graph of D2n ×D2n and G×H , where G is a non-abelian finite group and H is
an abelian finite group.
LetG be a group andX is a non-empty subset ofG. C(G,X) is a graph with vertex setX and two
distinct elements x, y ∈ X are adjacent whenever xy = yx. In this thesis, we study clique
number, domination number, diameter, planarity, perfection and regularity of C(G,X) where
G = GL(n, q) and X is the set of all transvections.

Keywods: Non-commuting graph, Energy of a graph , Spectrum, Commuting graph, Transvec-
tions, Diameter, Clique number, Domination number, Perfection, Planarity.
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