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ජ໑ا آड़و౻ංند  آฬن ଘ ৎقدم
ا॥ت. রوده دوॳشان ୀ آड़وزॵم زॐ࢟ت بار ساঀھا اଌن భ  اسایدی ৳ماਗی

ماభم و ৮در ଘ ৎقدم
ඓࣂࡣت. وओودشان গدଢ ی ච໔ وओودم 

ෙय़باৣم ঙࢡඥر ଘ ৎقدم
রود. راকم رਮ࣪ق ॺࡗظات ৳مام భ ධ්رش با 

ز৯دজ࣓م ঢل ی ଘ ৎقدم و
ඟ໊دم. সیدا ग़࠳ઍوज़شان ෙघه భ را চࢡشده ام ঈودਕی 

ز



... ণپاس ච໋اری

ൈग़ࣇයمان داিش و ع࢙م رଽوان ൕঙࣁਣඇඎی ଘ و ॰د رঘ࣒ࢤو৶مان ग़ࡁभජࢌ ජໍق ଘ و ید মࡑു مان ਠീی  را یൊتا وردگار یࢁඟان ণپاس
ساࣾت. روز৷مان را ग़ࡁभජࢌ و ع࢙م از ౽ਣඇی ଛوऒ و ৶ࢤود

آ༚ی পناب ઍ࡙মوص ریاિی داه  ی ඟ໋اਗی اساید از ا॥ت لازم ਟی േঙتا و৯د ೯دا భگاه ଘ ଡعاخا ارادت از াس
৶مام. ീযیار दدردای دॼوزاଡ شان رঘ࣒ࢤود ی و صدر ૐॣه ی ජໍخا ଘ راد ࣻࡁࡶජی دනر آ༚ی পناب و ॲࡁජباف رਖ࣓নی دනر

دارم. را ඟ়شࢁ ৩ھاশࢌ ॰د৯د ࣞਵ࣫ل  زॐماਦی باࢌ ণیاਘی دනر خاৣم ໆرکار اઍ࡙ॺوص عਚی ସ୍ان ඟدیࢂ زॐمات از ඵز و

رحیمͬ حمید
١٣٩٧ تیرماه

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی رحیمͬ حمید اینجانب
ثابت قطر با گراف های در وینر شاخص بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد شعرباف رحیمͬ صادق راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
رحیمͬ حمید
١٣٩٧ تیرماه

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
ͬ مانند. م ثابت گراف ها ی΄ریختͬ تحت که هستند حقیقͬ اعدادی ،توپولوژی شاخصهای
در آن از که است، توپولوژی شاخص ͬ ترین قدیم ͬ شود، م داده نمایش W گراف وینر شاخص

ͬ شود. م استفاده مواد شیمیایی و فیزی΄ͬ خواص برخͬ تعیین
ͬ گیرد. م قرار مطالعه مورد تکدور گراف های و درخت ها روی وینر شاخص پایان نامه این در

ͬ شود. م بررسͬ ثابت قطر با گراف های روی وینر شاخص مقدار کمترین رابطه این در

ثابت. قطر تکدور، گراف درخت، وینر، شاخص کلیدی: کلمات

ک



پیش گفتار
هستند.مسائل واقعͬ دنیای مسائل از بسیاری تحلیل برای کارآمدی ریاضͬ مدلهای گرافها، 
زبان شناسͬ و روان شناسͬ ،ژنتی کامپیوتر، علوم مخابراتͬ، علوم شیمͬ، ،فیزی در معینͬ
شاخه های از بسیاری کرد.همچنین فرمول بندی گراف، نظریه در مسائلͬ به صورت ͬ توان م را
با متقابلͬ تاثیرهای توپولوژی و احتمال ماتریسها، نظریه ی گروهها، نظریه ی مثل ریاضͬ

دارند. گراف نظریه ی
نظریه ی متنوع مباحث توسعه ی سبب طبیعͬ کاربردی متنوع مسائل و معماها از برخͬ
گرافهای نظریه ی توسعه ی الهام بخش کونینسبرگ» «پلهای مشهور شده اند.مساله ی گراف
همیلتونͬ گرافهای نظریه ی توسعه ی باعث همیلتون، ویلیام دنیا»ی «دور بازی یا و بوده اویلری
و یافته توسعه ال΄تری΄ͬ مدارهای مسائل حل برای دور بدون گرافهای است.نظریه ی شده

است. شده داده بسط شیمیایی ترکیبهای ایزومرهای شمارش برای درخت ها مطالعه ی
چند ضلعیها مثل اش΄الͬ صورت به ͬ توان م را شیمیایی ترکیبات سایر و داروها مول΄ولͬ ساختار
و رأس ی صورت به مول΄ول از اتم کرد.هر مدلسازی ... و گراف ها درخت ها، مسیرها، ،
ترکیب ساختار ͬ شوند.این م داده نشان رئوس بین یالهای توسط اتم ها بین کوالانسͬ پیوند

گویند. آن مول΄ولͬ گراف شیمیایی،
ͬ شود.این م داده نسبت مول΄ولͬ گراف ی به که است حقیقͬ عددی توپولوژی΄ͬ شاخص
ندارد. وابستگͬ گراف تصویری نمایش یا و برچسب گذاری به است.یعنͬ ساختاری ثابتͬ عدد،

ͬ شوند: م تقسیم زیر دسته ی دو به ،توپولوژی شاخص های
وینر) شاخص (مثل فاصله مبنای بر •

(راندی شاخص (مثل رئوس درجه ی مبنای بر •
سال در بار اولین شاخص، است.این شده معرفͬ توپولوژی΄ͬ شاخص اولین وینر، شاخص
و فیزی΄ͬ خواص بین رابطه ی دادن نشان برای وینر، هارولد نام به ͬ دانͬ شیم توسط ١٩۴٧
و [٢٧] و شد[٢۵] معرفͬ آن ها، مول΄ولͬ گرافهای توپولوژی΄ͬ ساختار و آلͬ ترکیبات شیمیایی
گراف ی در کربن‐کربن ها فاصله ی همه ی مجموع وینر، شاخص شیمͬ، [٢۶].در و [٢۴]

است. مول΄ولͬ
مول΄ولهای از شیمیایی ترکیب تشخیص شیمͬ، در وینر شاخص مطالعه ی از اصلͬ، هدف

باشد. شده داده وینر شاخص دارای حاصل ترکیب بطوری΄ه است، معمولͬ
دارند، دور بدون آلͬ مول΄ولهای که شیمیایی ترکیبات با عمدتاً شیمͬ در وینر شاخص
این با متناظر مول΄ولͬ گراف که است معنͬ بدین [١٨].این و [١۵] و [١٠] و دارد[٩] سروکار
درخت ها به مربوط وینر شاخص روی کار بیشتر دلیل همین به است[١٧]. درخت ترکیبات،

ͬ شود. م
ل



م
گرفته قرار توجه مورد توپولوژی΄ͬ شاخص بیشترین یا کمترین با گرافهایی کردن پیدا اخیراً
درخت های بررسͬ به پایان نامه این دوم فصل [٣٠].در و [٢٨] و [١۶] و [٩] و [٨] و است[۶]

ͬ پردازیم. م دارند، را وینر شاخص مقدار کمترین که ثابت باقطر
در مثال عنوان قرارگرفته اند.به بررسͬ مورد نیز تکدور گرافهای برخͬ درخت ها، از غیر به
[١٩] شده اند.یا مشخص وینر شاخص وبیشترین کمترین سه با رأسͬ n تکدور گرافهای [٢٣]
شاخص بیشترین و کمترین با تکدور گرافهای طبقه بندی و کرده اصلاح را [٢٣] اشتباهات که
[١١] ، [٢٠] و [٢٩] و [١۴] به ͬ توان م بیشتر موارد مطالعه ی برای است. کرده تکمیل را وینر

کرد. مراجعه [١٢] و [١٣] و [٢٢] و
[١] به ͬ توان م نمونه عنوان به که است کرفته قرار بررسͬ مورد وینر شاخص نیز ایران در

کرد. اشاره [۴] و [۵] و [٣] و
تکدور گرافهای و درخت ها روی آن بررسͬ به وینر، شاخص معرفͬ ضمن پایان نامه، این در

است. شده برگرفته زیر مقالات از پایان نامه این است ذکر به لازم ͬ پردازیم. م ثابت قطر با
1. Liu H. and Pan X.F. (2008), ”On the Wiener Index of Trees with Fixed Diameter”,MATCH

Commun. Math. Compute. Chem., 60,pp85-94

2. Tan S.W. (2018), ”The minimum Wiener index of unicyclic graphs with fixed diameter”, J.

Appl. Math. Comput., 56 , pp 93-114
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ف



تصاویر فهرست
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G , G∗١ , G∗٢ گراف های ٢. ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gs,t گراف ٢. ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . Tn,d,i , Zn,d,i,j , Xn,d,i , Yn,d,i گراف های ٢. ٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . u٠ = a⌊m٢ ⌋ و v٠ = a٠ با Rt,l

s,i,m گراف ٣. ١

ق



جداول فهرست
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص گرافهای بعضͬ وینر شاخص آ. ١

ش



١ فصل
تعاریف و مقدمات

در فصل این ͬ پردازیم. م وینر شاخص و گراف نظریه ی قضایای و تعاریف بیان به فصل این در
بخش در و گراف نظریه ی تعاریف و مفاهیم به اول بخش در که است شده تنظیم بخش دو

ͬ پردازیم. م وینر شاخص به دوم
بخش تعاریف و مفاهیم برای است. [٢] از برگرفته اول بخش قضایای و تعاریف و مفاهیم

است. شده استفاده [١] از نیز دوم

گراف اولیه مفاهیم و تعاریف ١. ١
مجموعه ای V (G) آن در که است (V (G), E(G), IG) مرتب سه تایی G گراف .١. ١. ١ تعریف
را آن اعضای که است V (G) از مجزا مجموعه ای E(G) و است رأسها نام به عناصری از ناتهͬ
لزوماً نه (و نامرتب جفت ی E(G) عضو هر به که است تابعͬ نیز IG و گویند G گراف یالهای

ͬ گویند. م وقوع تابع آنرا و میدهد نسبت را V (G) اعضا ی از مجزا)
به و گویند همسایه یا مجاور رأسهای شده اند ͽواق یال ی بر که را رأسͬ دو .١. ١. ٢ تعریف

ͬ گویند. م مجاور یالهای هستند، مشترک رأسͬ دارای که را یالͬ دو ترتیب همین
گویند. گراف اندازه و مرتبه ترتیب به را m(G) =| E(G) | و n(G) =| V (G) | .١. ١. ٣ تعریف

رأسهای که یالهایی مجموعه و طوقه را باشد رأس ی انتهایش و ابتدا که یالͬ .۴ .١. ١ تعریف
گویند. موازی یالهای را دارند ی΄سان انتهایی و ابتدایی



تعاریف و مقدمات ٢
گویند. ساده گراف را موازی یالهای و طوقه بدون گرافͬ .۵ .١. ١ تعریف

با است برابر ͬ شود، م داده نشان degG(v) با که G گراف در v رأس درجه ی .۶ .١. ١ تعریف
ͬ گذرند. م رأس این از که یالهایی تعداد

است. آن یالهای تعداد برابر ٢ ساده گراف ی رئوس درجات مجموع .١. ١. ١ قضیه
نمایش ∆(G) و δ(G) با را G گراف رأس های درجه ی بیشترین و کمترین .١. ١. ٧ تعریف

ͬ دهند. م
گویند، v رأس باز همسای·ͬ آن را که NG(v) ،G گراف از v دلخواه رأس برای .١. ١. ٨ تعریف

یعنͬ v؛ مجاور رأسهای مجموعه ی با است برابر
NG(v) = {w ∈ V (G); vw ∈ E(G)},

.NG(v) ∪ {v} با است برابر ͬ شود، م داده نشان NG[v] با که v بسته ی همسای·ͬ و
گویند. آویزان رأس را ی درجه ی با رأس و تنها رأس را صفر درجه ی با رأس .١. ١. ٩ تعریف

گویند. آویزان یال را، آویزان رأس مجاور یال ترتیب همین به
را باشد G از یالͬ متوالͬ، رأس دو هر بین که رئوس، از Gدنباله ای گراف در .١. ١. ١٠ تعریف

است. مسیر یالهای تعداد n که ͬ دهند م نشان Pn با آنرا ͬ گویند. م مسیر
ͬ گویند. م دور آنرا باشد، ی΄ͬ مسیر انتهای و ابتدا رأس اگر .١. ١. ١١ تعریف

ͬ نامند. م همبند گراف باشد، مسیری رأس، دو هر بین آن در که گرافͬ .١. ١. ١٢ تعریف
نشان dG(u, v) با را v و u فاصله ی u, v ∈ V (G) رأس دو هر برای G گراف در .١. ١. ١٣ تعریف

است. رأس دو بین مسیر کوتاهترین طول با برابر که ͬ دهند م
diam(G) با و گویند آن قطر را G گراف رئوس تمام بین مسیر بلندترین طول .١۴ .١. ١ تعریف

ͬ دهند. م نشان
rad(G) با و گویند آن شعاع را G گراف رئوس تمام بین مسیر کوتاهترین طول .١۵ .١. ١ تعریف

ͬ دهند. م نشان
گریز را دارند u از رئوس بقیه ی که فاصله ای بیشترین ،G گراف از u رأس برای .١۶ .١. ١ تعریف

ͬ دهند. م نشان ecc(u) با و گویند u مرکز از
ͬ آید.متقابلا́ م دست به v رأس کردن حذف با G گراف از که است گرافͬ G−v .١. ١. ١٧ تعریف

ͬ آید. م دست به G+ u گراف G به u رأس کردن اضافه با



٣ وینر شاخص اولیه مفاهیم و تعاریف
ͬ آید.متقابلا́ م دست به uv یال کردن حذف با G گراف از که است گرافͬ G−uv .١. ١. ١٨ تعریف

ͬ آید. م دست به G+ uv گراف است، نبوده گراف در قبلا́ uvکه یال کردن اضافه با
ناهمبند گراف آنها حذف با که رئوسͬ مجموعه ی به همبند گراف ی در .١. ١. ١٩ تعریف

ͬ گویند. م برشͬ رأسهای شود،
ناهمبند گراف آنها حذف با که یالهایی مجموعه ی به همبند گراف ی در .١. ١. ٢٠ تعریف

ͬ گویند. م برشͬ یالهای شود،
مجزا مجموعۀ دو به ͬ توان م را راس هایش که است گرافͬ دوبخشͬ گراف .١. ١. ٢١ تعریف
V از رأس ی به را U از رأس ی گراف، آن از یال هر که طوری کرد، تقسیم V و U مثل

ͬ کند. م متصل
داشته وجود یالͬ آن رأس دو هر بین که است گرافͬ ،Kn nرأسͬ کامل گراف .١. ١. ٢٢ تعریف

باشد.
ͬ گویند. م درخت را دور بدون همبند گراف .١. ١. ٢٣ تعریف

ͬ گویند. م برگ باشد داشته ی درجه ی را رأسͬ درخت، در .٢۴ .١. ١ تعریف
دارد. وجود ی΄تا مسیری رأس دو هر بین درخت در .١. ١. ٢ قضیه

دارد. ی درجه ی از رأس دو حداقل نابدیهͬ درخت هر .١. ١. ٣ قضیه
| E(G) |=| V (G) | −١ داریم باشد، درخت G گراف اگر .۴ .١. ١ قضیه

وینر شاخص اولیه مفاهیم و تعاریف ١. ٢
است.فاصله ش·فت انگیزی نتایج و نکات دارای بودن، ساده عین در رأس دو بین فاصله ی مفهوم
متری اندازه و فاصله ها میانگین قطر، شعاع، مانند مختلف پارامتر چندین تعریف به منجر

دارد. فاصله مفهوم با تنگاتنگͬ ارتباط وینر ͬ شود.شاخص م گراف در
روی متر ی شده، گفته تعریف با فاصله تابع ،G جهت بدون و همبند ساده، گراف در

داریم u, v, w ∈ V (G) برای یعنͬ است. V (G) مجموعه ی
dG(u, v) > ٠ •

dG(u, v) = ٠ ⇔ u = v •
dG(u, v) = dG(v, u) •

dG(u, v) ≤ dG(u,w) + dG(v, w) •



تعاریف و مقدمات ۴
داشته قرار v و u بین مسیر کوتاهترین در w که است برقرار صورتͬ در تساوی مورد، آخرین در

باشد.
جهت دار وغیر متناهͬ، همبند، ساده، گرافͬ گراف، از منظور پایان نامه این سرتاسر در

است.
یعنͬ است. گراف رئوس تمام بین فواصل مجموع برابر ،G گراف وینر شاخص .١. ٢. ١ تعریف

W (G) =
∑

x,y∈V (G)

dG(x, y)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به G گراف رأسهای بین فاصله ی میانگین .١. ٢. ٢ تعریف
µ(G) =

W (G)(|V (G)|٢
)

ͬ دهیم. م نشان ساده گرافͬ برای را وینر شاخص محاسبه ی مثال ی با بهتر درک برای
ب·یریم نظر در زیر ش΄ل گراف را G اگر

W (G) = (١ + ٢ + ٣ + ۴ + ٢ + ٣ + ۴) + (١ + ٢ + ٣ + ١ + ٢ + ٣)
+ (١ + ٢ + ١ + ٢ + ٢) + (١ + ٢ + ١ + ١)
(٣ + ٢ + ٢) + (١ + ٢) + ٢
= ۵٧.

ͬ شود م G گراف رئوس فاصله ی میانگین و
µ(G) =

۵٨٢)٧
) =

۵٧
٢٨ ≈ ٢/٠٣۵٧.



۵ وینر شاخص اولیه مفاهیم و تعاریف
مجموع برابر ͬ شود، م داده نشان D(G, v) با که G گراف در v رأس فاصله ی .١. ٢. ٣ تعریف

است. گراف رئوس دی·ر از رأس آن فاصله های
کرد محاسبه ͬ توان م هم زیر صورت به را وینر شاخص قبل، تعریف به توجه با .۴ .١. ٢ تعریف

W (G) =
١
٢

∑
v∈V (G)

D(G, v)

است. رأس دو هر بین مسیر شدن شمرده بار دو جبران برای ١٢ ضریب که
ͬ گویند. م شاخه ای رأس را باشد بیشتر ٢ از درجه اش که رأسͬ درخت، هر در .۵ .١. ٢ تعریف

دارد. شاخه ای رأس n−٢٢ حداکثر و برگ ٢ حداقل رأس n با درخت هر .١. ٢. ١ ملاحظه
داریم Pn مسیر هر برای .١. ٢. ٢ ملاحظه

W (Pn) =

(
n+ ١

٣
)

داریم Sn ستاره ی گراف هر وبرای
W (Sn) = (n− ٢(١

را وینر شاخص کمترین Kn مشخص، رأس تعداد با همبند گرافهای بین در .١. ٢. ٣ ملاحظه
دارد.

را وینر شاخص کمترین Sn مشخص، رأس تعداد با درختان تمام بین در .۴ .١. ٢ ملاحظه
دارد.

شاخص بیشترین Pn مشخص، رأس تعداد با همبند گرافهای تمام بین در .۵ .١. ٢ ملاحظه
دارد. را وینر

است. شده ارائه خاص گرافهای بعضͬ وینر شاخص به مربوط روابط آ. ١ جدول در





٢ فصل
با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ

قطرثابت

مقدمه ٢. ١
ثابتͬ عدد، این ͬ شود. م داده نسبت گراف  ی به که است حقیقͬ عددی توپولوژی΄ͬ شاخص

ندارد. وابستگͬ گراف تصویری نمایش و یا برچسب گذاری به یعنͬ است، ساختاری
شاخص است.این شیمͬ در شده استفاده توپولوژی΄ͬ شاخص اولین ،W وینر، شاخص
فیزی΄ͬ خواص بین رابطه ی دادن نشان برای ١٩۴٧ سال در وینر هارولد نام به شیمیدانͬ توسط
از است. شده معرفͬ آن ها مول΄ولͬ گرافهای توپولوژی΄ͬ ساختار با آلͬ ترکیبات شیمیایی و
ͬ شود.در م استفاده آن مول΄ولͬ گراف با شیمیایی ترکیب ی خواص ارتباط برای مفهوم، این

است. مول΄ولͬ گراف ی در کربن‐کربن ها فاصله ی همه ی مجموع وینر، شاخص شیمͬ
کاربرد دارند، دور بدون آلͬ مول΄ولهای که شیمیایی ترکیبات مورد در عمدتاً وینر شاخص
بیشتر دلیل، همین به است. درخت ترکیبات این با متناظر مول΄ولͬ گراف یعنͬ این که دارد.

است. درخت ها به مربوط وینر، شاخص روی کار
قطر با درختها از خانواده ای معرفͬ به درختها، روی وینر شاخص بررسͬ با فصل این در
و n مرتبه از را T درخت منظور این به باشند. وینر شاخص کمترین دارای که ͬ پردازیم م ثابت
که ͬ شود. م T ∼= K١,n−١ ،d = ٢ اگر و T ∼= Pn آنگاه ،d = n− ١ اگر ͬ گیریم. م نظر در d قطر



قطرثابت با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ ٨
هستند. معلوم و شده محاسبه شده ذکر درخت های وینر شاخص حالت دو هر در

ͬ کنیم: م تعریف این گونه را Tn,d مجموعه ی ،٣ ≤ d ≤ n− ٢ فرض با .٢. ١. ١ تعریف
Tn,d = {T : ٣ ≤ d ≤ n− ٢ که d قطر و n مرتبه ی از درختͬ },

لم ها ٢. ٢
کرد. خواهیم استفاده فصل این نتایج اثبات در آنها از که ͬ کنیم م ارايه لم چند بخش این در

رأس دو را v و u اگر ͬ گیریم. م نظر در مجزا دوبدو و همبند گراف سه را Y ،X ،H .٢. ٢. ١ لم
ͬ سازیم م بدینصورت را G گراف ب·یریم، نظر در Y از رأسͬ هم را u′ و X از رأسͬ را v′ ،H از
برهم نشانͬ با را G∗١ گراف ͬ کنیم. م برهم نشانͬ را v′ و v رأسهای متقابلا́ و u′ و u رأسهای که

داشت: خواهیم ͬ سازیم. م v′ و u′ و u برهم نشانͬ با هم را G∗٢ گراف و ساخته u′ و v′ و v

W (G∗١) < W (G) یا W (G∗٢) < W (G)

G , G∗١ , G∗٢ گراف های :٢. ١ ش΄ل

شاخص تعریف و ٢. ١ ش΄ل به توجه با آنگاه ب·یریم نظر در G از رأس دو را y و x اگر برهان.
گرفت: نظر در را زیر حالت های ͬ توان م وینر



٩ لم ها
H در رأس دو هر .١
X در رأس دو هر .٢
Y در رأس دو هر .٣

Y − u در دی·ری و H در ی΄ͬ .۴
X − v در دی·ری و H در ی΄ͬ .۵

Y − u در دی·ری و X − v در ی΄ͬ .۶
داریم:

W (G) =
∑

x,y∈V (H)

dG(x, y) +
∑

x,y∈V (X)

dG(x, y) +
∑

x,y∈V (Y )

dG(x, y)

+
∑

x∈V (H)
y∈V (X−v)

dG(x, y) +
∑

x∈V (H)
y∈V (Y−u)

dG(x, y) +
∑

x∈V (X−v)
y∈V (Y−u)

dG(x, y)

=
∑

x,y∈V (H)

dH(x, y) +
∑

x,y∈V (X)

dX(x, y) +
∑

x,y∈V (Y )

dY (x, y)

+
∑

x∈V (H)
y∈V (X−v)

dG(x, y) +
∑

x∈V (H)
y∈V (Y−u)

dG(x, y) +
∑

x∈V (X−v)
y∈V (Y−u)

dG(x, y)

انجام را محاسبات مشابه طور به و گرفت نظر در را حالات همین ͬ توان م هم G∗٢ و G∗١ برای
داشت: خواهیم صورت این در داد.

W (G)−W (G∗١) =
∑

x∈V (X−v)
y∈V (Y−u)

[dG(x, y)− dG∗١ (x,y)] +
∑

x∈V (H)
y∈V (Y−u)

[dG(x, y)− dG∗١ (x,y)]

>
∑

x∈V (H)
y∈V (Y )

[dG(x, y)− dG∗١ (x,y)]

=
∑

x∈V (H−u−v)

[dH(x, u)− dH(x, v)] (٢. ١)

که: داد نشان ͬ توان م ترتیب همین به
W (G)−W (G∗٢) =

∑
x∈V (X)
y∈V (Y )

[dG(x, y)− dG∗٢(x,y)] +
∑

x∈V (X−v)
y∈V (H)

[dG(x, y)− dG∗٢(x,y)]

>
∑

x∈V (H−u−v)

[dH(x, v)− dH(x, u)] (٢. ٢)

داریم: (٢. ١) به توجه با .W (G)−W (G∗١) ≤ ٠ ͬ کنیم م فرض ∑حال
x∈V (H−u−v)

[dH(x, u)− dH(x, v)] < ٠



قطرثابت با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ ١٠
داشت: خواهیم (٢. ٢) به توجه با و

W (G)−W (G∗٢) > ٠

G از که باشد گرافͬ Gs,t اگر ب·یرید. نظر در را آن از v و u رأس دو و G گراف .٢. ٢. ١ نتیجه
آنگاه باشد، آمده دست به v و u به آویزان رأس t و s کردن اضافه با
W (Gs−i,t+i) < W (Gs,t) ١ ≤ i ≤ s

W (Gs+i,t−i) < W (Gs,t) ١ ≤ i ≤ t

Gs,t گراف :٢. ٢ ش΄ل

که دید ͬ توان م سادگͬ به ،٢. ٢ ش΄ل به نگاه با و وینر، شاخص تعریف به توجه با برهان.
برابر v به متصل y آویزان رأس و u به متصل آویزان رئوس از x رأس هر بین فاصله ی اندازه ی

با است
dG(x, y) = ١ + dG(u, v) + ١

W (Gs,t) از idG(u, v) مقدار به کنیم، منتقل دی·ر طرف به طرف ی از را رأس i چنانچه حال
ͬ شود. م کم

باشد. V (H١) ∩ V (H٢) = {v} که صورتͬ به ب·یرید، نظر در را H٢ و H١ همبند گراف های
E(G) = E(H١) ∪ و V (G) = V (H١) ∪ V (H٢) که ͬ گیریم م نظر در اینگونه را H١vH٢ گراف

داریم: وینر اندیس تعریف به توجه با حال ،E(H٢)

V (H)∩V (Tl) = باشیم داشته و باشد l مرتبه ی از درختͬ Tl و همبند گرافͬ H اگر .٢. ٢. ٢ لم
آنگاه {v}

W (HvTl) ≥ W (HvK١,l−١)

K١,l−١ ستاره ی مرکز با v آن در که HvTl
∼= HvK١,l−١ که است برقرار صورتͬ در تنها تساوی و

است. شده برهم نشانͬ



١١ لم ها
Sn ستاره ی به مربوط وینر شاخص کمترین رأسͬ، n درختان تمام بین که ͬ دانیم م برهان.

ͬ شود. م ثابت ح΄م نکته همین به توجه با است.
ͬ گیریم. م نظر در آن مجاور رأس را u و آویزان رأسͬ را v رأس ،G همبند گراف در .٢. ٢. ٣ لم

داشت: خواهیم
W (G) = W (G− v) +DG−v(u) + n− ١.

داریم: وینر اندیس تعریف به توجه با برهان.
W (G) =

∑
x,y∈V (G−v)

dG(x, y) +
∑

x∈V (G)

dG(x, v)

= W (G− v) +DG−v(u) + n− ١.

بدین را G∗
k,m گراف ͬ گیریم. م نظر در را آن از v رأس و G نابدیهͬ و همبند گراف .۴ .٢. ٢ لم

رأس در را (k ≥ m ≥ ١) که Q = vu١u٢ · · ·um و P = vv١v٢ · vk مسیر دو که ͬ سازیم م صورت
داشت: خواهیم ͬ کنیم. م متصل G گراف به v

W (G∗
k,m) < W (G∗

k+١,m−١).

داریم: ٢. ٢. ٣ لم به توجه با برهان.
W (G∗

k,m) = W (G∗
k,m−١) +DG∗

k,m−١(um−١)+ | G∗
k,m | −١

و
W (G∗

k+١,m−١) = W (G∗
k,m−١) +DG∗

k,m−١(vk)+ | G∗
k+١,m−١ | −١

حال
W (G∗

k,m)−W (G∗
k+١,m−١) = DG∗

k,m−١(um−١)−DG∗
k,m−١(vk) < ٠

یعنͬ این که
W (G∗

k,m) < W (G∗
k+١,m−١)

داشت: خواهیم ͬ گیریم. م نظر در را d+ ١ مرتبه ی از P = v٠v١ · · · vd مسیر .۵ .٢. ٢ لم
DP (vj) =

٢j٢ − ٢dj + d٢ + d

٢ ١ ≤ j ≤ d− ١
آنگاه ، d٢ ≤ i < j ≤ d − ١ چنانچه و DP (vi) > DP (vj) آنگاه ،١ ≤ i < j ≤ d٢ اگر و

.DP (vj) < DP (vi)



قطرثابت با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ ١٢
داریم: D تابع تعریف به توجه با برهان.

DP (vj) = (١ + ٢ + · · ·+ j) + (١ + ٢ + · · ·+ (d− j)) =
٢j٢ − ٢dj + d٢ + d

٢



١٣ نتایج

نتایج ٢. ٣
٣ ≤ d ≤ n−٢ که Tn,d مجموعه ی برای را وینر شاخص دوم و اول مقادیر کمترین بخش این در

ͬ کنیم. م تعریف را زیر درخت های منظور این به ͬ دهیم. م ارائه
تش΄یل Pd+١ = v٠v١ · · · vd−١vd مسیر از که است n مرتبه ی از درختͬ Tn,d(p١, p٢, · · · , pd−١)
داریم: آن در است. شده متصل آویزان رأس pi ،(١ ≤ i ≤ d− ١) vi رأس به آن در که است شده

n = d+ ١ +
d−١∑
i=١

pi i = ١,٢, · · · , d− ١

ͬ کنیم م تعریف نیز و

Tn,d,i = Tn,d(٠, ٠, · · · , ٠︸ ︷︷ ︸
i−١

, n− d− ١, ٠, ٠, · · · , ٠)

و
Zn,d,i,j = Tn,d(٠, ٠, · · · , ٠︸ ︷︷ ︸

i−١
, n− d− ٢, ٠, ٠, · · · , ٠︸ ︷︷ ︸

j−i−١
, ١, ٠, ٠, · · · , ٠)

Tn−١,d,i از آویزان رأس ی به که، ͬ سازیم م اینگونه را Xn,d,i گراف ،٢ ≤ i ≤ d− ٢ هر ازای به
در ͬ شود).و م اضافه گراف رأس های کل به رأس ی) ͬ کنیم م متصل را رأسͬ (vd و v٠ (بجز
از آویزان رأسͬ به آویزان رأس n − d − ٢ کردن اضافه با Td+٢,d,i روی از را Yn,d,i گراف آخر

که دید ͬ توان م ͬ سازیم. م (vd و v٠ (بجز Td+٢,d,i

Xn,d,i = Xn,d,d−i و Yn,d,i = Yn,d,d−i

Tn,d,i , Zn,d,i,j , Xn,d,i , Yn,d,i گراف های :٢. ٣ ش΄ل
ͬ کنیم: م تعریف را زیر مجموعه های بالا، شده ی ساخته گراف های به توجه با حال



قطرثابت با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ ١۴

T ٠
n,d = {Tn,d,i : ١ ≤ i ≤ d− ١}

T ∗
n,d = {Xn,d,i : ٢ ≤ i ≤ d− ٢}

T ′
n,d = {Yn,d,i : ٢ ≤ i ≤ d− ٢}

T ′′
n,d = {Zn,d,i,j : ١ ≤ i < j ≤ d− ١}

درخت هر برای نتیجه در .W (Tn,d,i) < W (Tn,d,j) داریم ١ ≤ j < i ≤ ⌊ d٢⌋ هر برای .٢. ٣. ١ لم
.T ∼= Tn,d,⌊ d٢ ⌋ که است برقرار صورتͬ در تنها تساوی و W (T ) ≥ W (Tn,d,⌊ d٢ ⌋) داریم T ∈ T ٠

n,d

v = vi اگر کنیم. بررسͬ را ح΄م درستͬ ،j = i− ١ برای که است نیاز تنها اثبات برای برهان.
ح΄م ۴ .٢. ٢ لم به توجه با ب·یریم، نظر در را Q = vivi+١ · · · vd و P = v٠v١ · · · vi مسیر دو و

ͬ شود. م برقرار
ͬ توان م پس است. برقرار Yn,d,i و Xn,d,i برای مشابهͬ نامساوی که باشید داشته توجه

آورد. دست به را زیر نتایج

∀T ∈ T ∗
n,d ; W (T ) ≥ W (Xn,d,⌊ d٢ ⌋)

∀T ∈ T ′
n,d ; W (T ) ≥ W (Yn,d,⌊ d٢ ⌋)

گرفت. را زیر نتیجه ی ͬ توان م ٢. ٣. ١ لم از
وینر شاخص کمترین ،d = n− ٢ که ،Tn,d مجموعه ی عضو درختهای بین در .٢. ٣. ١ نتیجه
ترتیب همین به و Tn,d,⌊ d٢ ⌋−١ به ͬ شود م مربوط بعدی وینر شاخص و Tn,d,⌊ d٢ ⌋ به ͬ شود م مربوط

.Tn,d,١ تا
شد. اشاره آن به بالا در که است درخت هایی شامل فقط Tn,n−٢ که کنید توجه

٣ ≤ d ≤ n− ٣ اگر .٢. ٣. ٢ لم
(i) W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١) < W (Xn,d,⌊ d٢ ⌋) ≤ W (Yn,d,⌊ d٢ ⌋)

(ii) W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١) < W (Tn,d,⌊ d٢ ⌋−١) فرد d

(iii) W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١) = W (Tn,d,⌊ d٢ ⌋−١) زوج d



١۵ نتایج
داریم: ٢. ٢. ٣ لم به توجه با برهان.

W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١) = W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋) +DT
n−١,d,⌊ d٢ ⌋

(v⌊ d٢ ⌋+١) + n− ١
= W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋) +DPd+١(v⌊ d٢ ⌋+١) + ٢(n− d− ٢) + n− ١

W (Xn,d,⌊ d٢ ⌋) = W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋) +DT
n−١,d,⌊ d٢ ⌋

(vd+١) + n− ١
= W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋) +DPd+١(v⌊ d٢ ⌋) + d+ ١ + ٢(n− d− ٣) + n− ١

داریم : ۵ .٢. ٢ لم به توجه با و ترتیب این به

W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)−W (Xn,d,⌊ d٢ ⌋) = DPd+١(v⌊ d٢ ⌋)− d+ ١
= ٢⌊ d٢⌋+ ٢ − ٢d
≤ ٢ − d < ٠

به توجه با بنابراین .Xd+٣,d,⌊ d٢ ⌋
∼= Yd+٣,d,⌊ d٢ ⌋ که است واض Yn,d,i و Xn,d,i تعریف به توجه با

داشت: خواهیم ۵ .٢. ٢ و ٢. ٢. ٣ لم های

W (Xn,d,⌊ d٢ ⌋)−W (Yn,d,⌊ d٢ ⌋) = W (Xn−١,d,⌊ d٢ ⌋)−W (Yn−١,d,⌊ d٢ ⌋)− d+ ١
< W (Xn−١,d,⌊ d٢ ⌋)−W (Yn−١,d,⌊ d٢ ⌋)

< · · ·

< W (Xd+٣,d,⌊ d٢ ⌋)−W (Yd+٣,d,⌊ d٢ ⌋) = ٠

است. برقرار (i) حالت پس
: ۵ .٢. ٢ لم به توجه با حال

DPd+١(v⌊ d٢ ⌋+١) < DPd+١(v⌊ d٢ ⌋−١)



قطرثابت با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ ١۶
: ٢. ٢. ٣ لم به توجه با و

W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)−W (Tn,d,⌊ d٢ ⌋−١) = W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋) +DPd+١(v⌊ d٢ ⌋+١)−W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋−١)

−DPd+١(v⌊ d٢ ⌋−١) + n− d− ٢
≤ W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋)−W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋−١) + n− d− ٢
= DT

n−٢,d−١,⌊ d٢ ⌋−١(v٠)−DT
n−٢,d−١,⌊ d٢ ⌋−١(vd−١)

+ n− d− ٢
= (n− d− ٢)(٢⌊ d٢⌋ − d). (∗)

ͬ شود. م برقرار (iii) و (ii) ، (∗) به توجه با

ب·یریم، نظر در ٣ ≤ d ≤ n − ٣ که T ′′
n,d \ {Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١} از درختͬ را T اگر .٢. ٣. ٣ لم

داشت: خواهیم
W (T ) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)

آن در که ͬ گیریم م نظر در T در d طول با مسیری را P و داده قرار Zn,d,i,j برابر را T برهان.
به را T باشد. vj مجاور که ͬ گیریم م نظر در T از آویزانͬ رأس را vd+١ باشد. d(v٠) = d(vd) = ٠
ح΄م این اثبات برای باشد. داشته را مم΄ن مقدار کمترین W (T ) که ͬ کنیم م انتخاب گونه ای

ͬ کنیم: م بررسͬ را واقعیت چند درستͬ
.i ≤ ⌊ d٢⌋ ‐١

گرفتن نظر در با که باشید داشته توجه .j > ⌊ d٢⌋ + ١ پس .i > ⌊ d٢⌋ ͬ کنیم م فرض .١ اثبات
بنابر .Zn,d,i,j − v٠ ∼= Zn,d,i−١,j−١ − vd ∼= Zn−١,d−١,i−١,j−١ داد نشان ͬ توان م Zn,d,i,j تعریف

: ٢. ٢. ٣ لم به توجه با این

W (Zn,d,i,j)−W (Zn,d,i−١,j−١) = DZn−١,d−١,i−١,j−١(v٠)−DZn−١,d−١,i−١,j−١(vd−١)
= (n− d− ٢)(٢i− d− ١) + (٢j − d− ١) > ٠

فرض با واین است. T از کمتری وینر شاخص دارای که دارد وجود T ′′
n,d از عضوی یعنͬ این که

است. تناقض در دارد را وینر شاخص کمترین T که ما

W (Zn,d,i,j) ≥ W (Zn,d,i,⌊ d٢ ⌋+١) ‐٢



١٧ نتایج
نظر در با ،j > ⌊ d٢⌋ + ١ اگر حال .Zn,d,i,j − vd+١ ∼= Tn−١,d,i که داد نشان ͬ توان م .٢ اثبات

داشت: خواهیم ۵ .٢. ٢ و ٢. ٢. ٣ لم های گرفتن
W (Zn,d,i,j)−W (Zn,d,i,⌊ d٢ ⌋+١) = DTn−١,d,i(vj)−DTn−١,d,i(v⌊ d٢ ⌋+١)

> DP (vj)−DP (v⌊ d٢ ⌋+١) > ٠.

.W (Zn,d,i,⌊ d٢ ⌋+١) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١) ‐٣
و ٢. ٢. ٣ لم های به توجه با آنگاه i < ⌊ d٢⌋ اگر .Zn,d,i,j − vd+١ ∼= Tn−١,d,i آنجایی΄ه از .٣ اثبات

:٢. ٣. ١
W (Zn,d,i,⌊ d٢ ⌋+١)−W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)

=
(
W (Tn−١,d,i)−W (Tn−١,d,⌊ d٢ ⌋)

)
+

(
DTn−١,d,i(v⌊ d٢ ⌋+١)−DT

n−١,d,⌊ d٢ ⌋
(v⌊ d٢ ⌋+١)

)
>DTn−١,d,i(v⌊ d٢ ⌋+١)−DT

n−١,d,⌊ d٢ ⌋
(v⌊ d٢ ⌋+١) > ٠.

ͬ شود. م ثابت ح΄م ،٣ و ٢ ،١ درستͬ از

نظر در ٣ ≤ d ≤ n−٣ آن در که Tn,d \ (T ٠
n,d ∪{Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١}) از درختͬ را T اگر .۴ .٢. ٣ لم

آنگاه: ب·یریم،
W (T ) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)

و deg(v٠) = deg(vd) = ١ آن در که را T از d طول به Pd+١ = v٠v١ · · · vd−١vd مسیر برهان.
آنجایی΄ه از ͬ گیریم. م نظر در Vd = {vi : d(vi) ≥ ٣, ١ ≤ i ≤ d − ١} مجموعه ی همچنین

ͬ کنیم، م بررسͬ را حالت دو ،Vd ̸= ∅ و n ≥ d+ ٣
.| Vd |≥ ٢ : ١ حالت

W (T ) ≥ که ͬ گیریم م نظر در طوری را T١ ∼= Tn,d(p١, · · · , pd−١) درخت حالت، این در
با T /∈ T ٠

n,d آنجایی΄ه از .( ٢. ٢. ٢ لم ) T ∼= T١ که باشد برقرار صورتͬ در تنها تساوی و W (T١)
، است شده متصل آویزان رأسͬ آنها به که داریم رأس دو حداقل T ٠

n,d اعضای ساختار به توجه
.١ ≤ i < j ≤ d − ١ ͬ کنیم م فرض .pi, pj ̸= ٠ داریم بنامیم، vj و vi را رأس دو آن اگر یعنͬ
که ساخت به گونه ای را T٢ ∼= Zn,d,i,j درخت ͬ توان م ،٢. ٢. ١ نتیجه ی به توجه با این بنابر

داشت، خواهیم ٢. ٣. ٣ لم به توجه با و W (T١) > W (T٢)

W (T٢) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)



قطرثابت با درختهای روی وینر شاخص بررسͬ ١٨
یعنͬ این و

W (T ) ≥ W (T١) > W (T٢) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)

.| Vd |= ١ : ٢ حالت
ͬ کنیم، م تعریف ͬ گیریم. م نظر در Vd عضو تنها را vi حالت این در

{x١, · · · , xs} = N(vi) \ {vi−١, vi+١}

چون و .d(xr+١) = d(xr+٢) = · · · = d(xs) = ١ و d(xj) ≥ ٢ , ١ ≤ j ≤ r برای آن در که
باشیم، داشته و باشد xj شامل که T − vi از زیر درختͬ را Ti(xj) حال .r ≥ ١ پس T /∈ T ٠

n,d

را T٣ درخت ،٢. ٢. ٢ لم به توجه با ͬ گیریم. م نظر در ،| V (Ti(xj)) |= sj + ١ , ١ ≤ j ≤ r

متصل آویزان رأس sj ،١ ≤ j ≤ s که xj رأس به Td+s+١,d,i در که ͬ سازیم م روش این به
ساخت T۴ای درخت ͬ توان م ،٢. ٢. ١ نتیجه ی طبق حال .W (T ) ≥ W (T٣) بطوری΄ه ͬ کنیم، م

.W (T٣) ≥ W (T۴) و T۴ ∈ T ∗
n,d ∪ T ′

n,d که
،٢. ٣. ٢ لم به توجه با ،T۴ ∈ T ∗

n,d اگر حال
W (T ) ≥ W (T٣) ≥ W (T۴) ≥ W (Xn,d,⌊ d٢ ⌋) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)

،٢. ٣. ٢ لم طبق هم باز ،T۴ ∈ T ′
n,d اگر و

W (T ) ≥ W (T٣) ≥ W (T۴) ≥ W (Yn,d,⌊ d٢ ⌋) > W (Zn,d,⌊ d٢ ⌋,⌊ d٢ ⌋+١)

که: کرد ثابت ͬ توان م ۴ .٢. ٣ و ٢. ٣. ٣ و ٢. ٣. ٢ لم های از استفاده با
با درختͬ ،٣ ≤ d ≤ n − ٢ که Tn,d مجموعه ی در وینر شاخص مقدار کمترین .٢. ٣. ١ قضیه

است. Tn,d,⌊ d٢ ⌋ ساختار



٣ فصل
تکدور گراف های در وینر شاخص

مقدمه ٣. ١
نوع این از گراف هایی ثابت، قطر با تکدور گرافهای در وینر شاخص بررسͬ ضمن فصل این در

است. وینر شاخص مقدار کمترین دارای که ͬ کنیم م مشخص را
ͬ نامیم. م تکدور گراف را باشد دور ی شامل فقط که گرافͬ .٣. ١. ١ تعریف

است. برابر هم با یالها و رأسها تعداد تکدور گراف در .٣. ١. ١ ملاحظه
ͬ دهیم. م نمایش Φ(n, d) با را d قطر با رأسͬ n تکدور گرافهای تمام مجموعه ی .٣. ١. ٢ تعریف
باشیم، داشته که اگر گوییم u٠ kدر طول به آویزان مسیری را u٠u١ · · ·uk مسیر .٣. ١. ٣ تعریف

degG(u٠) ≥ ٣ , degG(u١) = · · · = degG(uk−١) = ٢ , degG(uk) = ١.

لم ها ٣. ٢
زیر گراف دو به را G طوری΄ه به ͬ گیریم م نظر در برشͬ رأسͬ را u ،G همبند گراف در .٣. ٢. ١ لم
صورت این  G١.در ∪G٢ = G و V (G١) ∩ V (G٢) = {u} یعنͬ ͬ کند، م تقسیم G٢ و G١ همبند

داشت: خواهیم
W (G) = W (G١) +W (G٢) + (| V (G١) | −١)W (G٢, u) + (| V (G٢) | −١)W (G١, u)



تکدور گراف های در وینر شاخص ٢٠
ͬ گیریم م نظر در را زیر حالت سه گراف، این وینر شاخص محاسبه برای برهان.

G١ در رأس دو هر .١
G٢ در رأس دو هر .٢

G٢ در دی·ری و G١ در ی΄ͬ .٣
پس

W (G) =
∑

x,y∈V (G١)
dG(x, y) +

∑
x,y∈V (G٢)

dG(x, y) +
∑

x∈V (G١)
y∈V (G٢)

dG(x, y)

=
∑

x,y∈V (G١)
dG١(x, y) +

∑
x,y∈V (G٢)

dG٢(x, y) +
∑

x∈V (G١)
y∈V (G٢)

dG(x, y)

= W (G١) +W (G٢) +
∑

x∈V (G١)
y∈V (G٢)

dG(x, y)

بین مسیر هر نتیجه در و است برشͬ رأس u اینکه به توجه با ،∑x∈V (G١),y∈V (G٢) dG(x, y) برای
یعنͬ کند، عبور آن از باید y و x

dG(x, y) = dG(x, u) + dG(u, y)

که نوشت ͬ توان م پس

W (G) = W (G١) +W (G٢) +
∑

x∈V (G١)
y∈V (G٢)

(dG(x, u) + dG(u, y))

= W (G١) +W (G٢) +
∑

x∈V (G١)
y∈V (G٢)

dG(x, u) +
∑

x∈V (G١)
y∈V (G٢)

dG(u, y)

= W (G١) +W (G٢) + (| V (G١) | −١)W (G٢, u) + (| V (G٢) | −١)W (G١, u)

مثلثͬ هیچ در ثانیاً و نباشد آویزان یالͬ اولا˟ که را G از uv یال و H و G همبند گراف دو
ͬ سازیم. م H از ũ رأس و u رأس برهم نشانͬ با را A ͬ گیریم.گراف م نظر در باشد نداشته قرار
یال که، ͬ آوریم م دست به روش این با هم را Auv گراف ͬ نامیم). م u کماکان را جدید (رأس
حال ͬ نامیم. م w را جدید رأس کرده، برهم نشانͬ v و u رأسهای سپس ͬ کنیم. م حذف را uv

ͬ نامیم. م z را جدید رأس و ͬ کنیم م هم نشانͬ بر ũ و z هم آخر در و ͬ کنیم م اضافه را wz یال



٢١ لم ها
ͬ کنیم: م تعریف

Vu = {x ∈ V (G) : باشد. نداشته قرار x uبه از مسیری uvدرهیچ یال }
Vu = {x ∈ V (G) : باشد. داشته قرار x uبه از مسیر کوتاهترین uvدر یال }

Ω(u, v) = {(x, y) : x ∈ Vu − {u} , y ∈ Vv − {v}بین مسیر کوتاهترین uvدر یال و
باشد. داشته قرار y xو }
Θ(u, v) = {x : x ∈ V (G), dG(x, u) = dG(x, v)}

داریم: شده اند، تعریف بالا در که باشند گرافͬ دو Auv و A اگر .٣. ٢. ٢ لم
W (A)−W (Auv) =| Ω(u, v) | − | Θ(u, v) | −(| V (H) | −١)(| Vu | −١).

.[٢١] در اثبات برهان.
مسیر دو و Cm = a٠a١ · · · am−١a٠ رأسͬ m دور از که ͬ گیریم م نظر در گرافͬ را Z(s, t,m)

s + t = d − ⌊m٢ ⌋ و s ≥ t و s ̸= ٠ و u٠ = a⌊m٢ ⌋ و v٠ = a٠ که u٠u١ · · ·ut و v٠v١ · · · vs آویزان
است. شده تش΄یل

اضافه با Z(s, t,m) از که ͬ گیریم م نظر در d ≥ ۴ قطر با رأسͬ n تکدور گراف را Rt,l
s,i,m حال

است. شده ساخته ٠ ≤ i ≤ ⌊m۴ ⌋ که ai به آویزان یال l = n− d− ⌊m+١٢ ⌋ کردن

u٠ = a⌊m٢ ⌋ و v٠ = a٠ با Rt,l
s,i,m گراف :٣. ١ ش΄ل

ͬ کنیم. م بررسͬ را Rt,l
s,i,m گراف وینر شاخص حال

صورتͬ در تنها تساوی و ،W (Rt,l
s,i,m) ≥ W (Rt,l

s,٠,m) آنگاه ،١ ≤ i ≤ ⌊m۴ ⌋ و l ̸= ٠ اگر .٣. ٢. ٣ لم
.s = t که است برقرار

داریم: ٣. ٢. ١ لم به توجه با Z = Z(s, t,m) دادن قرار با برهان.
W (Rt,l

s,i,m) = W (Z) +W (Sl+١) + (| V (Z) | −١)W (Sl+١, ai) + lW (Z, ai).

W (Rt,l
s,٠,m) = W (Z) +W (Sl+١) + (| V (Z) | −١)W (Sl+١, a٠) + lW (Z, a٠).



تکدور گراف های در وینر شاخص ٢٢
داریم، j = ٠, ١, · · · , ⌊m۴ ⌋ برای W (G, v) تعریف به توجه با

W (Z, aj) =
١
٢s(s+ ١) + sj +W (Cm, aj) + t(⌊m٢ ⌋ − j) +

١
٢ t(t+ ١).

پس: ،W (Cm, ai) = W (Cm, a٠) و W (Sl+١, ai) = W (Sl+١, a٠) که است واض
W (Rt,l

s,i,m)−W (Rt,l
s,٠,m) = li(s− t) ≥ ٠
ͬ شود. م برقرار تساوی s = t اگر که است روشن

.W (Rt,l
s,٠,m)−W (Rt−١,l

s+١,٠,m) = (l + ١)(⌊m٢ ⌋ − ١)−m+ ٢ آنگاه، s = t اگر .۴ .٣. ٢ لم
داریم، ٣. ٢. ١ لم طبق .B = Rt,l

s,٠,m − ut ͬ دهیم م قرار برهان.
W (Rt,l

s,٠,m) = W (B) +W (P٢) + (| V (B) | −١)× ١ + ١ ×W (B,Ut−١).
W (Rt−١,l

s+١,٠,m) = W (B) +W (P٢) + (| V (B) | −١)× ١ + ١ ×W (B,Us).

که، داشت خواهیم رأس ی فاصه ی تعریف از
W (B,Ut−١) =

s(s+ ١)
٢ + s(⌊m٢ ⌋+ t− ١) + l(⌊m٢ ⌋+ t) +W (Cm, a⌊m٢ ⌋)

+
(٢m+ t− ٢)(t− ١)

٢ .

W (B, vs) =
s(s− ١)

٢ + l(s+ ١) +ms+W (Cm, a٠) + (t− ١)(⌊m٢ ⌋+ s) +
t(t− ١)

٢ .

داریم ،W (Cm, a٠) = W (Cm, a⌊m٢ ⌋) و s = t اینکه به توجه با
W (Rt,l

s,٠,m)−W (Rt−١,l
s+١,٠,m) = W (B, ut−١)−W (B, vs)

= (l + ١)(⌊m٢ ⌋ − ١)−m+ ٢.

آنگاه ،s+ l > t+ ١ و m = ۵ یا m ≥ ٧ اگر باشد. فرد عددی m کنید فرض .۵ .٣. ٢ لم
W (Rt,l

s,٠,m) > W (Rt,l+١
s,٠,m−١)

و u = a٠ و A = Rt,l
s,٠,m دادن قرار با و کرده فرض a٠ بدیهͬ گراف را H ،٣. ٢. ٢ لم در برهان.

a٠ به متصل آویزان رأس l را b١, b٢, · · · , bl(̸= v١) حال .Aa٠am−١ ∼= Rt,l+١
s,٠,m−١ داریم ،v = am−١

ͬ کنیم. م فرض Rt,l
s,٠,m گراف در

ͬ کنیم م تعریف
Ψ = {v١, v٢, · · · , vs, b١, b٢, · · · , bl}.



٢٣ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین
اول: حالت

حالت، این در .m = ٢q + ١ ≥ ٧ ͬ کنیم م فرض
| Ω(a٠, am−١) |≥| {(a١, am−٢)} ∪ {(x, am−٢), (x, am−٣) : x ∈ Ψ} |= ٢s+ ٢l + ١.

که کنید توجه
Θ(a٠, am−١) = {a⌊m٢ ⌋, u١, · · · , ut}.

داریم ٣. ٢. ٢ لم طبق این بنابر و | Θ(a٠, am−١) |= t+ ١ نتیجه در
W (Rt,l

s,٠,m)−W (Rt,l+١
s,٠,m−١) =| Ω(a٠, am−١) | − | Θ(a٠, am−١) |≥ ٢s+ sl + t > ٠.

دوم: حالت
و Θ(a٠, am−١) = {a٢, u١, · · · , ut} داریم، حالت این در .m = ۵ ͬ کنیم م فرض

| Ω(a٠, am−١) |=| {(x, a٣) : x ∈ Ψ} |= s+ l.

داریم ٣. ٢. ٢ لم طبق این بنا بر
W (Rt,l

s,٠,m)−W (Rt,l+١
s,٠,m−١) =| Ω(a٠, am−١) | − | Θ(a٠, am−١) |

= s+ l − t− ١ > ٠.

Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین ٣. ٣
خود آن، وینر شاخص کمترین با گراف که است واض پس و Φ(n, ١) = {C٣} که است واض
به Φ(n,٣) و Φ(n,٢) در وینر شاخص کمترین دارای گرافهای [١٩] و [٢٣] در نیز و است. C٣
دلیل همین به شده اند. مشخص رأسͬ ٨ تکدور گرافهای تمام [٧] در طرفͬ از آمده اند. دست
داریم، Φ(n, d) در که است واض براین علاوه است. d ≥ ۴ و n ≥ ٩ ͬ کنیم م فرض اینجا در

.n ≥ d+ ٢
طول است. وینر شاخص کمترین دارای که ͬ گیریم م نظر در Φ(n, d) از گرافͬ را UM حال
n گرافهای تمام بین در است، گرافͬ UM پس ͬ گیریم. م نظر در m برابر را UM در ͽواق دور
با این بنابر دارد. را وینر شاخص کمترین دارند، d قطر و m طول به دوری که تکدور، رأسͬ

داریم. را زیر نتیجه ی [١٣] ͽمرج ٣. ١ قضیه ی به توجه
s ≥ t ،s ̸= ٠، l = n−d−⌊m+١٢ ⌋ که دارند وجود l, s, t, i نامنفͬ و صحیح عدد چهار .٣. ٣. ١ لم

.UM
∼= Rt,l

s,i,m بطوری΄ه ٠ ≤ i ≤ ⌊m۴ ⌋ و s+ t = d− ⌊m٢ ⌋،



تکدور گراف های در وینر شاخص ٢۴
داریم، Cn دور و Pn مسیر برای .٣. ٣. ١ ملاحظه

W (Pn) =

(
n+ ١

٣
)

و

W (Cn) =


n٣
٨ زوج n
n(n١−٢)٨ فرد n

داریم، ٣. ٢. ١ لم به توجه با این بنابر
W (Rt,l

s,٠,m) =

(
s+ ٢

٣
)
+

(
t+ ٢

٣
)
+

(m+ ٢s+ ٢l + ٢t)W (Cm)

m

+ l(s+ t+ l +m− ١) + t(s+ l)⌊m٢ ⌋+ (t+ l +m− ١)s(s+ ١)
٢

+
(s+ l +m− ١)t(t+ ١)

٢ . (٣. ١)
معادله ی در m = ٢p جای·ذاری و ٢ ≤ p ≤ n − d برای Q(s, t, l, p) = Rt,l

s,٠,٢p دادن قرار با
داشت خواهیم ،(٣. ١)

W (Q(s, t, l, p)) =
١
۶ [۶p٣ + ۶(s+ t+ l)p٢ + ۶(s٢ + st+ t٢ + s+ t+ lt+ ٢l)p

+ ۶l٢ + ٣(s٢ + t٢ + ٣s+ ٣t− ٢)l + (s+ t)٣ + ۶st− (s+ t)]. (٣. ٢)
،l = n−d−p ،٢ ≤ p ≤ n−d که یافت ͬ توان م را p, l, s, t, i نامنفͬ صحیح عدد ͷپن .٣. ٣. ٢ لم

و ٠ ≤ i ≤ ⌊ p٢⌋ و s+ t = d− p ،s ̸= ٠
UM

∼= R١,n−۶٢,٠,٣ یا UM
∼= Rt,l

s,i,٢p.

l, s, t, i نامنفͬ صحیح عدد چهار که ͬ دانیم م ٣. ٣. ١ لم از UM ≇ R١,n−۶٢,٠,٣ ͬ کنیم م فرض برهان.
طوری΄ه ٠ ≤ i ≤ ⌊m۴ ⌋ و s+ t = d− ⌊m٢ ⌋ ،s ≥ t ،s ̸= ٠ ،l = n− d− ⌊m+١٢ ⌋ که یافت ͬ توان م

UM
∼= Rt,l

s,i,m (٣. ٣)
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را مقدار سه m برای .m ≥ ٣ که ͬ کنیم م فرض

:m = ٣ اول حالت
ͬ شود م نتیجه d ≥ ۴ از ترتیب این به ،l = n− d− ٢ و i = ٠ ،s+ t = d− ١ حالت این در

داریم (٣. ٢) و (٣. ١) معادلات از آنگاه ،t = ٠ اگر .s ≥ ٢
W (UM )−W (Q(s− ١, t, l,٢)) = W (Rt.l

s,٠,٣)−W (Q(s− ١, t, l,٢))
= l(s− ٢) + s− ١ > ٠



٢۵ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین
تناقض دارد، را وینر شاخص کمترین UM که فرض این با ،Q(s − ١, t, l,٢) ∈ Φ(n, d) چون و

دارد.
داریم (٣. ٢) و (٣. ١) معادلات از .s ≥ ٣ داریم UM ≇ R١,l٢,٠,٣ چون ،t = ١ اگر

W (UM )−W (Q(s, t− ١, l,٢)) = W (Rt.l
s,٠,٣)−W (Q(s, t− ١, l,٢)) = t− ١ > ٠

دارد. تناقض UM انتخاب با هم باز ،Q(s, t− ١, l,٢) ∈ Φ(n, d) چون و
:m = ۵ دوم حالت

لم های از آنگاه ،s+ l > t+ ١ اگر .l = n− d− ٣ و ٠ ≤ i ≤ ١ ،s+ t = d− ٢ حالت این در
داریم ۵ .٣. ٢ و ٣. ٢. ٣

W (Rt,l
s,١,m) ≥ W (Rt,l

s,٠,m) > W (Rt,l+١
s,٠,m−١)

است. تناقض در i = ١ یا i = ٠ آن در که UM ≇ Rt,l
s,i,m انتخاب با ،Rt,l+١

s,٠,m−١ ∈ Φ(n, d) چون و
داریم s = t وقتی΄ه این بنابر .t ≤ s ≤ t+ ١ که است واض ،s+ l ≤ t+ ١ کنیم فرض اگر و

دی·ر عبارت به .l = ٠ داریم s = t+ ١ هنگامی΄ه و ٠ ≤ l ≤ ١
UM ∈ {Rt,٠

s,i,m : t = s, s− ١}∪{Rs,١
s,i,m : i = ٠, ١}.

داریم (٣. ٢) و (٣. ١) معادلات از ،t = s− ١ یا t = s آن در که UM ≇ Rt,٠
s,i,m اگر

W (UM ) = W (Rt,٠
s,i,m) = W (Q(s− ١, t, ٠,٣)) + ٢s− ٣ > W (Q(s− ١, t, ٠,٣))

دارد. تناقض UM انتخاب با ، Q(s− ١, t, ٠,٣) ∈ Φ(n, d) چون و
(٣. ٢) و (٣. ١) معادلات و ٣. ٣. ١ لم از آنگاه ،i = ١ یا i = ٠ آن در که UM ≇ Rs,١

s,i,m اگر
داریم

W (UM ) = W (Rs,١
s,١,m) = W (Rs,١

s,٠,m) = W (Q(s+ ١, s− ١,٢,٢)) + ١
> W (Q(s+ ١, s− ١,٢,٢))

دارد. تناقض UM انتخاب با ،Q(s+ ١, s− ١,٢,٢) ∈ Φ(n, d) اینکه به توجه با و
:m ≥ ٧ سوم حالت

داریم ۵ .٣. ٢ و ٣. ٢. ٣ لم های از حالت این در
W (Rt,l

s,١,m) ≥ W (Rt,l
s,٠,m) > W (Rt,l+١

s,٠,m−١)

است. تناقض در i = ١ یا i = ٠ که UM
∼= Rt,l

s,i,m انتخاب با ،Rt,l+١
s,٠,m−١ ∈ Φ(n, d) چون و

،m = ٢p ≥ ۴ دادن قرار با است. زوج عددی m می·یریم نتیجه بالا حالت سه بررسͬ با
نتیجه (٣. ٣) معادله ی از و ٠ ≤ i ≤ ⌊ p٢⌋ ،s+ t = d− p ،l = n− d− p ،٢ ≤ p ≤ n− d داریم

که ͬ شود م
UM

∼= Rt,l
s,i,٢p



تکدور گراف های در وینر شاخص ٢۶
ͬ کنیم م تعریف همبند، گرافهای از B مجموعه ی هر برای .٣. ٣. ١ تعریف

ρ(B) = min {W (G) : G ∈ B}

و
λ(B) = {G : G ∈ B,W (G) = W (B)}

داد نشان ͬ توان م سادگͬ به باشند، همبند گراف مجموعه دو B٢ و B١ اگر .٣. ٣. ٢ ملاحظه
که:

.λ(B١ ∪B٢) ⊆ λ(B١) ∪ λ(B٢) .١
.λ(B١ ∪B٢) = λ(B٢) آنگاه ρ(B١) > ρ(B٢) اگر .٢

.λ(B٢) = λ(B١) و ρ(B٢ −B١) > ρ(B١) آنگاه ،λ(B٢) ⊆ B١ و B١ ⊆ B٢ اگر .٣
تعریف زیر صورت به را Φ(n, d) از مجموعه زیر ͷپن ،µ = n− d دادن قرار با بعد به اینجا از

ͬ کنیم. م

J١(n, d) = {Q(s, t, l, p) : ٢ ≤ p ≤ µ; s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = d− p; l = µ− p}.

J٢(n, d) = {Rs,l
s,i,٢p : ٣ ≤ p ≤ µ; s ̸= ٢;٠s = d− p; l = µ− p = ١; ١ ≤ i ≤ ⌊ p٢⌋}.

J٣(n, d) = {Rs,l
s,i,٢p : ٣ ≤ p ≤ µ; s ̸= ٢;٠s = d− p; l = µ− p ≥ ٢; ١ ≤ i ≤ ⌊ p٢⌋}.

J۴(n, d) = {Rt,l
s,i,٢p : ٣ ≤ p ≤ µ; s ̸= ٠; s+ t = d− p; l = µ− p ̸= ٠; ١ ≤ i ≤ ⌊ p٢⌋}.

J۵(n, d) = {Rt,l
s,١,۴ : s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = d− ٢; l = µ− ٢ ̸= ٠}.

پس
{Rt,l

s,i,٢p : ٢ ≤ p ≤ µ; s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = d− p; l = µ− d; ٠ ≤ i ≤ ⌊ p٢⌋}.

=
۵∪

j=١
Jj(n, d)

داریم ٣. ٣. ٢ لم طبق این بنابر
λ(Φ(n,۴)) ⊆ {R١,n−۶٢,٠,٣ }

∪
J١(n,۴)∪ J٢(n,۴)∪ J٣(n,۴)∪ J۴(n,۴)∪ J۵(n,۴). (۴ .٣)

λ(Φ(n, d)) ⊆ J١(n, d)
∪

J٢(n, d)
∪

J٣(n, d)
∪

J۴(n, d)
∪

J۵(n, d) , d ≥ ۵. (۵ .٣)



٢٧ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین
بنابر ،∪۵

i=١ Jj(n, d) ⊆ Φ(n, d) و {R١,n−۶٢,٠,٣ }
∪
(
∪۵

j=١ Jj(n,۴)) ⊆ Φ(n, d) که باشید داشته توجه
داریم ملاحظه ی٣. ٣. ٢ ٣ قسمت و (۵ .٣) و (۴ .٣) معادلات از این

λ(Φ(n,۴)) = λ({R١,n−۶٢,٠,٣ }
∪

J١(n,۴)∪ J٢(n,۴)∪ J٣(n,۴)∪ J۴(n,۴)∪ J۵(n,۴)).
(۶ .٣)

λ(Φ(n, d)) = λ(J١(n, d)
∪

J٢(n, d)
∪

J٣(n, d)
∪

J۴(n, d)
∪

J۵(n, d)) d ≥ ۵. (٣. ٧)
است. برقرار همیشه ρ(Jj(n, d)) > ρ(J١(n, d)) رابطه ی j = ٣,۴,۵ برای .٣. ٣. ٣ لم

.ρ(J٣(n, d)) = W (Rs٠,l٠
s٠,i٠,٢p٠) دی·ر، عبارت به ،Rs٠,l٠

s٠,i٠,٢p٠ ∈ λ(J٣(n, d)) که ͬ کنیم م فرض اول برهان.
۴ .٣. ٢ و ٣. ٢. ٣ لم های به توجه با لذا ،١ ≤ i٠ ≤ ⌊p٠٢ ⌋ و l٠ ≥ ٢ که ͬ دانیم م J٣(n, d) تعریف از

داریم
ρ(J٣(n, d)) = W (Rs٠,l٠

s٠,٠,٢p٠) = W (Rs١−٠,l٠
s١,٠,٢+٠p٠) + (p٠ − ١)(l٠ − ١)

> W (Rs١−٠,l٠
s١,٠,٢+٠p٠) = W (Q(s٠ + ١, s٠ − ١, l٠, p٠)) ≥ ρ(J١(n, d)).

از .ρ(J۴(n, d)) = W (Rt٠,l٠
s٠,i٠,٢p٠) دی·ر، عبارت به ،Rt٠,l٠

s٠,i٠,٢p٠ ∈ λ(J۴(n, d)) ͬ کنیم م فرض حال
ͬ توان م ٣. ٢. ٣ لم از بنابراین ،١ ≤ i٠ ≤ ⌊p٠٢ ⌋ و l٠ ̸= ٠ ،s٠ > t٠ که ͬ دانیم م J۴(n, d) تعریف

که گرفت نتیجه
ρ(J۴(n, d)) > W (Rt٠,l٠

s٠,٠,٢p٠) = W (Q(s٠, t٠, l٠, p٠)) ≥ ρ(J١(n, d)).

.ρ(J۵(n, d)) = W (Rt٠,l٠
s٠,١,۴) دی·ر، عبارت به یا Rt٠,l٠

s٠,١,۴ ∈ λ(J۵(n, d)) که ͬ کنیم م فرض آخر، در
،s٠ > t٠ اگر .n ≥ d+ ٣ که ͬ بینیم م l٠ = µ− ٢ = n− ٢ − ٢ ̸= ٠ از و ،s٠ + t٠ = d− ٢ پس

داریم ٣. ٢. ٣ لم به توجه با آنگاه
ρ(J۵(n, d)) > W (Rt٠,l٠

s٠,٠,۴) = W (Q(s٠, t٠, l٠,٢)) ≥ ρ(J١(n, d)).

۴ .٣. ٢ و ٣. ٢. ٣ لم های از این بنابر ،t٠ = d−٢٢ ̸= ٠ و l٠ ≥ ٢ آنگاه ،n ≥ d + ۴ و s٠ = t٠ اگر
داریم

ρ(J۵(n, d)) = W (Rt٠,l٠
s٠,٠,۴)

= W (Rt١−٠,l٠
s١,٠+٠,۴) + (l٠ − ١) > W (Rt١−٠,l٠

s١,٠+٠,۴)
= W (Q(s٠ + ١, t٠ − ١, l٠,٢)) ≥ ρ(J١(n, d)).

و ٣. ٢. ٣ لم طبق بنابراین ،s٠ = t٠ = d−٢٢ = n−۵٢ ≥ ٢ و l٠ = ١ آنگاه ،n = d+ ٣ و s٠ = t٠ اگر
داریم (٣. ٢) معادله ی

ρ(J۵(n, d)) = W (Rt٠,l٠
s٠,٠,۴) = W (Q(s٠, t٠, l٠,٢)) = W (Q(s٠, t٠ − ١, ٠,٣)) + ٢(s٠ − ١)

> W (Q(s٠, t٠ − ١, ٠,٣)) ≥ ρ(J١(n, d)).
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ͬ شود. م کامل برهان و ρ(J۵(n, d)) > ρ(J١(n, d)) پس

ͬ گیریم م نتیجه ٣. ٣. ٢ ملاحظه ی ٢ قسمت و ٣. ٣. ٣ لم ،(٣. ٧) و (۶ .٣) معادلات از
λ(Φ(n,۴)) = λ

({
R١,n−۶٢,٠,٣

}∪
J١(n,۴)∪ J٢(n,۴)

)
. (٣. ٨)

λ(Φ(n, d)) = λ
(
J١(n, d)

∪
J٢(n, d)

)
, d ≥ ۵. (٣. ٩)

.d+۴ ≤ n ≤ ٢d−١ و است فرد عددی n ،p = µ−١ آنگاه ،J٢(n, d) ̸= ∅ اگر .١ .۴ .٣. ٣ لم
آنگاه ،n = ٢β + ١ اگر خصوص، به

J٢(n, d) =
{
Rd−β,١

d−β,i,٢(µ−١) : ١ ≤ i ≤ ⌊µ− ١
٢ ⌋

}
.

.ρ(J٢(n, d)) > ρ(J١(n, d)) آنگاه d+ ۴ ≤ n ≤ d+
√
d+ ١ اگر .٢

.J٢(n, d) =
{
R

d−٣٢ ,١
d−٣٢ ,١,۶

}
و است فرد عددی d آنگاه n = d+ ۴ اگر .٣

صدق زیر روابط در J٢(n, d) از Rs,l
s,i,٢p گراف s, p, l پارامتر های ،J٢(n, d) ̸= ∅ اگر .١ برهان.

ͬ کنند. م
p ≥ ٣, s ̸= ٠, ٢s+ p = d, l = µ− p = ١, ٢s+ ٢p+ l = n.

ͬ توان م بنابراین و ،٣ ≤ p = µ − ١ , n = d + p + ١ , ٢s = ٢d − n + ١ داریم بنابراین
n = ٢β + ١ دادن قرار با .d + ۴ ≤ n ≤ ٢d − ١ و است فرد عددی n که گرفت نتیجه

داریم
J٢(n, d) =

{
Rd−β,١

d−β,i,٢(µ−١) : ١ ≤ i ≤ ⌊µ− ١
٢ ⌋

}
.

.ρ(J٢(n, d)) = W
(
Rs٠,١

s٠,i,٢(µ−١)
) دی·ر عبارت به Rs٠,١

s٠,i,٢(µ−١) ∈ λ(J٢(n, d)) ͬ کنیم م فرض .٢
داریم d+ ۴ ≤ n ≤ d+

√
d+ ١ رابطه ی و (٣. ٢) معادله ی ٣. ٢. ٣ لم از

ρ(J٢(n, d)) = W (Rs٠,١
s٠,i,٢(µ−١)) = W (Q(s٠, s٠, ١, µ− ١))

= W (Q(s٠, s٠ − ١, ١, µ))− µ٢ + ٢µ+ d− ١
> W (Q(s٠, s٠ − ١, ١, µ)) ≥ ρ(J١(n, d)).

p = µ − ١ = ٣ داریم لم همین اول قسمت از اینکه نیز و n = d + ۴ اینکه به توجه با .٣
به بنا بنابراین .s = d−٣٢ داریم ٢s = d−٣ با بنابراین است. فرد عددی d ͬ شود م نتیجه

ͬ شود م نتیجه J٢(n, d) تعریف
J٢(n, d) =

{
R

d−٣٢ ,١
d−٣٢ ,١,۶

}



٢٩ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین
زیر صورت به را J١(n, d) از Ω٣(n, d) و Ω٢(n, d)، Ω١(n, d) مجموعه ی زیر سه .٣. ٣. ٢ تعریف

ͬ کنیم م تعریف
Ω١(n, d) = {Q(s, t, ٠, µ) : s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = ٢d− n}

d+ ٢ ≤ n < ٢d
Ω٢(n, d) = {Q(s, t, µ− ٢,٢) : s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = d− ٢}

n ≥ d+ ۴
Ω٣(n, d) = {Q(s, t, ١, µ− ١) : s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = ٢d− n+ ١}

d+ ٣ ≤ n ≤ ٢d
.λ(Ω١(n, d)) = {Q(⌈٢d−n٢ ⌉, ⌊٢d−n٢ ⌋, ٠, µ)} آنگاه d+ ٢ ≤ n < ٢d اگر .١ .۵ .٣. ٣ لم

.λ(Ω٢(n, d)) = {Q(⌈d−١٢ ⌉, ⌊d−٣٢ ⌋, µ− ٢,٢)} آنگاه n ≥ d+ ۴ اگر .٢
آنگاه .d+ ٣ ≤ n ≤ ٢d اگر .٣

λ(Ω٣(n, d)) =


{Q(d− β + ١, d− β, ١, µ− ١)}, n = ٢β;
{Q(d− β, d− β, ١, µ− ١)}, {Q(d− β + ١, d− β − ١, ١, µ− ١)}, n = ٢β + ١.

.ρ(Ω١(n, d)) < ρ(Ω٣(n, d)) آنگاه ،d+ ۵ ≤ n ≤ ⌈d+
√
d⌉ اگر .۴

داریم (٣. ٢) معادله ی از ،s+ t+ l+٢p = n و s+ t+ p = d داریم Q(s, t, l, p) در چون برهان.
W (Q(s, t, l, p))−W (Q(s− ١, t+ ١, l, p)) = (s− t− ١)(µ− ١)− lp. (٣. ١٠)

از عضوی Q(s٠, t٠, ٠, µ) دی·ر عبارت به ،Q(s٠, t٠, ٠, µ) ∈ λ(Ω١(n, d)) ͬ کنیم م فرض .١
معادله ی از آنگاه s٠ ≥ t٠ + ٢ اگر دارد. را وینر شاخص کمترین که است Ω١(n, d)

داریم (٣. ١٠)
W (Q(s٠, t٠, ٠, µ))−W (Q(s٠ − ١, t٠ + ١, ٠, µ)) = (s٠ − t٠ − ١)(µ− ١) > ٠

به است. تناقض در Q(s٠, t٠, ٠, µ) انتخاب با ،Q(s٠ − ١, t٠ + ١, ٠, µ) ∈ Ω١(n, d) چون و
s٠+ t٠ = ٢d−n و s٠ ≥ t٠ از بنابراین .s٠ ≤ t١+٠ که گرفت نتیجه ͬ توان م دلیل همین

دی·ر عبارت به ،t٠ = ⌊٢n−٢٢ ⌋ و s٠ = ⌈٢d−n٢ ⌉ ͬ شود م نتیجه
λ(Ω١(n, d)) =

{
Q(⌈٢d− n

٢ ⌉, ⌊٢d− n

٢ ⌋, ٠, µ)
}
.

یعنͬ Q(s٠, t٠, l,٢) ∈ λ(Ω٢(n, d)) ͬ کنیم م فرض .l = µ − ٢ ≥ ٢ ͬ دهیم م قرار .٢
دارد. را وینر شاخص کمترین که است Ω٢(n, d) از عضوی Q(s٠, t٠, ٠,٢)
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داریم (٣. ١٠) معادله ی از آنگاه ،s٠ ≥ t٠ + ٣ اگر

W (Q(s٠, t٠, l,٢))−W (Q(s٠ − ١, t٠ + ١, l,٢)) = (s٠ − t٠ − ٣)(l + ١) + ٢ > ٠
دارد. تناقض Q(s٠, t٠, l,٢) انتخاب با ،Q(s٠ − ١, t٠ + ١, l,٢) ∈ Ω٢(n, d) چون و

داریم ۴ .٣. ٢ لم به توجه با بنابراین ،t٠ = d−٢٢ ≥ ١ آنگاه ،s٠ = t٠ اگر
W (Q(s٠, t٠, l,٢))−W (Q(s٠ − ١, t٠ − ١, l,٢)) = l − ١ > ٠

دارد. تناقض Q(s٠, t٠, l,٢) انتخاب با ،Q(s٠ − ١, t٠ − ١, l,٢) ∈ Ω٢(n, d) چون و
ͬ توان م s٠ + t٠ = d − ٢ از بنابراین .t٠ + ١ ≤ s٠ ≤ t٠ + ٢ ͬ شود م نتیجه بالا بحث از

دی·ر عبارت به ،t٠ = ⌊d−٣٢ ⌋ و s٠ = ⌈d−١٢ ⌉ که گرفت نتیجه
λ(Ω٢(n, d)) =

{
Q(⌈d− ١

٢ ⌉, ⌊d− ٣
٢ ⌋, µ− ٢,٢)

}
.

از عضوی Q(s٠, t٠, ١, µ − ١) یعنͬ ،Q(s٠, t٠, ١, µ − ١) ∈ λ(Ω٣(n, d)) ͬ کنیم م فرض .٣
داریم (١) قسمت مشابه برهانͬ با دارد. را وینر شاخص کمترین که است Ω٣(n, d)

.t٠ ≤ s٠ ≤ t٠ + ٢
بنابراین .(s٠, t٠) = (d−β+ ١, d−β) داریم s٠ + t٠ = ٢d−٢β+ ١ از آنگاه ،n = ٢β اگر

λ(Ω٣(n, d)) = {Q(d− β + ١, d− β, ١, µ− ١)}.
داریم s٠ + t٠ = ٢d− ٢β از آنگاه ،n = ٢β + ١ اگر

(s٠, t٠) ∈ {(d− β, d− β), (d− β + ١, d− β − ١)}
داریم (٣. ٢) معادله ی از و

W (Q(d− β, d− β, ١, µ− ١)) = W (Q(d− β + ١, d− β − ١, ١, µ− ١)).
دلیل، همین به

λ(Ω٣(n, d)) = {Q(d− β, d− β, ١, µ− ١), Q(d− β + ١, d− β − ١, ١, µ− ١)}.

اگر ،(٣. ٢) معادله ی و (٣) و (١) از ͬ دهیم. م قرار d − β برابر را η و ٢d−n٢ برابر را δ .۴
آنگاه باشد، زوج عددی n = ٢β

ρ(Ω١(n, d))− ρ(Ω٣(n, d)) = W (Q(⌈δ⌉, ⌊δ⌋, ٠, µ))−W (Q(η + ١, η, ١, µ− ١))
= (µ− ٢(١ − d,
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آنگاه باشد، فرد عددی n = ٢β + ١ اگر و

ρ(Ω١(n, d))− ρ(Ω٣(n, d)) = W (Q(⌈δ⌉, ⌊δ⌋, ٠, µ))−W (Q(η, η, ١, µ− ١))
= (µ− ٢(١ − d.

بنابراین .(µ− ٢(١ − d < ٠ داریم d+ ۵ ≤ n ≤ ⌈d+
√
d⌉ < d+

√
d+ ١ از

ρ(Ω١(n, d)) < ρ(Ω٣(n, d)).

.λ(Φ(n, d)) = {Q(⌈d−٢٢ ⌉, ⌊d−٢٢ ⌋, ٠,٢)} آنگاه n = d+ ٢ اگر .١ .٣. ٣. ١ قضیه
.λ(Φ(n, d)) = {Q(⌈d−٣٢ ⌉, ⌊d−٣٢ ⌋, ٠,٣)} آنگاه n = d+ ٣ اگر .٢

آنگاه ∆ = {Rq−١,١
q−١,١,۶ , Q(q − ١, q − ١, ١,٣) , Q(q, q − ٢, ١,٣)} و n = d+ ۴ اگر .٣

λ(Φ(n, d)) =



{Q(q, q − ٢,٢,٢), Q(q − ١, q − ٢, ١,٣)}, d = ٢q و q = ٣;
{Q(q − ١, q − ٢, ١,٣)}, d = ٢q و q = ۴;
{Q(q − ٢, q − ٢, ٠,۴)}, d = ٢q و q ≥ ۵;
{Q(q, q − ١,٢,٢)}, d = ٢q + ١ و q = ٢;
{Q(q, q − ١,٢,٢)}∪∆, d = ٢q + ١ و q = ٣;
{Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴)}∪∆, d = ٢q + ١ و q = ۴;
{Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴)}, d = ٢q + ١ و q ≥ ۵.

.d ≥ n− ۴ ≥ ۵ که است واض کاملا́ ،n ≤ d+ ۴ اگر پس ،n ≥ ٩ ͬ دانیم م برهان.
۴ .٣. ٣ لم اول قسمت و Ω١(n, d) و J١(n, d) تعریف به توجه با .n = d+٢ ͬ کنیم م فرض .١

که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به
J١(n, d) = Ω١(n, d), J٢(n, d) = ∅.

داریم ۵ .٣. ٣ لم اول قسمت و (٣. ٩) رابطه ی از
λ(Φ(n, d)) = λ(Ω١(n, d)) = {Q(⌈d− ٢

٢ ⌉, ⌊d− ٢
٢ ⌋, ٠,٢)}.

که دید ͬ توان م سادگͬ به ۴ .٣. ٣ لم اول قسمت از .n = d + ٣ که ͬ کنیم م فرض .٢
توجه .λ(Φ(n, d)) = λ(J١(n, d)) داریم (٣. ٩) رابطه ی به توجه با اینرو، از .J٢(n, d) = ∅
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ملاحظه ی اول قسمت به توجه با لذا .J١(n, d) = Ω١(n, d) ∪ Ω(n, d) که باشید داشته

که گرفت نتیجه ͬ توان م ۵ .٣. ٣ لم اول قسمت و ٣. ٣. ٢
λ(Φ(n, d)) ⊆ λ(Ω١(n, d)) ∪ λ(Ω٣(n, d))

=

{
Q

(⌈
d− ٢

٢
⌉
,

⌊
d− ٢

٢
⌋
, ٠,٢

)}
∪ λ(Ω٣(n, d)). (٣. ١١)

:١ حالت
و n = d+ ٣ و (٣. ١١) رابطه ی به توجه با حالت این در .d = ٢q + ١ که ͬ کنیم م فرض

داریم ۵ .٣. ٣ لم سوم قسمت نیز
λ(Φ(n, d)) ⊆ {Q(q − ١, q − ١, ٠,٣), Q(q, q − ١, ١,٢)}.

داریم q = d−١٢ ≥ ٢ اینکه و (٣. ٢) رابطه ی از
W (Q(q, q − ١, ١,٢))−W (Q(q − ١, q − ١, ٠,٣)) = ٢q − ٣ > ٠.

این، بنابر
λ(Φ(n, d)) = {Q(q − ١, q − ١, ٠,٣)} = {Q(⌈d− ٣

٢ ⌉, ⌊d− ٣
٢ ⌋, ٠,٣)}.

:٢ حالت
لم سوم قسمت و n = d+ ٣ و (٣. ١١) رابطه ی از حالت این در .d = ٢q ͬ کنیم م فرض

داریم ۵ .٣. ٣
λ(Φ(n, d)) ⊆ {Q(q − ١, q − ٢, ٠,٣), Q(q, q − ١, ١,٢), Q(q, q − ٢, ١,٢)}.

ثابت ͬ توان م سادگͬ به q = d٢ = n−٣٢ ≥ ٣ و (٣. ٢) رابطه ی از ،١ حالت مشابه روشͬ با
که کرد

W (Q(q − ١, q − ١, ١,٢)) = W (Q(q, q − ٢, ١,٢)) > W (Q(q − ١, q − ٢, ٠,٣)).
که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین

λ(Φ(n, d)) = {Q(q − ١, q − ٢, ٠,٣)} = {Q(⌈d− ٣
٢ ⌉, ⌊d− ٣

٢ ⌋, ٠,٣)}.

با .J١(n, d) = Ω١(n, d) ∪ Ω٢(n, d) ∪ Ω٣(n, d)حالت این در .n = d + ۴ ͬ کنیم م فرض .٣
، ٣. ٣. ٢ ملاحظه ی اول قسمت به توجه

λ(J١(n, d)) ⊆ λ(Ω١(n, d)) ∪ λ(Ω٢(n, d)) ∪ λ(Ω٣(n, d)) (٣. ١٢)
:١ حالت



٣٣ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین
رابطه ی نیز و J٢(n, d) = ∅ که ۴ .٣. ٣ لم سوم قسمت به توجه با .d = ٢q ͬ کنیم م فرض

داریم ،٣ تا ١ قسمت های ۵ .٣. ٣ لم و (٣. ١٢)
λ(J١(n, d)) ⊆ {Q(q − ٢, q − ٢, ٠,۴), Q(q, q − ٢,٢,٢), Q(q − ١, q − ٢, ١,٣)}.

ͬ شود م نتیجه (٣. ٩) رابطه ی از این بنابر
λ(Φ(n, d)) ⊆ {Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴), Q(q, q − ٢,٢,٢), Q(q − ١, q − ٢, ١,٣)}.

داریم: ٣. ٢ رابطه ی از
W (Q(q, q − ٢,٢,٢))−W (Q(q − ٢, q − ٢, ٠,۴)) = ۴q − ١۵. (٣. ١٣)

W (Q(q − ١, q − ٢, ١,٣))−W (Q(q − ٢, q − ٢, ٠,۴)) = ٢q − ٩. (١۴ .٣)
رابطه های از این بنابر ، q = d٢ ≥ ۵٢ ͬ شود م نتیجه d ≥ ۵ از که باشید داشته توجه

آورد دست به ͬ توان م سادگͬ به (١۴ .٣) و (٣. ١٣)

λ(Φ(n, d)) =


{Q(q, q − ٢,٢,٢), Q(q − ١, q − ٢, ١,٣)}, q = ٣;
{Q(q − ١, q − ٢, ١,٣)}, q = ۴;
{Q(q − ٢, q − ٢, ٠,۴)}, q ≥ ۵.

:٢ حالت
J٢(n, d) = {Rq−١,١

q−١,١,۶} که ۴ .٣. ٣ لم سوم قسمت به توجه با .d = ٢q + ١ ͬ کنیم م فرض
داریم ،٣ تا ١ قسمت های ۵ .٣. ٣ لم و (٣. ١٢) رابطه ی به توجه با و

λ(J١(n, d)) ⊆ {Q(q−١, q−٢, ٠,۴), Q(q, q−١,٢,٢), Q(q−١, q−١, ١,٣), Q(q, q−٢, ١,٣)}.
ͬ شود م نتیجه ٣. ٣. ٢ ملاحظه ی ١ قسمت و (٣. ٩) رابطه ی از این بنابر

λ(Φ(n, d)) ⊆ {Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴), Q(q, q − ١,٢,٢), Q(q − ١, q − ١, ١,٣)
, Q(q, q − ٢, ١,٣), Rq−١,١

q−١,١,۶}.

داریم ۴ .٣. ٢ و ٣. ٢. ٣ لم های از
W (Rq−١,١

q−١,١,۶) = W (Q(q − ١, q − ١, ١,٣)) = W (Q(q, q − ٢, ١,٣)) (١۵ .٣)
داریم (٣. ٢) رابطه ی از

W (Q(q, q − ١,٢,٢))−W (Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴)) = ٢)٢q − ٧). (١۶ .٣)
W (Q(q − ١, q − ٢, ١,٣))−W (Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴)) = ٢(q − ۴). (٣. ١٧)
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سادگͬ به (٣. ١٧) تا (١۵ .٣) روابط به توجه با این بنابر ،q = d−١٢ ≥ ٢ داریم d ≥ ۵ از

که آورد دست به ͬ توان م

λ(Φ(n, d)) =



{Q(q, q − ١,٢,٢)}, q = ٢;
{Q(q, q − ١,٢,٢)}∪∆, q = ٣;
{Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴)}∪∆, q = ۴;
{Q(q − ١, q − ٢, ٠,۴)}, q ≥ ۵.

شد. خواهد ثابت ح΄م و

داریم (٣. ٢) رابطه ی از ،l = µ− p و t = d− s− p ،Q(s, t, l, p) در اینکه به توجه با
W (Q(s, t, l, p)) =

١
۶
[٢p٣ + ٢)٣s+ n− ٢d− ١)p٢ − (۶s+ ٩n− ۶d− ٧)p

+ ۶(n− d− ١)s٢ − ۶(nd− d٢ − d)s

+(۶n٢ + ٣d٢n− ٣dn− ٢d٣ − ٣d٢ + ۵d− ۶n)] (٣. ١٨)
که ، باشد ٠٫١ دقت با ، (٢, µ) بازه ی در h(p) ریشه ی تقریبی مقدار p̄ ͬ کنیم م فرض

h(p) = ۶p٣ − ٢)٣µ+ ١)p٢ − ٢)٣µ٢ − ۴µ+ ١)p
+ ٩n٢ − ۴(٣d+ ۴)n+ ٣d٢ + ١٠d+ ٧. (٣. ١٩)

ͬ کنیم م تعریف

Γ١ =


{⌊p̄⌋, ⌊p̄⌋+ ١}, ٢ ≤ p̄ < ٣;
{⌊p̄⌋ − ١, ⌊p̄⌋, ⌊p̄⌋+ ١}, ٣ ≤ p̄ < µ;

{⌊p̄⌋ − ١, ⌊p̄⌋}, p̄ = µ.

Γ٢ =

{⌊
d

٢ − p̄(p̄− ١)
٢(µ− ١)

⌋
− ١ + k : k = ٠, ١,٢,٣

}
.

Λ١ = {Q(s, d− s− p, µ− p, p) : p ∈ Γ١, s ∈ Γ٢}.

Λ٢ =

{
Rd−β,١

d−β,i,٢(µ−١) : ٠ ≤ i ≤
⌊
µ− ١

٢
⌋}

.



٣۵ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین

دارند. W (Q(d−β, d−β, ١, µ−١)) وینر شاخص ،Γ٢ عضو گرافهای تمام ،٣. ٢. ٣ لم به توجه با
آنگاه d+ ۵ ≤ n ≤ ⌈d+

√
d⌉ اگر .١ .٣. ٣. ٢ قضیه

λ(Φ(n, d)) = {Q(⌈٢d− n

٢ ⌉, ⌊٢d− n

٢ ⌋, ٠, µ)}.

آنگاه d+ ۵ < ⌈d+
√
d+ ١⌉ ≤ n ≤ ٢d− ١ اگر .٢

λ(Φ(n, d)) =


λ(Λ١), زوج n

λ(Λ١ ∪ Λ٢). فرد n

ͬ کنیم م تعریف برهان.
f(p, s) = W (Q(s, d− s− p, µ− p, p)).

داریم (٣. ١٨) رابطه ی از ͬ گیریم. م نظر در پیوسته حقیقͬ متغیر دو را s و p

∂f(p, s)

∂s
= ٢(µ− ١)

[
s−

(
d

٢ − p(p− ١)
٢(µ− ١)

)]
(٣. ٢٠)

داد نشان ͬ توان م سادگͬ به (٣. ٢٠) رابطه ی از ،٢ ≤ p ≤ µ که ،p ثابت حقیقͬ متغیر هر برای
آن در است) متغیر s) f(p, s) متغیره ی تک تابع که است نقطه ای تنها s(p) = d٢ − p(p−١)٢(µ−١) که

بدهیم قرار اگر این بنابر ͬ شود. م کمینه
g(p) = f(p, s(p)) = f

(
p,

d

٢ − p(p− ١)
٢(µ− ١)

)
, ٢ ≤ p ≤ µ,

(p̃, s(p̃)) ، (٢ ≤ p ≤ µ) ͬ کند، م کمینه را g(p) تابع که ب·یریم نظر در نقطه ای را p̃ اگر حال،
کرد. خواهد کمینه را f(p, s) متغیره ی دو تابع که است نقطه ای نیز

رابطه ی در h(p) که ،dg
dp = − h(p)۶(µ−١) آورد دست به ͬ توان م سادگͬ به (٣. ١٨) رابطه ی از

است. شده تعریف (٣. ١٩)
.d+ ۵ ≤ n ≤ ⌈d+

√
d⌉ ͬ کنیم م فرض .١

که ،Q(s٠, t٠, l٠, p٠) ∈ λ(Ψ(n, d)) گرفتن نظر در با .۴ ≤ µ− ١ < d حالت این در
Ψ(n, d) = {Q(s, t, l, p) : ٢ ≤ p ≤ µ− ١; s ̸= ٠; s ≥ t; s+ t = d− p; l = µ− p}.

.θ =
√١۶µ٢ − ٢٠µ+ ٧ ͬ دهیم م قرار

٢µ+١−θ۶ < p < ٢µ+١+θ۶ وقتی΄ه، دید ͬ توان م سادگͬ به
۶p٢ − ٢)٢µ+ ١)p− (٢µ٢ − ۴µ+ ١) < ٠



تکدور گراف های در وینر شاخص ٣۶
٢ ≤ p ≤ µ − ١ برای این بنابر .٢µ+١−θ۶ < ٢ < µ − ١ < ٢µ+١+θ۶ ، n ≥ d + ۵ وقتی΄ه و

داریم
h′(p) = ٣ [۶p٢ − ٢)٢µ+ ١)p− (٢µ٢ − ۴µ+ ١)] < ٠.

است. نزولͬ اکیداً ٢ ≤ p ≤ µ− ١ فاصله ی در h(p) یعنͬ این و
آنگاه باشد، صحیح عددی √

d اگر
⌈d+

√
d⌉ = d+

√
d < d+ ١ +

√
d− ١

۶ .

d− k٢ = ٢kα+α٢ آنگاه ،٠ < α < ١ و مثبت و صحیح عددی k که ،√d = k+α اگر و
که دید ͬ توان م سادگͬ به این بنابر ٢kα+ α٢ ≥ ١ بخصوص است. مثبتͬ صحیح عدد

⌈d+
√
d⌉ = d+ k + ١ < d+ ١ +

√
k٢ +

(
٢kα+ α٢ − ١

۶
)

= d+ ١ +

√
d− ١

۶ .

برقرار همیشه d+
√
d < d+ ١+√

d− ١۶ رابطه ی که ͬ گیریم م نتیجه بالا، توضیحات از
داریم d+ ۵ ≤ n ≤ ⌈d+

√
d⌉ هنگامی΄ه پس است.

h(µ− ١) = −(µ− ١)(۶µ٢ − ١٢µ− ۶d+ ٧) > ٠.
.dgdp < ٠ دی·ر عبارت به ،h(p) > ٠ داریم ،٢ ≤ p ≤ µ−١ برای بالا، توضیحات به توجه با
نزولͬ اکیداً ٢ ≤ p ≤ µ − ١ فاصله ی در p پیوسته متغیر از g(p) ی΄تای تابع این بنابر
٢ ≤ p ≤ µ − ١ فاصله ی در p صحیح متغیر از g(p) ی΄تای تابع الخصوص، علͬ است.
ͬ کند، م کمینه را g(p) که یافت توان مͬ pای صحیح عدد این بنابر است. نزولͬ اکیداً

.Q(s٠, t٠, l٠, p٠) ∈ Ω٣(n, d) نتیجه در .l٠ = ١ یعنͬ ͬ گیریم، م نظر در p٠ = µ− ١ آنرا
داریم ۵ .٣. ٣ لم چهارم قسمت و Q(s٠, t٠, l٠, p٠) انتخاب به توجه با لذا

ρ(Ψ(n, d)) = W (Q(s٠, t٠, l٠, p٠)) ≥ ρ(Ω٣(n, d)) > ρ(Ω١(n, d))

٣. ٣. ٢ ملاحظه ی ٢ قسمت به توجه با ،J١(n, d) = Ψ(n, d)∪Ω١(n, d) داشتیم آنجایی΄ه از
.λ(J١(n, d)) = λ(Ω١(n, d)) داریم

داریم ۴ .٣. ٣ لم ٢ قسمت به توجه با ،d+ ۵ ≤ n <
√
d+ d+ ١ چون دی·ر، طرف از

ρ(J٢(n, d)) > ρ(J١(n, d)).

۵ .٣. ٣ لم ١ قسمت و ٣. ٩ رابطه ی ،٣. ٣. ٢ ٢ قسمت از ،d > ۴ چون و

λ(Φ(n, d)) = λ

 ٢∪
i=١

JI(n, d)

 = λ(J١(n, d))

= λ(Ω١(n, d)) =
{
Q

(⌈٢d− n

٢
⌉
,

⌊٢d− n

٢
⌋
, ٠, µ

)}
.
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.d+ ۵ < ⌈d+

√
d+ ١⌉ ≤ n ≤ ٢d− ١ ͬ کنیم م فرض .٢

سادگͬ به ν =
√٩d٢ − ۶۶d+ ١٧۵ جای·ذاری و Q(s٠, t٠, l٠, p٠) ∈ J١(n, d) اینکه فرض با

داریم ،۶d−٨+ν٣ < n < ۶d−٨−ν٣ که حالتͬ در دید، ͬ توان م
−٣n٢ + ۴(٣d− ۴)n− ٩d٢ + ١٠d+ ٣٧ > ٠.

شد ثابت پس . d > ٩ ͬ شود، م نتیجه d+ ۵ < ⌈d+
√
d+ ١⌉ چون و

۶d− ٨ − ν

٣ < ⌈d+
√
d+ ١⌉ < ٢d− ١ <

۶d− ٨ + ν

٣ .

یعنͬ این که
h(٢) = −٣n٢ + ۴(٣d− ۴)n− ٩d٢ + ١٠d+ ٣٧ > ٠.

دادن قرار با حال
ν(n) = ۶n٢ − ١٢n(d+ ١)۶d٢ + ۶d+ ٧.

n ≥ ⌈d +
√
d + ١⌉ ≥ از این بنابر است. صعودی n ≥ d + ١ وقتͬ ν(n) که است واض

.ν(n) ≥ ν(d +
√
d + ١) > ν(d +

√
d− ١۶ + ١) = ٠ گرفت نتیجه ͬ توان م d +

√
d + ١

پس
h(µ) = −(µ− ١)ν(n) < ٠.

(−∞,٢) بازه های در ترتیب به h(p) ریشه ی سه ،h(+∞) > ٠ و h(−∞) < ٠ که آنجا از
در p̃ مثل ی΄تایی ریشه ی h(p) ͬ دهد، نتیجه م این و دارد. قرار (µ,+∞) و (٢, µ) و
آنگاه ٢ ≤ p < p̃ اگر که، ͬ شود م نتیجه ،h(µ) < ٠ و h(٢) > ٠ چون دارد. (٢, µ) بازه ی

.h(p) < ٠ آنگاه p̃ < p ≤ µ اگر و h(p) > ٠
،٢ ≤ p < p̃ در g(p) که، گرفت نتیجه ͬ توان م ،dg

dp = − h(p)۶(µ−١) اینکه به توجه با این بنابر
متغیری p که ،g(p) تابع نتیجه، در است. صعودی اکیداً ،p̃ < p ≤ µ در و نزولͬ اکیداً
باشد، صحیح متغیری p اگر نتیجه، در دارد. p̃ در را خود مقدار کمترین است، پیوسته
حال باشد. {⌊p̃⌋, ⌊p̃⌋+ ١} مجموعه ی عضو باید ͬ کند م کمینه را g(p) تابع که نقطه ای
و p متغیرهای آن در که ) را f(p, s) تابع که ب·یریم نظر در نقطه ای تنها را (p̃, s(p̃)) اگر
که حالتͬ در f(p, s) تابع که (p, s) نقطه ی برای آنگاه ͬ کند، م کمینه هستند) پیوسته s

دی·ر عبارت به ،s ∈ {⌊s(p̃)⌋, ⌊s(p̃)⌋+ ١} داریم هستند، صحیح متغیرها
p٠ ∈ {⌊p̃⌋, ⌊p̃⌋+ ١}. (٣. ٢١)
s٠ ∈ {⌊s(p̃)⌋, ⌊s(p̃)⌋+ ١}. (٣. ٢٢)
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بنابر و ⌊p̃⌋ ≤ p̄ ≤ ⌊p̃⌋ + ١ آنگاه ب·یریم. نظر در ٠٫١ دقت با p̃ تقریب را ٢ ≤ p̄ ≤ µ اگر

داریم این
{⌊p̃⌋, ⌊p̃⌋+ ١} ⊆ Γ١. (٣. ٢٣)

گرفت نتیجه ͬ توان م ،| p̄− p̃ |≤ ٠٫٠۵ اینکه به توجه با
| s(p̄)− s(p̃) |= | p̄− p̃ | (p̄+ p̃− ١)

٢(µ− ١) ≤ ٠٫٠۵(٢µ− ١)
٢(µ− ١) ≤ ٠٫٠۶,

داریم این رو از .p̃− ٠٫٠۶ ≤ p̄ ≤ p̃+ ٠٫٠۶ دی·ر، عبارت به
{⌊s(p̃)⌋, ⌊s(p̃)⌋+ ١} ⊆ Γ٢. (٢۴ .٣)

دی·ر عبارت به ،s٠ ∈ Γ٢ و p٠ ∈ Γ١ که ͬ شود م نتیجه (٢۴ .٣) تا (٣. ٢١) روابط از
Q(s٠, t٠, l٠, p٠) ∈ {Q(s, d− s− p, µ− p, p) : p ∈ Γ١, s ∈ Γ٢} = Λ١,

J١(n, d) در وینر شاخص کمترین با گرافͬ را Q(s٠, t٠, l٠, p٠) اینکه به توجه با این بنابر
داریم گرفتیم، نظر در

λ(J١(n, d)) = λ(Λ١) (٢۵ .٣)
توجه با .J٢(n, d) = ∅ داریم ،۴ .٣. ٣ لم اول قسمت به توجه با باشد، زوج عددی n اگر

.λ(Φ(n, d)) = λ(J١(n, d)) = λ(Λ١) داریم (٢۵ .٣) و (٣. ٩) روابط از و d > ٩ اینکه به
داریم Λ٢ تعریف و ۴ .٣. ٣ لم اول قسمت به باتوجه باشد، فرد عددی n = ٢β + ١ اگر و

J٢(n, d) =
{
Rd−β,١

d−β,i,٢(µ−١) : ١ ≤ i ≤
⌊
µ− ١

٢
⌋}

= Λ٢ − {Rd−β,١
d−β,٠,٢(µ−١)},

رابطه ی از ،d > ٩ به توجه با و .Rd−β,١
d−β,i,٢(µ−١) = Q(d−β, d−β, ١, µ− ١) ∈ J١(n, d) که

داریم (٣. ٩)
λ(Φ(n, d)) = λ

(
J!(n, d)

∪
J٢(n, d)

)
= λ

(
(J١(n, d)− Λ١)

∪
Λ١

∪
Λ٢

)
. (٢۶ .٣)

٣. ٣. ٢ ملاحظه ی سوم قسمت و λ(J١(n, d)) ⊆ Λ١ و Λ١ ⊆ J١(n, d) از
ρ(J١(n, d)− Λ١) > ρ(Λ١). (٣. ٢٧)

٣. ٣. ٢ ملاحظه ی دوم قسمت و ٣. ٢٧ و ٢۶ .٣ روابط به توجه با لذا
λ(Φ(n, d)) = λ(Λ١ ∪ Λ٢)
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کمترین دارای که باشد J١(n, d) در گرافͬ Q(s٠, t٠, l٠, p٠) ͬ کنیم م فرض .١ .٣. ٣. ٣ ملاحظه
این بنابر Wو (Q(s٠, t٠, l٠, p٠)) ≤ W (Q(s٠ − ١, t٠ + ١, l٠, p٠)) پس است. وینر شاخص

داریم ٣. ١٠ رابطه ی از
s٠ − t٠ − ١ ≤ (n− d− p٠)p٠

n− d− ١ = p٠ − p٠(p٠ − ١)
n− d− ١ .

ͬ شود م نتیجه ،s٠ ≥ t٠ و s٠ + t٠ = d− p٠ به توجه با
d− p٠٢ ≤ s٠ ≤ d+ ١

٢ − p٠(p٠ − ١)
٢(n− d− ١) . (٣. ٢٨)

ͬ دهد م نشان دوم قسمت ٣. ٣. ٢ ،قضیه ی d+۵ < ⌊d+
√
d+١⌋ ≤ n ≤ ٢d−١ هنگامی΄ه .٢

با (٢, µ) بازه ی در را p̄ تقریبی ریشه ی باید ،تنها λ(Φ(n, d)) آوردن دست به برای که،
کنیم. مقایسه (٣. ٢) رابطۀ از را گراف سیزده حداکثر وینر شاخص و کرده پیدا ٠٫١ دقت
کمترین با Q(s٠, t٠, l٠, p٠) گراف در p٠ این بنابر است، وابسته d و n به p̄ که کنید توجه
تغییر هم وینر شاخص کمترین با گرافهای نتیجه در و کرد، خواهد تغییر وینر شاخص

ببینید). را بعدی کرد.(مثالهای خواهند
p̄ = ١٠٫۴ ،(٢, ١١) بازه ی در h(p) تقریبی ریشه ی ،n = ١١١ و d = ١٠٠ برای .٣. ٣. ١ مثال
از که دید ͬ توان م سادگͬ به .Γ٢ = {۴۴,۴۵,۴۶,۴٧} و Γ١ = {٩, ١٠, ١١} اینرو از است.
،Q(s, t, l, p) گراف در که ͬ دانیم م نیز و ۴۵ ≤ s ≤ ۴۶ داریم p ∈ Λ١ برای (٣. ٢٨) رابطه ی

نیست. زیر حالتهای گرفتن نظر در به احتیاجͬ این بنابر .s ≥ t

(p, s) ∈ {(٩,۴۴), (١٠,۴۴), (١١,۴۴), (٩,۴٧), (١٠,۴٧), (١١,۴٧), (٩,۴۵)}.
گرافهای وینر شاخص باید تنها ما ،(p, s) = (١٠,۴۵) با است متناظر R۴۵,١

۴۵,١٠×٠,٢٢ آنجایی΄ه از
کنیم. بررسͬ را زیر موارد با متناظر

(p, s) ∈ {(١٠,۴۵), (١٠,۴۶), (١١,۴۵), (٩,۴۶), (١١,۴۶)}
داریم (٣. ٢) رابطه ی از

W (Q(۴۵,۴۵, ١, ١٠)) = W (Q(۴۶,۴۴, ١, ١٠)) = W (Q(۴۵,۴۴, ٠, ١١)) = ١٩٧٨٩٠,
W (Q(۴۶,۴۵,٢,٩)) = ١٩٧٨٩٢, W (Q(۴۶,۴٣, ٠, ١١)) = ١٩٧٩١٠.

پس است، فرد عددی n که کنید توجه
λ(Φ(١٢٠, ١٠٠)) = {

Q(۴۵,۴۴, ٠, ١١), Q(۴۶,۴۴, ١, ١٠), R۴۵,١
۴۵,i,١٠×٢ : ٠ ≤ i ≤ ۴} .

p̄ = ۵٫۵ ،(٢,٢٠) بازه ی در h(p) تقریبی ریشه ی ،n = ١٢٠ و d = ١٠٠ برای .٣. ٣. ٢ مثال
فرد عددی n آنجایی΄ه از .Γ٢ = {۴٨,۴٩,۵٠,۵١} و Γ١ = {۴,۵,۶} که ͬ شود م نتیجه است.

داریم قبل مثال مشابه ،(٣. ٢) رابطه ی از است،
λ(Φ(١٢٠, ١٠٠)) = {Q(۴٩,۴۵, ١۴,۶)}.



تکدور گراف های در وینر شاخص ۴٠
آنگاه ،n ≥ ٢d اگر .٣. ٣. ٣ قضیه

λ(Φ(n, d)) =


{Q(٢, ٠, n− ۶,٢), R١,n−۶٢,٠,٣ }, d = ۴
{Q(⌈d−١٢ ⌉, ⌊d−٣٢ ⌋, µ− ٢,٢)} d ≥ ۵.

نتیجه (٣. ٩) و (٣. ٨) روابط از این بنابر J٢(n, d) = ∅ که دیدیم ۴ .٣. ٣ لم ١ قسمت از برهان.
ͬ شود م

λ(Φ(n, d)) =


λ({R١,n−۶٢,٠,٣ } ∪ J١(n, d)), d = ۴,
λ(J١(n, d)) d ≥ ۵.

(٣. ٢٩)

Q(s٠, t٠ + ١, l٠ + ١, p٠ − ١) ∈ آنگاه ، p٠ ≥ ۴ اگر .Q(s٠, t٠, l٠, p٠) ∈ λ(J١(n, d)) ͬ کنیم م فرض
داریم Q(s٠, t٠, l٠, p٠) انتخاب و (٣. ٢) رابطه ی از و J − ١(n, d)

W (Q(s٠, t٠, l٠, p٠))−W (Q(s٠, t٠ + ١, l٠ + ١, p٠ − ١))
= (p٠ − ٢)(n− p٠)− ٢(t٠ + ١)(p٠ − ١) ≤ ٠.
ͬ شود م نتیجه این، t٠.بنابر ≤ d−p٠٢ داریم s٠ + t٠ = d− p٠ و s٠ ≥ t٠ از

(p٠ − ٢)(n− p٠) ≤ ٢(t٠ + ١)(p٠ − ١) ≤ (d− p٠ + ٢)(p٠ − ١),
.٢ ≤ p٠ ≤ ٣ داریم دارد.پس تناقض p٠ ≥ ۴ فرض با که ، p٠ ≤ ٢ + d

µ−١ < ۴ دی·ر عبارت به
دید ͬ توان م Ω٢(n, d) تعریف از این، بنابر و l٠ = µ−٢ حالت این در .p٠ = ٢ ͬ کنیم م فرض
Q(s٠, t٠, l٠, p٠) که، ͬ دانیم م Q(s٠, t٠, l٠, p٠) تعریف از این ,Q(s٠.بنابر t٠, l٠, p٠) ∈ Ω٢(n, d) که
نتیجه ۵ .٣. ٣ لم ٢ قسمت از این بنابر دارد. Ω٢(n, d) در را وینر شاخص کمترین که است گرافͬ

ͬ شود م
Q(s٠, t٠, l٠, p٠) = Q

(⌈
d− ١

٢
⌉
,

⌊
d− ٣

٢
⌋
.µ− ٢,٢

)
.

آنچه مشابه روشͬ با .s٠ + t٠ = d− ٣ و l٠ = µ− ٣ حالت این در .p٠ = ٣ ͬ کنیم م فرض حال
همین به .t٠ + ١ ≤ s٠ ≤ t٠ + ٣ که کرد ثابت ͬ توان م رفت، کار به ۵ .٣. ٣ لم ٢ قسمت برای
که دید ͬ توان م سادگͬ به s٠ + t٠ = ٢q − ٣ از باشد، زوج عددی ،d = ٢q هنگامی΄ه دلیل،
s٠ + t٠ = ٢q − ٢ از باشد، فرد عددی d = ٢q + ١ اگر و (s٠, t٠) ∈ {(q − ١, q − ٢), (q, q − ٣)}

.(s٠, t٠) = (q, q − ٢) که دید ͬ توان م سادگͬ به
که ،λ(J١(n, d)) ⊆ F که، ͬ رساند م بالا توضیحات ،ω = n− ٢q − ٣ دادن قرار با

F =


{Q(q, q − ٢, ω + ١,٢), Q(q − ١, q − ٢, ω,٣), Q(q, q − ٣, ω,٣)}, d = ٢q
{Q(q, q − ١, ω,٢), Q(q, q − ٢, ω − ١,٣)}, d = ٢q + ١.



۴١ Φ(n, d) در وینر شاخص کمترین
رابطه ی از این بنابر ،q ≥ ٢ و n ≥ ٢d ≥ ۴q داریم d ≥ ۴ و d ≥ ٢q از که باشید داشته توجه

که دید ͬ توان م سادگͬ به (٣. ٢)
W (Q(q − ١, q − ٢, ω,٣))−W (Q(q, q − ٢, ω + ١,٢)) = ٢(n− ٣q − ١) > ٠.
W (Q(q, q − ٣, ω,٣))−W (Q(q, q − ٢, ω + ١,٢)) = n− ۴q + ۵ > ٠.
W (Q(q, q − ٢, ω − ١,٣))−W (Q(q, q − ٢, ω,٢)) = n− ۴q + ١ > ٠.

که ͬ گیریم م نتیجه این بنابر

λ(F ) =


{Q(q, q − ٢, ω + ١,٢)}, d = ٢q
{Q(q, q − ١, ω,٢)}, d = ٢q + ١.

دی·ر عبارت به
λ(F ) =

{
Q

(⌈
d− ١

٢
⌉
,

⌊
d− ٣

٢
⌋
, µ− ٢,٢

)}
. (٣. ٣٠)

داریم ٣. ٣. ٢ ملاحظه ی ٣ قسمت و F ⊆ J١(n, d) ، λ(J١(n, d)) ⊆ F از
λ(J١(n, d)) = λ(F ). (٣. ٣١)

داریم (٣. ٢) رابطه ی از ،d = ۴ اگر
W (R١,n−۶٢,٠,٣ ) = W (Q

(⌈
d− ١

٢
⌉
,

⌊
d− ٣

٢
⌋
, µ− ٢,٢

)
). (٣. ٣٢)

شد. خواهد حاصل نظر مورد نتایج (٣. ٣٢) تا (٣. ٢٩) روابط از





آ پیوست
خاص  گرافهای وینر  شاخص

خاص گرافهای بعضͬ وینر شاخص آ. ١: جدول
نام گراف وینر شاخص

کامل گراف Kn
١٢n(n− ١)

کامل دوبخشͬ گراف Km,n (m+ n)(m+ n− ١)−mn

مسیر Pn
١۶n(n٢ − ١)

ستاره گراف Sn (n− ٢(١

دور Cn (n ≥ ٣)


١٨n٣ زوج n
١٨n(n٢ − ١) فرد n

مثلثͬ گراف Tn
١۴(n− ٢(١(n− ٢)

م΄عبی گراف Qn n۴n−١

چرخ گراف Wn (n ≥ ۴) (n− ٢)(n− ١)
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Abstract

Topological indices are real numbers, which are identical in isomorph graphs.The Wiener in-

dex, which is shown by W is the first topological index that has been used to determine some of

physical and chemical properties of the materials.In this thesis, Wiener index is studied on trees

and unicyclic graphs.In this regard, the minimum value of the Wiener index is investigated on the

both trees and unicyclic graphs with fixed diameter.

Keywords : Wiener Index,Tree,Fixed Diameter,Unicyclic Graph.
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