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ଷ༙ن و ࠙࡭ق شاଽاه ଡگا ی ଒ ”ࠡج” ඬࠝر امام ، ੩ࠝوभࢌ و ඼ෙय़ ਟی ඟ໊ان ଘ ৎقد৤م
৔وਪی... ାار ଽ و ا॥ت اঃید ାار ජ໑ا ඓࣂࡣت. او گاه ن ච໔

భࣾت ଢسا భ ห سا૛঩ه ඇ൚ো࣍م کار तدا ماభی و ৮در ඟ໊م روی از ଒ شاඟ໊م ਈযی را ی ೯دا
ইࡣب راه భ وओودشان ଢسا ඵවرم ୀگ و شاخ آ৩ھا ر૙ীه از و ঻یاسا৤م وओودشان بار ୏
ज़ฬشان و ໆرم ୀ ا॥ت اभࣇخاری หج রودিشان ଒ واঁدਣশی ৶ما৤م. تلاش داিش و ع࢙م
دণ࣎م ا৯د রوده ਠീ঒ی ام ଢما ୏وردگارم از াس وओود دو اଌن ଒ ඟ໖ا রودৣم ୀ ا॥ت دॻیਚی
آड़و౻ංند.آड़وزگارا਩ی ඇඎিࢋ و ඼່از از ୏ ز৯دਛی وادی اଌن భ را رಶ౮ن راه و ௅ඟ໋ را
ଘ ৎقد৤م ا॥ت ධසزی ୀگ اଌن حال ඟ໊د৯د ൌग़نا را রودن اিسان و ز৯دਛی ୀا৤م ଒

ਗی باতند. ૼن دلࢂਗඟی ଢما و شادی মࡑش ઒अورشان ଒ ඼ෙय़باৣم భاୀ و ଽواऒ و آฬن

ج



سپاس گزاری...

نشانم هم بفهمان هم خداوندا نده نشانم ولͬ ͬ شود م چه بی تو که بفهمان خداوندا
هاست نداشته تمام جبران داشتنش که خدایی شد.سپاس خواهم چه تو با که بده
و اندیشمند استادان برسانم.از پایان به را پایان نامه این تا ساخت رافراهم توفیقͬ و
رحیمͬ شعرباف صادق دکتر آقای جناب و جعفری راد نادر دکتر آقای جناب فرهیخته
گرامͬ داوران از هم چنین ͬ کنم. م تش΄ر ایشان دریغ بی راهنماییهای و یاریها پاس به
را پایان نامه این داوری زحمت که دکترآل هوز آقای جناب و علیشاهͬ دکتر آقای جناب

دارم. را تش΄ر کمال شده اند متقبل
روشنͬ را دل سرزمین خورشید ͬ چون کرامت با ͬ که کسان از دارم خالصانه تش΄ر درپایان
ساختند. بارور سازنده و کارساز راهنمایی های با را دانش و علم سرای وگلشن بخشیدند

یحیایی فهیمه
١٣٩٧ تیر

د



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی یحیایی فهیمه اینجانب
، گراف ها روی رمزی اعداد از برخͬ بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد جعفری راد نادر راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
یحیایی فهیمه
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ه



چ΄یده
و G گراف دو برای هاست. گراف رمزی اعداد مطالعه گراف، نظریه در مهم موضوعات از ی΄ͬ
مرتبه از F گراف هر برای طوری΄ه به است n صحیح عدد کوچ΄ترین ،R(G,H) رمزی عدد ،H
انواع نامه پایان این در باشد. H گراف زیر شامل F̄ گراف یا و G گراف زیر شامل F گراف یا ،n
برای هایی کران و نتایج همچنین ͬ کنیم. م مطالعه را گراف ها روی رمزی عددهای از مختلفͬ
ارائه را گراف ها از خانواده چندین و ها چرخ دورها، مسیرها، شامل که گراف ها رمزی عدد

ͬ دهیم. م

دور. گراف چر خ، گراف رمزی، اعداد کلیدی: کلمات

و



ز
مقدمه

به توجه با و است داشته چشم·یری رشد اخیر دهه در گراف ها روی رمزی اعداد مطالعه
΁ی رمزی قضیه ͬ رود. م شمار به جهان در پژوهشͬ فعال مباحث از آن فراوان کاربردهای
پلامتون فرانک توسط آن نسخه اولین و ͬ رود م شمار به ترکیبیات علم در بنیادین آورد دست
روی بر اردوش۴ و گرینوود٣ و گلیسون٢ چون بزرگͬ دانشمندان رسید.  بعدها اثبات ١به رمزی
مواردی غیر و هستند تجربی اعداد این حاضر حال در کردند. کار مربوطه قضایای و آن ها
توجه مورد بسیار رمزی اعداد زمینه ی در نیز چرخ ها ندارد. وجود آنها برای فرمولͬ خاص،
که ͬ گردد م بر ١٩٨٣ سال به چرخ ها و دورها تاریخچه به مربوط سهم اولین و گرفته اند قرار
تعیین را دلخواه و بزرگ مرتبه از چرخ های با مقایسه در مثلث ΁ی رمزی اعداد بوور و اردوش
فصل و ͬ باشند م [٢٣] و [٢٢] ،[٣١] ،[۴٢] ،[٣٨] ͽمراج از برگرفته پایان نامه این نتایج کردند.

است: زیر قرار به پایان نامه این بندی
رمزی عدد تعیین به دوم فصل در ͬ دهیم، م ارائه را اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل در
R(Wn, Cm) برای بالا کران آوردن به دست و فرد مرتبه Cmاز دورهای با مقایسه Wnدر چر خ های
مسأله سپس و پرداخته دورها روی چندرنگͬ رمزی اعداد مطالعه به سوم فصل در ͬ پردازیم م
گرفته نظر در k ≥ ٢ برای k‐رنگ با معمولͬ گراف های از یالͬ رنگ آمیزی با مرتبط رمزی عدد
در ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را مشخص طول ΁ی با تک رنگ دورهای نهایت در شد. خواهد
زوج m آن در Wm چرخ های با مقایسه در Cn بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین به چهارم فصل

ͬ آوریم. م به دست را کران هایی همچنین و ͬ پردازیم م است فرد و

١F.P.Ramsey
٢GLeason
٣Greenwood
۴Erdos
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١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

قرار استفاده مورد آتͬ فصل های در که گراف  نظریه از لازم مفاهیم و تعاریف فصل این در
ͽمرج از برگرفته فصل این تعاریف و مطالب تمام ͬ کنیم. م بیان اختصار به را گرفت خواهد

ͬ باشند. م [٩]

گراف نظریه مفاهیم و تعاریف ١ . ١
ͬ شود م تعریف (V (G), E(G), ψ(G)) مرتب سه تایی ΁ی صورت به گراف١ ΁ی .١ . ١ . ١ تعریف
که ψ(G) وقوع تابع و یال ها از E(G) مجموعه و رأس ها از V (G) غیرتهͬ مجموعه آن در که
ͬ دهد. م نسبت را ( نیستند متمایز لزوماً ( که G رأس های از نامرتب زوج ΁ی G یال هر به
گفته صورت این در ،ψG(e) = {u, v} طوری که به باشند G از رأس دو v و u یال، ΁ی e اگر
یال دوسر ،v و u رأس های و است کرده وصل ی΁ دی·ر به را v و u رأس های ،e که ͬ شود م
یا (V (G), E(G) با خلاصه طور به G = (V (G), E(G), ψ(G) گراف معمولا˟ ͬ شوند. م نامیده e
گراف ٣ یال های خانواده را E(G) و رأس ها٢ مجموعة را V (G) ͬ دهند. م نشان G = (V,E)

همین به باشد داشته وجود آنها بین یال اگر گویند ۴ مجاور را v و u رأس دو ͬ گویند. م G

١Graph
٢Vertex set
٣Edge set
۴Adjacent

١



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢
باشند. داشته مشترک رأس ΁ی حداقل اگر مجاورند، G از متمایز یال دو ترتیب

ͬ نامند. م G گراف اندازه۶ را یال هایش تعداد و مرتبه۵ G گراف رئوس تعداد به .١ . ١ . ٢ تعریف
مجاور رئوس مجموعه .NG(V ) ،V رأس باز٧ همسای·ͬ از منظور ،G گراف در .١ . ١ . ٣ تعریف
بسته٨ همسای·ͬ .NG(v) = {u ∈ V (G)|uv ∈ E(G)} دی·ر عبارت به است G گراف در v با
برابر degG(v) ،v رأس ΁ی درجه .NG[v] = NG(v)∩ {v} از است عبارت نیز G گراف در v رأس
ترتیب به را G رئوس درجه مینیمم و ماکسیمم است. G گراف در v همسایه های تعداد با است

ͬ دهیم. م نشان δ(G) و ∆(G) با
داشته وجود یال ΁ی دقیقاً آن رأس دو هر بین که است گرافͬ کامل٩ گراف .۴ . ١ . ١ تعریف
را n مرتبه از کامل گراف است. یال n(n−١)٢ و رأس n دارای n مرتبه از کامل گراف ΁ی باشد.

ͬ شود. م بیان Kn با
نماد با که ،G م΄مل باشد V (G) رأس های مجموعه با گرافͬ ١٠ م΄مل گراف .۵ . ١ . ١ تعریف
آن در و ͬ باشد م V (G) آن رأس های مجموعه که است ساده ای گراف ͬ شود، م داده نشان Ḡ

ͬ باشند. م مجاور نیستند، مجاور G در که رأسͬ دو هر
نباشد موجود یال ΁ی از بیش آن رأس هر بین و باشد طوقه فاقد که گرافͬ .۶ . ١ . ١ تعریف

ͬ کنیم. م فرض ساده را گراف ها تمام پایان نامه این طول در ͬ نامیم م ساده گراف
است W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk متناهͬ ناصفر دنباله ای ،G از گشت١١ ΁ی .١ . ١ . ٧ تعریف
رأس های ١ ⩽ i ⩽ k هر ازای به و بوده یال ها و رأس ها از میان در ی΄ͬ آن جملات به طوری که
عبارت به یا vk تا v٠ از گشت ΁ی ،W ͬ گوییم م صورت این  در ͬ باشند م ei یال سر دو vi و vi+١

است. ,v٠)−گشت vk) ΁ی دی·ر
ͬ شود. م نامیده گذر١٢ باشد نداشته تکراری یال که گشتͬ به .١ . ١ . ٨ تعریف

مسیر١٣ باشد نشده ظاهر بار ΁ی از بیش رأسͬ دو هیچ آن در که گشتͬ به .١ . ١ . ٩ تعریف
نمایش Pn با رأسͬ n مسیر ͬ شود. م نامیده مسیر طول مسیر، یال های تعداد و ͬ شود م نامیده

ͬ شود. م داده
۵Order
۶Size
٧Opened neighbourhood
٨Closed  neighbourhood
٩Complete graph

١٠Complement graph
١١Walk
١٢Trail
١٣Path



٣ گراف نظریه مفاهیم و تعاریف
دور١۴ ͬ آید م دست به انتهایی رأس دو کردن مجاور با مسیر ΁ی از که گرافͬ .١ . ١ . ١٠ تعریف
نامیده دور طول دور، یال های تعداد و ͬ شود م داده نمایش Cn با رأسͬ n دور ͬ شود. م نامیده
اگر ͬ دهند. م نمایش ←−C با را مخالف جهت در دور و −→C با را ساعتگرد جهت با دور ͬ شود. م

ͬ دهد. م نشان v به u از را C دور سرهم پشت رئوس u−→C v آنگاه باشد u, v ∈ V (G)

زیر دو به آن رأس های زیرمجموعه دو به آن رأس های مجموعه که گرافͬ .١ . ١ . ١١ تعریف
باشد Y در آنها دی·ر سر و X در G یال ها تمام سر ΁ی که شود افراز چنان Y و X مجموعه
رأس هر آن در که Y و X بخش های با دوبخشͬ گراف ΁ی ͬ شود. م نامیده دوبخش١۵ͬ گراف
|Y | = n, |X| = m اگر ͬ شود. م نامیده کامل دوبخشͬ گراف باشد شده وصل Y رأس هر به X
k‐بخشͬ، گراف ͬ دهیم. م نمایش Km,n با را Y و X بخش های با کامل دوبخشͬ گراف آنگاه
سر دو که کرد افراز طوری مجموعه k‐زیر به را آن رأس های مجموعه ͬ توان م که است گرافͬ
در که است k‐بخشͬ گراف ΁ی کامل، k‐بخشͬ گراف نباشد. زیرمجموعه ΁ی در یالͬ هیچ
باشد. شده وصل دارند، قرار دی·ر بخش های در که رأس هایی تمام به بخش ΁ی رأس هر آن

از v و u متمایز رأس دو هر ازای به هرگاه ͬ شود م نامیده همبند١۶ ،G گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف
نباشد، همبند که گرافͬ باشد). موجود ,u‐مسیر v ΁ی با ) باشد موجود v و u از مسیری ،G
G = (V,G) گراف بنابراین ͬ نامیم. م مؤلفه ΁ی را آن اجزای از ΁ی هر و ͬ نامیم م ناهمبند
افراز چنان V٢ و V١ ناتهͬ مجموعه زیر دو به را V مجموعه بتوان اگر تنها اگرو است ناهمبند
همبند گراف باشد. نداشته وجود y ∈ V٢ و  x ∈ V١ که {x, y} صورت به E در یالͬ هیچ که کرد

باشد. داشته مؤلفه ΁ی اگر تنها و اگر است
G− V ′ به طوری΄ه است V از V ′ مانند زیرمجموعه ای ،G از رأس١٧ͬ برش ΁ی .١ . ١ . ١٣ تعریف
گراف هایی تنها ͬ شود. م نامیده رأسͬ یk΁‐برش را k‐عضو با رأسͬ برش ΁ی باشد. ناهمبند
ازای به که kای کوچ΄ترین دارند. کامل گراف صورت به فراگیری زیرگراف که ندارند برش رأسͬ
نمایش k(G) با را آن و گویند گراف رأس١٨ͬ همبندی را باشد داشته رأسͬ k‐برش ΁ی G آن،
ͬ شود م ناهمبند گراف آنها، حذف با که یال های تعداد کمترین به مشابه طور به ͬ دهند. م
k′(G) با و ͬ گویند م گراف یال١٩ͬ همبندی یابد) افزایش گراف همبندی مؤلف های تعداد )

ͬ دهند. م نمایش
E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) هرگاه ͬ گوییم م G زیرگراف٢٠ را H گراف .١۴ . ١ . ١ تعریف

.H ⊆ G ͬ نویسیم م باشد، G گراف زیر H اگر باشد.
١۴Cycle
١۵Bipartite graph
١۶Connected
١٧Cutset vertice
١٨Connected vertice
١٩Connected edge
٢٠Subgraph



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۴
باشد. V (G) = V (H) هرگاه گوییم فراگیر را G از H زیرگراف .١۵ . ١ . ١ تعریف

G القایی٢١ زیرگراف باشد، G گراف رئوس از ای مجموعه زیر U کنید فرض .١۶ . ١ . ١ تعریف
است G از یال هایی و U رئوس مجموعه با گرافͬ ͬ شود م داده نشان G[U ] نماد با که ،U توسط

باشند. U در آن ها انتهایی رأس دو هر که
هرگاه گوییم ٢٢ ی΄ریخت را G = (V (G), E(G) و H = (V (H), E(H) گراف دو .١ . ١ . ١٧ تعریف

بطوری΄ه: باشد موجود φ : V (G) −→ V (H) نگاشت
باشدِ؛ پوشا و ΁ی به ΁ی φ نگاشت •

اگر تنها و اگر (u, v) ∈ E(H) دی·ر عبارت (به باشد. ها مجاورت حافظ φ نگاشت •
( (φ(u), φ(v)) ∈ E(G)

گفته f : V (G) −→ {١,٢, . . . , k} تابع به G گراف مجاز k‐رنگ آمیزی ΁ی .١ . ١ . ١٨ تعریف
،i هر برای حقیقت در .f(u) ̸= f(v) داریم v و u مجاور رأس دو هر ازای به طوری΄ه به ͬ شود م
ͬ نامیم. م i رنگͬ کلاس را آن که است تهͬ غیر و مستقل مجموعه f−١(i) مجموعه ١ ≤ i ≤ k

گفته f : E(G) −→ {١,٢, . . . , k} تابع به G گراف یال٢٣ͬ k‐رنگ آمیزی ΁ی .١ . ١ . ١٩ تعریف
رنگ های G مجاور یال های اگر ͬ دهند. م را رنگͬ کلاس تش΄یل رنگ، هم یال های و ͬ شود م

است. مجاز یالͬ k‐رنگ آمیزی باشند داشته متمایزی
باشد. داشته مجاز k‐رنگ آمیزی ΁ی هرگاه است k‐رنگ پذیر ،G گراف .١ . ١ . ٢٠ تعریف
نشان χ(G) با و ͬ شود م نامیده رنگ٢۴ͬ عدد باشد، k‐رنگ پذیر ،G گراف که kای کوچ΄ترین

ͬ شود. م داده
باشند نداشته مشترک رأس آنها از دوتایی هیچ یال هایGکه از زیرمجموعه ای .١ . ١ . ٢١ تعریف

ͬ نامیم. م تطابق اندازه را تطابق یال های تعداد و ͬ شود م نامیده تطابق٢۵
که گرفت نظر در E از (E١, . . . , Ek) افرازهای عنوان به ͬ توان م را یالͬ k‐رنگ آمیزی ΁ی
در ͬ باشند. م i رنگ دارای که است E یال های از تهͬ) احتمالا˟ ) مجموعه ای برابر Ei آن در
آن در که است (E١, . . . , Ek) یالͬ k‐رنگ آمیزی ΁ی مجاز، یالͬ k‐رنگ آمیزی ΁ی صورت این

است. تطابق ΁ی Ei

ͬ نامیم. م G گراف خوشه٢۶ را G گراف کامل زیرگراف هر .١ . ١ . ٢٢ تعریف
٢١Induced subgraph
٢٢Isomorphic
٢٣K-Edge colouring
٢۴Chromatic number
٢۵Matchimg
٢۶Clique



۵ گراف نظریه مفاهیم و تعاریف
آن رأس دو هیچ که Gاست از رئوسͬ مجموعه ،Gگراف در رأسͬ مجموعه ΁ی .١ . ١ . ٢٣ تعریف
مستقل مجموعه بزرگترین اندازه  ͬ نامیم. م رأس٢٧ͬ مستقل مجموعه را نباشند مجاور هم با

ͬ شود. م داده نشان α(G) با و شده نامیده استقلال٢٨ عدد را رأسͬ
از رأس n− ١ و n− ١ درجه از رأس ΁ی دارای و n ≥ ٣ که ،G رأسͬ n گراف .٢۴ . ١ . ١ تعریف
n − ١ درجه ی از رأس v اگر .Wn = K١ + Cn عبارتͬ به ͬ گوییم. م چرخ٢٩ را باشد سه درجه

است. n+ ١ با برابر آن مرتبه ی و است v مرکز به Wn ͬ گوییم م آنگاه باشد Wn گراف
g(G) نماد با و ͬ شود م نامیده گراف٣٠ کمر را القایی دور کوچ΄ترین طول .٢۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهند. م نمایش c(G) با را G گراف در القایی دور بزرگترین طول همچنین و ͬ دهند م نمایش

باشد. Cn دور شامل هرگاه گویند، همیلتن٣١ͬ را n مرتبه از ،G گراف .٢۶ . ١ . ١ تعریف
تا ٣ طول از دور هر شامل هرگاه گویند دوری٣٢ همه را n مرتبه از ،G گراف .١ . ١ . ٢٧ تعریف

باشد. n
هرگاه گویند ضعیف دوری همه ضعیف٣٣ دوری همه را n مرتبه از ،G گراف .١ . ١ . ٢٨ تعریف

باشد. g(G) ≤ l ≤ c(G) طوری΄ه به l دور هر شامل
حداقل بطوری΄ه است V از K مانند زیرمجموعه ای ،G گراف از پوشش٣۴ ΁ی .١ . ١ . ٢٩ تعریف
در K ′ پوشش هیچ اگر ͬ نامیم م مینیمم٣۵ پوشش را K پوشش باشد K در G یال هر سر ΁ی

باشد. نداشته وجود |K ′| < |K| شرط با G
از همیلتن٣۶ͬ مسیر ΁ی باشد، G گراف رأس های تمام شامل که مسیری .١ . ١ . ٣٠ تعریف
که است دوری ،G گراف از همیلتن٣٧ͬ دور ΁ی مشابه، طور به و ͬ شود. م نامیده G گراف

باشد. ،G گراف رأس های تمام شامل
همچنین باشند. ساده گراف های G٢ = (V٢, E٢) و G١ = (V١, E١) کنید فرض .١ . ١ . ٣١ تعریف

یال های و رأس ها مجموعه با گرافͬ G١ +G٢ آنگاه ،V (G١) ∩ V (G٢) = ∅ اگر
V (G١ +G٢) = V (G١) ∪ V (G٢), E(G١ +G٢) = E(G١) ∪ E(G٢)

است. وصل G٢ زیرگراف رئوس تمام به G١ زیرگراف رئوس تمام دی·ر عبارت به بود خواهد
٢٧Independent set vertice
٢٨Independent number
٢٩Wheel
٣٠Girth
٣١Hamiltonian
٣٢Pancyclic
٣٣Weaklypancyclic
٣۴Cover
٣۵Minimum cover
٣۶Hamiltonian path
٣٧Hamiltonian cycle



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۶

رمزی عدد مورد در اولیه اصول ١ . ٢
و R(K,L) تعریف به قسمت این در است. شده نوشته [٩] ͽمراج به توجه با بخش این
رنگ) دو از بیشتر ) رنگ چند با گراف چند به R(G١, G٢) بسط و رنگ دو با R(G١, G٢)

کرد. خواهیم کار ساده گراف های با قسمت این در که پرداخت خواهیم
از S مانند زیرمجموعه ای ،G ساده گراف از خوشه ΁ی .( R(K,L)رمزی (عدد ١ . ٢ . ١ تعریف
مستقل مجموعه ΁ی S اگر تنها و اگر است خوشه ΁ی S باشد. کامل G[S] طوری΄ه به است V
΁ی دارای ،G که داشت انتظار ͬ توان م باشد نداشته بزرگ خوشه های ،G اگر باشد. Gc از
به (١٩٣٠) رمزی٣٨ توسط بار نخستین فوق مطلب درستͬ باشد. بزرگ مستقل مجموعه
طوری΄ه به دارد وجود R(K,L) صحیح عدد ΁ی ،L و K مثبت صحیح اعداد برای رسید. اثبات
به است. رأسͬ L مستقل مجموعه ΁ی یا رأسͬ K خوشۀ ΁ی شامل رأسͬ، R(K,L) گراف هر
کوچ΄ترین برابر را R(K,L) رمزی عدد مفروض، L و K دلخواه و صحیح اعداد برای دی·ر بیان
قرمز، و آبی رنگ دو با KN یال های رنگ آمیزی هر ازای به که ͬ کنیم م تعریف N صحیح عدد
نتیجه اولین حقیقت در زیر گزاره یافت. قرمز تکرنگ Kl ΁ی یا آبی تکرنگ Kk ΁ی بتوان یا

است. رمزی اعداد زمینه در شده اثبات
دوبه دو آشنای سه نفره شش ͽجم هر در دهید نشان دی·ر بیان به R(٣,٣) = ۶ .١ . ٢ . ١ گزاره

موجودند. دو به دو ناآشنای سه یا
رنگ آمیزی قرمز را یال ها بقیه و آبی را ͷپن طول به دور ΁ی رأسͬ ͷپن کامل گراف ΁ی در برهان.
تکرنگ مثلث ΁ی شامل ͬ توانند نم کدام هیچ که داشت خواهیم ͷپن طول به دور دو ͬ کنیم م
کرده ایم. رنگ آمیزی قرمز و آبی یال های با را K۶ کامل گراف .R(C٣, C٣) > ۵ پس باشند
لانه اصل به بنا هستند ͷپن درجه از v رأس با همراه ها رأس همه چون ب·یرید نظر در را v رأس
فرض مساله کلیت رفتن دست از بدون هستند. آبی یا قرمز ها یال از تا سه حداقل کبوتری
هم با دوبه دو که باشند رأس هایی v٣ و v٢ ،v١ اگر هستند قرمز یال ها از تا سه حداقل کنید
این غیر در داد خواهند تش΄یل قرمز مثلث ΁ی v رأس با همراه رأس دو این آنگاه باشند مجاور

ͬ شود. م حل مساله و است آبی مثلثͬ شامل v رأس همسایه های مجموعه صورت
به متعلق رمزی،  اعداد مورد در زیر قضیه ی مشهورند. رمزی اعداد به R(K,L) اعداد
قضیه این حقیقت در است (١٩۵۵) گلیسون۴٢ و گرینوود۴١ و (١٩۵۵) ج΄رز۴٠ و اردوش٣٩

ͬ کند. م تعیین را رمزی اعداد وجود
٣٨Ramsey
٣٩Erdos
۴٠Szekeres
۴١Greenwood
۴٢GLeason



٧ رمزی عدد مورد در اولیه اصول
R(K,L) ≤ R(K,L − ١) + R(K − ١, L) ،l ≥ ٢ و k ≥ ٢ صحیح عدد دو برای .١ . ٢ . ١ قضیه

است. برقرار
R(K − ١, L) + R(K,L − ١) با کامل گراف از دلخواه ٢‐رنگ آمیزی ΁ی کنید فرض برهان.
است v مجاور که رأس هایی تعداد چون و ب·یرید نظر در را v دلخواه رأس است شده داده رأس
پس است R(K − ١, L) + R(K,L− ١)− ١ برابر نیستند v مجاور که رأس هایی تعداد به علاوه
قرمز یال ها از R(K,L− ١) حداقل یا آبی یال ها از R(K − ١, L) حداقل کبوتری لانه اصل بنابه
خوشۀ یا هستند آبی که v رئوس مجموعه در آنگاه باشد برقرار اول حالت کنید فرض هستند.
این دهد رخ اول حالت اگر قرمز، Lتایی مستقل مجموعه ΁ی یا دارد وجود آبی Kتایی − ١
بحثͬ با است حل مساله و ͬ دهند م را Kتایی خوشۀ ΁ی تش΄یل v رأس همراه به آبی خوشه

نمود. حل را مساله ͬ توان م نیز |NR(v)| ≥ R(K,L− ١) حالت در مشابه
.R(٢, l) = l و R(K,٢) = k داریم، l و k صحیح عدد هر برای .١ . ٢ . ٢ قضیه

ساختن با لذا ͬ باشد م نشده حل مسائل دشوارترین از ی΄ͬ کلͬ حالت در رمزی اعداد تعیین
عنوان به آورد دست به اعداد این برای را مناسبی پایین کران های ͬ توان م مناسب گراف های
رنگ به که را K۵ کامل گراف از ۵‐دور هر شد مطرح ١ . ٢ . ١ گزاره در که طور همان مثال،
را دی·ر C۵ دور ΁ی دور، این در ͬ توانند نم یال ها ب·یریم نظر در را شده اند رنگ آمیزی قرمز

داریم: بنابراین بدهند. تش΄یل
R(C٣, C٣) = R(K٣,K٣) = R(٣,٣) > ۵.

این در چون ͬ گیریم م نظر در را K٨ رأسͬ، هشت کامل گراف ،R(٣,۴) پایین کران برای
رأسͬ چهار مستقل مجموعه هیچ و رأسͬ سه خوشۀ هیچ شامل ،K٨ گراف از رنگ آمیزی
ͬ توانیم م ١ . ٢ . ٢ قضیه و ١ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با حال .R(٣,٣) ≥ ٩ داریم بنابراین نیست.
ͬ گیریم م نتیجه اول رابطه برای لذا است برقرار تساوی حالت قبل رابطه های در که دهیم نشان

که،
R(٣,٣) ≤ R(٣,٢) +R(٢,٣) = ٣ + ٣ = ۶

و R(٣,٣) اینکه به توجه با دوم، رابطه برای است. برقرار تساوی لذا R(٣,٣) ≥ ۶ طرفͬ از و
. ب·یرید نظر در رأس R(٣,٣) +R(٢,۴)− ١ با را G گراف ͬ توان م هستند زوج دو هر R(٢,۴)
بنابراین دارد. وجود زوج درجۀ با v مانند رأسͬ لذا است فرد ، G گراف های رأس تعداد چون
R(٣,٣) حداقل با یا صورت این در باشد مجاور رأس R(٢,۴) − ١ دقیقاً با ͬ تواند نم ،v رأس
΁ی شامل G گراف بنابراین بود. خواهد مجاور رأس R(٢,۴) حداقل با یا است مجاور غیر رأس

داریم: صورت این در ͬ باشد م رأسͬ چهار مستقل مجموعه ΁ی یا رأسͬ سه خوشۀ
R(٣,۴) ≤ R(٣,٣) +R(٢,۴)− ١ = ۶ + ۴ − ١ = ٩

رمزی اعداد کلیه ١ . ١ جدول .R(٣,۴) = ٩ که ͬ گیریم م نتیجه لذا R(٣,۴) ≥ ٩ داریم، طرفͬ از
ͬ دهد. م نمایش را شده اند شناخته تاکنون که را R(K,L)



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٨
L = ١ L = ٢ L = ٣ L = ۴ L = ۵ L = ۶ L = ٧

K = ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
K = ٢ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧
K = ٣ ١ ٣ ۶ ٩ ١۴ ١٨ ٢٣
K = ۴ ١ ۴ ٩ ١٨ ٢۵

رمزی اعداد از برخͬ محاسبه :١ . ١ جدول
کوچ΄ترین با برابر ,R(G١را G٢) رمزی عدد ،G٢ G١و گراف دو برای .(R(G١, G٢)) ١ . ٢ . ٢ تعریف
قرمز، و آبی رنگ دو با KN یال های رنگ آمیزی هر ازای به که ͬ کنیم م تعریف N صحیح عدد
ی΄ریخت قرمز تکرنگ گراف زیر ΁ی یا یافت، G١ با ی΄ریخت آبی تکرنگ زیرگراف ΁ی بتوان یا
تعمیمͬ تعریف این نتیجه در .R(K,L) = R(Kk,Kl) گرفت نتیجه ͬ توان م تعریف این با G٢ با
حالت در پیچیده تری مسائل دارای که است رمزی اعداد برای شده ارائه اولیه تعریف از طبیعͬ
ͬ پردازیم م k‐رنگ با L گراف ΁ی رمزی عدد شرح به اکنون است. رنگ دو از بیشتر یا کلͬ
است N طبیعͬ عدد کوچ΄ترین دهنده نشان Rk(L) ،k ≥ ٢ صحیح عدد و L گراف ΁ی برای
آن برای که دارد وجود i ی΄رنگ k‐رنگ، با KN کامل گراف  از یالͬ رنگ آمیزی هر برای که
صورت به گراف چند برای آن تعمیم است. L زیرگراف ΁ی شامل مربوطه رنگͬ کلاس رنگ

ͬ شود. م داده نشان R(L١, L٢, . . . , Lk) با و ͬ شود م تعریف به مشابه

خوب گراف ١ . ٣
هرگاه: است ۴٣ خوب ‐H ،F همبند گراف .١ . ٣ . ١ تعریف

R(F,H) = (|F | − ١)(χ(H)− ١) + S(H), |F | ≥ S(H)

از ی΄رنگ رئوس تعداد کمترین ،H از مازاد رنگ S(H) و H گراف عددرنگͬ χ(H) آن در که
اردوش۴۵ و بور۴۴ ͬ باشد. م رنگ χ(H) با رأسͬ رنگ آمیزی های همه تحت H سره رنگ آمیزی
دورها و چرخ که است مقاله ای اولین که است. C٣‐خوب گرافͬ Wn ،n ≥ ۵ برای کردند ثابت

شده اند. گرفته کار به زمان هم
ͬ کنیم. م مطرح را زیر قضایای خصوص این در

.n ≥ ۵ برای R(Wn, C٣) = ٢n+ ١ رمزی عدد .١ . ٣ . ١ قضیه
۴٣H-good
۴۴Burr
۴۵Erdos



٩ خوب گراف
و (m,n) ̸= (٣,٣), (٣,۴) و m ≥ n اگر است Wn‐خوب ،Cm که زدند حدس سوراحمت۴۶

آورند. به دست زیر نتیجه
و m ≥ ۵n٢ − ١ و زوج n برای R(Wn, Cm) = ٢m − ١ رمزی عدد .([٢٣]،[٢٢]) ١ . ٣ . ٢ قضیه

.m > (۵n−٩)٢ و فرد n ≥ ۵ برای R(Wn, Cm) = ٣m− ٢ همچنین
کرد. مطرح را زیر قضیه قبل بازه ی بهبود با چن۴٧

.m ≥ (٣n)٢ + ١ و زوج n ≥ ۴ برای است R(Cn,Wm) = ٢m− ١ رمزی عدد .١ . ٣ . ٣ قضیه
به چن آن، متمم و گراف ΁ی در ضعیف دوری همه و اندازه بین روابط مورد در بحث با

پرداخت. (m,n) ̸= (٣,٣) و فرد n و m ≥ n ≥ ٣ برای است Wn‐خوب ،Cm تعیین
همچنین و n ≥ m ≥ ٣ فرد m برای است R(Cn,Wm) = ٣n − ٢ رمزی عدد .۴ . ١ . ٣ قضیه

.(m,n) ̸= (٣,٣)
و باشد فرد m اگر است Cm‐خوب ،Wn که داد نشان [۶] ۴٨ زو ،m ≤ n− ١ که موردی در
کلیدی ادعای دو اثبات نویسنده چون است برانگیز سوال اثیات صحت متاسفانه ،n ≥ ۵m−٧
هستند C۵‐خوب چرخ ها، گرفتن نظر در [٢٨]با چن ۴٩و سان اخیراً است. نداده ارائه را آن در

آوردند. بدست را زیر نتیجه
.n ≥ ۶ برای است R(Wn, C۵) = ٢n+ ١ رمزی عدد .۵ . ١ . ٣ قضیه

است. Cm‐خوب ،Wn چرخ گراف فرد و m > ۵ برای باز: مسئله

۴۶Surahmatetal
۴٧Chenetal
۴٨Zhou
۴٩ Sun





٢ فصل
با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین

فرد دورهای

است. شده نگارش [٣٨] و [۴٢] ͽمراج از استفاده با فصل این

مقدمه ٢ . ١
برای کران هایی تعیین و فرد دورهای با مقایسه در چرخ ها رمزی عدد محاسبه به فصل این در

ویژگͬ: دو با آن

.(m,n) ̸= (٣,٣), (٣,۴) و n ≥ ٣(m−١)٢ و فرد m برای R(Wn, Cm) = ٢n+ ١ .١

،m < n ≤ ٣(m−١)٢ و فرد n و m برای R(Wn, Cm) = ٣n− ٢ .٢

همچنین و n ≥ ٣(m−١)٢ و mفرد ≥ ٣ برای است Cm‐خوب ،Wn بیانگر ترتیب به که ͬ پردازیم م
با که .n < m ≤ ٣(m−١)٢ و فرد n و m برای است Wn‐خوب ،Cm و .(m,n) ̸= (٣,٣), (٣,۴)
لم های ΁کم با همچنین و داشتیم ΁ی فصل در که ١ . ٣ قضایای و مقدماتͬ تعاریف به توجه

ͬ پردازیم. م زیر
١١



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ١٢

مقدماتͬ لم های ٢ . ٢
به ͬ کنیم. م بیان را همیلتنͬ گراف و ضعیف دوری همه گراف  خواص از برخͬ بخش این در

ͬ دهیم. م ارائه را زیر لم های منظور این
با ضعیف دوری همه ،e(G) > (n−١)٢

۴ + ١ با n مرتبه از G دوبخشͬ غیر گراف هر .٢ . ٢ . ١ لم
است. g(G) = ٣ کمر

کمر با ضعیف دوری همه ،δ(G) ≥ n+٢٣ با n مرتبه از G دوبخشͬ غیر گراف هر .٢ . ٢ . ٢ لم
است. g(G) = ۴ یا g(G) = ٣

G آنگاه ،δ(G) ≥ n٢ اگر باشد. n ≥ ٣ مرتبه از ساده گراف ΁ی ،G کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ لم
است. همیلتنͬ

ب·یرید نظر در δ(G) ≥ n٢ و |G| = n ≥ ٣ رئوس مجموعه با گراف ΁ی G = (V,E) گراف برهان.
کوچ΄ترین از رأس هر درجۀ صورت این غیر در زیرا است. همبند ،G گراف صورت این در
لذا است. δ(G) ≥ n٢ فرض با تناقض که باشد |C| − ١ < n٢ حداکثر باید ،G گراف از C مؤلفۀ
را ،P مسیر که آنجا از و باشد G گراف در مسیر ͬ ترین طولان P = x٠, x١, . . . , xk کنید فرض
همسایه های همۀ و x٠ رأس همسایه های همۀ لذا داد گسترش ͬ تر طولان مسیر به ͬ توان نم
xk رأس با مجاور x٠, x١, . . . , xk, xk−١ رأس های از n٢ حداقل بنابراین دارند قرار P مسیر در xk
x٠xi+١ ∈ E که هستند گونه ای به ،xi ∈ {x٠, x١, . . . , xk, xk−١} رأس های از n٢ حداقل و هستند
،١ ≤ i ≤ k − ١ که xi رئوس از تعدادی برای داریم فوق، مطالب و کبوتری لانه اصل بنابه

دور که ͬ کنیم م ادعا ٢ . ١ ش΄ل به توجه با است. x٠xi+١ ∈ E و xixk ∈ E

C = x٠xi+١xi+٢ . . . xk−١xixi−١ . . . x١x٠ = x٠xi+١PxkxiPx٠

لذا است همبند ،G گراف چون صورت این غیر در زیرا است. G گراف از همیلتنͬ دور ΁ی
بطوری΄ه است. C دور از خارج که ،y رأس ΁ی با مجاور که دارند وجود C دور در xj رأس تعداد
دور از یال k شامل که x در انتهایی مسیر به را e یال ͬ توانیم م صورت این در .e = xjy ∈ E

که ͬ شود م منجر ،G گراف در P از ͬ تر طولان مسیر ΁ی ساختن به که کنیم متصل است C
است. فرض با تناقض

x٠ xi

xi+١ xk

P

G گراف همیلتنͬ دور :٢ . ١ ش΄ل



١٣ مقدماتͬ لم های
c(G) ≥ δ(G) + ١ آنگاه باشد، δ(G) ≥ ٢ با گراف ΁ی ،G کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ لم

صورت این در باشد ،G گراف در مسیر ͬ ترین طولان P = x٠, x١, . . . , xk کنید فرض برهان.
انتهایی رأس به که یافت G−P در را رأسͬ ͬ توان م صورت این غیر در زیرا است k ≥ δ(G)+ ١
،P مسیر چون ب·یرید نظر در را xk رأس در را گسترش را مسیر طول و باشد وصل مسیر
فرض حال است متصل P مسیر رئوس به فقط xk پس است G گراف در مسیر ͬ ترین طولان
در را xixi+١ . . . xkxi دور اگر است. مجاور xk با xi رأس که باشد اندیسͬ کوچ΄ترین ،i کنید

ͬ شود. م ثابت ح΄م و است G گراف در δ(G) + ١ حداقل طول به دور ΁ی ب·یرید نظر

، باشد ٣ ≤ c ≤ n کنید فرض همچنین و ب·یرید نظر در را n مرتبه از ، G گراف .۵ . ٢ . ٢ لم
.c(G) ≥ c آنگاه e(G) ≥ (c−١)(n−١)٢ + ١ اگر

: داریم صورت این در باشد. n ≥ ۶ مرتبه از گراف ΁ی ،G کنید فرض .۶ . ٢ . ٢ لم
.max{c(G), c(Ḡ)} ≥ ⌈٢n٣ ⌉

.m ≥ ٢n برای R(Cm,K١,n) = m رمزی عدد .٢ . ٢ . ٧ لم
ͬ پردازیم. م ٢ . ٢ . ٧ لم برهان به قضیه از استفاده با سپس و ͬ کنیم م بیان را زیر قضیه ابتدا برهان.
دوری همه G گراف یا صورت این در q ≥ p٢

۴ با باشد (p, q) همیلتنͬ گراف G اگر .٢ . ٢ . ١ قضیه
. G ∼= K p٢ , p٢ و است زوج p یا است

R(Cm,K١,n) =


٢n+ ١, m ,فرد m ≤ ٢n+ ١,
m, m ≥ ٢n.

رنگ آمیزی ΁ی حداکثر صورت این در نباشد برقرار فوق نتایج کنید فرض خلف برهان با
یا Cm تکرنگ دور هیچ طوری΄ه به دارد وجود Kp کامل گراف برای قرمز و آبی رنگ های با
v رأس با که هستند آبی یال n− ١ حداکثر ،v رأس هر برای بنابراین باشد نداشته وجود K١,n
باشد p ≥ ٢n کنید فرض دارد وجود مجاورند v رأس با که قرمز یال p − n حداقل و مجاوراند

داریم: w و v رأس دور برای صورت این در
d(v)قرمز + d(v)آبی ≥ ٢(p− ١) = p+ (p− n) ≥ p.

٣ ≤ i ≤ p برای تکرنگ Ci یا دارد وجود تکرنگ Kt,t ΁ی و p = ٢t یا ٢ . ٢ . ١ قضیه به توجه با
وجود تکرنگ Cm دور صورت این در نیست مم΄ن اول مورد p = ٢n+ ١ ≥ m اگر دارد وجود
این در باشد نداشته وجود Cm تکرنگ دور هیچ و p = m ≥ ٢n اگر است. تناقض که دارد
تکرنگ Cm دور ΁ی که حال این با باشیم داشته تکرنگ Kt,t ΁ی باید و p = ٢t = m صورت

است. تناقض که دارد وجود هم



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ١۴
برای تکرنگ Km−١ گراف گراف ΁ی و فرد و m ≤ ٢n + ١ برای تکرنگ Kn,n گراف ΁ی
بیابیم را پایین کران تا ͬ آوریم م دست به ناموفقͬ فرم نهایت در و ͬ گیریم م نظر در ،m ≥ ٢n

ͬ شود. م کامل اثبات و
،v١, v٢ ∈ V (G) − V (C) و باشد G گراف در دور ͬ ترین طولان ،C کنید فرض .٢ . ٢ . ٨ لم

صورت این در ،v١v٢ ∈ E(G) اگر و t ≤ ⌊
|C|٢

⌋
+ ١ صورت این در .t = |NC(v١) ∪Nc(v٢)|

اگر خلف برهان با باشد G گراف در دور ͬ ترین طولان C = u١u٢ . . . ulu١ کنید فرض برهان.
uiui+١, ujuj+١, ukuk+١ ∈ E(C)

داریم: صورت این در باشد برقرار زبر رابطه طوری΄ه به i ≤ j ≤ k و باشند C دور در یال هایی
ui, ui+١, uj , uj+١, uk, uk+١ ∈ NC(v١) ∪NC(v٢)

{ui, uj , uk} از رأس دو با حداقل v٢ یا v١ آنگاه هستند l یعنͬ طول پیمانه ی به هم·ͬ اندیس ها و
دور رئوس بودن هم اندازه به توجه با است. همسای·ͬ دو حداقل دارای عبارتͬ به است مجاور
گراف در دور ͬ ترین طولان C چون .ui, uj ∈ NC(v١) کنید فرض ،v٢ و v١ رأس دو به نسبت
v١uj

←−
C ui+١v٢

−→
C uiv١ نتیجه در است مجاور ui+١ و uj+١ رأس دو به v١ نتیجه در است G

در یال دو حداکثر دارای C نتیجه در است فرض با تناقض که ،C دور از ͬ تر طولان دوری
.|Nc(v١) ∪NC(v٢) ≤

⌊
|C|٢ + ١⌋ بنابراین و است NC(v١) ∪Nc(v٢)

باشد G گراف در V (G) از افراز ΁ی (X,Y ) و باشد فرد و صحیح عدد ،m کنید فرض .٢ . ٢ . ٩ لم
شامل ،Ḡ اگر .yi, yj ∈ Y هر برای |X − N(yi) ∪ N(yj)| ≥ (m−١)٢ و |Y | ≥ (m+١)٢ به طوری΄ه

است. کامل گراف ،G[Y ] آنگاه نباشد (Cm) m طول به دوری
این در باشد l = (m+١)٢ آن در که ب·یرید نظر در را Y = {y١, y٢, . . . , yk} مجموعه برهان.
،y١, y٢ /∈ Y عبارتͬ به نباشد کامل گراف G[Y ] کنید فرض خلف برهان با است. k ≥ l صورت

داریم: فرض طبق صورت این در
|X −N(yi) ∪N(yj)| ≥

(m− ١)
٢ , yi, yj ∈ Y

هر برای yi, yj /∈ N(xi−١) که کنیم انتخاب گونه ای به را x١, x٢, . . . , xl−١ ∈ X ͬ توانیم م
گراف در ،y١y٢x١y٣x٢y۴ . . . xl−٢ylxl−١y١ دور نتیجه در ،y١, yl /∈ N(xl−١) و i = ١,٢, . . . , l− ١
i = ١,٢, . . . , l که yi ∈ Y برای ،l = (m+١)٢ زیرا است. تناقض که ͬ دهد م تش΄یل را Cm دور ،Ḡ
خواهد |X|+ |Y | = m نتیجه در |X| = (m−١)٢ ،i = ١,٢, . . . , l− ١ که xi ∈ X و |Y | = (m+١)٢ و

بود.



١۵ R(Wn, Cm) بالای کران تعیین

R(Wn, Cm) بالای کران تعیین ٢ . ٣
به و بیان را زیر قضیه فرد دورهای با مقایسه در چرخ ها رمزی عدد تعیین برای قسمت این در

ͬ پردازیم. م آن اثبات
R(Wn, Cm) ≤ max{٢n+١,٣m−٢} با برابر رمزی عدد n > m و mفرد ≥ ۵ برای .٢ . ٣ . ١ قضیه

است.
با v٠ ∈ V (G) و N = max{٢n + ١,٣n − ١} مرتبه ی از گرافͬ ،G گراف کنید فرض برهان.
ب·یرید. نظر در Z = V (G) − N [v٠] و H = G[N(v٠)] مجموعه ی باشد. d(v٠) = ∆(G) = d

است. Cm دور شامل Ḡ گراف نه و Wn چرخ شامل G گراف نه که کنید فرض خلف برهان با
گراف استقلال عدد نتیجه در ͬ شود م مستقل مجموعه دو به افراز چون باشد دوبخشͬ Ḡ اگر
چون .α(Ḡ) ≥ ⌈

N٢
⌉
≥ n + ١ داریم نتیجه در ͬ باشد م رئوسش تعداد نصف حداقل دوبخشͬ

کامل گراف دارای G گراف نتیجه در است n + ١ از بزرگتر Ḡ در مستقل مجموعه بزرگترین
تعداد چون ) ͬ شود م n + ١ مرتبه از Wn چرخ دارای ،G گراف هچنین و رأس n + ١ ،Kn+١
که هستند.) ی΄ریخت شده اند وصل هم به مشابه صورت به یال ها و است ی΄ͬ آن رأس های
در باشد δ(Ḡ) ≥

⌈
(N+٢)٣

⌉ اگر است. دوبخشͬ غیر Ḡ گراف نتیجه در است فرض با تناقض
داریم N = ٣m − ٢ برای و ⌈

(N+٢)٣
⌉
=

⌈
(٢n+٣)٣

⌉
≥ m داریم N = ٢n + ١ برای صورت این

و ٢ . ٢ . ٢ لم های به توجه با پس .δ(Ḡ) ≥
⌈
(N+٢)٣

⌉
≥ m نتیجه در ⌈

(N+٢)٣
⌉
=

⌈
(٣m)٣

⌉
= m

آن دور بزرگترین و g(Ḡ) = ۴ یا g(Ḡ) = ٣ آن کمر و است ضعیف دوری همه ،Ḡ گراف ۴ . ٢ . ٢
توجه با ،c(Ḡ) ≥ δ(Ḡ) + ١ ≥ m نتیجه در δ(Ḡ) ≥ m طرفͬ بود.از خواهد c(Ḡ) ≥ δ(Ḡ) + ١
در است g(Ḡ) ≤ l ≤ c(Ḡ) که l طول به دوری دارای Ḡ Ḡ،گراف بودن ضعیف دوری همه به
بنابراین نیست. Cm دور دارای Ḡ گراف نتیجه در است تناقض که است Cm دور دارای Ḡ نتیجه

داریم: لذا است برقرار زیر رابطه طرفͬ از است δ(Ḡ) < ⌈
N+٢٣

⌉
∆(G) = N − δ(Ḡ)− ١ > N −

⌈
N + ٢

٣
⌉
− ١ =

⌊٢N − ٢
٣

⌋
نوشت: ͬ توان م صورت این در N = ٢n+ ١ ⌋اگر

(٢N − ٢)
٣

⌋
=

⌊۴n
٣

⌋
ͬ شود: م نتیجه N = ٣m− ٢ اگر ⌋و

(٢N − ٢)
٣

⌋
=

⌊
(۶m− ۶)

٣
⌋
=

٢)٣m− ٢)
٣ = ٢m− ٢

داریم: فرض به توجه با نتیجه در
d = ∆(G) ≥

⌊
(٢N − ٢)

٣
⌋
= max

{⌊۴n٣ ,٢m− ٢⌋} (٢ . ١)



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ١۶
ͬ گیریم م نتیجه ٢n+ ١ ≥ ٣m−٢ داریم صورت این در باشد، N = max{٢n+ ١,٣m−٢} اگر
داریم صورت این در N = ٣m − ٢ اگر مشابه استدلالͬ صورت به و .n ≥ ٣m−٣٢ = ٣(m−١)٢
رابطه ٢n+٣٣ ≥ m و ٢n ≥ ٣m− ٣ صورت این در باشد n ≥ ٣m−٣٢ اگر همچنین .n ≤ ٣(m−١)٢

ͬ شود: م نتیجه زیر
N −m ≥ N − ٢n− ٣

٢ = ٢n+ ١ − ٢n+ ٣
٢ =

۴n
٣

داریم: و d = ٢m− ٢ صورت این در است N = ٣m− ٢ چون باشد ٢n ≤ ٣m− ٣ اگر و
d− n ≥ (٢m− ٢)− ٣(m− ١)

٢ =
(m− ١)

٢
ͬ شود: م نتیجه نهایت در و

d− n ≥ (m− ١)
٢ , N −m ≥ ۴n

٣ (٢ . ٢)
گراف اینکه به توجه با باشد Y و X بخش های با دوبخشͬ گرافͬ H = (X,Y ) کنید فرض
به توجه با نتیجه در v٠ ∈ V (G) و H = G[N(v٠)] ،|H| = d و نیست Cm دور دارای Ḡ

با برابر حداقل Y و X بین یال های تعداد نتیجه در .|X| = |Y | = m − ١ داریم: (٢ . ١) رابطه
اگر dy(z) ≥ |Y |−١ و dx(z) ≥ |X|−١ ،z ∈ Z هر برای کنید فرض است. e(X,Y ) ≥ |X||Y |−١
است. Cm دور دارای Ḡ[z∪{v٠}] نتیجه در |G−N(v٠)| ≥ m چون صورت این در E(G[Z]) = ∅

و X١ ⊆ X برای X١ ∪ Y١ ⊆ N(z١) همچنین و .z١z٢ ∈ E(G[z]) کنید فرض خلف برهان به
G[X١∪Y١] = Km−٢,m−٢−e یا G[X١∪Y١] = Km−٢,m−٢ چون و |X١| = |Y١| = m−٢ و Y١ ⊆ Y

این در بود. خواهد dY١(z٢) ≥ m−٣ ≥ ٢ و dX١(z١) ≥ m−٣ ≥ ٢ نتیجه در m ≥ ۵ طرفͬ از و
همه ،G[X١ ∪ Y١ ∪ {z٢}] نتیجه در دارد سه از بیشتر طول از دوری G[X١ ∪ Y١ ∪ {z٢}] صورت
با برابر که ها مجموعه اجتماع بودن مجزا همچنین و (٢ . ١) به توجه با همچنین است دوری

داریم: لذا بود خواهد G[X١ ∪ Y١ ∪ {z٢}] = |X١ + Y١ + {z٢}|

٢(m− ٢) + ١ = d− ٢ + ١ ≥
⌊۴n

٣
⌋
− ٢ + ١ ≥ n

تش΄یل را Wn مرکز، عنوان به z١ رأس با که است Cn دور شامل G[X١ ∪ Y١ ∪ {z٢}] نتیجه در
است. دوبخشͬ غیر ،H نتیجه در است فرض با تناقض که ͬ دهند م

ͬ دهیم. م نشان را زیر ادعای سه باشد دوبخشͬ گرافͬ H̄ = (X,Y ) کنید فرض
m+١٢ < |Y | ≤ n− ٢ و m+١٢ < |X| ≤ n− ٢ .٢ . ٣ . ١ ادعا

برای بود خواهد dk(v) ≤ ٢ صورت این در باشد K = Kn شامل G گراف کنید فرض برهان.
داریم بنابراین ͬ شود م Wn چرخ دارای G صورت این غیر در .v ∈ V (G) − V (K) رأس هر
m ≥ ۵ ،n > m چون .v′, v∗ ∈ V (B)− (N(v′)∪N(v∗)) هر برای n− dk(v

′)− dk(v
∗) > n−۴



١٧ R(Wn, Cm) بالای کران تعیین
مرتبه با کامل گرافͬ G − V (K) ،٢ . ٢ . ٩ لم به توجه با بود.و خواهد n − ۴ ≥ (m−١)٢ بنابراین
است n+ ١ مرتبه با Wn چرخ شامل ، G گراف پس بود خواهد ،N − n = ٢n+ ١− n ≥ n+ ١
: داریم نتیجه در نیست Kn کامل گراف شامل ،G گراف بنابراین است. فرض با تناقض که

.|Y | ≤ n− ٢ و |X| ≤ n− ٢
|X| ≥ d − (n − ٢) > ،(٢ . ٢) رابطه به توجه با همچنین و |X| + |Y | = d اینکه به توجه با
X بودن هم اندازه به توجه با همچنین و مشابه استدلالͬ با و بود خواهد (m−١)٢ + ١ = (m−١)٢

.|Y | ≥ (m+١)٢ داریم ،Y و
گراف چون طرفͬ از و |H| = d = |X| + |Y | ≥

⌊۴n٣
⌋ کنید فرض (٢ . ١) رابطه به توجه با

بین یال های تعداد نتیجه در هستند کامل G در G[Y ] و G[X] گراف های لذا است دوبخشͬ H̄
این غیر در چون نیستند مستقلͬ یال دو هیچ شامل ،E(X,Y ) عبارتͬ به ،Y و X دوبخش
گراف بنابراین است H = G[N(v٠)] ͬ چون طرف از و ͬ شود م Cn دور شامل H گراف صورت
طوری΄ه به v ∈ V (G) رئوس از بعضͬ برای نتیجه در ͬ شود. م v٠ مرکز با Wn چرخ دارای ،G
کنید فرض است. دوبخشͬ کامل گراف H̄ − v صورت این در باشد E(X − {v}, Y − {v}) = ∅

و X ′ = X − {v١} مجموعه های باشد کامل دوبخشͬ گراف ΁ی ،H̄ − v١ گراف و v١ ∈ V (G)

ب·یرید. نظر در را Y ′ = Y − {v١}

و e(X١, Z١) = |X١||Z١| طوری΄ه به دارد وجود v ∈ V (G) − {v٠} مانند رأسͬ .٢ . ٣ . ٢ ادعا
است. Z١ = Z − {v} و Y١ = Y ′ − {v} ،X١ = X ′ − {v} آن در که e(Y١, Z١) = |Y١||Z١|

این که به توجه با .|Y ′| > (m−١)٢ و |X ′| = (m+١)٢ −١ = (m−١)٢ ،٢ . ٣ . ١ ادعای به توجه با برهان.
از ,x)‐مسیر y) ΁ی دارای H̄ − v١ لذا است دوبخشͬ کامل گراف ،H̄ − v١ = (X ′, Y ′) گراف
m−۴ مرتبه ی از ,x١)‐مسیر x٢) ΁ی و y ∈ Y ′ و x ∈ X ′ هر برای L = m−١,m−٣ با L مرتبه
کنید فرض است. y١, y٢ ∈ Y ′ هر برای m−۴ مرتبه از ,y١)‐مسیر y٢) ΁ی و x١, x٢ ∈ X ′ برای
و است Ḡ در P٣ مسیر xz١y صورت این در ،x, y /∈ N(z١) و z١ ∈ Z اگر باشد. y ∈ Y ′ و x ∈ X ′

مسیر بنابراین است Ḡ در P۵ مسیر xz١v٠z٢y صورت این در z١x, z٢y /∈ E(G) و z١, z٢ ∈ Z اگر
ترتیب به ،H̄ − v١ در m − ٣ و m − ١ مرتبه از ,x)‐مسیر y) ΁ی با کدام هر P۵ مسیر و P٣
X ′ ⊆ N(Z) داریم همواره بنابراین است. فرض با تناقض که ͬ دهند م تش΄یل Ḡ در را Cm دور

.z ∈ Z هر برای Y ′ ⊆ N(Z) یا z ∈ Z هر برای
و z١, z٢ ∈ Z ،y١, y٢ ∈ Y ′ کنید فرض همچنین و z ∈ Z هر برای X ′ ⊆ N(Z) کنید فرض
z١z /∈ E(G) عبارتͬ به {z١, z٢} ⊈ N(z) طوری΄ه به z ∈ Z − {z١, z٢} اگر .y١z١, y٢z٢ /∈ E(G)

از ,y١)‐مسیر y٢) ΁ی با همواره که است Ḡ گراف در P۶ مسیر ،y١z١zv٠z٢y٢ صورت این در
بنابراین است. تناقض که ͬ دهند م تش΄یل Ḡ گراف در را Cm دور ،H̄ − v١ در m− ۴ مرتبه ی

.z ∈ Z − {z١, z٢} هر برای z١, z٢ ∈ N(Z)

توجه با .z ∈ Z − {z١, z٢} هر برای Y ′ ⊈ N(Z) نتیجه در d(z) ≤ d = |H| که این به توجه با
توجه با z٣z۴ /∈ E(G) و z٣, z۴ ∈ Z − {z١, z٢} کنید فرض است. |Z| ≥ ۴ ٢ . ٣ . ١ ادعای به



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ١٨
صورت این در z١z٢ /∈ E(G) اگر باشد. y٣ ̸= y١ که کنید فرض همچنین y١ ̸= y٢ اینکه به
،y١z١v٠z۴z۴y٣ صورت این در z٣z۴ /∈ E(G) اگر و است Ḡ گراف در P۶ مسیر ،y١z١z٢v٠z٣y٣
،H̄ − v١ در m − ۴ مرتبه ی از ,y١)‐مسیر y٣) ΁ی با کدام هر که است Ḡ گراف در P۶ مسیر
است. کامل گراف ،G[Z] نتیجه در است. تناقض که ͬ دهند م تش΄یل Ḡ گراف در را Cm دور

نتیجه در است n+١ حداقل مرتبه از و کامل گرافͬ ،G[X ′∪Z] گراف ،٢ . ٣ . ١ ادعای به توجه با
یال دو هیچ ،Ḡگراف در نتیجه در است. تناقض که است n+١ مرتبه Wnاز چرخ دارای ،Gگراف
دارند وجود v ∈ Z∪Y ′ مانند رئوس تعدادی بنابراین ندارد وجود Z و Y ′ بخش دو بین مستقلͬ
e(Y ′ − {v}, Z − {v}) = |Y١||Z١| با است برابر دوبخشͬ کامل گراف یال های تعداد طوری΄ه به

است. نظر مورد رأس همان v صورتی΄ه در بود خواهد
.|Z| ≤ m− ٢ .٢ . ٣ . ٣ ادعا

،|Z ∪{v٠}| ≥ m و Z = V (G)−N [v٠] به توجه با صورت این در باشد |Z| ≥ m− ١ اگر برهان.
بنابراین ،m ≥ ۵ و ٢ . ٢ . ٧ لم به توجه با باشد dZ(z٠) = ∆(G[Z]) و z٠ ∈ Z کنید فرض
صورت این در باشد m ≥ ٧ اگر z١, z٢ ∈ N(z٠) کنید فرض بود. خواهد dZ(z٠) ≥ ⌊m٢ ⌋ ≥ ٢
،z ∈ Z − {z٠} هر برای و ͬ گیریم م نظر در z٢ = v٠ ٢ . ٣ . ٢ ادعای به توجه است.با dZ(z٠) ≥ ٣
زیر صورت به Z ′ کنید فرض است تناقض که d = ∆(G) ≥ d+ ١ صورت این غیر در dZ(z) ≤ ١

باشد:
Z ′ = {z١, z٢, . . . , zm−٢} ⊆ Z − {z٠}

داریم: لذا است زیر مقدار با برابر حداقل م΄مل گراف درجه کمترین چون،
δ(Ḡ[Z ′]) ≥ m− ۴ ≥ (m− ٢)

٢
چرخ ΁ی شامل  Ḡ[Z ′∪{v٠}] نتیجه در است Cm−٢ دور شامل ،Ḡ[Z ′] ،٢ . ٢ . ٢ لم بنابه نتیجه در
بنابراین ، است Cm دور شامل Ḡ[Z ′ ∪ {v٠, v١}] ،z١, z٢ /∈ N(z٠) اینکه به توجه با است. Wm−٢
v٢ /∈ Z اگر .z٣ ∈ Z−{z٠, z١, z٢} کنید فرض و |Z| ≥ ۴ ،٢ . ٣ . ١ ادعای به توجه با mاست. = ۵
اگر .d(z٠) ≥ d + ١ ،٢ . ٣ . ٢ ادعای به توجه با صورت این غیر در dZ(z٠) = ٢ صورت این در
v٠ziv١z٠z٣v٠ نتیجه در z٠, zi /∈ N(v١) چون صورت این در i ∈ {١,٢} برخͬ برای dZ(zi) = ٢
به توجه با صورت این در باشد v٢ ∈ Z .اگر است تناقض که است C۵ دور دارای ،Ḡ گراف در
غیر در چون z١, z٢ /∈ N(v١) و i = ١,٢ برای dZ(zi) = ١ و v٢ = Z٠ داریم همواره ٢ . ٢ . ٢ لم
که بود خواهد ،Ḡ گراف در C۵ دور دارای ، v٠z١v١z٢z٣v٠ بنابراین .∆(G) ≥ d+ ١ صورت این

.Z ≤ m− ٢ داریم: است.بنابراین تناقض
داریم: ،٢ . ٢ رابطه و ٢ . ٣ . ٢ ادعای به توجه با لذا ،|X| > |Y | کنید فرض

|X| ≥ (N − |Z| − ١)
٢ ≥ (N −m+ ١)

٢ ≥
۴n٣ + ١

٢ =
۴n+ ٣

۶ =
٢n
٣ +

١
٢



١٩ R(Wn, Cm) بالای کران تعیین
داریم: N − n ≥ n+ ١ و |Y | ≤ n− ٢ ،٢ . ٣ . ١ ادعای به توجه با

|X ∪ Z ∪ {v٠}| ≥ N − |Y | ≥ N − n+ ٢ ≥ n+ ٣
کنید فرض .|Z٠| = n − |X| بطوری΄ه ͬ کنیم م انتخاب گونه ای به را Z٠ ⊆ Z − {v٢} بنابراین
دور شامل G[X٠ ∪ Z٠ ∪ {v٠}] گراف که ͬ دهیم م نشان .X٠ = X − {x٠} و x٠ ∈ X − {v١, v٢}

داریم: نتیجه در |X| ≥ ٢n٣ + ١٢ و X٠ = X − {v٠} داریم طرفͬ از است. Cn

|X٠| = |X| − {v٠} ≥ ٢n
٣ +

١
٢ − ١ =

⌈٢n
٣ − ١

٢
⌉

و
|Z٠| = n− |X| ≤ n− ٢n

٣ − ١
٢ =

⌊
n

٣ − ١
٢
⌋

این به توجه با z ∈ Z هر برای X٠ −{v١, v٢} ⊆ N(Z) کنید فرض و ٢ . ٣ . ٢ ادعای از استفاده با
داریم: همواره n ≥ ۶ که

|X٠ − {v١, v٢}| ≥
⌈٢n

٣ − ١
٢
⌉
− ٢ ≥

⌊٢n
٣ − ١

٢
⌋
+ ١ ≥ |Z٠|+ ١.

مجاور Z٠ رئوس همه با X رأس های از |Z٠|+ ١ تعداد و است کامل گراف G[X٠ ∪ {v٠}] چون
دور شامل ،G[X٠ ∪Z٠ ∪{v٠}] نتیجه در و است همیلتنͬ G[X٠ ∪Z٠ ∪{v٠}] نتیجه در هستند
،G[X∪Z٠∪{v٠}] بنابراین ،Z٠ ⊆ N(x) کنید فرض ٢ . ٣ . ٣ ادعای از استفاده با بود. خواهد Cn

است. دوبخشͬ غیر H̄ بنابراین است. تناقض که است x٠ مرکز با Wn چرخ دارای
g(H) = ٣ کمر با است ضعیف دوری همه ،H صورت این در (m,n) ̸= (۵,۶) اگر .۴ . ٢ . ٣ ادعا

.c(H) ≥ m و
اگر و ⌊

d٢
⌋
+ ١ ≥

⌊٢n٣
⌋
+ ١ > m صورت این در باشد d ≥

⌊۴n٣
⌋ اگر (٢ . ١) به توجه با برهان.

باشد e(H) ≥ d(d−١)
۴ + ١ اگر .⌊ d٢

⌋
+ ١ ≥

⌊٢(m−١)٢ − ١⌋ = m صورت این در باشد d ≥ ٢m− ٢
،۵ . ٢ . ٢ و ٢ . ٢ . ١ لم به توجه با

e(H) =
d(d− ١)

۴ + ١ > (d− ٢(١
۴ + ١

٣ ≤ c ≤ d ،۶ . ٢ . ٢ لم به توجه با و g(H) = ٣ کمر با است ضعیف دوری همه ،H گراف نتیجه در
رابطه ی اگر و

e(H) =
d(d− ١)

۴ + ١ ≥ (c− ١)(d− ١)
٢ + ١

c ≤
⌊
d٢
⌋
+١ جمله از c هر برای رابطه این و c(H) ≥ c دور ͬ ترین طولان صورت این در باشد برقرار

کامل H گراف طرفͬ از و است. c(H) ≥ m نتیجه در ⌊
d٢
⌋
+ ١ ≥ m که آنجا از و است برقرار

کنید فرض ، است
e(H̄) >

d(d− ١)
٢ − d(d− ١)

۴ + ١ =
٢d(d− ١)− d(d− ١)− ۴

۴ =
d(d− ١)

۴ − ١.



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ٢٠
e(H̄) < (d−١)٢

۴ +١ داریم: ،۵ . ٢ . ٢ لم و ٢ . ٢ . ١ های لم به توجه با نیست Cm دور شامل H̄ گراف
و

e(H̄) <
(c− ١)(d− ١)

٢ + ١ < d٢(d− ١)
٢ + ١ =

d(d− ١)
۴ + ١

نتیجه در
e(H) >

d(d− ١)
٢ − d(d− ١)

۴ − ١ =
d(d− ١)

۴ − ١.
با پس .d(d−١)

۴ − ١ ≥ (d−١)٢
۴ + ١ داریم: ،٢ . ١ رابطه به توجه با d ≥ ٩ و (m,n) ̸= (۵,۶) چون

دوری همه H̄ و H های گراف ،٢ . ٣ . ٣ ادعای و ( است بخشͬ دو غیر H ) ،٢ . ٢ . ١ لم به توجه
.c(H̄) < m بنابراین نیست Cm دور شامل H̄ گراف اینکه به توجه با هستند. سه کمر با ضعیف
داریم طرفͬ از max{c(H), c(H̄)} ≥

⌈٢d٣
⌉ صورت این در d ≥ ٩ چون ،۶ . ٢ . ٢ لم به توجه با

داریم: صورت این در c(H) < m شود فرض اگر . c(H̄) < m⌈٢d
٣
⌉
≤ max{c(H), c(H̄)} < m ≤ ⌊ d٢⌋+ ١

شده بیان قضیه های به توجه با را زیر نتایج حال است. c(H) > m نتیجه در است تناقض که
کرد. خواهیم بررسͬ

است برقرار ۵ . ١ . ٣ قضیه به توجه با ٢ . ٣ . ١ قضیه صورت این در ،(m,n) = (۵,۶) اگر
،برابر n ≥ ۶ برای و R(Wn, Cm) ≤ max{١٣, ١٣} = ١٣ ،n > m و فرد m ≥ ۵ برای زیرا
زیر دور کنید فرض صورت این در باشد (m,n) ̸= (۵,۶) بود.اگر خواهد R(Wn, C۵) = ١٣

و باشد H گراف در دور ͬ ترین طولان C = x١x٢ . . . xSx١

U = V (H)− V (C) = {u١, u٢, . . . , ut}⌊
d٢
⌋
+١ ≥ m و دور ͬ ترین طولان c(H) ≥ m ) ۴ . ٢ . ٣ ادعای به توجه با باشد. t = d−S آن در که

با و بود خواهد m ≤ S ≤ n − ١ لذا دارد) قرار v٠ مخذوف همسای·ͬ در و H = G[N(v٠)] و
: داریم (٢ . ٢) رابطه به توجه

t = d− S ≥ d− n+ ١ ≥ (m− ١)
٢ + ١ =

m+ ١
٢

،٢ . ٢ . ٨ لم طبق همچنین و
|NC(ui) ∪NC(uj) ≤

⌊
|C|
٢

⌋
+ ١

داریم: صورت این در است برقرار ui, uj ∈ U هر برای
|V (C)− (NC(ui) ∪NC(uj)| ≥

⌈
|K|
٢

⌉
− ١ ≥

⌈m
٢
⌉
− ١ ≥ (m− ١)

٢ .

است. کامل گرافͬ ،G[U ] = Kt گراف ،٢ . ٢ . ٩ لم به توجه با بنابراین



٢١ R(Wn, Cm) بالای کران تعیین
،G[V (C)] = KS گراف ،٢ . ٢ . ٩ لم به توجه با صورت این در E(V (C), U) = ∅ اگر حال
نتیجه در است. ۴ . ٢ . ٣ ادعا با تناقض که است بخشͬ دو H̄ نتیجه در و است کامل گرافͬ

.E(V (C), U) ̸= ∅ داریم:
X١ = {x٢, x٣, . . . , xt+١, xS−t+١, . . . , xS−١, xS} و U١ = U −{u١} و ،x١u١ ∈ E(G) کنید فرض
داریم نتیجه در است G[U ] = Kt کامل گراف و H گراف از دور ͬ ترین طولان C چون باشد.
به توجه با |U١| = t − ١ ≥ (m+١)٢ − ١ = (m−١)٢ و |X١| ≥ t ≥ (m+١)٢ چون .E(X١, U١) = ∅

این در ،G[V (C) − {x١}] ̸= KS−١ شود فرض است.اگر کامل گراف ،G[X١] گراف ،٢ . ٢ . ٩ لم
کامل گراف ΁ی G[X١∪{xt+١, . . . , xi−١}] بطوری΄ه t+٢ ≤ i ≤ S− t که دارد وجود iای صورت
G[X١ ∪ {xt+١, . . . , xi−١, xi}] گراف NU١(xi) = ∅ و C دور بودن ماکسیمم به توجه با و است

نیست. کامل گراف
گرفت نتیجه ͬ توان م ،٢ . ٢ . ٩ لم به توجه با ندارد Cm طول به دوری ،H̄گراف چون طرفͬ از و
داریم نتیجه در است. تناقض که است کامل گراف ΁ی ،G[X١ ∪ {xt+١, . . . , xi−١, xi}] گراف
گرفت نتیجه ͬ توان م C دور بودن ماکسیمم به توجه با همچنین .G[V (C) − {x١}] = KS−١
داریم همواره ندارد Cm طول، به دوری H̄ اینکه به توجه با حال .G[V (C) − {x١}, U١] = ∅

نتیجه در E(U, x١) = ∅ این صورت در U ⊈ N(x١) اگر .V (C) − {x١} ⊆ N(x١) یا U ⊆ N(x١)
۴ . ٢ . ٣ ادعا با تناقض که است دوبخشͬ گرافͬ H̄ ،٢ . ٢ . ٩ لم بنابه و E(G[U ]) = Kt داریم:
نتیجه در .n > m و فرد m ≥ ۵ برای R(Wn, Cm) ≤ max{٢n + ١,٣m − ٢} بنابراین است.

ͬ شود. م کامل ٢ . ٣ . ١ قضیه اثبات
در باشد m = ٣ اگر ͬ پردازیم. م ٢ . ١ برهان به شده بیان ها ی قضیه از استفاده با حال
نتیجه در n ≥ ٣(m−١)٢ چون است برقرار .١ برهان ،١ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با صورت این
صورت این در باشد m ≥ ۵ اگر .max{٢n+ ١,٣m− ٢} = ٢n+ ١ داریم و ٢n+ ١ ≥ ٣m− ٢
مرتبه از ٢Kn کامل گراف که آنجا از و R(Wn, Cm) ≤ ٢n + ١ داریم ٢ . ٣ . ١ قضیه به توجه با
و نیستند ی΄ریخت هم با و است n + ١ مرتبه ی از Wn چرخ چون نیست ،Wn چرخ دارای ٢n
R(Wn, Cm) ≥ ٢n + ١ داریم لذا نیست. فرد m ،Cm دور شامل و است تهͬ گراف آن متمم
.٢ برهان برای وهمچنین . بود خواهد n ≥ ٣(m−١)٢ برای R(Wn, Cm) = ٢n + ١ نتیجه در
صورت این  غیر در زیرا است m ≥ ٧ نتیجه در m < n ≤ ٣(m−١)٢ هستند فرد n و m چون
مرتبه با ، Km−١,m−١,m−١ بخشͬ سه کامل گراف چون همچنین و ͬ شود نم برقرار نامساوی
نتیجه در ͬ شود نم Cm دور شامل نیز آن متمم و نیست n+١ مرتبه از ،Wn چرخ دارای ٣m−٢
توجه با max{٢n+١,٣m−٢} = ٣m−٢ نتیجه در n ≤ ٣(m−١)٢ چون و R(Wn, Cm) ≥ ٣m−٢
R(Wn, Cm) = ٣m−٢ : داریم همواره بنابراین .R(Wn, Cm) ≤ ٣m−٢ داریم ،٢ . ٣ . ١ قضیه به

.m < n ≤ ٣(m−١)٢ و فرد n و m برای

کران ΁ی ،٢ . ٣ . ١ قضیه n > m و فرد m ≥ ۵ برای شد مشاهده که همان طور .٢ . ٣ . ١ نتیجه
شد پرداخته آن برهان به که ٢ . ١ ویژگͬ دو به توجه با و نمود تعریف R(Wn, Cm) برای بالای



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ٢٢
عدد برای بالا کران ، m < n < ٣(m−١)٢ و نباشد زوج n صورتͬ در که است مطلب این بیانگر
m < n < ٣(m−١)٢ و زوج n مورد در ͬ شود. م محسوب پایین کران عنوان به R(Wn, Cm) رمزی

داریم. را زیر حدس
.m < n < ٣(m−١)٢ و زوج n فرد، m برای R(Wn, Cm) = ٢n+ ١ .٢ . ٣ . ١ حدس

است m ≥ ٧ صورت این در m < n < ٣(m−١)٢ به طوری΄ه باشد نداشته وجود زوجͬ n اگر
[٣٧] به توجه با و بود خواهد n = ٨ نتیجه در و ٣(m−١)٢ = ٩ صورت این در m = ٧ اگر زیرا
که شد خواهد R(W٨, C٧) = ١٧ با برابر n = ٨ و m = ٧ برای R(Wn, Cm) رمزی عدد مقدار

است. برقرار m = ٧ برای ،٢ . ٣ . ١ حدس که است این بیانگر
شد پرداخته آنها از برخͬ برهان به و شد مطرح که لم هایی از استفاده با فصل این پایان در

ͬ پردازیم. م ۴ . ١ . ٣ قضیه برهان به
از و باشد n ≥ m ≥ ٣ و فرد ،m و n ≥ ۴ با ٣n−٢ مرتبه از گرافͬ ،G گراف کنید فرض برهان.
است فرد m برای Wm چرخ شامل Ḡ گراف نه و Cn دور شامل نه ،G = ٣Kn−١ گراف که آنجا
.R(Cn, Cm) ≤ ٣n− ٢ دهیم نشان است کافͬ لذا .R(Cn,Wm) ≥ ٣m− ٢ داشت خواهیم لذا
چرخ ΁ی شامل ،Ḡ گراف نه و Cn دور ΁ی شامل ،G گراف نه کنید فرض خلف برهان با
d(v) ≤ n− ٢ صورت به آن درجۀ طوری΄ه به باشد داشته وجود v مانند رأسͬ اگر . باشد Wm

زیرا بود خواهد ٢n− ١ حداقل مرتبه از گرافͬ G−N [v] صورت این در باشد
|G−N [v]| ≥ ٣n− ٢ − (n− ١) = ٢n− ١

و فرد m ،n ≥ m ≥ ٣ برای ،R(Cn, Cm) = ٢n − ١ صورت به رمزی عدد اینکه به توجه با
شامل ،R(Cn, Cm) تعریف به توجه با Ḡ − N [v] گراف نتیجه در بود خواهد (m,n) ̸= (٣,٣)
تناقض که است v مرکز با Wm چرخ ΁ی شامل ،Ḡ گراف نتیجه در و بود خواهد Cm دور ΁ی
عدد صورت این در باشد دوبخشͬ ،G گراف اگر .δ(G) ≥ n − ١ داریم بنابراین است فرض با

: داریم لذا بود خواهد گراف رئوس تعداد نصف با برابر حداقل استقلال
α(G) ≥ |G|

٢ =
(٣n− ٢)

٢
کنید فرض حال است. تناقض که است m+ ١ مرتبه از Wm چرخ ΁ی شامل ،Ḡ گراف بنابراین

اگر باشد دوبخشͬ غیر ،G گراف
δ(G) ≥ n =

(٣n− ٢) + ٢
٢

کمر با ضعیف دوری همه ترتیب به ،G گراف ۴ . ٢ . ٢ و ٢ . ٢ . ٢ لم به توجه با صورت این در باشد
گراف لذا بود خواهد c(G) ≥ δ(G) + ١ > n آن دور ͬ ترین طولان و است g(G) = ۴ یا g(G) = ٣
،v رأس . δ(G) = n − ١ داریم نتیجه در است فرض با تناقض که است Cn دور ΁ی G،شامل



٢٣ R(Wn, Cm) بالای کران تعیین
، H گراف کنید فرض همچنین و . ب·یرید نظر در d(v) = δ(G) = n− ١ درجه  ی با v ∈ V (G)

با برابر H گراف مرتبه صورت این در باشد H = G−N [v] صورت به
|H| = |G−N [n]| = ٣n− ٢ − (n− ١) = ٢n− ٢

داریم صورت این در .H = (X,Y ) عبارتͬ به باشد دوبخشͬ ،H گراف اگر بود. خواهد
چرخ ΁ی شامل Ḡ[Y ∪ {v}] یا Ḡ[X ∪ {v}] گراف صورت غیر در زیرا .|X| = |Y | = n − ١
در بود خواهد n ≥ m + ١ صورت این در باشد زوج n اگر هستند. (m + ١ مرتبه از ) Wm

است فرض با تناقض که ͬ باشد م m+ ١ مرتبه از Wn چرخ ΁ی شامل Ḡ[X ∪ {v}] گراف نتیجه
dX(vi) ≤ n− ۴ طوری΄ه به باشد داشته وجود vi ∈ N(v) مانند رأسͬ اگر است. فرد n بنابراین
نتیجه در بود خواهد n ≥ ٧ لذا است فرد n و n−۴ ≥ m ≥ ٣ چون طرفͬ از ،dY (vi) ≤ n−۴ یا
΁ی شامل Ḡ[Y ∪ {v, vi}] یا Ḡ[X ∪ {v, vi}] گراف بنابراین . dY (vi) ≤ ٣ یا dX(vi) ≤ ٣ داریم
برای dY (vi) ≥ n − ٣ یا dX(vi) ≥ n − ٣ بنابراین است فرض با تناقض که ͬ باشد م Wm چرخ

.vi ∈ Y هر
که آنجا از و باشد y ∈ Y هر برای dX(y) ≤ n − ٣ صورت به X مجموعه در y رأس درجۀ اگر
Ḡ[X ∪{v, y}] در Wn چرخ تولید به صورت دراین ،|X ∪{y}| ≥ m کنیم فرض اگر است n ≥ m

بود. خواهد y ∈ Y هر برای dX(y) ≥ n− ٢ نتیجه در است تناقض که ͬ شود م منجر v مرکز به
برای که آنجا از .dY (x) ≥ n − ٢ داریم x ∈ X هر برای Y و X بودن اندازه هم به توجه با و
y ∈ NY (v٢) و x ∈ NX(v١) که کرد انتخاب گونه بدین را y و x رأس ͬ توان م v١, v٢ ∈ N(v) هر
داشت خواهیم بنابراین و گرافGاست در C۵ دور ΁ی vv١xyv٢v نتیجه در xy ∈ E(G) بطوری΄ه
که گرفت نتیجه ͬ توان م بالا استدلال های با لذا باشد v١ ∈ V (G) کنید فرض اکنون .n ≥ ٧
گراف ΁ی دهنده ی نشان K−

n−٣,n−٣ که است K−
n−٣,n−٣ گراف زیر ΁ی شامل H[NH(v١)] گراف

دور ΁ی دارای K−
n−٣,n−٣ که آنجا از کرده ایم. کم آن از را کامل تطابق که Kn−٣,n−٣ دوبخشͬ

،H گراف بنابراین بود خواهد Cn دور ΁ی دارای v١ +K−n−٣,n−٣ لذا است n ≥ ۶ برای همیلتنͬ
است. دوبخشͬ غیر

داریم صورت این در ،H̄ = (X,Y ) ،Y و X دوبخش های با باشد دوبخشͬ ،H̄ گراف اگر
E(X,Y ) لذا هستند کامل G[Y ] و G[X] گراف های صورت این غیر در زیرا .|X| = |Y | = n−١
اگر بود. خواهند Cn دور شامل صورت این غیر در زیرا نیست مستقلͬ یال دو هیچ ،شامل
در ،dY (vi) ≥ ٢ یا dX(vi) ≥ ٢ طوری΄ه به باشند داشته وجود vi ∈ N(v) مانند رأس تعدادی
΁ی شامل G[Y ∪{vi}] و G[X ∪{vi}] گراف های ۴ . ٢ . ٢ و ٢ . ٢ . ٢ لم های به توجه با صورت این

است. vi ∈ N(v) هر برای ،dY (vi) ≤ ١ یا dX(vi) ≤ ١ بنابراین و بود خواهد Cn دور
اینکه به توجه با صورت این در باشد داشته Y و X مجموعه بین یال دو دارای ،H گراف اگر
بنابراین و است Cn دور ΁ی شامل ،H گراف لذا ، است n ≥ ۴ چون و H[X] = H[Y ] = Kn−١
δ(G) = n−١ اینکه به توجه با بنابراین . است تناقض که بود خواهد Cn دور شامل ،نیز G گراف
به دارند وجود x١, x٢ ∈ X و v١, v٢ ∈ N(v) مانند رأس هایی که کرد مشاهده ͬ توان م لذا است



فرد دورهای با مقایسه در ها چرخ رمزی عدد تعیین ٢۴
باشد n ≥ ۵ .اگر بود خواهد Cn دور ΁ی ،دارای G گراف نتیجه در ،v١x١, v٢x٢ ∈ E(G) طوری΄ه
X = {x١, x٢, x٣} ،N(v) = {v١, v٢, v٣} و m = ٣ کنید فرض مورد این در n = ۴ داریم بنابراین
،G گراف که آنجا از .v١x١, v٢x٢ ∈ E(G) کنید فرض همچنین و باشد Y = {y١, y٢, y٣} و
برای dY (vi) ≤ ١ و dX(vi) ≤ ١ چون طرفͬ از .v١v٢ /∈ E(G) نتیجه در نیست C۴ دور شامل
در باشد. ،x٣, y٣ /∈ E(G) اگر .x٣, y٣ /∈ N(v١) ∪N(v٢) کنیم فرض ͬ توانیم م ،vi ∈ N(v) هر

گرفت: نتیجه ͬ توان م صورت این
Ḡ[{v١, v٢, x٣, y٢}] = K۴ =W٣

باشیم داشته ،i ∈ {١,٢} تعدادی برای اگر .x٣, y٣ ∈ E(G) داریم نتیجه در است تناقض که
بود: خواهد برقرار زیر رابطه صورت این در ،yi /∈ N(v١) ∪N(v٢)

Ḡ[{v١, v٢, x٣, yi}] = K۴ =W٣

v١, v٢ ∈ اگر .v١y١, v٢y٢ ∈ E(G) ͬ گیریم م نتیجه بالا استدلال از استفاده با بنابراین بود خواهد
کرد فرض ͬ توان م بنابراین است G گراف در C۴ دور ΁ی vv١v٣v٢v١ صورت این در باشد N(v٣)

: داریم نتیجه در نیست C۴ دور شامل ،G گراف چون و v١v٣ /∈ E(G) که
Ḡ[{v١, v٣, x٢, y٢}] = K۴ =W٣

m = ٣ صورت این در باشد n = ۴ اگر است. دوبخشͬ غیر ،H̄ گراف بنابراین است تناقض که
،v رأس همراه ،Ḡ گراف صورت این در باشد C٣ دور ΁ی ،شامل H̄ گراف اگر بود. خواهد
گراف که آنجا از بنابراین است. فرض با تناقض که بود خواهد v مرکز به W۴ چرخ ΁ی دارای
C۵ فرد دور ΁ی دارای ،H̄ گراف لذا است، ٢n − ٢ = ۶ مرتبه از دوبخشͬ غیر گراف ΁ی ،H̄
حال است دو آن بین مم΄ن مسیر کوتاه ترین طول را رأس دو بین فاصله ) قطری هیچ بدون
رأسͬ فقط و است.) مرکز از خروج بیشترین برابر گراف قطر ب·یریم، نظر در رأس هر ازای به
تناقض که ͬ شود م C۴ دور ΁ی شامل دی·ر رئوس همراه به ندارد قرار H̄ گراف در C۵ دور در که

است. n ≥ ۵ که کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین است. فرض با
است: برقرار زیر رابطه ،|H| = ٢n− ٢ ≥ ٨ مرتبه با H گراف برای که ͬ کنیم م اشاره ابتدا ⌋ما

|H|(H − ١)
۴

⌋
>

(|H| − ٢(١
۴ + ١

باشد: برقرار زیر رابطه اگر اکنون
e(H) ≥ (٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)

۴ + ١
برای لذا بود خواهد c(H) ≥ n برابر حداقل H گراف در دور ترین طولانͬ ،۵ . ٢ . ٢ لم به توجه با
همه ،H گراف ،٢ . ٢ . ١ لم به توجه با نتیجه در و .c = n− ١٢ جمله از است برقرار ٣ ≤ c ≤ n هر



٢۵ R(Wn, Cm) بالای کران تعیین
تناقض که است Cn دور ΁ی شامل ،H گراف نهایت در .g(G) = ٣ کمر با است ضعیف دوری

داریم: بنابراین است.
e(H) ≤ (٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)

۴
گرفت: نتیجه ͬ توان م

e(H̄) ≥ (٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)
٢ − (٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)

۴ − ١
=

٢)٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)− (٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)
۴ − ١

≥
⌊
(٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)

۴
⌋

داریم: ،۵ . ٢ . ٢ لم بنابه لذا نیست Cn دور شامل ،H̄ گراف که آنجا از و
e(H̄) ≤ (٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)

۴ + ١
ͬ گیریم: م نتیجه قبل مشابه استدلالͬ با لذا و

e(H) >

⌊
(٢n− ٢))(٢n− ٢)− ١)

۴
⌋
.

داریم: صورت این در ،۶ . ٢ . ٢ لم به توجه با لذا
max{c(H), c(H̄)} ≥

⌈٢n
٣

⌉
=

⌈٢)٢n− ٢)
٣

⌉
> n.

و است ضعیف دوری همه ،H گراف ) Cn دور شامل یا ،H گراف ،٢ . ٢ . ١ لم به توجه با بنابراین
،شامل H̄ گراف یا هستند.) بزرگتر n از c(H̄) یا c(H) در دور ͬ ترین طولان و g(G) = ٣ آن کمر
تناقض که ͬ دهند م تش΄یل را Wm دور ΁ی ،Ḡ گراف در v رأس با همراه و است Cm دور ΁ی

بود. خواهد اثبات پایانͬ





٣ فصل
دورها روی رنگͬ چند رمزی عدد تعیین

مقدمه ٣ . ١
است. شده نگارش [٣١] ͽمرج به استناد با فصل این

عدد مسئله سپس و پرداخته دورها روی چندرنگͬ رمزی اعداد مطالعه به فصل این در
گرفته نظر در k ≥ ٢ برای k‐رنگ با معمولͬ گراف های از یالͬ رنگ آمیزی با مرتبط رمزی
Cn فرد دور ΁ی برای باندی و اردوش توسط که کران هایی و نتایج همچنین شد. خواهد
،١ یونگچͬ است زوج n که زمانͬ همچنین گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد شده زده حدس
را Rk(Ck) ≥ (k − ١)n − ٢k + ۴ رابطه و دادند ارائه را راه΄ارهایی یوآنشنگ٣ و ش٢ͬ بینگ
استدلالͬ و ͬ کنیم م اثبات را زوج n و Rk(Cn) ≤ kn+ o(n) رابطه فصل این در که دادند نشان
که مسئله ای ͬ دهیم. م ارائه را Rk(Cn) ≤ k٢kn + o(n), n −→ ∞ فرد n و k ≥ ۴ برای قوی تر

ͬ کنیم. م مطرح را است باز تاکنون و شد مطرح ۴ لوزاک توسط
طول در بیابید. O(k) پیچیدگͬ با Rk(Cn) برای بالایی کران فرد ،n و k ≥ ۴ برای باز: مسئله

ͬ دهیم: م ارائه زیر قضیه ΁کم به جزئͬ ͺپاس نامه پایان این

١Yongqi
٢Bingxi
٣Yuansheng
۴Luczak

٢٧



دورها روی رنگͬ چند رمزی عدد تعیین ٢٨
داریم: صورت این در فرد، n و k ≥ ۴ صحیح عدد هر برای .٣ . ١ . ١ قضیه

Rk(Cn) ≤ k٢kn+ o(n), n −→ ∞.

مقدار که کرد ثابت [٢٩] لوزاک فرد، n و k ≥ ٣ برای ،Rk(Cn) برای بالا کران تعیین در
بود: خواهد زیر مقدار برابر رمزی عدد

R٣(Cn) = ۴n+ o(n), n −→ ∞

گرفتند نظر در فرد nهای برای ،R٣(Cn) = ۴n−٣ برابر را رمزی عدد مقدار [۴۴] و [۴٣] بعدها
است. زیر شرح به که دادند ارائه را زیر حدس Cn رأسͬ n فرد، دور [٨]برای اردوش و باندی .
برای Rk(Cn) ≤ ٢k−١(n − ١) + ١ برابر رمزی عدد ،Cn رأسͬ n فرد، دور برای .٣ . ١ . ١ حدس

بود. خواهد ،n > ٣
دادند: ارائه زیر شرح به k = ٢ برای برهانͬ برهان.

دو رنگ، دو برای بازگشتͬ رابطه از استفاده با و پایین کران به اضافͬ رنگ دادن اختصاص با
مجموعه هر در که جفت هایی همه ی رنگ ب·یرید. نظر در n− ١ اندازه ی با مجزا مجموعه ی
٢ رنگ را ͬ شوند م وصل مجموعه دو این به که جفت هایی همه رنگ و ١ رنگ با را دارند قرار
نظر در رنگ i − ١ برای رنگ آمیزی از مجزا کپی دو ،i = ٣, . . . , k برای ͬ دهیم. م اختصاص
در ͬ دهیم. م اختصاص i رنگ را ͬ شوند م وصل کپی دو این به که جفت هایی همه ب·یرید
است رأسͬ n− ١ آن در تکرنگ مؤلفه هر و داریم رأسͬ ٢k−١(n− ١) آمیزی k‐رنگ ΁ی نهایت

ͬ باشد. نم فرد دور دارای لذا است دوبخشͬ گراف که آنجا از و ͬ باشد. م دوبخشͬ یا و
دادند ارائه زیر صورت به فرد n و Rk(Cn) رمزی عدد برای بالایی کران اردوش و باندی
در شد بیان فرد n برای Rk(Cn) رمزی عدد خصوص در فوق مطلب .Rk(Cn) ≤ (k + ٢)!n
به توجه با باره این در دارد متفاوتͬ رفتار است زوج n که زمانͬ Rk(Cn) رمزی عدد که حالͬ
،n زوج و بزرگ مقدارهای برای و ͬ باشد م Rk(Cn) = ٣n٢ − ١ برابر رمزی عدد [٣۵] و [١۴]
رمزی عدد برای بالا کران تعیین برای دادند. ارائه R٣(Cn) = ٢n برابر را رمزی عدد مقدار
ارائه پایان در که لم هایی و قضیه ها ΁کم با و ͬ کنیم م مطرح را زیر قضیه زوج n وقتͬ Rk(Cn)

ͬ پردازیم. م آن اثبات به ͬ دهیم م
است: برقرار زیر رابطه زوج، n و k ≥ ٢ صحیح عدد هر برای .٣ . ١ . ٢ قضیه

Rk(Cn) ≤ kn+ o(n), n −→ ∞.

در و است شده گرفته نظر در بزرگ n و ثابت −k مقدار ،٣ . ١ . ٢ و ٣ . ١ . ١ قضیه دو هر در
بزرگ k و فرد n برای و داریم کمͬ اطلاعات شود گرفته نظر در بزرگ k و ثابت n که موردی

آوردند: دست به را زیر اصلͬ کران [٨] اردوش و باندی ،٣ . ١ . ١ به توجه با
٢k−١(n− ١) + ١ ≤ Rk(Cn) ≤ (k + ٢)!n.



٢٩ مقدمه
برای [٣۶]،[٣] ، [٣٢] ،[۵] به توجه با دارد وجود n ΁کوچ مقدارهای برای هم بهتری کران

گرفت: نتیجه ͬ توان م n = ٣
c١١٠٧٣k/۶ ≤ Rk(C٣) ≤ c٢k!

داد: ارائه زیر صورت به را بالا کران ل۵ͬ ،n = ۵ برای بود. خواهد c٢ < e آن در که
Rk(C۵) ≤

√١٨kk!, k ≥ ٢.
بود: خواهد زیر صورت به بالا کران زوج، n برای و

Rk(Cn) ≤ ck
n

n−٢ ,

به کران این که دادند نشان ،[۴۶] لیه۶ و لͬ دارد. بستگͬ n به که است ضریبی ،c آن در که
است. درست n = ۴,۶, ١٠ برای مجانبی صورت

ͬ دهیم. م ارائه k = ٢ و n = ۴ برای را مثالͬ مورد این برای حال
است. R(C۴, C۴) = ۶ با برابر C۴ کامل گراف از یالͬ رنگ آمیزی .٣ . ١ . ١ مثال

R(C۴, C۴) > ۵ که ͬ دهیم م نشان ب·یرید. نظر در را K۵ کامل گراف از یالͬ رنگ آمیزی برهان.
با رأس شش با ،G گراف اکنون ندارد. وجود آن در تک رنگͬ C۴ دور هیچ زیرا بود. خواهد
حال ب·یرید نظر در را ،G گراف از v رأس ب·یرید. نظر در قرمز و آبی شده رنگ آمیزی یال های

ͬ کنیم. م بررسͬ را مورد دو
رنگ آمیزی قرمز رنگ با را آنها و باشد مجاور بیشتر یا رأس چهار با v رأس کنید فرض .١
شده داده نشان چین خط با که باشد رأس ها دی·ر از زیرگرافͬ K۴ کنید فرض و کنید
باشند قرمز هم با دو هر مجاور، یال دو هر اگر ،K۴ گراف از یال شش میان در است.
صورت این غیر در ͬ دهند م تش΄یل را C۴ دور ΁ی ،v با مجاور قرمز یال دو با همراه پس
این در نیستند مجاور دی·ر رئوس با که دارد وجود K۴ گراف این در قرمز یال دو حداکثر

ͬ دهند. م تش΄یل را آبی ،C۴ دور ΁ی مانده باقͬ یال چهار مورد
به دقیقاً آبی رنگ با و قرمز رنگ به را یال ها و باشد مجاور رأس سه با ،v رأس کنید فرض .٢
vb = {b١, b٢} و vr = {r١, r٢, r٣} مجموعه های در که رأسͬ ͷپن کنید. وصل دی·ر رأس دو
گراف هستند. ͬ شوند، م وصل v رأس هر به که یال هایی رنگ برای مبنایی دارند قرار
اگر است. شده داده نشان چین خط با را مجموعه رأس های روی K٣,٢ دوبخشͬ کامل
مجاور K٣,٢ دوبخشͬ گراف به قرمز یال دو با که باشد داشته وجود bi ∈ vb رأس ΁ی
باشد داشته وجود rj ∈ v٢ رأس ΁ی اگر و ͬ دهند م تش΄یل را قرمز C۴ دور ΁ی باشد،

۵Li
۶Lih



دورها روی رنگͬ چند رمزی عدد تعیین ٣٠

v v v

الف ب پ

K۵ کامل گراف :٣ . ١ ش΄ل
ͬ دهند. م تش΄یل را آبی ،C۴ دور ΁ی باشد، مجاور K٣,٢ دوبخشͬ گراف به یال دو با که
مورد دو گرفتن نظر در بدون باشد. نداشته وجود تکرنگͬ ،C۴ دور هیچ کنید فرض حال
را r١b١ ͬ کنیم. یال م K٣,٢ دوبخشͬ کامل گراف از یال هایی رنگ امیزی به شروع قبل،
b١r٢ نتیجه در باشد نداشته قرمز یال دو b١ رأس است مم΄ن زیرا ͬ کنیم م رنگ قرمز
رنگ امیزی از فرآیند این بود. خواهد قرمز r٢b٢ یال صورت این در ͬ کنیم م رنگ آبی را
شویم K٣,٢ دوبخشͬ کامل گراف از یال آخرین وارد که زمانͬ تا ͬ دهیم م ادامه را یال ها
رنگ آمیزی با باشد آبی r١b١ یال اگر .(vr١b١r٣v) ͬ شود م قرمز C۴ دور ΁ی به منجر که
خواهد تش΄یل قرمز C۴ دور حالت این در که ،٣ قسمت ،٣ . ٢ ش΄ل به توجه با یال ها بقیه
اگر که گرفت نتیجه ͬ توان م بالا مورد دو در آبی و قرمز رنگ های کردن جابه جا با شد.
تک رنگ C۴ دور ΁ی ناچار باشد. متصل قرمز یال دو و آبی یال سه دقیقاً به ،v رأس
نشان نهایت در ما موارد همه گرفتن نظر در با ͬ شود. م حاصل ،G گراف دی·ر جای در
همواره داریم قرمز و آبی رنگ دو با K۶ گراف از که رنگ آمیزی هایی همۀ در که ͬ دهیم م

ͬ شود. م کامل برهان و داشت خواهد وجود تک رنگ C۴ دور ΁ی

v

r١r٢r٣

b١ b٢
v

r١r٢r٣

b١ b٢
v

r١r٢r٣

b١ b٢
١ ٢ ٣

K۶ کامل گراف :٣ . ٢ ش΄ل

ͬ دهیم. م ارائه لم و قضیه صورت به ابزارهایی ٣ . ١ . ٢ و ٣ . ١ . ١ قضایای اثبات خصوص در



٣١ ابزارها

ابزارها ٣ . ٢
است. شده برگرفته [١٢] ͽمرج از زیر قضیه

G گراف یال، (n−١)(v(G)−١)٢ + ١ حداقل با G گراف هر برای ،n ≥ ٣ کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه
است. n حداقل اندازه از دور ΁ی شامل

ͬ پردازیم. م آن اثبات به و مطرح را آمده دست [٣٠]به لم تجزیه از زیر لم
حداقل اندازه از تطابق ΁ی شامل ،G گراف دوبخشͬ غیر مؤلفه های از ΁ی اگر  هر .٣ . ٢ . ١ لم
مانند ،G گراف رأ س های از ،V (G) = V ١ ∪ V ٢ ∪ V ٣ افراز ΁ی صورت این در نباشند، یا ل ها n٢

بطوری΄ه: دارد وجود چنان V (G) = V ١ ∪ V ٢ ∪ V ٣

ندارد؛ V ٣ و V ١ ∪ V ٢ بین یالͬ هیچ ،G گراف .١
هستند. V)؛ ١, V ٢) آن بخش های و است دوبخشͬ G[V ١ ∪ V ٢] زیرگراف .٢

است. دوبخشͬ غیر آن مؤلفه هر و است یال n(|V ٢(١−|٣ حداکثر دارای ،G[V ٣] زیرگراف .٣
V ٣ و V ٢ ،V ١ مجموعه های به V (G) رئوس مجموعه از تجزیه ΁ی ٣ . ٢ . ١ لم که کنید توجه

ͬ گوییم. م تنک مجموعه ΁ی V ٣ مجموعه به و ͬ دهد م ارائه
،V ١ ∪ V ٢ کنید فرض ب·یرید. نظر در را ،G گراف از H١,H٢, . . . , Hr مؤلفه های برهان.
V ٣ = V \ V ١ ∪ V ٢ و هستند بخشͬ دو مؤلفه ها همه آن در که باشد رأس هایی از مجموعه ای
در است. شده تش΄یل دوبخشͬ غیر مؤلفه های اجتماع از که باشد رأس هایی از مجموعه ای
درجه میانگین دارای Hi از دوبخشͬ غیر مؤلفه هر اگر برقرارند. .٢ و .١ موارد صورت این
تطابق ΁ی همچنین و است n از ͬ تر طولان دور ΁ی شامل ٣ . ٢ . ١ قضیه طبق باشد n از بزرگتر
دارای G[V ٣] از مؤلفه هر نتیجه در است. فرض با تناقض که هستند دارا را n حداقل اندازه از

است. ،n حداکثر درجه میانگین
ͬ دهیم. م ارائه را زیر لم های ،٣ . ١ . ١ قضیه اثبات برای

فرد دورهای ٣ . ٣
ب·یرید. نظر در زیر ویژگͬ با را Pk(c) ،c مثبت عدد و صحیح عدد k ≥ ١ برای

و فرد n > n٠ هر برای که دارد وجود چنان n٠ای و δ > ٠ ΁ی ،ε > ٠ هر برای :Pk(c)

یال های مجموعه همچنین و v(G) > (١ + ε)cn که V (G) رأس های مجموعه با G گراف هر
غیر تکرنگ مؤلفه ΁ی دارای G گراف از یالͬ k−رنگ آمیزی هر ،e(G) ≥ (١ − δ)

v(G)
٢





دورها روی رنگͬ چند رمزی عدد تعیین ٣٢
یال هاست. n+١٢ از تطابق ΁ی با دوبخشͬ

لوزاک و ٧ فی·اج توسط که [٣٣] لم در دستوری از زیر نتیجه اساس بر ٣ . ١ . ١ قضیه از ما اثبات
است. شده بیان کلͬ صورت به [٣٠] در همچنین و است آمده بدست

برقرار Pk(c) ویژگͬ اگر باشد. k ≥ ٢ صحیح عدد و c > ٠ حقیقͬ عدد کنید فرض .٣ . ٣ . ١ لم
ͬ شود: م نتیجه صورت این در باشد،

Rk(Cn) ≤ (c+ o(١))n, n −→ ∞.

ͬ کند. م پیروی بعدی لم از ٣ . ١ . ١ قضیه
است. برقرار Pk(k٢k) ویژگͬ ،k ≥ ۴ صحیح عدد هر برای .٣ . ٣ . ٢ لم

اندازه به و فرد n ،pk(c) ویژگͬ به توجه با ب·یرید. نظر در را ε > ٠ و k ≥ ۴ صحیح عدد برهان.
ب·یرید. نظر در را N = (١ + ε)k٢kn و δ = ε٢٢k+۴ و باشد بزرگ کافͬ

وِیژگͬ به توجه با باشد e(G) ≥ (١−δ)
v(G)

٢
 و v(G) ≥ N ویژگͬ با گرافͬ ،G کنید فرض

یال ها n+١٢ از تطابق ΁ی با دوبخشͬ غیر مؤلفه ΁ی دارای ،G گراف از k−رنگ آمیزی هر ،pk(c)
تکرنگ تطابق ΁ی بدون ،G گراف از یالͬ k‐رنگ آمیزی ΁ی کنید فرض خلف برهان به . است
شود فرض است مم΄ن همچنین باشد. داشته وجود دوبخشͬ غیر مؤلفه ΁ی در ١٢+n یال ها از

.e(G) ≥
N

٢
 و V (G) = N ،δ = ٠ ،ε = ٠ صورت این در که .v(G) = N و ε < ١ که

باشد: زیر صورت به آن یال های مجموعه و v(G) > N ،G رأس های مجموعه اگر

e(G) ≥ (١ − δ)

v(G)
٢

 (٣ . ١)

زیر ΁ی درجه، کمترین از رأس ΁ی گرفتن نظر در با بار، v(G) − N بازگشتͬ، غیر صورت به
برای ͬ آوریم. م دست به یال ،e(G) ≥ (١ − δ)

v(G)
٢

 حداقل و رأس  N با G گراف از گراف
نظر در ،i رنگ به یال های توسط شده القاء که G گراف از فراگیر زیرگراف را Gi ،i رنگ هر
نیست دوبخشͬ غیر مؤلفه ΁ی در یال ها n+١٢ از تطابق ΁ی شامل ، Gi صورت این در ب·یرید.
که ،Gi فراگیر زیرگراف هر برای ،٣ . ٢ . ١ لم از استفاده با حال ͬ رسیم. م تناقض به غیر در
ͬ آیند. م به دست V ٣

i تنک مجموعه ی ΁ی و V ٢
i و V ١

i از افرازهایی ،i ∈ [k] := {١,٢, . . . , k}
از کدام هر چون ب·یرید. نظر در X٢

i = V ٢
i ∪ V ٣

i و X١
i = V ١

i مجموعه های i ∈ [k] هر برای
اعضایی ) شوند شمرده دوبار شاید اعضا از بعضͬ طرفͬ از و هستند عضو k دارای مجموعه ها
٢k نتیجه در دارند.) حضور اشتراک در که هستند اعضایی همان ͬ شوند م شمرده بار دو که

٧Figaj



٣٣ فرد دورهای
V ٢
i ،V ١

i مجموعه های چون هستند. l هر برای jl ∈ {١,٢} ،∩k
l=١Xjl

l ش΄ل به مجموعه ها از تا
که گرفت نتیجه ͬ توان م پس ، هستند i هر برای v(G) رئوس مجموعه از افرازهایی ΁ی V ٣

i و
ͬ دهند. م تش΄یل را V (G) از افراز ΁ی و هستند مجزایی جفت های بالا مجموعه های از تا ٢k

جای·شت ها که آنجا .از ب·یرید نظر در N = (١ + ε)k٢kn رأس های مجموعه با ،G گراف
اندازه به طوری که دارد وجود l = ١,٢, . . . , k و jl ∈ {١,٢} از انتخابی بنابراین نیستند متمایز

بود: خواهد زیر مقدار با برابر حداقل X =
k∩

l=١
Xjl

l مجموعه ی
N

٢k
= (١ + ε)kn > kn (٣ . ٢)

،٣ . ٢ . ١ لم به توجه با صورت این در باشد داشته وجود X در i رنگ با e یال اگر ،i رنگ هر برای
رأس هایی مجموعه که آنجا از ب·یرد قرار V ٣

i تنک مجموعه در باید e یال ،(٢) و (١) قسمت
(٣) قسمت استفاده با و است دوبخشͬ غیر مؤلفه های اجتماع صورت به که دارند قرار V ٣

i در
از تک رنگͬ تطابق فرض طبق چون و ͬ گیرد م قرار فرد مؤلفه ی ΁ی داخل ،e یال ،٣ . ٢ . ١ لم
n از ͬ تر طولان دور هیچ شامل ،X نتیجه در ندارد وجود دوبخشͬ غیر مؤلفه های در یال ها n+١٢
اندازه ی از تطابق ΁ی ٣ . ٢ . ١ قضیه طبق باشد n از ͬ تر طولان دوری شامل ،X اگر زیرا ) نیست.
رنگ از یال n(|X|−١)٢ حداکثر ٣ . ٢ . ١ قضیه بنابه ( است فرض با تناقض که دارد وجود n حداقل
شده القاء زیرگراف همان که ͬ گیرد م قرار X در آنها انتهایی سر دو هر طوری΄ه به دارد وجود i

گرفت: نتیجه ͬ توان م بنابراین است. X توسط
e(G[X]) ≤ kn(|X| − ١)

٢ (٣ . ٣)
داریم: لذا (٣ . ١) رابطه به توجه با

e(G[X]) ≥

|X|

٢
− δ

N
٢
 . (۴ . ٣)

داریم: (۴ . ٣) و (٣ . ٣) روابط کردن مقایسه با
e(G[X]) ≤ kn(|X| − ١)

٢
e(G[X]) ≥

|X|

٢
− δ

N
٢
 =

|X|!
٢!(|X| − ٢)! −

δN !

٢!(N − ٢)!
=
|X|(|X| − ١)− δ(N(N − ١))

٢ ≤ kn(|X| − ١)
٢

گرفت: نتیجه ͬ توان لذا م
|X| ≤ kn(|X| − ١)− δ(N(N − ١))

|X| − ١ = kn+
δ(N(N − ١))

|X| − ١ .

نظر در ε = ٠ عبارتͬ به ،ε < ١ که آنجا از و δ = ε٢٢k+۴ کنید فرض برهان، فرض از استفاده با
ͬ شود: م نتیجه زیر عبارت صورت این در ͬ شود م گرفته

N = (١ + ε)k٢kn = k٢kn ≤ k٢k+١.



دورها روی رنگͬ چند رمزی عدد تعیین ٣۴
داریم: زیر رابطه در جای·زاری با و |X| > kn و

δ(N(N − ١))
|X| − ١ ≤ ٢δN٢

|X|
≤ ٢δ(k٢k+١n)٢

kn
≤ εkn

٢ .

داریم: نتیجه در
|X| ≤ kn+

δ(N(N − ١))
|X| − ١ ≤ kn+

εkn

٢ ,

ͬ شود: م نتیجه (٣ . ٢) رابطه به توجه با دی·ر طرف از
(١ + ε)kn ≤ |X| ≤ kn+

εkn

٢
است. تناقض که

شد ارائه ٣ . ٣ . ٢ لم در که برهانͬ همچنین و لوزاک و فی·اج از روش های .٣ . ٣ . ١ ملاحظه
داد. شرح زیر صورت به ͬ توان م لذا و ͬ کند م مطرح را ٣ . ١ . ١ قضیه از قوی تری استدلال

پیروی زیر ویژگͬ از بطوری΄ه دارد وجود n٠ای و δ > ٠ ΁ی ε > ٠ و k ≥ ۴ صحیح عدد برای 
رئوس مجموعه با G گراف و باشد N ≥ (١+ ε)k٢kn و فرد n و n > n٠ که کنید فرض ͬ کند. م
k−رنگ آمیزی هر در پس باشد. e(G) ≥ (١ − δ)

v(G)
٢

 یال های مجموعه و v(G) ≥ N

دارد. وجود Cn تک رنگ دور ΁ی ،G از یال های
در ولͬ نیستند کامل گراف های رنگ آمیزی از دی·ری نوع از متفاوت  تر قضیه ها نوع این
فی·اج لم از دی·ری مورد ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات برای است. استفاده مورد کاربردها نوع این اینجا

ͬ دهیم. م ارائه زوج دورهای خصوص در را ([٣٠] در ٣ (لم لوزاک و

زوج دورهای ۴ . ٣
ͬ کنیم. م مطرح را زیر لم زوج دورهای بررسͬ قبل

΁ی و δ > ٠ ΁ی دارد وجود ε > ٠ هر برای اگر ب·یرید نظر در c > ٠ حقیقͬ عدد .١ . ۴ . ٣ لم
v(G) > (١ + ε)cn رأ س های مجموعه با G گراف هر و زوج n > n٠ هر برای به طوری که n٠ای

مؤلفه ΁ی دارای G از یالͬ k−رنگ آمیزی هر e(G) ≥ (١ − δ)

v(G)
٢

 یال های مجموعه و
Rk(Cn) ≤ (c+ o(١))n داریم صورت این در است یال ها n٢ از تطابق ΁ی شامل تک رنگͬ

ͬ پردازیم. م ٣ . ١ . ٢ قضیه اثبات به حال
رأس های مجموعه روی G گراف ΁ی از k−رنگ آمیزی هر دلخواه، ٠ < ε < ١ ΁ی برای برهان.
جای·شت ها که آنجا از و ب·یرید نظر در (١− ε٣)

N
٢
 یال های مجموعه حداقل Nبا > (١+ε)nk



٣۵ زوج دورهای

است یال ١
k (١ − ε٣)

N
٢
 > ١٢n(N − ١) + ١ حداقل دارای رنگ ها از ی΄ͬ لذا نیستند متمایز

در است. n + ١ حداقل اندازه از دور ΁ی شامل رنگ این ٣ . ٢ . ١ قضیه به توجه با همچنین و
کامل تطابق که آنجا از و دارد وجود تک رنگ مؤلفه ΁ی در رأسͬ n پوششͬ تطابق ΁ی نتیجه
١ . ۴ . ٣ لم بنابه است. n٢ برابر مقدارشان و برابر هم با یالͬ پوششͬ عدد و تطابق عدد است

: ͬ گیریم م نتیجه
Rk(Cn) ≤ (k + o(١))n.





۴ فصل
در بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین

چرخ ها با مقایسه

مقدمه ١ . ۴
است. شده نگارش [٢٢] و [٢٣] ͽمراج استناد به فصل این

چرخ های با مقایسه در (n مرتبه از ) Cn بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین به فصل این در
در دورها مورد در که نتایجͬ ͬ پردازیم. م است فرد و زوج m آن در که (m+ ١ مرتبه از ) Wm

عدد که کردند ثابت [١٨] اردوش و بور است: شرح بدین است آمده بدست چرخ ها با مقایسه
هندری١ بعدها است. R(C٣,Wm) = ٢m+١ صورت به m ≥ ۵ برای Wm چرخ و C٣ دور رمزی
کردند ثابت روسین٣ و جایاواردن٢ است. R(C۵,W۴) = ٩ صورت به رمزی عدد که داد نشان
عدد [٢١] در اخیراً بود. خواهد R(C۵,W۵) = ١١ برابر W۵ چرخ و C۵ دور برای رمزی عدد
Cn دور رمزی عدد که بود خواهد صورت بدین ΁کوچ چرخ های با مقایسه در دورها رمزی
R(Cn,W۵) = ٣n − ٢ و R(Cn,W۴) = ٢n − ١ صورت به m = ۴,۵ ،Wm چرخ و n ≥ ۵ برای

است.
١Hendry
٢Jayawardene
٣Roussean
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چرخ ها با مقایسه در بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین ٣٨
Wm چرخ های با مقایسه در Cn بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین به فصل این دوم بخش در

ͬ پردازیم. م است، زوج m آن در که

دور R(Cn,Wm) رمزی عدد تعیین برای هایی کران ٢ . ۴
زوج) m ) Wm چرخ و Cn

به رمزی عدد آن در که دادند ارائه را پایینͬ کران [٣٢] چواتال۴ و Hهندری گرافGو دور برای
در مؤلفه بزرگترین تعدادرأس های ،ξ(G) که است R(G,H) ≥ (ξ(G)−١)(χ(H)−١)+١ صورت
Hبرایmزوج =Wm Gو = Cn اگر خاص حالت در است ،H گراف رنگͬ عدد ،χ(H) گرافGو
R(Cn,Wm) = ٢n−١ رمزی عدد تعیین برای لذا .R(Cn,Wm) ≥ ٢n−١ داریم ،n ≥ ۵m٢ −١ و
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را برخͬ و مطرح را زیر لم های و گزاره n ≥ ۵m٢ − ١ و زوج m برای

صورت به Cm و Cn دور برای رمزی عدد ([١۴]و[٣۵]). ٢ . ١ . ۴ گزاره

R(Cn, Cm) =


٢n− ١, m فرد ,٣ ≤ m ≤ n, (n,m) ̸= (٣,٣),
n+

m

٢ − ١, m, n زوج ,۴ ≤ m ≤ n, (n,m) ̸= (۴,۴),
max{n+

m

٢ − ١,٢m− ١}, mزوج , n فرد ,۴ ≤ m ≤ n.

این در باشد ،δ(G) ≥ n٢ اگر باشد. ،n مرتبه از گراف ΁ی ،G گراف کنید فرض .٢ . ١ . ۴ لم
.G ∼= Kn٢ ,n٢ و است زوج n یا است دوری همه ،G یا صورت

صورت این در ،δ(G) = δ و باشد ٢‐همبند ،n ≥ ٣ مرتبه از ،G گراف کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ لم
است. c(G) ≥ min{٢δ, n} برابر ͬ ترین طولان طول

این در F̄ ⊉ Kr و F ⊉ Cs+١ که حالͬ در باشد H = Cs ⊆ F اگر F گراف برای .٢ . ٣ . ۴ لم
بود. خواهد x ∈ V (F ) \ V (H) هر برای |NH(x)| ≤ r − ٢ صورت،

x ∈ V (F ) رأس ΁ی اگر ب·یرید. نظر در |V (F )| ≥ R(Cn, Cm)+١ مرتبۀ با را F گراف .۴ . ٢ . ۴ لم
داریم صورت این در ،F ⊉ Cn و |NF [x]| ≤ |V (F )| −R(Cn, Cm) طوری΄ه به باشد داشته وجود

. F̄ ⊇Wm

،F القایی گراف زیر اگر .|A| ≥ R(Cn, Cm) همچنین و A = V (G) \NF [x] کنید فرض برهان.
،R(Cn, Cm) رمزی عدد تعریف به توجه با صورت این در نباشد Cn دور شامل F [A] ،A توسط
x مرکز با ،Wm چرخ، ΁ی شامل F̄ بنابراین است Cm دور ΁ی شامل ،F̄ [A] القایی گراف زیر

است.
۴Chvatal



٣٩ زوج) m ) Wm چرخ و Cn دور R(Cn,Wm) رمزی عدد تعیین برای هایی کران
گراف م΄مل اگر ب·یرید. نظر در Cn دور فاقد و ٢n − ١ رأس های با را ،F گراف .۵ . ٢ . ۴ لم
و m ≥ ۴ برای δ(F ) ≥ n − m٢ ،F درجۀ کمترین صورت این در نباشد Wm چرخ شامل F̄ ،F

بود. خواهد n ≥ ٣m٢

باشد n ≥ ٣m٢ و زوج m ≥ ۴ از تعدادی برای δ(F ) < n − m٢ کنید فرض خلف، برهان برهان.
طوری΄ه: به دارد وجود چنان x ∈ V (F ) مانند رأسͬ صورت این در

|NF [x]| = dF (x) + ١ = δ(F ) + ١ ≤ n− m

٢ = (٢n− ١)− (n+
m

٢ − ١)
داریم: ٢ . ١ . ۴ گزاره از استفاده با

|NF [x]| ≤ |V (G)| −R(Cn, Cm).

است. x مرکز به Wm چرخ ΁ی شامل ،F̄ گراف ͬ گیریم م نتیجه ۴ . ٢ . ۴ لم از استفاده با و
ͬ دهیم. م ارائه را زیر برهان شده ذکر موارد به توجه با حال

دور شامل که ب·یرید نظر در را n ≥ ۵m٢ − ١ و زوج m برای ٢n− ١ مرتبه از ،G گراف برهان.
گراف کنید فرض خلف، برهان .با نیست Wm چرخ شامل ،Ḡ گراف ͬ دهیم م نشان نباشد. ،Cn

δ(F ) ≥ n − m٢ برابر F گراف درجۀ کمترین ۵ . ٢ . ۴ لم به توجه با نباشد. Wm چرخ شامل Ḡ

ͬ پردازیم. م زیر مورد دو بررسͬ به حال است.
n ≥ ٣m٢ + ١ چون و n ≥ ۵m٢ − ١ ≥ ٣m٢ ،δ(G) ≥ n− m٢ و باشد غیردوبخشͬ ،Ḡ گراف .١ مورد

داریم: و n−١٣ ≥ m٢ نتیجه در است
δ(G) ≥ n− m

٢ ≥ n− (n− ١)
٣ =

(٢n− ١) + ٢
٣

همبندی اگر است. ۴ یا ٣ کمر دارای یا است ضعیف دوری همه ،G گراف ٢ . ٢ . ٢ لم به توجه با
توجه با ͬ باشد م ٢‐همبند گراف ،G گراف صورت این در باشد k(G) ≥ ٢ برابر ،G گراف رأسͬ

با: است برابر ،G گراف در دور ͬ ترین طولان ٢ . ٢ . ۴ لم به
c(G) ≥ min{٢δ, n} = min{٢(n− m

٢ ),٢n− ١} = min{٢n−m,٢n− ١} > n

است. k(G) ≤ ١ بنابراین است. تناقض که است Cn دور دارای نتیجه در و
دارد وجود v ∈ V (G) مانند برشͬ رأس ΁ی صورت این در باشد k(G) = ١ کنید فرض
گراف از مؤلفه هایی (r ≥ ٢ ) G١, G٢, . . . , Gr کنید فرض است. ناهمبند G − v طوری΄ه به
کمترین لذا است δ(G) ≥ n− m٢ برابر G گراف درجه کمترین که آنجا از باشند. G− v ناهمبند

با: است برابر G گراف مؤلفه های درجۀ
δ(Gi) ≥ n− m

٢ − ١ (١ . ۴)



چرخ ها با مقایسه در بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین ۴٠
بود: خواهد زیر مقدار برابر ،Gi مؤلفه هر مرتبۀ نتیجه در
|V (Gi)| ≥ n− m

٢ − ١ (٢ . ۴)
،r ≥ ٣ برای نوشت ͬ توان م لذا

٢n− ١ = |V (G)| = ١ +

r∑
i=١

|V (Gi)| ≥ ١ + ٣(n− m

٢ )

ͬ شود: م نتیجه
٢n− ١ ≥ ١ + ٣(n− m

٢ ) −→ −n ≥ −٣m
٢ + ٢ −→ n ≤ ٣m

٢ − ٢.
بود. خواهد r = ٢ نتیجه در است. n ≥ ۵m٢ − ١ فرض طبق چون است تناقض

داریم: طرفͬ از و باشد |V (G١)| = p ≥ n ،G١ مؤلفۀ مرتبۀ کنید فرض
٢n− ١ = ١ + |V (G١)|+ |V (G٢)|

نوشت: ͬ توان م (٢ . ۴) رابطه به توجه با
p = ٢n− ٢ − |V (G)| ≤ ٢n− ٢ − (n+

m

٢ ) = n+
m

٢ − ٢.
ͬ شود: م نتیجه زیر عبارت ،(١ . ۴) رابطه به توجه با نتیجه در n ≥ ۵m٢ − ١ که آنجا از و

δ(G١) ≥ n− m

٢ − ١ ≥ p

٢ .
نتیجه در باشد دوری همه G١ مؤلفه اگر لذا است. برقرار G١ مؤلفه برای ،٢ . ١ . ۴ لم نتیجه در
صورت این غیر در است. فرض با تناقض که است Cn دور شامل G١ مؤلفه عبارتͬ به G١ ⊃ Cn

بخش های از ی΄ͬ ،A اگر همچنین و p٢ ≥ n٢ > m داریم طرفͬ از .G١ ∼= K p٢ , p٢ و است زوج p
و X ⊂ A مجموعه ی زیر هر صورت این در x ∈ V (G٢) و باشد K p٢ , p٢ کامل گراف مجموعه ی
که ͬ شود. م منجر Ḡ گراف در Wm چرخ تولید به مرکز، عنوان به ،x رأس با همراه |X| = m

و |V (G٢)| ≤ n− ١ مشابه استدلالͬ با و |V (G١)| ≤ n− ١ بنابراین است فرض با تناقض
|V (G١)|+ |V (G٢)| = ٢n− ٢

ͬ شود: م نتیجه
|V (G١)| = |V (G٢)| = n− ١

برقرار G٢ و G١ مؤلفه دو برای ٢ . ١ . ۴ لم لذا ،i ∈ {١,٢} هر برای δ(Gi) ≥ |V (Gi)|٢ که آنجا از و
است، تناقض که است Wm چرخ شامل ،Ḡ گراف که ͬ گیریم م نتیجه مشابه استدلالͬ با است.
است Cn دور شامل i ∈ {١,٢} ،Gi مؤلفه بنابراین هستند. دوری همه G٢ یا G١ مؤلفه دو هر یا

کنید فرض .Gi ⊇ Cn−١ ͬ شود م نتیجه لذا
ε = max{|V (G١)|, |V (G٢)|}



۴١ فرد) m ) Wm چرخ و Cn دور R(Cn,Wm) رمزی عدد تعیین برای هایی کران
نیست ،Wm چرخ همچنین و Km+١ گراف شامل G[V (Gi) ∪ {v}] گراف ٢ . ٣ . ۴ لم از استفاده با

چون و ε ≤ m− ١ داریم نتیجه در
٢m− ٢ ≥ ٢ε ≥ |V (G١)|+ |V (G٢)| = |NG(v)| ≥ n− m

٢ ≥ (
۵m
٢ − ١)− m

٢ = ٢m− ١
است. تناقض که

،G گراف نتیجه در و است ناهمبند ،G گراف صورت این در باشد k(G) = ٠ کنید فرض
برابر i ∈ {١,٢} ،Gi مؤلفه درجه کمترین چون و بود خواهد G٢ و G١ مؤلفه ی دو دقیقاٌ دارای

داریم: است δ(Gi) ≥ n− m٢

n− m

٢ + ١ ≤ |V (Gi)| ≤ n+ (
m

٢ )− ٢.
G١ ⊇ Cn عبارتͬ به است Cn دور شامل و است دوری همه یا ،G١ مؤلفه ٢ . ١ . ۴ لم به توجه با
بالا استدلال به توجه با است p٢ ≥ n

٢ ≥ m چون طرفͬ از و p = |V (G١)| که G١ ∼= Kp

٢ ,
p

٢
یا

است. تناقض که Ḡ ⊇Wm عبارتͬ به بود خواهد Wm چرخ شامل Ḡ گراف
درجه کمترین و است دوبخشͬ ،G گراف چون باشد دوبخشͬ ،G گراف کنید فرض .٢ مورد
برای است ی΄ریخت Kj,i از فراگیر زیرگراف با ،G گراف نتیجه در است. δ(G) ≥ n−m

٢ ،G گراف
n ≥ ۵m

٢ ≥ ٣m
٢ + ١ ≥ m+ ١ و E(Ḡ) ⊇ E(Kj)∪E(Ki) که انجا از و j ≥ n− m

٢ و t ≥ n− m

خواهد٢ m+ ١ مرتبه از Wm چرخ همچنین و (m+ ١) ،Km+١ گراف شامل ،Ḡ گراف نتیجه در
ͬ شود. م کامل اثبات لذا است، تناقض که .Ḡ ⊇Wm داریم لذا بود

دور R(Cn,Wm) رمزی عدد تعیین برای هایی کران ٣ . ۴
فرد) m ) Wm چرخ و Cn

پایین کران H و G گراف دو برای چواتال و هندری شد اشاره ،٢ . ۴ بخش در که گونه همان
R(G,H) ≥ (χ(H)− ١)(ξ(H)− ١) + ١

دور ΁ی برای صورت این در باشد H = Wm و G = Cn اگر خاص حالت در که زدند حدس را
خواهد زیر صورت به پایین کران ،n > ۵m−٩٢ و است m ≥ ۵ و فرد m که Wm چرخ ΁ی و Cn

بود:
R(Cn,Wm) ≥ ٣m− ٢

رمزی عدد مقدار تعیین برای لذا
R(Cn,Wm) = ٣m− ٢



چرخ ها با مقایسه در بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین ۴٢
زیر لم همچنین و ٢ . ۴ بخش لم های و گزاره از استفاده با n > ۵m−٩٢ و فرد m ≥ ۵ برای

ͬ پردازیم. م
همچنین و باشد Cn دور ΁ی بدون و ٣m − ٢ رأس های با گرافͬ ،F کنید فرض .٣ . ١ . ۴ لم

است. n ≥ m و m ≥ ۵ برای δ(G) ≥ n− ١ صورت این در نباشد Wm چرخ شامل ،F̄ گراف
صورت این در باشد n ≥ m و فرد m ≥ ۵ و δ(F ) < n − ١ کنید فرض خلف، برهان برهان.

است: برقرار زیر رابطه طوری΄ه به دارد وجود x ∈ V (F ) مانند رأسͬ
|NF [x]| = dF (x) + ١ = δ(F ) + ١ ≤ n− ١ = (٣n− ٢)− (٢n− ١)

داریم: همواره ،۴ . ٢ . ۴ لم از استفاده با
|NF [x]| = |V (F )| −R(Cn, Cm)

مرکز با ،Wm چرخ ΁ی شامل ،F̄ گراف نتیجه در F ⊉ Cn نیست Cn دور شامل F گراف چون
است. برقرار نتیجه در و باطل خلف فرض لذا است، تناقض که بود خواهد x

ͬ دهیم. م ارائه را زیر برهان شده ذکر موارد به توجه با حال
m ≥ ۵ برای n > ۵m−٩٢ آن در که ،٣n − ٢ مرتبه) ) اندازه با ،G گراف کنید فرض برهان.
چرخ شامل ،Ḡ گراف ͬ دهیم م نشان صورت این در نباشد Cn دور شامل ،G گراف و باشد فرد
بررسͬ مورد را زیر مورد دو همچنین و .δ ≥ n − ١ داریم ٣ . ١ . ۴ لم از استفاده با نباشد ،Wm

ͬ دهیم. م قرار
.δ = n− ١ .٣ مورد

A = V (G) \NG[x] ،A مجموعۀ و |NG(x)| = δ(G) طوری΄ه به ،x ∈ V (G) رأس کنید فرض
لذا است. A مجموعۀ توسط ،G از القایی زیرگراف ،T آن در که T = G[A] همچنین باشد
به توجه با m ≥ ۵ و فرد m برای رمزی عدد چون و ͬ باشد م |V (T )| = ٣m− ٢ − n = ٢n− ٢

ͬ شود: م نتیجه زیر رابطه ،٢ . ١ . ۴ گزاره
R(Cn−١, Cm) = ٢(n− ١)− ١ = ٢n− ٣

زیرگراف ،٢ . ١ . ۴ گزاره به توجه با نیست Wm چرخ شامل ،Ḡ گراف و ٢n−٣ < ٢n−٢ طرفͬ از
B = V (Cn−١) ،B مجموعۀ کنید فرض باشد.حال Cn−١ دور ΁ی شامل باید T ،G از القایی
خواهد |D| = ٢n − ٢ − (n − ١) = n − ١ لذا و باشد D = A \ B ،D مجموعۀ همچنین و
توسط القایی که G گراف از G[D] و G[B] صورت به را H و F زیرگراف های همچنین بود.
باشد، Cm دور ΁ی شامل ،T̄ زیرگراف اگر ب·یرید. نظر در را باشند مͬ B و A مجموعه های
دور شامل ،G گراف چون و است تناقض که بود خواهد x مرکز با Wm چرخ ΁ی شامل ،Ḡ گراف



۴٣ فرد) m ) Wm چرخ و Cn دور R(Cn,Wm) رمزی عدد تعیین برای هایی کران
با صورت این در ندارد وجود Km کامل گراف بنابراین نیست Cm دور شامل هم T̄ و نیست Cn

است: برقرار زیر رابطه y ∈ D هر ۴ . ٢ . ٣. برای لم به توجه
|NB(y)| ≤ m− ٢.

.H ∼= Kn−١ .٣ . ١ . ۴ ادعا
مانند متمایزی رأس های صورت این در نباشد کامل گراف ،H گراف کنید فرض

کنید فرض .d١, dm+١٢
/∈ E(H) طوری΄ه به دارد وجود d١, dm+١٢

∈ D

J = {d٢, d٣, . . . , dm−١٢
} ⊆ D \ {d١, dm+١٢

}

کنیم انتخاب طوری ،i ∈ {١,٢, . . . , m−١٢ } برای bi ∈ B مجزای دو به دو های رأس ͬ توانیم م
که آنجا از و نباشد مجاور {di, di + ١} مجموعه ی از رأس هیچ با bi ،i هر برای طوری΄ه به
هر برای لذا ͬ باشد م ،n > ۵m−٩٢ و |NB(di)| + |NB(di + ١)| ≤ m − ٢ +m − ٢ = ٢m − ۴

ͬ شود: م نتیجه i ∈ {١,٢, . . . , m−١٢ }

|NB(di)|+ |NB(d(i+ ١)| ≤ n− ١ − (i− ١).
d١, b١, d٢, b٢, . . . , dm−١٢ −١=m−٣٢

, bm−٣٢
, dm−١٢

, bm+١٢
, dm+١٢

های رأس با Cm دور ،T در بنابراین
،Ḡ ⊇Wn عبارتͬ به است x مرکز به ،Wm چرخ شامل ،Ḡ گراف چون طرفͬ از و داشت خواهیم
مشابه استدلالͬ با لذا است Cn−١ ⊆ H و H ∼= Kn−١ ،H زیرگراف بنابراین است. تناقض که
NG(x) توسط شده القا که Z = G[NG(x)] زیرگراف حال بود. خواهد F ∼= Kn−١ ،F زیرگراف
زیرگراف لذا ،Cn ⊈ G نیست Cn دور شامل ،G گراف چون ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را است

است: برقرار زیر رابطه طوری΄ه به دارد وجود Z ∈ NG(x) بنابراین بود، نخواهد همیلتنͬ Z

|NZ(z)| <
|NG(x)|٢ =

n− ١
٢ .

نیست Cn دور شامل ،G گراف چون مشابه استدلالͬ با همچنین .|NZ̄(z)| >
n− ٣

٢ نتیجه در
٣ ≥ |NZ̄(z)| >

n− ٣
٢ بنابراین و ͬ باشند م |NH(z)| ≤ ١ و |NF (z)| ≤ ١ لذا ،Cn ⊈ G عبارتͬ به

است. تناقض که ٩ > n >
۵m− ٩

٢ ≥ ٨ و m ≥ ۵ چون طرفͬ از و بود خواهد
.δ(G) ≥ n .۴ مورد

ͬ گیریم. م نظر در حالت دو ۴ مورد برای
است. دوبخشͬ غیر ،G گراف .١

است: برقرار زیر رابطه که آنجا از و
δ(G) ≥ n =

(٣n− ٢) + ٢
٣



چرخ ها با مقایسه در بزرگ دورهای رمزی عدد تعیین ۴۴
اگر است. g(G) = ۴ یا g(G) = ٣ کمر با ضعیف دوری همه ،G گراف ٢ . ٢ . ٢ لم بنابر
و ͬ باشد م ٢‐همنبد ،G گراف صورت این در باشد k(G) ≥ ٢ ،G گراف رأسͬ همبندی

با: است برابر ،G گراف در دور ͬ ترین طولان ٢ . ٢ . ۴ لم به توجه با
c(G) ≥ min{٢n,٣n− ٢} > n

.k(G) = ١ کنید فرض است. تناقض ΁ی که بود خواهد Cn دور شامل ،Gگراف نتیجه در

. است ناهمبند G − v طوری΄ه به دارد وجود v ∈ V (G) برشͬ رأس ΁ی صورت این در
نتیجه در δ(G) ≥ n چون باشد G−v از مؤلفه هایی G١, G٢, . . . , Gr کنید فرض همچنین
که ͬ گیریم م نتیجه لذا بود خواهد i = ١,٢, . . . , r هر برای |V (Gi)| ≥ n و δ(Gi) ≥ n− ١

داریم: صورت این غیر در زیرا است r = ٢
٣m− ٢ = |G| ≥ ٣[δ(G) + ١] ≥ ٣(n+ ١) = ٣n+ ٣

است: برقرار زیر رابطه طوری΄ه به است G٢ و G١ مؤلفه دو دارای G− v گراف لذا
١ + |V (G١)|+ |V (G٢)| = ٣n− ٢

و
n ≤ |V (G١)| ≤ ٣n− ٢ − ١ − n = ٢n− ٣

داریم: مشابه روش با و
n ≤ |V (G٢)| ≤ ٢n− ٣

هر برای پس
δ(Gi) ≥ n− ١ > ٢n− ٣

٢ ≥ |V (Gi)|٢ , i ∈ {١,٢}.
در باشد Gi

∼= Kr,r اگر .Gi
∼= Kr,r و زوج r یا است دوری همه Gi ،٢ . ١ . ۴ لم بنابه لذا

داشت: خواهیم i ∈ {١,٢} تعدادی برای صورت این
|V (Gi)| = ٢r = ٢δ(Gi) ≥ ٢n− ٢

در و است دوری همه ،G١ لذا است. |V (Gi)| ≤ ٢n − ٣ چون است مم΄ن غیر این که
است. فرض با تناقض که بود خواهد Cn دور ΁ی شامل نتیجه

بالا، نتایج به توجه با و است ناهمبند ،G گراف صورت این در باشد k(G) = ٠ کنید فرض
ͬ گیریم م نتیجه است δ(G) ≥ n چون و داشت خواهد G٢ و G١ مؤلفۀ دو دقیقاً ،G گراف
دست از بدون است. n + ١ ≤ |V (Gi)| ≤ ٢n − ٣ و i ∈ {١,٢} هر برای δ(Gi) ≥ n که
|V (G١)| ≥ ٣n−٢٢ که ͬ گیریم م نتیجه |V (G١)| > |V (G٢)| کنید فرض مساله کلیت رفتن

داریم: همچنین و
δ(G١) ≥ n >

٢n− ٣
٢ ≥ |V (G١)|٢ .



۴۵ فرد) m ) Wm چرخ و Cn دور R(Cn,Wm) رمزی عدد تعیین برای هایی کران
عبارتͬ به است Cn دور شامل G١ نتیجه در و است دوری همه G١ ،٢ . ١ . ۴ لم بنابه لذا
چون ازطرفͬ است زوج و p = |V (G١)| که G١ ∼= K p٢ , p٢ یا است تناقض که G١ ⊇ Cn

با تناقض که Ḡ ⊇Wn عبارتͬ به و Wm چرخ شامل ،Ḡ گراف لذا، است p٢ ≥ ٣n−٢٢ > m

است. برقرار نتیجه و باطل خلف فرض لذا است. فرض
است. دوبخشͬ ،G گراف .٢

شامل Kj,t فراگیر زیرگراف که ͬ گیریم م نتیجه δ(G) ≥ n و است دوبخشͬ ،G گراف چون
یال های مجموعه که آنجا از و G ⊆ Kj,t عبارتͬ به .t ≥ n و  j ≥ n آن در که است G گراف
گراف شامل ،Ḡ گراف لذا است n > ۵m−٩٢ > m و E(Ḡ) ⊇ E(Kj)∪E(Kt) برابر Ḡ گراف
خلف فرض لذا است. فرض با تناقض که Ḡ ⊇ Wm نتیجه در و رأسͬ) m + ١ ) Km+١

است. برقرار نتیجه و است باطل

ͬ کنیم. م مطرح را زیر حدس پایان در و
زیر صورت رمزی عدد Wm چرخ و Cn دور خصوص در .٣ . ١ . ۴ حدس

R(Cn,Wm) =


٢n− ١ m ≥ ۴ ,زوج n ≥ m, (n,m) ̸= (۴,۴)
٣m− ٢ m, ,فرد n ≥ m ≥ ٣, (n,m) ̸= (٣,٣)

ͬ کنیم. م پیشنهاد
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Abstract

One of the important issues in graph theory is the study of the Ramsey numbers of graphs. For
two graphs G and H , the Ramsey number R(G,H) is the smallest integer n, such that for any
graph F of order n, either graph F contains G or its complement contains H . In this thesis we
study different types of Ramsey numbers on graphs. We present results and bounds for the Ramsey
number of pairs of graphs including paths, cycles, wheels and several other families of graphs.
Keywords: Ramsey number, Wheel graph, Cycle graph.
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