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.ଡجاودا دیࢂඟی از و ਗی ॴوم زاده ఇ از ංඌ঒ند. ૼن ৔وঁد آغاز ໆر ଒ ୓ آن ଘ ৎقد৤م
ଘ ୓ آن از ड़وਪی หر ଒ ماభی و ৮در و گا८ت ن ز৯دজ࣓م ণیاه ૛൏ূه ୀ را ඄උیدی ଒ اণتادی

৶ما৯د. ণیاه ૼن پای



ඟ়شࢁ ا॥ت. ඵ෇ز ૡঙه پایان و آغاز ଒ را ਵࣞعال ୏ودگار ਟی ඟ໊ان اॸطاف ণپاس
಻ඌࣹن دන඿ر آ༚ی পناب و اमبال گار ن دන඿ر خاৣم ໆرکار ඼່زاଡ ام اسا঺ید از ণپاس و
পناب دॼ࡬وز ازاسا঺ید ୀدم. ඼່اوان ඼ෙ঳ه ୓ی ৬درীࡥشان ਮ୏ࣜض ख़ࡗතر از ଒ باࢽࣂਣുی
داوری زॐ࢟ت ଒ ر਑ࣣದی ೺ख़مدرضا دන඿ر آ༚ی পناب و شا঒࡬و਩ی داوود دන඿ر آ༚ی
ਗی داৣم و૑ࣣಮه ऒود ୀ دارم. را اංඖنان و ඟ়شࢁ ෼ل ॰د৯د، ൉ࣞਵ࣫ل را ଓฬ پایان اଌن
جا਑ग़ی ଟدೲख़ و ୓඼່دی زଽه ୓ خاৣم ऒوলم دوণتان و ସ୍م خاৗواده ਟی ৒భغ زॐمات از

ਖ৶ی رণید. ங ଘ کار اଌن ୓ آن ਝ ঴دون ଒ ৶ما৤م दدردا਩ی

ॷࢡس ඵෑر৯۱۳۹۷دا



ଓฬ ৎ࠻ھد
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ریاضی آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی شمس ندا اینجانب
تابع با غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های بیزی تحلیل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی
دکتر و باغیشنی حسین دکتر راهنمایی تحت ، P-اسپلاین ها کمک به کاکس نیمه پارامتری بقای

می شوم: متعهد اقبال نگار

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ॷࢡس ඵෑر৯۱۳۹۷دا

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
مدت طی مشاهده صورت در را نظر مورد پیشامد واحد، هر که می شود فرض معمولا بقا، تحلیل در
هرگز جمعیت از ناشناخته ای نسبت که کرد فرض صراحت به می توان حال این با می کند. تجربه طولانی،
زمان مدل های می شوند. محسوب شفایافته اصطلاح به و کرد نخواهند تجربه را آزمایش مورد پیشامد
رهیافت های می گیرند. نظر در را ویژگی این که هستند شفایافته بقای مدل های از زیررده ای پیشرفت،
متناسب مخاطرات مدل رهیافت آن ها از یکی که شده اند ارائه مدل این توزیع تابع تعیین برای متعددی
و شده  استفاده بقا تابع مدل بندی برای نیمه پارامتری رهیافت یک از پایان نامه این در است. کاکس
مکتب مبنای بر استنباط دیدگاه هم چنین شده اند. مدل بندی P-اسپلاین ها با آن در ناپارامتری اثرات
مورد نباشد، طولانی کافی به اندازه مطالعه زمان طول هنگامی که مدل شناسایی پذیری مسأله است. بیزی
و گرفته قرار ارزیابی مورد شبیه سازی از استفاده با پیشنهادی مدل دقت است. شده گرفته قرار بحث

است. داده شده نمایش بالینی آزمایش یک از حاصل داده های اساس بر مدل کاربرد

استنباط کاکس، متناسب مخاطرات مدل P-اسپلاین، پیشرفت، زمان مدل بقا، تحلیل کلیدی: کلمات
بیزی.
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١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تابع ١ . ٢
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١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیمه پارامتری مدل های در برآورد روش های ١ . ٧
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١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شفایافتگی نرخ مدل های ٢ . ١
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٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل ویژگی های ۴ . ٢
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۴١ پیشنهادی مدل عملکرد ارزیابی ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ١ . ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدت طولانی پیگیری ١ . ١ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدت کوتاه پیگیری ١ . ٢ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی مثال ٢ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتیجه گیری ٣ . ۴
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٧١ فارسی به انگلیسی واژه نامه



تصاویر فهرست

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تابع معمول نمودار یک ١ . ١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخاطره تابع انواع ١ . ٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. پیشامد رخداد معنی به X علامت ١ . ٣

n = و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در S٠(t) برآورد ١ . ۴
شکل ردیف هر است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی هر .٣٠٠
سانسور کلی نرخ با (٪۴٠ پایین: ردیف و ٪٢۵ بالا: (ردیف شفایافته افراد از درصدی به
نمودار ممتد خط منحنی دارد. اختصاص (٢ سناریو راست: و ١ سناریو (چپ: راست از

۴۶ . . . . . . . . . . است. تکرار ۵٠٠ از حاصل میانه خط چین منحنی و S٠(t) واقعی

n = و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در S٠(t) برآورد ٢ . ۴
شکل ردیف هر است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی هر .۶٠٠
سانسور کلی نرخ با (٪۴٠ پایین: ردیف و ٪٢۵ بالا: (ردیف شفایافته افراد از درصدی به
نمودار ممتد خط منحنی دارد. اختصاص (٢ سناریو راست: و ١ سناریو (چپ: راست از

۴٧ . . . . . . . . . . است. تکرار ۵٠٠ از حاصل میانه خط چین منحنی و S٠(t) واقعی

طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در log(HRp(t)) جامعه مخاطره لگاریتم نسبت برآورد ٣ . ۴
یک در برآورد خاکستری منحنی یک هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت
دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و ٪٢۵ به بالا ردیف است. داده مجموعه

۴٨ . . . . می دهند. نشان را راست از سانسور ٢ سناریو راست سمت و ١ سناریو چپ سمت

طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در log(HRp(t)) جامعه مخاطره لگاریتم نسبت برآورد ۴ . ۴
یک در برآورد خاکستری منحنی یک هر .n = ۶٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت
دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و ٪٢۵ به بالا ردیف است. داده مجموعه

۴٩ . . . . می دهند. نشان را راست از سانسور ٢ سناریو راست سمت و ١ سناریو چپ سمت

مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در غیرمصون افراد مخاطره لگاریتم نسبت برآورد ۵ . ۴
مجموعه یک در برآورد خاکستری منحنی یک هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای
سمت دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و ٪٢۵ به بالا ردیف است. داده

۵٠ . . . . . . می دهند. نشان را راست از سانسور ٢ سناریو راست سمت و ١ سناریو چپ

خ



د تصاویر فهرست

.n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت کوتاه پیگیری با شبیه سازی مثال در S٠(t) برآورد ۶ . ۴
درصدی به شکل ردیف هر است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی هر
راست از سانسور کلی نرخ با (٪۴٠ پایین: ردیف و ٪٢۵ بالا: (ردیف شفایافته افراد از
واقعی نمودار ممتد خط منحنی دارد. اختصاص (۴ سناریو راست: و ٣ سناریو (چپ:

۵٢ . . . . . . . . . . . . . است. تکرار ۵٠٠ از حاصل میانه خط چین منحنی و S٠(t)

مدت کوتاه پیگیری با شبیه سازی مثال در غیرمصون افراد مخاطره لگاریتم نسبت برآورد ٧ . ۴
مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای
سمت دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و ٪٢۵ به بالا ردیف است. داده

۵٣ . . . . . . می دهند. نشان را راست از سانسور ۴ سناریو راست سمت و ٣ سناریو چپ
با جامعه همه برای راست: سمت نمودار واقعی. مثال در بقا منحنی کاپلان-ما یر برآورد ٨ . ۴

۵۶ . . . سانسورشده. افراد برای چپ: سمت نمودار و سانسورشده افراد برای صلیب علامت
راست:بیماران و جامعه همه چپ: بیمار. گروه های تفکیک به بقا برآوردشده منحنی های ٩ . ۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شفانیافته.
مردان همه چپ: برای، ٪٩۵ اعتبار ناحیه با مخاطره لگاریتم نسبت برآوردشده نمودارهای ١٠ . ۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شفانیافته. مردان راست: و



جداول فهرست

۴٣ . . . . . داده مجموعه ۵٠٠ و n = ٣٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی نتایج ١ . ۴
۴۴ . . . . . داده مجموعه ۵٠٠ و n = ۶٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی نتایج ٢ . ۴
۵١ . . . . . . داده مجموعه ۵٠٠ و n = ٣٠٠ برای مدت کوتاه پیگیری با شبیه سازی نتایج ٣ . ۴

مثال در پارامترها پسین استاندارد انحراف و ٪٩۵ اعتبار فاصله پسین، میانه های برآورد ۴ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی.

ذ
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اولیه تعاریف و مقدمات

مقدمه ١ . ١

واقع، در است. نامنفی تصادفی متغیرهای تحلیل برای متنوع آماری روش های از مجموعه ای بقا١ تحلیل
مشاهده های باشد. [٠,∞) بازه ی در آن تکیه گاه اگر می شود، نامیده بقا تصادفی متغیر ،T تصادفی متغیر

می نامند. بقا داده های را T نامنفی تصادفی متغیر از ،t١, t٢, · · · , tn
مکانیکی، فیزیکی، پدیده ی یک کارافتادگی از زمان بقا، داده های مشخصات مهم ترین از یکی
یک عمر) (طول وقوع زمان پاسخ، متغیر واقع در است. زنده موجود یک مرگ زمان یا الکتریکی

می کنیم: اشاره تحلیل بقا مسائل از مورد چند به خلاصه به طور این جا در است. پدیده

طول زمانی چه شود مشخص این که برای خون، سرطان به مبتلا بیماران هفته ای چند مطالعه  •
یابند. بهبود آن ها تا می کشد

بیماری به افراد این آیا که شود مشخص این که برای گروهی، صورت به سالم افراد ساله چند مطالعه  •
خیر. یا می شوند مبتلا قلبی

طول هفته چند که ببینیم می خواهیم و شده اند آزاد زندان از تازه که زندانی هایی روی بر مطالعه •
شوند. دستگیر دوم بار برای تا می کشد

چند که ببینیم می خواهیم و داده اند انجام قلب پیوند گذشته در که قلبی بیماران روی بر مطالعه •
می ما نند. زنده عمل از بعد هفته

پیشامد رخداد تا لازم زمان پاسخ، متغیر زیرا می باشند بقا تحلیل به مربوط مسائل ذکرشده، مسائل تمامی
زمان پاسخ، متغیر و است بهبودی نظر، مورد پیشامد و هستیم مواجه خون سرطان با اول مثال در است.
پاسخ، و قلبی بیماری شدن بهتر نظر، مورد پیشامد دوم مثال در است. بیمار فرد بهبودی تا (هفته ) لازم
که داریم پزشکی مطالعات بدون روان شناسی مطالعات سوم مثال در است. کامل بهبودی تا لازم زمان

١Survival Analysis
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نهایتا است. فرد دوباره بازداشت تا (هفته) لازم زمان پاسخ، و مجدد دستگیری نظر، مورد پیشامد آن در
تا لازم (هفته) زمان پاسخ، متغیر و مرگ نظر مورد پیشامد می شود ملاحظه که همان طور چهارم مثال در
نظر مورد تصادفی متغیر است ممکن گاهی است. پیوند) دریافت از بعد هفته های (تعداد مرگ وقوع
در بیمه شدگان به بیمه شرکت یک پرداختی هزینه ی به مربوط متغیر مقادیر مانند نباشد. زمان به مربوط
ادموند معروف، ستاره شناس و (١۶۶٢) گرانت جان توسط بار نخستین بقا تحلیل خاص. وضعیت یک
از آن نوین دوره ی اما گرفت، انجام هفدهم قرن در میر مرگ و جدول های روی ابتدایی کارهای به هالی٢

شد. آغاز مهندسی کاربردهای با پیش سال پنجاه

بقا تابع ١ . ٢

این هستند. یکسانی معانی دارای که دارند وجود زیادی عبارت های و واژگان بقا تحلیل ادبیات در
شروع از زمان طول مثال، عنوان به می روند. به کار پزشکی و مهندسی مختلف عرصه های در اصطلاحات
می شود. نامیده بقا” ”زمان یا عمر” ”طول دهد، رخ شکست یا مرگ پیشامد که هنگامی تا مشاهده یک
تجربه های یا مرگ معمولا نظر مورد پیشامد نوع زیرا می شود داده ”شکست” عنوان نظر مورد پیشامد به
به بازگشت مانند باشد. نیز مثبت تجربه یک می تواند پیشامد آن اوقات گاهی البته است. افراد منفی

قلب. جراحی عمل یک انجام از بعد کار
این صورت در باشد، F تجمعی توزیع تابع و f احتمال چگالی تابع دارای T کنید فرض

F (t) = P (T ≤ t) =

∫ t

٠
f(u)du.

می گویند. شکست٣ تابع ،F (t) تابع به بقا تحلیل در

تعریف S(t) = ١−F (t) به صورت ،t مقادیر تمام برای اعتماد)، قابلیت (تابع بقا تابع .١ . ٢ . ١ تعریف
دیگر عبارت به می شود،

P (T > t) = ١ − F (t) ≡ F̄ (t) ≡ S(t).

بنابراین

S(t) = P (T > t) =

∫ ∞

t

f(u)du (١ . ١)

و

f(t) = − d

dt
S(t).

هالی دنباله دار ستاره ی ٢کاشف

٣Failure Function
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با هم چنین و (١ . ١) رابطه ی از استفاده با بقاست. تحلیل بخش های اصلی ترین از بقا توابع بررسی
داریم است، یک برابر احتمال چگالی تابع انتگرال که نکته این به توجه

S(٠) = P (T > ٠) =
∫ ∞

٠
f(u)du = ١.

هم چنین

S(∞) = lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

∫ ∞

t

f(u)du = ٠.

این صورت در ،a ≥ b اگر نهایت، در

S(b)− S(a) =

∫ a

b

f(u)du ≥ ٠.

بنابراین

٠ ≤ S(t) ≤ ١.

یک بقای تابع ،S(∞) = ٠ و S(٠) = ١ که [٠,∞) تکیه گاه با ،S(·) نزولی و یکنوا تابع هر واقع در
تابع دارای که است متغیری نظر مورد تصادفی متغیر .(١ . ١ (شکل می کند تعریف را بقا تصادفی متغیر

است. f(t) = − d
dt
S(t) احتمال چگالی

بقا تابع معمول نمودار یک :١ . ١ شکل

بقا تابع ویژگی های

برشمرد: را زیر ویژگی های می توان S(·) بقای تابع برای

.dS
dt

< ٠ (١

.d٢S
dt٢

≥ ٠ (٢

.f(t) = lim∆t→٠
P (t≤T≤t+∆t)

∆t
= dF (t)

dt
= −dS(t)

dt
≥ ٠ (٣
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مخاطره نرخ تابع ١ . ٣

واحد یک اعتماد قابلیت یا ،t سن در بودن زنده  احتمال بیانگر ،S(t) بقا تابع شد، اشاره که همان طور
تابع می گیرد. قرار بررسی مورد مخاطره تابع عنوان تحت دیگری مفهوم بخش این در است. t زمان در
وقتی ،(t, t+∆t) بازه ی در نظر مورد واحد کارافتادگی از یا شکست احتمال از است عبارت مخاطره۴
یا افتادگی کار از شرطی میزان آنی، میر مرگ و میزان تابع، این به بوده است. زنده t زمان تا بدانیم که

به صورت که می شود گفته نیز میر مرگ و شدت

P (t < T < t+∆t|T > t) =
P (t < T < t+∆t, T > t)

P (T > t)

=
P (t < T < t+∆t)

P (T > t)

صفر سمت به را ∆t اگر گویند. (t, t+∆t) بازه  در شکست نرخ متوسط را فوق کسر می شود. تعریف
تواند می تابع این می شود. تبدیل آنی شکست نرخ به شکست نرخ متوسط این صورت در دهیم، میل

.(١ . ٢ (شکل باشد یکنوا غیر یا یکنوا

h(t) میر مرگ و شدت یا مخاطره نرخ یا مخاطره تابع دارای ،T بقای تصادفی متغیر .١ . ٣ . ١ تعریف
به صورت ،t > ٠ مقادیر برای که می باشد،

h(t) =
f(t)

١ − F (t)
=

f(t)
¯F (t)

=
f(t)

S(t)

کار از یا مانده زنده t لحظه  تا که است واحدهایی برای ،t زمان در مرگ آنی نرخ h(t) می شود. تعریف
است. T احتمال چگالی تابع f(t) و نیفتاده  اند

مخاطره تابع انواع :١ . ٢ شکل

۴Hazard Function
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مخاطره تابع و بقا تابع بین روابط

نوشت می توان مخاطره تابع تعریف طبق

h(t) =
f(t)

١ − F (t)
=

−d[١−F (t)]
dt

١ − F (t)
=

d{− ln[١ − F (t)]}
dt

=
d{− ln[S(t)]}

dt
.

∫بنابراین t

٠
h(u)du = − ln[١ − F (u)]|t٠.

پس ،ln(١) = ٠ و F (٠) = ٠ اما

ln[١ − F (t)] = ln[S(t)] = −
∫ t

٠
h(u)du

نتیجه در و

S(t) = exp{−
∫ t

٠
h(u)du}.

پس

H(t) =

∫ t

٠
h(u)du = − ln[S(t)]

بنابراین است. h(t) تجمعی توزیع تابع ،H(t) که

S(t) = exp[−H(t)].

که است ذکر به لازم

H(t) ≥ ٠

و

dH(t)

dt
= h(t).

سانسور ۴ . ١

آن ها با کار که می شوند پدیدار مختلفی انواع به پیشامد یک رخداد لحظه ی تا زمان، به مربوط داده های
داده های دیگر با مقایسه در بقا داده های اصلی ویژگی  های از که ویژگی ها، این از یکی می سازد. سخت را
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داده ای سانسور شده، داده از منظور دارد. نام سانسور۵ ، می پیوندد وقوع به اوقات گاهی و است آماری
به طور سانسور شده باشد. استفاده موجود اطلاعات از آن جای به  و بوده مجهول آن دقیق مقدار که است
بقیه و افتاده اند اتفاق مشخصی فاصله های در فقط عمرها، طول از تعدادی که می افتد اتفاق زمانی کلی
می شود اطلاق بقا زمان دقیق نداشتن به سانسور واقع در می شوند. مشاهده کامل به طور عمرها طول

مطالعه). برای تعیین شده زمان در نظر مورد پیشامد رخداد عدم (امکان
دارد: وجود شدن سانسور برای عمده دلیل سه کلی طور به

١ . ٣ شکل مطالعه). دوران از بیشتر بقا (زمان نمی دهد رخ پیشامدی اما می رسد پایان به مطالعه .١
دهد. می نشان را سانسور از نوع این

نگیرد. قرار پیگیری تحت و شود گم مطالعه زمان در مطالعه مورد فرد .٢

بیافتد. اتفاق دیگر جانبی عوارض یا نباشد) نظر مورد پیشامد مرگ (اگر بمیرد مطالعه مورد فرد .٣

است. پیشامد رخداد معنی به X علامت :١ . ٣ شکل

شرکت کامل به طور مطالعه طول در است ممکن که هستند آن هایی سانسور شده نمونه های .١ . ۴ . ١ تعریف
به طور می دهند. نشان C با یا Tcens با را سانسور زمان نیفتاده اند. کار از مطالعه پایان تا یا نداشته 

آن گاه باشد، تجمعی توزیع تابع F اگر می دهند. نشان Tsurv بقا را بقا پیشامد زمان مشابه

Fcens = P (Tcens ≤ t).

می کنیم: تعریف زیر به صورت را آن باشد، سانسور تابع G(t) اگر هم چنین

G(t) = ١ − Fcens(t) = P (Tcens > t).

این که و S(t) = ١ − Fsurv(t) = P (Tsurv > t) و Fsurv(t) = P (Tsurv ≤ t) به توجه با حال
پس نمی افتند، اتفاق هم با عمل در Tcens و Tsurv می دانیم

T = min{Tsurv, Tcens}.

۵Censor
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بار نخستین هستند. واکنش زمان و عمر طول آزمایش های از نتیجه ای اغلب سانسورشده نمونه های
مبتلا بیمار یک برای مثال به عنوان کرد. پیشنهاد نمونه ها این برای را سانسورشده عنوان از استفاده کریچ
رخ (پیشامد شود حاصل بهبودی این که بدون برسد پایان به مطالعه اگر بهبود، زمان تا خون سرطان به
شده است. سانسور بیمار برای پیشامد این گوییم شود، خارج مطالعه از مختلف دلایل به شخص یا ندهد)،
مطالعه تحت شخص که است زمانی مدت از طولانی تر شخص این برای بقا زمان که می بینیم نتیجه در
آن به که دانست، نخواهیم را بقا دقیق زمان ما یابد بهبود مطالعه پایان از بعد شخص اگر حال است.
از قبل فرد، یک برای مطالعه مورد پیشامد است، ممکن نیز نادری موارد در می گویند. راست۶ از سانسور
از سانسور وضعیت این به که باشد نامعلوم پیشامد رخداد دقیق زمان اما داده باشد. رخ مطالعه، به ورود
مساوی یا کوچکتر فرد، بقای زمان که می افتد اتفاق زمانی داده ها برای چپ از سانسور می گویند. چپ٧
سانسور زمان از کوچکتر مطالعه، مورد فرد بقای زمان واقع در باشد. فرد آن مشاهده شده ی بقای زمان
مبتلا H.I.V ویروس به که است افرادی پیگیری هدف مطالعه یک در کنید فرض مثال، به عنوان باشد.
H.I.V آزمایش دارای مطالعه مورد شخص بار اولین برای که می شود آغاز زمانی مطالعه این هستند.
بقا زمان بنابراین، نیست. معلوم گرفتن، قرار ویروس معرض در دقیق زمان حال هر به باشد. مثبت
زمان از نقاطی در افراد مطالعه ای، در است ممکن هم چنین شده است. سانسور مطالعه چپ سمت در
معاینه دو بین زمانی فاصله در نظر مورد پیشامد و گیرند قرار معاینه مورد شده  اند، گرفته نظر در قبلا که
فاصله ای٨ سانسور آن به که می گردد مشخص عددی بازه یک با ثبت شده، زمان صورت این در دهد. رخ

گویند.

راست از سانسور انواع

ویژه ای اهمیت دارای راست از سانسور می شوند، سانسور راست سمت از داده ها بیش تر این که به باتوجه
دارد. مختلفی انواع راست از سانسور است.

یک نوع سانسور

شده مطالعه وارد هم زمان به طور افراد می باشد، راست از سانسور نوع ساده ترین که یک، نوع سانسور در
می رسد. پایان به مشخص زمانی گذشت از پس مطالعه و

دو نوع سانسور

معینی درصد یا تعداد برای پیشامد وقوع از پس و شده مطالعه وارد هم زمان افراد دو، نوع سانسور در
می یابد. پایان مطالعه افراد از

۶Right Censoring
٧Left Censoring
٨Interval Censoring
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تصادفی سانسور

زمان های در افراد حالت این در می شود. نامیده تصادفی٩ سانسور راست، از سانسور انواع از دیگری نوع
برخی می گیرند. قرار پیگیری تحت نظر مورد پیشامد وقوع زمان تا و می شوند مطالعه وارد متفاوت
نظر مورد پیشامد مواردی، چنین در می شوند. خارج مطالعه از مطالعه مورد پیشامد از غیر دلیلی به افراد
مرگ های از: عبارتند می شوند، فرد تصادفی شدن سانسور سبب که عواملی برخی نیست. مشاهده قابل
فرد کناره گیری و مطالعه مورد پیشامد از غیر دلیلی به مرگ انسانی، جوامع مهاجرت تصادف، از ناشی

بالینی. آزمایش از

سه نوع سانسور

چنین در است. یک نوع سانسور و تصادفی سانسور از ترکیبی سانسور، طرح مطالعات، برخی در
مورد پیشامد از غیر دلیلی به مثال به عنوان می شوند. سانسور تصادفی به طور بیماران برخی مطالعاتی،
پایان مطالعه ثابت دوره که هنگامی دیگران حالی که در می میرند. یا می کنند ترک را مطالعه مطالعه،

می شوند. سانسور یک نوع از می یابد،
ناآگاهی بخش١٠ بقا زمان های شدن سانسور که است این بقا، تحلیل در اساسی مفروضات از یکی
نداشته باشد. بستگی مطالعه مورد پیشامد به فرد یک بقای زمان های شدن سانسور علت یعنی باشد.

باشند. مستقل هم از فرد هر برای بقا زمان های و شکست زمان های عبارتی به

بقا در رگرسیون مدل های ۵ . ١

آن کاربرد حوزه که است، چندعاملی داده های تحلیل برای آماری روش های از یکی رگرسیونی تحلیل
بین ارتباط که است، معادله یک به کارگیری ساده فرآیند مفهوم، نظر از آن نتایج دارد. زیادی وسعت
ارتباط و بررسی برای آماری تکنیکی رگرسیونی تحلیل واقع در می کند. بیان را متغیرها از مجموعه ای

است. متغیرها بین
است. پاسخ متغیر با رگرسیونی تبیینی متغیر یک بین رابطه رگرسیونی مسائل در حالت ساده ترین

می شود. نامیده پاسخ متغیر ،Y و تبیینی متغیر ،X معمولا

بقا داده های برای رگرسیونی مدل های برازش ١ . ۵ . ١

بقا تابع است. بقا تحلیل اهداف مهم ترین از آن ها پارامترهای برآورد و مخاطره تابع بقا، تابع شناسایی
می باشد. مشخص زمان در خطر آنی قدرت بیانگر مخاطره تابع و می دهد نشان را بقا زمان احتمالی رفتار
تحلیل اهداف دیگر از می دهند. قرار محقق اختیار در بقا زمان های مورد در هم ارزی اطلاعات تابع دو این
کاربردهای از بسیاری در حال این با کرد. اشاره مختلف گروه های برای بقا توابع مقایسه به می توان بقا

٩Random Censoring
١٠Noninformative



٩ بقا در رگرسیون مدل های .۵ . ١

یک وسیله به می توان را کار این است. بقا زمان با تبیینی متغیرهای رابطه بررسی نظر مورد هدف بقا،
چولگی و سانسور شده داده های (حضور بقا زمان داده های ماهیت به توجه با داد. انجام رگرسیونی رابطه
از است لازم صورت این در نیست. جواب گو معمولی رگرسیونی مدل های بقا)، زمان های منفی یا مثبت
اثر میزان تعیین بر علاوه می توان مخاطره مدل یک کمک به نمود. استفاده مخاطره رگرسیونی مدل های

نمود. پیش بینی مختلف گروه های و افراد برای را بقا یا مخاطره میزان بقا، زمان های بر خطر عوامل
در شد. خواهد بررسی x (پیش بین) تبیینی متغیر یک مقادیر و T بقای زمان بین رابطه  بخش این در
می توان جمله از که می رود به کار x برای نیز دیگری اصطلاحات ،x روی T رگرسیون برای کلی چارچوب
استفاده یکدیگر به جای می توانند اصطلاحات این که کرد، اشاره رگرسیونی متغیر و کمکی١١ متغیر به

شوند.
این صورت در که باشد مختلفی تبیینی متغیرهای به وابسته بقا زمان که می رود انتظار کلی تر حالت در
متغیر k شامل برداری x کلی، حالت در می شوند. داده نشان x بردار به صورت تبیینی متغیرهای این تمام

.xT = (x١, · · · , xk) آن در که است تبیینی

نسبی مخاطرات ٢ . ۵ . ١

باشد، x تبیینی متغیرهای بردار مقدار به وابسته که می شود مدل بندی به گونه ای پاسخ متغیر که آن جایی از
مخاطره تابع نشان دهنده ی h(t) کنید فرض بود. خواهد وابسته x به نیز مخاطره تابع که است واضح
که است این شود بررسی باید که آن چه حال است. کمکی متغیرهای از برداری x آن در که باشد، T
رایج ترین از یکی شود. مدل بندی باید چگونه تاثیر این و دارند مخاطره تابع بر تاثیری چه کمکی متغیرهای
مدل پایه١٢می باشند، مخاطره تابع بر ضربی اثر دارای کمکی متغیرهای آن در که استفاده مورد مدل های

می نامند. نیز نسبی١٣ مخاطرات مدل را مدل این می شود. نامیده پایه مخاطره

x کمکی، متغیرهای بردار به وابسته که باشد پاسخی متغیر نشان دهنده T کنید فرض .١ . ۵ . ١ تعریف
به صورت T برای نسبی مخاطرات مدل است.

h(t|x) = h٠(t)g(x)

می شود. نامیده پایه مخاطره h٠(t) و x از نامنفی تابعی g(·) آن در که می شود تعریف

وابسته که g و نیست وابسته x به که h٠ حاصل ضرب به واسطه کمکی متغیرهای تعریف، این طبق بر
هر ازای به که است به گونه ای ١ . ۵ . ١ تعریف در g(·) تابع هستند. مخاطره بر ضربی اثر دارای است، x به
βT = (β١, · · · , βk) و xT = (x١, · · · , xk) بردار دو با تابع این . g(o) = ١ فقط و g(x) ≥ ٠ x

به صورت معمولا

g(x) = exp(xTβ) (١ . ٢)
١١Covariates
١٢Baseline Hazard Function
١٣Proportional Hazard
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رابطه در که است این توجه قابل نکته .g(o) = exp(βTo) = exp(٠) = ١ لذا می شود. ساخته
از ضرایب آن در که است، x بردار کمکی مقادیر از خطی ترکیبی xTβ = β١x١ + · · ·+ βkxk ،(١ . ٢)

به صورت ١ . ۵ . ١ در استاندارد نسبی مخاطرات مدل نتیجه در شده اند. گرفته β پارامترهای بردار

h(t|x) = h٠(t) exp(xTβ) (١ . ٣)

شود، استفاده (١ . ٣) رابطه از که هنگامی .x = o که می دهد رخ هنگامی پایه مخاطره بنابراین می باشد.
پاسخ متغیر مقادیر از استفاده با β بردار پارامتر k برآورد شامل نسبی مخاطرات مدل یک برازش فرآیند

بود. خواهد کمکی متغیرهای و

بقا تابع و نسبی مخاطرات رابطه

موجود روابط به توجه با این صورت در باشد، h(t|x) مخاطره تابع با آزمایش یک بقای تابع S(t|x) اگر
داریم مخاطره، تابع و بقا تابع بین

S(t|x) = exp{−
∫ t

٠
h(u|x)du}

= exp{−
∫ t

٠
h٠(u)g(x)du}

= exp{−g(x)
∫ t

٠
h٠(u)du}

= (exp{−
∫ t

٠
h٠(u)du})g(x)

= (So(t))
g(x)

آن در که

So(t) = exp{−
∫ t

٠
h٠(u)du}

پذیره اثر خلاصه، به طور .x = o که می دهد رخ هنگامی S٠(t) = So(t) و است پایه بقای تابع
طوری را S٠ مانند پایه بقا تابع یک و g مانند مثبت تابع یک که این است S(t|x) بر نسبی مخاطرات

که می کند مشخص

S(t|x) = So(t)
g(x). (۴ . ١)

بر توانی اثر یک دارای کمکی متغیرهای بردار نسبی، مخاطرات مدل در که می دهد نشان (۴ . ١) رابطه
است. پایه بقای تابع



١١ مخاطره مدل های .۶ . ١

مخاطره مدل های ۶ . ١

ترکیبی کردن پیدا برای مدل بندی یکی هستند. مطرح عمده هدف دو بقا، داده های تحلیل هنگام در
بعدی هدف و می دهند قرار تاثیر تحت را مطالعه مورد اعضای بقای طول که کمکی متغیرهای از مناسب
دو معمول به طور است. بررسی مورد زیرگروه های در مخاطره تابع برای مطمئن برآوردهای کردن پیدا
در هنگامی و هستند پارامتری١۵ و نیمه پارامتری١۴ روش های آماری، داده های تحلیل در اساسی راه کار
راه های از یکی فوق اهداف از هرکدام به توجه با می پردازیم، مسأله بررسی به دیدگاه این با بقا تحلیل

بود. خواهند برخوردار بیشتری اهمیت از ذکرشده

پارامتری مدل های ١ . ۶ . ١

پایه گذاری پارامتری توزیع های از خاصی خانواده از شکست زمان های تبعیت برروی که پارامتری، مدل های
می توانند را لگ-لجستیک و گامپرتز لگ-نرمال، نمایی، وایبل، مانند زیادی بسیار توزیع های شده اند.

می کنیم. معرفی را آن ها از برخی ادامه در شوند. شامل

ثابت مخاطره مدل

می رود به کار زمانی معمولا ثابت مخاطره مدل یک باشد. ω = ١
β

و ثابت مقدار یک β > ٠ کنید فرض
به صورت و نمی کند تغییر زمان با شکست حتمی خطر که

h(t) = ω, t > ٠

می شود: محاسبه زیر به صورت t > ٠ برای بقا تابع است.

S(t) = exp{−
∫ t

٠
h(u)du} = exp{−

∫ t

٠

١
β
du} = exp{−١

β

∫ t

٠
du} = exp{− t

β
}.

هم چنین

f(t) = −dS(t)

dt
=

١
β
exp− t

β

.V ar(T ) = β٢ ،E(T ) = β و

به صورت و است β > ٠ میانگین با نمایی احتمال مدل دارای ،T عمر طول متغیر .١ . ۶ . ١ نتیجه
باشد. h(t) = ١

β
به صورت و ثابت آن مخاطره تابع هرگاه می شود، داده نشان T ∼ exp(β)

است. قطعات عمر طول مدل بندی برای استفاده مورد احتمال مدل های رایج ترین از یکی نمایی مدل
است. مناسب نیز بقا داده های برای مدل این

١۴Semi-Parametric
١۵Parametric
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توانی مخاطره مدل

که می رود به کار زمانی معمولا توانی مخاطره مدل یک باشند. ثابتی مقادیر β > ٠ و α > ٠ کنید فرض
به صورت و یابد افزایش زمان با سرعت به شکست حتمی خطر

h(t) =
α

βα
tα−١, t > ٠

به صورت توانی مخاطره مدل برای بقا تابع است.

S(t) = exp{−
∫ t

٠
h(u)du} = exp{−

∫ t

٠

α

βα
uα−١du} = exp{−(

t

β
)α}

است: زیر به صورت آن احتمال چگالی تابع و می شود محاسبه

f(t) = −dS(t)

dt
=

α

βα
tα−١ exp{−(

t

β
)α}, t > ٠.

β > ٠ و α > ٠ پارامترهای با وایبل احتمال مدل دارای ،T عمر طول تصادفی متغیر .٢ . ۶ . ١ نتیجه
باشد. h(t) = α

βα t
α−١ شکل به توانی مخاطره یک دارای T هرگاه ،T ∼ W (α, β) و است

نمایی مخاطره  مدل

به صورت ν مکان و b مقیاس پارامترهای با نمایی مخاطره 

h(t) =
١
b
exp(

t− v

b
), t > ٠

برای بقا تابع می دهند. رخ انسان عمر طول مدل بندی برای آماری علوم در اغلب و می شود تعریف
از است عبارت t > ٠

S(t) = exp{−
∫ t

٠
h(u)du}

= exp{−
∫ t

٠

١
b
exp(

u− v

b
)du}

= exp{− exp(
u− v

b
)|t٠}

= exp{− exp(
t− v

b
+ exp(−ν

b
))}.

داد: نشان نیز زیر به صورت می توان را بقا تابع این

S(t) = exp(θ(١ − exp(αt)))

کلین و موش برگر توسط بار اولین و می شود نامیده گامپرتز١۶ بقای تابع بقا، تابع صورت این در که
شد. معرفی (١٩٩٧)

١۶Gompertz Survival Function
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از عبارتند (t, b) و (α, θ) بین پارامتری روابط

α =
١
b
, θ = exp(−ν

b
).

با است برابر نیز آن احتمال چگالی تابع

f(t) = −dS(t)

dt
=

١
b
exp(

t− v

b
)S(t).

،h(t) = ١
b
exp( t−v

b
) شکل به نمایی مخاطره یک دارای T عمر طول تصادفی متغیر هرگاه .٣ . ۶ . ١ نتیجه

−∞ < ν < +∞ و b > ٠ پارامترهای با گامپرتز احتمال مدل دارای T صورت این در باشد، ،t > ٠
می شود. داده نشان T ∼ Gom(v, b) نماد با و است

آن ها بیان از تحقیق، این در آن ها از استفاده عدم به علت که دارند وجود نیز دیگری مخاطره مدل های
می شود. اجتناب

نیمه پارامتری مدل های ٢ . ۶ . ١

عوض در ولی ندارند پایه شکست زمان توزیع روی بر خاصی پارامتری پذیره هیچ نیمه پارامتری مدل های
مخاطرات مدل نیمه پارامتری، مدل های معمول ترین از یکی هستند. متناسب مخاطرات که می کنند فرض

می کنیم. معرفی آن را ادامه در که است کاکس١٧ متناسب

کاکس متناسب مخاطرات مدل

کاکس متناسب مخاطرات مدل پزشکی تحقیقات و بقا تحلیل در مهم بسیار آماری مدل های از یکی
شکست زمان داده های با که را کاکس رگرسیون مدل انگلیسی آماردان کاکس ١٩٧٢ سال در است.
آماری تحلیل می گیرد. قرار استفاده مورد گسترده به صورت کنون تا زمان آن از و نمود ارائه دارد، سروکار
دارند. توجه آن به متعددی کاربردی رشته های که است تحقیقات در مهم عرصه ای شکست زمان داده های
زمان داده های از نمونه دو تولیدی سیستم های در اعتماد قابلیت و بالینی آزمایش های در بقا تحلیل
مدت یا بقا زمان آن پاسخ متغیر که می گیرد قرار استفاده مورد هنگامی کاکس رگرسیون هستند. شکست
یا مرگ احتمال کمکی، متغیر چند یا یک از استفاده با رگرسیون معادله است. پیشامد وقوع تا زمان
یک هم می تواند کاکس رگرسیون مدل که آن جا از می کند. پیش بینی زمان طول در را نظر مورد پیشامد
گسترده ای ارتباط است. اهمیت حائز بسیار شود، محسوب ناپارامتری مدل یک هم و پارامتری مدل
شمارشی فرآیندهای آماری نظریه ی یک مدل این واقع در دارد. وجود کاکس رگرسیون و بقا تحلیل بین
تحلیل برای نیمه پارامتری رگرسیون مدل مهم ترین و می پردازد ناپارامتری بقای تحلیل توسعه ی به که است

است. سانسورشده داده های
می شود: گرفته نظر در زیر به صورت نسبی مخاطرات مدل گفته شد، قبل در که همان طور

h(t|x) = h٠(t) exp(x١β١ + · · ·+ xkβk) = h٠(t) exp(xTβ). (۵ . ١)
١٧Cox Proportional Hazard Model
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این کاکس توجه قابل موفقیت ندارد. وجود β٠ مبدا از عرض که است آن مدل این در توجه قابل نکته
کرد. برآورد را پایه مخاطره سپس و β ابتدا (۵ . ١) رابطه ی در می توان وی روش از استفاده با که بود

که است بدیهی

ho(t) = h٠(t)

لازم شرط تنها شود. تعریف t از تابعی هر به عنوان می تواند h٠(t) می باشد. پایه مخاطره تابع همان
لذا است. مدل پارامتری قسمت xTβ و مدل ناپارامتری قسمت این باشد. مثبت h٠(t) که این است

است. نیمه پارامتری مدل یک کاکس مخاطرات مدل
داریم (۵ . ١) رابطه به توجه با حال

S(t|x) = (S٠(t))
exp(xTβ).

بنابراین

F (t|x) = ١ − S٠(t)
exp(xTβ). (۶ . ١)

می نامند. کاکس رگرسیون مدل را (۶ . ١) رابطه
کاکس متناسب مخاطرات مدل مزایای از یکی بقا، زمان های برای احتمالی توزیع یک نبودن الزامی
گروه دو یا دسته دو برای مخاطره ها نسبت زیرا می نامند متناسب مخاطرات مدل را کاکس مدل است.

یعنی ندارد. بستگی t زمان متغیر به x٢ و x١ توضیحی متغیرهای از

h٠(t|x١)

h٠(t|x٢)
=

h٠(t) exp(xT
١β)

h٠(t) exp(xT
٢β)

=
exp(xT

١β)

exp(xT
٢β)

= exp((xT
١ − xT

٢ )β).

علوم محققین پارامتری، روش های به نسبت نیمه پارامتری روش های در کمتر پذیره های وجود دلیل به
و دارد وجود کاکس مدل در اساسی و مهم پذیره یک راغب ترند. روش ها این از استفاده به اغلب پزشکی
خطر نسبت یعنی است. نهایی مدل در موجود کمکی متغیرهای تمامی برای خطر بودن متناسب پذیره آن
این برقراری صورت در دارد. ثابتی مقدار زمان، همان در دیگر فرد برای خطر به t زمان در نفر یک برای

بود. خواهد پارامتری مدل های از ساده تر به دست آمده، مدل تفسیر پذیره،

نیمه پارامتری مدل های در برآورد روش های ١ . ٧
اسپلاین١٨ هموارسازی روش شده اند. ارائه نیمه پارامتری مدل پارامترهای برآورد به منظور مختلفی روش های
هسته١٩ روش ،(١٩٨٨ من، اسپیک و ١٩٨۶ رایس، ١٩٨۶؛ هکمن، ١٩٨۶؛ همکاران، و (انگل
جزئی مانده های روش ،(١٩٩٠ (فریدمن، چندگانه٢٠ تطبیقی رگرسیونی روش ،(١٩٨٨ (رابینسون،

١٨Smoothing Spline
١٩Kernel
٢٠Multivariate Variable Adaptive Regression



١۵ آماری استنباط در بیزی دیدگاه .١ . ٨

برآورد روش و (٢٠٠١ تاتز، و (کارمن موضعی٢١ درستنمایی روش ،(١٩٩٢ همکاران، و (کیوزیک
شده اند. پیشنهاد محققین توسط که هستند روش هایی جمله از (٢٠٠۴ چانگ، و کیو (لمینک موجک٢٢

کرد. خواهیم استفاده مدل ناپارامتری قسمت برآورد برای اسپلاین رهیافت از پایان نامه این در

آماری استنباط در بیزی دیدگاه ١ . ٨

توجه با هستند. بیزی و کلاسیک مکتب دو از یکی به متعلق آماری استنباط روش های کلی، به طور
پسین توزیع بر مبتنی آن استنباط که بیزی، دیدگاه کلاسیک، استنباط دیدگاه در موجود مشکلات به
مقداری را θ پارامتر کلاسیک، دیدگاه به متعلق روش های در باشد. مناسبی جایگزین می تواند است،
f(x|θ) توزیع دارای که X١, · · · , Xn تصادفی نمونه یک اساس بر و می کنیم فرض نامعلوم اما ثابت
یک خود θ پارامتر که می شود فرض بیزی، دیدگاه در می کنیم. (برآورد) تصمیم گیری θ مورد در هستند،
توزیع را احتمالی توزیع این می گردد. بیان احتمالی توزیع یک توسط آن تغییرات که است تصادفی متغیر
است. پارامتر به نسبت داده ها) مشاهده از (قبل محقق اولیه اطلاعات بیانگر که می گویند ٢٣ پیشین
به دست و اولیه اطلاعات دیگر عبارت به می شود. تصحیح پیشین توزیع تصادفی، نمونه مشاهده از پس
توزیع تصحیح شده، پیشین توزیع این به می شود. پیشین توزیع تصحیح به منجر که می شوند ترکیب آمده

است: زیر صورت به تایی، n معمول نمونه یک برای توزیع این تشکیل نحوه ی می گویند. پسین٢۴
آن در که باشد، f(· |θ) احتمال چگالی تابع با تایی n تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn کنید فرض
مدل یک در می کند. اختیار Θ پارامتر فضای در را خود مختلف مقادیر و می باشد علاقه مورد پارامتر θ
است پیشین توزیع نام به احتمالی توزیع یک از تحققی نیز θ پارامتر واقعی مقدار می شود فرض بیزی،

با را درستنمایی تابع و π(θ) با را توزیع این اگر شد. معرفی پیشتر که

L(θ|x) = fx|θ(x١, · · · , xn|θ)

با است معادل π(θ|x) پسین توزیع بیز، قاعده بنابر آن گاه دهیم، نشان

π(θ|x) = L(θ|x)π(θ)∫
θ
L(θ|x)π(θ)dθ = c(x)L(θ|x)π(θ)

با است برابر و می شود نامیده نرمال ساز ثابت c(x) آن در که

c(x) = ١∫
Θ
L(θ|x)π(θ)dθ .

پسین توزیع چگالی تابع حسب بر انتگرال یک به صورت معمولا بیزی استنباط در علاقه مورد کمیت های
راه سر بر اساسی مشکل پسین، توزیع بودن پیچیده صورت در انتگرال ها این محاسبه می شوند. ظاهر

٢١Local Likelihood Method
٢٢Wavlate
٢٣Prior
٢۴Posterior



١۶ اولیه تعاریف و مقدمات .١

انتگرال های تقریب برای بیزی رهیافت کرد. محاسبه تقریبی صورت به را آن ها باید و است بیزی استنباط
این جمله از می کند. استفاده پسین) توزیع از (نمونه گیری نمونه گیری بر مبتنی روش های از بالا بعد با

کرد. اشاره (MCMC) مارکوفی٢۵ زنجیر کارلوی مونت روش به می توان روش ها

MCMC نمونه گیری روش های ١ . ٩

شکل به انتگرال های برای مناسب تقریبی ارائه هدف، کارلویی، مونت انتگرال گیری روش های در

τ =

∫
h(x)f(x)dx

می باشد.

متروپولیس-هستینگز الگوریتم ١ . ٩ . ١

با الگوریتم، این است. MCMC نمونه گیری روش های مجموعه از مثالی متروپولیس-هستینگز٢۶ الگوریتم
را ،t = ١,٢, · · · برای ،{θ(t)} تصادفی متغیرهای از مجموعه ای ،π(θ|x) توام پسین توزیع داشتن شرط
پیشنهادی چگالی تعیین به ملزم را ما الگوریتم، این نمونه ها، این تولید برای می کند. تولید پی در پی به طور
زمان در آن مقدار به توجه با ،t + ١ زمان در θ احتمال چگالی تابع تابع، این می کند. P (θ(t+١), θ(t))

می شود: بیان زیر صورت به متروپولیس-هستینگز الگوریتم عملکرد بنابراین است. t
،θ(t) داشتن شرط با

کن. تولید را θ(t+١) ∼ P (θ(t+١), θ(t)) نمونه .١

بده قرار .٢

θ(t) =

θ(t+١) P (θ(t), θ(t+١)) احتمال با

θ(t) ١ − P (θ(t), θ(t+١)) احتمال با

که به طوری

P (θ(t), θ(t+١)) = min

{
١, f(x|θ

(t+١))π(θ(t+١))

f(x|θ(t))π(θ(t))
P (θ(t), θ(t+١))

P (θ(t+١), θ(t))

}

می گویند. متروپولیس-هستینگز پذیرش احتمال آن به که
٢۵Markov Chain Monte Carlo
٢۶Metropolise-Hastings Algorithm



١٧ MCMC نمونه گیری روش های .١ . ٩

گیبز نمونه گیر ١ . ٩ . ٢

پارامترهای کامل شرطی توزیع های که است زمانی بیزی، مدل های در گیبز٢٧ نمونه گیر کاربرد بیش ترین
آن در که ،π(θ|x) توام پسین توزیع از نمونه تولید برای دارند. وجود بسته صورت به علاقه مورد
می آوریم. به دست را کامل شرطی چگالی های ابتدا است، مدل پارامترهای بردار θ = (θ١, · · · , θB)

از عبارت اند شرطی چگالی این

π(θ١|x, θ٢, · · · , θB),

π(θ٢|x, θ١, θ٣, · · · , θB),
...

π(θB|x, θ١, · · · , θB−١).

تولید برای ،t = ١,٢, · · · tام، مرحله در θ(t) = (θ
(t)
١ , · · · , θ(t)B ) داشتن فرض با گیبز نمونه گیر

می کند: تولید زیر صورت به را نمونه ها از دنباله ای ،π(θ|x) توام پسین توزیع از مارکوف زنجیر یک

١ : θ
(t+١)
١ ∼ π(θ١|x, θ(t)٢ , · · · , θ(t)B ),

٢ : θ
(t+١)
٢ ∼ π(θ٢|x, θ(t+١)

١ , θ
(t)
٣ , · · · , θ(t)B ),

...

B : θ
(t+١)
B ∼ π(θB|x, θ(t+١)

١ , · · · , θ(t+١)
B−١ ).

و مستقیم صورت به نتوان و باشند داشته پیچیده صورت کامل شرطی چگالی های از برخی صورتی که در
کرد استفاده متروپولیس-هستینگز الگوریتم از می توان آن ها از تولید برای کرد، تولید نمونه آن ها از ساده
(رابرت می گویند گیبز٢٨ درون متروپولیس-هستینگز نمونه گیری الگوریتم حاصل نمونه گیری روش به که

.(٢٠٠۴ کسلا، و

٢٧Gibbs Sampler
٢٨Metropolis-Hastings Within Gibbs





٢ فصل

غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های

مورد مدل هر ویژگی های ادامه در می پردازیم. شفایافتگی نرخ مدل های انواع معرفی به فصل این در
می کنیم: بیان را غیرآمیخته مدل شناسایی پذیری شرایط لم یک با انتها در و گرفت خواهد قرار بررسی

شفایافتگی نرخ مدل های ٢ . ١

پاسخ متغیر که است داده ها تحلیل روش های از مجموعه ای بقا تحلیل شد بیان قبل فصل در که همان طور
داشته متفاوتی ماهیت های می توانند پدیده ها این است. پدیده یک عمر) (طول وقوع زمان آن ها، در
چشم گیر پیشرفت های است. سرطان مثل خاص بیماری یک سبب به انسان یک مرگ معمولا اما باشند،
از بیماران از برخی به موقع، درمان صورت در است، شده موجب (سرطان) بیماری درمان در پزشکی
شفایافته نظر مورد بیماری به نسبت بیماران از برخی دیگر، عبارت به شوند. برخوردار طبیعی عمر طول
تمامی برای را پیشامد رخداد احتمال که بقا تحلیل اساسی پذیره های از یکی بنابراین هستند. (مصون)
که است مدلی مطلوب، بقای مدل یک موارد، این در می شود. خدشه دچار می گیرد، نظر در یک بیماران

کند. مدل بندی تفکیک به را سایر و شفایافته بیماران
انتهای در بیمارها، درمان در حاصل پیشرفت های به توجه با مدت، طولانی بقا داده های تحلیل در
کافی اندازه به مطالعه مدت طول اگر شد. خواهیم مواجه سانسورشده موارد از زیادی تعداد با مطالعه
نرخ مدل های کلی به طور داشت. خواهد بهتری نتایج ١ شفایافتگی نرخ مدل های از استفاده باشد، طولانی
غیرآمیخته٣ شفایافتگی نرخ مدل های و آمیخته٢ شفایافتگی نرخ مدل های کلی دسته ی دو به شفایافتگی
بوده برخوردار بیشتری استقبال از آمیخته شفایافتگی نرخ مدل مختلف، کاربردهای در می شوند. تقسیم
نوع این معمول بیماری های توسعه زیستی مکانیسم اساس بر غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل اما  است.
برخوردار بالاتری تفسیرپذیری از بنابراین شده است. تعریف سرطان ها)، از برخی (مثل بقا داده های از

است.
١Cure Rate Models
٢Mixture Cure Models
٣Non-Mixture Cure Models



٢٠ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های .٢

آمیخته شفایافتگی نرخ مدل ٢ . ٢

و برکسون و شد مطرح (١٩۴٩) بوگ توسط بار نخستین شفایافتگی، نرخ مدل های از خانواده اولین
آمیخته شفایافتگی نرخ مدل های مدل ها، از رده این دادند. توسعه و بسط آن را (١٩۵٢) سال در گیج
برای شده است. تشکیل ناهمگن بیمار دسته دو از جامعه که است این بر فرض مدل ها این در دارد. نام
مردان میان در اوقات گاهی که زنان میان در بیماری شایع ترین به  عنوان پستان، سرطان بیماری در مثال،
معقولی زمان مدت در و دارند قرار مرگ رخداد معرض در که هستند بیمارانی اول دسته  می شود، دیده نیز
حادثه رخداد معرض در که هستند بیمارانی دوم دسته کرد. خواهند تجربه را مرگ مطالعه شروع از پس
است، ریاضی تعبیری بلکه نیست. بی نهایت زمان تا مرگ نکردن تجربه معنای به این البته ندارند. قرار
سرطان جز دیگری علت به آن ها مرگ یا نمی کنند، تجربه را مرگ رخداد معقولی زمان در که مفهوم این به 

می نامند. (شفایافته) مصون را دوم دسته و (شفانیافته) غیرمصون۴ را اول دسته است. پستان
بگیرید: نظر در زیر به صورت را Y مشخصه تابع باشد، نظر مورد پیشامد رخداد زمان ،T اگر

Y =

١ شفانیافته

٠ شفایافته

آن گاه باشد، x کمکی های متغیر تحت افراد شفایافتگی نسبت ١ − P (x) اگر هم چنین

P (Y = ١) = P (x).

نتیجه در

P (Y = ٠) = ١ − P (x).

صورت به غیرمصون افراد بقای تابع

Su(t|z) = P (T > t|Y = ١, z)

بقای تابع است. شفایافته افراد بقای تابع مختص کمکی متغیرهای بردار z آن در که می شود تعریف
صورت به و شده داده نشان Sc(t|z) با نیز مصون افراد

Sc(t|z) = P (T > t|Y = ٠, z)

می دهند نشان Sp(t|x, z) با آن را که جامعه بقای تابع بنابراین ١است. برابربا همواره و می شود تعریف
به صورت

Sp(t|x, z) = P (x)Su(t|z) + (١ − P (x)) (٢ . ١)

۴Uncured



٢١ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل .٢ . ٣

در پارامتری مدلی را Su(t|z) و نامعلوم ثابت یک به عنوان را P (x) گیج، و برکسون می شود. تعریف
گرفتند. نظر

است: زیر به صورت مدل این در مخاطره نرخ تابع و احتمال تابع

f(t|z) = P (x)fu(t|z)

و

h(t|z) = P (x)fu(t|z)
(١ − P (x)) + P (x)fu(t|z)

.

داد: بسط زیر به صورت لجستیک رگرسیون مدل یک با را شفانیافتگی نسبت (١٩٨٢,١٩٨۶) فیرول

P (x) = exp(xTβ)

١ + exp(xTβ)
.

بقا داده های در پیش بینی و طبقه بندی برای استفاده مورد مدل های رایج ترین از یکی لجستیک، رگرسیون
است.

آمیخته شفایافتگی مدل درستنمایی تابع

در زیر به صورت را yi مشخصه تابع و باشد، بیمار -امین i برای مشاهده شده بقای زمان ti کنید فرض
بگیرید: نظر

yi =

١ است شده سانسور ti اگر i = ١, · · · , n

٠ صورت این غیر در

است: زیر به صورت مدل درستنمایی تابع صورت این در

L =
n∏

i=١
[P (x)fu(ti|z)]yi [(١ − P (x)) + P (x)Su(ti|z)]١−yi .

،(٢٠٠٠) دیر و پنگ ،(١٩٩۵) تیلور ،(١٩٩٢) چن و کوک جمله از عرصه این محققین از بسیاری
نرخ مدل ،(٢٠١٣) لی و پنگ ژانگ، و (٢٠٠٣) پنگ ،(٢٠٠٠) تیلور و لی ،(٢٠٠٠) تیلور و سای
لیانگ و وانگ بار اولین برای و کردند ارائه نیمه پارامتری مدل یک قالب در را آمیخته شفایافتگی

کردند. معرفی ناپارامتری کاملا به صورت را مدل این (٢٠١٢)

غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل ٢ . ٣

زمان مدل های یا غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های شفایافتگی، نرخ مدل های از خانواده دومین
جامعه افراد کل بقای زمان توزیع تابع که، شده اند تعریف جوامعی برای مدل ها این هستند. پیشرفت۵

۵Promotion Time Cure Model



٢٢ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های .٢

جوامع، این در نمی رسد. یک به تجمعی توزیع تابع مقدار که معنی این به نیست. کامل آن ها در
نرخ مدل اولین می دهد. نشان را شفایافته افراد نسبت یک، مقدار با تجمعی توزیع تابع اختلاف میزان
چن سپس و شد ارائه (١٩٩٨) زودایکف و (١٩٩۶) زودایکف و یاکولف توسط غیرآمیخته، شفایافتگی
توسط فرآیند این کردند. ارائه آن برای پنهان۶ متغیر توزیع اساس بر مکانیسمی (١٩٩٩) همکاران و

یافت. توسعه و بسط (٢٠٠٧) همکاران و کونر
می آید: به دست زیر صورت به مدل ها، از رده این در ،T زمان تصادفی متغیر برای بقا تابع

یعنی باشد. θ پارامتر با پواسون توزیع از سرطانی سلول های تعداد بیانگر N کنید فرض •

N ∼ Pois(θ)

تجمعی توزیع تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Y١, · · · , YN} کنید فرض •
نیستند. وابسته نیز N به که هستند F (t) = ١ − S(t)

می شود: تعریف زیر به صورت بقا زمان تصادفی متغیر •

T =

∞ N = اگر٠

Y(i) N ≥ اگر١

به صورت بیماری مجدد بازگشت زمان واقع در . Y(١) ≤ · · · ≤ Y(i) ≤ · · · ≤ Y(N) آن در که

T = min{Yi, ١ ≤ i ≤ N}

می آید. به دست

است: محاسبه قابل زیر صورت به جامعه بقای تابع بنابراین

Sp(t) = P (N = ٠) + P (Y١ > t, · · · , YN > t,N ≥ ١) (٢ . ٢)

= P (N = ٠) + P (Y١ > t, · · · , YN > t|N ≥ ١)P (N ≥ ١)

= exp(−θ) + Σ∞
k=١S(t)

k θ
k exp(−θ)

k!

=
+∞∑
k=٠

(S(t)θke−θ)

k!
=

e−θ

e−θS(t)
= exp[−θ(١ − S(t)].

در بقا حد گرفتن با مستقیم به طور آن را می توان و بوده مدل داخل در شفایافته افراد نسبت مدل ، این در

۶Latent Variable



٢٣ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل .٢ . ٣

کرد: محاسبه بینهایت،

P (N = ٠) = lim
t→∞

Sp(t)

= lim
t→∞

exp(−θ(١ − S(t)))

= lim
t→∞

exp(−θ + θS(t))

= exp(−θ) lim
t→∞

exp(θS(t))

= exp(−θ) exp(θ lim
t→∞

S(t))

آن گاه ،S(∞) = ٠ این که به توجه با و

P (N = ٠) = exp(−θ) exp (٠) = exp(−θ).

به صورت کاکس مخاطره مدل گرفتن نظر در با

F (t|z) = ١ − S٠(t)
exp(zTγ)

میانگین با پنهان متغیر و z و x کمکی بردار دو با (٢ . ٢) رابطه است، پایه بقا تابع S٠(t) آن در که
درمی آید: زیر به صورت exp(β٠ + xTβ)

Sp(t|x, z) = exp(−θ(x)F (t|z)) (٢ . ٣)

= exp(− exp(β٠ + xTβ)(١ − S٠(t)
exp(zTγ))).

اگر مثال، برای شده اند. گرفته نظر در ،N پنهان متغیر برای متفاوتی توزیع های اخیر سال های در
کونر هم چنین می شود. حاصل آمیخته شفایافته مدل شود، گرفته نظر در برنولی N پنهان متغیر توزیع
پواسون توزیع (٢٠٠٩) همکاران و رودریگرز دوجمله ای، و برنولی هندسی، توزیع (٢٠٠٧) همکاران و
توزیع (٢٠١٣) همکاران و باغستانی توانی، سری های توزیع (٢٠١٢) همکاران و بورگر کانوی-ماکسول٧،
دوجمله ای و تعمیم یافته هندسی فوق توزیع (٢٠١٣) همکاران و رحیم زاده و لیندلی پواسون تعمیم یافته
منظور به پنهان، متغیر توزیع است ذکر شایان کردند. ارائه پیشرفت زمان شفایافته مدل های در را منفی
صفر نقطه در احتمال جرم دارای که گسسته توزیع های از یک هر می تواند شفایافتگی، احتمال تبیین
شمارشی داده های تحلیل در که توزیع هایی بین نزدیکی رابطه می رسد نظر به شود. شامل را هستند
علاوه که دیگری مشکل دارد. وجود می گیرد، قرار استفاده مورد پیشرفت زمان شفایافته مدل های و
ارائه برای دیگر دلیلی که است داده ها بودن چوله دارد، وجود بقا داده های تحلیل در بیش پراکنشی بر

است. مشکل این حل برای متفاوت توزیع های

٧Conway-Maxwell-Poisson Distribution



٢۴ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های .٢

غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل ویژگی های ۴ . ٢

تابع بگیرید. نظر در را شد معرفی (٢ . ٣) رابطه در جامعه بقا تابع با غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل
می شود: تعریف زیر به صورت و می شود داده نشان hp(t|x, z) با جامعه مخاطره نرخ

hp(t|x, z) =
−d(ln(Sp(t|x, z)))

dt

=
−d(ln(exp(− exp(β٠ + xTβ)(١ − S٠(t)

exp(zTγ)))))

dt

=
−d(− exp(β٠ + xTβ)(١ − S٠(t)

exp(zTγ)))

dt
.

داریم ،f(t) = −dS(t)
dt

و d(g(x)n)
dx

= ng′(x)g(x)n−١ که نکته این به توجه با

hp(t|x, z) = −(− exp(β٠ + xTβ)(exp(zTγ)f٠(t)S٠(t)
exp(zTγ)−١))

=
exp(β٠ + xTβ) exp(zTγ)f٠(t)S٠(t)

exp(zTγ)

S٠(t)

= θ(x)f(t|z).

می آید: به دست زیر به صورت ٢ و ١ گروه دو برای جامعه مخاطره نسبت

HRp =
hp(t|x١, z١)

hp(t|x٢, z٢)

=

exp(β٠+xT
١ β) exp(zT١ γ)f٠(t)S٠(t)

exp(zT١ γ)

S٠(t)

exp(β٠+xT
٢ β) exp(zT٢ γ)f٠(t)S٠(t)

exp(zT٢ γ)

S٠(t)

=
exp(β٠ + xT

١β) exp(zT١γ)S٠(t)
exp

(zT١ γ)

exp(β٠ + xT
٢β) exp(zT٢γ)S٠(t)exp

(zT٢ γ)

= exp((xT
١ − xT

٢ )β) exp((zT١ − zT٢ )γ)S٠(t)
(exp(zT١ γ)−(exp(zT٢ γ)).

آن گاه ،z١ = z٢ اگر
HRp =

hp(t|x١, z١)

hp(t|x٢, z٢)
= exp((xT

١ − xT
٢ )β)

ندارد. بستگی t زمان به مخاطره ها نسبت که می دهد نشان مسأله این و
می آید: به دست زیر به صورت شفانیافته افراد برای بقا تابع

Su(t|x, z) = P (T > t|N ≥ ١, x, z)

=
Sp(t|x, z)− P (N = ٠)

١ − P (N = ٠)

=
Sp(t|x, z)− exp(−θ(x))

١ − exp(−θ(x)) .



٢۵ مدل شناسایی پذیری .۵ . ٢

است: زیر به صورت نیز شفانیافته افراد برای مخاطره تابع هم چنین

hu(t|x, z) =
−d(ln(Su(t|x, z)))

dt
(۴ . ٢)

=
Sp(t|x, z)

Sp(t|x, z)− exp(−θ(x))hp(t|x, z)

=
hp(t|x, z)

P (T < +∞|T > t, x, z) .

ویژگی دیگر عبارت به ندارد. را متناسب مخاطرات ساختار ،(۴ . ٢) رابطه می شود ملاحظه که همان طور
شفانیافته. افراد فقط نه است برقرار مطالعه تحت افراد کل برای متناسب مخاطرات

مدل شناسایی پذیری ۵ . ٢

ازای به هرگاه گویند، شناسایی پذیر را β پارامتر F (x; β) مدل در .(٢٠٠٩ چن، و (لیو .١ . ۵ . ٢ تعریف
.β١ = β٢ آن گاه ،F (x; β١) = F (x; β٢) که پارامتر فضای از β٢ و β١ هر

سانسور زمان بزرگترین اگر است طولانی کافی به اندازه مطالعه یک پیگیری بقا، تحلیل نظریه در
(شفانیافته) غیرمصون واحد هر پیگیری زمان که صورتی در یعنی باشد؛ شکست زمان بزرگترین از بیشتر
راست دم در جامعه بقای منحنی اگر عمل، در اما ببیند. آن را شکست تا باشد طولانی کافی به اندازه

می رسد. به نظر منطقی کافی پیگیری فرض باشد، صاف خود
شده اند. ارائه زیر لم در غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل بودن شناسایی پذیر برای لازم شرط های

کنید فرض .(٢٠١۶ لامبرت، و (برمهورست .٢ . ۵ . ٢ لم
نیست. سانسورشده ای داده ی هیچ گونه شامل z کمکی متغیرهای بردار .A١

آن ها کمکی متغیرهای به ترتیب z و x که هستند کامل رتبه با ماتریس دو ZTZ و XTX .A٢

هستند.
یعنی است. سره٨ تجمعی توزیع تابع یک F٠(t) = ١ − S٠(t) .A٣

lim
t→∞

S٠(t) = ٠.

گفت می توان A١ − A٣ شرط های تحت آن گاه

است. شناسایی پذیر (٢ . ٣) مدل باشد، طولانی کافی به طور مطالعه زمان اگر (١)

برآوردهای آن گاه باشند، هم از مستقل z و xبردارهای و نباشد طولانی کافی به قدر مطالعه زمان اگر (٢)
است. شناسایی پذیر سرطانی، سلول  یک برای شکست زمان و درمان احتمال در موجود پارامترهای

(١) قسمت برهان اثبات.
٨Proper



٢۶ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های .٢

(٢ . ٣) رابطه در که هستند پارامترها از مجموعه دو (β̃٠, β̃, γ̃, S̃٠) و (β٠,β,γ, S٠) کنید فرض (a)
اگر است. x بردار مقادیر تمام از مجموعه ای χ̂ و می کنند صدق

Sp(t|x) = exp
[
− exp(β٠ + xTβ)

(
١ − S٠(t)

exp(zTγ)
)]

= exp
[
− exp(β̃٠ + xT β̃)

(
١ − S̃٠(t)

exp(zT γ̃)
)]

= S̃p(t|x) ∀x ∈ χ ; ∀t ∈ [٠,∞]

آن گاه

β٠ = β̃٠ , β = β̃ , γ = γ̃ , S٠(t) = S̃٠(t) ∀t ∈ [٠,∞]

است، یکنوا نمایی تابع که آن جا از (b)

∀x ∈ χ ∀t ∈ [٠,∞]

اگر

exp(β٠ + xTβ)
(

١ − S٠(t)
exp(zTγ)

)
= exp(β̃٠ + xT β̃)

(
١ − S̃٠(t)

exp(zT γ̃)
)
آن گاه

β٠ = β̃٠ , β = β̃ , γ = γ̃ , S٠(t) = S̃٠(t) ∀t ∈ [٠,∞].

داریم قبل روابط در جایگذاری با است، سره تجمعی توزیع تابع F٠(t) آن جا که از (c)

F (t|z) = ١ − S٠(t)
exp(zTγ)

توجه با حال است. برقرار نیز t = ∞ به ازای (b) ویژگی است. سره تجمعی توزیع تابع یک که
اگر هستند، سره تجمعی توزیع تابع دو هر ˜F (t|z) و F (t|z) این که به

β٠ + xTβ = β̃٠ + xT β̃ ∀x ∈ χ

آن گاه
β٠ = β̃٠, β = β̃.

می شود نتیجه مستقیما A٢ تحت

Pχ(xT β̃ = α) = ١ ⇒ α = ٠,β = ٠.



٢٧ مدل شناسایی پذیری .۵ . ٢

مخاطره مدل A٢ رابطه تحت که است واضح نیست، سانسوری هیچ شامل z بردار که زمانی تا (d)
است. شناسایی پذیر کاکس متناسب

می شود. اثبات  (١) قسمت (d) (c) و نتایج ادغام با (e)

(٢) قسمت برهان

داده شود، تشخیص t زمان در مطالعه اتمام با نتواند سرطانی سلول از رشد حال در تومور اگر (a)
(٠ به (نزدیک کوچک خیلی F٠(t) زمانی که حالت این نبوده است. طولانی کافی به اندازه پیگیری

صورت این در می افتد. اتفاق باشد،

F (t|z) = ١ − S٠(t)
exp(zTγ)

= ١ −
[
(١ − F٠(t))

exp(zTγ)
]

= ١ −
[
(١ − exp(zTγ)F٠(t))

]
+ ٠ ∗ (F٠(t))

≈ ١ −
[
(١ − exp(zTγ)F٠(t))

]
= exp(zTγ)F٠(t)

است: بازنویسی قابل زیر صورت به (٢ . ٣) رابطه تقریب، این از استفاده با بنابراین

Sp(t|x, z) ≈ exp
[
−θ(x) exp(zTγ)F٠(t)

]
= exp

[
− exp(β٠ + xTβ) exp(zTγ)F٠(t)

]
= exp

[
− exp(β٠ + xTβ + zTγ)F٠(t)

]
.

متغیرهای تاثیرات تقریب باشند، داشته اشتراک هم با z و x بردارهای اگر می گیریم نتیجه بنابراین
نبوده است. طولانی کافی به اندازه پیگیری زیرا نیست، شناسایی قابل کمکی

طولانی کافی به اندازه مطالعه پیگیری هرگاه است، شناسایی پذیر کمکی متغیرهای اثرات برآورد (c)
نوشت می توان واقع در ندارند. مشترک واحد کمکی بردارهای ولی نیست

θ(x)F (t|z)|tmax ≈ exp(β٠ + xTβ + zTγ)F٠(t)tmax

= exp(β٠ + xTβ + zTγ + Log(١ − ϵ))

= exp(β̃٠ + xTβ + zTγ)

آن در که

ϵ = F٠(+∞)− F٠(tmax).



٢٨ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های .٢

تحت سرطانی، سلول یک برای شکست زمان و درمان احتمال در متغیرها تاثیر از برآوردی نتیجه در
می توانند مذکور پارامترهای نداشته باشند، اشتراک z و x بردارهای اگر بنابراین نمی گیرد. قرار تاثیر

باشند. شناسایی قابل



٣ فصل

غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل بیزی تحلیل

مقدمه ٣ . ١

توسعه و بسط ١٩٨٠ سال از نیمه پارامتری بقای تابع با غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های بیزی تحلیل
است، کاکس متناسب مخاطره مدل در پارامترها برآورد معمول روش که جزئی درستنمایی روش یافت.
نیازمند که شود استفاده کامل درستنمایی تابع از باید پارامترها برآورد برای ندارد. کاربرد مدل این در
دیدگاه از استفاده بنابراین دارد. را خود خاص چالش های رهیافت این است. پایه مخاطره تابع برآورد
بیزی مدل بندی دیدگاه فصل این در باشد. مناسب تری جانشین می تواند مدل ها این در بیزی استنباط
از پایه بقای تابع ناپارامتری مدل بندی برای می کنیم. بیان را غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل های در

می کنیم. مطرح را اسپلاین ها بر مقدمه ای ابتدا بنابراین کرد. خواهیم استفاده P-اسپلاین ها

اسپلاین ٣ . ٢

تقریبی تابع یک ایجاد در داده ها مهم الگوهای از استفاده پراکنش، نمودار یک کردن١ هموار آمار، در
پیش بین متغیرهای از تابعی به عنوان پاسخ متغیر خلاصه سازی برای تابعی هموارکننده یک است.
هموار است. آن ها ناپارامتری ماهیت هموارکننده ها، مهم خصوصیات از یکی است. X١, · · · , Xk

همین به می دهند. ارائه را X١, X٢, · · · , Xk به Y وابستگی از ساده ای تابعی صورت همواره کننده ها
یک را هموارکننده یک توسط تولیدشده برآورد دارند. ناپارامتری ساختار رگرسیون، مدل در اغلب دلیل

می نامیم. هموار
مقادیر x = (x١, x٢, · · · , xn)

T و Y پاسخ متغیر مقادیر y = (y١, y٢, · · · , yn)T کنید فرض
خلاصه سازی راستای در مناسبی برازش که است y و x از تابعی هموارکننده، یک باشند. پیش بین متغیر
توسط اسپلاین هستند. اسپلاین ها پراکنش، نمودار هموارکننده های انواع از یکی می کند. ایجاد داده ها

شد. معرفی ١٩۴۶ سال در شوئنبرگ نام به شخصی

١Smoothing



٣٠ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل بیزی تحلیل .٣

منحنی یک و ثابت نقاط شامل که است شده تشکیل بلند نوار یک از منعطف، منحنی یا اسپلاین
کلمه ریشه ی است. دیگر نقطه به نقطه یک از انتقال برای نقاط همه ی از عبور آن هدف که است هموار
باریکه ی کلمه ی با اسپلاین کلمه ی ارتباط به خاطر واژه شناسی لحاظ از و بوده چوبی کارهای در اسپلاین
کشپار ماده هر و استیل لاستیک، از را اسپلاین ها ماهر، کارگران و صنعتگران بعدها که است چوب
آن ها به که می کردند استفاده انعطاف پذیر و بلند باریک، چوب های از اغلب کشتی سازی برای ساختند.
دلایل به است. شده استفاده ویولون و پیانو برای چوب کردن خم برای اسپلاین ها از می شد. گفته اسپلاین

پیوسته اند. دوم مشتق با سوم مرتبه ی ضابطه ای هایی چند تقریباً اسپلاین منحنی های فیزیکی،

بریده توانی تابع

می کنیم: تعریف زیر به صورت باشد، شده بریده t نقطه ی در که را p مرتبه ی از بریده٢ توانی تابع

(x− t)p+ = (x− t)pI(x > t)

به صورت نشانگر تابع I و می نامند گره٣ را t حقیقی مقدار که

I(x > t) =

١ x > t

٠ نقاط سایر

است.

اول مرتبه ی اسپلاین

مرتبه  ی از اسپلاین تابع یک بگیرید. نظر در [a, t]∪ [t, b] بازه ی دو اجتماع به صورت را [a, b] فاصله ی
و باشد راست) (خط یک مرتبه ی از چندجمله ای یک مذکور، بازه های از یک هر در که است تابعی یک،

نوشت: زیر رابطه ی به صورت می توان را تابع این باشند. پیوسته به هم نیز t نقطه ی در

f(x) =

ϕ٠ + ϕ١x x ≤ t

ϕ′
٠ + ϕ′

١x x > t
(٣ . ١)

داریم x = t نقطه ی در f تابع پیوستگی شرط اعمال با

ϕ٠ + ϕ١t = ϕ′
٠ + ϕ′

١t

ϕ′
٠ = ϕ٠ + ϕ١t− ϕ′

١t.

داریم f دوم ضابطه ی در ϕ′
٠ جایگذاری با

ϕ′
٠ + ϕ′

١x = ϕ٠ + ϕ١t− ϕ′
١t+ ϕ′

١x = ϕ٠ + ϕ١t+ ϕ′
١(x− t)

٢Truncated Power Function
٣Knot
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بنابراین

f(x) =

ϕ٠ + ϕ١x x ≤ t

ϕ٠ + ϕ١t+ ϕ′
١(x− t) x > t

نوشت: زیر رابطه ی به صورت را ضابطه ای دو تابع این می توان که

f(x) = ϕ٠ + ϕ١x+ ϕ٢(x− t)+ (٣ . ٢)

می توان واقع در می کند. بیان را (٣ . ١) رابطه ی دوم و اول خطوط شیب بین تفاوت ϕ٢ = ϕ′
١ − ϕ١ که

است. (x− t)+ و x ،١ پایه ای توابع از خطی ترکیبی ،f تابع که گفت
فاصله ی می توان باشند، داشته وجود t١ < t٢ گره دو تعداد [a, b] فاصله ی در اگر ترتیب همین به
به را یک مرتبه ی اسپلاین تابع و گرفت نظر در [a, t١] ∪ [t١, t٢] ∪ [t٢, b] اجتماع به صورت را [a, b]

نوشت: زیر به صورت (٣ . ٢) رابطه ی مشابه طریق

f(x) = ϕ٠ + ϕ١x+ ϕ٢(x− t١)+ + ϕ٣(x− t٢)+.

فاصله های اجتماع به صورت را [a, b] فاصله ی بتوان که کنید فرض نهایتا

[a, t١], [t١, t٢], · · · , [tk, b]

می توان را یک مرتبه ی اسپلاین تابع این صورت در .t١ < · · · < tk داریم ذکرشده گره های برای که نوشت
رابطه ی به صورت

f(x) = ϕ٠ + ϕ١x+
k∑

j=١
ϕj+١(x− tj)+

می آید. شمار به  (x− tk)+ و · · · ،(x− t١)+ ،x ،١ پایه توابع از خطی ترکیبی که کرد بیان

p مرتبه ی اسپلاین

اسپلاین یک را f(·) تابع کرد. تعریف مشابه به طور می توان نیز بالاتر مراتب برای را اسپلاین توابع
مرتبه ی از چندجمله ای یک [a, t١], [t١, t٢], · · · , [tk, b] بازه های زیر از یک هر در اگر نامند p مرتبه ی
اسپلاین تابع باشند. پیوسته گره ها در ،p − ١ تا ١ مراتب از آن مشتق های و f(·) به طوری که باشد p

نوشت: زیر به صورت می توان را p مرتبه ی

f(x) = ϕ٠ + ϕ١x+ ϕ٢x
٢ + · · ·+ ϕpx

p +
k∑

j=١
ϕp+j(x− tj)

p
+. (٣ . ٣)

به عبارت است. بریده شده توانی وتوابع p مرتبه ی چندجمله ای یک از خطی ترکیبی ،p مرتبه ی اسپلاین تابع
اسپلاین های فضای برای پایه یک {١, x, x٢, · · · , xp, (x− t١)

p
+, · · · , (x− tk)

p
+} مجموعه ی دیگر

است. tk و · · · ،t٢ ،t١ گره های با p مرتبه ی
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مکعبی اسپلاین

به صورت که نامند مکعبی۴ اسپلاین یک را (٣ . ٣) رابطه ی در ذکرشده تابع آن گاه ،p = ٣ اگر

f(x) = ϕ٠ + ϕ١x+ ϕ٢x
٢ + ϕ٣x

٣ +
k∑

j=١
ϕ٣+j(x− tj)

٣
+

می شود. بیان

اسپلاین ها خواص

ضریب p + k + ١ تعداد با ،p مرتبه ی از تکه ای چندجمله ای یک ،(٣ . ٣) رابطه ی در f(·) تابع .١
است.

تکه ای چندجمله ای جنس از (٣ . ٣) اسپلاین تابع است. اسپلاین ها مهم خواص از یکی ”همواری” .٢
برای است. p − ١ مرتبه ی تا پیوسته مشتقات دارای تابع این شد، گفته که همان طور و است

بگیرید: نظر در زیر به صورت t گره  ی یک با را p مرتبه ی اسپلاین سهولت،

f(x) = ϕ٠ + ϕ١x+ ϕ٢x
٢ + · · ·+ ϕpx

p + ϕp+١(x− t)p+

= P (x) + ϕp+١(x− t)p+.

زیرا است، پیوسته t گره ی در f(·) تابع الف-

lim
x→t

f(x) = P (t), f(t) = P (t).

بود. خواهد پیوسته تعریف شده بازه ی سرتاسر در بنابراین

زیرا هستند، پیوسته توابعی نیز p− ١ مرتبه ی تا f(·) تابع مشتقات ب-

f (j)(t) = P (j)(t) j = ١,٢, · · · , p− ١

بنابراین ،limx→t ϕp+١p(p− ١) · · · (p− j + ١)(x− t)p−j = ٠ که آن جا از و

lim
x→t

f (j)(x) = P (j)(t).

واقع در است. متفاوتی رفتار دارای f(·) تابع p-ام مرتبه ی مشتق ج-

f (p)(t) = p!ϕp

lim
x→t

f (p)(x) = p!ϕp + p!ϕp+١.

۴Cubic Spline
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اسپلاین دوم توان های کمترین و رگرسیون

رگرسیونی مدل در

y = f(x) + ϵ

برتری یک می نامند. اسپلاین۵ رگرسیون را حاصل نتیجه ی کنیم، جایگزین (٣ . ٣) رابطه ی با را f(·) اگر
خطی رگرسیون  رده ی به متعلق که است این نیمه پارامتری و ناپارامتری روش های برای اسپلاین، رگرسیون

است. خطی پارامترها به نسبت f(·) تابع ضابطه دیگر، عبارت به است.
پذیرد. انجام خطا دوم توان های کمترین  روش از استفاده با می تواند داده ها به اسپلاین یک برازش

می گردد: زیر صورت به مدلی برازش به منجر بریده شده، پایه ای توابع از استفاده

yj = ϕ٠ + ϕ١xj + · · ·+ ϕpx
p
j

+ ϕp+١(xj − t١)
p
+ + · · ·+ ϕp+k(xj − tk)

p
+ + ϵj, j = ١, · · · , n

می توان را عبارت این ماتریسی شکل می کنند. صدق رگرسیون کلاسیک پذیره های در ها ϵj آن در که
نمود: بیان زیر به صورت

y = Dϕ+ ϵ

درآیه های که است n× (p+k+١) طرح ماتریس یک D و ϕT = (ϕ٠, ϕ١, · · · , ϕp+k)
T به  طوری که

و xp و · · · ،x٢ ،x متغیرهای مشاهدات به مربوط بعدی، ستون  p درآیه های ،١ برابر آن اول ستون
،(x − t١)

p
+ متغیرهای از حاصل مشاهده های به مربوط (p + k + ١) تا p + ٢ ستون های درآیه های

دیگر عبارت به هستند. tk و · · · ،t٢ ،t١ شده تعیین قبل از گره های ازای به (x− tk)
p
+ و · · ·

D =


١ x١ x٢

١ · · · xp
١ (x١ − t١)

p
+ (x١ − t٢)

p
+ · · · (x١ − tk)

p
+

١ x٢ x٢
٢ · · · xp

٢ (x٢ − t١)
p
+ (x٢ − t٢)

p
+ · · · (x٢ − tk)

p
+

... ... ... ... ... ... ... ...
١ xn x٢

n · · · xp
n (xn − t١)

p
+ (xn − t٢)

p
+ · · · (xn − tk)

p
+

 .

می شود حاصل زیر برآوردگر دوم، توان های کمترین روش بردن به کار با

ϕ̂ = (DTD)−١DTy. (۴ . ٣)

متغیرهای هم خطی دارد، وجود (۴ . ٣) برآوردگر در که مشکلی

(x− t١)
p
+, (x− t٢)

p
+, · · · , (x− tk)

p
+

شد. خواهد DTD ماتریس بدشرطی۶ یا وارون  پذیری عدم باعث که است
۵Spline Regression
۶Ill-Condition
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B-اسپلاین ٣ . ٢ . ١

گره q تعداد و [a, b] بازه ی

a = t٠ < t١ < · · · < tq < tq+١ = b

به گره ها در که هستند [a, b] بازه ی در قطعه ای چندجمله ای های B-اسپلاین، توابع بگیرید. نظر در را
B-اسپلاین توابع محاسبه روش متداول ترین می باشند. کوچکی تکیه گاه دارای و بوده متصل یکدیگر
می آید: به دست زیر بازگشتی رابطه ی اساس بر و p− ١ مرتبه ی B-اسپلاین توابع به وسیله ی ،p مرتبه ی

bi,p(x) = (
x− ti
ti+p − ti

)bi,p−١(x) + (
ti+p+١ − x

ti+p+١ − ti+١
)bi+١,p−١(x), i = −p,−p+ ١, · · · , q

(۵ . ٣)

B-اسپلاین یک برای بنابراین است. tq+١ = b و t−p = t−p+١ = · · · = t−٢ = t−١ = t٠ = a که
کرد. تعریف B-اسپلاین تابع p+ q + ١ تعداد می توان p مرتبه ی

B-اسپلاین  دوم توان های کمترین

به صورت مجدد، اندیس گذاری با را (۵ . ٣) رابطه ی p مرتبه ی B-اسپلاین تابع p+ q + ١ تعداد ابتدا

b٠,p, b١,p, · · · , bp+q,p

است: زیر به صورت B-اسپلاین رگرسیونی مدل می گیریم. نظر در

s(x) =

p+q∑
j=٠

ϕjbj,p(x) + ϵ. (۶ . ٣)

به صورت مدل این ماتریسی صورت که آن جا از

s = bϕ+ ϵ

از است عبارت ϕ دوم توان های کمترین برآورد لذا است،

ϕ̂ = (bTb)−١bTy.

موجود مشکل لذا و باشد وارون پذیر bTb ماتریس که می شود موجب B-اسپلاین توابع بودن متعامد
توابع درک مزیت، این آوردن به دست علیرغم که است ذکر به لازم می شود. مرتفع (۴ . ٣) رابطه ی در

است. تفسیر قابل غیر مذکور مدل ضرایب لذا و نیست توانی بریده توابع درک آسانی به B-اسپلاین
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P-اسپلاین ٣ . ٢ . ٢

بازه یک روی B-اسپلاین توابع از خطی ترکیبات عنوان به را اسپلاین ها (١٩٩۶) مارکس و ایلرز
کمترین برآورد (۶ . ٣) رابطه ی در B-اسپلاین رگرسیونی مدل طبق دادند. نشان هم فاصله  گره های از

می آید: به دست زیر رابطه ی کردن مینیمم از β دوم توان های

SSE =
n∑

i=١

{
yi −

p+q∑
j=٠

ϕjbj,p(xi)

}٢

. (٣ . ٧)

داده ها توسط که تغییراتی بیشترین برازش شده منحنی به طوری که است، زیاد نسبتا گره ها تعداد کنید فرض
توان های مجموع (١٩٨۶) سیلوان حد، از بیش پیچیدگی از اجتناب برای داد. خواهد نشان را شده نتیجه

رابطه ی به صورت را جریمه شده٧ دوم

Sλ(ϕj) =
n∑

i=١

{
yi −

p+q∑
j=٠

ϕjbj,p(xi)

}٢

+ λ

∫ xmax

xmin

{
p+q∑
j=٠

ϕjb
′′
j (x)

}٢

dx (٣ . ٨)

مرتبه ی تفاضل با را اسپلاین ها هموارسازی برای دوم مشتق جریمه (١٩٩۶) مارکس و ایلرز کرد. معرفی
تابع دوم مشتق دوم، مرتبه ی تفاضل از آن ها استفاده دلیل و کردند جایگذاری B-اسپلاین ضرایب دوم٨

است. B-اسپلاین
تعریف زیر به صورت اول مرتبه ی تفاضل بگیرید. نظر در را ϕ = (ϕ١, ϕ٢, . . . , ϕj) ضرایب بردار

می شود:

∆ϕj = ϕj − ϕj−١, j = ٢, · · · , p+ q.

است: زیر شکل به کلی حالت در دوم، مرتبه ی تفاضل

∆٢ϕj = ∆(∆ϕj)

= (ϕj − ϕj−١)− (ϕj−١ − ϕj−٢) = ϕj − ٢ϕj−١ + ϕj−٢, j = ٣,۴, · · · , p+ q.

نوشت: زیر به صورت را تفاضل این می توان j هر ازای به

∆(∆ϕ٣) = ϕ١ − ٢ϕ٢ + ϕ٣

∆(∆ϕ۴) = ϕ٢ − ٢ϕ٣ + ϕ۴

∆(∆ϕ۵) = ϕ٣ − ٢ϕ۴ + ϕ۵

...

٧Penalized Sum Of Squares
٨2nd Order Differences
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که را D(K−٢)×K ماتریس می توان شده اند، واقع هم زیر در مشابه ضرایب که نگارشی صورت چنین با
کرد: تعریف زیر در (٣ . ٩) ماتریس به صورت ∆٢ϕj ضرایب با متناظر ،K = p+ q

D =



١ −٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ −٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ −٢ ١ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ ١ −٢ ١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ −٢ ١ ٠ · · · ٠
... ... ... ... . . . . . . . . . . . . . . . ...
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −٢ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −٢ ١


. (٣ . ٩)

از است عبارت GK×K = DTD ماتریس حال

G =



١ −٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
−٢ ۵ −۴ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
١ −۴ ۶ −۴ ١ ٠ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ −۴ ۶ −۴ ١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ −۴ ۶ −۴ ١ ٠ · · · ٠
... ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...
٠ ٠ ٠ ٠ ١ −۴ ۶ −۴ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −۴ ۶ −۴ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −۴ ۵ −٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −٢ ١



. (٣ . ١٠)

:(١٩٩۶ مارکس، و (الیرز است برقرار زیر تساوی که کرد تحقیق می توان آسانی به

ϕTGϕ =
K∑
j=٣

(∆٢ϕj)
٢. (٣ . ١١)

P-اسپلاین با پایه مخاطره تابع برآورد ٣ . ٣

یا مطالعه تحت بازه بالای کران tRcens آن در که بگیرید نظر در [٠, tRcens] بازه روی را گره K تعداد
هم از برابر فاصله به و شده تعیین پیش از گره ها این است. راست از سانسور زمان بزرگترین همان
پایه مخاطره تابع لگاریتم اسپلاین ها، کمک به (٢ . ٣) مدل در پایه بقای تابع برآورد برای دارند. قرار
توابع ،b١(t), · · · , bK(t) کنید فرض می نویسیم. مکعبی -اسپلاین های B از خطی ترکیبی به صورت را
نوشت: زیر به صورت را پایه بقای تابع می توان صورت این در باشند. مکعبی -اسپلاین های B پایه ای

h٠(t) = exp(
K∑

k=١
bk(t)ϕk) (٣ . ١٢)



٣٧ P-اسپلاین با پایه مخاطره تابع برآورد .٣ . ٣

از اطمینان برای شوند. برآورد باید و هستند -اسپلاین B مجهول ضرایب ϕ = (ϕ١, · · · , ϕK) آن در که
-اسپلاین ها B از بزرگی تعداد انتخاب (١٩٩۶) مارکس و ایلرز بیش برازش٩ ، عدم با همراه لازم انعطاف

شکل به مدل درستنمایی تابع لگاریتم به جریمه جمله یک افزودن با را

τ
∑
k

(∆rϕk)
٢ = τϕTDTDϕ

اگر مثال، برای است. r مرتبه جریمه تفاضلی ماتریس D و جریمه پارامتر τ آن در که کردند، پیشنهاد
به صورت D دو مرتبه تفاضلی ماتریس r = ٢

D =


١ −٢ ١ ٠ · · · ٠
٠ ١ −٢ ١ · · · ٠
... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · ١ −٢ ١


به صورت r = ٣ اگر و

D =


١ −٣ ٣ −١ ٠ · · · ٠
٠ ١ −٣ ٣ −١ · · · ٠
... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · ١ −٣ ٣ −١


می شود. تعریف

و ایلرز جمله از زیادی محققین می گیرند. قرار استفاده مورد مختلفی موقعیت های در اسپلاین ها -P
استفاده بیزی چارچوب در آن ها از (٢٠٠٧,٢٠١٣) لامبرت و (٢٠٠۴) برزگر و لانگ ،(١٩٩۶) مارکس
(٢٠ تا ١٠ (بین بزرگ کافی به اندازه K اگر که است آن مراجع این همه در توجه قابل نکته کرده اند.
را مشابهی نتایج تقریبا ها K تمام زیرا نیست؛ مدل انتخاب معیارهای معرفی به نیازی شود، انتخاب

می دهند. نشان

پایه بقای تابع برآورد ٣ . ٣ . ١

به محصور مساحت محاسبه برای باشد، [a, b] بازه بر نامنفی و ناپیوسته) حتی (یا پیوسته تابعی f اگر
که هستیم مستطیل هایی مساحت محاسبه دنبال ،x = b و x = a خطوط و ها x محور و f نمودار
جمع باشد، تابع نمودار از بالاتر مستطیل ها ارتفاع اگر دهند. پوشش را ( b تا a از (یعنی محدوده این
تقریب به آن باشد تابع نمودار از پاییین تر مستطیل ها ارتفاع اگر و اضافی١٠ تقریب را مساحت همه

مستطیل ها. همه مجموع با است برابر تقریب نمودار زیر سطح نهایت در می گویند. نقصانی١١

٩Over Fitting
١٠Additional Approximation
١١Defective Approximation



٣٨ غیرآمیخته شفایافتگی نرخ مدل بیزی تحلیل .٣

شد بیان ٢ فصل  در که همان طور

S٠(t) = exp{−
∫ t

٠
h٠(u)du}.

داریم آن، در (٣ . ١٢) رابطه جایگذاری و پایه بقای تابع و پایه مخاطره تابع بین رابطه این دانستن با لذا

S٠(t) = exp(−
∫ t

٠
exp(

K∑
k=١

bk(u)ϕk)du). (٣ . ١٣)

به صورت آن را باید نتیجه در است. بررسی غیرقابل عددی به صورت (٣ . ١٣) رابطه ی که است واضح
با زیربازه ها از متناهی دنباله یک به را بازه این بگیرید. نظر در را [٠, tRcens] بازه آوریم. به دست تقریبی
Jj = [τj−١, τj] به صورت زیربازه هر که می کنیم تقسیم ٠ = τ٠ < τ١ < · · · < τj = tRcens کران های
به δj و uj کنید فرض باشد. معقول انتخاب یک می تواند J = ٣٠٠ انتخاب است. نمایش قابل
می توان را (٣ . ١٣) رابطه ریمان روش به انتگرال محاسبه از استفاده با باشند. Jj عرض و میانه ترتیب

زد: تقریب زیر به صورت

S٠(t) ≈ exp(−
j(t)∑
j=١

exp(
K∑

k=١
bk(uj)ϕk)δj) (١۴ . ٣)

اسپلاین، پارامتر آخرین مدل، شدن شناسایی پذیر برای است. t شامل فاصله نشان دهنده j(t) که به طوری
می شود باعث انتخاب این می گیرند. نظر در ϕK = ١٠ مثل بزرگ کافی به اندازه مقدار یک را ،ϕK یعنی

شود. صفر مطالعه زمان پایان در Ŝ٠(·) برآورد شده پایه بقای تابع

مدل درستنمایی تابع ۴ . ٣

زمان نشان دهنده ti که به طوری باشد iام آزمودنی مشاهدات مجموعه Di = (ti, νi,xi, zi) کنید فرض
متغیرهای بردار دو zi و xi و مطالعه مورد پیشامد مشخصه تابع νi مشاهده شده، سانسور زمان یا شکست
همه مجموعه D = {Di; i = ١, · · · , n} اگر هستند. پیشرفت زمان شفایافتگی نرخ مدل در تبیینی

بود: خواهد زیر به صورت مدل درستنمایی تابع باشد، مدل پارامترهای تمام بردار Φ و مشاهدات

L(Φ|D) =
n∏

i=١
hp(ti)

νiSp(ti)

است. شده نوشته (٢ . ٣) در Sp(ti) آن در که

بیزی تحلیل ۵ . ٣

رهیافت شد، ذکر که همان طور بنابراین است. پیچیده آماری مدل های سایر به نسبت بقا داده های استنباط
پارامترها مورد در اضافی اطلاعات اگر بیزی روش در است. داده ها این برای معمول انتخاب یک بیزی



٣٩ بیزی تحلیل .۵ . ٣

چگالی تابع کرد. استفاده استنباط در آن ها کردن وارد برای پیشین توزیع های از می توان باشد، دست در
معرفی برای می شود. نتیجه پیشین چگالی توابع و درستنمایی تابع حاصل ضرب از مدل پارامترهای پسین
شوند. معرفی پارامترها پیشین توزیع های باید ابتدا پیشنهادی، پیشرفت زمان شفایافتگی نرخ بیزی مدل

بیزی مدل

را ،Φ یعنی B-اسپلاین، ضرایب بردار پیشین توزیع چگالی تابع ،(٢٠٠۴) برزگر و لانگ اساس بر
می گیریم: نظر در زیر به صورت

π(ϕ|τ) ∝ τ
K
٢ exp(−τ

٢ϕ
TP ϕ)

١٠−۶ مانند ϵ برای کوچک مقدار یک به ازای کامل رتبه ماتریس یک P = DTD + ϵIk آن در که
برای P−١ واریانس ماتریس و o میانگین بردار با چندمتغیره نرمال توزیع یک دیگر، به عبارت است.
پارامتر برای (٢٠٠٧) لامبرت و جولیون پیشنهاد اساس بر شده است. گرفته نظر در اسپلاین پارامترهای

است: شده استفاده زیر به صورت سلسله مراتبی پیشین توزیع یک از جریمه

τ |ϕ ∼ G(
ν

٢ ,
νδ

٢ )

δ ∼ G(aδ, bδ)

یک اگر دادند نشان آن ها می دهد. نشان را a
b٢ واریانس و a

b
میانگین با گاما توزیع G(a, b) آن در که

است) شده داده قرار ٢ برابر اینجا (که ν انتخاب (مثل۴−١٠)، شود انتخاب bδ و aδ برای کوچک مقدار
مورد در بودن یکنوا مثل قبلی اطلاعات اگر نمی گذارد. تاثیر پایه مخاطره برآوردشده منحنی شکل بر
کرد. وارد اسپلاین پارامترهای برای پیشین توزیع طریق از آن را می توان باشد، دسترس در پایه مخاطره

است. شده استفاده نرمال پیشین توزیع از γ و β٠ ،β رگرسیونی پارامترهای تمام برای
صورت به مدل پسین توزیع بیز، قضیه از استفاده با اکنون

π(Φ|D) ∝ L(Φ|D)π(ϕ|τ)π(δ)π(β٠,β)π(γ) (١۵ . ٣)

از آن تقریب برای بنابراین است. پیچیده و ندارد بسته شکل (١۵ . ٣) پسین توزیع می شود. نوشته
می کنیم. استفاده MCMC الگوریتم های

سره حتما نیز پسین توزیع هستند، سره همگی شده ذکر انتخابی پیشین توزیع های که آن به توجه با
پارامترها سایر برای و دارند بسته شکل δ و τ پارامترهای کامل١٢ شرطی چگالی توابع تنها اما است.

داد نشان می توان واقع در نیست. شناخته شده چگالی شکل

τ |ϕ, δ,D ∼ G(
ν +K

٢ ,
νδ + ϕTPϕ

٢ )

١٢Full Conditional Densities
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و

δ|τ,D ∼ G(aδ +
ν

٢ , bδ +
ντ

٢ ).

استفاده باید (١۵ . ٣) پسین از نمونه تولید برای گیبز درون متروپولیس-هستینگز الگوریتم یک از بنابراین
کرد.

MCMC الگوریتم های با پسین توزیع از نمونه تولید ۶ . ٣

محاسبه امکان باشد زیادی پیچیدگی هم چنین و زیاد ابعاد دارای به دست آمده پسین توزیع که زمانی
روش های از استفاده با می توان بنابراین ندارد. وجود مستقیم روش به مدل پارامترهای پسین توزی های
این در داد. ارائه پارامترها از قبولی قابل استنباط دلخواه، نمونه حجم هر برای MCMC نمونه گیری
الگوریتم یک از استفاده با پارامترها، از یک هر کامل شرطی توزیع از متوالی نمونه گیری های با روش
صورت در که می شود تشکیل مارکوفی زنجیرهای متروپولیس-هستینگز. و گیبز نمونه گیری مانند مناسب
اساس بر و دانست پارامترها پسین توزیع از نمونه هایی را شبیه سازی شده مقادیر می توان آ ن ها، همگرایی
(١۵ . ٣) پسین توزیع از نمونه تولید الگوریتم داد. انجام را مدل پارامترهای خصوص در استنباط آن

است: زیر به صورت
باشد. زنجیر شروع برای اولیه مقادیر γ(٠) و β̃

(٠) ،δ(٠) ،τ (٠) ،ϕ(٠) و β̃٠ = (β٠,β) کنید فرض
از: عبارتند الگوریتم مراحل mام تکرار در

متروپولیس- الگوریتم یک از استفاده با π(ϕ|τ (m−١), δ(m−١), β̃
(m−١)

,γ(m−١)) از ϕ(m) تولید (١
هستینگز.

گیبز. نمونه گیری مرحله یک از استفاده با G(ν+k
٢ , νδ

(m−١)+ϕ(m)T Pϕ(m)

٢ ) از τ (m) تولید (٢

گیبز. نمونه گیری مرحله یک از استفاده با G(aδ +
ν
٢ , bδ +

ντ (m)

٢ ) از δ(m) تولید (٣

الگوریتم یک از استفاده با π(β̃|ϕ(m), τ (m), δ(m),γ(m−١)) کامل شرطی چگالی از β̃(m) تولید (۴
چندمتغیره. متروپولیس-هستینگز

الگوریتم یک از استفاده با π(γ̃|ϕ(m), τ (m), δ(m),β(m)) کامل شرطی چگالی از γ(m) تولید (۵
چندمتغیره. متروپولیس-هستینگز



۴ فصل

پیشنهادی مدل عملکرد ارزیابی

فصل در معرفی شده پیشنهادی مدل عملکرد شبیه سازی، و واقعی مثال های از استفاده با فصل این در
کوتاه و طولانی پیگیری زمان سناریوی دو شبیه سازی مطالعه در منظور، این برای می کنیم. ارزیابی را سوم
مجموعه یک نیز واقعی مثال کنیم. بررسی نیز را مدل بودن شناسایی پذیر ویژگی تا می گیریم نظر در را

می شود. شامل را پوستی ملانومای به مبتلا بیماران از داده
هستند. (٢٠١۶) لامبرت و برمهورست مقاله از برگرفته فصل این در شده گزارش نتایج

شبیه سازی مطالعه ١ . ۴

مدت طولانی پیگیری ١ . ١ . ۴

شناسایی پذیر (٣ . ١٢) در پیشنهادی مدل باشد، طولانی کافی اندازه به مطالعه روند اگر می دانیم که همان طور
در شبیه سازی این در است. شکست زمان بزرگترین از بیشتر سانسور زمان بزرگترین نتیجه در و است
و ٨ میانگین با وایبل توزیع دارای (٣ . ١٢) مدل در پایه بقای تابع شده، گرفته نظر در سناریوی هر
W١ ∼ N(٠,١) به صورت متغیر دو رگرسیونی، تبیینی متغیرهای هم چنین است. ۴٫١٨ معیار انحراف
کافی پیگیری فرض شبیه سازی این در آن جایی که از گرفته شدند. نظر در W٢ ∼ Bernoulli(٠٫۵) و
لازم زمان و شفایافتگی نسبت مدل برای هم زمان به طور می توانند متغیر دو هر بنابراین است، برقرار
گیرند. قرار استفاده مورد شناسایی پذیری، مشکل یک ایجاد بدون تشخیص، قابل تومور یک تشکیل برای

بنابراین

X = {W١,W٢} = Z

به ترتیب کاکس، متناسب مخاطرات مدل در W٢ و W١ به مربوط رگرسیونی ضرایب شد. گرفته نظر در
با شد. داده قرار ٢٣ عدد نیز مشاهده شده شکست زمان برای بالا کران شدند. نظر گرفته در −٠٫۴ و ٠٫۴
اتفاق t = ٢٣ از قبل انتخاب شده وایبل توزیع تحت شده تولید پیشامدهای ٪٩٩ از بیش انتخاب این



۴٢ پیشنهادی مدل عملکرد ارزیابی .۴

تنظیم با نسبت دو این شدند. گرفته نظر در شفایافته افراد نسبت برای نیز ۴٠ و ٢۵ درصد دو می افتند.
می آیند. به دست شفایافته نسبت پارامتر در (β٠, β١, β٢) رگرسیونی ضرایب واقعی مقادیر

تولید زیر شرح به پیشنهادی پیشرفت زمان مدل از استفاده با داده مجموعه هر توضیحات، این با
شد:

θ(x) = exp(β٠ + آن در که N ∼ Pois(θ(x)) از استفاده با سرطان زا سلول های تعداد تولید (١)
xTβ).

تولید کاکس متناسب مخاطرات مدل از استفاده با Y١, · · · , YN پنهان متغیرهای ،N ̸= ٠ اگر (٢)
می شود. تعریف T = min{Y١, · · · , YN} به صورت مشاهده شده شکست زمان سپس می شوند.
٪١ از کمتر در فرآیند این که باشید داشته توجه می شود. تکرار T < ٢٣ که زمانی تا مرحله این
مقدار شفایافته فرد برای شکست زمان آن گاه ،N = ٠ اگر شود. تکرار یک بار از بیش باید موارد

می شود. داده قرار ٩٩٩ مثل بزرگی دلخواه

می شود: کنترل زیر سانسور توزیع دو از یکی تحت راست از سانسور کلی نرخ (٣)

می کند تضمین سانسور توزیع این .[٢٠,٢۵] فاصله در یکنواخت توزیع یک :(١) سناریو (a)
هستند. شناسایی پذیر و شفایافته سانسور شده، راست از افراد همه تقریبا که

بریده١ ٢۵ در که ٨٫٠٨ معیار انحراف و ٢٢٫٢٨ میانگین با وایبل توزیع یک :(٢) سناریو (b)
شفایافته افراد ٪٢۵ تنها سانسور زمان های سانسور، توزیع این از استفاده با شده است.
راست از شفانیافته، افراد ٪۴ و می گیرند قرار بقا منحنی کاپلان مایر برآوردگر راست دم در

می شوند. سانسور

tRcens که [٠, tRcens] در برابر فاصله های با گره ١٢ گرفتن نظر در و (٣ . ١٢) رابطه از استفاده با حال
می دهیم: انجام را زیر اقدامات سوم مرتبه تفاضلی جریمه ماتریس و است ٢۵ با برابر آن در

.n = ۶٠٠ و n = ٣٠٠ نمونه حجم های با داده مجموعه ۵٠٠ تعداد تولید •

داغیدن٢ دوره مدل. پسین توزیع از ٢٣٠٠٠ مونت کارلوی حجم با MCMC زنجیر یک تولید •
می شود. انتخاب ٣٠٠٠ برابر نیز

جزییات برای .(١٩٩٢ (جی وک، جی وک تشخیص معیار توسط شده تولید زنجیر همگرایی بررسی •
کنید. مشاهده را ب پیوست معیار این

نظر. مورد کمیت های سایر و پسین) توزیع (میانه پارامترها برآورد محاسبه •

به ترتیب n = ۶٠٠ و n = ٣٠٠ نمونه حجم دو برای γ̃ و β٠ ،β̃ رگرسیونی پارامترهای برای حاصل نتایج
دوم ستون شفایافته، افراد نسبت اول ستون جدول ها، در شده اند. گزارش ٢ . ۴ و ١ . ۴ جدول های در

١Truncated
٢Burn-In
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دو برآوردها، اریبی چهارم ستون پارامترها، واقعی مقادیر سوم ستون سانسور، کلی نرخ کنترل سناریوهای
استاندارد خطای هفتم ستون درصد، ٩۵ و ٩٠ اعتبار فواصل متناظر پوشش احتمال وششم پنجم ستون

می دهند. نشان را (RMSE) خطا۴ دوم توان میانگین مجذور آخر ستون و (ESE) تجربی٣
برای شبیه سازی نتایج ٢ . ۴ و ١ . ۴ جدول های باشد، ٪۴٠ و ٪٢۵ شفایافته افراد درصد هنگامی که

می دهند. نشان را رگرسیون پارامترهای

داده مجموعه ۵٠٠ و n = ٣٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی نتایج :١ . ۴ جدول

شفایافته سناریو پارامترها اریبی CV٪٩٠ CV٪٩۵ ESE RMSE

β٠ = ٠٫٧۵ ٠٫٠٢٨ ٨٨٫۴ ٩٣٫٨ ٠٫١٣٠ ٠٫٠١٨

β١ = ٠٫٨٠ ٠٫٠١۶ ٩٠٫٨ ٩۴٫٨ ٠٫١١٢ ٠٫٠١٣

١ β٢ = −٠٫۵٠ −٠٫٠١٣ ٩١٫۶ ٩۶٫۶ ٠٫١٧٢ ٠٫٠٣٠

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٣۵ ٩١٫٠ ٩۵٫٨ ٠٫١٣٨ ٠٫١۴٢

٪٢۵ γ٢ = −٠٫۴٠ ٠٫٠٠٨ ٨٧٫۴ ٩۴٫٢ ٠٫٢٢١ ٠٫٢٢١

β٠ = ٠٫٧۵ ٠٫٠۵٢ ٨۵٫٨ ٩٢٫۶ ٠٫١۶٢ ٠٫٠٣٠

β١ = ٠٫٨٠ −٠٫٠٠٣ ٩٣٫۴ ٩٧٫٨ ٠٫١٢٩ ٠٫٠١٧

٢ β٢ = −٠٫۵٠ ٠٫٠١٧ ٨٨٫۶ ٩۴٫٠ ٠٫٢٠٩ ٠٫٠۴۴

γ١ = ٠٫۴٠ ٠٫٠٠١ ٩٢٫٨ ٩۵٫٨ ٠٫١٧١ ٠٫١٧١

γ٢ = −٠٫۴٠ −٠٫٠٢٩ ٨٨٫٢ ٩٣٫۶ ٠٫٢٨٣ ٠٫٢٨٢

β٠ = ٠٫٣٠ ٠٫٠٠۶ ٩٠٫۶ ٩۴٫٠ ٠٫١٢٨ ٠٫٠١٧

β١ = ١٫٠٠ ٠٫٠١٣ ٩٠٫۶ ٩۵٫٠ ٠٫١١٩ ٠٫٠١۴

١ β٢ = −٠٫٧۵ −٠٫٠٠٨ ٩٠٫۶ ٩۴٫۴ ٠٫١٨٢ ٠٫٠٣٣

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٢١ ٩٠٫٠ ٩۵٫۶ ٠٫١۵٠ ٠٫١۵١

٪۴٠ γ٢ = −٠٫۴٠ ٠٫٠٠٣ ٩٢٫٠ ٩۶٫٨ ٠٫٢١۵ ٠٫٢١۵

β٠ = ٠٫٣٠ ٠٫٠۴٣ ٨۶٫٢ ٩١٫٨ ٠٫١۵۵ ٠٫٠٢٧

β١ = ١٫٠٠ −٠٫٠١۴ ٩٣٫۶ ٩٧٫٠ ٠٫١٣٧ ٠٫٠١٩

٢ β٢ = −٠٫٧۵ ٠٫٠٢۴ ٨٨٫٠ ٩٣٫۴ ٠٫٢٢٢ ٠٫٠۴٩

γ١ = ٠٫۴٠ ٠٫٠٠۵ ٩١٫٨ ٩۶٫۴ ٠٫١٨٣ ٠٫١٨٣

γ٢ = −٠٫۴٠ −٠٫٠٢۵ ٩٠٫۴ ٩۴٫۴ ٠٫٢٧۶ ٠٫٢٧۶

٣Emprical Standard Error
۴Root Mean Squared Error
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داده مجموعه ۵٠٠ و n = ۶٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی نتایج :٢ . ۴ جدول

شفایافته سناریو پارامترها اریبی CV٪٩٠ CV٪٩۵ ESE RMSE

β٠ = ٠٫٧۵ ٠٫٠٢٠ ٩٠٫٢ ٩۴٫٠ ٠٫٠٨٧ ٠٫٠٠٨

β١ = ٠٫٨٠ ٠٫٠١٧ ٩٠٫۴ ٩۵٫٢ ٠٫٠٧٧ ٠٫٠٠۶

١ β٢ = −٠٫۵٠ −٠٫٠٢٠ ٩١٫۶ ٩۵٫٨ ٠٫١١۵ ٠٫٠١۴

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٣٨ ٨٧٫۶ ٩٣٫۶ ٠٫٠٩٧ ٠٫١٠۶

٪٢۵ γ٢ = −٠٫۴٠ ٠٫٠٢٢ ٨٩٫٨ ٩۶٫۴ ٠٫١٣٩ ٠٫١۴١

β٠ = ٠٫٧۵ ٠٫٠٣۶ ٨٧٫٢ ٩٢٫٨ ٠٫١٠٧ ٠٫٠١٣

β١ = ٠٫٨٠ ٠٫٠٠٩ ٩٣٫٢ ٩٧٫٢ ٠٫٠٩٠ ٠٫٠٠٨

٢ β٢ = −٠٫۵٠ −٠٫٠١١ ٨٨٫۶ ٩٣٫۶ ٠٫١۵٠ ٠٫٠٢٣

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٢٣ ٩١٫٠ ٩۶٫٠ ٠٫١١۵ ٠٫١١٨

γ٢ = −٠٫۴٠ ٠٫٠١٨ ٩١٫۶ ٩۵٫٠ ٠٫١٨٢ ٠٫١٨٣

β٠ = ٠٫٣٠ ٠٫٠٠۵ ٩١٫٢ ٩۵٫٢ ٠٫٠٨٧ ٠٫٠٠٨

β١ = ١٫٠٠ ٠٫٠١۶ ٩١٫٢ ٩۵٫۶ ٠٫٠٧٩ ٠٫٠٠۶

١ β٢ = −٠٫٧۵ −٠٫٠٠٣ ٩١٫۶ ٩۵٫۶ ٠٫١١٩ ٠٫٠١۴

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٢٧ ٩١٫٢ ٩۵٫٠ ٠٫٠٩٨ ٠٫١٠١

٪۴٠ γ٢ = −٠٫۴٠ ٠٫٠٣۶ ٩٢٫۴ ٩۵٫٢ ٠٫١۴٢ ٠٫١۴۶

β٠ = ٠٫٣٠ ٠٫٠٢١ ٨٩٫۴ ٩۴٫٨ ٠٫٠٩۴ ٠٫٠٠٩

β١ = ١٫٠٠ −٠٫٠٠۴ ٩٢٫٨ ٩۵٫۴ ٠٫٠٩٣ ٠٫٠٠٩

٢ β٢ = −٠٫٧۵ ٠٫٠١٠ ٩١٫٢ ٩۵٫٨ ٠٫١۴٢ ٠٫٠٢٠

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٠٢ ٩٣٫۶ ٩٧٫٨ ٠٫١١۵ ٠٫١١۵

γ٢ = −٠٫۴٠ ٠٫٠٢۵ ٩٢٫۶ ٩۶٫۴ ٠٫١٨۴ ٠٫١٨۴

کرد: خلاصه را زیر نتایج می توان جدول ها اعداد به توجه با

دارند. ناچیزی اریبی گرفته شده نظر در نمونه حجم دو هر برای رگرسیونی ضرایب برآوردهای (١

می شوند. کوچک نمونه حجم افزایش با رگرسیونی پارامترهای برآوردهای RMSE و تجربی خطای (٢
می یابند. افزایش برآوردها دقت یعنی

می یابند: افزایش حالت دو در معیار دو این برعکس

مشاهده شده شکست زمان ماکسیمم از بزرگتر سانسور زمان با شفایافته افراد نسبت که زمانی الف)
یابد. کاهش

یابد. افزایش شفانیافته افراد بین در راست از سانسور درصد ب)

هستند. نزدیک خود اسمی مقادیر به درصد ٩۵ و ٩٠ اعتبار فواصل پوشش احتمال های (٣
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ندارند. چندانی تاثیر برآوردها دقت بر شفایافته افراد نسبت (۴

١ . ۴ شکل های در به ترتیب n = ۶٠٠ و n = ٣٠٠ نمونه حجم های برای پایه بقای تابع برآوردهای
افراد نسبت که زمانی که دریافت می توان برآورد شده منحنی های روی از شده اند. داده نمایش ٢ . ۴ و
که زمانی هم چنین و یابد کاهش مشاهده شده، شکست زمان ماکسیمم از بزرگتر سانسور زمان با شفایافته
حدودی تا برآوردشده پایه توزیع تغییرپذیری یابد، افزایش شفانیافته افراد بین در راست از سانسور درصد

می یابد. کاهش نمونه حجم افزایش با تغییرپذیری این طرفی از یافت. خواهد افزایش
نمونه حجم افزایش با S٠(t) راست سمت دم برآورد اریبی حدودی تا گفت می توان دیگر طرف از
کاهش مشاهده شده شکست زمان ماکسیمم از بزرگتر سانسور زمان با شفایافته افراد نسبت که زمانی

است. یافته کاهش یابد، افزایش غیرمصون شده سانسور راست از افراد نسبت و یابد
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هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در S٠(t) برآورد :١ . ۴ شکل
(ردیف شفایافته افراد از درصدی به شکل ردیف هر است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی
اختصاص (٢ سناریو راست: و ١ سناریو (چپ: راست از سانسور کلی نرخ با (٪۴٠ پایین: ردیف و ٪٢۵ بالا:

است. تکرار ۵٠٠ از حاصل میانه خط چین منحنی و S٠(t) واقعی نمودار ممتد خط منحنی دارد.



۴٧ شبیه سازی مطالعه .١ . ۴

هر .n = ۶٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در S٠(t) برآورد :٢ . ۴ شکل
(ردیف شفایافته افراد از درصدی به شکل ردیف هر است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی
اختصاص (٢ سناریو راست: و ١ سناریو (چپ: راست از سانسور کلی نرخ با (٪۴٠ پایین: ردیف و ٪٢۵ بالا:

است. تکرار ۵٠٠ از حاصل میانه خط چین منحنی و S٠(t) واقعی نمودار ممتد خط منحنی دارد.

و n = ٣٠٠ ترتیب به برای را جامعه کل مخاطره لگاریتم نسبت برآورد ،۴ . ۴ و ٣ . ۴ شکل های
برای ،٢ . ۴ و ١ . ۴ نمودارهای در S٠(t) برآوردهای برای شده ذکر نتایج می دهند. نمایش n = ۶٠٠
این دقت بر تاثیری شفایافته افراد نسبت که است درک قابل و هستند برقرار نیز مخاطره لگاریتم نسبت
هر تحت (n = ٣٠٠ برای ۴ . ۴ ) غیرمصون افراد برای مخاطره لگاریتم نسبت البته نداشته اند. برآوردها

است. شده برآورد خوبی به سناریو
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مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در log(HRp(t)) جامعه مخاطره لگاریتم نسبت برآورد :٣ . ۴ شکل
به بالا ردیف است. داده مجموعه یک در برآورد خاکستری منحنی یک هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای
سانسور ٢ سناریو راست سمت و ١ سناریو چپ سمت دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و ٪٢۵

می دهند. نشان را راست از
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مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در log(HRp(t)) جامعه مخاطره لگاریتم نسبت برآورد :۴ . ۴ شکل
به بالا ردیف است. داده مجموعه یک در برآورد خاکستری منحنی یک هر .n = ۶٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای
سانسور ٢ سناریو راست سمت و ١ سناریو چپ سمت دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و ٪٢۵

می دهند. نشان را راست از
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۵٠٠ برای مدت طولانی پیگیری با شبیه سازی مثال در غیرمصون افراد مخاطره لگاریتم نسبت برآورد :۵ . ۴ شکل
و ٪٢۵ به بالا ردیف است. داده مجموعه یک در برآورد خاکستری منحنی یک هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه
راست از سانسور ٢ سناریو راست سمت و ١ سناریو چپ سمت دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف

می دهند. نشان را

مدت کوتاه پیگیری ١ . ٢ . ۴

مطالعه پیگیری هنگامی که زمان پیشرفت شفایافتگی نرخ مدل از محدود استفاده مثال، این از هدف
١ . ١ . ۴ بخش در داده شده شرح روش از استفاده با داده ها مجموعه می باشد. نیست، طولانی کافی به اندازه
متغیر مدل، بودن شناسایی پذیر برای نیست، بلند کافی به اندازه مطالعه پیگیری که آن جا از شدند. تولید
تنها را W٢ تبیینی متغیر و (Z = W١) تشخیص قابل تومور یک تولید بخش برای تنها را W١ تبیینی
افراد نسبت برای نیز ٪۴٠ و ٪٢۵ مقدار دو گرفتیم. نظر در (X = W٢) شفایافتگی نسبت بخش برای
زمان بزرگترین از کوچکتر سانسور زمان بزرگترین اینکه از اطمینان برای گرفته شدند. نظر در شفایافته
انحراف و ١٧٫٩ میانگین با وایبل توزیع یک است، مدت) کوتاه پیگیری (ویژگی مشاهده شده شکست
١ . ١ . ۴ مشابه گرفتیم. نظر در اند، شده بریده (۴ (سناریوی ١٠٫۶ و (٣ (سناریوی ١٣٫٧ در که ۶٫۵ معیار
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١٠٫۶ یا ١٣٫٧ با برابر tRcens آن در که [٠, tRcens] روی برابر فاصله های با گره ١٢ گرفتن نظر در با و
مشابه شد. داده انجام تکرار ۵٠٠ با n = ۶٠٠ و n = ٣٠٠ حجم به نمونه های برای شبیه سازی است،
تمام جی وک معیار Z آماره که شد تولید ٣٠٠٠ داغیدن دوره با ٢٣٠٠٠ به طول زنجیری قبلی مثال

شد. تایید زنجیر همگرایی و بررسی MCMC الگوریتم همگرایی بررسی برای مدل پارامترهای
٣ . ۴ جدول در n = ٣٠٠ نمونه حجم برای γ̃ و β٠ ،β̃ رگرسیونی پارامترهای برای حاصل نتایج

شده اند. گزارش

داده مجموعه ۵٠٠ و n = ٣٠٠ برای مدت کوتاه پیگیری با شبیه سازی نتایج :٣ . ۴ جدول

شفایافته سناریو پارامترها اریبی CV٪٩٠ CV٪٩۵ ESE RMSE

β٠ = ٠٫٧٠ −٠٫٠٩٣ ٨٠٫۶ ٨٧٫٨ ٠٫١٢٩ ٠٫٠٢۵

٣ β١ = −٠٫٧٠ ٠٫٠٠٧ ٨٨٫۴ ٩۵٫۶ ٠٫١۵۶ ٠٫٠٢۴

٪٢۵ γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٢٩ ٨۶٫۶ ٩٢٫٢ ٠٫١١١ ٠٫١١۴

β٠ = ٠٫٧٠ −٠٫٢۶۶ ۴۶٫۶ ۶٠٫۶ ٠٫١۵٧ ٠٫٠٩۶

۴ β١ = −٠٫٧٠ ٠٫٠٠٧ ٩١٫٠ ٩٣٫٨ ٠٫١۶٩ ٠٫٠٢٩

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠۴۶ ٨۵٫۶ ٩١٫٠ ٠٫١٢۴ ٠٫١٣٠

β٠ = ٠٫٣٠ −٠٫١١٢ ٧٧٫۴ ٨۵٫٠ ٠٫١۴٢ ٠٫٠٣٣

٣ β١ = −٠٫٨٠ ٠٫٠٢۴ ٩١٫٠ ٩۶٫٠ ٠٫١٧٨ ٠٫٠٣٢

٪۴٠ γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠٣٩ ٨۶٫٨ ٩٣٫٠ ٠٫١٢٧ ٠٫١٣٣

β٠ = ٠٫٣٠ −٠٫٢٩٢ ۴۵٫۴ ۵۶٫۶ ٠٫١۵٩ ٠٫١٠۴

۴ β١ = −٠٫٨٠ ٠٫٠٢۴ ٩٢٫٠ ٩۶٫٢ ٠٫١٩۵ ٠٫٠٣٨

γ١ = ٠٫۴٠ −٠٫٠۴٩ ٨۶٫٢ ٩٢٫٢ ٠٫١٣٧ ٠٫١۴۵

هستند: طرح قابل زیر نتایج جدول ، اعداد به توجه با

هستند. نزدیک خود اسمی مقادیر به درصد ٩۵ و ٩٠ اعتبار فواصل پوشش احتمال های (١

دارند. ناچیزی اریبی گرفته شده نظر در نمونه حجم برای رگرسیونی ضرایب برآوردهای (٢
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هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه ۵٠٠ برای مدت کوتاه پیگیری با شبیه سازی مثال در S٠(t) برآورد :۶ . ۴ شکل
(ردیف شفایافته افراد از درصدی به شکل ردیف هر است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی
اختصاص (۴ سناریو راست: و ٣ سناریو (چپ: راست از سانسور کلی نرخ با (٪۴٠ پایین: ردیف و ٪٢۵ بالا:

است. تکرار ۵٠٠ از حاصل میانه خط چین منحنی و S٠(t) واقعی نمودار ممتد خط منحنی دارد.

نمی شود. برآورد صفر دم در محدودیت به خاطر S٠(t) پایه توزیع که می دهد نشان ۶ . ۴ شکل



۵٣ شبیه سازی مطالعه .١ . ۴

۵٠٠ برای مدت کوتاه پیگیری با شبیه سازی مثال در غیرمصون افراد مخاطره لگاریتم نسبت برآورد :٧ . ۴ شکل
٪٢۵ به بالا ردیف است. داده مجموعه یک در بقا تابع برآورد خاکستری منحنی هر .n = ٣٠٠ و داده مجموعه
از سانسور ۴ سناریو راست سمت و ٣ سناریو چپ سمت دارند. اشاره شفایافته افراد از ٪۴٠ به پایین ردیف و

می دهند. نشان را راست

خوبی به سناریو هر تحت (n = ٣٠٠ برای ٧ . ۴ (شکل غیرمصون افراد برای مخاطره لگاریتم نسبت
زمانی شفانیافته افراد در مخاطره نسبت می شود، مشاهده ٧ . ۴ شکل در که همان طور است. شده برآورد
توزیع که می شود حاصل زمانی نتیجه این می شود. بیش برازش است، کوچک پیگیری بالای کران که
کوتاه ترین در واقع در باشد. یک از کوچک تر ممکن سانسور زمان ماکسیمم در (٢ . ٣) رابطه در پایه بقای
.F(١٣٫٧)٠ = ٠٫٩ (٣ (سناریوی پیگیری مطلوب ترین در و F٠(١٠٫۶) = ٠٫٧۵ (۴ (سناریوی پیگیری

از آمده به دست نتایج کلی به طور کرد. بیان نیز ۶٠٠ حجم به نمونه برای می توان را مشابهی نتایج
می کنند. تایید را ٢ . ۵ . ٢ لم شبیه سازی، مثال این
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واقعی مثال ٢ . ۴

این در است. شده انجام ۵ECOG گروه توسط پوستی ملانومای به مبتلا بیمار ٢٨۴ روی بر مطالعه این
ارزیابی آلفا-٢بی اینترفرون داروی تاثیر است، دومرحله ای تصادفی بالینی آزمایش یک شامل که مطالعه
بر مثبتی تاثیر آلفا-٢بی اینترفرون که داد نشان آن ها مطالعه .(١٩٩۶ همکاران، و (کرک وود است شده
IFN درمان (٪۵١) نفر ١۴۴ مطالعه در حاضر بیماران میان از دارد. بیماری بازگشت بدون بقا زمان
آن ها (٪۶٩) نفر ١٩۶ برای سرطان عود و هستند مرد آن ها از (٪۶٠) نفر ١٧١ که کرده اند، دریافت
و سال ۴٧ بیماران سن میانگین شده اند. سانسور راست از مطالعه این در افراد سایر است. افتاده اتفاق
بیماران بقای تابع برای را مایر کاپلان برآورد شده منحنی ٨ . ۴ شکل است. سال ١٣ آن ها معیار انحراف
بنابراین است. طولانی کافی به اندازه مطالعه پیگیری که است معلوم شکل این به توجه با می دهد. نشان
تولید برای لازم زمان و شفایافتگی احتمال بر هم زمان به طور تصادفی درمان و سن جنس، می کنیم فرض

دارند. تاثیر تشخیص، قابل تومور یک

(٢٠٠٧) همکاران و کونر و (١٩٩٩) همکاران و چن توسط قبلا بالینی آزمایش این بقای داده های
فقط کمکی متغیرهای این که بود این بر فرض آن ها تحلیل در وجود، این با اند. گرفته قرار مطالعه مورد
برای لازم زمان تا هستند قادر کمکی متغیرهای که گفت می توان اما دارند. تاثیر شفایافتگی احتمال بر

دهند. قرار تاثیر تحت نیز را تشخیص قابل تومور یک تولید

،٣ فصل در شده ذکر بیزی مدل برای پیشنهادی MCMC الگوریتم و داده ها این گرفتن نظر در با
ردیابی ،MCMC الگوریتم همگرایی بررسی برای شد. تولید پسین توزیع از ٢٣٠٠٠ به طول زنجیری
٠٫٩۶ بین مدل پارامترهای تمام برای جی وک Z آماره گرفت. قرار بررسی مورد مدل پارامترهای تمام
را پارامترها برآوردهای ۴ . ۴ جدول است. MCMC الگوریتم همگرایی نشانگر که شد یافت ١٫٩۶ و

می دهد. نشان

دیگر، به عبارت دارد. شفایافتگی احتمال بر توجهی قابل تاثیر درمان، تنها که گرفت نتیجه می توان
می دهد کاهش را سرطان زا سلول های توجهی قابل به طور آلفا-٢بی اینترفرون که می دهد نشان مدل این
داده نشان نیز ١٠ . ۴ و ٩ . ۴ شکل های در نتیجه گیری این نمی گذارد. تاثیر سلول انکوباسیون زمان بر اما
شفانیافته افراد بقا تابع چپ سمت منحنی و جمعیت بقا تابع ٩ . ۴ شکل راست سمت منحنی شده است.
افراد سن متوسط به مربوط جمعیت، بقا تابع در درمان گروه های بین اختلاف تنها می دهد. نشان را
مخاطره لگاریتم نسبت و چپ) (منحنی جمعیت مخاطره لگاریتم نسبت برآورد نیز ١٠ . ۴ شکل است.
می توان را مشابهی نتایج می دهد. نشان مردان سن میانگین برای را راست) (منحنی شفانیافته افراد

آورد. به دست نیز زنان برای

۵Eastern Cooperative Oncology Group
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واقعی. مثال در پارامترها پسین استاندارد انحراف و ٪٩۵ اعتبار فاصله پسین، میانه های برآورد :۴ . ۴ جدول

پارامترها برآورد HPD٪٩۵ sdpost

برش ٠٫٣۵١ [٠٫٠٨٨, ٠٫۵۶۴] ٠٫١٢٣

θ(x) سن ٠٫١٠٠ [−٠٫٠۴۶, ٠٫٢۴٨] ٠٫٠٧۴

IFN −٠٫٣٢١ [−٠٫۶٣۵,−٠٫٠٣٢] ٠٫١۵۵

جنس −٠٫٠٣١ [−٠٫٣٣٧, ٠٫٢٧۶] ٠٫١۶١

سن −٠٫١٣۶ [−٠٫٣٠٣, ٠٫٠٣٣] ٠٫٠٨۵

F (t|z) IFN −٠٫٠۶٠ [−٠٫۴١٧, ٠٫٣۴١] ٠٫١٩٠

جنس ٠٫٠۵٣ [−٠٫٣٣٣, ٠٫۴٣٠] ٠٫١٩۵
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علامت با جامعه همه برای راست: سمت نمودار واقعی. مثال در بقا منحنی کاپلان-ما یر برآورد :٨ . ۴ شکل
سانسورشده. افراد برای چپ: سمت نمودار و سانسورشده افراد برای صلیب

شفانیافته. راست:بیماران و جامعه همه چپ: بیمار. گروه های تفکیک به بقا برآوردشده منحنی های :٩ . ۴ شکل
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راست: و مردان همه چپ: برای، ٪٩۵ اعتبار ناحیه با مخاطره لگاریتم نسبت برآوردشده نمودارهای :١٠ . ۴ شکل
شفانیافته. مردان

پیشنهادات و نتیجه گیری ٣ . ۴

بر هم زمان به طور متغیرها هنگامی که زمان پیشرفت شفایافتگی نرخ مدل از انعطاف پذیر نسخه یک
می گذارند، تاثیر تشخیص قابل تومور یک تولید منظور به سلول برای لازم زمان و شفایافتگی احتمال
از ساده برآورد یک اما ندارد، را بیمار در متناسب مخاطرات ساختار پیشنهادی مدل چه اگر شد. پیشنهاد
نیست، طولانی کافی به اندازه مطالعه پیگیری هنگامی که می کند. فراهم را زمان طول در خطر نسبت های
که شده است ثابت زمینه، این در کرد. استفاده محدودیت ها برخی با پیشرفت زمان مدل از می توان هم باز
تشخیص برای لازم زمان و شفایافتگی احتمال مدل برای هم زمان به طور مشترکی تبیینی متغیرهای از اگر

هستند. شناسایی پذیر متغیرها اثرات نشود، استفاده سرطانی سلول تومور رشد
کند سعی تا گرفت قرار بررسی مورد شفایافتگی احتمال مدل سازی برای لجیت پیوند یک از استفاده

کند. حل را شناسایی پذیری مشکل
داد: ارائه انجام و بررسی برای را زیر پیشنهادات می توان پایان نامه محتوی به توجه با

چندجمله ای یا هسته روش مانند روش ها سایر با بیزی دیدگاه در پایه بقای تابع ناپارامتری مدل بندی (١
موضعی.

قسمت دو هر در آن ها خطی اثر به جای رگرسیونی متغیرهای برای ناپارامتری اثرات گرفتن نظر در (٢
غیرمصون. افراد بقای تابع و شفایافتگی نسبت

بقا. داده های فضایی یا طولی وابستگی مانند پیشنهادی، مدل به داده ها وابستگی کردن وارد (٣





آ  پیوست

کاپلان-ما یر ناپارامتری  برآوردگر

مخاطره تابع برآورد روش این در کرد. استفاده کاپلان-ما یر روش از می توان پایه مخاطره تابع برآورد برای
به صورت پیشامد امین i از t(i) زمان در پایه

ĥ٠(t(i)) =
d(i)∑

j∈R(t(i))
exp(β̂Txj)

که است افرادی از مجموعه ای R(t(i)) و است t(i) زمان در مرگ ها تعداد d(i) آن در که می شود، تعریف
بمیرند. زمان آن در می توانند

به توجه با بنابراین است. پیوسته تابع یک برای مجزا تخمینی پایه مخاطره تابع برآورد

S(t) = exp{−
∫ t

٠
h(τ)dτ}

پایه بقای تابع برآورد صورت این در کرد. استفاده
∫ t(i)
t(i−١)

h(٠)(τ)dτ برآورد برای ĥ٠(t(i)) از می توان
می آید: به دست زیر به صورت

Ŝ٠(t(i)) = exp[−
∑
j⩽i

ĥ٠(t(j))].





ب پیوست

برای جی وک همگرایی تشخیص معیار
MCMCالگوریتم های

آخر و اول بخش میانگین های برابری که همگرایی تشخیص آزمون آماره یک ١٩٩٢ سال در جی وک
۵٠ و اول درصد ١٠ معمول، به طور بخش دو این داد. ارائه می کند، اندازه گیری را مارکوف زنجیرهای
تکرارهای از تعداد چه این که برای همگرایی تشخیص آزمون می شوند. گرفته نظر در زنجیر آخر درصد
برآوردگر یک به عنوان آزمون این عبارتی به می گیرد. قرار استفاده مورد شوند، گرفته نادیده باید آغازی

می شود. شناخته داغیدن دوره برای
کنیم بررسی آزمون این انجام با بخواهیم که باشد تکراری اولین با برابر n٠ و تکرارها تعداد n اگر
شود. محاسبه است، استاندارد ١Z آماره یک که جی وک آزمون آماره باید نه، یا می شود همگرا زنجیر که
تکرارهای تعداد اول، تکرار nA اگر .θt = θ(X(t+n٠)) و باشد دلخواه مورد کمیت θ(X) کنید فرض
،n−n∗+١ = nB که است مقداری n∗ آن در که ،B بخش تکرارهای تعداد آخر، تکرار nB و A بخش

می شوند: تعریف زیر صورت به آن ها میانگین های و B و A بخش های آن گاه باشند

A = {t : ١ ⩽ t ⩽ nA},

B = {t : n∗ ⩽ t ⩽ n},

١ < nA < n∗ < n,
nA + nB

n
< ١,

θ̄A =
١
nA

Σt∈Aθt ,

θ̄B =
١

n− n∗ + ١Σt∈Bθ
t.

از تولیدشده نمونه های آن گاه شود، همگرا n٠ در زنجیر اگر که است مطلب این بیان گر جی وک آزمون
زنجیر، بخش آخرین و اولین از محاسبه شده میانگین های نتیجه در و شده اند گرفته زنجیر مانای توزیع
عبارت است، استاندارد نرمال توزیع دارای مجانبی به طور که وک جی آماره بنابراین هستند. معادل

١Z-score



۶٢ MCMCالگوریتم های برای جی وک همگرایی تشخیص معیار ب.

از است
Zn =

θ̄A − θ̄B√
ŜA
θ

nA
+

ŜB
θ

n−n∗+١

→ N(٠,١) n → ∞,

می توان ذکرشده مطالب به توجه با حال هستند. θ̄B و θ̄A مجانبی واریانس های Ŝθ
B

n−n∗+١ و Ŝθ
A

nA
آن در که

مقدار اگر آزمون، این در کرد. آزمون θ حالت فضای روی را میانگین ها، برابری فرضیه صفر، فرضیه
است. نشده همگرا هنوز زنجیر یعنی این و می شود رد صفر فرضیه آن گاه باشد، بزرگ |Zn|



پ پیوست

زمان شفایافتگی نرخ مدل از داده ها تولید  کد
پیشرفت

library(mvtnorm)
library(survival)
library(mixdist)
library(matlib )
library(FAmle)

weibull.par=weibullpar(8,4.18)

K=12
n=K
W11=rnorm(n,0,1);W12=rbinom(n,1,0.5)
W21=rnorm(n,0,1);W22=rbinom(n,1,0.5)
W1=rnorm(n,0,1);W2=rbinom(n,1,0.5)
x=matrix(c(W1,W2),ncol=2)
z=matrix(c(W1,W2),ncol=2)

x1=matrix(c(W11,W12),ncol=2)
z1=matrix(c(W11,W12),ncol=2)
x2=matrix(c(W21,W22),ncol=2)
z2=matrix(c(W21,W22),ncol=2)

beta0=0.75 ; beta1=0.8 ; beta2=-0.5
Beta=c(beta1,beta2)
Beta_real=c(beta0,beta1,beta2)



۶۴ پیشرفت زمان شفایافتگی نرخ مدل از داده ها تولید پ. کد

gamma1=0.4 ; gamma2=-0.4
Gamma=c(gamma1,gamma2)
theta=exp(beta0+x%*%Beta)

T=c()
N=rpois(n,theta)
for(i in 1:n){
if(N[i]==0){T[i]=999}
else
{y=rweibull(N[i],weibull.par$shape,weibull.par$scale)
T[i]=min(y)}
}
T
r_cens=runif(n,20,25)
r_cens
nou=as.numeric(r_cens>=23)

D=matrix(c(T,nou,x[,1],x[,2],z[,1],z[,2]),ncol=6)
I <- matrix(0, K, K);diag(I) <- 1
epsilon=10^-6
P=(D%*%t(D))+(epsilon*I)
solve(P)

t_Rcens=25
B=3
n=300
S=500
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Abstract

In the analysis of survival data, it is usually assumed that any unit will experience the
event of interest if it is observed for a sufficiently long time. However, it can be assumed
that an unknown proportion of the population under study will never experience the
interest event.The Promotion time model, which has a biological motivation, is one of the
survival models taking this feature in to account. The survival function of uncured people
is estimated by using a Cox proportional hazard model where the logarithm of the baseline
hazard function is specified using Bayesian P-splines. We use a Bayesian framework for
implementing Statistical inference in the proposed model. The identification issues of the
model are discussed and a restricted use of the model when the follow-up of the study is
not sufficiently long is suggested. The accuracy of our methodology is assumed through a
simulation study and the model is illustrated on a dataset from a Melanoma clinical trial.

Keywords: Survival analysis, Promotion time model, P-spline, Cox proportional haz-
ard model, Bayesian infrence.
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