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،௭ذথ ऒوا૛ণه ী୓شان از ଒ ૛ত඼່ه ای دو آن ඼ෙय़باৣم భما و ୁرদوار ৮در ଘ ৎقد৤م
گاਘی جای ଘ ૼن ห ඟ໊د৯د ฬملا৷مات و کلات ज़ش بلای ඳසر را ऒود و ඟ໕ید৯د جان ଘ را ୓ یਠ൏।

. ३ୀم اീীتاده ام آن భ اਯࣨون ଒

ز



ণپاس ච໋اری...

تلاش و داد ৗوಶඍن و ඟفࢁৎ दدرت ૼن ଘ ଒ شاඟ໊م را عൎ࣓م و ୁرگ و৯د ೯دا ৅ࡑࡣت
داد. ඼້ار ع࢙م از ঈوچک ফند ଽ ೸ग़ماਪ୓ی یاಶ౮ن ୀای وओودم భ را

ঙࢤواره ଒ ਖઃฬی دන඿ر آ༚ی ऒوীش، داേ೷িند و ૛൏࣌ঘ඼່ه اণتاد از ਗی داৣم ඼່ض ऒود ୀ
. آورم মجا را दدردا਩ی و ඟ়شࢁ ෼ل داده ا৯د، ඼້ار ऒود ख़࡛ࢴت و ੪ॸف ड़ورد را گار৯ده ن

ਗی آورم. মجا را ඟ়شࢁ ෼ل ৶ࢤود৯د یاری کار اଌن భ ජ໑ا ଒ ऒود ازخاৗواده ඵ෕ز و
محمدی سحر
١٣٩٧ تیر

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی محمدی سحر اینجانب
بهینه سازی مسائل از رده ای بررسͯ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، قطعیت عدم فضای در سرمایه سبد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
محمدی سحر
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
مسائل از رده ای حل برای عصبی شب΄ه های مبنای بر عددی روش ΁ی پایان نامه این در
را بهینگͬ شرایط ابتدا کار این برای ͬ دهیم. م ارائه قطعیت عدم فضای در مالͬ بهینه سازی
آن با متناظر عصبی شب΄ه مدل ΁ی سپس ͬ نویسیم. م نظر مورد بهینه سازی مسأله برای
اصلͬ مسأله بهینه جواب متناظر عصبی شب΄ه تعادل نقطه که ͬ کنیم م ثابت ͬ کنیم. م طراحͬ
اثبات را شده ارائه مدل سراسری هم·رایی و پایه ای مناسب، لیاپانوف تابع ΁ی ارائه با است.
ͬ دهیم. م ارائه را بهینه سازی از مقدماتͬ و ریاضͬ در مالͬ مفاهیم از تعاریفͬ سپس ͬ کنیم. م
عصبی شب΄ه مدل ΁ی همچنین ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را نامعین متغیرهای فضای و
پرتفوی انتخاب مسأله حل به انتها در ͬ دهیم. م ارائه خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای جدید
΁ریس معرض در ارزش به عنوان ΁ریس اندازه گرفتن نظر در با قطعیت عدم فضای در بهینه

ͬ پردازیم. م شده ارائه عصبی شب΄ه از استفاده با مشروط ΁ریس معرض در ارزش و

ارزش ،΁ریس معرض در ارزش عصبی، شب΄ه های بهینه سازی، پرتفوی، کلیدی: کلمات
مشروط. ΁ریس معرض در

ک





مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ مفاهیم از برخͬ بر مروری ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مالͬ مفاهیم ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سهام سبد ١ . ٢ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازده ١ . ٢ . ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . معیار شاخص های و ΁ریس مفهوم ١ . ٢ . ٣
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سهام سبد بهینه سازی ۴ . ١ . ٢
١١ نامعین مجموعه نظریه ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین اندازه ٢ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین متغیر ٢ . ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین توزیع ٢ . ٣
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین توزیع معکوس ۴ . ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین متغیرهای استقلال ۵ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملیاتͬ قانون ۶ . ٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین متغیر ریاضͬ امید ٢ . ٧
٢۴ . . . . . . . . . . . . . قطعیت عدم فضای در ΁ریس معرض در ارزش ٢ . ٨
٢٧ . . . . . . . . . عدم قطعیت فضای  در مشروط ΁ریس معرض در ارزش ٢ . ٩
٣١ خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه های و بهینه سازی ٣ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ٣ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری تحلیل ٣ . ٢ . ١
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ٣ . ٣
۴١ بهینه پرتفوی انتخاب ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴

م
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۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرتفوی بهینه سازی مسأله ٢ . ۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جای·زین مدل های ٢ . ١ . ۴
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۴٠ . . . (١۶ . ٣) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار ٣ . ١
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١ فصل
مفاهیم

در اصطلاحات و مفاهیم برخͬ بیان به مختصراً پایان نامه، بهتر فهم و درک برای فصل این در
ͬ پردازیم. م مالͬ و ریاضیات زمینه

ریاضͬ مفاهیم از برخͬ بر مروری ١ . ١
مورد ارزش یا انتظار مورد مقدار میانگین، ، ١ ریاضͬ امید احتمالات، نظریه در .١ . ١ . ١ تعریف
از ΁ی هر وقوع احتمال حاصل ضرب مجموع با است برابر گسسته تصادفͬ متغیر ΁ی انتظار

حالت. آن مقدار در مم΄ن حالات
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت پیوسته تصادفͬ متغیر ΁ی ریاضͬ امید

E(X) =

∫
xfX(x)dx,

گسسته تصادفͬ متغیرهای برای است. X تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع ، fX(x) آن در که
ͬ شود: م بازنویسͬ زیر به صورت بالا تعریف

E(X) =
n∑

i=١
xipX(xi).

است. احتمال تابع pX(xi)آن در که
١Expected Value



مفاهیم ٢
باشد، ثابت عددی c اگر یعنͬ است، ثابت عدد همان با برابر ثابت عدد ΁ی ریاضͬ امید •

.E(c) = c آن گاه
به یقین قریب احتمال با آن گاه ، X ≤ Y باشیم داشته Y و X تصادفͬ متغیر دو برای اگر •

.E(X) ≤ E(Y ) داریم:
حقیقͬ عدد هر و Y و X تصادفͬ متغیر دو هر برای یعنͬ است خطͬ ریاضͬ امید عمل·ر •

داریم: b و a

E(aX + b) = aE(X) + b, (١ . ١)
E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).

احتمال توزیع ΁ی ش΄ل توصیف برای ͬˁکم معیاری ٢ گشتاور احتمال، و آمار در .١ . ١ . ٢ تعریف
را گشتاور معمولا˟ بالاتر مراتب گشتاورهای برای است. میانگین همان اول گشتاور است.
متغیر مرکزی گشتاور k‐اُمین ͬ نامند. م مرکزی گشتاور را آن و ͬ کنند م حساب میانگین حول

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت X تصادفͬ
µk = E[(X − µ)k].

باشد. X تصادفͬ متغیر (میانگین) ریاضͬ امید ،µ = E(X) کنید فرض
آن و است. پراکندگͬ سنجش نوعͬ ٣ واریانس آمار، و احتمالات نظریه در .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شوند. م پخش میانگین مقدار حول داده سری ΁ی چ·ونه ͬ دهد م نشان که است عددی

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت X واریانس
V (X) = E[(X − µ)٢].

داریم: b و a حقیقͬ عدد دو هر برای باشد، تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر •
V [aX + b] = E[((aX + b)− (aE(X) + b))٢] = a٢E[(X − E(X))٢] = a٢V [X].

داریم: b و a حقیقͬ عدد دو هر برای باشند، تصادفͬ متغیر دو Y و X اگر •
V [aX + bY ] = a٢V [X] + b٢V [Y ] + ٢abCov(X,Y ),

است. تصادفͬ متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه Cov(X,Y ) آن، در که
نقطه ی تعادل، نقطه ی را دینامی΄ͬ(١ . ٢) سیستم جواب .[٣۵] تعادل۴ نقطه ی .۴ . ١ . ١ تعریف

.f(xe) = ٠ هرگاه ، ͬ دهیم م نشان xe با و ͬ نامیم م بحرانͬ نقطه ی یا ساکن
dx

dt
= f(x(t)) (١ . ٢)

٢Moment
٣Variance
۴equilibrium



٣ مالͬ مفاهیم
شرایط در که است E(x(t)) مانند تابعͬ انرژی تابع یا لیاپانف تابع ΁ی [٣۵] .۵ . ١ . ١ تعریف

کند: صدق زیر
.E(x(t)) ∈ C١ عبارتͬ به باشند، پیوسته هم·ͬ آن اول مرتبه ی جزئͬ مشتقات و E(x(t)) (١

.E(xe) = ٠ و E(x(t)) > ٠ ، xe ساکن نقطه ی باز همسای·ͬ در ویژه به E(x(t)) ⩾ ٠ (٢
عبارتͬ: به است، منفͬ زمان به نسبت E(x(t)) تابع مشتق (٣

dE(xe)

dt
=
[
∇x(t)E(x(t))

]T · ẋ(t) =
[
∇x(t)E(x(t))

]T · f(x(t)) < ٠, x ∈ Ω− {xe}

.dE(xe)
dt = ٠ داریم xe ساکن نقطه ی در و

مالͬ مفاهیم ١ . ٢
دقیق به طور است. آن از سود انتظار با چیزی در پول گذاشتن معنͬ به ۵ سرمایه گذاری
منفعت به منظور دی·ر، ͬ های دارائ یا وسائل مالͬ خرید برای سرمایه یا پول تعهد سرمایه گذاری
ͽمناف) وسائل ارزش از قدردانͬ یا سهام سود بهره، قالب در مفید و سودمند برگشت های
دست يابی برای فعلͬ مصرف انداختن تعويق به يعنͬ سرمايه گذاری دي·ر به عبارت است. سرمایه)

است. آينده در بيشتر مصرف ام΄ان به
دو اهميت ريسك. و زمان از عبارتند كه دارد وجود مهم و متفاوت ويژگͯ دو سرمایه گذاری در
ͬ گيرد م صورت حال زمان در پول صرف سرمايه گذاری در كه است علت اين به شده ياد موضوع
عدم با معمولا˟ و ͬ آيد م به دست آينده در آن از حاصل پاداش ͬ كه حال در است، معين آن مقدار و
( دولتͬ قرضه اوراق (مانند ͬ شود م غالب زمان ويژگͬ ،ͽمواق بعضͬ در است. همراه اطمينان
در و عادي) سهام خريد اختيار برگه (مانند است مقدم اهميت نظر از ريسك ͽمواق بعضͬ در و

عادی). سهام (مانند هستند اهميت داراي دو هر دي·ر ͽمواق

سهام سبد ١ . ٢ . ١
΁ی که است، دارایی ها سایر یا سهام از مناسب ترکیبی ۶ پˀرتفُوی یا سهام سبد .١ . ٢ . ١ تعریف
΁ریس کردن تقسیم سهام، سبد تش΄یل از هدف است. کرده خریداری را آ ن ها سرمایه گذار
را دی·ر سهام ضرر ͬ تواند م سهم ΁ی سود ترتیب، بدین است؛ سهم چند بین سرمایه گذاری
نگذارید.»، سبد ΁ی در را تخم مرغ ها «همه ͬ گوید: م معروف ضرب المثل ΁ی کند. جبران

شد. خواهد تخم مرغ ها همه نابودی باعث سبد، ش΄ستن ΁ریس که چرا
هستند. پولͬ ارزش دارای که حقوقͬ و اموال کلیه از است عبارت دارایی،٧ .١ . ٢ . ٢ تعریف

در را آن مال΄یت دولت ها یا شرکت ها افراد، و هستند اقتصادی ارزش دارای که منابعͬ به
گفته دارایی کنند، ایجاد آن ها برای را منافعͬ آینده در منابع آن دارند انتظار و ͬ گیرند م اختیار

ͬ شود. م
داریم: دارایی نوع دو

۵Investment
۶Portfolio
٧Asset



مفاهیم ۴
عدم این نداریم. اطمینان آن بازده مورد در که گویند دارایی  به :٨ ریس΄ͬ دارایی .١
نشان انتظار مورد ͬ های بازده (... و معیار (انحراف واریانس به وسیله را اطمینان

. ... و طلا و ارز دولتͬ، غیر قرضه اوراق سهام، مانند ͬ دهیم. م
امن به حدی آن بازده و است آتͬ بازدهͬ ΁ی دارای که دارایی :٩ ΁ریس بدون دارایی .٢

است. فعلͬ بهره نرخ به ΁نزدی بسیار که است
ͬ  گیرد. م انجام مالͬ منابعͬ تقسیم آن در که فرآیندی ١٠ دارایی، تخصیص .١ . ٢ . ٣ تعریف

استراتژی اتخاذ برای کلیدی عامل و زمانͬ چارچوب ١١ سرمایه گذاری، افق .۴ . ١ . ٢ تعریف
مشخص را کرد سرمایه گذاری و پس انداز باید که زمانͬ میزان ͬ آید. م به حساب سرمایه گذاری

است. موثر دارایی تخصیص تصمیمات بر و ͬ کند م
مبادله فرآیند در افراد که است هزینه هایی از دسته آن  ١٢ معامله، هزینه .۵ . ١ . ٢ تعریف
مانند کنند. تضمین و تعریف مشخص، را خود مال΄یت حقوق تا ͬ شوند م متحمل اقتصادی
مبادله که خدمتͬ یا کالا کیفیت و خریدار فروشنده، درباره ی اطلاعات کسب هزینه های
هزینه های مهم تر همه از و مقابل طرف عمل΄رد بر نظارت و قرارداد عقد هزینه های ͬ شود، م

ͬ باشد. م حقوق این اعمال تضمین و مال΄یت حقوق تعریف به مربوط
تخصیص به تصمیم سرمایه گذار که ͬ شود م فرض دوره ای، تک سهام سبد مسأله ی در
تصمیم گیری ͬ گیرد. م موردنظر دوره ی ابتدای در موجود، دارایی n برای و بار ΁ی برای دارایی ها
بر تصمیمات اثر و ندارد وجود دوره انتهای تا بازنگری اجازه ی و ͬ شود م انجام بار ΁ی فقط

ͬ گیرد. نم قرار توجه مورد بعدی دوره های

شده اند: بنا محدودکننده فرض سه پایه بر دوره ای تک مسائل
است. مدت کوتاه سرمایه گذاری افق •

است. نشده گرفته نظر در بازار در معاملات هزینه •
هستند. معلوم قبل از و قطعͬ به صورت مسأله پارامترهای •

رشته ΁ی سرمایه گذار که به طوری هستند ͬ تر کل ١٣ دوره ای چند سهام سبد مسائل که حالͬ در
پیدا هدف است. اثرگذار بعدی تصمیمات روی بر تصمیم هر که ͬ دهد م انجام تصمیم گیری
فرصت های از مجموعه ΁ی گرفتن نظر در با دوره هر در تخصیص برای تصمیم گیری کردن
محدودیت ها دی·ر و نهایی معاملات هزینه های ͬ مانده، باق سرمایه گذاری افق آینده در تغییر

است.
٨Risky Asset
٩Riskless Asset

١٠Asset Allocation
١١Investment horizon
١٢Transaction Cost
١٣Multi-period portfolio



۵ مالͬ مفاهیم
معاملاتͬ سامانه ی به وارده سفارش حجم که بهادار اوراق از مشخصͬ تعداد .۶ . ١ . ٢ تعریف

گویند. lot را باشد آن از صحیحͬ مضرب باید آن
مورد معامله مورد واحدهای تعداد از استانداردی و حداقل مقدار باید بورس در معامله برای

ͬ  شود. م گفته lot ΁ی استاندارد مقدار این به که قرار گیرد مبادله
lot مالͬ، بازارهای در ͬ شود. م خریداری معامله ΁ی در که سهامͬ تعداد سهام، نظر از
کرده تنظیم مقررات سازمان که به نحوی است مالͬ ابزار ΁ی استاندارد مقادیر نشان دهنده

است.
ͬ دهد. م مجوز قیمت کردن استاندارد برای مالͬ بازارهای به lot مفهوم

خرید به فقط سرمایه گذاری ها آن در که است مالͬ سبد ، ١۴ خودتامین سبد .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد. منحصر سهام فروش از ناشͬ درآمدهای و سهام

بازده ١ . ٢ . ٢
افراد تشويق برای بنابراين ͬ دهند. م ترجيح آينده در مصرف به را كنونͯ مصرف افراد معمولا˟
آنان برای را سرمايه گذاری از پاداش كسب انتظار ͬ بايستͬ م فعلͬ مصرف انداختن تعويق به در
سرمايه گذاران تا ͬ شود م موجب سرمايه گذاری پاداش يا بازده كسب انتظار ͽواق در كرد. ايجاد

دهند. ترجيح فعلͬ مصرف به را آينده در مصرف
دریافتͬ سهام سود یا بهره به تعریف این ͬ شود. م گفته ١۵ بازده سرمایه گذاری از ناشͬ بهره به
سرمایه گذاری، هزینه از درصدی به عنوان و سالانه به صورت معمولا˟ و دارد اشاره بهادار اوراق از

ͬ شود. م بیان آن اسمͬ ارزش یا جاری بازاری ارزش
پول ارزش کاهش از جلوگیری بابت که نرخͬ از است عبارت ١۶ بهره نرخ .١ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ شود. م دریافت وام گیرنده از زمانͬ) ارزش (به دلیل آینده در دریافتͬ و امروز در پرداختͬ

سهم هر انتظار مورد بازده
نشان E(Ri) با iام سهام برای انتظار مورد بازده سهام، بازده برای احتمال توزیع بودن معلوم با

ͬ آید: م به دست زیر به صورت و شده داده
E(Ri) =

m∑
k=١

(pk)PRk,

است. آن وقوع احتمال pk و iام سهم بازده PRk آن، در که

سرمایه سبد انتظار مورد بازده
بازده باشد، xi آن در iام دارایی وزن که باشیم داشته دارایی N با سرمایه سبد که صورتͬ در

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت و ͬ شود م داده نشان E(Rp) با سرمایه سبد انتظار مورد
١۴Self-financing
١۵ ًReturns
١۶ ًInterest Rate



مفاهیم ۶

E(Rp) =

N∑
i=١

xiE(Ri). (١ . ٣)

معیار شاخص های و ΁ریس مفهوم ١ . ٢ . ٣
ͬ گویند. م ١٧ ΁ریس را سرمایه گذاری نوع ΁ی اندازه گیری قابل و بالقوه زیان

اندازه گیری شناخت، را آن ͬ بایست م رو این از است، کلیدی مفهوم  ͬ مال بازار های در ΁ریس
مدیریت را فرصت با همراه ریس΁ های و برنامه ریزی غیرضروری ریس΁ های حذف برای و کرد

نمود.
عدم با زیرا کرد پیش بینͬ دقیق به طور را آن ͬ توان نم که است آینده به مربوط پدیده ای ΁ریس
در بود. خواهد بیشتر نیز ΁ریس باشد، بیشتر ١٨ عدم اطمینان هرچه است. همراه  اطمینان
ریس΁ ها همه از ͬ توان نم اصولا و دارد وجود هم ریس΄ͬ فرصتͬ هر به همراه مالͬ بازارهای

ͬ روند. م بین از فرصت ها کلیه زیرا کرد چشم پوشͬ
ریس΁  پذیری ͹سط ͬ بایست م بیشتر بازدهͬ کسب برای که ͬ داند م سرمایه گذاری هر نخست گام در

دهد. افزایش را خود

ͬ شود: م تقسیم دستـه دو به کلͬ، طبقه بندی ΁ی در   ΁ریس
΁سیستماتی ΁ریس .١

΁سیستماتی غیر ΁ریس .٢
(مثلا́ سرمایه گذاری ΁ی بر و شده ناشͬ بازار عوامل از که است ریس΄ͬ ،΁سیستماتی ΁ریس

اما است خارج شرکت ها مدیران دست از آن مدیریت و دارد تأثیر شرکت ها) سهام قیمت
بازار ΁ی بر حاکم کلان عوامل از ناشͬ که ͬ شود م گفته ریس΄ͬ به ،΁سیستماتی غیر ΁ریس
سرمایه ساختار مثال برای ͬ شود. م مربوط اقتصادی بنگاه یا شرکت ΁ی ساختار به و نیست

. ... و مختلف شرایط در تصمیم گیری خدمات)، یا (کالا محصول نوع شرکت،
سرمایه گذار ΁ریس پذیرش میزان سرمایه گذاری، گزینه های انتخاب در مؤثر عوامل مهم ترین از
تقسیم ٢٠ ریس΁ گریز و ١٩ ریس΁ پذیر گروه دو به را سرمایه گذاران ͬ توان م کلͬ به طور است.

کرد.
هدفش و دارد انتظار را معینͬ بازده مقدار که است سرمایه گذاری ریس΁ پذیر، سرمایه گذار
΁ی برای بازده، بیشترین هدف با که کسͬ ا ست ریس΁ گریز و است ΁ریس ٢١ کمینه کردن

ͬ کند. م سرمایه گذاری ΁ریس از مشخص ͹سط

تعیین برای مختلفͬ معیارهای تاکنون است. آن میزان محاسبه ،΁ریس در مسأله مهمترین
١٧ ًRisk
١٨Unreliability
١٩ ًRisk Taker
٢٠ ًRisk Avers
٢١Minimum



٧ مالͬ مفاهیم
است. شده معرفͬ ΁ریس

معرفͬ با و پرداخت ΁ریس اندازه گیری به ͬˁکم مدلͬ ارائه با مارکوویتز هری ، ١٩۵٢ سال در
بازده کنار در را ΁ریس بار اولین برای ٢٢ کارا مجموعه ارائه و بازده و ΁ریس بر مبتنͬ مدلͬ
را معیار انحراف وی داد. قرار سرمایه گذاری برای دارایی انتخاب جهت دی·ر متغیری به عنوان
بتا شاخص ، ٢٣ شارپ ویلیام او شاگرد خواند. ΁ریس عددی معیار پراکندگͬ، شاخص به عنوان
کرد ارائه بازار ارزش تغییر قبال در سهم ΁ی ارزش نسبی تغییرات برای را حساسیت) (ضریب
پایه گذاری را سرمایه سبد علمͬ مدیریت سرمایه ای، دارایی های قیمت گذاری مدل معرفͬ با و
ثابت درآمد با بهادار اوراق ΁ریس اندازه گیری ملاک به عنوان را بتا معیار ٢۴ کالͬ ΁م کرد.
کرد. معرفͬ دقیق تر به عنوان شاخصͬ را تحدب معیار کالͬ ΁م کار، ادامه ی در کرد، معرفͬ
را ٢٧ ΁ریس معرض در ارزش مدل ٢۶ مورگان موسسه ی مدیر ٢۵ وترستون ١٩٩۶ سال در
در ΁ریس معیار به عنوان را ٢٩ منسجم ΁ریس ٢٨ دلبان ١٩٩٨ سال در نهایت در کرد. معرفͬ

گرفت. نظر
داد: ارائه ΁ریس اندازه گیری معیارهای مورد در را زیر طبقه بندی ͬ توان م

قیمت تغییرات مثل مستقل، متغیر ΁ی تغییر اثر بر وابسته متغیر ΁ی تغییر حساسیت: .١
بتا). و تحدب سود ( نرخ واحد ΁ی تغییر قبال در

تصادفͬ پارامتر ΁ی یا و میانگین اطراف در متغیر ΁ی نوسان از است عبارت نوسان: .٢
معیار). انحراف و مثل (واریانس دی·ر

بخش بر تنها نوسان، معیارهای برعکس که معیارها این نامطلوب: ΁ریس معیار های .٣
را هدف متغیر یا و میانگین ͹سط زیر نوسانات حقیقت در دارند، تمرکز ΁ریس مخرب
.(΁ریس معرض در ارزش و معیار انحراف نیم واریانس، ͬ دهند (نیم م قرار محاسبه مورد
΁ریس معرض در (ارزش مانند ͬ باشد م موضوع اصل ΁ی به صورت که منسجم: ΁ریس .۴

.( ٣٠ مشروط

مورد بازده نامطلوب انحرافات تنها آن در که است شاخصͬ ٣١ واریانس نیم .١ . ٢ . ٩ تعریف
تغییرات آ ن گاه کنیم، تعریف ضرر میزان را ΁ریس اگر دی·ر به عبارت ͬ گیرد. م قرار توجه
دسته آن فقط و ͬ شود نم محسوب ΁ریس به عنوان مالͬ) دارایی بازدهͬ نرخ (افزایش مطلوب
فرمول ͬ آید. م به حساب ΁ریس به عنوان هستند، بازدهͬ نرخ میانگین از کمتر که مشاهداتͬ از

٢٢Efficient Frontier Line
٢٣ William Sharpe
٢۴McCauley
٢۵Weterstone
٢۶J. P. ُMorgan
٢٧Value at Risk
٢٨Delbaen
٢٩Coherent Risk
٣٠Conditional Value at Risk
٣١Semivariance



مفاهیم ٨
است: زیر به صورت واریانس نیم محاسبه

SV =
١
K

K∑
i=١

{max(٠,E(ri)− rT )}٢,

بازدهͬ نرخ ریاضͬ امید E و مشاهدات تعداد K دوره، طول در دارایی بازدهͬ rT آن، در که
است.

تعیین و اندازه گیری برای که است آماری روش ΁ی ΁ریس معرض در ارزش .١ . ٢ . ١٠ تعریف
مشخص، زمانͬ دوره ΁ی در سرمایه گذاری پرتفوی یا و شرکت ΁ی در مالͬ ΁ریس میزان

ͬ شود. م استفاده
΁ریس معرض در ارزش که دارد اشاره موضوع این بر مالͬ مفاهیم در عمومͬ اعتقاد
در ارزش گفت ͬ توان م به طورکلͬ است. ΁ریس کنترل و اداره برای جدید روی΄ردی (VaR)
΁ی هفته، ΁ی روز، ΁ی) زمانͬ افق ΁ی در را انتظار مورد زیان مقدار بیشترین ΁ریس معرض
ابزار، این مهم مزایای از ͬ نماید. م اندازه گیری معین اطمینانͬ ͹سط در مشخص (... ماه،

است. واحد عدد ΁ی در ΁ریس خلاصه سازی
هیچ نبود و جمͽ پذیری زیر یا تحدب خاصیت از تبعیت عدم به دلیل ΁ریس معرض در ارزش
شرکت های ΁ریس یا سهام سبد دارایی تعیین در شده استفاده برای آماره های استاندارد پروتکل
قبول قابل ΁ریس سنجه به عنوان هنوز اما است، بوده محققان انتقاد مورد همواره بزرگ،
انسجام ویژگͬ از که است سنجه ای مشروط ΁ریس معرض در ارزش مقابل در است. مطرح
΁ریس معرض در ارزش به نسبت بهتری ΁ریس اندازه بنابراین است، محدب و بوده برخوردار

است.

است ΁ریس ارزیابی روش ΁ی ، (CVaR) مشروط ΁ریس معرض در ارزش .١ . ٢ . ١١ تعریف
استفاده شد خواهد بزرگ ضررهای متحمل سهام، سبد ΁ی اینکه احتمال کاهش برای اغلب که
ͬ کند؛ م اندازه گیری شده، تعیین VaR از بیشتر زیان ͬ که هنگام را انتظار مورد زیان و است شده
داشته انتظاراتͬ چه بد خیلͬ حالت های در که ͬ کند م بیان چنین معیار این دی·ر به عبارت

 باشیم.

تنوع درجه
سهام سبد ΁ی در مختلف سرمایه گذاری های از آمیزه ای ،΁ریس مدیریت ΁تکنی ΁ی ، ٣٢ تنوع

است.
مختلف انواع از شده ساخته سهام سبد ΁ی که است معتقد ΁تکنی این پشت منطق
تکͬ سرمایه گذاری هر به نسبت پایین تری ΁ریس و بالاتر بازده متوسط به طور سرمایه گذاری،
کند کنترل را سهام سبد ΁ی در ΁سیستماتی غیر ΁ریس حوادث که ͬ کند م تلاش تنوع دارد.
دی·ر سرمایه گذاران منفͬ عمل΄رد با را سرمایه گذاری ها از برخͬ مثبت عمل΄رد به نحوی که

کند. خنثͬ
٣٢Diversification



٩ مالͬ مفاهیم

سهام سبد بهینه سازی ۴ . ١ . ٢
قرار که دارایی هایی در سرمایه گذاری نسبت تعیین از است عبارت ٣٣ سهام سبد بهینه سازی
بهتر این باشد. دی·ری سبد هر از بهتر انتخابی سبد که به ش΄لͬ شود؛ نگه د    اری سبد در است
غیرمستقیم یا مستقیم به صورت که معیارهایی ͬ شود. م مشخص معیارهایی براساس بودن
΁ریس پارامترهای سایر و بازده ها پراکندگͬ سبد، انتظار مورد بازده ملاحظات از ترکیبی
و بازدهͬ بیشترین موجب که است سبدی بهینه، سهام سبد دی·ر به عبارت است. مالͬ
دوره ای ΁ی به صورت کار این بهینه سازی، روی΄ردهای از بسیاری در زیان شود. کمترین
در دوره ای ΁ی است، آینده نگر و بلند مدت مفهومͬ سرمایه گذاری که آنجا از اما ͬ گیرد م انجام
سرمایه گذار داشت. نخواهد همخوانͬ مفهوم این با سرمایه گذاری سبد بهینه سازی گرفتن نظر
مطلوبیت امید که به گونه ای است زمانͬ دوره ی هر در دارایی تخصیص بهینه کردن به دنبال
به منظور سهام سبد انتخاب مالͬ، موضوعات در شود. بیشینه زمانͬ دوره ی آخرین در ثروت
مسأله ی است. مالͬ بازارهای در سرمایه گذاران دغدغه های ͬ ترین اصل از ی΄ͬ سود حداکثرسازی
که است حل قابل ریاضͬ مدل های توسط زمانͬ کارا، مرز تعیین و ٣۴ مارکوویتز بهینه سازی
که هنگامͬ اما است اندک بازار در موجود محدودیت های و سرمایه گذاری دارایی های تعداد
به راحتͬ پرتفوی بهینه سازی مسأله ی شود، گرفته نظر در واقعͬ دنیای محدودیت های و شرایط

نیست. حل قابل ریاضͬ شیوه های از استفاده با

٣٣Optimization Portfolio
٣۴Markowitz





٢ فصل
نامعین مجموعه نظریه

خورشید مثال، برای است، اعتقاد از نمونه ای پیشامد آشناست. ما همه برای اعتقاد١ درجه
نمونه هایی است، جوان مردی شخص آن بود، خواهد آفتابی آینده هفته کرد، خواهد طلوع فردا
کاملا اگر است. پیشامد ΁ی وقوع به ما اعتقاد شدت بیانگر اعتقاد درجه ΁ی است. اعتقاد از
.[١] کامل) (اعتقاد است ١ ما اعتقاد درجه آن گاه افتاد خواهد اتفاق پیشامد ΁ی باشیم معتقد
دارد. ما اولویت) شامل (حتͬ شخصͬ دانش به بستگͬ بسیار اعتقاد درجه پیشامد، خصوص در
کنند تصور ͬ ها بعض شاید ͬ کند. م تغییر نیز اعتقاد درجه کند تغییر شخصͬ دانش که هنگامͬ
این شود. مدل سازی فازی مجموعه نظریه یا غیرعینͬ احتمال به وسیله باید اعتقاد درجه که
غیر نتایج به منجر آن ها دو هر مورد این در است مم΄ن زیرا است نامناسب معمولا تصور

شوند. شهودی
پیشنهاد را ٢ نامعین اندازه ٢٠٠٧ سال در [٢٢] لیو شخصͬ، اعتقاد درجات منطقͬ بررسͬ برای
مطالعه مورد بسیاری پژوهش·ران توسط آن از پس و کرد معرفͬ ٣را قطعیت عدم نظریه و داد
قطعیت عدم سراسر زندگͬ که دریافت ͬ توان م بشر، روزمره ی زندگͬ به نگاهͬ با گرفت. قرار
آنان حیات طͬ در که کوچ΄ͬ و بزرگ تصمیمات اتخاذ برای که آموخته اند، مردم اکثر است.
رویشان پیش  گزینه های میان از و شده گریبان به دست موجود، قطعیت عدم با ͬ دهد، م رخ
اشتباه دچار را بشر تصمیمات موارد، اغلب در آن چه بزنند. گزینه بهترین انتخاب به دست

ͬ باشد. م مسائل در قطعیت عدم بروز نتیجه در و کافͬ اطلاعات نبود ͬ نماید، م
مورد در را انسان اطمینان عدم که است اصطلاحͬ عمومͬ مفهوم ΁ی به عنوان قطعیت عدم

١Belief Degree
٢Uncertain Measure
٣Uncertain Theory



نامعین مجموعه نظریه ١٢
ͬ نماید. م منعکس اشیا یا اشخاص برخͬ

این مطالب ͬ کنیم. م بازگو را قطعیت عدم نظریه در قضایایی و پایه مفاهیم برخͬ فصل این در
است. [٢۴] ͽمرج از برگرفته فصل

گردایه ای ، Γ روی مجموعه ها از جبر ΁ی باشد. ناتهͬ مجموعه ای Γ کنید فرض .٢ . ٠ . ١ تعریف
بسته متمم گیری و متناهͬ اجتماع های تحت که است Γ مجموعه های زیر از L چون ناتهͬ
΁ی .Λc ∈ L آن گاه ،Λ ∈ L و اگر n∪

i=١
Λi ∈ L آن گاه ،Λ١, · · ·Λn ∈ L اگر دی·ر، به عبارت باشد.

باشد. بسته شمارش پذیر اجتماع های تحت که است جبری ‐جبر، σ

شده تولید σ‐جبر باشد، ΁توپولوژی فضای ΁ی کلͬ به طور یا متری فضای ΁ی Γ چنان چه
آن و ͬ شود م نامیده Γ روی ۴ بورل ‐جبر σ ،Γ در ͽواق باز مجموعه های خانواده به وسیله
B بنابراین ͬ نامیم. م بورل مجموعه های را بورل ‐جبر σ اعضای ͬ دهیم. م نشان B با را
باز، مجموعه های از شمارش پذیر اشتراک های بسته، مجموعه های باز، مجموعه های شامل

است. غیره و بسته مجموعه های از شمارش پذیر اجتماع های

نامعین اندازه ٢ . ١
نامیده اندازه پذیر مجموعه ΁ی L در Λ عنصر هر باشد. اندازه پذیر فضای ΁ی (Γ,L) کنید فرض
اندازه ΁ی M است. قطعیت عدم نظریه در پیشامد ΁ی اندازه پذیر مجموعه هر ͬ شود. م
مجموعه ای تابع ΁ی به صورت M{Λ} عدد بنابراین ͬ شود. م تعریف L ‐جبر σ روی نامعین
پیشامد وقوع به ما اعتقاد اندازه گیری برای اعتقاد درجه دادن نشان به منظور Λ پیشامد هر به
به منظور باشد. داشته معینͬ ریاضͬ خواص باید M نامعین اندازه ͬ شود. م داده اختصاص Λ
کرد مطرح قطعیت عدم نظریه در را زیر موضوعه اصل سه لیو اعتقاد، درجه با منطقͬ ارتباط

بودن؛ نرمال .١
M{Γ} = ١.

Λ؛ پیشامد هر برای ۵ دوگانگͬ، خود .٢
M{Λ}+M{Λc} = ١.

Λ پیشامدهای از شمارش پذیر دنباله هر برای ۶ شمارا؛ افزایشͬ زیر .٣

M
{ ∞∪

i=١
Λi

}
≤

∞∑
i=١

M{Λi}.

کرد. تعریف را حاصل ضربی اصل و حاصل ضربی نامعین اندازه [٢٣] لیو

۴Borel
۵Duality
۶Subadditivity



١٣ نامعین متغیر
ازای به نامعین فضای ΁ی (Γk,Lk,Mk) کنید فرض حاصل  ضربی) (اصل .٢ . ١ . ١ تعریف

ͬ نویسیم: م باشد. k = ١,٢, · · · , n
Γ = Γ١ × Γ٢ × · · · × Γn, L = L١ × L٢ × · · · × Ln,

است: زیر به صورت Λ ∈ L هر ازای به Γ روی حاصل ضربی نامعین اندازه آن گاه

M{Λ} =



sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λ

min١≤k≤n
Mk{Λk},

if sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λ

min١≤k≤n
Mk{Λk} > ٠٫۵,

١ − sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λc

min١≤k≤n
Mk{Λk},

if sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λc

min١≤k≤n
Mk{Λk} > ٠٫۵,

٠٫۵, o.w,

(٢ . ١)

نوشت: نیز زیر به صورت را فوق رابطه ͬ توان م

M{
∞∏
k=١

Λk} =

∞∧
k=١

Mk{Λk}.

نامعین متغیر ٢ . ٢
عدم میزان نشان دهنده که است قطعیت عدم نظریه در اساسͬ مفهوم ΁ی ٧ نامعین متغیر

است. قطعیت
اعداد مجموعه به L ‐جبر σ از ξ اندازه پذیر تابع ΁ی نامعین متغیر ΁ی [٢٢] .٢ . ٢ . ١ تعریف
مشخص است شده تعریف لیو توسط که نامعین توزیع ΁ی با ξ نامعین متغیر ΁ی است. حقیقͬ

ͬ دهد. م نشان را نامعین متغیر نمونه ΁ی ١.٢ ش΄ل ͬ شود. م

نامعین متغیر ΁ی :٢ . ١ ش΄ل
٧Uncertain Variable



نامعین مجموعه نظریه ١۴

نامعین توزیع ٢ . ٣
عدد هر ازای به ξ نامعین متغیر ΁ی برای Φ : R −→ [٠, ١] ٨ نامعین توزیع .٢ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت x حقیقͬ

Φ(x) = M{ξ ≤ x}. (٢ . ٢)

نامعین توزیع ΁ی :٢ . ٢ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را نامعین توزیع نمونه ΁ی نمودار ٢.٢ ش΄ل

نامعین توزیع های از برخͬ
خطͬ نامعین توزیع اگر گوییم ٩ خطͬ نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر ΁ی .٢ . ٣ . ٢ تعریف

داشته باشد: را زیر

Φ(x) =


٠, x < a,

x− a

b− a
, a ≤ x < b,

١, x ≥ b,

(٢ . ٣)

.a < b و ͬ اند حقیق اعداد b و a که ͬ دهیم م نشان ξ ∼ L(a, b) با را آن و
٨Uncertain Distribution
٩Linear Uncertainty Variable



١۵ نامعین توزیع

خطͬ نامعین توزیع :٢ . ٣ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را خطͬ نامعین توزیع ΁ی نمودار ٣.٢ ش΄ل
زی·زاگ نامعین توزیع اگر گوییم ١٠ زی·زاگ نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر ΁ی .٢ . ٣ . ٣ تعریف

باشد: داشته  را زیر

Φ(x) =



٠, x < a,

x− a

٢(b− a)
, a ≤ x < b,

x+ c− ٢b
٢(c− b)

, b ≤ x < c,

١, x ≥ c,

(۴ . ٢)

.a < b < c و ͬ اند حقیق اعداد c و b و a که ͬ دهیم م نشان ξ ∼ Z(a, b, c) با را آن و

زی·زاگ نامعین توزیع :۴ . ٢ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را زی·زاگ نامعین توزیع ΁ی نمودار ۴.٢ ش΄ل

١٠Zigzag Uncertainty Variable



نامعین مجموعه نظریه ١۶
زیر نامعین توزیع اگر گوییم ١١ ذوزنقه ای نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر ΁ی .۴ . ٢ . ٣ تعریف

باشد: داشته را

Φ(x) =



٠, x ≤ a,

x− a

٢(b− a)
, a ≤ x < b,

٠٫۵, b ≤ x < c,

x+ d− ٢c
٢(d− c)

, c ≤ x < d,

١, x ≥ d,

(۵ . ٢)

.a < b < c < d و ͬ اند حقیق اعداد d و c و b و a که ͬ دهیم م نشان ξ ∼ T (a, b, c, d) با را آن و

ذوزنقه ای نامعین توزیع :۵ . ٢ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را ذوزنقه ای نامعین توزیع ΁ی نمودار ۵.٢ ش΄ل

نرمال نامعین توزیع اگر گوییم ١٢ نرمال نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر ΁ی .۵ . ٢ . ٣ تعریف
باشد: داشته را زیر

Φ(x) =
(١ + exp

(π(e− x)√٣σ
))−١

, x ∈ R, σ > ٠, (۶ . ٢)
هستند. حقیقͬ اعداد σ و e آن در که ͬ دهیم م نشان ξ ∼ N (e, σ) با را آن که

نرمال نامعین توزیع :۶ . ٢ ش΄ل
١١Trapezoidal Uncertainty Variable
١٢Normal Uncertainty Variable



١٧ نامعین توزیع
ͬ دهد. م نشان را نرمال نامعین توزیع ΁ی نمودار ۶.٢ ش΄ل

متغیر ΁ی lnξ اگر گوییم ١٣ ل΃ُ نرمال نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر ΁ی .۶ . ٢ . ٣ تعریف
باشد: داشته را زیر نامعین توزیع دی·ر به عبارت باشد، N (e, σ) نرمال نامعین

Φ(x) =
(١ + exp

(π(e− lnx)√٣σ
))−١

, x ∈ R, σ > ٠, (٢ . ٧)

هستند. حقیقͬ اعداد σ و e آن در که ͬ دهیم م نشان ξ ∼ LOGN (e, σ) با را آن که

ل΃ُ نرمال نامعین توزیع :٢ . ٧ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را ل΃ُ نرمال نامعین توزیع ΁ی نمودار ٧.٢ ش΄ل

نامعین توزیع با نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض ( [٢۴] اندازه وارون سازی (قضیه .٢ . ٣ . ١ قضیه
داریم: x حقیقͬ عدد هر برای آن گاه باشد. Φ

M{ξ ≤ x} = Φ(x), M{ξ > x} = ١ − Φ(x). (٢ . ٨)
استفاده با ͬ شود. م نتیجه نامعین توزیع تعریف از به سادگͬ M{ξ ≤ x} = Φ(x) معادله برهان.

که ͬ گیریم م نتیجه نامعین اندازه ٢ اصل از
M{ξ > x} = ١ −M{ξ ≤ x} = ١ − Φ(x),

ͬ شود. م ثابت قضیه و
٠ < Φ(x) < ١ ازای به x به نسبت اگر ͬ شود م نامیده منظم Φ(x) نامعین توزیع .٢ . ٣ . ٧ تعریف

و باشد صعودی اکیدا و پیوسته تابعͬ
lim

x→−∞
Φ(x) = ٠, lim

x→+∞
Φ(x) = ١.

١٣Lognormal Uncertainty Variable



نامعین مجموعه نظریه ١٨

نامعین توزیع معکوس ۴ . ٢
تابع ΁ی است ٠ < Φ(x) < ١ به صورت که x برد روی Φ(x) منظم نامعین توزیع که است ͹واض

دارد. وجود (٠, ١) بازه در Φ−١(α) و دارد Φ−١(α) معکوس
معکوس باشد. Φ(x) منظم نامعین توزیع با نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده ξ نامعین توزیع معکوس Φ−١(α) تابع
درصورت است. خوش تعریف (٠, ١) بازه در Φ−١(α) نامعین توزیع معکوس که کنید توجه

دهیم. گسترش [٠, ١] بازه به زیر تعریف با را دامنه ͬ توانیم م نیاز
Φ−(٠)١ = lim

α→٠− Φ−١(α), Φ−(١)١ = lim
α→١+ Φ−١(α). (٢ . ٩)

نامعین توزیع های معکوس  از برخͬ
است: زیر به صورت L(a, b) خطͬ نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس [٢۴] .٢ . ۴ . ٢ تعریف

Φ−١(α) = (١ − α)a+ αb. (٢ . ١٠)
داریم: خطͬ نامعین توزیع از

x− a

b− a
= α,

حال
αb− αa = x− a, αb− αa+ a = x, (١ − α)a+ αb = x

جای·ذاری با پس ،Φ−١(α) = x داریم طرفین از گرفتن معکوس با Φ(x) = α داریم قرار ابتدا در
ͬ آید. م به دست (٢ . ١٠) رابطه

خطͬ نامعین توزیع معکوس :٢ . ٨ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را خطͬ نامعین توزیع معکوس نمودار ٨.٢ ش΄ل

زیر به صورت Z(a, b, c) زی·زاگ نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس [٢۴] .٣ . ۴ . ٢ تعریف
است:

Φ−١(α) =
(١ − ٢α)a+ ٢αb, α < ٠٫۵,
(٢ − ٢α)b+ (٢α− ١)c, α ≥ ٠٫۵. (٢ . ١١)



١٩ نامعین توزیع معکوس

زی·زاگ نامعین توزیع معکوس :٢ . ٩ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را زی·زاگ نامعین توزیع معکوس نمودار ٩.٢ ش΄ل

زیر به صورت T (a, b, c, d) ذوزنقه ای نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس [٢۴] .۴ . ۴ . ٢ تعریف
است:

Φ−١(α) =
(١ − ٢α)a+ ٢αb, α < ٠٫۵,
(٢ − ٢α)c+ (٢α− ١)d, α ≥ ٠٫۵. (٢ . ١٢)

ذوزنقه ای نامعین توزیع معکوس :٢ . ١٠ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را ذوزنقه ای نامعین توزیع معکوس نمودار ١٠.٢ ش΄ل

است: زیر به صورت N (e, σ) نرمال نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس [٢۴] .۵ . ۴ . ٢ تعریف

Φ−١(α) = e+
σ
√٣
π

ln(
α

١ − α
). (٢ . ١٣)



نامعین مجموعه نظریه ٢٠

نرمال نامعین توزیع معکوس :٢ . ١١ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را نرمال نامعین توزیع معکوس نمودار ١١.٢ ش΄ل

به صورت LOGN (e, σ) ل΃ُ نرمال نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس [٢۴] .۶ . ۴ . ٢ تعریف
است: زیر

Φ−١(α) = exp

(
e+

σ
√٣
π

ln(
α

١ − α
)

)
. (١۴ . ٢)

ل΃ نرمال نامعین توزیع معکوس :٢ . ١٢ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را ل΃ نرمال نامعین توزیع معکوس نمودار ١٢.٢ ش΄ل

نامعین متغیرهای استقلال ۵ . ٢
هر برای اگر ͬ شوند م نامیده مستقل ξ١, ξ٢, · · · , ξn نامعین متغیرهای [٢٣] .١ . ۵ . ٢ تعریف

باشیم: داشته حقیقͬ اعداد از B١, B٢, · · · , Bn بورل مجموعه
M
{ n∩

i=١
{ξi ∈ Bi}

}
= min١≤i≤n

M{ξi ∈ Bi}. (١۵ . ٢)
اگر تنها و اگر هستند مستقل ξ١, ξ٢, · · · , ξn نامعین متغیرهای [٢۴] .١ . ۵ . ٢ قضیه

M
{ n∪

i=١
{ξi ∈ Bi}

}
= max١≤i≤n

M{ξi ∈ Bi}. (١۶ . ٢)



٢١ عملیاتͬ قانون

عملیاتͬ قانون ۶ . ٢
΁ی f : Rn −→ R و مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn کنید فرض [٢٣] .١ . ۶ . ٢ قضیه

که به طوری است نامعین متغیر ΁ی ξ = f(ξ١, ξ٢, · · · , ξn) آن گاه باشند. اندازه پذیر تابع

M{ξ ∈ B} =



sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂B

min١≤k≤n
M{ξk ∈ Bk},

if sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂B

min١≤k≤n
M{ξk ∈ Bk} > ٠٫۵,

١ − sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂Bc

min١≤k≤n
M{ξk ∈ Bk},

if sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂Bc

min١≤k≤n
M{ξk ∈ Bk} > ٠٫۵,

٠٫۵, o.w,

(٢ . ١٧)

و هستند حقیقͬ اعداد از بورل مجموعه های B١, B٢, · · · , Bn, B آن در که
f(B١, B٢, · · · , Bn) ⊂ B,

.t١ ∈ B١, t٢ ∈ B٢, · · · , tn ∈ Bn هر ازای به f(t١, t٢, · · · , tn) ⊂ B یعنͬ
اکیدا تابع ΁ی f و Φ نامعین توزیع با نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض [٢۴] .٢ . ۶ . ٢ قضیه

ͬ آید: م به دست زیر به صورت f(ξ) نامعین توزیع آن گاه باشد. صعودی
Ψ(t) = Φ(f−١(t)), (٢ . ١٨)

شود: بیان نیز زیر به صورت ͬ تواند م که
Ψ−١(α) = f

(
Φ−١(α)), ٠ < α < ١. (٢ . ١٩)

توزیع های با به ترتیب مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn کنید فرض [٣٩] .٣ . ۶ . ٢ قضیه
هستند. ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn مجموع نامعین توزیع Ψ و Φ١,Φ٢, · · · ,Φn به صورت منظم نامعین
داریم: آن گاه باشند به فرد منحصر α ∈ (٠, ١) هر ازای به Φ١−١(α),Φ١−٢(α), · · · ,Φn

−١(α) اگر
Ψ−١(α) = Φ١−١(α) + Φ١−٢(α) + · · ·+Φn

−١(α), ٠ < α < ١. (٢ . ٢٠)
به ترتیب مثبت و مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn کنید فرض [٢۴] .۴ . ۶ . ٢ قضیه
متغیرها این حاصل ضرب آن گاه باشند، Φ١,Φ٢, · · · ,Φn به صورت منظم نامعین توزیع های با

است: زیر به صورت توزیع تابع معکوس دارای ξ = ξ١ × ξ٢ × · · · × ξn یعنͬ
Ψ−١(α) = Φ١−١(α) × Φ١−٢(α) × · · · × Φn

−١(α). (٢ . ٢١)
و L(a١, b١) مستقل خطͬ نامعین متغیر دو به ترتیب ξ٢ و ξ١ کنید فرض [٢۴] .۵ . ۶ . ٢ قضیه

داریم: و است خطͬ نامعین متغیر ΁ی نیز ξ١ + ξ٢ مجموع آن گاه هستند. L(a٢, b٢)
L(a١, b١) + L(a٢, b٢) = L(a١ + a٢, b١ + b٢), (٢ . ٢٢)

نامعین متغیر ΁ی نیز k > ٠ اس΄الر عدد ΁ی و L(a, b) خطͬ نامعین متغیر ΁ی حاصل ضرب و
داریم: و است خطͬ

k.L(a, b) = L(ka, kb). (٢ . ٢٣)



نامعین مجموعه نظریه ٢٢
Z(a١, b١, c١) مستقل زی·زاگ نامعین متغیر دو به ترتیب ξ٢ و ξ١ کنید فرض [٢۴] .۶ . ۶ . ٢ قضیه
است: زیر به صورت زی·زاگ نامعین متغیر ΁ی نیز ξ١+ξ٢ مجموع آن گاه باشند. Z(a٢, b٢, c٢) و

Z(a١, b١, c١) + Z(a٢, b٢, c٢) = Z(a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢), (٢۴ . ٢)
متغیر ΁ی نیز k > ٠ اس΄الر عدد ΁ی و Z(a, b, c) زی·زاگ نامعین متغیر ΁ی حاصل ضرب و

داریم: و است زی·زاگ نامعین
k.Z(a, b, c) = Z(ka, kb, kc). (٢۵ . ٢)

به صورت مستقل ذوزنقه ای نامعین متغیر دو به ترتیب ξ٢ و ξ١ کنید فرض [٢۴] .٧ . ۶ . ٢ قضیه
نامعین متغیر ΁ی نیز ξ١ + ξ٢ مجموع آن گاه باشند. T (a٢, b٢, c٢, d٢) و T (a١, b١, c١, d١)

است: زیر به صورت ذوزنقه ای
T (a١, b١, c١, d١) + T (a٢, b٢, c٢, d٢) = T (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢), (٢۶ . ٢)

متغیر ΁ی نیز k > ٠ اس΄الر عدد ΁ی و T (a, b, c, d) ذوزنقه ای نامعین متغیر ΁ی حاصل ضرب و
داریم: و است ذوزنقه ای نامعین

k.T (a, b, c, d) = T (ka, kb, kc, kd). (٢ . ٢٧)
و N (e١, σ١) مستقل نرمال نامعین متغیر دو به ترتیب ξ٢ و ξ١ کنید فرض [٢۴] .٨ . ۶ . ٢ قضیه

داریم: و است نرمال نامعین متغیر ΁ی نیز ξ١ + ξ٢ مجموع آن گاه هستند. N (e٢, σ٢)

N (e١, σ١) +N (e٢, σ٢) = N (e١ + e٢, σ١ + σ٢), (٢ . ٢٨)
متغیر ΁ی نیز k > ٠ اس΄الر عدد ΁ی و N (e, σ) نرمال نامعین متغیر ΁ی حاصل ضرب همچنین

داریم: و است نرمال نامعین
k.N (e, σ) = N (ke, kσ). (٢ . ٢٩)

به صورت مستقل ل΃ُ نرمال نامعین متغیر دو به ترتیب ξ٢ و ξ١ کنید فرض [٢۴] .٩ . ۶ . ٢ قضیه
ل΃ُ نرمال نامعین متغیر ΁ی نیز ξ١+ξ٢ مجموع آن گاه هستند. LOGN (e٢, σ٢) و LOGN (e١, σ١)

داریم: و است
LOGN (e١, σ١) + LOGN (e٢, σ٢) = LOGN (e١ + e٢, σ١ + σ٢), (٢ . ٣٠)

نیز k > ٠ اس΄الر عدد ΁ی و LOGN (e, σ) ل΃ُ نرمال نامعین متغیر ΁ی حاصل ضرب همچنین
داریم: و است ل΃ُ نرمال نامعین متغیر ΁ی

k.LOGN (e, σ) = LOGN (ke, kσ). (٢ . ٣١)

نامعین متغیر ریاضͬ امید ٢ . ٧
آوردن به دست راستای در نامعین متغیر میانگین مقدار انتظار)، (مقدارمورد ریاضͬ امید
بازده اندازه گیری برای ادامه در است. نامعین متغیر اندازه نشان دهنده و است نامعین اندازه

ͬ کنیم. م استفاده ریاضͬ امید از سرمایه گذاری



٢٣ نامعین متغیر ریاضͬ امید
زیر به صورت ξ ریاضͬ امید آن گاه است، نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ١ تعریف

ͬ شود: م تعریف

E[ξ] =

∫ +∞

٠ M{ξ ≥ x}dx−
∫ ٠
−∞

M{ξ ≤ x}dx, (٢ . ٣٢)
ͬ باشند. م متناهͬ انتگرال دو هر که

داریم: آن گاه است. Φ نامعین توزیع با نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ١ قضیه
E[ξ] =

∫ +∞

٠ (١ − Φ(x))dx−
∫ ٠
−∞

Φ(x)dx. (٢ . ٣٣)

نامعین متغیر توزیع تابع نمودار :٢ . ١٣ ش΄ل

امید اگر باشد، Φ منظم نامعین توزیع با نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ٢ قضیه
ͬ کند: م صدق زیر رابطه در آن ریاضͬ امید آن گاه است موجود ریاضͬ

E[ξ] =

∫ ١
٠ Φ−١(α)dα. (٣۴ . ٢)

نامعین ازمتغیرهای برخͬ ریاضͬ امید
امید مقدار آن گاه است، L(a, b) خطͬ نامعین متغیر ΁ی ξ که کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ١ لم

با: است برابر آن ریاضͬ
E[ξ] =

a+ b

٢ .

امید مقدار آن گاه است، Z(a, b, c) زی·زاگ نامعین متغیر ΁ی ξ که کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ٢ لم
با: است برابر آن ریاضͬ

E[ξ] =
a+ ٢b+ c

۴ .

مقدار آن گاه است، T (a, b, c, d) ذوزنقه ای نامعین متغیر ΁ی ξ که کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ٣ لم
با: است برابر آن ریاضͬ امید

E[ξ] =
a+ b+ c+ d

۴ .



نامعین مجموعه نظریه ٢۴
امید مقدار آن گاه است، N (e, σ) نرمال نامعین متغیر ΁ی ξ که کنید فرض [٢۴] .۴ . ٢ . ٧ لم

با: است برابر آن ریاضͬ
E[ξ] = e.

مقدار آن گاه است، LOGN (e, σ) ل΃ُ نرمال نامعین متغیر ΁ی ξ که کنید فرض [٢۴] .۵ . ٢ . ٧ لم
با: است برابر آن ریاضͬ امید

E[ξ] =

σ
√٣ exp(e)csc(σ

√٣), if σ < π√٣ ,
+∞, if σ ≥ π√٣ .

(٣۵ . ٢)

متناهͬ ریاضͬ امید با مستقل نامعین متغیرهای ξ٢ و ξ١ کنید فرض [٢۴] .٢ . ٧ . ٣ قضیه
داریم: b و a حقیقͬ عدد هر برای آن گاه هستند،

E[aξ١ + bξ٢] = aE[ξ١] + bE[ξ٢]. (٣۶ . ٢)

قطعیت عدم فضای در ΁ریس معرض در ارزش ٢ . ٨
اندازه ΁ی به عنوان ͬ تواند م ΁ریس معرض در ارزش ١ فصل در شده گفته مطالب به توجه با
ارائه عدم قطعیت فضای در آن از برآوردی بنابراین شود، استفاده سبد سهام انتخاب در ΁ریس

ͬ شود. م
این در است. اطمینان ضریب β ∈ (٠, ١] و نامعین متغیر ΁ی ξ ͬ کنیم م فرض .٢ . ٨ . ١ تعریف

که به طوری است VaR : (٠, ١] → R تابع ξ از ΁ریس معرض در ارزش صورت
VaR(β) = sup{x | M{ξ ≥ x} ≥ β}. (٢ . ٣٧)

داریم: β ∈ (٠, ١] اطمینان ضریب هر برای .٢ . ٨ . ١ قضیه
VaR(β) = Φ−١)١ − β). (٢ . ٣٨)

برهان.
VaR(β) = sup{x | M{ξ ≥ x} ≥ β}

= sup{x | Φ(x) ≤ ١ − β}

= sup{x | x ≤ Φ−١)١ − β)}

= Φ−١)١ − β).

نامعین متغیرهای از برخͬ ΁ریس معرض در ارزش
داریم: صورت این در است. ξ ∼ L(a, b) خطͬ نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .٢ . ٨ . ١ لم

VaR(β) = aβ + b(١ − β), ٠ < β ≤ ١. (٢ . ٣٩)



٢۵ قطعیت عدم فضای در ΁ریس معرض در ارزش
داریم: (٣ . ۵ . ۴) قضیه و (٢ . ٣) از استفاده با برهان.

Φ(r) =


٠, r ≤ a,

r − a

b− a
, a ≤ r < b,

١, r ≥ b,

(۴٢ . ٠)

نتیجه در
Φ−١)١ − r) = (١ − r)b+ ar, ٠ ≤ r ≤ ١. (۴٢ . ١)

داریم: صورت این در است. ξ ∼ Z(a, b, c) زی·زاگ نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .٢ . ٨ . ٢ لم

VaR(β) =

٢b(١ − β) + a(٢β − ١), ٠ < β ≤ ١٢ ,
(١ − ٢β)c+ ٢bβ, ١٢ ≤ β < ١. (۴٢ . ٢)

داریم: (٣ . ۵ . ۴) قضیه و (۴ . ٢) از استفاده با برهان.

Φ(r) =



٠, r < a,

r − a

٢(b− a)
, a ≤ r < b,

r + c− ٢b
٢(c− b)

, b ≤ r < c,

١, r ≥ c,

(۴٢ . ٣)

نتیجه در

Φ−١)١ − r) =

٢b(١ − r) + a(٢r − ١), ٠ < r ≤ ١٢ ,
(١ − ٢r)c+ ٢br, ١٢ ≤ r < ١. (۴۴ . ٢)

صورت این در است. ξ ∼ T (a, b, c, d) ذوزنقه ای نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .٢ . ٨ . ٣ لم
داریم:

VaR(β) =

٢b(١ − β) + a(٢β − ١), ٠ < β ≤ ١٢ ,
(١ − ٢β)d+ ٢βc, ١٢ ≤ β < ١. (۴۵ . ٢)

داریم: (٣ . ۵ . ۴) قضیه و (۵ . ٢) از استفاده با برهان.



نامعین مجموعه نظریه ٢۶

Φ(r) =



٠, r < a,

r − a

٢(b− a)
, a ≤ r < b,

١٢ , b ≤ r < c,

r + d− ٢c
٢(d− c)

, c ≤ r < d,

١, r ≥ d,

(۴۶ . ٢)

نتیجه در

Φ−١)١ − r) =

٢b(١ − r) + a(٢r − ١), ٠ < r ≤ ١٢ ,
(١ − ٢r)d+ ٢rc, ١٢ ≤ r < ١. (۴٢ . ٧)

داریم: صورت این در است. ξ ∼ N (e, σ) نرمال نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .۴ . ٢ . ٨ لم
VaR(β) = e+

σ
√٣
π

(
ln(

١ − β

β
)

)
. (۴٢ . ٨)

داریم: (٣ . ۵ . ۴) قضیه و (۶ . ٢) از استفاده با برهان.

Φ(r) =

(
١ + exp

(
π(e− r)

σ
√٣

))−١
, (۴٢ . ٩)

نتیجه در

Φ−١)١ − r) = e+
σ
√٣
π

(
ln(

١ − r

r
)

)
. (۵٢ . ٠)

صورت این در است. ξ ∼ LOGN (e, σ) ل΃ُ نرمال نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .۵ . ٢ . ٨ لم
داریم:

VaR(β) = exp

(
e+

σ
√٣
π

(
ln(

١ − β

β
)

))
. (۵٢ . ١)

داریم: قضیه (٣ . ۵ . ۴) و (٢ . ٧) از استفاده با برهان.
Φ(r) =

(
١ + exp

(
π(e− ln r)

σ
√٣

))−١
, (۵٢ . ٢)

نتیجه در

Φ−١)١ − r) = exp

(
e+

σ
√٣
π

(
ln(

١ − r

r
)

))
. (۵٢ . ٣)



٢٧ عدم قطعیت فضای  در مشروط ΁ریس معرض در ارزش

عدم قطعیت فضای  در مشروط ΁ریس معرض در ارزش ٢ . ٩
این در است. اطمینان ضریب β ∈ (٠, ١] و نامعین متغیر ΁ی ξ که کنید فرض .٢ . ٩ . ١ تعریف

که به طوری است CVaR : (٠, ١] → R تابع ξ از مشروط ΁ریس معرض در ارزش صورت

CVaR(β) =
١

١ − β

∫ ١
β

VaR(r)dr. (۵۴ . ٢)

نامعین متغیرهای از برخͬ مشروط ΁ریس معرض در ارزش
داریم: صورت این در است. ξ ∼ L(a, b) خطͬ نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .٢ . ٩ . ١ لم

CVaR(β) =
a+ b− ٢bβ + β٢(b− a)

١)٢ − β)
, ٠ ≤ β ≤ ١. (۵۵ . ٢)

داریم: (۵۴ . ٢) و (٢ . ٣٩) به توجه با برهان.

CVaR(β) =
١

١ − β

∫ ١
β
(ar + b(١ − r))dr

=
a+ b− ٢bβ + β٢(b− a)

١)٢ − β)
.

داریم: صورت این در است. ξ ∼ Z(a, b, c) زی·زاگ نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .٢ . ٩ . ٢ لم

CVaR(β) =


b+ β(a− ٢b) + β٢(b− a)

١ − β
, ٠ < β ≤ ١٢ ,

b− cβ + (c− b)β٢
١ − β

, ١٢ ≤ β ≤ ١.
(۵۶ . ٢)

داریم: ٠ < β ≤ ١٢ برای (۵۴ . ٢) و (۴٢ . ٢) به توجه با برهان.
CVaR(β) =

١
١ − β

∫ ١
β

(٢b(١ − r) + a(٢r − ١))dr
=

b+ β(a− ٢b) + β٢(b− a)

١ − β
,

داریم: ١٢ ≤ β ≤ ١ برای همچنین و
CVaR(β) =

١
١ − β

∫ ١
β

(
(١ − ٢r)c+ ٢br) dr

=
b− cβ + (c− b)β٢

١ − β
.



نامعین مجموعه نظریه ٢٨
صورت این در است. ξ ∼ T (a, b, c, d) ذوزنقه ای متغیرنامعین ΁ی ξ کنید فرض .٢ . ٩ . ٣ لم

داریم:

CVaR(β) =


b+ β(a− ٢b) + β٢(b− a)

١ − β
, ٠ < β ≤ ١٢ ,

c− βd+ β٢(d− c)

١ − β
, ١٢ ≤ β < ١.

(۵٢ . ٧)

داریم: ٠ < β ≤ ١٢ برای (۵۴ . ٢) و (۴۵ . ٢) به توجه با برهان.

CVaR(β) =
١

١ − β

∫ ١
β

(٢b(١ − r) + a(٢r − ١)) dr
=

b+ β(a− ٢b) + β٢(b− a)

١ − β
,

داریم: ١٢ ≤ β ≤ ١ برای همچنین و

CVaR(β) =
١

١ − β

∫ ١
β

(
(١ − ٢r)d+ ٢rc)dr

=
c− βd+ β٢(d− c)

١ − β
.

داریم: صورت این در است. ξ ∼ N (e, σ) نرمال نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .۴ . ٢ . ٩ لم

CVaR(β) = e+
σ
√٣
πβ

[
١ − ln

(١ − β

β

)]
, ٠ ≤ β ≤ ١. (۵٢ . ٨)

داریم: (۵۴ . ٢) و (۴٢ . ٨) به توجه با برهان.

CVaR(β) =
١

١ − β

∫ ١
β

(
e+

σ
√٣
π

(
ln(

١ − r

r
)

))
dr

= e+
σ
√٣
πβ

[
١ − ln

(١ − β

β

)]
.

صورت این در است. ξ ∼ LOGN (e, σ) ل΃ُ نرمال نامعین متغیر ΁ی ξ کنید فرض .۵ . ٢ . ٩ لم
داریم:

CVaR(β) = exp

[
e+

σ
√٣
πβ

[
١ − ln

(١ − β

β

)]]
, ٠ ≤ β ≤ ١. (۵٢ . ٩)



٢٩ عدم قطعیت فضای  در مشروط ΁ریس معرض در ارزش
داریم: (۵۴ . ٢) و (۵٢ . ١) به توجه با برهان.

CVaR(β) =
١

١ − β

∫ ١
β

exp

(
e+

σ
√٣
π

(
ln(

١ − r

r
)

))
dr

= exp

[
e+

σ
√٣
πβ

[
١ − ln

(١ − β

β

)]]
.





٣ فصل
حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی

خطͬ برنامه ریزی مسائل
رگرسیون، تحلیل مهندسͬ، و علمͬ کاربردهای از گسترده ای طیف در خطͬ برنامه ریزی مسائل
برخͬ همچنین، ͬ آیند. م به وجود غیره و ربات کنترل تصویر، بازسازی سی·نال، پردازش
ͬ شوند. م زده تقریب خطͬ برنامه ریزی مسأله ی ΁ی با معمولا˟ غیرخطͬ بهینه سازی مسائل

شود: نوشته زیر به ش΄ل ͬ تواند م خطͬ برنامه ریزی مسأله ی کلͬ، به طور

min cTx,

s.t.

{
Ax = b,

x ≥ ٠.
شب΄ه های برخͬ مثال، برای شده اند. ارائه فوق مسأله ی برای عصبی شب΄ه های از بسیاری
شب΄ه ی ساختار ساده سازی به منظور .[۴۵] و [۴۴] ،[٧] ،[۵] شدند ارائه اولیه‐دوگان عصبی
از استفاده با .[١۶] و [٢۵] شد معرفͬ شده ساده دوگان عصبی شب΄ه ی دوگان، عصبی
توسعه خطͬ برنامه ریزی مسأله ی حل برای تصویری عصبی شب΄ه ی چندین تصویر، قضیه ی
کلͬ به طور که [۵۴] و [۴٩] ،[٣٠] ،[٢۶] ،[٢٧] ،[١۵] ،[١٣] ،[١١] ،[١٢] ،[٩] شدند داده
عصبی شب΄ه ی چند وانگ لیو ،[٢۶] و [٢٧] در بودند. هم·را دقیق بهینه ی جواب های به
عصبی شب΄ه های دادند. پیشنهاد خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای را تک لایه بازگشتͬ
شب΄ه ی مانند عصبی شب΄ه های سایر به نسبت ساده تری ساختاری پیچیدگͬ تک لایه بازگشتͬ

دارند. تصویری شب΄ه ی و لاگرانژی
٣١



خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣٢
محدودیت های با زیر خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی چند تنها به حال، تا

است. یافته توسعه نامساوی و تساوی

min cTx,

s.t.

{
Ax = b,

Bx ≤ d,
(٣ . ١)

،rank(A) = m(٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn ،x = (x١, x٢, ..., xn)T ∈ Rn آن در که
است. d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n

طرفه ΁ی نامساوی و تساوی محدودیت های با [۴٧] هم΄اران و شیا و [۵۵] وانگ و ژانگ
−∞ پایین کران دادن نشان کردند. عمل دوطرفه کران محدودیت های خاص حالات همانند
نامساعد عصبی شب΄ه های طراحͬ برای که دارد بزرگ کافͬ اندازه به اعداد به نیاز +∞ کران تا
΁ی (KKT ) کاراش‐کوهن‐تاکر شرایط با مسأله این حل برای [٨] ناظمͬ و عفتͬ است.
بیشتری نورون های دارای عصبی شب΄ه ی این حال، این با دادند. پیشنهاد عصبی شب΄ه ی

دارد. قوی تری هم·رایی شرایط به نیاز و است

جدید عصبی شب΄ه ی ΁ی توسعه ی پایان نامه این هدف فوق، مباحث از گرفتن انگیزه  با
هم·رایی شرایط و کمتر ساختاری پیچیدگͬ کمتر، حالت متغیرهای که است (٣ . ١) حل برای

دارد. قوی تری

عصبی شب΄ه های و بهینه سازی ٣ . ١
بهینه سازی در مصنوعͬ) عصبی (شب΄ه های عصبی شب΄ه های کاربرد مورد در بررسͬ و بحث
تا کنون، زمان آن از شده انجام پژوهش های نتایج است. شده آغاز میلادی ١٩٨٠ سال اوایل از
برنامه ریزی و هندسͬ برنامه ریزی دوم، درجه برنامه ریزی خطͬ، برنامه ریزی چون مواردی
مسائل برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از استفاده در اصلͬ ایده ی ͬ گیرد. بر م در را غیر خطͬ
دو این که است دینامی΄ͬ سیستم ΁ی و (نامنفͬ) انرژی تابع ΁ی از استفاده بهینه سازی
سیستم هستند. بهینه سازی مسائل متناظر مصنوعͬ عصبی شب΄ه های مدل های بیان کننده ی
است. اول مرتبه ی غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی معمولا˟ شده بیان دینامی΄ͬ
غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداری نقطه ی آغازین نقطه ی ΁ی برای که ͬ رود م انتظار
متناظر مدل ΁ی برای بنابراین باشد. اصلͬ بهینه سازی مسأله ی بهینه ی جواب آمده، به دست
به صورت مسائل این گونه در عصبی شب΄ه های از استفاده اساسͬ اصل بهینه سازی، مسائل با

ͬ شود: م بیان زیر
غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه تعادل نقطه ی دلخواه، آغازین نقطه ی ΁ی برای

برعکس. و است اصلͬ مسأله ی بهینه ی جواب آمده به دست

مدل های قسمت دو به ͬ توان م را بهینه سازی مختلف مسائل متناظر شده ی مطرح مدل های
بسیار نظریه ی دو جریمه ای توابع و دوگانͬ نظریه ی نمود. تقسیم جریمه ای مدل های و دوگانͬ



٣٣ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل
قابل ΁کلاسی روش دو این مبنای بر مسائل این اکثر که هستند بهینه سازی مسائل در مهم
مورد مدل معرفͬ برای گرادیانͬ مدل های از معمولا˟ جریمه ای توابع نظریه ی در هستند. حل
مسائل این حل برای اولیه‐دوگان مدل های از دوگانͬ نظریه ی در ولͬ ͬ شود، م استفاده نظر
نمود ارائه را مشخصͬ روش بهینه سازی، مسأله ی هر با متناظر بتوان اگر ͬ شود. م استفاده
با متناظر ͬ توان م آن گاه سازد، برآورده را کافͬ و لازم شرایط مسأله آن حل برای روش آن که

بسازیم. نظر مورد مسأله ی برای عصبی شب΄ه ی مدل ΁ی روش، آن
شده اند. بررسͬ بهینه سازی برای گسترده ای به طور عصبی شب΄ه های گذشته، دهه های در
پیشنهاد خطͬ برنامه ریزی مسائل برای را عصبی شب΄ه های تانک و هاپفیلد بار اولین برای
شب΄ه ی مدل های سایر بررسͬ جهت محققان از بسیاری توسط آنها کار .[۴٢] و [١۴] دادند
شب΄ه ی ΁ی [١٩] چوآ و کندی است. شده گرفته الهام برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی
شب΄ه ی مدل که است شده مشخص دادند. ارائه غیرخطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی
برای ͬ کند. م تولید را تقریبی جواب های تنها و است متناهͬ جریمه پارامترهای شامل عصبی
شده ارائه نیز دی·ری مدل های اخیر سال های در جریمه، پارامترهای از استفاده از جلوگیری

ببینید. را [۵٣] و [۵٠] ،[۴۶] ،[۴٣] ،[١٠] ،[۶] مثال، برای است

پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ٣ . ٢
ب·یرید: نظر در را زیر کلͬ به صورت خطͬ برنامه ریزی مسأله ی

min cTx,

s.t.

{
Ax = b,

Bx ≤ d,
(٣ . ٢)

rank(A) = m (٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn ،x = (x١, x٢, . . . , xn)T ∈ Rn آن در که
است. d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ،

(٣ . ٢) مسأله ی بهینه ی جواب آوردن به دست برای را زیر عصبی شب΄ه مدل ͬ توان م
:[۵١] برد به کار زیر به صورت

dx

dt
= −(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+]−Q(Ax− b),

dy

dt
= − ١٢y + ١٢(y +Bx− d)+,

(٣ . ٣)

آن در که
P = AT (AAT )−١A, Q = AT (AAT )−١,

(y +Bx− d)+ = ([y +Bx− d]+١ , [y +Bx− d]+٢ , . . . , [y +Bx− d]+m),

[y +Bx− d]+k = max{(y +Bx− d)k , ٠}, k = ١,٢, . . . ,m.



خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣۴
که به طوری باشد موجود y∗ ≥ ٠ اگر تنها و اگر است (٣ . ٢) بهینه ی جواب x∗ [۵١] .٣ . ٢ . ١ لم

کند: صدق زیر شرایط در (x∗, y∗)T

(I − P )[c+BT y∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠ , (۴ . ٣)
(y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠. (۵ . ٣)

بهینه سازی مسائل برای KKT شرایط [٢] مطابق باشد، (٣ . ٢) بهینه ی جواب x∗ اگر برهان.
ͬ کنند. م صدق زیر معادلات در که به طوری موجودند y∗ ≥ ٠ و (x∗, λ∗, y∗) محدب،

c+ATλ∗ +BT y∗ = ٠, (۶ . ٣)
Ax∗ = b, (٣ . ٧)
d−Bx∗ ≥ ٠, y∗ ≥ ٠, (y∗)T (d−Bx∗) = ٠, (٣ . ٨)

که معنͬ این به هستند. معادل (٣ . ٨) و (۵ . ٣) که ͬ شود م دیده آسانͬ به
d−Bx∗ ≥ ٠, y∗ ≥ ٠, (y∗)T (d−Bx∗) = ٠ ⇐⇒ (y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠.

(۶ . ٣) از معادلند. (٣ . ٧) و (۶ . ٣) جواب های و (۴ . ٣) جواب های که ͬ دهیم م نشان ادامه، در
داریم:

−A(c+ATλ∗ +BT y∗) = ٠,
داریم: (٣ . ٧) معادله ی با بالا معادله ی کردن ͽجم با

Ax∗ −Ac−AATλ∗ −ABT y∗ = b,

بنابراین
ATλ∗ = AT (AAT )−١(Ax∗ − b)−AT (AAT )−١A(c+BT y∗), (٣ . ٩)

داریم: (۶ . ٣) معادله ی در (٣ . ٩) جای·ذاری با
[I −AT (AAT )−١A](c+BT y∗) +AT (AAT )−١(Ax∗ − b) = ٠,

زیر به صورت را فوق معادله ی ͬ توان م ،Q = AT (AAT )−١ و P = AT (AAT )−١A دادن قرار با
نوشت:

(I − P )[c+BT (y∗ +Bx∗ − d)+] +Q(Ax∗ − b) = ٠.
A ضرب با کند صدق (۴ . ٣) معادله ی در (x∗, y∗)T که به طوری باشد موجود y∗ اگر برعکس،

داریم: (۴ . ٣) معادله ی طرفین در
A(I − P )[c+BT (y∗ +Bx∗ − d)+] +AQ(Ax∗ − b) = ٠,

داریم (۴ . ٣) از نتیجه در .Ax∗ − b = ٠ داریم پس ،AQ = I و A(I − P ) = ٠ که کنید توجه
داریم: λ∗ = −(AAT )−١A(c+BT y∗) دادن قرار با .(I − P )(c+BT y∗) = ٠
c+ATλ∗ +BT y∗ = c+BT y∗ −AT (AAT )−١A(c+BT y∗)

= (I − P )(c+BT y∗)

= ٠.
است. شده ثابت ح΄م پس



٣۵ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل
مسأله ی بهینه ی جواب x∗ که ͬ بینیم م آسانͬ به ،٣ . ٢ . ١ لم از استفاده با .٣ . ٢ . ١ ملاحظه
تعادل نقطه ی (x∗, y∗)T که به طوری y∗ ≥ ٠ باشد داشته وجود اگر تنها و اگر است (٣ . ٢)
نقطه ی به عصبی شب΄ه ی که زمانͬ بنابراین، باشد. (٣ . ٣) در شده ارائه عصبی شب΄ه ی

ͬ باشد. م هم·را (٣ . ٢) مسأله ی بهینه ی جواب به x(t) حرکت مسیر است، هم·را تعادل

پایداری تحلیل ٣ . ٢ . ١
است. سراسری هم·رای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی مدل که داد خواهیم نشان بخش این در

و باشد (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ΁ی (x∗, y∗)T ∈ Ωe کنید فرض [۵١] .٣ . ٢ . ٢ لم

V (x, y) =− (x− x∗)TBT y∗ +
١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥y∗∥٢

− yT y∗ +
١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢,

(٣ . ١٠)

صورت این در

V (x, y) ≥ ١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢, (٣ . ١١)

dV

dt
≤ −∥(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢.

(٣ . ١٢)

مشتق پذیر و محدب ∥(y + Bx − d)+∥٢ تابع که آنجا از داریم، (٣ . ١١) اثبات برای برهان.
و ͬ باشد م

∇∥(y +Bx− d)+∥٢ = ٢
[
BT (y +Bx− d)+

(y +Bx− d)+

]
,

نتیجه در
∥(y +Bx− d)+∥٢ − ∥y∗∥٢ ≥ ٢(x− x∗)TBT y∗ + ٢(y − y∗)T y∗,

یعنͬ
١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥y∗∥٢ − (x− x∗)TBT y∗ − yT y∗ ≥ ٠,

داریم:
V (x, y) ≥ ١

٢∥x− x∗∥٢ +
١
٢∥y − y∗∥٢.



خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣۶
داریم: (٣ . ١٢) اثبات برای همچنین

dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+

∂V

∂y

dy

dt

=− [−BT y∗ +BT (y +Bx− d)+ + x− x∗]T

× [(I − P )(c+BT (y +Bx− d)+) +Q(Ax− b)]

− ١
٢ [y − (y +Bx− d)+]T × [(y +Bx− d)+ − ٢y∗ + y]

=[x− x∗ +BT ((y +Bx− d)+ − y∗)]T

× [(I − P )(BT (y +Bx− d)+ − y∗) + P (x− x∗)

− ١
٢ [y − (y +Bx− d)+]T × [y − (y +Bx− d)+ + ٢(y +Bx− d)+ − ٢y∗]

=− (x− x∗)T (I − P )BT [(y +Bx− d)+ − y∗]

− (x− x∗)TP (x− x∗)

− [(y +Bx− d)+ − y∗]TBBT [(y +Bx− d)+ − y∗]− [(y +Bx− d)+ − y∗]T

×BP (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+ − y∗]T [(y +Bx− d)+ − y].

که کنید توجه
P (I − P ) = ٠, P ٢ = P, (I − P )٢ = I − P,

و
(y +Bx− d)+ − y = Bx− d+ (−y −Bx− d)+,

داریم:
dV

dt
=− (x− x∗)TP ٢(x− x∗)

− [(y +Bx− d)+−y∗]TBBT [(y +Bx− d)+−y∗]

− (x− x∗)TBT [(y +Bx− d)+−y∗]− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+−y∗]T × [Bx− d+ (−y −Bx+ d)+]

=− ∥(I − P )BT [(y +Bx− d)+−y∗] + P (x− x∗)∥٢

− (x− x∗)TBT [(y +Bx− d)+−y∗]

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢ + [(y +Bx− d)+−y∗]T

× [B(x− x∗) + (Bx∗ − d) + (−y −Bx− d)+]



٣٧ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل
=− ∥(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+]T (Bx∗ − d)− (y∗T )(Bx∗ − d)

+ [(y +Bx− d)+]T (−y −Bx+ d)+ − (y∗T )(−y −Bx+ d)+

=− ∥(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+]T (Bx∗ − d)− (y∗T )(−y −Bx+ d)+

≤ −∥(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+]

+Q(Ax− b)∥٢ − ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢,

است. تمام اثبات (۵ . ٣) از استفاده با فوق معادله ی در که
شب΄ه ی بنابراین، ͬ باشد، م لیاپانوف تابع ΁ی (٣ . ١٠) در شده معرفͬ V (x, y) .٣ . ٢ . ٢ ملاحظه

ͬ باشد. م لیاپانوف مفهوم به پایدار (٣ . ٣) عصبی
منحصر پیوسته  جواب ΁ی ،(x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p اولیه ی نقطه ی هر برای [۵١] .٣ . ٢ . ١ قضیه

دارد. وجود t ≥ ٠ برای (٣ . ٣) از (x(t), y(t)) ∈ Rn+p به فرد
کنید فرض برهان.

E(x, y) = (−(I − P )(c− (y +Bx− d)+)−Q(Ax− b)− ١
٢y +

١
٢(y +Bx− d)+),

داریم: (x, y), (x′, y′) ∈ Rn+p هر برای
∥E(x, y)− E(x′, y′)∥ ≤∥(I − P )[c− (y +BX − d)+] +Q(Ax− b)

− (I − P )[c− (y′ +BX ′ − d)+]−Q(Ax′ − b)∥

+ ∥ ١
٢y − ١

٢(y +Bx− d)+ − ١
٢y′ +

١
٢(y′ +Bx′ − d)+∥

≤(∥(I − P )B∥+ ∥P∥+ ∥B∥/٢)∥x− x′∥

+ (∥I − P∥+ ١)∥y − y′∥,

موضعͬ وجودی قضیه ی از است. لیپ شیتز١ پیوسته ی Rn+p روی E(x, y) رو، این از
[٠, T ) روی (٣ . ٣) به فرد منحصر جواب ΁ی ͬ شود م نتیجه [٣۵] معمولͬ دیفرانسیل معادله ی

دارد. وجود
لذا است، نزولͬ تابع ΁ی t به نسبت V که ͬ دانیم م ٣ . ٢ . ٢ لم به بنا

١
٢∥x− x∗∥٢ ≤ V (x(٠), y(٠)) ≤ V (x(t), y(t)), ∀t ≥ ٠, (٣ . ١٣)

اثبات این .T = +∞ نتیجه در است. کراندار (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر ͬ دهد م نشان
ͬ کند. م کامل را

١Lipschitz



خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی ٣٨
به صورت اولیه  نقطه ی هر برای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر [۵١] .٣ . ٢ . ٢ قضیه

هر با (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی به ویژه، است. هم·را تعادل نقطه ی ΁ی به (x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p

به طور دارد به فرد منحصر تعادل نقطه ی Ωe که هنگامͬ (x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p اولیه ی نقطه ی
است. مجانبی پایدار سراسری

کنید تعریف برهان.
D(x, y) = ∥(I − P )[c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢ +

١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢,

(٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ΁ی (x, y) اگر تنها و اگر D(x, y) = ٠ صورت این در
(٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی (x(t), y(t)) حالت مسیر ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٢ . ١ قضیه ی اثبات از باشد.
(x̂, ŷ)T حدی نقطه ی و limn→∞ tn −→ ∞ با {tn} صعودی دنباله ی بنابراین، است. کراندار

.limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ که به طوری دارند وجود

تعادل نقطه ی به کلͬ به طور (x(t), y(t)) حالت مسیر و (x̂, ŷ) ∈ Ωe ͬ کنیم م ثابت حال،
است. هم·را (x̂, ŷ)

عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ΁ی (x̂, ŷ) یعنͬ D(x̂, ŷ) = ٠ که ͬ کنیم م ثابت اول، مرحله در
به نسبت به ترتیب D(x, y) چون .D(x̂, ŷ) > ٠ آنگاه نباشد، برقرار مورد این اگر است. (٣ . ٣)

،(x̂, ŷ)T از ε همسای·ͬ و q > ٠ ،ε > ٠ است، پیوسته y و x

B((x̂, ŷ), ε) = {(x, y)T : ∥x− x̂∥+ ∥y − ŷ∥ ≤ ε},

.D(x, y) > q ،(x, y)T ∈ B((x̂, ŷ), ε) هر برای که به طوری دارند وجود

وجود N مثبت صحیح عدد ،limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ اینکه به توجه با
.∥y(tn)− ŷ∥ ≤ ١

۴ε و ∥x(tn)− x̂∥ ≤ ١
۴ε ،n ≥ N هر برای که به طوری دارد

کران این که هستند کراندار نیز ẏ و ẋ ͬ گیریم م نتیجه (x(t), y(t)) بودن کراندار و (٣ . ٣) از
داریم: n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] گرفتن نظر در با ͬ شود. م داده نشان M با
∥x(t)− x̂∥+ ∥y(t)− ŷ∥ ≤∥x(t)− x(tn)∥+ ∥y(t)− y(tn)∥+ ∥x(tn)− x̂∥+ ∥y(tn)− ŷ∥

=∥ẋ(ξ١)∥ × |t− tn|+ ∥ẏ(ξ٢)∥ × |t− tn|

+ ∥x(tn)− x̂∥+ ∥y(tn)− ŷ∥

≤٢M |t− tn|+
ε

٢ ≤ ε,

.(x, y)T ∈ B((x̂, ŷ), ε) داریم n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] هر برای رو، این از
چون .D(x(t), y(t)) > q ͬ شود م نتیجه n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] هر برای بنابراین
است، بی نهایت t ∈ ∪n≥N [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] مجموعه ی ٢΃لب اندازه ی و limn→∞ tn = ∞

٢Lebegue



٣٩ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل
داریم: ∫پس ∞

٠ D(x(t), y(t)) dt = ∞. (١۴ . ٣)

(٣ . ١٢) ازرابطه حال این ∫با ∞

٠ D(x(t), y(t)) dt = lim
s→∞

∫ s

٠ D(x(t), y(t)) dt

≤− lim
s→∞

∫ s

٠ V̇ (x(t), y(t)) dt

= lim
s→∞

[V (x(٠), y(٠))− V (x(s), y(s))]

≤V (x(٠), y(٠)),

(١۵ . ٣)

.(x̂, ŷ)T ∈ Ωe یعنͬ که D(x̂, ŷ) = ٠ لذا ͬ کند. م نقض را (١۴ . ٣) که

تعادل نقطه ی به سراسری به طور (x(t), y(t)) حالت مسیر ͬ کنیم م ثابت دوم، مرحله در
است. هم·را (x̂, ŷ)

لیاپانوف تابع

V̂ (x, y) =− (x(t)− x̂)TBT ŷ +
١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥ŷ∥٢

− yT ŷ +
١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢,

.V̂ (x̂, ŷ) = ٠ که کنید تعریف را
به طوری دارد وجود tk ،ε > ٠ هر ازای به ،limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ چون

.V̂ (x(tk), y(tk)) < ε که

است. نزولͬ V̂ و ١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢ ≤ V̂ (x(t), y(t)) داریم ٣ . ٢ . ٢ لم به بنا

داریم t ≥ tk هر برای بنابراین،
١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢ ≤ V̂ (x(t), y(t)) ≤ V̂ (x(tk), y(tk)) ≤ ε,

هم·رای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر لذا .limn→∞ y(t) = ŷ و limn→∞ x(t) = x̂ یعنͬ که
ͬ شود. م هم·را (x̂, ŷ)T تعادل نقطه ی به سراسری

نقطه ی هر با (x(t), y(t)) حالت مسیر فوق تحلیل به بنا آنگاه ،Ωe = {(x∗, y∗)} اگر به ویژه،
مجانبی پایدار عصبی شب΄ه ی این پس نمود. خواهد میل (x∗, y∗) به (x(٠), y(٠)) اولیه ی

است. سراسری



خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ΁ی ۴٠

عددی مثال ٣ . ٣
ͬ شود. م داده نشان شده ارائه عصبی شب΄ه مدل کارایی عددی مثال ΁ی ارائه با بخش این در

ب·یرید. نظر در را زیر خطͬ برنامه ریزی مسأله .٣ . ٣ . ١ مثال

min − ٣
۴x۴ + ٢٠x۵ − ١

٢x۶ + ۶x٧,

s.t.



x١ + ٠٫۶x۵ − ۶٫۴x۶ + ۴٫٨x٧ = ٠,
x٢ + ٠٫٢x۵ − ١٫٨x۶ + ٠٫۶x٧ = ٠,
x٣ + ٠٫۴x۵ − ١٫۶x۶ + ٠٫٢x٧ = ٠,
x۴ + x۶ − ١ = ٠,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . ,٧.

(١۶ . ٣)

ͬ آید. م به دست x∗ = (۴, ١, ٠, ٠,۴, ١, ٠)T بهینه جواب ،(٣ . ٣) عصبی شب΄ه مدل از استفاده با
ͬ دهد. م نشان را (٣ . ٣) مدل از گذرا رفتار ٣ . ١ ش΄ل

(١۶ . ٣) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٣ . ١ ش΄ل



۴ فصل
بهینه پرتفوی انتخاب

مقدمه ١ . ۴
نامعین بهادار اوراق بازده که شرایطͬ در پرتفوی انتخاب مسأله برای مدل چند فصل این در
حل قابل معمول روش های به مسائل این اینکه به توجه با ͬ گردد. بیان م ͬ شود، م فرض
حالاتͬ در آن ها قطعͬ و دقیق معادل های با مدل ها این جای·زینͬ کار، اصلͬ ایده نیستند
سپس و گاوسͬ) ذوزنقه ای، زی·زاگ، خطͬ، نامعین متغیر (مانند نامعین متغیر های از خاص
چند قبل، فصل در شده پیشنهاد  عصبی شب΄ه مدل کارایی دادن نشان برای است. آن ها حل

ͬ شود. م حل و بیان پرتفوی انتخاب مسائل از عددی مثال
اهمیت از که است سرمایه بازار مسائل از ی΄ͬ دارایی ها، از بهینه  ای مجموعه انتخاب مسأله
این از ناشͬ سرمایه گذاری، تصمیمات اهمیت خرد، اقتصاد حوزه در است. برخوردار زیادی
زمانͬ به بیشتر بازده امید به را امروز بازده و مصرف سرمایه گذار، فرد ͽواق در که است مسأله
است فرد هر مطلوبیت میزان سرمایه گذاری، بهینه تصمیم ͽواق در ͬ کند. م موکول آینده در
بود، نخواهد ی΄سان افراد سایر با لزوما و ͬ گردد م تعیین وی شخصͬ ترجیحات به توجه با که
سرمایه ای، دارایی های از مجموعه ای انتخاب از را فرد مطلوبیت معیارهایی، با ͬ توان م ولͬ
است. شده انتخاب مجموعه کل بازده و ΁ریس معیار ها، این مهمترین جمله از کرد. مشخص
تعیین خاص، به طور سهام) (سبد سهام مجموعه و عام به طور دارایی ها مجموعه مدیریت هدف

شود. حداکثر بازده و حداقل ΁ریس که به گونه ای سبد درون دارایی های
شامل دارایی مختلف طبقات است. برخوردار ویژه ای اهمیت از دارایی ها در تنوع بخشͬ مسأله

ͬ باشد. م و... طلا زمین، نقد، پول بهادار، اوراق انواع
۴١



بهینه پرتفوی انتخاب ۴٢
سیر در و بودند برخوردار زیادی پیشرفت های از اخیر دهه چند در سرمایه گذاری نظریه های
سرمایه گذاری و تجارت حجم یافتند. دست زیادی کاربردی فرمول های به خود تکاملͬ تاریخͬ
تغییرات و گسترش این است. داشته فراوانͬ گسترش بیست و ی΄م اوایل و بیستم قرن طͬ
مقایسه در سرمایه گذار تصمیم اخذ برای متفاوتͬ معیارهای که است شده موجب آن از حاصل
دو سرمایه گذاری انجام و انتخاب در موثر عوامل از شود. گرفته به کار گذشته دوره های با
به ٢ کرامر و ١ برنولͬ میلادی ١٨ قرن در است. ی΄دی·ر با دو این رابطه و بازده و ΁ریس مفهوم
مورد بازده اساس بر صرفا نباید اطمینان عدم شرایط تحت تصمیمات که رسیدند نتیجه این

پذیرد. صورت انتظار
سرمایه گذاری فرآیند در تصمیم اخذ جهت سرمایه گذاران میلادی، بیستم قرن اوایل تا
و پول زمانͬ ارزش مفاهیم به توجهͬ و ͬ کردند م استفاده سرمایه گذاری بازده نسبت های از
وارد تنزیلͬ روش های با پول زمانͬ ارزش مفهوم ١٩٢٠ دهه از نداشتند. سرمایه گذاری ΁ریس
طرح های انتخاب در توجه قابل تحولͬ روش ها، این شد. سرمایه گذاری و مالͬ ادبیات حوزه
΁ریس با مواجه در سرمایه گذاران متفاوت رفتار همچنان لی΄ن آوردند. به وجود سرمایه گذاری
معیارهای تکامل به حدودی تا پول مطلوبیت نظریه اینکه وجود با ͽواق در ͬ شد. م گرفته نادیده
΁ریس ١٩۵٠ دهه تا نبود. برخوردار کافͬ جامعیت از هنوز لی΄ن بود، نموده ΁کم انتخاب
کمیت پذیر را ΁ریس بار نخستین برای مارکوویتز هری اینکه تا ͬ رفت م به شمار کیفͬ عامل ΁ی
΁ریس سنجش کمیت به عنوان را سرمایه گذاری طرح های نقدی جریانات معیار انحراف و نمود
معیار به عنوان β حساسیت ضریب تبیین با [۴١] در شارپ ویلیام بعد چندی کرد. معرفͬ
این کرد. عرضه سرمایه گذاری تئوری های دنیای به را کاربردی تری و ساده تر مدل ،΁ریس
۶٠ دهه اواسط در و روند این ادامه در است. معروف شاخصͬ تک مدل به عنوان امروز روش
عنوان تحت امروزه که دادند توسعه را مدلͬ سرمایه، بازار نظریه پایه بر [٢٨] لینتر و شارپ
΁سیستماتی ΁ریس مدل این ͬ شود. م شناخته ٣ سرمایه ای دارایی های قیمت گذاری مدل
،٧٠ دهه در ͬ کند. م ΁تفکی ی΄دی·ر از ΁ریس اصلͬ اجزای به عنوان را ΁سیستماتی غیر و
و [٣۶] به بیشتر توضیحات (برای کرد. پایه گذاری [۴٠] در را ۵ آربیتراژ مدل ،۴ راس پروفسور

شود). مراجعه [٣]

پرتفوی بهینه سازی مسأله ٢ . ۴
تئوری بر مبنایی که داد ارائه را پرتفوی بنیادی مدل مارکوویتز هری میلادی، ١٩۵٢ سال در
مفاهیم با آشنایی علیرغم سرمایه گذاران تئوری این ارائه از پیش گردید. سرمایه سبد مدرن
بود کسͬ نخستین مارکوویتز نبودند. ͬˁکم روش به آن اندازه گیری به قادر بازده، و ΁ریس
و بسط را خاص به طور سهام سبد و عام به طور سرمایه گذاری سبد در تنوع بخشͬ مفهوم که
کاهش به منجر ͬ تواند م سرمایه سبد متنوع سازی چ·ونه که موضوع این او داد. گسترش

نمود. بیان ͬˁکم به صورت را، شود سرمایه گذار ΁ی سرمایه گذاری ΁ریس
١Bernoulli
٢Cramer
٣Capital Asset Pricing Model (CAPM)
۴Ross
۵Arbitrage Pricing Theory



۴٣ پرتفوی بهینه سازی مسأله
واریانس طریق از شده محاسبه ΁ریس و بازدهͬ رابطه براساس ۶ MPT سرمایه سبد مدرن نظریه
رابطه ی براساس ٧PMPT سرمایه سبد فرامدرن نظریه ͬ شود. م تبیین بازدهͬ معیار انحراف و
(برای ͬ پردازد م بهینه سرمایه سبد انتخاب معیار و سرمایه گذار رفتار تبیین به نامطلوب ΁ریس
‐ میانگین مدل فرمول بندی در مارکوویتز ببینید.) را [١٨] و [١٧] ͽمراج بیشتر، توضیحات
سرمایه گذار وی، نظر به داشت. خاصͬ توجه سرمایه گذاری هدف به خود، MV ٨ واریانس
باشد. داشته کمتر ΁ریس و بیشتر بازدهͬ که است درطرح هایی سرمایه گذاری دنبال به عاقل
رابطه به بل΄ه ͬ کرد، نم جستجو طرح آن معیار انحراف در تنها را سرمایه گذاری ΁ی ΁ریس وی

داشت. توجه هم کل ΁ریس بر رابطه این تاثیر و سرمایه سبد در مختلف دارایی های بین
که بود، کارا) سهام (سبد کارا سرمایه سبد نمود، مطرح مارکوویتز که مفاهیمͬ از دی·ر ی΄ͬ
بازده ازای در سرمایه سبد آن ΁ریس که به نحوی است بهادار اوراق مطلوب ترکیب معنای به

شود. حداکثر معین ΁ریس ازای در سرمایه سبد بازده یا شود حداقل معینͬ
از: عبارتند مفروضات این است. گرفته ش΄ل مفروضاتͬ اساس بر مارکوویتز مدل

است. عقلایی رفتار دارای سرمایه گذار .١
هستند. افزایشͬ انتظار مورد مطلوبیت دارای و ریس΁ گریزند سرمایه گذاران، .٢

انتظار مورد بازده واریانس و میانگین مبنای بر را خود سرمایه سبد سرمایه گذاران، .٣
ͬ کنند. م انتخاب

است. تقسیم قابل بی نهایت تا سرمایه گذاری گزینه هر .۴
است. مشابه همه برای این و داشته معین زمانͬ افق ΁ی سرمایه گذاران .۵

و ͬ دهند م ترجیح را بالاتری بازده ،΁ریس از مشخص ͹سط ΁ی در سرمایه گذاران، .۶
هستند. ΁ریس کمترین خواهان، بازدهͬ از معینͬ ͹سط برای بالعکس

ندارد). وجود معاملات و مالیات (هزینه هستند کامل بازارها .٧
احتمال که ͬ شود م گرفته نظر در تصادفͬ متغیر به صورت دارایی ها بازده مارکوویتز روی΄رد در
انحراف و سرمایه سبد کارایی معیار به عنوان میانگین ͬ آید. م به دست نرمال توزیع تابع از آنها
مدل اصلͬ ورودی های ͬ شود. م گرفته نظر در سرمایه سبد ΁ریس شاخص به عنوان هم معیار
ضریب و دارایی ها بازدهͬ کواریانس ـ واریانس ماتریس انتظار، مورد بازده از عبارتند مارکوویتز

.[٣٣] ͬ شود م بیان زیر به صورت MV ΁کلاسی مدل ͬ ها. بازده بین همبستگͬ

min
١
٢XTΣX,

s.t.


µTX = R,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(١ . ۴)

۶Modern Portfolio Theory
٧Post-modern Portfolio Theory
٨Mean-Variance



بهینه پرتفوی انتخاب ۴۴
آن در که

µTX = E[X] =
n∑

i=١
xiµi,

XTΣX = V [X] =
∑
i,j

ρijσiσjxixj ,

بازده ξi jام، و iام سهم بین همبستگͬ ضریب ρij iام، سهم در سرمایه گذاری نسبت xi و
بازدهͬ از مشخصͬ ͹سط نشان دهنده اول قید و هستند iام سهم ΁ریس σi و انتظار مورد
شود سرمایه گذاری بودجه تمام که ͬ دهد م را اطمینان این دوم قید است. R یعنͬ انتظار مورد

ندارد. را استقراضͬ فروش اجازه سرمایه گذار که است این نشان دهنده هم آخر قید و
به ͬ توان م جمله از که دارد واقعͬ غیر فرضیات و معایب سری ΁ی مارکوویتز مدل متاسفانه

کرد: اشاره زیر موارد
ͬ شود. م بزرگ اندازه از بیش کواریانس ماتریس محاسبات حجم دارایی، تعداد افزایش با .١
نشده گرفته نظر در مارکوویتز مدل در دارد، وجود واقعͬ دنیای در که محدودیت هایی .٢
خرید ، ٩ معاملاتͬ هزینه های سرمایه، سبد در ثابت سهام محدودیت همانند است،
محدودیت ها این اکثر و...، ثابت دسته های در سهام معادلات معاملات بلوکͬ، ، ١٠ آستانه ای

ͬ نماید. م پیچیدگͬ دچار حل برای را مدل ها که ͬ کنند م پیروی غیرخطͬ توابع از
نیست. قبولͬ قابل فرض دارایی ها بازده توزیع تابع بودن نرمال فرض .٣

توزیع با دارایی ΁ی معیار این که است معیار انحراف یا و واریانس ،΁ریس عمومͬ معیار .۴
نداشته وجود دارایی برای خصوصیت دو این اگر است. قبول قابل کارا بازار در و نرمال

نیست. مناسبی معیار واریانس باشد،

جای·زین مدل های ٢ . ١ . ۴
رسید نتیجه این به او .[٣۴] کرد اشاره نامطلوب ΁ریس مزایای به مارکوویتز ١٩۵٩ سال در
اینکه نخست هستند، نامطلوب ΁ریس ساختن حداقل به مایل علت دو به سرمایه گذاران که
تصادفͬ متغیرهای توزیع که وقتͬ دوم و ͬ اندیشند م سرمایه اصل امنیت به ابتدا سرمایه گذاران
در بعدها بود. خواهد مفید نامطلوب ΁ریس معیار آن گاه نباشد، نرمال نوع از بازدهͬ) (نرخ
مدل و سرمایه سبد مدرن نظریه ارائه برای اقتصاد نوبل جایزه دریافت هنگام وی ١٩٩١ سال

داشت. اشاره مسأله این به نیز مارکوویتز
برنامه ریزی به کارگیری با سرمایه سبد بهینه سازی به منظور مدلͬ ،[٢١]١١ لرو و لͬ ١٩٧٣ سال
آرمانͬ برنامه ریزی نگرش ،[٢٠]١٢ چیسیر و لͬ ١٩٨٠ سال در بعد چندی نمودند. ارائه آرمانͬ
برنامه ریزی طریق از مدلͬ ،١٩٩١ سال در یامازاکͬ و کونو کردند. مطرح را ١٣ معیاره چند

٩Cardinality Constraint
١٠Transaction Cost
١١Lee and Lerro
١٢Lee and Chesser
١٣Multi-Ceriteria Goal Programming



۴۵ نامعین بازده با پرتفوی بهینه سازی
و اسپرانزا ،١٩٩٧ سال در آن از پس کردند. ارائه سرمایه گذاری سبد بهینه سازی برای خطͬ
هزینه های مثل واقعͬ خصوصیات با را ١۵ آمیخته صحیح برنامه ریزی از مدلͬ ،[٣٢] ١۴ مانسینͬ
΁کم ابتکاری ال·وریتم های از آن حل برای و داد ارائه معاملات واحدهای حداقل و معاملات
مدل ،[۵٢]١۶ یونگ ١٩٩٨ سال کردند. آزمایش میلان سهام بازار برای را مدل و گرفتند
بر ΁ریس آن در که کرد ارائه را خطͬ برنامه ریزی توسط حل قابل سرمایه سبد بهینه سازی
و ژیا ١٩٩٩ سال نامید. ١٧ ”مینیماکس” روی΄رد را آن و شده تعریف حالت بدترین مبنای
،[۴] هم΄اران و ١٨ چانگ سال همین فوریه در کردند. معرفͬ را خاص مدلͬ [۴٨] هم΄اران
نوامبر در ادامه در پرداختند. سهام بهینه سازی جهت غیرخطͬ و ΁پارامتری مدلͬ ارائه به
با سرمایه سبد بهینه سازی معرفͬ به [٣٧] هم΄ارانش و ١٩ پالم΄ویست جوناس سال، همین
ارائه خطͬ برنامه ریزی نوع از مدلͬ شرطͬ، ΁ریس معرض در ارزش هدف تابع و محدودیت ها
معاملات هزینه های اعمال با سبد بهینه سازی به [٢٩] هم΄اران و ٢٠ لوبو ٢٠٠٢ سال در دادند.
مدل هایی ارائه به [٣٨] ٢١ پاپاریستودولو کریستوس سال، همین در پرداختند. ثابت و خطͬ
ماهه ١٢ زمانͬ دوره در سهام ۵ از متش΄ل مسأله  ای طرح با سپس و پرداخت زمینه این در
و ٢٢ چخلاو آل΄سͬ ٢٠٠٣ سال در پرداخت. مدل هر در آمده به دست سبدهای مقایسه به
کاهش دهنده» محدودیت های با سرمایه سبد «بهینه سازی عنوان تحت مقاله ای در هم΄اران
به [٣١] هم΄ارانش و ٢٣ مانسینͬ سال همان در سپس پرداخت زمینه این در مدلͬ ارائه به
حل برای هم΄اران و ٢۴ گاندریو ٢٠٠۴ سال در اند. پرداخته خطͬ برنامه ریزی مدل های معرفͬ
کردند. معرفͬ را دوگان ـ اولیه درونͬ نقطه روش سرمایه، سبد غیرخطͬ بهینه سازی مسائل

نامعین بازده با پرتفوی بهینه سازی ٣ . ۴
گذشته به مربوط که بهادار اوراق تحقق یافته بازده های از همواره پرتفوی معمولͬ مدل های در
دقیق اطلاعات حال، این با ͬ شود. م استفاده ͬ شوند م تعیین تاریخͬ دقیق اطلاعات با و بوده
انتظار مورد بازده پیش بینͬ سهام، بازار های توسعه با امروزه، و نیست دسترس در همیشه
عدم از قبیل این به رسیدگͬ برای بنابر این، است. سخت نسبتاً تصادفͬ مقادیر با بها دار اوراق
مانند: مبهم، توزیع با متغیر هایی به صورت را انتظار مورد بازده های که است بهتر اطمینان

ب·یریم. نظر در پرتفوی مسائل در نامطمئن، متغیرهای یا فازی متغیر های
باشد نامعین متغیر بازده که زمانͬ بهینه، پرتفوی انتخاب مسأله بررسͬ به پایان نامه این در

ͬ پردازیم. م
١۴Mansini and Speranza
١۵Mixed Integer Programming
١۶young
١٧Minimax
١٨Chang
١٩Palmquist
٢٠Lobo
٢١Papahristodoulou
٢٢Alexi Chekhlov
٢٣Mansini
٢۴Gandryv



بهینه پرتفوی انتخاب ۴۶

΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل ۴ . ۴
سرمایه گذاری بازده آن، در که است به گونه ای بهینه، سرمایه سبد انتخاب مسأله در مدل این
ͬ گیریم. م نظر در ΁ریس معیار به عنوان را ΁ریس معرض در ارزش و سرمایه سبد ریاضͬ امید را
ریس΁ پذیر مدل صورت دو به مدل این از سرمایه گذاری در افراد ریس΁ پذیری میزان به توجه با

ͬ شود. م استفاده زیر به صورت ریس΁ گریز مدل و
ͬ خواهد م و دارد انتظار را معینͬ بازده مقدار سرمایه گذار، آن در که ریس΁ پذیر مدل •
ͬ باشد: م زیر به صورت آن بهینه سازی مدل کند، مینیمم بازده ͹سط به توجه با را ΁ریس

min VaR(β),

s.t.


E[

n∑
i=١

xiξi] ≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٢ . ۴)

از مشخصͬ ͹سط ΁ی برای بهینه، انتظار مورد ارزش با پرتفوی ΁ی ریس΁ گریز، مدل •
ͬ باشد: م زیر به صورت آن بهینه سازی مدل است. ΁ریس

max E[
n∑

i=١
xiξi],

s.t.


VaR(β) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.
(٣ . ۴)

iامین نامعین بازده نشان دهنده ξi و iام سهام در سرمایه گذاری نسبت xi فوق مدل های در
مینیمم R و ͬ گیرد م صورت که سرمایه گذاری ΁ریس ͹سط ماکزیمم S و i = ١,٢, . . . , n سهام
ضریب با ΁ریس معرض در ارزش VaR(β) و ریاضͬ امید E همچنین و انتظار مورد بازده

است. گرفته شده نظر در ͬ باشد م ثابت مقداری که β ∈ (٠, ١] اطمینان

قطعͬ معادل های ١ . ۴ . ۴
همانطور است. آن ها دقیق معادل به قیدها و هدف تابع تبدیل به نیاز معمول راه حل های در
جای·زینͬ با است. دشوار بسیار و خاص مواردی در فرایند این بودن موفق و اجرا ͬ دانیم م که
مدل سرمایه سبد انتخاب مسأله حل به خاص حالاتͬ در قطعͬ معادل های با نامعین مدل های

ͬ پردازیم. م ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین



۴٧ ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل
خطͬ نامعین حالت

داریم: صورت این در باشد، خطͬ نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض
ξi = L(ai, bi) , i = ١,٢, . . . , n.

بهینه سازی مدل (٢ . ٧ . ١) و (٢ . ٨ . ١) لم های از استفاده با است. خطͬ نامعین متغیر n∑
i=١

xiξi لذا
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٢ . ۴)

min
n∑

i=١
xi(aiβ + (١ − β)bi),

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi٢

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(۴ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٣ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max
n∑

i=١
xi

(
ai + bi٢

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi(aiβ + (١ − β)bi) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.
(۵ . ۴)

زی·زاگ نامعین حالت
داریم: صورت این در باشد، زی·زاگ نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض

ξi = Z(ai, bi, ci) , i = ١,٢, . . . , n.
مدل (٢ . ٧ . ٢) و (٢ . ٨ . ٢) لم های از استفاده با است. زی·زاگ نامعین متغیر n∑

i=١
xiξi لذا

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٢ . ۴) بهینه سازی

min
n∑

i=١
xi((٢β − ١)ai + (١ − β)٢bi),

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+٢bi+ci۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(۶ . ۴)



بهینه پرتفوی انتخاب ۴٨
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

min

n∑
i=١

xi(٢biβ + (١ − ٢β)ci),

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+٢bi+ci۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٧ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٣ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max
n∑

i=١
xi

(
ai + ٢bi + ci

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi((٢β − ١)ai + (١ − β)٢bi) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,
(٨ . ۴)

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

max

n∑
i=١

xi

(
ai + ٢bi + ci

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi(٢biβ + (١ − ٢β)ci) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.
(٩ . ۴)

ذوزنقه ای نامعین حالت
داریم: صورت این در باشد، ذوزنقه ای نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض

ξi = T (ai, bi, ci, di) , i = ١,٢, . . . , n.
مدل (٢ . ٧ . ٣) و (٢ . ٨ . ٣) لم های از استفاده با است. ذوزنقه ای نامعین متغیر n∑

i=١
xiξi لذا

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٢ . ۴) بهینه سازی

min
n∑

i=١
xi((٢β − ١)ai + ٢bi(١ − β)),

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi+ci+di۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(١٠ . ۴)



۴٩ ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

min
n∑

i=١
xi(٢βci + (١ − ٢β)di),

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi+ci+di۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(١١ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٣ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max
n∑

i=١
xi

(
ai + bi + ci + di

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi((٢β − ١)ai + ٢bi(١ − β)) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,
(١٢ . ۴)

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

max
n∑

i=١
xi

(
ai + bi + ci + di

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi(٢βci + (١ − ٢β)di) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.
(١٣ . ۴)

گاوسͬ نامعین حالت
داریم: این صورت در باشد، گاوسͬ نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض

ξ ∼ N (ei, σi) , i = ١,٢, . . . , n.
بهینه سازی مدل (۴ . ٢ . ٧) و (۴ . ٢ . ٨) لم های از استفاده با است. گاوسͬ نامعین متغیر n∑

i=١
xiξi لذا

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٢ . ۴)

min

n∑
i=١

xi

(
ei +

√٣σi
π

ln

(١ − β

β

))
,

s.t.


∑n

i=١ xiei ≥ R,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.
(١۴ . ۴)



بهینه پرتفوی انتخاب ۵٠
زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٣ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین

ͬ شود: م تبدیل

max

n∑
i=١

xiei,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ei +

√٣σi
π ln

(١−β
β

))
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(١۵ . ۴)

عددی مثال های ۵ . ۴
نامعین شرایط در پرتفوی انتخاب مسائل حل در شده ذکر مدل های کارایی دادن نشان برای
استفاده متلب در ode45 دستور از مثال ها همه شبیه سازی در ͬ شود. م حل و مطرح مثال هایی

است. دیفرانسیل معادلات حل برای ۴ مرتبه کوتای رانگ روش معادل که است شده
بازده ها نرخ و داریم ξi = L(ai, bi) خطͬ بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .١ . ۵ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت

مختلف سهام های از خطͬ نامعین بازده های :١ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ L(١٫٠, ١٫٢) ۶ L(٠٫۵, ١٫۵)
٢ L(٠٫٨, ١٫٠) ٧ L(٠٫١, ٠٫۶)
٣ L(٢٫١,٢٫٣) ٨ L(٠٫٣, ٠٫٧)
۴ L(٠٫٩, ١٫۴) ٩ L(١٫٧,٢٫۴)
۵ L(٢٫٠,٣٫٣) ١٠ L(٠٫۴, ٠٫٩)

حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش و ٠٫۶ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫١ کنید فرض
داریم: (۵ . ۴) و (۴ . ۴) مدل های از باشد. ٢٫۵

min ١٫١٨x١ + ٠٫٩٨x٢ + ٢٫٢٨x٣ + ١٫٣۵x۴ + ٣٫١٧x۵ + ١٫۴x۶ + ٠٫۵۵x٧
+ ٠٫۶۶x٨ + ٢٫٣٣x٩ + ٠٫٨۵x١٠,

s.t.


١٫١x١ + ٠٫٩x٢ + ٢٫٢x٣ + ١٫١۵x۴ + ٢٫۶۵x۵ + x۶ + ٠٫٣۵x٧ + ٠٫۵x٨

+٢٫٠۵x٩ + ٠٫۶۵x١٠ ≥ ٢٫۵,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(١۶ . ۴)



۵١ عددی مثال های
و

max ١٫١x١ + ٠٫٩x٢ + ٢٫٢x٣ + ١٫١۵x۴ + ٢٫۶۵x۵ + x۶ + ٠٫٣۵x٧
+ ٠٫۵x٨ + ٢٫٠۵x٩ + ٠٫۶۵x١٠,

s.t.


١٫١٨x١ + ٠٫٩٨x٢ + ٢٫٢٨x٣ + ١٫٣۵x۴ + ٣٫١٧x۵ + ١٫۴x۶

+٠٫۵۵x٧ + ٠٫۶۶x٨ + ٢٫٣٣x٩ + ٠٫٨۵x١٠ ≤ ٠٫۶,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(١٧ . ۴)

سوم فصل در شده مطرح شب΄ه عصبی ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
ͬ آید: م به دست زیر به صورت (١۶ . ۴) مدل برای بهینه جواب

x∗ = (٠, ٠, ٠٫٣٣, ٠, ٠٫۶٧, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T
باید باشد داشته را ٢٫۵ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
نمایش ١ . ۴ ش΄ل در (١۶ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده

(١۶ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١ . ۴ ش΄ل



بهینه پرتفوی انتخاب ۵٢
است: زیر به صورت (١٧ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۵۵, ٠٫۴۵, ٠, ٠)T
باید سرمایه گذار ٠٫۶ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ
ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول

است. شده داده نمایش ٢ . ۴ ش΄ل در (١٧ . ۴) مساله حل برای شده

(١٧ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٢ . ۴ ش΄ل
بازده ها نرخ و داریم ξi = Z(ai, bi, ci) زی·زاگ بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت

مختلف سهام های از زی·زاگ نامعین بازده های :٢ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ Z(−٠٫٢,٢٫١,٢٫۵) ۶ Z(−٠٫٢,٢٫۵,٣٫٠)
٢ Z(−٠٫١, ١٫٩,٣٫٠) ٧ Z(−٠٫٢,٣٫٠,٣٫۵)
٣ Z(−٠٫۴,٣٫٠,۴٫٠) ٨ Z(−٠٫۴,٢٫۵,۴٫٠)
۴ Z(−٠٫١,٢٫٠,٢٫۵) ٩ Z(−٠٫٣,٢٫٨,٣٫٢)
۵ Z(−٠٫۶,٣٫٠,۴٫٠) ١٠ Z(−٠٫٣,٢٫٠,٢٫۵)



۵٣ عددی مثال های
٢ حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش و ٣٫٢ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫٢ کنید فرض

داریم: (٧ . ۴) و (۶ . ۴) مدل های از باشد.
min ٣٫۴٨x١ + ٣٫١x٢ + ۵٫٠۴x٣ + ٣٫٢۶x۴ + ۵٫١۶x۵ + ۴٫١٢x۶ + ۴٫٩٢x٧

+ ۴٫٢۴x٨ + ۴٫۶۶x٩ + ٣٫٣٨x١٠,

s.t.


١٫۶٢۵x١ + ١٫۶٧۵x٢ + ٢٫۴x٣ + ١٫۶x۴ + ٢٫٣۵x۵ + ١٫٩۵x۶

+٢٫٣٢۵x٧ + ٢٫١۵x٨ + ٢٫١٢۵x٩ + ١٫۵۵x١٠ ≥ ٢,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(١٨ . ۴)

و
max ١٫۶٢۵x١ + ١٫۶٧۵x٢ + ٢٫۴x٣ + ١٫۶x۴ + ٢٫٣۵x۵ + ١٫٩۵x۶ + ٢٫٣٢۵x٧

+ ٢٫١۵x٨ + ٢٫١٢۵x٩ + ١٫۵۵x١٠,

s.t.


٣٫۴٨x١ + ٣٫١x٢ + ۵٫٠۴x٣ + ٣٫٢۶x۴ + ۵٫١۶x۵ + ۴٫١٢x۶

+۴٫٩٢x٧ + ۴٫٢۴x٨ + ۴٫۶۶x٩ + ٣٫٣٨x١٠ ≤ ٣٫٢,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(١٩ . ۴)

داریم: β = ٠٫۶ برای و (٩ . ۴) و (٨ . ۴) مدل از همچنین
min ٢٫٠٢x١ + ١٫۶٨x٢ + ٢٫٨x٣ + ١٫٩x۴ + ٢٫٨x۵ + ٢٫۴x۶ + ٢٫٩x٧

+ ٢٫٢x٨ + ٢٫٧٢x٩ + ١٫٩x١٠,

s.t.


١٫۶٢۵x١ + ١٫۶٧۵x٢ + ٢٫۴x٣ + ١٫۶x۴ + ٢٫٣۵x۵ + ١٫٩۵x۶

+٢٫٣٢۵x٧ + ٢٫١۵x٨ + ٢٫١٢۵x٩ + ١٫۵۵x١٠ ≥ ٢,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢٠ . ۴)

و
max ١٫۶٢۵x١ + ١٫۶٧۵x٢ + ٢٫۴x٣ + ١٫۶x۴ + ٢٫٣۵x۵ + ١٫٩۵x۶ + ٢٫٣٢۵x٧

+ ٢٫١۵x٨ + ٢٫١٢۵x٩ + ١٫۵۵x١٠,

s.t.


٢٫٠٢x١ + ١٫۶٨x٢ + ٢٫٨x٣ + ١٫٩x۴ + ٢٫٨x۵ + ٢٫۴x۶

+٢٫٩x٧ + ٢٫٢x٨ + ٢٫٧٢x٩ + ١٫٩x١٠ ≤ ٣٫٢,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢١ . ۴)

فصل در شده مطرح عصبی شب΄ه  ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
به صورت (١٨ . ۴) مدل برای بهینه جواب سوم

x∗ = (٠, ٠٫٣٢, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۶٨, ٠, ٠)T



بهینه پرتفوی انتخاب ۵۴
است: زیر به صورت (٢٠ . ۴) برای و

x∗ = (٠, ٠٫٣٢, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۶٨, ٠, ٠)T

باید باشد داشته را ٢ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ
کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول

ش΄ل های در (٢٠ . ۴) و (١٨ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار
است. شده داده نمایش ۴ . ۴ و ٣ . ۴

(١٨ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٣ . ۴ ش΄ل



۵۵ عددی مثال های

(٢٠ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :۴ . ۴ ش΄ل
به صورت (١٩ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین

X∗ = (٠, ٠٫٩١, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫٠٩, ٠, ٠)T
است: زیر به صورت (٢١ . ۴) مدل برای و

X∗ = (٠, ٠, ١, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T
باید سرمایه گذار ٣٫٢ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
ش΄ل های در (٢١ . ۴) و (١٩ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده نمایش ۶ . ۴ و ۵ . ۴



بهینه پرتفوی انتخاب ۵۶

(١٩ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :۵ . ۴ ش΄ل

(٢١ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :۶ . ۴ ش΄ل



۵٧ عددی مثال های
نرخ و داریم ξi = T (ai, bi, ci, di) ذوزنقه ای  بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .٣ . ۵ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت بازده ها

مختلف سهام های از ذوزنقه   ای  نامعین بازده های :٣ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ T (٠٫٢, ٠٫۴, ١٫٠, ١٫١) ۶ T (−٠٫۵, ١٫٧,٣٫٠,٣٫٧)
٢ T (٠٫۵, ٠٫٧, ١٫٣, ١٫۵) ٧ T (٢٫٠,٢٫۵,٣٫١,۴٫٠)
٣ T (٠٫٢, ٠٫٨,٢٫٠,٢٫٢) ٨ T (−٢٫٠, ٠٫٢, ١٫٠, ١٫۶)
۴ T (٠٫١, ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٩) ٩ T (−٠٫٢,٣٫٠,٣٫۵,۴٫٠)
۵ T (−٠٫٧, ٠٫٧,٣٫٠,٣٫٢) ١٠ T (٠٫١, ٠٫٩,٢٫٠,٢٫٢)

حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش و ٠٫٧ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫٣ کنید فرض
داریم: (١١ . ۴) و (١٠ . ۴) مدل های از باشد. ١٫۵

min ٠٫۴٨x١ + ٠٫٧٨x٢ + ١٫٠۴x٣ + ٠٫٣٨x۴ + ١٫٢۶x۵ + ٢٫۵٨x۶ + ٢٫٧x٧
+ ١٫٠٨x٨ + ۴٫٢٨x٩ + ١٫٢٢x١٠,

s.t.


٠٫۶٧۵x١ + x٢ + ١٫٣x٣ + ٠٫۴۵x۴ + ١٫۵۵x۵ + ١٫٩٧۵x۶

+٢٫٩x٧ + ٠٫٢x٨ + ٢٫۵٧۵x٩ + ١٫٣x١٠ ≥ ١٫۵,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢٢ . ۴)

و
max ٠٫۶٧۵x١ + x٢ + ١٫٣x٣ + ٠٫۴۵x۴ + ١٫۵۵x۵ + ١٫٩٧۵x۶ + ٢٫٩x٧

+ ٠٫٢x٨ + ٢٫۵٧۵x٩ + ١٫٣x١٠,

s.t.


٠٫۴٨x١ + ٠٫٧٨x٢ + ١٫٠۴x٣ + ٠٫٣٨x۴ + ١٫٢۶x۵ + ٢٫۵٨x۶

+٢٫٧x٧ + ١٫٠٨x٨ + ۴٫٢٨x٩ + ١٫٢٢x١٠ ≤ ٠٫٧,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢٣ . ۴)

داریم: β = ٠٫٧ برای و (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مدل های از همچنین
min ٠٫٩۶x١ + ١٫٢٢x٢ + ١٫٩٢x٣ + ٠٫٣۴x۴ + ٢٫٩٢x۵ + ٢٫٧٢x۶ + ٢٫٧۴x٧

+ ٠٫٧۶x٨ + ٣٫٣x٩ + ١٫٩٢x١٠,

s.t.


٠٫۶٧۵x١ + x٢ + ١٫٣x٣ + ٠٫۴۵x۴ + ١٫۵۵x۵ + ١٫٩٧۵x۶

+٢٫٩x٧ + ٠٫٢x٨ + ٢٫۵٧۵x٩ + ١٫٣x١٠ ≥ ١٫۵,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢۴ . ۴)



بهینه پرتفوی انتخاب ۵٨
و

max ٠٫۶٧۵x١ + x٢ + ١٫٣x٣ + ٠٫۴۵x۴ + ١٫۵۵x۵ + ١٫٩٧۵x۶ + ٢٫٩x٧
+ ٠٫٢x٨ + ٢٫۵٧۵x٩ + ١٫٣x١٠,

s.t.


٠٫٩۶x١ + ١٫٢٢x٢ + ١٫٩٢x٣ + ٠٫٣۴x۴ + ٢٫٩٢x۵ + ٢٫٧٢x۶

+٢٫٧۴x٧ + ٠٫٧۶x٨ + ٣٫٣x٩ + ١٫٩٢x١٠ ≤ ٠٫٧,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢۵ . ۴)

سوم فصل در شده مطرح عصبی شب΄ه  ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
به صورت (٢٢ . ۴) مدل برای بهینه جواب

x∗ = (٠٫٠۶, ٠, ٠, ٠, ٠٫٩۴, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T
است: زیر به صورت (٢۴ . ۴) برای و

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠٫۵٧, ٠, ٠, ٠٫۴٣, ٠, ٠, ٠)T
باید باشد داشته را ١٫۵ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
ش΄ل های در (٢۴ . ۴) و (٢٢ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده نمایش ٨ . ۴ و ٧ . ۴

(٢٢ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٧ . ۴ ش΄ل



۵٩ عددی مثال های

(٢۴ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٨ . ۴ ش΄ل
به صورت (٢٣ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین

x∗ = (٠٫٧٢, ٠, ٠, ٠, ٠٫٢٨, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T
است: زیر به صورت (٢۵ . ۴) مدل وبرای

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠٫٨۵, ٠, ٠, ٠٫١۵, ٠, ٠, ٠)T
باید سرمایه گذار ٠٫٧ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
ش΄ل های در (٢۵ . ۴) و (٢٣ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده نمایش ١٠ . ۴ و ٩ . ۴



بهینه پرتفوی انتخاب ۶٠

(٢٣ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٩ . ۴ ش΄ل

(٢۵ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١٠ . ۴ ش΄ل



۶١ عددی مثال های
بازده ها نرخ و داریم ξi = N (ei, σi) گاوسͬ بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .۴ . ۵ . ۴ مثال

باشد: زیر به صورت

مختلف سهام های از گاوسͬ نامعین بازده های :۴ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ N (٠٫٨, ١٫٣) ۶ N (١٫١, ١٫٨)
٢ N (٠٫٩, ١٫۶) ٧ N (٠٫٨, ١٫٧)
٣ N (٠٫٨, ١٫۵) ٨ N (٠٫٧, ١٫۵)
۴ N (٠٫٩, ١٫۴) ٩ N (٠٫٨, ١٫۶)
۵ N (١٫٠, ١٫٨) ١٠ N (٠٫٧, ٠٫٨)

حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش و ٣٫٧ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫٠١ کنید فرض
داریم: (١۵ . ۴) و (١۴ . ۴) مدل های از باشد. ٠٫٩

min ۴٫٠٩x١ + ۴٫٩۴x٢ + ۴٫۵٩x٣ + ۴٫۴٣٨x۴ + ۵٫۵۴٩x۵ + ۵٫۶٩۵x۶ + ۵٫١x٧
+ ۴٫۴٩x٨ + ۴٫٨۴x٩ + ٢٫٧٢x١٠,

s.t.


٠٫٨x١ + ٠٫٩x٢ + ٠٫٨x٣ + ٠٫٩x۴ + x۵ + ١٫١x۶

+٠٫٨x٧ + ٠٫٧x٨ + ٠٫٨x٩ + ٠٫٧x١٠ ≥ ٠٫٩,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢۶ . ۴)

و
max ٠٫٨x١ + ٠٫٩x٢ + ٠٫٨x٣ + ٠٫٩x۴ + x۵ + ١٫١x۶ + ٠٫٨x٧

+ ٠٫٧x٨ + ٠٫٨x٩ + ٠٫٧x١٠,

s.t.


۴٫٠٩x١ + ۴٫٩۴x٢ + ۴٫۵٩x٣ + ۴٫۴٣٨x۴ + ۵٫۵۴٩x۵ + ۵٫۶٩۵x۶

+۵٫١x٧ + ۴٫۴٩x٨ + ۴٫٨۴x٩ + ٢٫٧٢x١٠ ≤ ٣٫٧,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(٢٧ . ۴)

بهینه جواب شده مطرح عصبی شب΄ه  ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
است: زیر به صورت (٢۶ . ۴) مدل برای

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۵, ٠, ٠, ٠, ٠٫۵)T
باید باشد داشته را ٠٫٩ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
داده نمایش ١١ . ۴ ش΄ل در (٢۶ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده



بهینه پرتفوی انتخاب ۶٢

(٢۶ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١١ . ۴ ش΄ل
است: زیر به صورت (٢٧ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫٣٣, ٠, ٠, ٠, ٠٫۶٧)T
سرمایه گذار ٣٫٧ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول باید
داده نمایش ١٢ . ۴ ش΄ل در (٢٧ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده



۶٣ مشروط ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل

(٢٧ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١٢ . ۴ ش΄ل

مشروط ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل ۶ . ۴
سرمایه گذاری بازده آن، در که است به گونه ای بهینه، سرمایه سبد انتخاب مسأله در مدل این
نظر در ΁ریس معیار به عنوان را مشروط ΁ریس معرض در ارزش و سرمایه سبد ریاضͬ امید را

ͬ گیریم. م
ریس΁ پذیر مدل صورت دو به مدل این از سرمایه گذاری در افراد ریس΁ پذیری میزان به توجه با

ͬ شود. م استفاده زیر به صورت ریس΁ گریز مدل و
ͬ خواهد م و دارد انتظار را معینͬ بازده مقدار سرمایه گذار، آن در که ریس΁ پذیر مدل •



بهینه پرتفوی انتخاب ۶۴
ͬ باشد: م زیر به صورت آن بهینه سازی مدل کند، مینیمم بازده ͹سط به توجه با را ΁ریس

min CVaR(β),

s.t.


E[

n∑
i=١

xiξi] ≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٢٨ . ۴)

از مشخصͬ ͹سط ΁ی برای بهینه، انتظار مورد ارزش با پرتفوی ΁ی ریس΁ گریز، مدل •
ͬ باشد: م زیر به صورت آن بهینه سازی مدل است. ΁ریس

max E[
n∑

i=١
xiξi],

s.t.


CVaR(β) ≤ S,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.
(٢٩ . ۴)

iامین نامعین بازده نشان دهنده ξi و iام سهام در سرمایه گذاری نسبت xi فوق مدل های در
مینیمم R و ͬ گیرد م صورت که سرمایه گذاری ΁ریس ͹سط ماکزیمم S و i = ١,٢, . . . , n سهام
با مشروط ΁ریس معرض در ارزش CVaR(β) و ریاضͬ امید E همچنین و انتظار مورد بازده

است. گرفته شده نظر در ͬ باشد م ثابت مقداری که β ∈ (٠, ١] اطمینان ضریب

قطعͬ معادل های ١ . ۶ . ۴
همانطور است. آن ها دقیق معادل به قیدها و هدف تابع تبدیل به نیاز معمول راه حل های در
جای·زینͬ با است. دشوار بسیار و خاص مواردی در فرایند این بودن موفق و اجرا ͬ دانیم م که
مدل سرمایه سبد انتخاب مسأله حل به خاص حالاتͬ در قطعͬ معادل های با نامعین مدل های

ͬ پردازیم. م مشروط ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین

خطͬ نامعین حالت
داریم: صورت این در باشد، خطͬ نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض

ξi = L(ai, bi) , i = ١,٢, . . . , n.



۶۵ مشروط ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل
بهینه سازی مدل (٢ . ٧ . ١) و (٢ . ٩ . ١) لم های از استفاده با است. خطͬ نامعین متغیر n∑

i=١
xiξi لذا

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٢٨ . ۴)

min
n∑

i=١
xi

(
ai + bi − ٢biβ + β٢(bi − ai)١)٢ − β)

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi٢

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٣٠ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٢٩ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max
n∑

i=١
xi

(
ai + bi٢

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi−٢biβ+β٢(bi−ai)٢(١−β)

)
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٣١ . ۴)

زی·زاگ نامعین حالت
داریم: صورت این در باشد، زی·زاگ نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض

ξi = Z(ai, bi, ci) , i = ١,٢, . . . , n.

مدل (٢ . ٧ . ٢) و (٢ . ٩ . ٢) لم های از استفاده با است. زی·زاگ نامعین متغیر n∑
i=١

xiξi لذا
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٢٨ . ۴) بهینه سازی

min

n∑
i=١

xi

(
bi + β(ai − ٢bi) + β٢(bi − ai)١ − β

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+٢bi+ci۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(٣٢ . ۴)



بهینه پرتفوی انتخاب ۶۶
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

min

n∑
i=١

xi

(
bi − ciβ + β٢(ci − bi)١ − β

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+٢bi+ci۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٣٣ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٢٩ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max

n∑
i=١

xi

(
ai + ٢bi + ci

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
bi+β(ai−٢bi)+β٢(bi−ai)١−β

)
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(٣۴ . ۴)

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

max

n∑
i=١

xi

(
ai + ٢bi + ci

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
bi−ciβ+β٢(ci−bi)١−β

)
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٣۵ . ۴)

ذوزنقه ای نامعین حالت
داریم: صورت این در باشد، ذوزنقه ای نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض

ξi = T (ai, bi, ci, di) , i = ١,٢, . . . , n.



۶٧ مشروط ΁ریس معرض در ارزش ‐ میانگین مدل
مدل (٢ . ٧ . ٣) و (٢ . ٩ . ٣) لم های از استفاده با است. ذوزنقه ای نامعین متغیر n∑

i=١
xiξi لذا

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٢٨ . ۴) بهینه سازی

min
n∑

i=١
xi

(
bi + β(ai − ٢bi) + β٢(bi − ai)١ − β

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi+ci+di۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(٣۶ . ۴)

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

min
n∑

i=١
xi

(
ci − βdi + β٢(di − ci)١ − β

)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ai+bi+ci+di۴

)
≥ R,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٣٧ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١٢ برای (٢٩ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max
n∑

i=١
xi

(
ai + bi + ci + di

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
bi+β(ai−٢bi)+β٢(bi−ai)١−β

)
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,

(٣٨ . ۴)

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ١٢ ≤ β < ١ برای و

max

n∑
i=١

xi

(
ai + bi + ci + di

۴
)
,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ci−βdi+β٢(di−ci)١−β

)
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(٣٩ . ۴)



بهینه پرتفوی انتخاب ۶٨
گاوسͬ نامعین حالت

داریم: صورت این در باشد، گاوسͬ نامعین متغیر ξi iام، بهادار ورق بازده نرخ کنید فرض
ξ ∼ N (ei, σi) , i = ١,٢, . . . , n.

بهینه سازی مدل (۴ . ٢ . ٧) و (۴ . ٢ . ٩) لم های از استفاده با است. گاوسͬ نامعین متغیر n∑
i=١

xiξi لذا
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٢٨ . ۴)

min
n∑

i=١
xi

(
ei +

√٣σi
πβ

(
١ − ln

(١ − β

β

)))
,

s.t.


∑n

i=١ xiei ≥ R,
n∑

i=١
xi = ١,

xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n,
(۴٠ . ۴)

زیر به صورت خود قطعͬ ارز هم به ٠ < β ≤ ١ برای (٢٩ . ۴) بهینه سازی مدل همچنین
ͬ شود: م تبدیل

max

n∑
i=١

xiei,

s.t.


∑n

i=١ xi
(
ei +

√٣σi
πβ

(١ − ln
(١−β

β

)))
≤ S,

n∑
i=١

xi = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , n.

(۴١ . ۴)

عددی مثال های ٧ . ۴
نامعین شرایط در پرتفوی انتخاب مسائل حل در شده ذکر مدل های کارایی دادن نشان برای
استفاده متلب در ode45 دستور از مثال ها همه شبیه سازی در ͬ شود. م حل و مطرح مثال هایی

است. دیفرانسیل معادلات حل برای ۴ مرتبه کوتای رانگ روش معادل که است شده



۶٩ عددی مثال های
بازده ها نرخ و داریم ξi = L(ai, bi) خطͬ بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .٧ . ١ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت

مختلف سهام های از خطͬ نامعین بازده های :۵ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ L(١٫٠, ١٫۶) ۶ L(٢٫٠,٢٫١)
٢ L(٠٫٨, ١٫٣) ٧ L(٢٫٣,٢٫٧)
٣ L(٠٫١, ٠٫٧) ٨ L(٠٫٩, ١٫٠)
۴ L(٠٫۵, ٠٫۶) ٩ L(٠٫٣, ٠٫۵)
۵ L(١٫۵, ١٫٨) ١٠ L(٠٫٢, ٠٫۶)

١٫٣ حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش و ٢ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫١ کنید فرض
داریم: (٣١ . ۴) و (٣٠ . ۴) مدل  های از باشد.

min ١٫٢٧x١ + ١٫٠٢۵x٢ + ٠٫٣٧x٣ + ٠٫۵۴۵x۴ + ١٫۶٣۵x۵ + ٢٫٠۴۵x۶ + ٢٫۴٨x٧
+ ٠٫٩۴۵x٨ + ٠٫٣٩x٩ + ٠٫٣٨x١٠,

s.t.


١٫٣x١ + ١٫٠۵x٢ + ٠٫۴x٣ + ٠٫۵۵x۴ + ١٫۶۵x۵ + ٢٫٠۵x۶

+٢٫۵x٧ + ٠٫٩۵x٨ + ٠٫۴x٩ + ٠٫۴x١٠ ≥ ١٫٣,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴٢ . ۴)

و
max ١٫٣x١ + ١٫٠۵x٢ + ٠٫۴x٣ + ٠٫۵۵x۴ + ١٫۶۵x۵ + ٢٫٠۵x۶ + ٢٫۵x٧

+ ٠٫٩۵x٨ + ٠٫۴x٩ + ٠٫۴x١٠,

s.t.


١٫٢٧x١ + ١٫٠٢۵x٢ + ٠٫٣٧x٣ + ٠٫۵۴۵x۴ + ١٫۶٣۵x۵ + ٢٫٠۴۵x۶

+٢٫۴٨x٧ + ٠٫٩۴۵x٨ + ٠٫٣٩x٩ + ٠٫٣٨x١٠ ≤ ٢,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴٣ . ۴)

فصل در شده مطرح شب΄ه عصبی ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
است: زیر به صورت (۴٢ . ۴) مدل برای بهینه جواب سوم

x∗ = (١, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T

باشد داشته را ١٫٣ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ
کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول باید

داده نمایش ١٣ . ۴ ش΄ل در (۴٢ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار
است. شده



بهینه پرتفوی انتخاب ٧٠

(۴٢ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١٣ . ۴ ش΄ل
است: زیر به صورت (۴٣ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین
x∗ = (٠٫۴, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۶, ٠, ٠, ٠)T

پول باید سرمایه گذار ٢ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ
کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود

داده نمایش ١۴ . ۴ ش΄ل در (۴٣ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار
است. شده



٧١ عددی مثال های

(۴٣ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١۴ . ۴ ش΄ل
بازده ها نرخ و داریم ξi = Z(ai, bi, ci) زی·زاگ بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .٧ . ٢ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت

مختلف سهام های از زی·زاگ نامعین بازده های :۶ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ Z(٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧) ۶ Z(٠٫٨, ٠٫٩, ١٫٠)
٢ Z(٠٫۶, ١٫٠, ١٫١) ٧ Z(١٫٢, ١٫٧,٢٫٠)
٣ Z(٠٫٩, ١٫٠, ١٫٢) ٨ Z(٠٫٣, ٠٫٨, ١٫٠)
۴ Z(١٫٢, ١٫۵, ١٫٧) ٩ Z(٠٫۴, ٠٫۶, ١٫٢)
۵ Z(٠٫٣, ٠٫۶, ٠٫٩) ١٠ Z(٠٫١, ٠٫۵, ١٫٣)

حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش و ٠٫٩ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫٢ کنید فرض
داریم: (٣٣ . ۴) و (٣٢ . ۴) مدل های از باشد. ١٫۵



بهینه پرتفوی انتخاب ٧٢

min ٠٫۴۴x١ + ٠٫٩٢x٢ + ٠٫٩٨x٣ + ١٫۴۴x۴ + ٠٫۵۴x۵ + ٠٫٨٨x۶ + ١٫۶x٧
+ ٠٫٧x٨ + ٠٫۵۶x٩ + ٠٫۴٢x١٠,

s.t.


٠٫۴٧۵x١ + ٠٫٩٢۵x٢ + ١٫٠٢۵x٣ + ١٫۴٧۵x۴ + ٠٫۶x۵ + ٠٫٩x۶

+١٫۶۵x٧ + ٠٫٧٢۵x٨ + ٠٫٧x٩ + ٠٫۶x١٠ ≥ ١٫۵,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴۴ . ۴)

و
max ٠٫۴٧۵x١ + ٠٫٩٢۵x٢ + ١٫٠٢۵x٣ + ١٫۴٧۵x۴ + ٠٫۶x۵ + ٠٫٩x۶ + ١٫۶۵x٧

+ ٠٫٧٢۵x٨ + ٠٫٧x٩ + ٠٫۶x١٠,

s.t.


٠٫۴۴x١ + ٠٫٩٢x٢ + ٠٫٩٨x٣ + ١٫۴۴x۴ + ٠٫۵۴x۵ + ٠٫٨٨x۶

+١٫۶x٧ + ٠٫٧x٨ + ٠٫۵۶x٩ + ٠٫۴٢x١٠ ≤ ٠٫٩,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴۵ . ۴)

داریم: β = ٠٫۶ برای و (٣۵ . ۴) و (٣۴ . ۴) مدل های از همچنین

min ٠٫٣٨x١ + ٠٫٩۴x٢ + ٠٫٨٨x٣ + ١٫٣٨x۴ + ٠٫۴٢x۵ + ٠٫٨۴x۶ + ١٫۵٢x٧
+ ٠٫۶٨x٨ + ٠٫٢۴x٩ + ٠٫٠٢x١٠,

s.t.


٠٫۴٧۵x١ + ٠٫٩٢۵x٢ + ١٫٠٢۵x٣ + ١٫۴٧۵x۴ + ٠٫۶x۵ + ٠٫٩x۶

+١٫۶۵x٧ + ٠٫٧٢۵x٨ + ٠٫٧x٩ + ٠٫۶x١٠ ≥ ١٫۵,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴۶ . ۴)

و

max ٠٫۴٧۵x١ + ٠٫٩٢۵x٢ + ١٫٠٢۵x٣ + ١٫۴٧۵x۴ + ٠٫۶x۵ + ٠٫٩x۶ + ١٫۶۵x٧
+ ٠٫٧٢۵x٨ + ٠٫٧x٩ + ٠٫۶x١٠,

s.t.


٠٫٣٨x١ + ٠٫٩۴x٢ + ٠٫٨٨x٣ + ١٫٣٨x۴ + ٠٫۴٢x۵ + ٠٫٨۴x۶

+١٫۵٢x٧ + ٠٫۶٨x٨ + ٠٫٢۴x٩ + ٠٫٠٢x١٠ ≤ ٠٫٩,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴٧ . ۴)

سوم فصل در شده مطرح عصبی شب΄ه  ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
به صورت (۴۴ . ۴) مدل برای بهینه جواب

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫٨۶, ٠, ٠, ٠٫١۴)T



٧٣ عددی مثال های
است: زیر به صورت (۴۶ . ۴) برای و

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫٨۶, ٠, ٠, ٠٫١۴)T

باید باشد داشته را ١٫۵ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ
کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول

ش΄ل  های در (۴۶ . ۴) و (۴۴ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار
است. شده داده نمایش ١۶ . ۴ و ١۵ . ۴

(۴۴ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١۵ . ۴ ش΄ل



بهینه پرتفوی انتخاب ٧۴

(۴۶ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١۶ . ۴ ش΄ل
به صورت (۴۵ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۴١, ٠, ٠, ٠٫۵٩)T
است: زیر به صورت (۴٧ . ۴) مدل برای و

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫۵٩, ٠, ٠, ٠٫۴١)T
باید سرمایه گذار ٠٫٩ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
ش΄ل های در (۴٧ . ۴) و (۴۵ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده نمایش ١٨ . ۴ و ١٧ . ۴



٧۵ عددی مثال های

(۴۵ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١٧ . ۴ ش΄ل

(۴٧ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١٨ . ۴ ش΄ل



بهینه پرتفوی انتخاب ٧۶
نرخ و داریم ξi = T (ai, bi, ci, di) ذوزنقه ای  بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .٧ . ٣ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت بازده ها

مختلف سهام های از ذوزنقه   ای  نامعین بازده های :٧ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ T (٠٫١, ٠٫٣, ٠٫٧, ١٫٠) ۶ T (−٠٫۵, ٠٫١, ٠٫٣, ١٫٠)
٢ T (٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ١٫١) ٧ T (−٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۵, ١٫٢)
٣ T (−٠٫٧, ٠٫٩, ١٫٠, ١٫٢) ٨ T (٠٫٧, ٠٫٩, ١٫١, ١٫۵)
۴ T (٠٫٩, ١٫٠, ١٫١, ١٫۶) ٩ T (٠٫٣, ١٫۴, ١٫٧,٢٫١)
۵ T (١٫٠, ١٫٣, ١٫۶,٢٫٠) ١٠ T (١٫٠, ١٫٧,٢٫٠,٢٫٧)

٠٫٧ حداقل سرمایه گذار انتظار مورد ارزش ١٫٩و حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫١ کنید فرض
داریم: (٣٧ . ۴) و (٣۶ . ۴) مدل های از باشد.

min ٠٫٢٨x١ + ٠٫۴٧x٢ + ٠٫٧۴x٣ + ٠٫٩٩x۴ + ١٫٢٧x۵ + ٠٫٠۴x۶ + ٠٫٣۴x٧
+ ٠٫٨٨x٨ + ١٫٢٩x٩ + ١٫۶٣x١٠,

s.t.


٠٫۵٢۵x١ + ٠٫۶٢۵x٢ + ٠٫۶x٣ + ١٫١۵x۴ + ١٫۴٧۵x۵ + ٠٫٢٢۵x۶

+٠٫۴٧۵x٧ + ١٫٠۵x٨ + ١٫٣٧۵x٩ + ١٫٨۵x١٠ ≥ ٠٫٧,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴٨ . ۴)

و

max ٠٫۵٢۵x١ + ٠٫۶٢۵x٢ + ٠٫۶x٣ + ١٫١۵x۴ + ١٫۴٧۵x۵ + ٠٫٢٢۵x۶ + ٠٫۴٧۵x٧
+ ١٫٠۵x٨ + ١٫٣٧۵x٩ + ١٫٨۵x١٠,

s.t.


٠٫٢٨x١ + ٠٫۴٧x٢ + ٠٫٧۴x٣ + ٠٫٩٩x۴ + ١٫٢٧x۵ + ٠٫٠۴x۶

+٠٫٣۴x٧ + ٠٫٨٨x٨ + ١٫٢٩x٩ + ١٫۶٣x١٠ ≤ ١٫٩,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۴٩ . ۴)

داریم: β = ٠٫٧ برای و (٣٩ . ۴) و (٣٨ . ۴) مدل های از همچنین

min ٠٫۴٩x١ + ٠٫۴٢x٢ + ٠٫٨۶x٣ + ٠٫٧۵x۴ + ١٫٣٢x۵ − ٠٫١٩x۶ + ٠٫٠١x٧
+ ٠٫٨٢x٨ + ١٫۴٢x٩ + ١٫۵١x١٠,

s.t.


٠٫۵٢۵x١ + ٠٫۶٢۵x٢ + ٠٫۶x٣ + ١٫١۵x۴ + ١٫۴٧۵x۵ + ٠٫٢٢۵x۶

+٠٫۴٧۵x٧ + ١٫٠۵x٨ + ١٫٣٧۵x٩ + ١٫٨۵x١٠ ≥ ٠٫٧,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۵٠ . ۴)



٧٧ عددی مثال های
و

max ٠٫۵٢۵x١ + ٠٫۶٢۵x٢ + ٠٫۶x٣ + ١٫١۵x۴ + ١٫۴٧۵x۵ + ٠٫٢٢۵x۶ + ٠٫۴٧۵x٧
+ ١٫٠۵x٨ + ١٫٣٧۵x٩ + ١٫٨۵x١٠,

s.t.


٠٫۴٩x١ + ٠٫۴٢x٢ + ٠٫٨۶x٣ + ٠٫٧۵x۴ + ١٫٣٢x۵ − ٠٫١٩x۶

+٠٫٠١x٧ + ٠٫٨٢x٨ + ١٫۴٢x٩ + ١٫۵١x١٠ ≤ ١٫٩,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۵١ . ۴)

فصل در شده مطرح عصبی شب΄ه  ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
به صورت (۴٨ . ۴) مدل برای بهینه جواب سوم

x∗ = (٠٫٨٧, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫١٣)T
است: زیر به صورت (۵٠ . ۴) برای و

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠٫٨۴, ٠, ٠, ٠٫١۶)T
باید باشد داشته را ٠٫٧ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
ش΄ل های در (۵٠ . ۴) و (۴٨ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده نمایش ٢٠ . ۴ و ١٩ . ۴

(۴٨ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :١٩ . ۴ ش΄ل



بهینه پرتفوی انتخاب ٧٨

(۵٠ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٢٠ . ۴ ش΄ل
به صورت (۴٩ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ١)T
است: زیر به صورت (۵١ . ۴) مدل برای و

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ١)T
باید سرمایه گذار ١٫٩ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ

کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول
ش΄ل های در (۵١ . ۴) و (۴٩ . ۴) مسائل حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار

است. شده داده نمایش ٢٢ . ۴ و ٢١ . ۴



٧٩ عددی مثال های

(۴٩ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٢١ . ۴ ش΄ل

(۵١ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٢٢ . ۴ ش΄ل



بهینه پرتفوی انتخاب ٨٠
بازده ها نرخ و داریم ξi = N (ei, σi) گاوسͬ بازده با بهادار ورق ١٠ کنید فرض .۴ . ٧ . ۴ مثال

باشد. زیر به صورت

مختلف سهام های از گاوسͬ نامعین بازده های :٨ . ۴ جدول
سهام بازده سهام بازده

١ N (١٫١, ١٫۵) ۶ N (١٫٠, ١٫٨)
٢ N (٠٫٧, ١٫۴) ٧ N (١٫١, ١٫۶)
٣ N (٠٫٨, ١٫۶) ٨ N (٠٫٣, ٠٫٩)
۴ N (٠٫٩, ١٫٣) ٩ N (١٫٠, ١٫٩)
۵ N (١٫٣, ١٫٩) ١٠ N (٠٫٣, ١٫۶)

حداقل گذار سرمایه انتظار مورد ارزش و ١٫۴ حداکثر ΁ریس میزان ،β = ٠٫۵ کنید فرض
داریم: (۴١ . ۴) و (۴٠ . ۴) مدل های از باشد. ١٫٣

min ٢٫٧۵x١ + ٢٫٢۴x٢ + ٢٫۵۶x٣ + ٢٫٣٣x۴ + ٣٫٣٩x۵ + ٢٫٩٨x۶ + ٢٫٨۶x٧
+ ١٫٢٩x٨ + ٣٫٠٩x٩ + ٢٫٠۶x١٠,

s.t.


١٫١x١ + ٠٫٧x٢ + ٠٫٨x٣ + ٠٫٩x۴ + ١٫٣x۵ + x۶

+١٫١x٧ + ٠٫٣x٨ + x٩ + ٠٫٣x١٠ ≥ ١٫٣,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۵٢ . ۴)

و
max ١٫١x١ + ٠٫٧x٢ + ٠٫٨x٣ + ٠٫٩x۴ + ١٫٣x۵ + x۶ + ١٫١x٧

+ ٠٫٣x٨ + x٩ + ٠٫٣x١٠,

s.t.


٢٫٧۵x١ + ٢٫٢۴x٢ + ٢٫۵۶x٣ + ٢٫٣٣x۴ + ٣٫٣٩x۵ + ٢٫٩٨x۶

+٢٫٨۶x٧ + ١٫٢٩x٨ + ٣٫٠٩x٩ + ٢٫٠۶x١٠ ≤ ١٫۴,
x١ + x٢ + · · ·+ x١٠ = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١,٢, . . . , ١٠.

(۵٣ . ۴)

بهینه جواب شده مطرح شب΄ه عصبی ΁کم با مسأله این کردن مدل و متلب از استفاده با
است: زیر به صورت (۵٢ . ۴) مدل برای

x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠, ١, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T

باید باشد داشته را ١٫٣ بازده حداقل که حالͬ در ΁ریس کردن مینیمم برای سرمایه گذار یعنͬ
کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول

داده نمایش ٢٣ . ۴ ش΄ل در (۵٢ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار
است. شده



٨١ عددی مثال های

(۵٢ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٢٣ . ۴ ش΄ل
است: زیر به صورت (۵٣ . ۴) مدل برای بهینه جواب همچنین
x∗ = (٠, ٠, ٠, ٠٫١١, ٠, ٠, ٠, ٠٫٨٩, ٠, ٠)T

باید سرمایه گذار ١٫۴ حداکثر ΁ریس با انتظار مورد بازده ماکزیمم آوردن به دست برای یعنͬ
کند. سرمایه گذاری جواب این با متناسب را خود پول

داده نمایش ٢۴ . ۴ ش΄ل در (۵٣ . ۴) مسأله حل برای شده ارائه عصبی شب΄ه مدل از گذرا رفتار
است. شده
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(۵٣ . ۴) مدل برای شده مطرح عصبی درشب΄ه xiها هم·رایی نمودار :٢۴ . ۴ ش΄ل
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Aabstract

In this thesis, a numerical method based on neural networks is presented to solve a class of the
financial optimization problems in uncertain space. To do this, we first write the optimality con-
ditions for the optimization problem. Then we design a neural network model Corresponding to
it. We prove that the equilibrium point of the correspond neural network is the main optimal solu-
tion. Prove the basis and global convergence of the proposed model by presenting an appropriate
Lipanov function. then, definitions of financial concepts in mathematics and preparatory optimiza-
tion is presented. also, we introduce the space of uncertain variable. also, presented a new neural
network model for solving linear programming. in end, we solve the optimal portfolio selection
problem in uncertain space with risk measure as Value at Risk and Conditional Value at Risk using
the presented neural network.
Keywords: portfolio, optimization, neural networks, Value at Risk, Conditional Value at Risk.
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