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�) ‖X‖ = ‖ − X‖ ∀ X ∈ Rn

�) ‖tX‖ = |t| ‖X‖ ∀ X ∈ Rn , ∀t ∈ R

�) ‖X + Y ‖ ≤ ‖X‖ + ‖Y ‖ ∀ X,Y ∈ Rn

(��� 
� � B 
� 4 ; � 
* L�� - � � Rn ����� � �� h ' �� p ≥ � ��*� � � X ���� � lp D� �

lp(X) = ‖X‖lp = [
∑n

i=� |xi|p]
�

p .

"������> �� l.;�; �� �� ���2� lp ��� D�� *� �-�� L\�U ��B�.<F � ���.0>� 7��3�!�� ��� D��

(��
E��  �� �� p → ∞ � p = � 7p = �

( �� �
* L��- �� Rn ������ ��h' �� X ����� B�.<F D��

l∞(X) = ‖X‖l∞ = maxi=�,···,n |xi|.
D��  +; �0-�' 3
� �� 7).���� "��� d(X,Y ) �� �� �+,- �� Y � X �=Q� �� �0-�' � );) <���.

(����� B
�4; �
* L��- �� ‖.‖
d(X,Y ) = ‖X − Y ‖.

��"= � 89�� 7 �� H
 ���2� �
 ���� �t�<� *� �� "E �0-�' D�� �� �r�Q� �?���� � 1;) <���.

(����� ��.���

7(�U�� H2
� *��)  �� H
 ���� � �t�<� *� �� "E �0-�' D� � �� �r�Q � �?���� � 4;) < �� � .

(����� ��.��� ��"= � '�����

�� ��*� �� ��
"E x�, x� ∈ X �
� ��
�� ).��� ��>"�� En ��h' �� �� X �?���� � 7;) <���.

(λx� + (�− λ)x� ∈ X ).��� ����� λ ∈ [�,�]

Norm�


Manhattan norm��

Tchebycheff norm��

Unit disk��

Unit contour��

Convex set��



Z ����� ����	
 � �
��
 
 ���

�� l.��; 3
� ��
 "E � < λ < � �
� (����� ��.��� x� � x� >"�� ?���. λx� + (� − λ)x�

(����� x� � x� "�� >"�� ?���.

�� �� "E "���� ��
�� 7����� ��.��� X �?���� ���� ��� �@�� �A#� H
 x �=Q� � :;) <���.

( ��� X ��I�� �=Q� �� u.� �.�� g�+� l.��; L��-

7� � � �� � %-� �� � �� � ��� �� 
 P� Q � � � �� � U�� H2 
� I �� � � � � 
� ����� � � B;) < �� � .

(������ ��.��� ����C ��!' ���

(������ ��.��� ����� (�� 7 �� �!����F "���U�� ������ �� �� D�� *� ���� "E � D;) <���.

��.�� 7D�� B
�4; �� ]J` P�� *� 3.�F )� ( �� ������ �!����F �� �����
 P�Q� ���4; ).�����

�� "��;�� �� ���0� D�� �� ������ �����
 P�Q� �?���� 3
������ ( �� "��Q�� �4��; D�� �� �����

( ��� �
* L��-

{bg : g = ±�,±�, · · · ,±r}
(b−g = −bg "E �� ��

( 2.� �!����F "E �U�� ������ ��
* (������� ���0� ���� 7���.0>� D�� ).���� "��� �
* ��

�0-�' D�� �� X = (x�, x�) P�Q� �
�� 7R� ������ ��h' �� ���.0>� D�� �U�� ������ )�� ����

��4
 (���� �<��+� �� 7������� H
 ����� �t�<� *� �� "E

l�(X) =
√
|x�|� + |x�|� = �

�


(x�)� + (x�)� = �

D�� �U�� ������ 5# ( �� (�,�) I��� �� �U�� ����
�� �A��4� 7o�' ��A��4� ).����� �� ��r "���

( 2.� ���0� ���� 7���.0>� D�� 3
������ ( 2.� �40	��F 7R� ������ ��h' �� ���.0>�

L��- �� �� Rn ������ ��h' �� X ����� ��' � %E� �	"��F (�� ��� "��� "��;�� 3.�F )�

lW
�

(X) = ‖X‖W
l�

= [
∑n

i=� wi|xi|�]
�

�

��h' �� "E �U�� ������ )�� �� ��
* (������� ���0� D�� I.� 7w�, w� > � "E �� �� ����� B
�4;

( 2.� �40	��F �v�02� ��  �� �h.� V�U�� ������ ).���� ������ 7R� ������

Extreme point��

Fundamental vectors��

Weighted Euclidean norm��
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���� �  �!"� ��� #
$

e



_ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

����� ���

�-�� �������� ���0� ��� D�� ()
*���# �� �� "E C��� � ���0� ��� D�� ����� �� %&' 3
� ��

*� "��;�� 7�� D�� D��; �?���� �� ���0� ��� D�� �?���� "��� $�KF �r�� �� (������� �� D�� *�

���� "��;�� �� D�� 3
� *� 3.�F )� (���� ���,��� ���9A� D�� �� ���� l���� �<
�Q; "���? �� �� "E

*� �� ���2� 3.A�� (��� ���,��� ���.��/� �012� �0�� *� �*�� ��.!� B0�9� %8�2� �*�� �=�

(������� a^e7 ^Zb $��� � ���� 7������ ���,��� �*�� ��.!� %8�2� �*�� �=� �� ���0� ��� D��

( �� ���� ���,��� N��� �� ����� ���.��/� �012� %U �� �� D�� 3
� *� I.� a^fb �L���0�

���� � !"#� ���

���� �� ����� � ������� ����� ��� ���� � �!"����# � �� $�� ���� � %&� '(a^Xb) $;) ��GF

("��" "�)� *� �� *� ��+�,� ��,������ �-�.� �� /.�� %&,0 1� � �,��� �-�.�

�
* L��- �� B �� �i���� D�� L��- 3
��� (�
�.K� �p� �� o�' �.h> O
��� �� �� B �?����

(����� B
�4;

‖X‖ = inf{μ > � : X ∈ μB}
(μB = {X : X

μ ∈ B} "E �� ��

(���
�� B
�4; �
* L��- �� 7B	 ����� ��<=> �?���� H
 7B �?���� �� �� �i����

B	 = {v∗ : X · v∗ ≤ � ∀ X ∈ B}.

B
�4; �
* L��- �� "E �� �i���� �<=> �?���� ��
 "E 7���� ���0� D�� H
 �U�� H2
� B �
�

(�����

B	 = {v∗ : bg · v∗ ≤ � ∀ g = ±�,±�, · · · ,±r}.

(������� �
* L��- �� "E �����
 P�Q� �  �� �!����F B	 ��  �� w	�� I.�  A�U 3
� ��

{b	g : g = ±�,±�, · · · ,±r	}.
Klamroth�

Polar set�



c �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

$�S� "���? �� (���<� ���>�� �=��� 3
�  �� 3/�� Rn �� �A� ( �� r	 = r 7R� ������ ��h' ��

P�Q� ���4; ����� R� ������ ��h' �� 3�!�� D�� �U�� ������ �����
 P�Q� ���4; ).���� "���

�����
 P�Q� "���E  �� �� ���� ( 2.� 3�!�� D�� �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� �����


*� �� "E �0-�' D�� �� X = (x�, x�, x�) P�Q� �
�� 7R� ������ ��h' �� 3�!�� D�� �U�� ������

��4
 (���� �<��+� �� 7������� H
 ����� O = (�,�,�) �t�<�

l�(X) = |x�| + |x�| + |x�| = �

(�
E��  �� �� �
* ��K��� x� � x� 7 x� B0�9� L\�U 3�'�
�p��� �� $�U
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x� + x� + x� = � x� ≥ � , x� ≥ � , x� ≥ �

x� + x� − x� = � x� ≥ � , x� ≥ � , x� < �

x� − x� + x� = � x� ≥ � , x� < � , x� ≥ �

−x� + x� + x� = � x� < � , x� ≥ � , x� ≥ �

x� − x� − x� = � x� ≥ � , x� < � , x� < �

−x� + x� − x� = � x� < � , x� ≥ � , x� < �

−x� − x� + x� = � x� < � , x� < � , x� ≥ �

−x� − x� − x� = � x� < � , x� < � , x� < �

���> �=� %Q�2� �+,-��� �� ��� ��  �� ���=Q� 7R� ������ ��h' �� �����
 �=Q� "�F

(��
E��  �� �� ������ �����
 P�Q� o�' ��K��� L\��4� *� �; �� �� "��� �>k; �� ��A 7��.
��

� ��� ).���� �� �
* �����
 P�Q� �<��+� *� 5#

b� = (�,�,�) b� = (�,�,�) b� = (�,�,�)

b� = (−�,�,�) b� = (�,−�,�) b� = (�,�,−�)

 �� �� ���� L��- 3
��� 7���� 3�!�� D�� �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� B	 �.�� m�'

(���� )�� �� �
* L\��4��� ��K��� �
�� 7R� ������ ��h' �� B	 �����
 P�Q� "���E

B	 = {v∗ : bg · v∗ ≤ � g = ±�,±�,±�}.



^f �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

()
��� 3
������ (������� 3�!�� D�� (B) �U�� H2
� �� �i���� �����
 P�Q� �� bg "E �� ��
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(�,�,�) · (v∗
�
, v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

(�,�,�) · (v∗
�
, v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

(�,�,�) · (v∗
�
, v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

(−�,�,�) · (v∗
�
, v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

(�,−�,�) · (v∗
�
, v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

(�,�,−�) · (v∗
�
, v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

�
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v∗
�
≤ �

v∗
�
≤ �

v∗
�
≤ �

v∗
�
≥ �

v∗
�
≥ �

v∗
�
≥ �

P�Q� �<��+� *� 5# (��
E��  �� �� "E �����
 P�Q� � ������ %/� 7o�' �+,-  �� )�� ��

� ��� ).���� �� �
* �����


b	
�

= (�,�,�) b	
�

= (�,�,−�) b	
�

= (�,−�,�) b	
�

= (−�,�,�)

b	
�

= (−�,−�,−�) b	
�

= (−�,−�,�) b	
�

= (−�,�,−�) b	
�

= (�,−�,−�)

�� 7 �� �����
 �=Q� [� ����� 7R� ������ ��h' �� 3�!�� D�� �U�� ������ )
�
� �� ��r "���

(���� �����
 �=Q�  �� "E �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� �� �A�U

$	% �&!'� (	� )*� ���

(lW
�

)�
� ��� ����� ��� �����

(���
�� B
�4; �
* L��- �� Rn ������ ��h' �� X ����� ���� "*� 3�!�� D��

lW
�

(X) = ‖X‖W
l�

=
∑n

i=� wi|xi|

(w� , · · · , wn > � "E �� ��

Weighted Manhattan norm�



^^ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

R� ������ ��h' �� ��� "*� 3�!�� D�� �U�� ������ �^G@ %/�

�� "E �����
 P�Q� 3.�F )� � ��� "*� 3�!�� D�� �U�� ������ %/� "���E  �� �� ����

7������� �U�� ����� �t�<� *� �� "E �0-�' D�� �� X = (x�, x�, · · · , xn) P�Q� �
�� 7Rn ������ ��h'

(���� �<��+� ��

��h' �� "E �����
 P�Q� � ��� "*� 3�!�� D�� �U�� ������ %/� "���E  �� �� ���� kv S�

()
��� 7R� ������

lW
�

(X) =
∑�

i=� wi|xi| = w�|x�| + w�|x�| = �

%/� "E )�� �� �� ����� %-�U �
* L\��4� ��K��� x� � x� B0�9� L\�U 3�'�
�p��� �� $�U

(����
�� �<��+� �����
 P�Q� � �U�� ������
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w�x� + w�x� = � x� ≥ � , x� ≥ �

w�x� − w�x� = � x� ≥ � , x� < �

−w�x� + w�x� = � x� < � , x� ≥ �

−w�x� − w�x� = � x� ≥ � , x� < �

�*� ��;��<? �����
 P�Q� ).���� ������ ^G@ %/� �� �� ��r "���

b� = (�, �

w�
) b� = ( �

w�
,�) b� = (�, −�

w�
) b� = (−�w�

,�)

�� ���� L��- 3
��� 7���� ��� "*� 3�!�� D�� �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� B	 �.�� m�'

��K��� �
�� 7Rn ������ ��h' �� B	 �����
 P�Q� 3.�F )� � �U�� ������ %/� "���E  ��

(���� )�� �� �
* L\��4���

B	 = {v∗ : bg · v∗ ≤ � g = ±�,±�, · · · ,±r}.



^@ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

R� �� ��� "*� 3�!�� D�� �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� �@G@ %/�

(������� ��� "*� 3�!�� D�� (B) �U�� H2
� �� �i���� �����
 P�Q� �� bg "E �� ��

()
��� 7R� ������ ��h' �� B	 �����
 P�Q� � �U�� ������ %/� "���E  �� �� ���� kv S�
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b� · v∗ ≤ �

b� · v∗ ≤ �

b� · v∗ ≤ �

b� · v∗ ≤ �

5#⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(�, �

w�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

( �

w�
,�) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

(�, −�
w�

) · (v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

(−�w�
,�) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

()
��� ��.�� ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v∗
�
≤ w�

v∗
�
≤ w�

v∗
�
≥ −w�

v∗
�
≥ −w�

�*� ��;��<? �����
 P�Q� ).���� ������ @G@ %/� �� �� ��r "���

b	
�

= (w�, w�) b	
�

= (w�,−w�) b	
�

= (−w�,−w�) b	
�

= (−w�, w�)



^J �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

(lW∞ )�
� ��� ��� ! ��� �����

(���
�� B
�4; �
* L��- �� Rn ������ ��h' �� X ����� ���� "*� B�.<F D��

lW∞ (X) = ‖X‖W
l∞ = max

i=�,···,n
wi|xi|

(w� , · · · , wn > � "E �� ��

"E �����
 P�Q � 3.�F )� � ��� "*� B�.<F D� � �U�� �� � �� � %/� "���E  �� �� ��� �

�U�� � ��� � �t� < � *� �� "E �0-� ' D� � �� X = (x�, x�, · · · , xn) P�Q � � 
� � 7Rn ����� � ��h' ��

(���� �<��+� �� 7�������

��h' �� "E �����
 P�Q� � ��� "*� B�.<F D�� �U�� ������ %/� "���E  �� �� ���� kv S�

()
��� 7R� ������

lW∞ (X) = max
i=�,�

{wi|xi|} = max{w�|x�|, w�|x�|} = �

|w�x� + w�x�| + |w�x� − w�x�|
�

= �

�


|w�x� + w�x�| + |w�x� − w�x�| = �

%/� "E )�� �� �� ����� %-�U �
* L\��4� ��K��� x� � x� B0�9� L\�U 3�'�
�p��� �� $�U

(����
�� �<��+� �����
 P�Q� � �U�� ������
⎧⎨
⎩ w�x� + w�x� + |w�x� − w�x�| = � w�x� + w�x� ≥ �

−w�x� − w�x� + |w�x� − w�x�| = � w�x� + w�x� < �

�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w�x� + w�x� + w�x� − w�x� = � w�x� + w�x� ≥ � , w�x� − w�x� ≥ �

w�x� + w�x� − w�x� + w�x� = � w�x� + w�x� ≥ � , w�x� − w�x� < �

−w�x� − w�x� + w�x� − w�x� = � w�x� + w�x� < � , w�x� − w�x� ≥ �

−w�x� − w�x� − w�x� + w�x� = � w�x� + w�x� < � , w�x� − w�x� < �

Weighted Tchebycheff norm�



^W �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

R� ������ ��h' �� ��� "*� B�.<F D�� �U�� ������ �JG@ %/�

5#⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x� = �

w�
x� ≥ −w�

w�
x� , x� ≤ w�

w�
x�

x� = �

w�
x� ≥ −w�

w�
x� , x� > w�

w�
x�

x� = −�
w�

x� < −w�

w�
x� , x� ≤ w�

w�
x�

x� = −�
w�

x� < −w�

w�
x� , x� > w�

w�
x�

�*� ��;��<? �����
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b� = (
�

w�

,
�

w�

) b� = (
�

w�

,
−�
w�

) b� = (
−�
w�

,
−�
w�

) b� = (
−�
w�

,
�

w�

)
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B	 = {v∗ : bg · v∗ ≤ � g = ±�,±�, · · · ,±r}.
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( �

w�
, �

w�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

( �

w�
, −�

w�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

(−�w�
, −�

w�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

(−�w�
, �

w�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v∗
�

w�
+

v∗
�

w�
≤ �

v∗
�

w�
− v∗

�

w�
≤ �

− v∗
�

w�
− v∗

�

w�
≤ �

− v∗
�

w�
+

v∗
�

w�
≤ �

()
��� ��.�� ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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v∗
�
≤ −w�

w�
v∗
�

+ w�

v∗
�
≥ w�

w�
v∗
�
− w�

v∗
�
≥ −w�

w�
v∗
�
− w�

v∗
�
≤ w�

w�
v∗
�

+ w�
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b	
�

= (�, w�) b	
�

= (w�,�) b	
�

= (�,−w�) b	
�

= (−w�,�)
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(lα,β
�,∞) �
� ��� "	
���� �#	 ��� �����

(���
�� B
�4; �
* L��- �� Rn ������ ��h' �� X ����� ���� "*�  
�!�.�GH
 D��

lα, β
�,∞(X) = ‖X‖α,β

l�,∞
= ‖X‖α

l�
+ ‖X‖β

l∞ =
n∑

i=�

αi|xi| + max
i=�,···,n

βi|xi|

(β� , · · · , βn > � � α� , · · · , αn > � "E �� ��

�����
 P�Q� 3.�F )� � ��� "*�  
�!�.� GH
 D�� �U�� ������ %/� "���E  �� �� ����

�U�� ����� �t�<� *� �� "E �0-�' D�� �� X = (x�, x�, · · · , xn) P�Q� �
�� 7Rn ������ ��h' �� "E

(���� �<��+� �� 7�������
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()
��� 7R� ������ ��h'

lα,β
�,∞(X) =

�∑
i=�

αi|xi| + max
i=�,�

βi|xi|

= α�|x�| + α�|x�| + max{β�|x�|, β�|x�|}

()
��� ��A

lα,β
�,∞(X) = α�|x�| + α�|x�| +

|β�x� + β�x�| + |β�x� − β�x�|
�

= �

Weighted One-infinity norm�
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%/� "E )�� �� �� ����� %-�U �
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(����
�� �<��+� �����
 P�Q� � �U�� ������
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α�x� + α�x� + β�
�

x� + β�
�

x� + �

�
|β�x� − β�x�| = � x� ≥ � , x� ≥ �

α�x� − α�x� + �

�
|β�x� + β�x�| + β�

�
x� − β�

�
x� = � x� ≥ � , x� < �

−α�x� + α�x� + �

�
|β�x� + β�x�| − β�

�
x� + β�

�
x� = � x� < � , x� ≥ �

−α�x� − α�x� − β�
�

x� − β�
�

x� + �

�
|β�x� − β�x�| = � x� < � , x� < �

�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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α�x� + α�x� + β�
�

x� + β�
�

x� + β�
�

x� − β�
�

x� = � x� ≥ � , x� ≥ � , β�x� − β�x� ≥ �

α�x� + α�x� + β�
�

x� + β�
�

x� − β�
�

x� + β�
�

x� = � x� ≥ � , x� ≥ � , β�x� − β�x� < �

α�x� − α�x� + β�
�

x� + β�
�

x� + β�
�

x� − β�
�

x� = � x� ≥ � , x� < � , β�x� + β�x� ≥ �

α�x� − α�x� − β�
�

x� − β�
�

x� + β�
�

x� − β�
�

x� = � x� ≥ � , x� < � , β�x� + β�x� < �

−α�x� + α�x� + β�
�

x� + β�
�

x� − β�
�

x� + β�
�

x� = � x� < � , x� ≥ � , β�x� + β�x� ≥ �

−α�x� + α�x� − β�
�

x� − β�
�

x� − β�
�

x� + β�
�

x� = � x� < � , x� ≥ � , β�x� + β�x� < �

−α�x� − α�x� − β�
�

x� − β�
�

x� + β�
�

x� − β�
�

x� = � x� < � , x� < � , β�x� − β�x� ≥ �

−α�x� − α�x� − β�
�

x� − β�
�

x� − β�
�

x� + β�
�

x� = � x� < � , x� < � , β�x� − β�x� < �

5#
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(α� + β�)x� + α�x� = � x� ≥ � , x� ≥ � , x� ≤ β�
β�

x�

α�x� + (α� + β�)x� = � x� ≥ � , x� ≥ � , x� > β�
β�

x�

(α� + β�)x� − α�x� = � x� ≥ � , x� < � , x� ≥ −β�
β�

x�

α�x� − (α� + β�)x� = � x� ≥ � , x� < � , x� < −β�
β�

x�

−α�x� + (α� + β�)x� = � x� < � , x� ≥ � , x� ≥ −β�
β�

x�

−(α� + β�)x� + α�x� = � x� < � , x� ≥ � , x� < −β�
β�

x�

−α�x� − (α� + β�)x� = � x� < � , x� < � , x� ≤ β�
β�

x�

−(α� + β�)x� − α�x� = � x� < � , x� < � , x� > β�
β�

x�
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 P�Q� ).���� ������ XG@ %/� �� �� ��r "���

b� = (�,
�

α� + β�
) b� = (

�

α� + β� + β�
β�

α�
,

�

α� + β� + β�
β�

α�
)

b� = (
�

α� + β�
,�) b� = (

�

α� + β� + β�
β�

α�
,

−�
α� + β� + β�

β�
α�

)

b� = (�,
−�

α� + β�
) b� = (

−�
α� + β� + β�

β�
α�

,
−�

α� + β� + β�
β�

α�
)

b� = (
−�

α� + β�
,�) b� = (

−�
α� + β� + β�

β�
α�

,
�

α� + β� + β�
β�

α�
)
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B	 = {v∗ : bg · v∗ ≤ � g = ±�,±�, · · · ,±r}.

(������� ��� "*�  
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(�, �

α�+β�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

( �

α�+β�+
β
�

β
�

α�
, �

α�+β�+
β
�

β
�

α�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

( �

α�+β�
,�) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

( �

α�+β�+
β
�

β
�

α�
, −�

α�+β�+
β
�

β
�

α�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

(�, −�
α�+β�

) · (v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

( −�
α�+β�+

β
�

β
�

α�
, −�

α�+β�+
β
�

β
�

α�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �

( −�
α�+β�

,�) · (v∗
�
, v∗
�
) ≤ �

( −�
α�+β�+

β
�

β
�

α�
, �

α�+β�+
β
�

β
�

α�
) · (v∗

�
, v∗
�
) ≤ �
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v∗
�
≤ α� + β�

v∗
�
≤ −α�+β�+

β
�

β
�

α�

α�+β�+
β
�

β
�

α�
v∗
�

+ α� + β� + β�
β�

α�

v∗
�
≤ α� + β�

v∗
�
≥ α�+β�+

β
�

β
�

α�

α�+β�+
β
�

β
�

α�
v∗
�
− (α� + β� + β�

β�
α�)

v∗
�
≥ −(α� + β�)

v∗
�
≥ −α�+β�+

β
�

β
�

α�

α�+β�+
β
�

β
�

α�
v∗
�
− (α� + β� + β�

β�
α�)

v∗
�
≥ −(α� + β�)

v∗
�
≤ α�+β�+

β
�

β
�

α�

α�+β�+
β
�

β
�

α�
v∗
�

+ α� + β� + β�
β�

α�
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b	
�

= (α�, α� + β�) b	
�

= (α� + β�, α�)

b	
�

= (α� + β�,−α�) b	
�

= (α�,−α� − β�)

b	
�

= (−α�,−α� − β�) b	
�

= (−α� − β�,−α�)

b	
�

= (−α� − β�, α�) b	
�

= (−α�, α� + β�)
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‖V ‖ = min{∑r
g=� |βg| : V =

∑r
g=� βgbg}.

(����� B
�4; �
* L��- �� B �?���� �� �i���� ���0� D�� 7).�,
 kv <> �� ��r "��� H*�IJ 

‖V ‖ = inf{μ > � : V
μ ∈ B}.

� �!;�� "E �����
 P�Q� �?���� � g�+� ���?���� 7B ��4
 ���0� D�� �� �U�� H2
� ).�����
����t�  !� u.� ����� B �� A 7 �� ��� ��� � B ). ����� 3. �F )� ( �� ��� � � � �� "E ���4 ;

( ��� �
* L��- �� �� V
μ ∈ B "��;�� 3
������ (�������

V

μ
=

r∑
g=�

(λ̃gbg + λ̃−gb−g)

"E �� ��
∑r

g=�(λ̃g + λ̃−g) = �

�

λ̃g ≥ � g = �, · · · , r

)
��� 3
������

‖V ‖ = inf{μ > � :
V

μ
=

r∑
g=�

(λ̃gbg+λ̃−gb−g) ,
r∑

g=�

(λ̃g+λ̃−g) = � , λ̃g ≥ � g = �, · · · , r}

 ��� "��;�� b−g = −bg � λg = μλ̃g 3�'�
�p��� �� $�U

‖V ‖ = inf{μ > � : V =
r∑

g=�

(λgbg−λ−gbg) ,
r∑

g=�

(λg+λ−g) = μ , λg ≥ � for all g}

��A 7 �� ������� ���0� D�� �� �U�� H2
� "�F

‖V ‖ = min{μ > � : V =
r∑

g=�

(λgbg−λ−gbg) ,
r∑

g=�

(λg+λ−g) = μ , λg ≥ � for all g}

����� ����	
 X ���
�� ��� d ������ ����� ���	� ���� ���
�� �� X ����  �! "Extreme direction�

��
	� �#�� �X ���
�� $��� �%�&� ��� �� '��	� X �� (�
 {x
 + λd , λ ≥ �} )	*� �x
 ∈ X �+ $�,� �� �	-�+
.	
 / ���
�� D 01 �� �� ���� 
 D ,� ( �	
 # � ��� 2� �34� �56 7��� / 8��� �� �� 01 0�� # 
 �� �%� d ∈ D

'���
 d� ,� �#34� ��9� 8��� �� �� d� 0��#
 �	-�+ ���	
 (�	
#� �� d� 2 d� ��� 2� '�%� X ���
�� $	+ ���
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)
��� |βg| = λg + λ−g � βg = λg − λ−g "������> ��

� ‖V ‖ = min{∑r
g=� |βg| : V =

∑r
g=� βgbg}.

3
� "��;�� (��� ���0� ��� D�� *� �
�� ����� B�.<F � 3�!�� M��4� ��� D�� �� �� "�.� kv <>

��4
 ( ��� o�' �.h> L��- �� �� �� D��

)
��� ��A (b� = (�,�) � b� = (�,�) 7 r = � 3�!�� D�� �� ).����� ]^

‖V ‖ = min{|β�| + |β�| : (v�, v�) = β�(�,�) + β�(�,�)}

= min{|β�| + |β�| : β� = v� , β� = v�}

= min{|v�| + |v�|} = |v�| + |v�|.

5#

‖V ‖ = |v�| + |v�| = ‖V ‖�
()
��� ��A (b� = (�,−�) � b� = (�,�) 7 r = �B�.<F D�� �� ).����� ]@

‖V ‖ = min{|β�| + |β�| : (v�, v�) = β�(�,�) + β�(�,−�)}

= min{|β�| + |β�| : (v�, v�) = (β� + β�, β� − β�)}

= min{|β�| + |β�| : v� + v� = �β� , v� − v� = �β�}

= min{|β�| + |β�| : β� =
v� + v�
�

, β� =
v� − v�
�

}

= min{|v� + v�
�

| + |v� − v�
�

|} =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

).����� �'�r *�

max{|v�|, |v�|} = |v�+v�|
�

+ |v�−v�|
�

5#

‖V ‖ = max{|v�|, |v�|} = ‖V ‖∞

(/��� ��2 3��4 �� 5����� �� ���	� $�� �� '(a^eb) 1;) ��GF

‖V ‖ = max{|V · b	g | : g = �, · · · , r	}.

����� 7R� ������ ��h' �� �� o�' �.h>  
�!�.�GH
 � B�.<F 73�!�� ��� D�� ����

().����



@J �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

��A (b	
�

= (�,−�) � b	
�

= (�,�) 7 r	 = r = � 3�!�� D�� �� ).����� ]^

‖V ‖ = max{|V · b	g | : g = �,�}

= max{|V · b	
�
|, |V · b	

�
|}

).����� �'�r *�

V · b	
�

= (v�, v�) · (�,�) = v� + v�

�

V · b	
�

= (v�, v�) · (�,−�) = v� − v�

5#

‖V ‖ = max{|v� + v�|, |v� − v�|}
�


‖V ‖ = |v�+v�+v�−v�|+|v�+v�−v�+v�|
�

= |�v�|+|�v�|
�

3
������

‖V ‖ = |v�| + |v�| = ‖V ‖�
��A (b	

�
= (�,�) � b	

�
= (�,�) 7 r	 = r = �B�.<F D�� �� ).����� ]@

‖V ‖ = max{|V · b	g | : g = �,�}

= max{|V · b	
�
|, |V · b	

�
|}

).����� �'�r *�

V · b	
�

= (v�, v�) · (�,�) = v�

�

V · b	
�

= (v�, v�) · (�,�) = v�

5#

‖V ‖ = max{|v�|, |v�|} = ‖V ‖∞
� r	 = r = � 
�!�.� GH
 D�� �� ).����� ]J

b	
�

= (α�, α� + β�) b	
�

= (α� + β�, α�)

b	
�

= (α� + β�,−α�) b	
�

= (α�,−α� − β�)



@W �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

)
��� 3
������

‖V ‖ = max{|V · b	g | : g = �,�,�,�}

5#

‖V ‖ = max{|(v�, v�) · (α�, α� + β�)| , |(v�, v�) · (α� + β�, α�)| ,

|(v�, v�) · (α� + β�,−α�)| , |(v�, v�) · (α�,−α� − β�)|}

�


‖V ‖ = max{|a|, |b|, |c|, |d|}

"E �� ��

a = α�v� + (α� + β�)v�

b = (α� + β�)v� + α�v�

c = (α� + β�)v� − α�v�

d = α�v� − (α� + β�)v�

������ x� �
*  A�U �� "����

3
������ (��'��� o�,;� b �� �
 7a �� �
 )�
I��� L��- 3
��� 7�����  �k? )� v� � v� �
� ]BA�

‖V ‖ = max{|a|, |b|, |c|, |d|} = max{|a|, |b|} =
|a + b| + |a − b|

�

�


‖V ‖ =
|�α�v� + �α�v� + β�v� + β�v�| + |β�v� − β�v�|

�

=
|�(α�v� + α�v�) + β�v� + β�v�| + |β�v� − β�v�|

�

α�v� + α�v� ��A 7��S<S� ����?� β� � β� 7 α� 7 α� 3.�F )� � �������  �k? )� v� � v� "�F

��.�� �� (����k? )� β�v� + β�v� �

|�(α�v� + α�v�) + β�v� + β�v�| = |�(α�v� + α�v�)| + |β�v� + β�v�|



@X �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

)
��� 3
������

‖V ‖ =
|�(α�v� + α�v�)| + |β�v� + β�v�| + |β�v� − β�v�|

�

= |α�v� + α�v�| +
|β�v� + β�v�| + |β�v� − β�v�|

�

 �k? )� α�v� � α�v� ��A 7���2�  <S� ����?� α� � α� 3.�F )� � ����k? )� v� � v� "�F

3
������ (���2�

|α�v� + α�v�| = |α�v�| + |α�v�|

)
��� ��.�� ��

‖V ‖ = |α�v�| + |α�v�| +
|β�v� + β�v�| + |β�v� − β�v�|

�

= |α�v�| + |α�v�| + max{|β�v�|, |β�v�|}

5# 7���2�  <S� ����?� β� � β� 7 α� 7 α� "�F

‖V ‖ = α�|v�| + α�|v�| + max{β�|v�|, β�|v�|}

)
��� 3
������

‖V ‖ = ‖V ‖α
l�

+ ‖V ‖β
l∞ .

(� � '��� o�, ;� d �� � 
 7c �� � 
 )� 
I �� � L��- 3
��� 7� ��� �  �k? )� Gv� � v� � 
� ]g

3
������

‖V ‖ = max{|a|, |b|, |c|, |d|} = max{|c|, |d|} =
|c + d| + |c − d|

�

�


‖V ‖ =
|�α�v� − �α�v� + β�v� − β�v�| + |β�v� + β�v�|

�

=
|�α�v� + �α�(−v�) + β�v� + β�(−v�)| + |β�v� + β�v�|

�

=
|�(α�v� + α�(−v�)) + β�v� + β�(−v�)| + |β�v� + β�v�|

�

�� A 7� � S < S � ���� ?� β� � β� 7 α� 7 α� 3 . � F ) � � � � �� �� �  �k ? ) � −v� � v� "� F

��.�� �� (���2�  �k? )� β�v� + β�(−v�) � α�v� + α�(−v�)
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|�(α�v� + α�(−v�)) + β�v� + β�(−v�)| = |�(α�v� + α�(−v�))| + |β�v� + β�(−v�)|
)
��� 3
������

‖V ‖ = |α�v� + α�(−v�)| + |β�v� − β�v�| + |β�v� + β�v�|
�

= |α�v� + α�(−v�)| + max{|β�v�|, |β�v�|}

)� α�(−v�) � α�v� ��A 7���2�  <S� ����?� α� � α� 3.�F )� � ����k? )� −v� � v� "�F

3
������ (���2�  �k?

|α�v� + α�(−v�)| = |α�v�| + |α�(−v�)|

)
��� ��.����

‖V ‖ = |α�v�| + |α�(−v�)| + max{|β�v�|, |β�v�|}

5# 7���<S� ����?� β� � β� 7 α� 7 α� "�F

‖V ‖ = α�|v�| + α�| − v�| + max{β�|v�|, β�|v�|}
��A 7|v�| = | − v�| ).����� �'�r *�

‖V ‖ = α�|v�| + α�|v�| + max{β�|v�|, β�|v�|}
)
��� 3
������

‖V ‖ = ‖V ‖α
l�

+ ‖V ‖β
l∞ .

(/6� 7�80 �� $�� $��� ���� � �" ���	� ��� $�� ���� � '(a^eb) 4;) ��GF

�� �40	��F H
 �0.�� �� "��;�� �� "��Q�� �t�<� ��  <2� � g�+� 7����' �?���� �� H*�IJ 

 �� ���0� D�� H
 �
 D�� �� 3
������ (�* l
�Q;  �� "��Q�� �t�<� ��  <2� � g�+� 7����' V���

D��; �?���� �� ���0� ��� D�� �?���� ��.�� �� (����� %.� ���0� ���D�� *� �� �A�<�� �� �


� ( �� $�KF �� D��

9��:� �" X ∈ R� �;� (���� R� ���"�� ��<� �" ���	� $�� *� γ �&,� =�� '(a^fb) $;) 
�

bj � bi 2� X "�� ���>�,� ?���� X = λibi + λjbj %&,0 1� � ���� ����" ���@ C(bi, bj) ��	4�

(γ(X) = λi + λj !�; 5A �����

:2�;� ��
�<-�� 8	=#;� �&�3� ,� 	+ 01 	� �>	�#� $	+ ������� �� ��	+	9! ?�
 ,� �+	�#� ���*/ @��#�� "Cone�

0	A
 {x : Ax ≤ �} 8��� �� �� 01 0��#� �-� ��%� ���2��B :2�;� �� C �C�� 8�	3� �� '����� ����	
 ���2��B
'�%	9! ?�
 D���i 	� ��E
 $������� �� ��
� ����� 01 �5% D���i �� $��F �� Am×n 01 �� �� ����



@e �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

7���
�� X � H2
� I��� *� �� ��.Q�2� O� �� γ D�� ������ �>k; �=Q� Z �.�� m�' H*�IJ 

���=Q� Z ∈ C(bi, bj) �=Q� "�F ( �� g�+� ���?���� ���0 � D� � �� �U�� H2
� (��� �

�� "��;�� �� Z ��A 7���� ���> bj � bi �����
 �=Q� �� 3.� �  �� �U�� H2
� �� d04�� �����
�.y

��4
 ( ��� bj � bi P�Q� g�+� l.��; L��-

Z = αbi + (�− α)bj

(α ∈ [�,�] "E �� ��

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� X ��A 7����� ���> ).Q�2� O� H
 ��� X � Z P�Q� "�F

X = γ(X)Z = γ(X)(αbi + (�− α)bj)

5#

X = γ(X)αbi + γ(X)(�− α)bj ]^G@`

( ��� �
* L��- �� �� �� X "��;�� ]^G@` �=��� � �.h> m�' �� ���
⎧⎨
⎩ X = λibi + λjbj ,

X = γ(X)αbi + γ(X)(� − α)bj .

()
��� o�' ��K��� �A��4� �� d.,0; ��
⎧⎨
⎩ λi = γ(X)α,

λj = γ(X)(�− α).

)
��� �.�� ��K��� %U ��

� γ(X) = λi + λj .

,-./� )*� � �&!'� (	� )*� ����� 0��

�� R� ������ ��h' �� �� ������� �0-� ����� ��!F ����� �vQ.>� �� ���0� ��� D�� [9� 3
� ��

���0� D�� �0-� �������� Y.9�; ���� ().
����� "�.� �� 3�!�� D�� �� ��"E �=��� � )
�.
�� �p�

v� � v� 7v� 7v�� ���0� D�� �0-� �������� �K���� u� � u� 7u� 7u� ).����m�' 73�!�� D�� *�

(����� 3�!�� D�� �0-� �������� �K��.�
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����� �
* �0-� ����� ��!F �� ���0� D�� γ ).���� m�'

u� = (u�
�
, u�

�
) u� = (u�

�
, u�

�
) u� = (u�

�
, u�

�
) u� = (u�

�
, u�

�
)

(u� = −u� � u� = −u� �� ���r ��

�).����� 3.�F )�

v� = (�,�) v� = (�,�) v� = (�,−�) v� = (−�,�)

��
 "E 7T (u�) = Tu� = v� � T (u�) = Tu� = v� �� ���r �� ���� �=� %
�<; H
 T �
�

T (u�) = Tu� = v�

=

⎡
⎢⎢⎣

t�� t��

t�� t��

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
�

�

⎤
⎥⎥⎦

�

T (u�) = Tu� = v�

=

⎡
⎢⎢⎣

t�� t��

t�� t��

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
�

�

⎤
⎥⎥⎦

L\��4� ��K��� %U ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t��u�
�

+ t��u�
�

= �

t��u�
�

+ t��u�
�

= �

t��u�
�

+ t��u�
�

= �

t��u�
�

+ t��u�
�

= �

(�
E��  �� �� �
* �=� %
�<;

T =

⎡
⎢⎢⎣

t�� t��

t�� t��

⎤
⎥⎥⎦ =

�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

−u�
�

−u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦

(����� �<��+� �
* L��- �� T z�/4� %
�<;

T−� = [
�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

−u�
�

−u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦]−� = (u�

�
u�
�
− u�

�
u�
�
)

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

−u�
�

−u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦
−�



@c �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

= (u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�
) (

�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

)

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

u�
�

u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦

3
������

T−� =

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

u�
�

u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦ .

���.� T � ���� u� � u� �u� �u� �	4� ��"�� ��B0 �� ���	� $�� γ�&,� =�� '(a^fb) );) 
�

3��4 %���" (T (X) = TX 1&,��� C��D� X ∈ R� �� ���� �� ���E �� ����� F�� $�� �� ��#

(γ(X,Y ) = l�(T (X), T (Y )) 1���" X,Y ∈ R� �� ����

().���� ����� �� Y = �̄ A�U ����� H*�IJ 

��
 "E 7X = �̄ �
� ]^

γ(�̄, �̄) = l�(T (�̄), T (�̄)) = l�(T �̄, T �̄)

�


γ(�̄, �̄) = l�(�̄− �̄) = l�(�̄) = �

(����� L�<j� �.h>  A�U 3
� �� 3
������

X ∈ C(ui, ui+�) ) . � �� � m� ' i ∈ {�,�,�,�} ��� � L�� - 3 
��� X 	= �̄ � 
� ]@

) . � �� � m� ' 3 . � F ) � ( �� ui+� � ui O �� ; �� � � . A� ; P�� 9 � C(ui, ui+�) � �

��!F ����� �! � ; γ D� � "�F ( �� ui+� � ui l2U � � X � �/ 
 [
�� � X = λiu
i + λi+�ui+�

� ui ∈ {u�,−u�} ) . � � m�' ) . ��� ;�� � 0 12 �  . 0 � *� "�� )� "�� � �� A 7 �� �0-� ���� �
(ui+� ∈ {u�,−u�}

l�(T (X), �̄) = l�(T (X) − T (�̄)) = l�(T (X − �̄))

�


l�(T (X), �̄) = l�(T (X)) = l�(TX)
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).����� �'�r *�

T =
�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

−u�
�

−u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦ .

3
������

l�(TX) = l�(
�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

⎡
⎢⎢⎣

u�
�

−u�
�

−u�
�

u�
�

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

x�

x�

⎤
⎥⎥⎦)

= | �

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

| l�(

⎡
⎢⎢⎣

u�
�
x� − u�

�
x�

u�
�
x� − u�

�
x�

⎤
⎥⎥⎦)

= | �

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

| (|u�
�
x� − u�

�
x�| + |u�

�
x� − u�

�
x�|)

= |u
�

�
x� − u�

�
x�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

| + |u
�

�
x� − u�

�
x�

u�
�
u�
�
− u�

�
u�
�

| = λi+� + λi

��A

l�(T (X), �̄) = γ(X) = γ(X, �̄)

( �� ���>�� �.h> I.�  A�U 3
� �� 3
������

().���� ����� �� X,Y 	= � � X,Y ∈ R� �� ��A�U "����

l�(T (X), T (Y )) = l�(T (X) − T (Y )) = l�(T (X) − T (Y ), �̄)

()
��� ��.���� 7 �� �=� %
�<; T "�F

l�(T (X), T (Y )) = l�(T (X − Y ), �̄) = γ(X − Y, �̄)

�


� l�(T (X), T (Y )) = γ(X − Y ) = γ(X,Y )

()
*���# �� 3�!�� D�� � ]���0� D��` B�.<F D�� �=��� �� �
* �� $�S� "���? ��

�*� ��;��<? B�.<F D�� �0-� �������� ).�����

u� = (�,�) u� = (�,−�) u� = (−�,−�) u� = (−�,�)

�*� ��;��<? I.� 3�!�� D�� �0-� �������� �
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v� = (�,�) v� = (�,�) v� = (�,−�) v� = (−�,�)

()
��� L��- 3
���

T (u�) = Tu� = v�

=

⎡
⎣ t�� t��

t�� t��

⎤
⎦

⎡
⎣ �

�

⎤
⎦ =

⎡
⎣ �

�

⎤
⎦

�

T (u�) = Tu� = v�

=

⎡
⎣ t�� t��

t�� t��

⎤
⎦

⎡
⎣ �

−�

⎤
⎦ =

⎡
⎣ �

�

⎤
⎦

L\��4� ��K��� %U ��
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t�� + t�� = �

t�� + t�� = �

t�� − t�� = �

t�� − t�� = �

(�
E��  �� �� �
* �=� %
�<;

T =
�

�

⎡
⎣ � −�
� �

⎤
⎦ .

�&!'� (	� )*� �1 *
�� ,�*-�	�!& 2��

�t�<� �v ����� ������ �� ���r �� (����� �Q0; �.2� H
 "���? �� 7�v ����� �� ���.��/� %8�2� ��

�� ���r � � � ��� � � .2�� 
* �� �d � �r �. � � m�' ( �� �v � .2� �&Q� 7�v ���� � ��!� �� � � .2�

� 3�!�� D�� �0-� ��������  !� �� l.;�; �� �d � �r ����.2��
* �.�� m�' ��k? �� (�v = �r + �d

( �� ‖�d‖l∞ ����� �A�r ����� �d �.2��
* � ‖�r‖l� ����� �A�r ����� �r �.2��
* ��4
 (����� B�.<F

(����� �<��+� �
* L��- �� �d � �r ����.2��
* *� ���,��� �� �v �.2� $�r 7o�' L�.	�' ��



J@ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

‖�v‖ = ‖�r‖l� + ‖�d‖l∞

�� �
* �012� �
�� ��p�� 3
� ���� (��� ��.�� �v �.2� $�r ��  �� �
���.2��
* 3�'�
 M�� "����

(���� %U

min F (�r, �d) = ‖�v‖ = ‖�r‖l� + ‖�d‖l∞

s.t.

�r + �d = �v

]@G@`

�0�  A�U �� ).���� "���
�d = min{|v�|, |v�|}(sgn v�, sgn v�)

�

�r = �v − �d

( �� ]@G@` �012� ��.!� g���

�
* �012� �� ]@G@` �012� 7R� ������ ��h' �� B�.<F � 3�!�� D�� B
��4; *� ���,��� ��

(����� %
�<;

min F (�r, �d) = |r�| + |r�| + max{|d�|, |d�|}
s.t.

�v = �r + �d

�012� � F (�d) ��.{��H
 N��; �� F (�r, �d) ��.{�� �� N��; r� = v� − d� � r� = v� − d� ����K
�� ��

(����� %
�<; �
* �012� �� o�'

min F (�d) = |v� − d�| + |v� − d�| + max{|d�|, |d�|} ]JG@`

���� ����� �
*  A�U ��!F �
�� o�' �012� %U ����

�� ]JG@` �012� 3
������ (� ≤ d� ≤ v� � � ≤ d� ≤ v� ��
 "E 7v� ≥ � � v� ≥ � �
� ]^

(����� %
�<; �
* �012�

min F (�d) = v� − d� + v� − d� + max{|d�|, |d�|}
s.t.

� ≤ d� ≤ v�

� ≤ d� ≤ v�



JJ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

L��- �� o�' �012� 3
������ .d� = d� ��A 7 �� B�.<F D�� �0-� ��������  !� �� �d ����� "�F

(��� ����� �
*
min F (�d) = v� − d� + v� − d� + |d�|
s.t.

� ≤ d� ≤ v�

� ≤ d� ≤ v�

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012� ��A 7d� ≥ � "�F

min F (�d) = v� + v� − d�

s.t.

� ≤ d� ≤ min{v�, v�}

���Q� 3
���.� d� �� ����� ��.�� ����* v� + v� − d� L��<? ��A 7���2�  <S� �� �� v� � v� "�F

��4
 (��.K� �� ���

d� = min{v�, v�} = min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

��4
 ( �� � �k? N��; sgn ��

sgn(v) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

� v > �,

� v = �,

−� v < �.

3
������ 7d� = d� "�F �'�r *�

d� = min{v�, v�} = min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

)
��� ��.�� ��
�d = min{|v�|, |v�|}(sgn v�, sgn v�).

�012� �� ]JG@` �012� 3
������ (� ≤ d� ≤ v� � v� ≤ d� ≤ � ��
 "E 7v� ≥ � � v� ≤ � �
� ]@

(����� %
�<; �
*

min −v� + d� + v� − d� + max{|d�|, |d�|}
s.t.

v� ≤ d� ≤ �

� ≤ d� ≤ v�

Signum function�



JW �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

�� o�' �012� 3
������ (d� = −d� ��A 7 �� B�.<F D�� �0-� ��������  !� �� �d ����� "�F

(��� ����� �
* L��-

min −v� − d� + v� − d� + |d�|
s.t.

v� ≤ −d� ≤ �

� ≤ d� ≤ v�

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012� ��A 7d� ≥ � "�F

min −v� + v� − �d� + d�

s.t.

� ≤ d� ≤ −v�

� ≤ d� ≤ v�

�


min −v� + v� − d�

s.t.

� ≤ d� ≤ min{−v�, v�}

−v� + v� − d� L��<? 5# ( ��  <S� �;��<? −v� + v� L��<? ��A 7v� ≥ � � v� ≤ � "�F

��4
 (��.K� �� ��� ���Q� 3
���.� d� ��  �� ��.�� ����*

d� = min{−v�, v�} = min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

3
������ 7d� = −d� "�F �'�r *�

d� = −min{−v�, v�} = −min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

)
��� ��.�� ��
�d = min{|v�|, |v�|}(sgn v�, sgn v�).

�012� �� ]JG@` �012� 3
������ (v� ≤ d� ≤ � � v� ≤ d� ≤ � ��
 "E 7v� ≤ � � v� ≤ � �
� ]J

(����� %
�<; �
*

min −v� + d� − v� + d� + max{|d�|, |d�|}
s.t.

v� ≤ d� ≤ �

v� ≤ d� ≤ �



JX �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

L��- �� o�' �012� 3
������ (d� = d� ��A 7 �� B�.<F D�� �0-� ��������  !� �� �d ����� "�F

(��� ����� �
*
min −v� + d� − v� + d� + |d�|
s.t.

v� ≤ d� ≤ �

v� ≤ d� ≤ �

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012� ��A 7d� ≤ � "�F

min −v� − v� + d�

s.t.

max{v�, v�} ≤ d� ≤ �

−v� − v� + d� L��<? 5# ( ��  <S� �;��<? −v� − v� L��<? ��A 7v� ≤ � � v� ≤ � "�F

��4
 (��.K� �� ��� ���Q� 3
���� d� ��  �� ��.�� ����*

d� = max{v�, v�}
).����� �'�r *�

max{v�, v�} = −min{−v�,−v�}
)
��� ��A 7v� ≤ � � v� ≤ � "�F

max{v�, v�} = −min{|v�|, |v�|}

5#

d� = −min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

3
������ 7d� = d� "�F �'�r *�

d� = −min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

)
��� ��.�� ��
�d = min{|v�|, |v�|}(sgn v�, sgn v�).

�012� �� ]JG@` �012� 3
������ (v� ≤ d� ≤ � � � ≤ d� ≤ v� ��
 "E 7v� ≤ � � v� ≥ � �
� ]W

(����� %
�<; �
*

min F (�d) = v� − d� − v� + d� + max{|d�|, |d�|}
s.t.

� ≤ d� ≤ v�

v� ≤ d� ≤ �



JZ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

L��- �� �012� 3
������ .d� = −d� ��A 7 �� B�.<F D�� �0-� ��������  !� �� �d ����� "�F

(��� ����� �
*
min v� + d� − v� + d� + |d�|
s.t.

� ≤ −d� ≤ v�

v� ≤ d� ≤ �

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012� ��A 7d� ≤ � "�F

min v� − v� + d�

s.t.

−v� ≤ d� ≤ �

v� ≤ d� ≤ �

�

min v� − v� + d�

s.t.

max{−v�, v�} ≤ d� ≤ �

��.�� ����* v� − v� + d� L��<? 5# ( ��  <S� v� − v� L��<? ��A 7v� ≤ � � v� ≥ � "�F

��4
 (��.K� �� ��� ���Q� 3
���� d� �� �����

d� = max{−v�, v�}

).����� �'�r *�

max{−v�, v�} = −min{v�,−v�}

)
��� ��A 7v� ≤ � � v� ≥ � "�F

max{−v�, v�} = −min{|v�|, |v�|}
5#

d� = −min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

3
������ 7d� = −d� "�F �'�r *�

d� = min{|v�|, |v�|} = min{|v�|, |v�|}sgn v�

)
��� ��.�� ��
�d = min{|v�|, |v�|}(sgn v�, sgn v�).



Je �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

��  �� ����� ).���� "��� D(�v) �� �� �d����� $�r

D(�v) ≡ ‖�d‖∞ = max{|d�|, |d�|}

3
������ (|d�| = |d�| ��A 7 �� B�.<F D�� �0-� ��������  !� �� �d ����� "�F �A�

D(�v) = max{|d�|, |d�|} = |d�|

)
��� �'�r *�

d� = min{|v�|, |v�|}sgn v�

�

d� = min{|v�|, |v�|}sgn v�

3
������

|d�| = |d�| = min{|v�|, |v�|}

5#

D(�v) = min{|v�|, |v�|}.

��  �� ����� ).���� "��� R(�v) �� �� �r����� $�r 3.�F )�

R(�v) ≡ ‖�r‖� = ‖�v − �d‖� = |v� − d�| + |v� − d�|

"�F

d� = min{|v�|, |v�|}sgn v�

�

d� = min{|v�|, |v�|}sgn v�

)
��� 3
������

R(�v) = |v� − min{|v�|, |v�|}(sgn v�)| + |v� − min{|v�|, |v�|}(sgn v�)| ]WG@`

�).���� ����� �� �
*  A�U �� "����

�|v�| ≥ |v�| ]^

(��� ����� �
* L��- �� ]WG@` �=��� L��- 3
���

R(�v) = |v� − |v�|.(sgn v�)| + |v� − |v�|.(sgn v�)| = |v� − |v�|.sgn v�|
��
 "E 7v� ≥ � �
�



J_ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

R(�v) = |v� − v�.sgn v�|
���� x� ����;�� �
*  A�U �� L��- 3
���

��
 "E 7v� > � �
� ]BA�

R(�v) = |v� − v�.sgn v�| = |v� − v�|

=
|v� − v�|

�
+

|v� − v�|
�

()
��� |v�+v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

− |v� + v�|
�

+
|v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

��
 "E 7v� < � �
� ]g

R(�v) = |v� − v�.sgn v�| = |v� + v�|

=
|v� + v�|

�
+

|v� + v�|
�

()
��� |v�−v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

+
|v� + v�|

�
− |v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

��
 "E 7v� ≤ � �
�

R(�v) = |v� + v�.sgn v�|

���� x� ����;�� �
*  A�U �� *� �/
 I.� L��- 3
���

��
 "E 7v� > � �
� ]BA�

R(�v) = |v� + v�.sgn v�| = |v� + v�|

=
|v� + v�|

�
+

|v� + v�|
�



Jc �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

()
��� |v�−v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

+
|v� + v�|

�
− |v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

��
 "E 7v� < � �
� ]g

R(�v) = |v� + v�.sgn v�| = |v� − v�|

=
|v� − v�|

�
+

|v� − v�|
�

()
��� |v�+v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

− |v� + v�|
�

+
|v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

�|v�| ≤ |v�| ]@
(��� ����� �
* L��- �� ]WG@` �=��� L��- 3
���

R(�v) = |v� − |v�|.(sgn v�)| + |v� − |v�|.(sgn v�)| = |v� − |v�|.sgn v�|
��
 "E 7v� ≥ � �
�

R(�v) = |v� − v�.sgn v�|
���� x� ����;�� �
*  A�U �� L��- 3
���

��
 "E 7v� > � �
� ]BA�

R(�v) = |v� − v�.sgn v�| = |v� − v�|

=
|v� − v�|

�
+

|v� − v�|
�

()
��� |v�+v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

− |v� + v�|
�

+
|v� − v�|

�



Wf �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

��
 "E 7v� < � �
� ]g

R(�v) = |v� − v�.sgn v�| = |v� + v�|

=
|v� + v�|

�
+

|v� + v�|
�

()
��� |v�−v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

+
|v� + v�|

�
− |v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

��
 "E 7v� ≤ � �
�

R(�v) = |v� + v�.sgn v�|

���,.� o�,;� ����;�� �
*  A�U �� *� �/
 I.� L��- 3
���

��
 "E 7v� > � �
� ]BA�

R(�v) = |v� + v�.sgn v�| = |v� + v�|

=
|v� + v�|

�
+

|v� + v�|
�

()
��� |v�−v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

+
|v� + v�|

�
− |v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}



W^ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

��
 "E 7v� < � �
� ]g

R(�v) = |v� + v�.sgn v�| = |v� − v�|

=
|v� − v�|

�
+

|v� − v�|
�

()
��� |v�+v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

R(�v) =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

− |v� + v�|
�

+
|v� − v�|

�

3
������

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}

��  '�
 ��.�� "��;�� 5#

R(�v) = max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}.

(τ� = �α + β � τ� = α + β "E �� �� ‖�v‖α,β
l�,l∞ = τ�R(�v) + τ�D(�v) ).���� "��� $�U

).�����

‖�v‖α,β
l�,l∞ = α‖�v‖l� + β‖�v‖l∞ = α(|v�| + |v�|) + β max{|v�|, |v�|}. ]XG@`

�).���� ����� �� �
*  A�U �� "����

��
 "E 7�����  �k? )� v� � v� �
� ]^

|v�| + |v�| = |v� + v�| =
|v� + v�|

�
+

|v� + v�|
�

()
��� |v�−v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

|v�| + |v�| =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

+
|v� + v�|

�
− |v� − v�|

�

3
������

|v�| + |v�| = max{|v�|, |v�|} + min{|v�|, |v�|}
(��� ����� �
* L��- �� ]XG@` �=��� ��.�� ��

‖�v‖α,β
l�,l∞ = α(max{|v�|, |v�|} + min{|v�|, |v�|}) + β max{|v�|, |v�|}

= (α + β)max{|v�|, |v�|} + α min{|v�|, |v�|}



W@ �� ��������� � ����� ��� ��� � ���

()
��� o�' L��<? �� (α + β)min{|v�|, |v�|} L��<? "��� )� � �'�	� ��

‖�v‖α,β
l�,l∞ = (α + β)(max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}) + (�α + β)min{|v�|, |v�|}

5#

‖�v‖α,β
l�,l∞ = (α + β)R(�v) + (�α + β)D(�v).

��
 "E 7����<�  �k? )� v� � v� �
� ]@

|v�| + |v�| = |v� − v�| =
|v� − v�|

�
+

|v� − v�|
�

)
��� |v�+v�|
�
L��<? "��� )� � �'�	� ��

|v�| + |v�| =
|v� + v�|

�
+

|v� − v�|
�

− |v� + v�|
�

+
|v� − v�|

�

3
������

|v�| + |v�| = max{|v�|, |v�|} + min{|v�|, |v�|}
(��� ����� �
* L��- �� ]XG@` �=��� ��.�� ��

‖�v‖α,β
l�,l∞ = α(max{|v�|, |v�|} + min{|v�|, |v�|}) + β max{|v�|, |v�|}

= (α + β)max{|v�|, |v�|} + α min{|v�|, |v�|}

()
��� o�' L��<? �� (α + β)min{|v�|, |v�|} L��<? "��� )� � �'�	� ��

‖�v‖α,β
l�,l∞ = (α + β)(max{|v�|, |v�|} − min{|v�|, |v�|}) + (�α + β)min{|v�|, |v�|}

5#

‖�v‖α,β
l�,l∞ = (α + β)R(�v) + (�α + β)D(�v).
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WW �� ��
 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 * ���

3
� lA�=� ()
*���#�� L�4��� 3
���� M�� N��; �� ��
�� ���.��/� �012� ����� �� %&' 3
� ��

( �� ��� ���E��
 aZb �� ���; �� %&'

3	��*� ,�*-"& 4*��1 ��	
�	�� �'5�� ���

��
�� ���.��/� �012� �� ( �� ��� ���� �+,- �� i = �, · · · , n 7Ai = (xi, yi) �=Q� n �.�� m�'

�0-�' L�4��� R���� ��  �� �����
 �� C ����� ��
�� H
 "�/� "�����.# M�� 7L�4��� 3
����

��4
 (���
 ��.�� 7�+,- �� ����� P�Q� � ��
�� O.+� 3.�

min
x,y,r

F (C) =
n∑

i=�

[di(C)]�. ]^GJ`

�=Q� 3.� �0-�' 3
����;�� di(C) �  �� r R�4� � X = (x, y) I��� �� ����
�� C(X, r) "E �� ��

(������ C ��
�� O.+� � Ai

C ��
�� |��� Ai �=Q� �
� 7di(C) = r − d(X,Ai) ��
 "E ���� C ��
�� %��� ���=Q� Ai �
�

�� (di(C) = � ��
 "E ���� C �� 
�� ��� ���=Q� Ai �
� � di(C) = d(X,Ai) − r ��
 "E ����

( ��� "��;�� 5# ( �� X = (x, y) ��4
 7C ��
�� I��� �; Ai �=Q� �0-�' �K��.� d(X,Ai)

di(C) = |d(X,Ai) − r| i = �, · · · , n.

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� ]^GJ` �012� 3
������

minx,y,r F (X, r) =
∑n

i=�[|d(X,Ai) − r|]� =
∑n

i=�[d(X,Ai) − r]�.

B
�4; ��

di(x, y) = d(X,Ai)

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012�

min
x,y,r

F (x, y, r) =
n∑

i=�

[di(x, y) − r]�. ]@GJ`

()
�.
�� �p� �� ���.0>� �� �0-�' N��; %&' 3
� ��

�� ��G4 �" "�)�� 9��� $��� �	4�� %&8��&� ����� HIJKL �	
�� �,&B� M��) N�D� '(aZb) $;1 
�

(������ !���" O���
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N��; �� F (x, y, r) ��.{�� �� M�� N��; X = (x, y) ��4
 7C ��
�� I��� 3�'�
�p���  ��j �� H*�IJ 

(���
�� %
�<; �
* �012� �� ]@GJ` �012� � F (r) ��.{�� H; M��

minr F (r) =
∑n

i=�[di(x, y) − r]�

����� �� "E 56� �  '�
 d��� "E *� r ��  <2� ����� �
�� F (r) ��.{�� H
 N��; "��� )�.�.� ����

()
��� 3
������ (��� ���> �,-

F ′(r) =
∑n

i=� �(−�)[di(x, y) − r]

5#

� =
n∑

i=�

(−�)[di(x, y) − r]

= −�
n∑

i=�

di(x, y) + �nr

3
������

−�nr = −�∑n
i=� di(x, y)

()
��� ��.����

r = �

n

∑n
i=� di(x, y).

 <S� "E ��*� �� F (r) N��; D�� d��� �
�� 7��� )�.�.� �� F (r) N��; ���E  �� �� r �� 3
� ����

().��  �k? 3..4; ���E  �� �� r ��*� �� �� "E � �<��+� �� F N��; D�� d��� �
�� 3
������ (����

F ′′(r) = −�∑n
i=�(−�) = �n

 �� �� r ��.�� �� (F ′′(r) > � 3
������ (n > �5# 7 �� �+,- �� ����� P�Q� ���4; n "�F

� (����� )�.�.� �� F (r) N��; ���E

�" "�)�� 9��� �	4�� P������ �� /6� ������ HIJKL �	
�� �,&B� M��) O��� '(aZb) );1 
�

("�� 1�&,&� ���� 5A �� ��G4

(�� ����� �
* L��- �� ]@GJ` �012� 7F (x, y, r) N��; �*�� ���� *� 5# H*�IJ 

minx,y,r F (x, y, r) =
∑n

i=� d�i (x, y) − �r
∑n

i=� di(x, y) + nr�

� F (x, y) ��.{�� �� M�� N��; �� F (x, y, r) ��.{�� �� M�� N��; r = �

n

∑n
i=� di(x, y) ����K
�� ��

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012�

minx,y F (x, y) =
∑n

i=� d�i (x, y)−�(�n
∑n

i=� di(x, y))
∑n

i=� di(x, y)+n( �

n�
)[

∑n
i=� di(x, y)]�
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�


minx,y F (x, y) =
∑n

i=� d�i (x, y) − �

n [
∑n

i=� di(x, y)]�

).����� �'�r *�

V ar(di(x, y)) = d�i (x, y) − [di(x, y)]�

=
∑n

i=� d�i (x.y)
n

− [
∑n

i=� di(x.y)
n

]�

=
�

n

n∑
i=�

d�i (x, y) − �

n�
[

n∑
i=�

di(x, y)]�

N��; �� �� ���� 7����� x� �� "E �� )�.�.� �� �r�Q� "�F
∑n

i=� d�i (x, y) − �

n [
∑n

i=� di(x, y)]�

�
�

n

∑n
i=� d�i (x, y) − �

n�
[
∑n

i=� di(x, y)]�

� (��� )�.�.� �=Q� "E �; P�Q� �0-�' 5��
��� ��  �� ���=Q� ��.!� ��
�� I��� ��A ( �� "�2/


�012� �� ]@GJ` �012� 7 '�
 ��.�� "��;�� o�' )A �� *� ���,��� ��

min
x,y

F (x, y) =
n∑

i=�

d�i (x, y) − �

n
[

n∑
i=�

di(x, y)]� ]JGJ`

��4
 ( �� $��4�

min
x,y,r

n∑
i=�

[di(x, y) − r]� ≡ min
x,y

{
n∑

i=�

d�i (x, y) − �

n
[

n∑
i=�

di(x, y)]�}. ]WGJ`

3	��*� ,�*-"& 6�� 7�	� 	� 4*��1 ��	
�	�� �'5�� 

'8� ���

 �� ����
�� "�/� 3�'�
 M�� 7L�4��� 3
���� ��
�� ���.��/� �012� �� 7�� ��,
 kv <> �� ��r "���

��4
 (��� )�.�.� ��
�� O.+� �; �+,- �� ����� P�Q� �0-�' L�4��� R���� �� ��2> ��

minx,y,r F (x, y, r) =
∑n

i=�[di(x, y) − r]�.

��.{�� �� M�� N��; 7F (x, y, r) ��.{�� �� M�� N��; "��� )�.�.� ��� �� ]WGJ` �=��� �� ���; ��

().���� )�.�.� �� �
*
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F (x, y) =
∑n

i=� d�i (x, y) − �

n [
∑n

i=� di(x, y)]�.

��A 7 �� ���.0>� �0-�' N��; "�F

F (x, y) =
∑n

i=�[(x − xi)� + (y − yi)�] − �

n [
∑n

i=�

√
(x − xi)� + (y − yi)� ]�

56� � ����E  �� �� �� F N��; �����+� P�Q� ����� �
�� F (x, y) ��.{�� �� N��; "��� )�.�.� ����

().��  �k? 3..4; P�Q� 3
� �� �� Fxx(x, y)Fyy(x, y) − Fxy(x, y)Fyx(x, y) L��<?

) .�� � � � ��� � 
� 7 �� F (x, y) N �� ; � ���+ � �=Q � C ∈ DF �=Q � ) . ����� � � ��r "���

�� �� �
 � Fy(C) �
 Fx(C) �
� 3.�F )� (∇F (C) = � $��4���r �� �
 Fy(C) = � � Fx(C) = �

���� ��A 7 �� ��.{�� �� �4��; F (x, y) "�F (��� ����� F (x, y) N��; ����+� �=Q� C 7����<� �����

(���� �<��+� �� Fy(x, y) � Fx(x, y) N���; �
�� "E ����+� P�Q� "���E  �� ��

(����� �<��+� �
* L��- �� x ��  <2� F (x, y) N��; d���

Fx(x, y) =
n∑

i=�

�(x − xi) − �

n

n∑
i=�

√
(x − xi)� + (y − yi)�

n∑
i=�

�(x − xi)

�

√
(x − xi)� + (y − yi)�

= �[
n∑

i=�

(x − xi) − �

n

n∑
i=�

√
(x − xi)� + (y − yi)�

n∑
i=�

x − xi√
(x − xi)� + (y − yi)�

]

= �

n∑
i=�

[(x − xi)[�− (
�

n
)

∑n
j=� dj(x, y)
di(x, y)

]]

()
��� 3
������

Fx(x, y) = �
∑n

i=�[(x − xi)[�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) ]].

( �� �
* L��- �� � ���E  �� �� ����� ��r �� y ��  <2� F (x, y) N��; d���

Fy(x, y) = �
∑n

i=�[(y − yi)[�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) ]].

��*� �� �� ).��.� �� �r�Q� \v �� �
�� )
��E  �� �� �� F (x, y) N��; ����+� P�Q� �� 3
� ���� $�U

�� "E ��*� � � �� ). �� ��. # �� �r�Q � �v . �� j 7���� < � ����� �� �� � 
 � Fy(x, y) � 
 Fx(x, y) �� "E

(����
 �,- �� �� Fy(x, y) � Fx(x, y)

� (di(x, y) = � P�Q� "E ��*� �� �� 7������� B
�4; �r�Q� ��*� �� Fy(x, y) � Fx(x, y) N���;

�+,- �� ����� P�Q� *� �/
 �� d<=�� X = (x, y) ��4
 7C ��
�� I��� �� ��'��� o�,;� ����* 3
�

(����
Critical points�
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����� � ��� B
�4; �� �� Fy(x, y) � Fx(x, y) 7P�Q� "E ��*� �� �� ).��.� �� �r�Q� �
�� "����

(���� %U �� �
* ��K��� �
�� ��p�� 3
� ���� (����
 �,-
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Fx(x, y) = �
∑n

i=�[(x − xi)[�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) ]] = �

Fy(x, y) = �
∑n

i=�[(y − yi)[�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) ]] = �

]XGJ`

��� �012� %U ���� V�� 3
� �� (��� %U �
* ����/; V�� �� ]@GJ` �012� ��� �p� �� �
��

( �� ��� ���,��� �0'I
�� O��;

()
��� ]XGJ` ��K��� $�� �A��4� *�
∑n

i=�[x(�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) ) − xi(�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) )] = �

�


x
∑n

i=�(�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) ) =
∑n

i=� xi(�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) )

()
��� ��.�� ��

x =

∑n
i=� xi(�−

∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) )
∑n

i=�(�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) )
.

()
��� ]XGJ` ��K��� D�� �A��4� *� ����� ��r ��

y =

∑n
i=� yi(�−

∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) )
∑n

i=�(�−
∑n

j=�
dj(x,y)

ndi(x,y) )
.

(����� $�<�� �� �
* ����/; ��� � � ����� *�yE (x(	), y(	)) �.A�� �=Q� �� )�
��KA�

x(k+�) =

∑n
i=� xi(�−

∑n

j=�
dj(x

(k),y(k))

ndi(x(k),y(k))
)

∑n
i=�(�−

∑n

j=�
dj(x(k),y(k))

ndi(x(k),y(k))
)

.

�

y(k+�) =

∑n
i=� yi(�−

∑n

j=�
dj(x(k),y(k))

ndi(x(k),y(k))
)

∑n
i=�(�−

∑n

j=�
dj(x(k),y(k))

ndi(x(k),y(k))
)

.

N��; ���

G(x, y, r) = [
√

(x − xi)� + (y − yi)� − r]�

( 2.� g�+� �4��;
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� <S� 3.4� ��.� 5
�;�� � G �3.2� 5
�;�� �'�4� ���*�.� 7G N��; "��<� g�+� L�<j� ����

().�2�

G +�9! 2��.�� 7G N��; D�� �<;�� �8I� L�Q��� *� l��� D(X)n×n 5
�;�� � $K1 <���.

(����� ��.���

j = �, · · · , n � i = �, · · · , n ��*� �� 7aij ��4
 "E �-��? �� A(X)n×n 5
�;�� � )K1 <���.

�
� ����� ��.��� E ���LIM� +��� ���� 7���2� E ⊂ Rn �?���� ��� �4���;

∀ V ∈ Rn , V 	= � , X ∈ E , V T A(X)V ≥ �,

 <S� �K�� "E ���.# �0-� �����!� �
� �!�; � �
�  ��  <S� 3.4� ��.� A(X)n×n 5
�;��

"��.��;� 7���.# �0-� ��!� 3.�� i (���� ���� A(X)n×n 5
�;�� ���� ���.# �0-� ��!� n (�����

(����� %./�; $�� "��� i � �=� i *� ��  �� A(X) *� �2
�;�� �
*

�� ���Q� Ω M��� ���� � ��� G R��� 3��4 %���" (G ∈ C� �&,� =�� '(a^Jb) 1;1 
�

(���� /.S� %&D� ��&� Ω �6��6 �" G R��� %&�� P����� �;� �B,� � �;� /6� M��� �����" ������

N��; ).���� "��� "����

G(x, y, r) = [
√

(x − xi)� + (y − yi)� − r]�

O
��� *� �/
 "��<� ���>�� $��4� 7G(x, y, r) N��; "��<� g�+� J(J )A �� ���; �� (������� g�+�

( �� �
*
∂�G
∂x�

> � , |H(x, y, r)| > � , |D(x, y, r)| > �

"E �� ��

H(x, y, r) =

⎡
⎢⎢⎣

∂�G
∂x�

∂�G
∂x∂y

∂�G
∂y∂x

∂�G
∂y�

⎤
⎥⎥⎦

�

D(x, y, r) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂�G
∂x�

∂�G
∂x∂y

∂�G
∂x∂r

∂�G
∂y∂x

∂�G
∂y�

∂�G
∂y∂r

∂�G
∂r∂x

∂�G
∂r∂y

∂�G
∂r�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Hessian matrix�

Positive semidefinite matrix�
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�� "E �<��+� �� � 
* �� �� 7). �2� G N�� ; D�� �< ;�� �8I� L�Q��� �<��+� ���*� . � 3
�� �� � �

()
*���#��

∂G

∂x
= �(x − xi) − �r

x − xi√
(x − xi)� + (y − yi)�

∂G

∂y
= �(y − yi) − �r

y − yi√
(x − xi)� + (y − yi)�

∂G

∂r
= �r − �

√
(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂x�
= �− �r

(y − yi)�

[(x − xi)� + (y − yi)�]
√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂y∂x
= �r

(x − xi)(y − yi)

[(x − xi)� + (y − yi)�]
√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂r∂x
= −� (x − xi)√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂x∂y
= �r

(x − xi)(y − yi)

[(x − xi)� + (y − yi)�]
√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂y�
= �− �r

(x − xi)�

[(x − xi)� + (y − yi)�]
√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂r∂y
= −� (y − yi)√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂x∂r
= −� (x − xi)√

(x − xi)� + (y − yi)�

∂�G

∂y∂r
= −� (y − yi)√

(x − xi)� + (y − yi)�
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∂�G

∂r�
= �

��4
 $�� P�� ����� �� $�U

∂�G

∂x�
= �− �[

r√
(x − xi)� + (y − yi)�

][
(y − yi)�

(x − xi)� + (y − yi)�
]

�).�� ����� �� �
*  A�U �� �
�� ()
*���#��

��
 "E 7���� C ��
�� %��� ���=Q� Ai �
� ]^

r >
√

(x − xi)� + (y − yi)� , (y − yi)� ≤ (x − xi)� + (y − yi)�

(∂�G
∂x�

> � 3
������

��
 "E 7���� C ��
�� |��� Ai �=Q� �
� ]@

r <
√

(x − xi)� + (y − yi)� , (y − yi)� < (x − xi)� + (y − yi)�

(∂�G
∂x�

> � 3
������

��
 "E 7���� C ��
�� ��� ���=Q� Ai �
� ]J

r =
√

(x − xi)� + (y − yi)� , (y − yi)� ≤ (x − xi)� + (y − yi)�

(∂�G
∂x�

> � 3
������

( �� ���>�� P�Q� D��; ��*� �� $�� P�� �� )
�.
�� ��.�� o�'  A�U �� �� ���; ��

()
��� |H(x, y, r)| �<��+� �� *�.� ��p�� 3
� ���� ().�� ����� �� D�� P�� �
�� $�U

|H(x, y, r)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂�G
∂x�

∂�G
∂x∂y

∂�G
∂y∂x

∂�G
∂y�

∣∣∣∣∣∣∣∣
= �− �

r√
(x − xi)� + (y − yi)�

�).���� ����� �� �
*  A�U �� "����

��
 "E 7���� C ��
�� %��� ���=Q� Ai �
� ]^

r >
√

(x − xi)� + (y − yi)�

(|H(x, y, r)| < � 3
������

��
 "E 7���� C ��
�� |��� Ai �=Q� �
� ]@

r <
√

(x − xi)� + (y − yi)�

(|H(x, y, r)| > � 3
������
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��
 "E 7���� C ��
�� ��� ���=Q� Ai �
� ]J

r =
√

(x − xi)� + (y − yi)�

(|H(x, y, r)| = � 3
������

N �� ; 3
�� �� � � (|H(x, y, r)| 	> � P�Q� D�� ; ��*� � � �� ). �� 
���� o�'  A�U �� �� ���; � �

N��; "��<� g�+� 7G(x, y, r) N��; "��<� g�+� *� ( 2.� g�+� �4��; G(x, y, r)

F (x, y, r) =
∑n

i=�[di(x, y) − r]� =
∑n

i=� Gi(x, y, r)

(����� ��.��

^(J $�S�`(��� ��
��  �� 3/�� �0'I
�� ����/; V�� ��A 7 2.� g�+� �4��; F (x, y, r) "�F

(���<� �4	�� )�.�.� �v��IA 7�0'I
�� V�� *� ���E  �� �� g���  �� 3/�� 3.�F )� ](�.�.<� ��

](�.�.<� �� @(J $�S�`

5�T� %���� U�� (���&8� �V� �" �� A� = (�,�) � A� = (�,�) �A� = (−�,�) 9��� $;1 N�M�

(""�; �,&�� !���" W&�� �� "�)�� 9��� �4��� 3�D��� N�� � �� /6� ��!���"

(�,�) R��� �=Q� �� �0'I
�� V�� *� %-�U q
��� �^GJ $��� (%U

���/; ����� x y

$�� f f
D�� Gf}cXWe Gf}f_J@
D�� G^}Xff@ f}f@fc
D��!F G^}ZW^X f}fZeJ
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D�&��# G^f}_cf^ G^f}cJXe
)/
��&��# G^f}cfef G^f}cXXe
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D�&�,� G^W}@Je^ G^W}_cf^
)/
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)/
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( ���
�� $�S� 3
� ���� �0'I
�� V�� �� ).��
�� �� ]^GJ` $��� *�
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3;�. � V�� *� "E %U ��� � 3
�� �� � � ( �� �=��.y L\��4� � � ���K��� ]XGJ` ��K���

(����� ���,��� 7 �� ����/; ���� �� �"�2'��

(���� "E *� �<
�Q; X	 = (x	, y	) � ]XGJ` ��K��� d.>� g��� X = (x, y) ).����m�'

( ��� "��;�� L��- 3
���

x = x	 + h	 , y = y	 + k	

�� y	 � x	 �� 7l.;�; �� �� "E "��� �'�	� �� ��
 "E ).�� �<��+� �� k	 � h	 ).����� �
� 3
������

��p�� 3
� ���� ().�� g�2U �� k	 � h	 *� �
�� l
�Q; ).���� �4� "���� ().���� g�0=� g���

���*�. � ��p�� 3
� ���� ().���� ���,��� �� "E ��0.; O2� *� Fy(x, y) � Fx(x, y) N���; ��� ��

().�2� Fyy(x, y) � Fyx(x, y) 7 Fxy(x, y) 7 Fxx(x, y) �<��+�

(����� �<��+� �
* L��- �� x ��  <2� Fx(x, y) N��; d���

Fxx(x, y) =

n∑
i=�

[[�−
∑n

j=� dj(x, y)
ndi(x, y)

]−(x−xi)[
ndi(x, y)

∑n
j=�

�(x−xj)
�dj(x,y)

− n(�(x−xi)
�di(x,y)

)
∑n

j=� dj(x, y)

n�d�i (x, y)
]]

=
n∑

i=�

[�−
∑n

j=� dj(x, y)
ndi(x, y)

− (x − xi)
di(x, y)

∑n
j=�

x−xj

dj(x,y) − x−xi
di(x,y)

∑n
j=� dj(x, y)

nd�i (x, y)
]

= n−�
n

n∑
i=�

�

di(x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)−�
n

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)

n∑
j=�

x − xj

dj(x, y)
+
�

n

n∑
i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)

=
�

n
[n�−

n∑
i=�

�

di(x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)−
n∑

i=�

x − xi

di(x, y)

n∑
j=�

x − xj

dj(x, y)
+

n∑
i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)]

)
��� �'�r *�
n∑

i=�

�

di(x, y)

n∑
j=�

dj(x, y) = [d�(x, y) + · · · + dn(x, y)][
�

d�(x, y)
+ · · · + �

dn(x, y)
]

�
n∑

i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y) = [d�(x, y) + · · · + dn(x, y)][
(x − x�)�

d�
�
(x, y)

+ · · · + (x − xn)�

d�n(x, y)
]

Newton-Raphson�
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�
n∑

i=�

x − xi

di(x, y)

n∑
j=�

x − xj

dj(x, y)
= [

x − x�
d�(x, y)

+· · ·+ x − xn

dn(x, y)
][

x − x�
d�(x, y)

+· · ·+ x − xn

dn(x, y)
] = [

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]�

��A
n∑

i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y) −
n∑

i=�

�

di(x, y)

n∑
j=�

dj(x, y) =

[d�(x, y) + · · · + dn(x, y)][
(x − x�)� − d�

�
(x, y)

d�
�
(x, y)

+ · · · + (x − xn)� − d�n(x, y)
d�n(x, y)

]

= [d�(x, y) + · · · + dn(x, y)][−(y − y�)�

d�
�
(x, y)

− · · · − (y − yn)�

d�n(x, y)
]

3
������

Fxx(x, y) =
�

n
[n�−

n∑
i=�

�

di(x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)−
n∑

i=�

x − xi

di(x, y)

n∑
j=�

x − xj

dj(x, y)
+

n∑
i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)]

()
��� ��.�� ��

Fxx(x, y) =
�

n
[n� −

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(y − yi)�

d�i (x, y)
− [

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]�].

(����� �<��+� �
* L��- �� y ��  <2� Fx(x, y) N��; d���

Fxy(x, y) =
n∑

i=�

[(x − xi)[−
ndi(x, y)

∑n
j=�

�(y−yj)
�dj(x,y)

− n(�(y−yi)
�di(x,y)

)
∑n

j=� dj(x, y)

n�d�i (x, y)
]]

=
n∑

i=�

[(x − xi)[−
di(x, y)

∑n
j=�

y−yj

dj(x,y) − y−yi
di(x,y)

∑n
j=� dj(x, y)

nd�i (x, y)
]]

=
n∑

i=�

[(x − xi)[−
∑n

j=�
y−yj

dj(x,y)

ndi(x, y)
+

y − yi

nd�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)]]

=
�

n
[−

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)

n∑
j=�

y − yj

dj(x, y)
+

n∑
i=�

(x − xi)(y − yi)
d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y)]
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)
��� �'�r *�
n∑

i=�

(x − xi)(y − yi)
d�i (x, y)

n∑
j=�

dj(x, y) =

[d�(x, y) + · · · + dn(x, y)][
(x − x�)(y − y�)

d�
�
(x, y)

+ · · · + (x − xn)(y − yn)
d�n(x, y)

]

=
n∑

i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(x − xi)(y − yi)
d�i (x, y)

()
��� ��.�� ��

Fxy(x, y) =
�

n
[

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(x − xi)(y − yi)
d�i (x, y)

−
n∑

i=�

x − xi

di(x, y)

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
].

( �� �
* L��- �� � ���E  �� �� ����� ��r �� y � x ��  <2� Fy(x, y) N��; d���

Fyx(x, y) =
�

n
[

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(y − yi)(x − xi)
d�i (x, y)

−
n∑

i=�

y − yi

di(x, y)

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
].

�

Fyy(x, y) =
�

n
[n� −

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)
− [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�].

( �� �
* L��- �� X	 = (x	, y	) �=Q� $�U Fy(x, y) � Fx(x, y) N���; ��0.; O2�

Fx(x, y) = Fx(x	 + h	, y	 + k	) = Fx(x	, y	) + h	Fxx(x	, y	) + k	Fxy(x	, y	) + o(ε�)

�

Fy(x, y) = Fy(x	 + h	, y	 + k	) = Fy(x	, y	) + h	Fyx(x	, y	) + k	Fyy(x	, y	) + o(ε�)

( �� k	 � h	 l2U �� ε �� "E �� ��

()
��� o(ε�) �0�� *� �p� M�- ��

Fx(x, y) ≈ Fx(x	, y	) + h	Fxx(x	, y	) + k	Fxy(x	, y	)

�

Fy(x, y) ≈ Fy(x	, y	) + h	Fyx(x	, y	) + k	Fyy(x	, y	)

()
��� ��A ( �� ]XGJ` ��K��� g��� X = (x, y) "�F⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

h	Fxx(x	, y	) + k	Fxy(x	, y	) ≈ −Fx(x	, y	),

h	Fyx(x	, y	) + k	Fyy(x	, y	) ≈ −Fy(x	, y	).

]ZGJ`
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�;��- �� o�' ��K��� ().
��� %U �� ]ZGJ` ��K��� �
�� 7k	 � h	 *� �
�� l
�Q; "�����.# ����

��4
 (���� �,- BA�9� l
��	 "��.��;� ��  �� g��� �����

Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − Fxy(x	, y	)Fyx(x	, y	) 	= �

()
��� ]ZGJ` ��K��� $�� �A��4� *�

k	 ≈ −Fx(x	, y	) − h	 Fxx(x	, y	)
Fxy(x	, y	)

]eGJ`

()
��� ]ZGJ` ��K��� D�� �A��4� �� ]eGJ` �=��� *� ���E  �� �� k	 "������> ��

Fy(x	, y	) + h	 Fyx(x	, y	) +
−Fx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − h	 Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	)

Fxy(x	, y	)
≈ �

()
��� (x	, y	) �=Q� *� �K
�2�� H
 �� Fyx(x, y) � Fxy(x, y) N���; "��� ����.# m�' ��

Fyx(x	, y	) = Fxy(x	, y	)

��A

Fy(x	, y	)Fxy(x	, y	) + h	F�
xy(x	, y	) − Fx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − h	Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	)

Fxy(x	, y	)
≈ �

5#

Fy(x	, y	)Fxy(x	, y	)+h	F�
xy(x	, y	)−Fx(x	, y	)Fyy(x	, y	)−h	Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) ≈ �

()
��� 3
������

h	 ≈ Fy(x	, y	)Fxy(x	, y	) − Fx(x	, y	)Fyy(x	, y	)
Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − F�

xy(x	, y	)
]_GJ`

()
��� ]eGJ` �A��4� �� ]_GJ` �=��� *� ���E  �� �� h	 ���Q� "������> ��

k	 ≈ −�
Fxy(x	, y	)

[Fx(x	, y	)+Fxx(x	, y	)
Fy(x	, y	)Fxy(x	, y	) − Fx(x	, y	)Fyy(x	, y	)

Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − F�
xy(x	, y	)

]

�


k	 ≈ −�
Fxy(x	, y	)

[
Fx(x	, y	)Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − Fx(x	, y	)F�

xy(x	, y	)
Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − F�

xy(x	, y	)
+

Fy(x	, y	)Fxx(x	, y	)Fxy(x	, y	) − Fx(x	, y	)Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	)
Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − F�

xy(x	, y	)
]
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�


k	 ≈ −�
Fxy(x	, y	)

[
−Fx(x	, y	)F�

xy(x	, y	) + Fy(x	, y	)Fxx(x	, y	)Fxy(x	, y	)
Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − F�

xy(x	, y	)
]

3
������

k	 ≈ Fx(x	, y	)Fxy(x	, y	) − Fy(x	, y	)Fxx(x	, y	)
Fxx(x	, y	)Fyy(x	, y	) − F�

xy(x	, y	)
]cGJ`

()
��� ��.�� ��
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

h	 ≈ Fy(x
,y
)Fxy(x
,y
)−Fx(x
,y
)Fyy(x
,y
)

Fxx(x
,y
)Fyy(x
,y
)−F �
xy(x
,y
)

k	 ≈ Fx(x
,y
)Fxy(x
,y
)−Fy(x
,y
)Fxx(x
,y
)

Fxx(x
,y
)Fyy(x
,y
)−F �
xy(x
,y
)

]^fGJ`

*� ��!� �<
�Q; x	 + h	 ��A 7 �� k	 � h	 *� �<
�Q; ]^fGJ` O��� � *� ���E  �� �� g��� "�F

().���� ���> ��.�� �� (��� ����� y ���� y	 *� ��!� �<
�Q; y	 + k	 � x ���� x	
x� = x	 + h	 , y� = y	 + k	

��� g�2U Xn = (xn, yn) �
� ����� ��r �� ().�� �� ����� X� = (x�, y�) ���� �� V�� 56�

��K��� %U �� ����
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

hnFxx(xn, yn) + knFxy(xn, yn) ≈ −Fx(xn, yn),

hnFyx(xn, yn) + knFyy(xn, yn) ≈ −Fy(xn, yn).

()
��� ����� ���� ��

hn ≈ Fy(xn, yn)Fxy(xn, yn) − Fx(xn, yn)Fyy(xn, yn)
Fxx(xn, yn)Fyy(xn, yn) − F�

xy(xn, yn)
.

kn ≈ Fx(xn, yn)Fxy(xn, yn) − Fy(xn, yn)Fxx(xn, yn)
Fxx(xn, yn)Fyy(xn, yn) − F�

xy(xn, yn)
.

().���� ���> $�U

xn+� = xn + hn , yn+� = yn + kn

���?� ε� � ε� �� (|yn+� − yn| < ε� � |xn+� − xn| < ε� �� ).���� ����� �
�� �; �� ��� � 3
�

(������ 3..4; �� B>�; P�� �� ���2� �/F�� ��.2�
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7���E  �� �� ����+� P�Q� ��*� �� �� Fxx(x, y)Fyy(x, y) − (Fxy(x, y))� L��<? �
�� "����

().��  �k? 3..4;

Fyy(C) � Fxy(C) 7 Fxx(C) N���; � ���� F (x, y) N��; ����+� �=Q� C �
� �� ).���� ���E��


L��- 3
��� 7����� �����

)�.�.� �=Q� H
 C �=Q� ��
 "E 7Fxx(C) > � � Fxx(C)Fyy(C) − (Fxy(C))� > � �
� ]^

( �� �<2�

)�
I��� �=Q� H
 C �=Q� ��
 "E 7Fxx(C) < � � Fxx(C)Fyy(C) − (Fxy(C))� > � �
� ]@

( �� �<2�

( �� ��
* �=Q� H
 C �=Q� ��
 "E 7Fxx(C)Fyy(C) − (Fxy(C))� < � �
� ]J

,�*-"& 6�� 7�	� 	� 4*��1 ��	
�	�� �'5�� 
9 (�*� ���*�� :�� ���

3	��*�

����� L�4��� 3
���� M�� N��; � � ��
�� ���. ��/� �012� %U ���� �� �<
�Q; V�� H
 "����

()
*���#�� Fxx(x, y) + Fyy(x, y) �<��+� �� ����� ��p�� 3
� ���� ().����

Fxx(x, y) + Fyy(x, y) =
�

n
[n� −

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(y − yi)�

d�i (x, y)
− [

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]�]+

�

n
[n� −

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)
− [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

�


Fxx(x, y) + Fyy(x, y) =
�

n
[�n� −

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(y − yi)�

d�i (x, y)
−

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)

−[
n∑

i=�

x − xi

di(x, y)
]� − [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

5#

Fxx(x, y) + Fyy(x, y) = �n − �

n

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(y − yi)�

d�i (x, y)
− �

n

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(x − xi)�

d�i (x, y)
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−�
n

[
n∑

i=�

x − xi

di(x, y)
]� − �

n
[

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�

�


Fxx(x, y)+Fyy(x, y) =

�n − �

n

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

(y − yi)� + (x − xi)�

d�i (x, y)
− �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

= �n − �

n

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

d�i (x, y)
d�i (x, y)

− �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

= �n − �

n

n∑
i=�

di(x, y)
n∑

i=�

�

di(x, y)
− �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

()
��� 7����� d ���Q� ����� � "�2/
 �v<
�Q; i = �, · · · , n ��*� �� �� di(x, y) D��; �� 3
� m�' ��

Fxx(x, y) + Fyy(x, y) ≈ �n − �

n

n∑
i=�

d
n∑

i=�

�

d
− �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

= �n − �

n

n∑
i=�

d(
n

d
) − �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

= �n − �

n
(n�) − �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�]

5#

Fxx(x, y) + Fyy(x, y) ≈ n − �

n
[[

n∑
i=�

x − xi

di(x, y)
]� + [

n∑
i=�

y − yi

di(x, y)
]�].

)� �����;�� y − yi � x − xi L���<? ��
* 7 �� HF�� ��.2� n �� �2
�Q� �� o�' L��<? ��E �0��

(������ �S�� �� �K
��� �,�� �  <S� Lk�� 3
� ��A (����� ����� �,�� �
��Q� )� �  <S� �
��Q�

(���� �p� M�- L��<? 3
� *� "��;�� 3
������ (������ %.� �,- ��? �� R���� �� �� ��.�� ��

()
��� 5#

Fxx(x, y) + Fyy(x, y) ≈ n



Zf �� ��
 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 * ���

m�' ��

Fxx(x, y) ≈ Fyy(x, y) ≈ n
�

�

Fxy(x, y) = �

����+� P�Q� �0�� *� ���9A� ��=Q� �� ��*� �� Fxx(x, y) � Fxx(x, y)Fyy(x, y)−F�
xy(x, y) L���<?

(���2� �<2� )�.�.� P�Q� 7F (x, y) N��; ����+� P�Q� D��; ��.�� �� (���<S� �;���<?

��K��� �� ]ZGJ` ��K��� o�' L�.	�' ��
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

h	 ≈ −�
n

∑n
i=�(x	 − xi)[�−

∑n

j=�
dj(x
,y
)

ndi(x
,y
) ],

k	 ≈ −�
n

∑n
i=�(y	 − yi)[�−

∑n

j=�
dj(x
,y
)

ndi(x
,y
)
].

]^^GJ`

(����� %
�<;

()
��� ]^^GJ` ��K��� $�� �A��4� *�

h	 ≈ −�
n

[(x	 − x�)[�− d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)
nd�(x	, y	)

] + · · · +

(x	 − xn)[�− d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)
ndn(x	, y	)

]]

�


h	 ≈ −�
n

[(x	 − x�) − (x	 − x�)
d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)

nd�(x	, y	)
+ · · · +

(x	 − xn) − (x	 − xn)
d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)

ndn(x	, y	)
]

3
������

h	 ≈ −�
n

[(x	 − x� + · · · + x	 − xn) +

[d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)][− x	 − x�
nd�(x	, y	)

− · · · − x	 − xn

ndn(x	, y	)
]]

�


h	 ≈ −�

n [nx	 − ∑n
i=� xi − �

n [d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)][ x
−x�
d�(x
,y
) + · · · + x
−xn

dn(x
,y
)
]]

5#

h	 ≈ −�x	 + �

∑n

i=�
xi

n + �

n�
[d�(x	, y	) + · · · + dn(x	, y	)][ x
−x�

d�(x
,y
) + · · · + x
−xn

dn(x
,y
)
]]
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 * ���

5# ( x̄ =
∑n

i=�
xi

n ).����� �'�r *�

h	 ≈ −�x	 + �x̄ + �

n�

∑n
i=� di(x	, y	)

∑n
i=�

x
−xi

di(x
,y
)

()
��� ]^^GJ` ��K��� D�� �A��4� *� ����� ��r ��

k	 ≈ −�y	 + �ȳ + �

n�

∑n
i=� di(x	, y	)

∑n
i=�

y
−yi

di(x
,y
)

()
��� 3
������ (ȳ =
∑n

i=�
yi

n "E �� ��
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

h	 ≈ −�x	 + �x̄ + �

n�

∑n
i=� di(x	, y	)

∑n
i=�

x
−xi

di(x
,y
)
,

k	 ≈ −�y	 + �ȳ + �

n�

∑n
i=� di(x	, y	)

∑n
i=�

y
−yi

di(x
,y
) .

]^@GJ`

*� ��!� �<
�Q; x	 + h	 ��A 7 �� k	 � h	 *� �<
�Q; ]^@GJ` O��� � *� ���E  �� �� g��� "�F

().���� ���> ��.�� �� (��� ����� y ���� y	 *� ��!� �<
�Q; y	 + k	 � x ���� x	
x� = x	 + h	 , y� = y	 + k	

��� g�2U Xn = (xn, yn) �
� ����� ��r �� ().���� ����� X� = (x�, y�) ���� �� V�� 56�

��K��� %U �� ����⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

hn ≈ −�
n

∑n
i=�(xn − xi)[�−

∑n

j=�
dj(xn,yn)

ndi(xn,yn) ],

kn ≈ −�
n

∑n
i=�(yn − yi)[�−

∑n

j=�
dj(xn,yn)

ndi(xn,yn) ].

()
��� ����� ���� ��

hn ≈ −�xn + �x̄ +
�

n�

n∑
i=�

di(xn, yn)
n∑

i=�

xn − xi

di(xn, yn)
.

kn ≈ −�yn + �ȳ +
�

n�

n∑
i=�

di(xn, yn)
n∑

i=�

yn − yi

di(xn, yn)
.

().���� ���> $�U

xn+� = xn + hn , yn+� = yn + kn

���?� ε� � ε� �� (|yn+� − yn| < ε� � |xn+� − xn| < ε� �� ).���� ����� �
�� �; �� ��� � 3
�

(������ 3..4; �� B>�; P�� �� ���2� �/F�� ��.2�

�"�2'�� 3;�.� V�� ��  <2� �<
�Q; V�� ��
�I�

D�� �<;�� �8I� L�Q��� �<��+� �� |�.�U� 7"�2'�� 3;�.� V�� Mk� �� �<
�Q; V�� �� ]^

()
���� Fyy(x, y) � Fxy(x, y) 7 Fxx(x, y) ��4
 F (x, y) N��;
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 * ���

3..4; �� ���E  �� �� ����+� P�Q� "�2'�� 3;�.� V�� ������  2.� D*\ �<
�Q; V�� �� ]@

(���2� �4	�� )�.�.� �v��U ���E  �� �� ����+� P�Q� ��
* ().��  �k?

��!��.# ]JGJ` �012� ���� l���� �<
�Q; "���? �� �� �
* ��� $���' aZb [����/�� � ��* ��

(�����

x ≈ x̄ +
�

n�

n∑
i=�

di(x̄, ȳ)
n∑

i=�

x̄ − xi

di(x̄, ȳ)

y ≈ ȳ +
�

n�

n∑
i=�

di(x̄, ȳ)
n∑

i=�

ȳ − yi

di(x̄, ȳ)

(ȳ =
∑n

i=�
yi

n � x̄ =
∑n

i=�
xi

n �� "E �� ��

(���&8� �V� �" �� ��2 9��� );1 N�M�

A� = (−�,�) A� = (−��,−�) A� = (�,��) A� = (−�,−��)

A� = (�,�) A� = (�,−�) A� = (�,�) A� = (�,−�) A
 = (��,�)

(""�; �,&�� !���" W&�� �� "�)�� 9��� �4��� 3�D��� N�� � �� /6� ��!���" 5�T� %���� U��

(%U

��0'I
�� ����/; V�� *� ���,��� �� %U ]^

(�,�) R��� �=Q� �� �0'I
�� V�� ��.
��� �� *� %-�U q
��� �@GJ $���

���/; ����� x y M�� N��; ���Q�
^ f f ^}_W_^
@ ^J}WZ^c @J}cXXf WZZ}@Zfc
J ^J}_ff^ @J}fcXf WZe}JceJ
...

...
...

...

^ZW e}WfeZ ^W}@JXf WeX}@@f@
^ZX e}WfeX ^W}@JWc WeX}@@f@
^ZZ e}WfeX ^W}@JWc WeX}@@f@

�v Q . >� D� ^ZZ ���/ ; �� �� �E  �� � � �=Q � ) . � ��� ������ ]@GJ` $��� �� � � ��r "���

�= Q � � A� () . � �� � B>� � � �� L� . 0 � ? �� A 7 �� D�^ZX ��� / ; �� �� �E  �� � � �= Q � � ��� �

���
* ( �� �<2� )�
I��� �/0� 7 2.� �<2� )�.�.� �=Q� 7X = (�/����,��/����)

Fxx(�/����,��/����) = −�/���	



ZJ �� ��
 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 * ���

Fxy(�/����,��/����) = �/�

�

Fyy(�/����,��/����) = −�/	���

�)
��� 3
������

Fxx(�/����,��/����)Fyy(�/����,��/����)−F�
xy(�/����,��/����) = �/����

�"�2'�� 3;�.� ����/; V�� *� ���,��� �� %U ]@

(�,�) R��� �=Q� �� 3;�.� V�� ��.
��� �� *� %-�U q
��� �JGJ $���

���/; ����� x y M�� N��; ���Q�
$�� f f ^}_W_^
D�� Gf}fX^c Gf}^fXc ^}e_cX
D�� Gf}fX@@ Gf}^fZW ^}e_cX
D��!F Gf}fX@@ Gf}^fZW ^}e_cX

�� ���E  �� �� �=Q� ����� �vQ.>� D��!F ���/; �� ���E  �� �� �=Q� ).��
���� ]JGJ` $��� *�

I��� X = (−�/����,−�/��	�) �=Q� 3
������ ().���� B>��� �� L�.0�? ��A 7 �� D�� ���/;

(����� �<��+� �
* L��- �� ^(J )A �� ��� ��.!� ��
�� R�4� ( �� ��.!� ��
��

r = �

n

∑n
i=� di(x, y) = �




∑



i=� di(−�/����,−�/��	�) = ��/����

M�� N��; ���Q�  A�U 3
� �� ( �� ��.!� ��
�� 7C((−�/����,−�/��	�),��/����)3
������

(������ F (−�/����,−�/��	�) = �/�
��

�<
�Q; V�� *� ���,��� �� %U ]J

(�,�) R��� �=Q� �� �<
�Q; V�� ��.
��� �� *� %-�U q
��� �WGJ $���

���/; ����� x y M�� N��; ���Q�
$�� f f ^}_W_^
D�� Gf}fXWf Gf}fcZf ^}e_cc
D�� Gf}fX@J Gf}^fXJ ^}e_cX
D��!F Gf}fX@@ Gf}^fZJ ^}e_cX
)��# Gf}fX@@ Gf}^fZW ^}e_cX
)�� Gf}fX@@ Gf}^fZW ^}e_cX

���� � �v Q . >� )�� ���/; �� ���E  �� �� �=Q� ). ���� ������ ]WGJ` $��� �� �� ��r "���

� = Q � 3 
�� �� � � () . � �� � B >� � � �� L� . 0 � ? �� A 7 �� )� � # ��� / ; �� �� �E  �� � � � = Q �



ZW �� ��
 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 * ���

3;� . � V�� �� ���� V�� 3
� �� R�4� ( �� � � .! � �� 
�� I��� X = (−�/����,−�/��	�)

(����� �<��+�

���* �� ���!��.# V�� ]W

x̄ = −
−��+�−�+�+
+�+�+�	



= �

�

ȳ = �−�+�	−�	+
−�+�−�+�



= �/			�

()
��� 3
������

x ≈ x̄ + �

��

∑


i=� d̄i
∑


i=�
x̄−xi

d̄i
≈ �+ �

��
(
�/��	�)(−�/����) ≈ �/���


�

y ≈ ȳ + �

��

∑



i=� d̄i
∑



i=�
ȳ−yi

d̄i
≈ �/			�+ �

��
(
�/��	�)(−�/�	�	) ≈ −�/����

�� ^(J )A d<r ��.!� ��
�� R�4� ( �� ��.!� ��
�� I��� X = (�/���
,−�/����) �=Q� 5#

(�
E��  �� �� �
* L��-

r = �

n

∑n
i=� di(x, y) = �




∑


i=� di(�/���
,−�/����) = ��/�	��

3
� �� ( �� ��.!� ��
�� 7C((�/���
,−�/����),��/�	��)V�� 3
� *� ���,��� �� 3
������

(������ F (�/���
,−�/����) = �/
��	M�� N��; ���Q�  A�U

(����� "��� �� ����� P�Q� ��*� �� M�� N��; ���Q� �
* $���

�+,- �� ����� P�Q� ��*� �� M�� N��; ���Q� �XGJ $���
����� P�Q� 5
��� x y r M�� N��; ���Q�

$�� Gc @ ^J}J^e^ J_f}__ZW
D�� G^^ G^ ^W}ZceZ WeJ}_^J@
D�� @ ^f ^^}Zc@c W@X}W_@@
D��!F G^ G^f ^J}XJXf J@_}@@^c
)��# W c ^^}fWeJ WJW}Zf_X
)�� c GX ^^}W_eJ W^W}J_XW
)�,� e e ^f}_Jcc Wff}WZW_
)��� e Ge ^^}ZcW^ JcX}@W^f
)!� ^f ^ ^^}ffZf JX_}_fZX

�0<> ��� V�� M�� N��; ���Q� �� ]XGJ` $��� �� ���E  �� �� ��� M�� N��; ���Q� �2
�Q� ��

(���� �+,- �� ����� P�Q� *� �/
 ����;��� ��.!� I��� �� ).��
�� ��



� ���

.��)���� *�� +��, �� -
'��  ���$���

ZX



ZZ +��$�,�
 %�� &��' �� (�"�� ������)
 - ���

3
� lA�=� ()
*���# �� ��.�.�G��.�� M�� N��; �� ��
�� ���.��/� �012� ����� �� %&' 3
� ��

( �� ���� ���,��� �4��� u.� *� "E ���EN�� �� � ���� �
�� �v���; %&'

;&	"
/
� 4*��1 ��	
�	�� �'5�� ��+

��
�� ���.��/� �012� �� ( �� ��� ���� �+,- �� i = �, · · · , n 7Ai = (ai, bi) �=Q� n �.�� m�'

��
�� O.+� 3.� �0-�' 3
���.� �� ��2> ��  �� C ����� ����
�� "�/� "�����.# M�� 75���.�.�

��4
 (���
 ��.�� 7�+,- �� ����� P�Q� �

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{di(C)}. ]^GW`

�=Q� 3.� �0-�' 3
����;�� di(C) �  �� r R�4� � X = (x, y) I��� �� ����
�� C(X, r) "E �� ��

7���� X ��4
 7C ��
�� I��� �; Ai �=Q� �0-�' �K��.� d(X,Ai) �
� (������ C ��
�� O.+� � Ai

��
 "E

di(C) = |d(X,Ai) − r| i = �, · · · , n.

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� ]^GW` �012� 3
������

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{|d(X,Ai) − r|}. ]@GW`

B
�4; ��

di(x, y) = d(X,Ai)

(����� %
�<; �
* �012� �� ]@GW` �012�

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{|di(x, y) − r|}. ]JGW`

;&	"
/
� <��1 ��	
�	�� (�*� (=�� ��	�*� >�� ��+

(����� $�� �
* L��- �� ���0� D�� � 5���.�.� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� ).�����

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi di(C)} = max
i=�,···,n

{wi |k(X − Ai) − r|}



Ze +��$�,�
 %�� &��' �� (�"�� ������)
 - ���

( �� Ai �=Q� �� �i����  <S� "*� wi � ���0� D�� H
 k "E �� ��

L\�U �� � ���0� ��� D�� �� 5���.�.� H2
� ���.��/� �012� �*�� $�� �� [9� 3
� ��

().���� �8��� �� "E �� $��4� �I
� ������ $�� 56� ()
*���# �� B�.<F � 3�!�� C��

����� ��� ����$

( �� �
* ���> �� 3�!�� D�� �� ����� 5���.�.� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi | ‖X − Ai‖� − r |},

�


min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi ||x − ai| + |y − bi| − r|}. ]WGW`

B
�4; ��

u+
i =

⎧⎨
⎩ x − ai x ≥ ai,

� o.w.

�

u−
i =

⎧⎨
⎩ ai − x x < ai,

� o.w.

�

v+
i =

⎧⎨
⎩ y − bi y ≥ bi,

� o.w.

�

v−i =

⎧⎨
⎩ bi − y y < bi,

� o.w.

)
���

x − ai = u+
i − u−

i , y − bi = v+
i − v−i

�

|x − ai| = u+
i + u−

i , |y − bi| = v+
i + v−i .



Z_ +��$�,�
 %�� &��' �� (�"�� ������)
 - ���

(����� %
�<; �
* �012� �� ]WGW` �012� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min maxi=�,···,n{wi |u+
i + u−

i + v+
i + v−i − r|}

s.t.

x − u+
i + u−

i = ai i = �, · · · , n,

y − v+
i + v−i = bi i = �, · · · , n,

u+
i u−

i = � i = �, · · · , n,

v+
i v−i = � i = �, · · · , n,

u+
i , u−

i , v+
i , v−i , r ≥ � i = �, · · · , n.

B
�4; �� 3.�F )�

z+
i =

⎧⎨
⎩ u+

i + u−
i + v+

i + v−i − r u+
i + u−

i + v+
i + v−i ≥ r,

� o.w.

�

z−i =

⎧⎨
⎩ r − u+

i − u−
i − v+

i − v−i u+
i + u−

i + v+
i + v−i < r,

� o.w.

)
���

u+
i + u−

i + v+
i + v−i − r = z+

i − z−i , |u+
i + u−

i + v+
i + v−i − r| = z+

i + z−i .

(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� 5#

min maxi=�,···,n{wi(z+
i + z−i )}

s.t.

x − u+
i + u−

i = ai i = �, · · · , n,

y − v+
i + v−i = bi i = �, · · · , n,

u+
i + u−

i + v+
i + v−i − z+

i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

u+
i u−

i = � i = �, · · · , n,

v+
i v−i = � i = �, · · · , n,

z+
i z−i = � i = �, · · · , n,

u+
i , u−

i , v+
i , v−i , z+

i , z−i , r ≥ � i = �, · · · , n.

B
�4; �� $�U

p = max
i=�,···,n

{wi(z+
i + z−i )}
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)
���

min p

s.t.

x − u+
i + u−

i = ai i = �, · · · , n,

y − v+
i + v−i = bi i = �, · · · , n,

u+
i + u−

i + v+
i + v−i − z+

i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

u+
i u−

i = � i = �, · · · , n,

v+
i v−i = � i = �, · · · , n,

z+
i z−i = � i = �, · · · , n,

p ≥ wi(z+
i + z−i ) i = �, · · · , n,

u+
i , u−

i , v+
i , v−i , z+

i , z−i , r , p ≥ � i = �, · · · , n.

��� ! ��� ����$

( �� �
* ���> �� B�.<F D�� �� ����� 5���.�.� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi | ‖X − Ai‖∞ − r |},

�


min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi |max{|x − ai|, |y − bi|} − r|}. ]XGW`

B
�4; ��

ti = max{|x − ai|, |y − bi|}

(�� ����� %
�<; �
* L��- �� ]XGW` �012� $��

min maxi=�.···,n{wi |ti − r|}
s.t.

ti ≥ |x − ai| i = �, · · · , n,

ti ≥ |y − bi| i = �, · · · , n,

ti , r ≥ � i = �, · · · , n.
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min maxi=�.···,n{wi |ti − r|}
s.t.

ti ≥ x − ai i = �, · · · , n,

ti ≥ y − bi i = �, · · · , n,

ti ≥ ai − x i = �, · · · , n,

ti ≥ bi − y i = �, · · · , n,

ti , r ≥ � i = �, · · · , n.

]ZGW`

B
�4; �� 3.�F )�

z+
i =

⎧⎨
⎩ ti − r ti ≥ r,

� o.w.

�

z−i =

⎧⎨
⎩ r − ti ti < r,

� o.w.

)
���

ti − r = z+
i − z−i , |ti − r| = z+

i + z−i .

(����� %
�<; �
* L��- �� ]ZGW` �012� $�� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min maxi=�,···,n{wi(z+
i + z−i )}

s.t.

ti ≥ x − ai i = �, · · · , n,

ti ≥ y − bi i = �, · · · , n,

ti ≥ ai − x i = �, · · · , n,

ti ≥ bi − y i = �, · · · , n,

ti − z+
i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

z+
i , z−i , ti , r ≥ � i = �, · · · , n.

B
�4; �� $�U

p = max
i=�,···,n

{wi(z+
i + z−i )}
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 %�� &��' �� (�"�� ������)
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)
���
min p

s.t.

ti ≥ x − ai i = �, · · · , n,

ti ≥ y − bi i = �, · · · , n,

ti ≥ ai − x i = �, · · · , n,

ti ≥ bi − y i = �, · · · , n,

ti − z+
i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

p ≥ wi(z+
i + z−i ) i = �, · · · , n,

z+
i , z−i , ti , r , p ≥ � i = �, · · · , n.

�%&'� ��� ����$

����
�� B
�4; �
* L��- �� �� X = (x�, · · · , xm) ����� ���0� D�� ).�����

‖X‖B = min {∑r
g=� |βg| : X =

∑r
g=� βgbg} ]^

(���2� (B)����� D�� �U�� ������ �����
 P�Q� �� bg "E �� ��

‖X‖B = max {|X · b	g | : g = �, · · · , r	} ]@

(���2� ����� D�� �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� �����
 P�Q� �� b	g "E �� ��

( �� �
* ���> �� (�) R�� *� ���0� D�� �� ����� 5���.�.� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

minx,y,r maxi=�,···,n{wi | ‖X − Ai‖B − r |}.

).��� ����� i �� ��*� �� �
�

X − Ai =
∑r

g=� βgibg

��
 "E

‖X − Ai‖B = min {∑r
g=� |βgi|}.

(���
�� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� 3
������

min maxi=�,···,n{wi |min {∑r
g=� |βgi|} − r|}

s.t.

X − Ai =
∑r

g=� βgibg i = �, · · · , n,

r ≥ �
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min maxi=�,···,n{wi |∑r
g=� |βgi| − r|}

s.t.

X − Ai =
∑r

g=� βgibg i = �, · · · , n,

r ≥ �

B
�4; ��

β+
gi =

⎧⎨
⎩ βgi βgi ≥ �,

� o.w.

�

β−
gi =

⎧⎨
⎩ −βgi βgi < �,

� o.w.

)
���

βgi = β+
gi − β−

gi , |βgi| = β+
gi + β−

gi.

(�� ����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min maxi=�,···,n{wi |∑r
g=�(β+

gi + β−
gi) − r|}

s.t.

X − Ai =
∑r

g=�(β+
gi − β−

gi)bg i = �, · · · , n,

β+
gi , β−

gi , r ≥ � i = �, · · · , n , g = �, · · · , r.

B
�4; �� 3.�F )�

z+
i =

⎧⎨
⎩

∑r
g=�(β

+
gi + β−

gi) − r
∑r

g=�(β+
gi + β−

gi) ≥ r,

� o.w.

�

z−i =

⎧⎨
⎩ r − ∑r

g=�(β+
gi + β−

gi)
∑r

g=�(β+
gi + β−

gi) < r,

� o.w.

)
���
∑r

g=�(β+
gi + β−

gi) − r = z+
i − z−i , |∑r

g=�(β+
gi + β−

gi) − r| = z+
i + z−i .
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(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� 7o�' B
��4; ��

min maxi=�,···,n{wi (z+
i + z−i )}

s.t.

X − Ai =
∑r

g=�(β+
gi − β−

gi)bg i = �, · · · , n,

∑r
g=�(β+

gi + β−
gi) − z+

i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

β+
gi , β−

gi , z+
i , z−i , r ≥ � i = �, · · · , n , g = �, · · · , r.

B
�4; �� $�U

p = max
i=�,···,n

{wi (z+
i + z−i )}

)
���

min p

s.t.

X − Ai =
∑r

g=�(β+
gi − β−

gi)bg i = �, · · · , n,

∑r
g=�(β+

gi + β−
gi) − z+

i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

p ≥ wi (z+
i + z−i ) i = �, · · · , n,

β+
gi , β−

gi , z+
i , z−i , r , p ≥ � i = �, · · · , n , g = �, · · · , r.

( �� �
* ���> �� (�) R�� *� ���0� D�� �� ����� 5���.�.� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi | ‖X − Ai‖B − r |},
�


min
x,y,r

max
i=�,···,n

{wi | max
g=�,···,r


{|(X − Ai)b	g |} − r |}. ]eGW`

B
�4; ��

ti = maxg=�,···,r
{|(X − Ai)b	g |}

(���
�� %
�<; �
* L��- �� ]eGW` �012� $��

min maxi=�,···,n{wi |ti − r|}
s.t.

ti ≥ |(X − Ai)b	g | i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti , r ≥ � i = �, · · · , n.
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min maxi=�,···,n{wi |ti − r|}
s.t.

ti ≥ (X − Ai)b	g i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti ≥ −(X − Ai)b	g i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti , r ≥ � i = �, · · · , n.

B
�4; �� 3.�F )�

z+
i =

⎧⎨
⎩ ti − r ti ≥ r,

� o.w.

�

z−i =

⎧⎨
⎩ r − ti ti < r,

� o.w.

)
���

ti − r = z+
i − z−i , |ti − r| = z+

i + z−i .

(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min maxi=�,···,n{wi (z+
i + z−i )}

s.t.

ti ≥ (X − Ai)b	g i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti ≥ −(X − Ai)b	g i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti − z+
i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

z+
i , z−i , ti , r ≥ � i = �, · · · , n.

B
�4; �� $�U

p = max
i=�,···,n

{wi (z+
i + z−i )}

)
���

min p

s.t.

ti ≥ (X − Ai)b	g i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti ≥ −(X − Ai)b	g i = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

ti − z+
i + z−i − r = � i = �, · · · , n,

p ≥ wi (z+
i + z−i ) i = �, · · · , n,

z+
i , z−i , ti , r , p ≥ � i = �, · · · , n.
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(� �� & 8 � �V � �" �� A� = (�,�) � A� = (�,�) �A� = (�,�) �A� = (�,�) 9� � � $;4 N�M�

(""�; �,&�� !���" W&�� �� "�)�� 9��� �	4�� %���Q&� �� /6� ��!���" 5�T� %���� U��

(%U

L��- �� "E �I
� ������ $�� L��- 3
� �� 7���� ��.
 �*���� 3�!�� D�� �� %-��' �.�� m�' ]^

(��� ����� �
*

min p

s.t.

x − u+
i + u−

i = ai i = �,�,�,�

y − v+
i + v−i = bi i = �,�,�,�

u+
i + u−

i + v+
i + v−i − z+

i + z−i − r = � i = �,�,�,�

u+
i u−

i = � i = �,�,�,�

v+
i v−i = � i = �,�,�,�

z+
i z−i = � i = �,�,�,�

p ≥ wi(z+
i + z−i ) i = �,�,�,�

u+
i , u−

i , v+
i , v−i , z+

i , z−i , r , p ≥ � i = �,�,�,�

��
E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� $�� %U *� 5#

U+ = (�/�,�/�,�,�) , V + = (�/�,�,�/�,�) , Z+ = (�,�,�,�)

U− = (�,�,�/�,�/�) , V − = (�,�/�,�,�/�) , Z− = (�,�,�,�)

X = (�/�,�/�) , r = � , p = �

(F (X, r) = � ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> ��

�� "E �=� �I
� ������ $�� L��- 3
� �� 7���� ��.
 �*���� B�.<F D�� �� %-��' �.�� m�' ]@

(��� ����� �
* L��-

min p

s.t.

ti − z+
i + z−i − r = � i = �,�,�,�

ti ≥ x − ai i = �,�,�,�

ti ≥ y − bi i = �,�,�,�

ti ≥ ai − x i = �,�,�,�

ti ≥ bi − y i = �,�,�,�

p ≥ wi(z+
i + z−i ) i = �,�,�,�

ti , z+
i , z−i , r , p ≥ � i = �,�,�,�
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E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� $�� %U *� 5#

Z+ = (�,�,�,�) , Z− = (�,�,�,�) , T = (�/�,�/�,�/�,�/�)

X = (�/�,�/�) , r = �/� , p = �

(F (X, r) = � ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> ��

*� ��;��<? "E �U�� H2
� �����
 P�Q� �� ���0� D�� �� %-��' �.�� m�' ]J

b� = (�,�) , b� = (
√
�

�
, �
�
) , b� = (�,�) , b� = (

√
�

�
, −�
�

)

b−� = (�,−�) , b−� = (−
√
�

�
, −�
�

) , b−� = (−�,�) , b−� = (−
√
�

�
, �
�
)

(��� ����� �
* L��- �� "E �=� �I
� ������ $�� L��- 3
� �� 7���� ��.
 �*����

min p

s.t.

X − Ai =
∑�

g=�(β+
gi − β−

gi)bg i = �,�,�,�

∑�

g=�(β+
gi + β−

gi) − z+
i + z−i − r = � i = �,�,�,�

p ≥ wi (z+
i + z−i ) i = �,�,�,�

β+
gi , β−

gi , z+
i , z−i , r , p ≥ � i = �,�,�,� , g = �,�,�,�

��
E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� o�' �=� �I
� ������ $�� %U *� 5#

β+
��

= �/�� , β+
��

= �/�
 , β+
��

= �/�
 , β+
��

= �/��

β−
��

= �/�� , β−
��

= �/�
 , β−
��

= �/�� , β−
��

= �/�


X = (�/�,�/�) , r = �/�� , p = �

(F (X, r) = � ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> �� (����� �,- ���Q� �
��Q� �
��
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 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 0 ���

3
� lA�=� ()
*���#�� R���� 3
���� M�� N��; �� ��
�� ���.��/� �012� �4A�=� �� %&' 3
� ��

( �� ��� ���E��
 a@b �� ���; �� %&'

����� ��0

�� �i����  <S� "*� wj � ����� ����� �+,- �� j = �, · · · , n 7Aj = (xj , yj) �=Q� n �.�� m�'

��
�� ���.��/� �012� �� (������ ��.��� I.�  ��j P�Q� 7�+,- �� ����� P�Q� (���� Aj �=Q�

3.� �0-�' ��*� R���� �� ��2> ��  �� C ����� ��
�� H
 "�/� 3�'�
 M�� 7R���� 3
����

��4
 (���
 ��.�� �+,- �� ����� P�Q� � ��
�� O.+�

min
x,y,r

F (C) =
n∑

j=�

wj dj(C). ]^GX`

3.� �0-�' 3
����;�� dj(C) � ������ r R�4� � X = (x, y) I��� �� ����
�� C(X, r) "E �� ��

���� X ��4
 7C ��
�� I��� �; Aj �=Q� �0-�' �K��.� d(X,Aj) �
� ( �� C ��
�� O.+� � Aj �=Q�

��
 "E

dj(C) = |d(X,Aj) − r| j = �, · · · , n.

(����� %
�<; �
* �012� �� ]^GX` �012� 3
������

min
x,y,r

F (X, r) =
n∑

j=�

wj |d(X,Aj) − r|. ]@GX`

B
�4; ��

J+(C) = {j : d(X,Aj) > r}

J	(C) = {j : d(X,Aj) = r}

J−(C) = {j : d(X,Aj) < r}

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� |d(X,Aj) − r| N��;

|d(X,Aj) − r| =

⎧⎨
⎩ d(X,Aj) − r j ∈ J+(C) ∪ J	(C),

r − d(X,Aj) j ∈ J−(C).
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 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 0 ���

(�� ����� �
* L��- �� ]@GX` �012� 3
������

min
x,y,r

F (X, r) =
∑

j∈J−

wj(r − d(X,Aj)) +
∑

j∈J+

wj(d(X,Aj) − r).

� � 4 
 7C �� 
�� R� 4 � � I �� � � � J−(C) � J	(C) 7 J+(C) �� � � ?� � � � � �  �� � �T % �� >

(�����2��� r � X = (x, y)

3
������ 7)
�.
�� �p� �� ���.0>� �� �0-�' N��; %&' 3
� ��

d(X,Aj) =
√

(x − xj)� + (y − yj)�

�=� ��4
 �������� R�4� �� ����
�� �
 � ������ R�4� �� ����
�� �
 ]^GX` �012� ��.!� g���

( �� ).Q�2�

?!"#� ,�*-"& 4*��1 ��	
�	�� �'5�� 
9 ��0

�� � C(A,�) �� 
�� ��A 7 �� ����� �+,- �� A ����� �=Q� H
 �!� ; L��- 3
��� n = � �
�

��
�� 3
�  �� 3/�� ��<A� (������ ]^GX` �012� ��.!� g��� 7��� ��<? A �=Q� *� �� ����
��

( �� �,- ����� M�� N��; ���Q� L��- �� �� �� 7���� �������� �
 � ������ R�4� �����

�� �=Q� �� �� *� ).����� �'�r *� ( �� ����� �+,- �� �=Q� �� L��- 3
��� n = � �
�

�012� ��.!� g��� 7���K� �=Q� �� 3
� *� �� ����
�� �� 3
������ (���
�� ��
��  
�!�.� 7�+,-

L��- �� �� �� 7���� �������� �
 � ������ R�4� ����� ��
�� 3
�  �� 3/�� ��<A� ( �� ]^GX`

( �� �,- M�� N��; ���Q�

���� x� ����;�� �
*  A�U �� *� �/
 L��- 3
��� n = � �
�

O9���.y �=Q� �� �� *� "�F L��- 3
��� 7����<� ����� H
 �� �+,- �� ����� �=Q� �� ]^

�� �� *� ��  �� ����
�� ]^GX` �012� ��.!� g��� 3
������ (���
�� ��
�� H
 �!�; �+,- ��

( �� �,- ����� M�� N��; ���Q�  A�U 3
� �� (���
�� ����� �=Q�

]^GX` �012� ��.!� g��� L��- 3
��� 7����� ����� H
 �� �+,- �� ����� �=Q� �� ]@

�� �� *� ��  �� ��.Q�2� O� 7�012� ��.!� g��� �K
� L��<? �� ( �� �������� R�4� �� ����
��

( �� �,- ����� M�� N��; ���Q� I.�  A�U 3
� �� (���
�� �+,- �� ����� �=Q�

(n ≥ � ).���� m�' %&' ����� ��
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(���� ����" /.S� N�D� ���� HIJXL �	
�� �,&B� M��) '(a@b) $;7 
�

N��; (���� C	(X	,�) ����� �,- R�4� �� ����
�� ]^GX` �012� ��.!� g��� �.�� m�' H*�IJ 

��  �� ����� C	 ��
�� ��*� �� M��

F (X	,�) =
n∑

j=�

wj |d(X	, Aj)| =
n∑

j=�

wj d(X	, Aj) > �

���=Q� X	 "�F (���K� X	 �=Q� *� �� �
�.K� �p� �� �����
 ��  <S� R�4� �� �� C� ��
�� $�U

�
 7dj(C�) ��4
 C� ��
�� O.+� �; Aj �=Q� ���.0>� �0-�' 3
����;�� ��A 7 �� C� ��
�� ���

�� ��� � �K 
� L�� <? � � ( �� � ��� "E *� � 
 �  �� dj(C	) ��4 
 X	 � ; Aj �=Q � � 0-� ' � ��� �

(dj(C�) ≤ dj(C	) )
��� j = �, · · · , n

���� x� ����;�� �
*  A�U �� *� �/
 "����

)
��� ����� P�Q� *� �=Q� H
 %>��U ��*� �� L��- 3
��� 7����<� ����� H
 �� �� Aj �
� ]^

5# (dj(C�) < dj(C	)

F (C�) =
n∑

j=�

wj dj(C�) <
n∑

j=�

wj dj(C	) = F (C	).

g��� 7���
�� �� Aj D��; *� �� ��.Q�2� O� L��- 3
��� 7����� ����� H
 �� �� Aj �
� ]@

(F (C�) < F (C	) ��.�� �� ( �� �,- ����� M�� N��; ���Q�  A�U 3
� �� ( �� �012� ��.!�

� (���� ]^GX` �012� ��.!� g��� ����;��� C	 ��A (F (C�) < F (C	) A�U �� �� �� 5#

*� (���� �,- R�4� �� ����
�� ����;��� ]^GX` �012� ��.!� g��� �� )
�.
�� ��.�� o�' )A *�

��.!� g��� ����;�� 7).Q�2� O� ��4
 �������� R�4� �� ����
�� �� ����� "��� �
* $�S� �'�r

(���� ]^GX` �012�

��� 52� � � �� A� = (�,−��) � A� = (�,�) �A� = (�,��) �A� = (�,�) 9�� � $;7 N�M�

��2� N�� � �� /6� ��!���" 5�T� %���� U�� (���&8� �V� �" w� = w� = w� = ��� � w� = �

(""�; �,&�� !���" W&�� �� "�)�� 9��� �	4��

%>��U �� ����
�� ��A 7����� A� �=Q� ��  <2� �� "*� ���Q� 3
���.� A� � A� 7A� P�Q� "�F (%U

H
 �� A� � A� 7A� �=Q� �� "�F �'�r *� ( �� �012� ��.!� g��� ���
�� ����� �=Q� �� *�

3
� �� (��� ��<? ���<��� �=Q� �� �� *� ��  �� ��.Q�2� O� ��.!� g��� 3
������ 7���2� �����

(��� ����� H
 ����� M�� N��; ���Q� L��-
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L(θ) O��; ���Y9��  ��j P�Q� �U��� �^GX %/�

��� 52� � � �� A� = (�,−��) � A� = (�,�) �A� = (�,��) �A� = (�,�) 9�� � );7 N�M�

��2� N�� � �� /6� ��!���" 5�T� %���� U�� (���&8� �V� �" w� = w� = w� = � � w� = ���

(""�; �,&�� !���" W&�� �� "�)�� 9��� �	4��

%>��U �� ����
�� ��A 7 ����� P�Q� � 
�� ��  <2� �� "*� ���Q� 3
���. � A� �=Q� "�F (%U

*� �/ 
 ��� � 
 � 
� � � � . ! � �� 
�� I �� � 3 
�� �� � � ( �� � 0 12 � � � . ! � g��� 7���K � A� �=Q � *�

��� B&�����? *� B&�����? �� ������ %+� �
 � ��.
 ���> B�� � B�� 7B�� ��� B&�����?

�� �;��- �� 7���.
�� ���> ��.!� ��
�� ��� ����� P�Q� *� �=Q� �� $��  A�U �� �� (���� ���<���

7C�((�/�,�),�/�) �
��� (���.
�� ���> ��.!� ��
�� ��� ����� P�Q� *� �=Q� �� D��  A�U ��

��
�� ���� �
���
���� C�((�/�,−�),�/��) � C�((��/�,�),��/�) 7C�((�/�,�),�/��)

( �� ��.!� ��
�� 7C� ��
�� �� ).��
���� �� "E ��*� �� M�� N��; ���Q� �2
�Q� �� (���2� ��.!�

9��� 2� �T� 2� �@��Y !�; 5A ����� 1&���� ��# HIJXL �	
�� �,&B� M��) �;� '(a^Wb) );7 
�

("�Z;�� ��G4 �" "�)��

u.� *� �� ���r �� ���� L(θ) ����� ��.Q�2� O� ]^GX` �012� ��.!� g��� �.�� m�' H*�IJ 

m�' �012�  .0� *� "�� )� "��� ](�.�.<� �� ^GX %/�` (���
��� �+,- �� ����� P�Q� *� H


*� �����
 O� �� ���� ���
��* 7� ≤ θj ≤ �π 7θj �.�� m�' 3.�F )� ((x	, y	) = (�,�) �.��

(�*���� ��x ��+� �� Aj � (�,�)

).���� B
�4;

I = {j : θ < θj < π
�

+ θ}
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II = {j : π
�

+ θ ≤ θj < π + θ}
III = {j : π + θ ≤ θj < �π

�
+ θ}

IV = {j : �π
�

+ θ ≤ θj < �π or � ≤ θj ≤ θ}
αj = wj(x�j + y�j )

�

�

���> L(θ) O� ��� ����j �=Q� u.� θi < θ < θk 7θ �� ���� �� ����� �����
 �� θk � θi �.�� m�'

L��- 3
��� (���.
 ���> L(θk) � L(θi) ��� O� ��� l.;�; �� Ak � Ai  ��j P�Q� �A� ��.K�

)
��� θ ∈ (θi, θk) �� ����

F (L(θ)) =
∑
j∈I

αj sin(θj − θ) +
∑
j∈II

αj sin(π + θ − θj)+

∑
j∈III

αj sin(θj − π − θ) +
∑

j∈IV

αj sin(θ + �π − θj)

3
������

d�F (L(θ))
dθ�

= −F (L(θ))

(θi, θk) ��� F (L(θ)) N��; ��4
 3
� � d�F (L(θ))

dθ�
< � 3
������ (F (L(θ)) > � ).����� �'�r *�

*� %>��U L(θ) O� ��A 7�4Q� �� �  �� g�+� �4��; �� 7F (L(θ)) N��; �� �A�U �� ( �� �4Q� �v�.��

� (���
�� �+,- �� ����� P�Q� *� �/


2� ���� �" 2� �@��Y !�; 5A ����� 1&���� ��# HIJXL �	
�� �,&B� M��) �;� '(a^Wb) 1;7 
�

(�,��� ��.� ��G4 �" "�)�� 9���

L O� @(X ) A � � � � � (��� � L � � �� � �=� ]^GX` � 0 12 � � � . ! � g��� � . � � m�' H*� I J 

�=Q� �.�� m�' �012�  .0� *� "�� )� "��� (���
�� �+,- �� ����� P�Q� *� �/
 *� %>��U

�� �
�.K��p��� �����
 �� �� L�&�9� ��K��� 3.�F )� (���� ���> L O� ��� A� = (x�, y�)

��  ��� O� H
 "��� ��.# L��- �� �� ]^GX` �012� "��;�� �K
� L��<? �� (x� = y� = �

O� �; �+,- �� ����� P�Q� %-��' ��*� R���� �� ���r ��  '�
�p��� L : ax + by = � %/�

��4
 (���
 ��.��

min
a,b

F (L) =
n∑

j=�

wjdj(L)
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��  �� ����� L : ax + by = � O� � Aj = (xj , yj) �=Q� 3.� �0-�' ).�����

dj(L) =
|axj + byj|√

a� + b�

(a� + b� 	= � "E �� ��

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012� 3
������

min
a,b

F (a, b) =
n∑

j=�

wj
|axj + byj|√

a� + b�

(����� %
�<; �
* �012� �� o�' �012� ��A 7���� ���> L O� ��� A� �=Q� "�F

min
a,b

F (a, b) =
�√

a� + b�

n∑
j=�

wj |axj + byj|

a� + b� = �  
���+� �� ���; � � �� F (a, b) =
∑n

j=� wj|axj + byj| N�� ; ).������ 3
�� �� � �

��4
 ().�� )�.�.�
min F (a, b) =

∑n
j=� wj|axj + byj|

s.t.

a� + b� = �

m�' ��

J−(L) = {j : � ≤ j ≤ n , axj + byj ≤ �}

�

J+(L) = {j : � ≤ j ≤ n , axj + byj ≥ �}
(��� ����� �
* L��- �� o�' �012�

min F (a, b) =
∑

j∈J+
wj(axj + byj) − ∑

j∈J− wj(axj + byj)

s.t.

a� + b� = �

�


min F (a, b) = (
∑

j∈J+
wjxj − ∑

j∈J− wjxj)a + (
∑

j∈J+
wjyj − ∑

j∈J− wjyj)b

s.t.

a� + b� = �

m�' ��

α =
∑

j∈J+

wjxj −
∑

j∈J−

wjxj
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�

β =
∑

j∈J+

wjyj −
∑

j∈J−

wjyj

(���
�� %
�<; �
* �012� �� o�' �012�
min F (a, b) = αa + βb

s.t.

a� + b� = �

]JGX`

��A 7���� o�' �012� ���� ��.!� g��� H
 (a∗, b∗) ).���� m�'

F (a∗, b∗) = αa∗ + βb∗

�
�� "E ��  �� 3
� ��� )�.�.� a� + b� = � P�� �� �� F (a, b) N��; (a∗, b∗) �� 3
� ���� D*\ P��

(���� I.� �
* �*�� ��.!� �012� g���
min F (a, b) = αa + βb

s.t.

axj + byj ≥ � j ∈ J+

axj + byj ≤ � j ∈ J−
a� + b� = �

]WGX`

a∗x + b∗y = � O� ��
* 7 �� ���>�� )A ��
 "E a∗xj + b∗yj = � ).��� ����� j H
 ���� %>��U �
�

) .�� � � ���� ��j D�� ; ��� � �� �� A�U "���� (���
�� Aj = (xj , yj) � A� = (x�, y�) P�Q � *�

�� ]WGX` �012� D�� � $�� ���  
���+�  A�U 3
��� (). ���� ���� � �� a∗xj + b∗yj 	= �

(���� �
* �012� ���� ��.!� g��� H
 N>�� �� (a∗, b∗) �� ����� g��
� 3
� (���2.� $�4' (a∗, b∗)

min F (a, b) = αa + βb

s.t.

a� + b� = �

� ����� ���> ����� H
 �� ����� P�Q� D��; L��- 3
��.y�� ��
* 7α� + β� 	= � ����� L�.	�'  +;

�� �� �.�� �*�� ��.!� �012� (����� g��
� �� j D��; ���� �� a∗xj + b∗yj = � "��� ������� 3
�

().���� %U �
* L��- �� ~���
\ l
��	 V��

F (a, b) = αa + βb − λ(a� + b� − �)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Fa = α − �λa = �

Fb = β − �λb = �

Fλ = −(a� + b� − �) = �
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()
��� o�' ��K��� D�� � $�� �A��4� *�

a = α
�λ

, b = β
�λ

()
��� ��K��� D�� �A��4� �� ���E  �� �� b � a �
��Q� "��� ���> ��

α� + β�

�λ�
= �

5#

λ = ±
√

α� + β�

�
, a =

−α√
α� + β�

, b =
−β√

α� + β�

 �� �� g��� ��.�� �� � Faa < � L��- 3
��.y�� ��
* 7 2.� $�<> %��> λ =
√

α�+β�

�
g���

(��� ����9� �<2� )�.�.� ���E

���Q� ( �� (a′, b′) = ( −α√
α�+β�

, −β√
α�+β�

) ����� �<2� )�.�.� H
 ����� o�' �012� 3
������

( �� F (a′, b′) = −
√

α� + β� ����� �i���� M�� N��;

N��; ���Q� �
�� 5# 7���2� ]JGX` �012� ��.!� g��� �� �� (a′, b′) � (a∗, b∗) "�F �'�r *�

��4
 (���� "�2/
 (a′, b′) � (a∗, b∗) �=Q� �� �� ��*� �� M��

F (a∗, b∗) = F (a′, b′)

�


αa∗ + βb∗ = −
√

α� + β� < �

*� �=Q� H
 %>��U �
�� 3
������ ( �� �>���� αa∗ + βb∗ =
∑n

j=� wj|a∗xj + b∗yj| ≥ � �� ��

� (��.
�� ���> L O� ��� ����� P�Q�

(�,��.� ��6�� *� �" ��G4 �" "�)�� 9��� 2� ���� �6 [&� � n ≥ � �&,� =�� '(a@b) 4;7 
�

(/6� ���,�� N�D� �� ��!���" HIJXL �	
�� �,&B� M��) 3��4 %���"

l ����� ).Q�2� �=� ��4
 �������� R�4� �� ����
�� ]^GX` �012� ��.!� g��� �.�� m�' H*�IJ 

�� ���; �� (���
�� �+,- �� ����� P�Q� *� �=Q� �� *� %>��U l O� J(X )A �� ��� ��
 "E (����

*� �=Q� �� *� �vQ.>� l O� ��A 7������ ���> ����� H
 ��  ��j P�Q� *� �=Q� �� u.� "�F )A L�.	�'

A� � A� P�Q� *� �����
 O� l �.�� m�' �012�  .0� *� "�� )� "��� (����� ��<? ����� P�Q�
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Cb � Ca ��
��� O��; ��� ��&+� �.U�� ���� C+
b � C−

a ����?���� *� ��
��� �@GX %/�

 ���  �� �� �� �����  ��j P�Q� *� ���� "E 5
��� l.;�; �� J� � J� �.�� m�' 3.�F )� (����

({�, · · · , n} = {�,�} ∪ J� ∪ J� �)
��� 3
������ (����� ���> l O� �F �

�� "E I��� �� �
�.K� �p� �� �����
 �� r "�2/
 R�4� �� �� Cb = (Xb, r) � Ca = (Xa, r) �
���

� A� P�Q� *� �!�; � ���.
 ���> l O� M�r �� �� � A� � A� P�Q� B&�����? ��� Xb � Xa ��4


�
�.K� �p� �� s�I� ���*���� �� �� r 3.�F )� (J	(Ca) = J	(Cb) = {A�, A�} ��4
 7����K� A�

*� �=Q� H
 $�U (J+(Cb) = J� � J−(Cb) = J� ����� ��r �� � J−(Ca) = J� � J+(Ca) = J� ��

(�
�.K� �p� �� �� Aj 	∈ {A�, A�} �� 7Aj ����� �+,- �� ����� P�Q�

l.;�; �� Zb � Zl 7 Za P�Q� � ���� l O� �� ���? � Aj �=Q� *� �����
 O� lper �.�� m�'

�� @GX %/�` (���2� ��/
�I� l O� �� �� ����� Cb � l 7Ca �� lper O� ������ %+� *� �r�Q�

B
�4; (d(Za, Zl) = d(Zb, Zl) )
��� l O� ��  <2� Cb � Ca �
��� "��� "��Q�� %.A� �� ](�.�.<�

�).����

δj = d(Za, Zl) = d(Zb, Zl)

C−
a = {X : d(X,Za) ≤ d(X, l)}

C+
a = {X : d(X,Za) > d(X, l)}

C−
b = {X : d(X,Zb) < d(X, l)}

C+
b = {X : d(X,Zb) ≥ d(X, l)}

(C−
a = C+

b � C+
a = C−

b �).��� ��
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).���� B
�4; 3.�F )�

εj =

⎧⎨
⎩ δj j ∈ C+

a ,

−δj j ∈ C+
b .

)
��� j = �, · · · , n �� ���� 3
������

d(Aj , Ca) ≤ d(Aj , l) + εj

�

d(Aj , Cb) ≤ d(Aj , l) − εj

���>�� �v�.�� o�' ���2��� �� �+,- �� ����� P�Q� *� �=Q� H
 ���� %>��U 3
������ 7n ≥ � "�F

( ��

�)
��� 3
������ 7 �� ]^GX` �012� ��.!� g��� l O� "�F
n∑

j=�

d(Aj , l) ≤
n∑

j=�

d(Aj , Ca) <
n∑

j=�

d(Aj , l) +
n∑

j=�

εj

�
n∑

j=�

d(Aj , l) ≤
n∑

j=�

d(Aj , Cb) <
n∑

j=�

d(Aj , l) −
n∑

j=�

εj

� (���� ]^GX` �012� ��.!� g��� ����;��� l O� ��A 7���� ���>�� "��I�� ����;��� o�' O��� �

"�)�� 9��� 2� �T� 2� �@��Y �� "��" "�)� HIJXL �	
�� ���� �,&B� M��) *� '(a@b) 7;7 
�

("�Z;�� ��G4 �"

�=� ��4
 �������� R�4� �� ����
�� ]^GX` �012� ��.!� g��� �
� (r > � 7^(X )A �� ��� H*�IJ 

3
������ (���
�� �+,- �� ����� P�Q� *� �=Q� �� *� %>��U J(X )A �� ��� ��
 "E 7���� ).Q�2�

7���� ������ R�4� �� ����
�� ]^GX` �012� ��.!� g��� �� ).�� ����� �� ��A�U �!�;  �� �'��

7������ ��<? �+,- �� ����� P�Q� *� H
 u.� *� �� C(X, r) ��
�� �.�� m�' (� < r < ∞ ��4

�� �012� 7X = (x, y) ��4
 C ��
�� I��� 3�'�
 �p� ��  ��j �� (���� ]^GX` �012� ��.!� g���

(����� %
�<; �
* ��.{�� H; �012� �� ]@GX` ��.{��

min
r

F (r) =
n∑

j=�

wj |d(Aj ,X) − r|
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 0 ���

�� ����� P�Q� *� �/
 *� %>��U 7C∗ ��'�
 �..{; ��
�� �� �.�� �..{; �����
 �� �� C ��
�� R�4� $�U

�012� ��.!� g��� ����;��� C ��
�� 5# (F (C∗) < F (C) L��- 3
��� (���K� Aj∗ ����� �+,-

� (���� ]^GX`

N��; ).���� "��� "����

F (r) =
∑n

j=� wj |d(Aj ,X) − r|

hj(r) = |d(Aj ,X) − r| N��; ).���� "��� ����� ��p�� 3
� ���� ( �� r l2U �� g�+� �4��;
().�� "��� �
�� l0=� 3
� L�<j� ���� ( �� r l2U �� g�+� �4��;

hj(λr� + (�− λ)r�) ≤ λhj(r�) + (�− λ)hj(r�)

�


|d(Aj ,X) − (λr� + (�− λ)r�)| ≤ λ|d(Aj ,X) − r�| + (�− λ)|d(Aj ,X) − r�|

(λ ∈ [�,�] �� "E �� ��

L��- �� d(Aj ,X) 3���� ��

d(Aj ,X) = λd(Aj ,X) + (�− λ)d(Aj ,X)

()
���

|d(Aj ,X) − (λr� + (�− λ)r�)| = |λd(Aj ,X) + (�− λ)d(Aj ,X) − (λr� + (�− λ)r�)|

= |λd(Aj ,X) − λr� + (�− λ)d(Aj ,X) − (�− λ)r�|
"�F

|λ(d(Aj ,X)− r�)+ (�−λ)(d(Aj,X)− r�)| ≤ |λ(d(Aj ,X)− r�)|+ |(�−λ)(d(Aj ,X)− r�)|
()
��� �− λ � λ "���  <S� �� ���; �� �

|d(Aj ,X) − (λr� + (�− λ)r�)| ≤ λ|d(Aj ,X) − r�| + (�− λ)|d(Aj ,X) − r�|
N �� ; �� A 7� � � 2 �  < S � 7j = �, · · · , n ��*� � � � � wj "� F ( �� g� + � hj(r) N �� ; 5 #

( �� r l2U �� g�+� �4��; I.� gj(r) = wj |d(Aj ,X) − r|

N��; ).����  ��j $�U

F (r) =
∑n

j=� wj |d(Aj ,X) − r| =
∑n

j=� gj(r)

(�� �2� r l2U �� g�+� �4��� ; gn(r) � · · · 7g�(r) ). ����� ( �� r l2U �� g�+� �4�� ;

��Q��� *� l0=� 3
� L�<j� ���� ( �� g�+� �4��; I.� F (r) =
∑n

j=� gj(r) ).�� "��� ).������
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().���� ���,��� m ��4
 g�+� N���; ���4; ���

N�� ; ).����  �� j (���� � g�+� g�(r) � g�(r) N��� ; �.�� m�' (m = � �
� ���Q��� �
� #

().�� "��� �
�� ��4
 ( �� g�+� I.� g� + g�(r)

g� + g�(λr� + (�− λ)r�) ≤ λ(g� + g�(r�)) + (�− λ)(g� + g�(r�))

(λ ∈ [�,�] "E �� ��

()
��� g�(r) � g�(r) "��� g�+� *�

g�(λr� + (�− λ)r�) ≤ λg�(r�) + (�− λ)g�(r�)

�

g�(λr� + (�− λ)r�) ≤ λg�(r�) + (�− λ)g�(r�)

()
��� o�' �=��� �� N�� ��

g�(λr�+(�−λ)r�)+ g�(λr�+(�−λ)r�) ≤ λ(g�(r�)+ g�(r�))+ (�−λ)(g�(r�)+ g�(r�))

"�F

g�(λr� + (�− λ)r�) + g�(λr� + (�− λ)r�) = g� + g�(λr� + (�− λ)r�)

��A

g� + g�(λr� + (�− λ)r�) ≤ λ(g� + g�(r�)) + (�− λ)(g� + g�(r�))

( �� g�+� g� + g�(r) N��; 3
������

(���� ���>�� m = n − � ���� ���I
 ).���� m�' ���Q��� m�'

gn(r) � · · · 7g�(r) �.�� m�' ( �� ���>�� I.� m = n ���� ���I
 ).����  ��j ���Q��� )/U

( ��� "��;�� L��- 3
� �� 7����� g�+� �4���;

F (r) =
n∑

j=�

gj(r) =
n−�∑
j=�

gj(r) + gn(r)

( �� g�+� �4��; I.� ∑n
j=� gj(r) ��A 7 �� g�+� �4��;

∑n−�
j=�

gj(r) N��; ��Q��� m�' �� ���; ��

( �� r l2U �� g�+� �4��; F (r) =
∑n

j=� wj |d(Aj ,X) − r| N��; 3
������

N��; ).����  ��j $�U

F (r) =
∑n

j=� wj |d(Aj ,X) − r|
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().2
���� �
* L��- �� �� |d(Aj ,X) − r| N��; l0=� 3
� L�<j� ���� ( �� �=� ���4=> �4��;

|d(Aj ,X) − r| =

⎧⎨
⎩ d(Aj ,X) − r d(Aj ,X) ≥ r,

r − d(Aj ,X) d(Aj ,X) < r.

()
��� j = �. · · · , n ��*� �� �� wj "���  <S� �� ���; ��

wj |d(Aj ,X) − r| =

⎧⎨
⎩ wj(d(Aj ,X) − r) d(Aj ,X) ≥ r,

wj(r − d(Aj ,X)) d(Aj ,X) < r.

� wj(d(Aj ,X) − r) 3
�� �� � � ( �� �� �� j ��� Q � d(Aj ,X) �� A 7 �� r l2U � � �4 �� ; F "�F

( �� �=� ���4=> �4��; F (r) N��; ��.�� �� (���2� r l2U�� �=� �4���; wj(r − d(Aj ,X))

�012� %U ����

minr F (r) =
∑n

j=� wj |d(Aj ,X) − r|

d��� 56� 7).��.� �� F ����+� P�Q� �����  �� �'�� ��A 7 �� r l2U �� ��.{�� H
 �4��; F "�F

().��  �k? 3..4; ���E  �� �� P�Q� ��*� �� �� F N��; D��

( ��� �
* L��- �� �� F (r) "��;�� J+(C) � J	(C) 7J−(C) ��� �?���� �� ���; ��

F (r) =
∑

j∈J−

wj(r − d(Aj ,X)) +
∑

j∈J+

wj(d(Aj ,X) − r)

3
������

F ′(r) =
∑

j∈J− wj − ∑
j∈J+

wj

5#

� =
∑

j∈J− wj − ∑
j∈J+

wj

��.�� ��
∑

j∈J− wj =
∑

j∈J+
wj

���� �����
 �� �
�� ��.!� R�4� �K
� L��<? �� (����� o�- ���.�  .-�� �� ��.!� R�4� 3
������

)A � 7���� ������ ��
�� %��� P�Q� "*� R���� �� �����F Mk��� ��
�� |��� P�Q� "*� R���� ��

()
��� �� �
*

'1���" !�; 5A ����� (IJX) �	
�� �,&B� M��) C(X, r) �;� '(a@b) :;7 
�
∑

j∈J−∪J

wj ≥ ∑

j∈J+
wj
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�
∑

j∈J+∪J

wj ≥ ∑

j∈J− wj

7"�D� ��E �� ��

|∑j∈J− wj − ∑
j∈J+

wj | ≤ ∑
j∈J


wj.

����� P�Q� *� �/
 *� �� ���� ���� ]^GX` �012� ���� ����.!� g��� �� )
�.
�� ��.�� X(X )A *�

]^GX` �012� ��.!� g���  2.� D*\ �0�  A�U �� �� ����� "��� �
* $�S� (���
�� �+,- ��

(��� ��<? ����� P�Q� *� �=Q� �� *�

�� � 52� � � �� A� = (−�,�) � A� = (�,�) �A� = (�,−	) �A� = (�,	) 9� � � 1;7 N�M�

��2� N�� � �� /6� ��!���" 5�T� %���� U�� (���&8� �V� �" w� = w� = � � w� = w� = ���

(""�; �,&�� !���" W&�� �� "�)�� 9��� �	4��

�� 
�� �� A 7� ���� ���� � P� Q � � 
� � � �  <2 � �� "*� ��� Q � 3 
� �� . � A� � A� P� Q � "�F (%U

A� �=Q � �� *� �! � ; �� ���� 
�� (� �� �� <? A� � A� �=Q � �� *� %>��U ��  �� ���� 
�� � � .! �

� � 4 
 ��� 
�� A� � A� 7A� P�Q � *� � � ���� 
�� � �  <2 � C�((�,�),	) ��4 
 ��� 
�� A� �

� � 4 
 ��� 
� � A� � A� 7A� P� Q � *� � � ���� 
�� � �  <2 � 3 . � F ) � � C�((−�/�,�),	/�)

��
* ( �� ��!� C�((�/�,�),	/�)

F (C�) = w�d�(C�) + w�d�(C�) = �+ � = �

�

F (C�) = w�d�(C�) = �/�

�

F (C�) = w�d�(C�) = �/�

�� 
�� �0 12� �� .! � g��� �� ). �� 
�� �� C� � C� 7C� � 
��� ��*� � � M�� N�� ; ���Q� �2
�Q� � �

( �� C�((�,�),	)

]^GX` �012� ���� ����.!� g��� �
E �� ����� n�=� $��� 3
� o�' $�S� � X(X )A �� ���; ��

 <S� ��� # o�' $��� �� � 
* �.h> ����K� �+,- �� ����� P�Q � *� �=Q � �� *� �� ���� ����

(�����

(�,��� ��.� "�)�� 9��� 2� ���� �" 2� �@��Y (IJX) �	
�� �,&B� M��) '(a@b) $;7 ��GF
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d��� ��� $���' �� �
��* B
�4; �JGX %/�

�.�� m�' ().
��� ����� �� � < r < ∞  A�U �
�� �!�; J(X )A � ^(X )A �� ���; �� H*�IJ 

� < r < ∞ �� C(X, r) ����� ��
�� H
 X(X )A �� ��� (���� ]^GX` �012� ��.!� g��� C ′(X, r′)

���Q� �� "E ��*� �� M�� N��; ���Q� � ���
�� �+,- �� ����� P�Q� *� �/
 *� %>��U ���� ����

As �=Q� *� C ��
�� ).���� m�' �012�  .0� *� "�� )� "��� ( �� ����� C ′ ��*� �� M�� N��;

�).���� ����� �� �
*  A�U �� (����� ��<?

��
�� �.�� m�' (t ∈ {�, · · · , n} 7X 	= At ��4
 7���<� �+,- �� ����� P�Q� *� �/
 X ]^

�� �� X ��4
 7C ′ ��
�� I��� $�U (��� ��<? As = (xs, ys) �����  ��j P�Q� *� �/
 *� �!�; C ′(X, r′)

�=Q� *� �K
�2�� H
 �� (���K� As �=Q� *� OQ' "��:�� ��'�
�..{; ��
�� �� �.�� �� ���� �����


( ��� �
* L��- �� �� "E "��;�� �  �� �
�# d��� M�� N��; X = (x, y)

f(X) =
∑

j∈J−

wj (ds(X) − dj(X)) +
∑

j∈J+

wj (dj(X) − ds(X)) ]XGX`

�


f(X) =
∑

j∈J−

wj[
√

(x − xs)� + (y − ys)� −
√

(x − xj)� + (y − yj)�] +

∑
j∈J+

wj[
√

(x − xj)� + (y − yj)� −
√

(x − xs)� + (y − ys)�]

�)
��� JGX %/� �� ���; ��

sin θj =
yj − y

dj(X)
]ZGX`

�

cos θj =
xj − x

dj(X)
]eGX`
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).����� �'�r *�

dj(X) =
√

(x − xj)� + (y − yj)�

(����� �<��+� �
* L��- �� y ��  <2� dj(X) N��; d���

∂dj(X)
∂y

=
�(y − yj)

�

√
(x − xj)� + (y − yj)�

=
y − yj

dj(X)

()
��� ]ZGX` �=��� *� ���,��� ��

∂dj(X)
∂y

= − sin θj

(����� �<��+� �
* L��- �� y ��  <2� ∂dj(X)
∂y N��; d���

∂�dj

∂y�
=

√
(x − xj)� + (y − yj)� − �(y−yj)�

�
√

(x−xj)�+(y−yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�

�


∂�dj

∂y�
=

(x−xj)
�+(y−yj)

�−(y−yj)
�√

(x−xj)�+(y−yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�
=

(x − xj)�

((x − xj)� + (y − yj)�)
√

(x − xj)� + (y − yj)�

()
��� ]eGX` �=��� *� ���,��� ��

∂�dj

∂y�
= cos� θj.

�

dj(X)

(����� �<��+� �
* L��- �� x ��  <2� dj(X) N��; d���

∂dj(X)
∂x

=
�(x − xj)

�

√
(x − xj)� + (y − yj)�

=
x − xj

dj(X)

()
��� ]eGX` �=��� *� ���,��� ��

∂dj(X)
∂x

= − cos θj

(����� �<��+� �
* L��- �� x ��  <2� ∂dj(X)
∂x N��; d���

∂�dj

∂x�
=

√
(x − xj)� + (y − yj)� − �(x−xj)�

�
√

(x−xj)�+(y−yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�
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�


∂�dj

∂x�
=

(x−xj)�+(y−yj)�−(x−xj)�√
(x−xj)�+(y−yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�
=

(y − yj)�

((x − xj)� + (y − yj)�)
√

(x − xj)� + (y − yj)�

5#

∂�dj

∂y�
=

(y − yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�
�√

(x − xj)� + (y − yj)�

()
��� ]ZGX` �=��� *� ���,��� ��

∂�dj

∂y�
= sin� θj.

�

dj(X)

(����� �<��+� �
* L��- �� x ��  <2� f(X) N��; d���

∂f

∂x
=

∑
j∈J−

wj [
�(x − xs)

�

√
(x − xs)� + (y − ys)�

− �(x − xj)

�

√
(x − xj)� + (y − yj)�

]+

∑
j∈J+

wj [
�(x − xj)

�

√
(x − xj)� + (y − yj)�

− �(x − xs)

�

√
(x − xs)� + (y − ys)�

]

(����� �<��+� �
* L��- �� x ��  <2� ∂f(X)
∂x N��; d���

∂�f

∂x�
=

∑
j∈J−

wj[

√
(x − xs)� + (y − ys)� − �(x−xs)�

�

√
(x−xs)�+(y−ys)�

(x − xs)� + (y − ys)�
−

√
(x − xj)� + (y − yj)� − �(x−xj)�

�

√
(x−xj)�+(y−yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�
] +

∑
j∈J+

wj [

√
(x − xj)� + (y − yj)� − �(x−xj)�

�

√
(x−xj)�+(y−yj)�

(x − xj)� + (y − yj)�
−

√
(x − xs)� + (y − ys)� − �(x−xs)�

�

√
(x−xs)�+(y−ys)�

(x − xs)� + (y − ys)�
]

�


∂�f

∂x�
=

∑
j∈J−

wj [
(y − ys)�

((x − xs)� + (y − ys)�)
√

(x − xs)� + (y − ys)�
−
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(y − yj)�

((x − xj)� + (y − yj)�)
√

(x − xj)� + (y − yj)�
] +

∑
j∈J+

wj [
(y − yj)�

((x − xj)� + (y − yj)�)
√

(x − xj)� + (y − yj)�
−

(y − ys)�

((x − xs)� + (y − ys)�)
√

(x − xs)� + (y − ys)�
]

5#

∂�f
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�
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�
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�

√
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�
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(x − xs)� + (y − ys)�
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j∈J−

wj [
cos� θs

ds(X)
− cos� θj

dj(X)
] +

∑
j∈J+

wj [
cos� θj

dj(X)
− cos� θs

ds(X)
]

()
*���#�� ∂�f
∂x�

+ ∂�f
∂y�
L��<? �<��+� �� $�U

∂�f

∂x�
+

∂�f

∂y�
=

∑
j∈J−

wj [
sin� θs

ds(X)
− sin� θj

dj(X)
] +

∑
j∈J+

wj[
sin� θj

dj(X)
− sin� θs

ds(X)
]+

∑
j∈J−

wj [
cos� θs

ds(X)
− cos� θj

dj(X)
] +

∑
j∈J+

wj [
cos� θj

dj(X)
− cos� θs

ds(X)
]



cZ .�$/
 !"�#$� %�� &��' �� (�"�� ������)
 0 ���

=
∑

j∈J−

wj [
sin� θs

ds(X)
− sin� θj

dj(X)
+

cos� θs

ds(X)
− cos� θj

dj(X)
]+

∑
j∈J+

wj [
sin� θj

dj(X)
− sin� θs

ds(X)
+

cos� θj

dj(X)
− cos� θs

ds(X)
]

��A 7sin� θ + cos� θ = � "�F

∂�f

∂x�
+

∂�f

∂y�
=

∑
j∈J−

wj [
�

ds(X)
− �

dj(X)
] +

∑
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��A
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��A
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�
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− �
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��A
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� �� (t ∈ {�, · · · , n} − {s} �� ���r �� X = At ��4
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 X ]@

( ��� �
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������ 7������� �
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f(X) = wt(ds(X) − dt(X)) +
∑

j∈J−− {t}
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wj(dj(X) − ds(X))

��
�� ���.��/� �012� "���∑
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��A 7wt > � "�F
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� 3
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y − � = − �− �
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������ ( �� A� �
 A� 7A� ��4
 7��
�� ��� P�Q� *� �/
 �; S� �=Q�

������ �<��+� �
* L��- �� �� 7������ ��
�� R�4� �����

r =

√
(�+

��

��
)� + (	− �)� ≈ 	/�

�).���� �<��+� �� A� � S� �=Q� 3.� �0-�' "����

d(S�, A�) =

√
(− ��

��
+ �)� + (�− �)� =

��

��
= �/�

"�F �'�r *� (���� ���> C((− ��

�	
,�),	/�) ��
�� %��� A� �=Q� 3
������ 7d(S�, A�) < r "�F

P�� ��A 7|�| < ���

|
∑

j∈J−

wj −
∑

j∈J+

wj| ≤
∑
j∈J


wj

C((− ��

�	
,�),	/�) �� 
�� ��*� � � M�� N�� ; ���Q� ( �� ��� >� � C((− ��

�	
,�),	/�) �� 
�� ��� �

��  �������

F (C) =
∑

j∈J−

wj(r − d(S�, Aj)) +
∑

j∈J+

wj(d(S�, Aj) − r) = �(	/�− �/�) = �/�
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P��

|
∑

j∈J−

wj −
∑

j∈J+

wj| ≤
∑
j∈J


wj

D��; ���� �� ����� P�� �
�� $�U ( �� ���>�� 7��,&�����? �� �>k; %+� �� �r�Q� �.0� ����

O� *� �=Q� H
 ���� OQ' �� P��  �� �'�� ��� 3
� ���� ().�� HF �� B&�����? ��� P�Q�

( �� ���>�� O� P�Q� %� ���� P�� ��
 "E ���� ���>�� �=Q� 3
� ���� P�� �
� ).�� "�+���

P�� ]I

|
∑

j∈J−

wj −
∑

j∈J+

wj| ≤
∑
j∈J


wj

HF 7)
��� [
�� � ]WGX` %/� �� ]^` ����� O� ��� # � � �� "E �� [S�, S�] O� ��� # ��� � ��

�*� ��;��<? ]^` O� ���# �
�!��� � �
����� P�Q� ).����� ().����

(�,
��

��
) (− ��

��
,�)

P�Q� *� �/
 �� 
�� I��� �
� 3
�� �� � � (��� ��� B�� B&�� ���? *� ��9� ]^` O� ��� # "�F

]^` O� ���# *� ���9A� ���=Q� (���.
�� ���> ��
�� ��� A� � A� P�Q� ��
 "E ���� ]^` O� ���#

��� �=Q� �� � ��
�� I��� 3���� �� $�U ().���� g�9��� ��
�� I��� "���? �� �� A = (−�, �

��
) kv S�

( �� R�4� ����� � A� �; I��� �0-�' ����� A� �; I��� �0-�' (���� �<��+� �� ��
�� R�4� "��;�� "E

�)
��� 3
������

r = d(A,A�) =

√
(−�− �)� + (

�

��
− 	)� ≈ 	

 �� �'�� ����� ���> C((−�, �

��
),	) ��
�� |��� �
 %��� ����� �>�� P�Q� �� 3
� 3�2��� ����

().�� �<��+� I��� �; �� P�Q� 3
� �0-�'

���  �� ����� A = (−�, �

��
) ��4
 I��� *� A� �=Q� �0-�'

d(A,A�) =

√
(−�− �)� + (

�

��
+ 	)� ≈ 	/�	

(��.
�� ���> ��
�� |��� A� �=Q� 3
������ 7������ R�4� *� ���.� �0-�' 3
� "�F
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���  �� ����� I��� *� A� �=Q� �0-�' 3.�F )�

d(A,A�) =

√
(−�− (−�))� + (

�

��
− �)� ≈ �

P�� $�U (���� ���> ��
�� %��� A� �=Q� 3
������ 7������ R�4� *� ���� �0-�' 3
� "�F

|
∑

j∈J−

wj −
∑

j∈J+

wj| ≤
∑
j∈J


wj

�� 
�� ��� � ����� P�� �� A | − ��| ≤ ��� "�F (). � ��� HF C((−�, �

��
),	) �� 
�� ��� � ��

(����� ��.!� I��� ���� �
��
���� �����;�� ]^` O� ���# P�Q� 3
������ ( �� ���>�� ���<���

�=��.y �I
� ������ $�� "��;�� C((−�, �

��
),	) ��
�� |��� � %��� P�Q� "��Y9�� ��

(���� %U �� �
*

min z = [���(
√

(x)� + (y + 	)� −
√

(x)� + (y − 	)�)−

(
√

(x + �)� + (y)� −
√

(x)� + (y − 	)�)]

s.t.

x = λ(�) + (�− λ)(− ��

�	
)

y = λ(��
��

) + (�− λ)(�)

� ≤ λ ≤ �

�

min z = [���(

√
(x)� + (y + 	)� −

√
(x)� + (y − 	)�)−

(
√

(x + �)� + (y)� −
√

(x)� + (y − 	)�)]

s.t.

x = − ��

�	
+ ��

�	
λ

y = ��

��
λ

� ≤ λ ≤ �

�)
��� 3
������

min z = [���(
√

(− ��

�	
+ ��

�	
λ)� + (��

��
λ + 	)� −

√
(− ��

�	
+ ��

�	
λ)� + (��

��
λ − 	)�)−

(
√

(− ��

�	
+ ��

�	
λ + �)� + (��

��
λ)� −

√
(− ��

�	
+ ��

�	
λ)� + (��

��
λ − 	)�)]

s.t.

� ≤ λ ≤ �
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�)
��� LINGO ��I'� D�� �� o�' �=��.y �I
� ������ $�� %U ��

λ = � x = − ��

�	
y = � r = �/�
 F (C) ≈ �/�

�� �� q
��� (���E  �� �� �� WGX %/� ��� O� ���# *� H
 �� ��.!� �=Q� "��;�� ����� ���� ��

(�.���� ������ ]^GX` $���

"E ��*� �� M�� N��; ���Q� � O� ���# �� ��.!� �=Q� �^GX $���
=� ���# ����� λ x y r M�� N��; ���Q�

� � �
��

��
�/�
 �
�/��

� �
��

�	
� 	/� �/�

� � � � 	 �

� �
��

�	
� 	/� �/�

	 � − ��

�	
� 	/� �/�

�� � � − ��

��
�/�
 �
�/��

�� � � � 	 �

P�� ]II

|
∑

j∈J−

wj −
∑

j∈J+

wj| ≤
∑
j∈J


wj

�� ]e` ����� O� ).� �� �� "E �  �� S� "E �
����� �=Q� �� B�� B&�����? *� �=� ).� ���� ��

S� = (�, ��
��

) ����� ]e` O� ).� R��� �=Q� ).����� ().���� HF 7)
��� [
��� ]WGX` %/�

P�Q� *� �/
 ��
�� I��� �
� 3
������ (������ B�� B&�� ���? *� ��9� ]e` O� ).� "�F ( ��

]e` O� ).� *� ���9A� ���=Q� (���.
�� ���> ��
�� ��� A� � A� P�Q� ��
 "E 7���� ]e` O� ).�

"E ��� �=Q� �� � ��
�� I��� 3���� �� $�U ().���� g�9��� ��
�� I��� "���? �� �� A = (�, �
�
) kv S�

( �� R�4� ����� � A� �; I��� �0-�' ����� A� �; I��� �0-�' (���� �<��+� �� ��
�� R�4� "��;��

�)
��� 3
������

r = d(A,A�) =

√
(�− �)� + (

�

�
− 	)� ≈ �/�

�; �� P�Q� 3
� �0-�'  �� �'�� ����� ���> ��
�� |��� �
 %��� ����� �>�� P�Q� �� 3
� 3�2��� ����

().�� �<��+� I���

���  �� ����� A = (�, �
�
) ��4
 I��� *� A� �=Q� �0-�'

d(A,A�) =

√
(�− �)� + (

�

�
+ 	)� ≈ �/
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(��.
�� ���> ��
�� |��� A� �=Q� 3
������ ������ R�4� *� ���.� �0-�' 3
� "�F

���  �� ����� I���*� A� �=Q� �0-�' 3.�F )�

d(A,A�) =

√
(�− (−�))� + (

�

�
− �)� ≈ 	/��

(���� ���> ��
�� |��� )� A� �=Q� 3
������ ������ R�4� *� ���.� I.� �0-�' 3
� "�F

P�� $�U

|
∑

j∈J−

wj −
∑

j∈J+

wj| ≤
∑
j∈J


wj

��
�� ���� ����� P�� ��A | − ���| ≤ ��� "�F ().���� HF C((�, �
�
),�/�) ��
�� ���� ��

(����� ��.!� I��� ���� �
��
���� �����;�� ]e` O� ).� P�Q� 3
������ ( �� ���>�� ���<���

�=��.y �I
� ������ $�� "��;�� C((�, �
�
),�/�) ��
�� |��� � %��� P�Q� "��Y9�� ��

(���� %U �� �
*

min z = [���(
√

(x)� + (y + 	)� −
√

(x)� + (y − 	)�)+

(
√

(x + �)� + (y)� −
√

(x)� + (y − 	)�)]

s.t.

x = λ(�) + (�− λ)(�)

y = λ(�
�
) + (�− λ)(��

��
)

� ≤ λ ≤ �

�

min z = [���(

√
(x)� + (y + 	)� −

√
(x)� + (y − 	)�)+

(
√

(x + �)� + (y)� −
√

(x)� + (y − 	)�)]

s.t.

x = λ

y = ��

��
+ �

�
λ

� ≤ λ ≤ �

)
��� 3
������
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min z = [���(
√

(λ)� + (��
��

+ �

�
λ + 	)� −

√
(λ)� + (��

��
+ �

�
λ − 	)�)+

(
√

(λ + �)� + (��
��

+ �

�
λ)� −

√
(λ)� + (��

��
+ �

�
λ − 	)�)]

s.t.

� ≤ λ ≤ �

�)
��� LINGO ��I'� D�� �� o�' �=��.y �I
� ������ $�� %U ��

λ = � x = � y = ��

��
r = �/�
 F (C) ≈ �
�/��

�� �� q
��� (���E  �� �� �� WGX %/� ��� O� ).� *� H
 �� ��.!� �=Q� "��;�� ����� ���� ��

(�.���� ������ ]@GX` $���

"E ��*� �� M�� N��; ���Q� � O� ).� �� ��.!� �=Q� �@GX $���
=� ).� ����� λ x y r M�� N��; ���Q�
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� 	/� �/�

� �
��

�	
� 	/� �/�
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�	
� 	/� �/�

�� � � − ��

��
�/�
 �
�/��

�� � � − ��

��
�/�
 �
�/��

�� � � − ��

��
�/�
 �
�/��

�� � − ��

�	
� 	/� �/��

�� � − ��

�	
� 	/� �/�

�	 � − ��

�	
� 	/� �/�

�� � �
��

��
�/�
 �
�/��

�
 � �
��

��
�/�
 �
�/��

( �� ��.!� ��
�� 7C((�,�),	) ��
�� �� ).��
���� �.�� $��� �� �� M�� N��; �
��Q� �2
�Q� ��
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lA�=� ()
*���#�� R���� 3
���� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� �4A�=� �� %&' 3
� ��

���� �
�� �v���; JGZ[9� lA�=� ( �� ��� ���E��
 aJb �� ���; �� @GZ � ^GZ ��� [9�

( �� ���� ���,��� �4��� u.� *� "E ���EN�� �� �

����� ��2

�i����  <S� "*� wj � ����� ����� �+,- �� j = �, · · · , n 7Aj = (aj , bj) �=Q� n ≥ � �.�� m�'

H2
� ���.��/� �012� �� (������ ��.��� I.�  ��j P�Q� 7�+,- �� ����� P�Q� (���� Aj �=Q� ��

3.� �0-�' ��*� R���� �� ��2> ��  �� C ����� H2
� H
 "�/� 3�'�
 M�� 7R���� 3
����

��4
 (���
 ��.�� �+,- �� ����� P�Q� � H2
� O.+�

min
x,y,r

F (C) =
n∑

j=�

wj dj(C). ]^GZ`

H2
� ��'�
�..{; 7H2
� 3
� (������ r R�4� � X = (x, y) I��� �� �/2
� C(X, r) "E �� ��

(����� B
�4; �
* L��- �� �  �� k D�� �� �i���� �U��

C(X, r) = {Y ∈ R� : k(Y − X) = r}.

� � 4 
 ( �� C H 2 
� O . + � � ; Aj � = Q � � 0 -� ' 3 
� � �� ;� � dj(C) 3 . � F ) �

dj(C) = d(C,Aj) = min
Y ∈ C

k(Aj − Y ).

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� ]^GZ` �012� 3
������

min
x,y,r

F (X, r) =
n∑

j=�

wjd(C,Aj). ]@GZ`

(����� B
�4; I.� �
* L��- �� Aj �=Q� � C(X, r)H2
� 3.� �0-�'

d(C,Aj) = |k(X − Aj) − r|.

( ��� I.� �
* L��- �� "��;�� �� ]^GZ` �012� ��A

min
x,y,r

F (X, r) =
n∑

j=�

wj|k(X − Aj) − r|. ]JGZ`

).����� �'�r *�
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|k(X − Aj) − r| =

⎧⎨
⎩ k(X − Aj) − r k(X − Aj) ≥ r,

r − k(X − Aj) k(X − Aj) < r.

B
��4; *� ���,��� ��

J+(C) = {j : k(X − Aj) > r}

J	(C) = {j : k(X − Aj) = r}

J−(C) = {j : k(X − Aj) < r}

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� ]JGZ` �012�

min
x,y,r

F (X, r) =
∑

j∈J+

wj(k(X − Aj) − r) +
∑

j∈J−

wj(r − k(X − Aj)).

(���� ����" /.S� N�D� ���� HIJ]L �	
�� �,&B� M��) '(aJb) $;: 
�

C	(X	,�) � � �� � � ,- R� 4 � � � �/2 
� ]^GZ` � 0 1 2 � � � . ! � g�� � � . � � m� ' H*� I J 

�� A (X	 	= A� � � ��� r � � ���� �� �� A� � � �� �  �� j � = Q � H 
 5 # 7n ≥ � "� F (� �� �

��  �� ����� C	H2
� ��*� �� M�� N��; ���Q� ��.�� �� (d�(C	) = k(X	 − A�) > �

F (C	) =
n∑

j=�

wjdj(C	) =
n∑

j=�

wj k(X − Aj) > �

B
�4; �� (���K� A� � X	 �=Q� �� �� *� �� �
�.K��p��� �����
 �� �� C�(X, r)H2
� $�U

X = �

�
(X	 + A�) , r = �

�
k(X	 − A�)

)
���

k(X − A�) = k(X
+A�

�
− A�) = k(X
−A�

�
) = r

�

k(X − X	) = k(X
+A�

�
− X	) = k(A�−X


�
) = r

�� A 7 �� C�H2
� ��� X	 �=Q � "�F (� ���� ��� > C� H2
� ��� A� � X	 P�Q � 3 
�� �� � �

��4
 X	 � ; Aj �=Q� �0-�' ����� � 
 7dj(C�) ��4
 C�H2
� � Aj �=Q� 3.� �0-�' 3
����;��
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�K
� L��<? �� ( �� ���� "E *� �
 �  �� dj(C	)

dj(C�) ≤ dj(C	) j = �, · · · , n.

)
��� A� �=Q� ���� �'�r *�

d�(C	) = k(X	 − A�) > � , d�(C�) = �

��A

d�(C�) < d�(C	)

)
��� �� j D��; ��*� �� �� wj "���  <S� �� ���; ��

F (C�) =
n∑

j=�

wjdj(C�) <
n∑

j=�

wjdj(C	) = F (C	)

� (���� ]^GZ` �012� ��.!� g��� ����;��� C	H2
� 5#

R �� � 3��4 % ���" (� , �� � !� � !"�" � � G4 �" X � A � � � � �" � & , � =� � '(aJb) );: 
�

(/6� r \�Y �� ��# ���D�@ � M��� �D��� d(C,A) = |k(X − A) − r|

3
� ���� ( �� r l2U �� g�+� �4��; d(C,A) = |k(X − A) − r| ).���� "��� ����� H*�IJ 

().��  ��j �
�� ��p��

|k(X − A) − (λr� + (�− λ)r�)| ≤ λ|k(X − A) − r�| + (�− λ)|k(X − A) − r�|

(λ ∈ [�,�] "E �� ��

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� k(X − A) "�F

k(X − A) = λk(X − A) + (�− λ)k(X − A)

5#

|k(X − A) − λr� − (�− λ)r�| = |λk(X − A) + (�− λ)k(X − A) − λr� − (�− λ)r�|

�


|k(X − A) − λr� − (�− λ)r�| = |λ(k(X − A) − r�) + (�− λ)(k(X − A) − r�)|

"�F

|λ(k(X−A)−r�)+(�−λ)(k(X−A)−r�)| ≤ |λ(k(X−A)−r�)|+ |(�−λ)(k(X−A)−r�)|
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)
��� �− λ � λ "���  <S� �� ���; ��

|k(X − A) − λr� − (�− λ)r�| ≤ λ|k(X − A) − r�| + (�− λ)|k(X − A) − r�|

( �� r l2U�� g�+� �4��; d(C,A) = |k(X − A) − r| N��; ��.�� ��

( �� r l2U �� �=� ���4=> �4��; d(C,A) = |k(X − A) − r| N��; ).���� "��� "����

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� d(C,A) N��; ).����� �� ��r "���

d(C,A) =

⎧⎨
⎩ k(X − A) − r k(X − A) ≥ r,

r − k(X − A) k(X − A) < r.

� k(X − A) − r ��.�� �� ( �� ����j ���Q� I.� k(X − A) ��A 7���2� ����j ���?� A � X "�F

r l2U �� �=� ���4=> �4��; d(C,A) 3
������ (���2� r l2U �� �=� �4���; r − k(X − A)

� ( ��

�̂D_�� �D��� d(C,A) = |k(X −A)− r| !�; 5A ����� C *��" `��# A ���� �;� '(aJb) 1;: 
�

d(C,A) = |k(X −A)− r| R��� !�; 5A ����� C *��" �#�" A ���� �;� (/6� X \�Y �� M���

(/6� X \�Y �� �D�� �̂D_�� �D���

L��- �� d(C,A) = |k(X − A) − r| N��; 3���� �� H*�IJ 

d(C,A) =

⎧⎨
⎩ k(X − A) − r k(X − A) ≥ r,

r − k(X − A) k(X − A) < r.

3
� ���� ( �� X l2U�� g�+� �v4	�� �4��; k(X − A) ).��  ��j  �� �'�� �!�; 7)A L�<j� ����

().�� "��� �
�� ��p��

k((λX� + (�− λ)X�) − A) ≤ λk(X� − A) + (�− λ)k(X� − A)

(λ ∈ [�,�] "E �� ��

L��- �� A 3���� ��

A = λA + (�− λ)A

)
���

k((λX� + (�− λ)X�) − (λA + (�− λ)A)) = k(λ(X� − A) + (�− λ)(X� − A))

)
��� (�− λ) � λ "���  <S� � D�� N���; ���� �0S� ���2��� ����>�� �� ���; ��
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k(λ(X� − A) + (�− λ)(X� − A)) ≤ λk(X� − A) + (�− λ)k(X� − A)

3
������

k((λX� + (�− λ)X�) − A) ≤ λk(X� − A) + (�− λ)k(X� − A)

( �� X l2U�� g�+� �v4	�� �4��; k(X − A)5#

�v4	�� �4��; k(X − A) − r )
�.
�� ��.�� k(X − A) N��; "��� g�+� �v4	�� �� ���; ��

� (����� %��� L�<j� 3
������ ( �� �4Q� �v4	�� �4��; r − k(X − A) � g�+�

9��� 2� �T� 2� �@��Y �� ���E �� "��" "�)� HIJ]L �	
�� ���� �,&B� M��) *� '(aJb) 4;: 
�

(�,��� ��.� ��G4 �" "�)��

P�Q� *� H
 u.� *� �� ���� C(X, r) ����� �/2
� ]^GZ` �012� ��.!� g��� �.�� m�' H*�IJ 

]JGZ` ��.{�� �� �012� 7X ��4
 C H2
� I��� 3�'�
�p���  ��j �� (���
��� �+,- �� �����

(����� %
�<; �
* ��.{�� H; �012� ��

min
r

F (r) =
n∑

j=�

wj|k(X − Aj) − r|

����� P�Q� *� �/
 *� %>��U 7C∗ ��'�
�..{; H2
� �� �.�� �..{; �����
 �� �� C H2
� R�4� $�U

��.!� g��� ����;��� C H2
� 5# (F (C∗) < F (C) L��- 3
��� (���K� Aj∗ ����� �+,- ��

� (���� ]^GZ` �012�

R�4� "���E  �� �� ���� (����� o�- ���.�  .-�� �� ��.!� R�4� ).���� "��� "����

().�� %U �� �
* �012� �
�� ��4
 ()
�.K��p���  ��j �� H2
� I��� �
�� ��.!�

min
r

F (r) =
∑

j∈J−

wj(r − k(X − Aj)) +
∑

j∈J+

wj(k(X − Aj) − r)

��.# �� F ����+� P�Q� �����  �� �'�� o�' �012� %U ���� ��A 7 �� ��.{�� H
 F (r) N��; "�F

��4
 ().
���  �k? 3..4; ���E  �� �� P�Q� ��*� �� �� "E D�� d��� 56� 7����

F ′(r) =
∑

j∈J− wj − ∑
j∈J+

wj

5#

� =
∑

j∈J− wj − ∑
j∈J+

wj

��.�� ��
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∑
j∈J− wj =

∑
j∈J+

wj

���� �����
 �� �
�� ��.!� R�4� �K
� L��<? �� (����� o�- ���.�  .-�� �� ��.!� R�4� 3
������

������ H2
� %��� �� P�Q� "*� R���� �� �����F Mk��� H2
� |��� P�Q� "*� R���� ��

()
��� �� �
* )A ��4
 (����

J+(C) � J	(C) �J−(C) � ���� HIJ]L �	
�� �,&B� M��) C *��" �&,� =�� '(aJb) 7;: 
�

(1���" 3��4 %���" (�,��� C *��" �� �+�,�� ��� P���� ���� �
∑

j∈J
∪J− wj ≥
∑

j∈J+
wj

�
∑

j∈J
∪J+
wj ≥

∑
j∈J− wj

7"�D� ��E �� ��

|∑j∈J− wj − ∑
j∈J+

wj | ≤ ∑
j∈J


wj

�&!'� )*� 	� 4�*"� ?!"#� ,�*-"& <��1 ��	
�	�� �'5�� 
9 ��2

��4
 ( �� ���0� D�� H
 k ).���� m�' [9� 3
� ��

k(X) = min {
r∑

g=�

|βg| : X =
r∑

g=�

βgbg}

(���2� k ���0� D�� �0-� ���  !� g = �, · · · , r ��*� �� 7�� bg "E �� ��

�� � A �=Q� O��; ��� %./�; P��9� ��� 7 ��  ��j �=Q� H
 A �� k(A − X) �.�� ���;

( �� �=� 7����� �0-�  !�

"�2/
 Aj � Ai �����  ��j P�Q� *�  ,� H
 *� �� "E �0-�' �� �r�Q� �?���� � $;: <���.

(���
�� B
�4; �
* L��- �� �� ��
�
 �<O3����� ��  ��

Bij = {X : k(X − Ai) = k(X − Aj)}.

���� ).2Q; �
* ���� �� �� "��;�� �� �� B&�����?

*� �/
 �*��� 7[Ai, Aj ] ��4
 ����� %&�� )� �� �� Aj � Ai �=Q� �� �� �=� ���# �
� ]^

( �� �=� ���4=> ��+�� Bij ��
 "E 7���<� k D�� �U�� H2
� ��� $�


Bisector�
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3�!�� D�� ��� B&�����? �^GZ %/�

*� �/
 �*��� 7[Ai, Aj ] ��4
 ����� %&�� )� �� �� Aj � Ai �=Q� �� �� �=� ���# �
� ]@

"��Q�� �.U���
* �� ��  �� �=� ���4=> ��+�� Bij ��
 "E 7���� k D�� �U�� H2
� ��� $�


(����� %-� )� �� �� k D�� ����� �0-� ���  !� O��; ��� %./�;

[Ai, Aj ] ]BA�` %/� �� (����� "��� �� 3�!�� D�� ��� B&�����? *� �
�� ����� ]^GZ` %/�

�*��� [Ai, Aj ] ]g` %/� �� �� �A�U �� 7 2.� 3�!�� D�� �U�� H2
� ��� $�
 *� �/
 �*���

( �� 3�!�� D�� �U�� H2
� ��� $�
 *� �/


D��; � �+,- �� ����� P�Q� ��� ��*� �� �0-� ���  !� D��; )�� *� %-�U %/� � );: <���.

(����� ��.��� ��0I@ 7j = i + �, · · · , n � i = �, · · · , n − � ��*� �� Bij ����� �
�� B&�����?

%��� P�Q� (������ [
��� Q �� � ��
�
 �N��	 �� �/<� P�=� O��; ��� %./�; HF�� �U���

(������ [
��� int(Q) �� �� Q $�0�

X ∈ int(Q) � ;� (��� � HIJ]L � 	 
�� � , &B � M��) C(X, r∗(X)) �& , � =�� '(aJb) :;: 
�

("�Z;�� Aj∗ �,��� �"�����>�,� /��a ���� 2� C *��" !�; 5A

�=Q� H
 X (���� ]^GZ` �012� ��.!� g��� X ∈ int(Q) �� C(X, r∗(X)) �.�� m�' H*�IJ 

X ��A 7 �� 3/���.y $�0� B
�4; d<r $�0� H
 %��� *� B&�����? ��<? �  �� Q $�0� %���

����� P�Q� *� �=Q� �� *� ����;��� C(X, r∗(X))H2
� 3
������ (����� ���> �,&�����? u.� ���

Grid�

Cell�
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3
������ (���
��  ��j P�Q� *� �/
 *� �S���U C(X, r∗(X))H2
� ��.�� �� (���K� �+,- ��

� (���
�� Aj∗ ����� ���'���&+��  ��j �=Q� *� ����� H2
�

(/6� X \�Y �� ��# �D��� X ∈ Q �� ���� F (X, r∗) U�� R��� '(aJb) B;: 
�

(��� � ]^GZ` �0 12� � � .! � g��� X ∈ int(Q) �� C(X, r∗(X)) H2
� �. � � m�' H*� I J 

(���
�� Aj∗ �� ��� �+,- �� ����� P�Q � *� �/
 *� �!� ; C H2
� Z(Z )A d<r L��-3
���

3
������

r∗(X) = k(X − Aj∗)

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� C ��*� �� M�� N��; 5#

F (X, r∗) =
∑

j∈J−

wj(k(X − Aj∗) − k(X − Aj)) +
∑

j∈J+

wj(k(X − Aj) − k(X − Aj∗))

�� �0�� �� ��A 7 �� 3/���.y $�0� B
�4; d<r $�0� H
 %��� *� �0-�  !� ��<? "�F

3
������ 7 �� �=� Lk�� R���� F (X, r∗) ��.�� �� ( �� X l2U �� �=� \�� ��� R����

( �� �=� �4��; X ∈ int(Q) �� ���� F (X, r∗)

)
��� ��A 7 �� X l2U �� �=� �4��; X ∈ int(Q) �� ���� F (X, r∗) N��; "�F

∀ X,Y ∈ int(Q) F (αX + Y, r∗) = αF (X, r∗) + F (Y, r∗)

� � ( �� X l2U � � �=� �4 �� ; X ∈ int(Q) � � ��� � F (X, r∗) N �� ; ) . � ���  �� j "� � ��

� � �� � � 
� � � A� < �� L��- 3
��� X,Y ∈ int(Q) � . � � m�' (��� ��� int(Q) ��� �2 � int(Q)

�� ���r �� ����� ���� Xn, Yn ∈ int(Q)

Xn → X , Yn → Y

��A 7 �� X l2U �� �=� �4��; X ∈ int(Q) �� ���� F (X, r∗) N��; "�F

F (αXn + Yn, r∗) = αF (Xn, r∗) + F (Yn, r∗)

5#

lim
n−→∞F (αXn + Yn, r∗) = lim

n−→∞αF (Xn, r∗) + lim
n−→∞F (Yn, r∗)

��.�� ��
�� A ⊆ M ���
�� '�%� A $�G :	H
 ���
�� 	� A ���
�� )	
#�� ����� A ��
	� $����
�� �	#I� "Closure�

,� �p ,� ��� $��5H
 J�	� �p (��� �� ,	� $�- �+ �� �/��� �� ����- A $�G $�5H
 �� �� p ∈ M �5H
 '����C� �E
 ��
'��	� A ���
��
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F (αX + Y, r∗) = αF (X, r∗) + F (Y, r∗)

�� ( �� X l2U �� �=� �4��; X ∈ int(Q) �� � X ∈ int(Q) �� ���� F (X, r∗) N��; 3
������

� ( �� X l2U �� �=� �4��; X ∈ Q �� ���� F (X, r∗) ��.��

*� �����; ���� 5A O��� �� "��" "�)� HIJ]L �	
�� ���� �,&B� M��) *� '(aJb) $;: ��GF

(/6� Q �,��� 7�	6

������� ���� �Q<r �
* ���� ��!F �� 7"��E ���� �� *�r �� ���; �� �/<� H
 �����
 P�Q�

(�0-�  !� �� �>k; %+� �$�� R��

(Bij ����� B&�����? H
 � �0-�  !� H
 �>k; %+� �D�� R��

(Bjk � Bik 7 Bij ����� B&�� ���? �� �>k; %+� �D�� R��

Bkl � Bij ����� B&�� ���? �� �>k; %+� �D��!F R��

����� P�Q� ).���� m�' ��p�� 3
� ���� ()
*���#�� �/<� �����
 P�Q� ���.� ����� �� $�U

� �� ���>�� �
* O
��� �� ���r �� ����� ���> �0� ���  .4>�� ��

����� P�Q� *� �� ���2� �/<� *� �r�=� �!� ;  �� j P�Q� *� �����
 �0-� ���  !� ]^

(����
��

(���2� �/<� *� O� �� �>k; %+� �vQ.>� D��!F � D�� 7$�� R�� *� �����
 P�Q� ]@

( �� �/<� *� O� �� �>k; %+� �vQ.>� D�� R�� *� �����
 �=Q� �� ]J

�� �
���� ��� ��
�� � ������ g�2+� $�� R�� ǱI� �+,- �� ����� P�Q� o�' O
���  +;

(���
�� ����� �=Q� �� �
 @7^ *� �vQ.>� 7�/<� �����
 P�Q� *� �/
  
I���

().�� 3..4; �� ��.!� H2
� �����
���� �� ������ �� �� �� "�/�� 3
� �
* ��� )A

��������� �������� �/6� ��G4 �" "�)�� 9��� 2� �T� As �� C(As, r
∗) *��" '(aJb) D;: 
�

(���� �,&B� *��" ����

L��- 3
��� (�
�.K��p��� �� As �=Q� *� �����
 �0-� ���  !� M�U *� %-�U �/<� H*�IJ 

�� M�� N��; 3
������ (As ∈ int(Q) ��4
 7 �� Q ����� $�0� H
 ���� ����� ���=Q� As �=Q�

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� C(X, r∗)H2
� ��*�

F (X, r∗) = wsds(X, r∗) +
∑
j 	=s

wjdj(X, r∗)
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B
�4; ��

Fs(X, r∗) =
∑
j 	=s

wjdj(X, r∗)

)
���

F (X, r∗) = wsds(X, r∗) + Fs(X, r∗).

HF�� �'�� �*���� �� �
�� δ R�4� 7 �� �=� As *� �K
�2��GδH
 %��� �� Fs(X, r∗) N��;

�4Q� �v�.�� As �K
�2�� �� ds(X, r∗) N��; (��.
 ���> Q $�0� %��� kv ��� ����� �K
�2�� �� ����

C(As, r
∗) e(Z )A d<r 3
������ ( �� �4Q� �v�.�� As �K
�2�� �� I.� F (X, r∗) N��; ��.�� �� ( ��

� (���� ��.!� g��� ����;���

(���.� b��a ����� Xc !�c� �� � ���� 7�� N�� 2� �����; ���� Xc �&,� =�� '(aJb) P;: 
�

C(Xc, r
∗) *��" �#�" �Xc ���� �" RE���� �	4� ��� /B) �� �+�,�� 9��� 2� �T� �@��Y �;�

(���� �,&B� *��" ���� ��������� �������� C(Xc, r
∗) *��" !�; 5A �"�&; ���@

�0-�  !� �� �� �i����  ��j P�Q� A� � A� �.�� m�' �012�  .0� *� "�� )� "��� H*�IJ 

[
��� l� � l� �� l.;�; �� �� A� � A� P�Q� *� �����
 �0-�  !� (��4r�Q�� Xc �=Q� �� �� �����

H2
� ).���� "��� (���� ����� ���> C(Xc, r
∗)H2
� %��� A� �=Q� �.�� m�' ().����

�=Q� �K
� Xc �=Q� 7l� �0-�  !� M�U �� (���� ��.!� H2
� ���� �
��
���� ����;��� �����

Xc ��4
 (���� ���> Q ����� $�0� H
 $�
 ��� ��  �� ���=Q� �/0� 7 2.� $�0� H
 �����


�� M�� N��; ( �� Q $�0� �����
 �=Q� �� 3.� � A� �=Q� *� �����
 �0-�  !� ��� ���=Q�

( ��� �
* L��- �� "��;�� �� C H2
� ��*�

F (Xc, r
∗) = w�d�(Xc, r

∗) +
∑
j 	=�

wjdj(Xc, r
∗)

B
�4; ��

F�(Xc, r
∗) =

∑
j 	=�

wjdj(Xc, r
∗)

)
���

F (Xc, r
∗) = w�d�(Xc, r

∗) + F�(Xc, r
∗).

� � � 7� � �2 . � � ������ l� O� $�r �� Xc � A� P�Q � � ���� ��� > C H2
� %��� A� �=Q � "�F

w� "�� �  < S � � � ��� ; � � ( �� � 4 Q � �v� . �� �4 �� ; l� O� $�r �� d�(Xc, r
∗) N �� ; J(Z ) A � �

e(Z )A �� ��� ��A Xc ∈ Q "�F �'�r *� ( �� �4Q� �v�.�� l� O� $�r �� I.� w�d�(Xc, r
∗) N��;
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"E ��� Xc �� Q $�0� *� �A�
 "E ��� F (Xc, r
∗) N��; ��.�� �� ( �� �=� �4��; F�(Xc, r

∗)

�4��; �
�� F (Xc, r
∗) e(Z )A d<r Xc ∈ Q "�F �� �;��-�� ( �� �4Q� �v�.�� �4��; 7���� ���>
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∗) *��" � ���� $�6 N�� 2� �����; ���� Xc �� �,T�

(���� �,&B� *��" ���� ��������� �������� C(Xc, r
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∑
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l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/	,−�/��) = |�/	| + | − �/��| = �/	�
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��  �� ����� C((−�/�,−�/��),�/��)H2
� ��*� �� M�� N��; ���Q�

F (C) =
�∑

i=�

wi|l�(X − Ai) − r| = �/�|�/�− �/��| + �|�/	�− �/��| = �/���

� � 4 
 7B�� B& � ��� � ? � � A� � = Q � � � �� � ?  ! � � >k ; % + � H 2 
� I �� � � 
� ]�

H2
� R�4� ��A 7���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� "�F (���� X = (−�/�,−�/���)

��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' �����

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/	,�/���) = | − �/	| + |�/���| = �/���

()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� � A� P�Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/	,−�/���) = | − �/	| + | − �/���| = �/���

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�,−�/���) = |�| + | − �/���| = �/���

H2
� ^^(Z )A d<r 3
������ (��.
�� ���> C H2
� %��� A� �=Q� 5# 7l�(X,A�) < r "�F

(���� ��.!� H2
� ���� �
��
���� ����;��� C((−�/�,−�/���),�/���)

� � 4 
 7B�� B& � ��� � ? � � A� � = Q � � � �� � ?  ! � � >k ; % + � H 2 
� I �� � � 
� ]�

R�4� ��A 7���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� �=Q� "�F (���� X = (−�/�,−�/��)

��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' ����� H2
�

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/	,−�/��) = | − �/	| + | − �/��| = �/��

()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� � A� P�Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/�,�/��) = | − �/�| + |�/��| = �/��

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�,−�/��) = |�| + | − �/��| = �/��

H2
� ^^(Z )A d<r ��.�� �� (��.
�� ���> C H2
� %��� A� �=Q� 5# 7l�(X,A�) < r "�F

(���� ��.!� H2
� ���� �
��
���� ����;��� C((−�/�,−�/��),�/��)

� � 4 
 7B�� B& � ��� � ? � � A� � = Q � � � � Q '�  ! � � >k ; % + � H 2 
� I �� � � 
� ]*

H2
� R�4� ��A 7���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� "�F (���� X = (−�/��,�/��)

��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' �����

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�/��) = | − �/��| + |�/��| = �/
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��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� � A� P�Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�) = | − �/��|+ |�| = �/��

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/��,�/��) = |�/��| + |�/��| = �/


H 2 
� % ��� � �� l . ;� ; � � A� � A� P� Q � 5 # l�(X,A�) < r � l�(X,A�) = r "� F

�
��
���� ����;��� ����� H2
� ^^(Z )A �� ��� 3
������ (���.
�� ���> C((−�/��,�/��),�/
)

(���� ��.!� H2
� ����

� � 4 
 7B�� B& � ��� � ? � � A� � = Q � � � � Q '�  ! � � >k ; % + � H 2 
� I �� � � 
� ]n

����� H2
� R�4� ��A 7���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� "�F (���� X = (−�/��,�)

��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�'

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�/�) = | − �/��|+ |�/�| = �/��

()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� �=Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/��,�) = |�/��| + |�| = �/��

"E %��� � ��.
�� ���> C((−�/��,�),�/��)H2
� ��� A� �=Q� 5# 7l�(X,A�) = r "�F

(���� ��.!� H2
� ���� �
��
���� ����;�� ����� H2
� ��A 7�������

().����� I.� A� A� P�Q� *� I��� �0-�' �<��+� ���*�.� 7M�� N��; ���Q� "���E  �� �� ����

3
������

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,−�/��) = | − �/��|+ | − �/��| = �/�

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�/�) = | − �/��|+ |�/�| = �/	�

��  �� ����� C((−�/��,�),�/��)H2
� ��*� �� M�� N��; ���Q�

F (C) =
�∑

i=�

wi|l�(X − Ai) − r| = �/�|�/�− �/��| + �|�/	�− �/��| = �/���

� � 4 
 7B�� B& � ��� � ? � � A� � = Q � � � � Q '�  ! � � >k ; % + � H2 
� I �� � � 
� ]L

R�4� ��A 7���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� �=Q� "�F (���� X = (−�/��,−�/�)

��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' ����� H2
�

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�) = | − �/��| + |�| = �/��
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()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� �=Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/��,−�/�) = |�/��| + | − �/�| = �/��

A� 3
������ (���.
�� ���> C H2
� ��� A� � A� P�Q� 5# l�(X,A�) = l�(X,A�) = r "�F

H2
� ���� �
��
���� ����;�� C H2
� ��A 7������� C((−�/��,−�/�),�/��)H2
� %���

(���� ��.!�

().����� I.� A� A� P�Q� *� I��� �0-�' �<��+� ���*�.� 7M�� N��; ���Q� "���E  �� �� ����

3
������

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,−�/��) = | − �/��|+ | − �/��| = �/�

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�/	) = | − �/��|+ |�/	| = �/	�

��  �� ����� C((−�/��,−�/�),�/��)H2
� ��*� �� M�� N��; ���Q�

F (C) =
�∑

i=�

wi|l�(X − Ai) − r| = �/�|�/�− �/��| + �|�/	�− �/��| = �/���

� � 4 
 7B�� B& � ��� � ? � � A� � = Q � � � � Q '�  ! � � >k ; % + � H2 
� I �� � � 
� ]�

R�4� ��A (���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� �=Q� "�F (���� X = (−�/��,−�/�)

��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' ����� H2
�

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,−�/	) = | − �/��| + | − �/	| = �/��

()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� � A� P�Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�) = | − �/��|+ |�| = �/��

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/��,−�/�) = |�/��| + | − �/�| = �/��

)A d<r ��A 7��.
�� ���> C((−�/��,−�/�),�/��)H2
� %��� A�5# 7l�(X,A�) < r "�F

(���� ��.!� H2
� ���� �
��
���� ����;��� ����� H2
� ^^(Z

Bik � Bij ����� B&�����? �� �>k; %+� ]J

� � 4 
 7B�� � B�� B & � ��� � ? �� � >k ; % + � H 2 
� I �� � � 
� ]B A�

7� �� � � � ��� ��� > � � . ! � H 2 
� ��� � 
� � A� "� F (� �� � X = (−�/	��,−�/���)
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��4
 ( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' ����� H2
� R�4� ��A

r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/���,�/���) = | − �/���|+ |�/���| = �/��

()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� � A� P�Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/���,−�/���) = | − �/���|+ | − �/���| = �/��

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/���,−�/���) = |�/���| + | − �/���| = �/��

H2
� ��� A� � A� 7A� �= Q � � � � � 5 # l�(X,A�) = l�(X,A�) = l�(X,A�) = r "�F

���� �
��
���� ����;�� ����� H2
� ��.�� �� (���.
�� ���> C((−�/	��,−�/���),�/��)

(���� ��.!� H2
�

().����� I.� A� �=Q� *� I��� �0-�' �<��+� ���*�.� 7M�� N��; ���Q� "���E  �� �� ����

3
������

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/	��,�/���) = | − �/	��|+ |�/���| = �/	�

��  �� ����� C((−�/	��,−�/���),�/��)H2
� ��*� �� M�� N��; ���Q�

F (C) =
�∑

i=�

wi|l�(X − Ai) − r| = � |�/	�− �/��| = �/�

(���� X = (−�/��,−�/��) ��4
 7B�� � B�� B&�����? �� �>k; %+� H2
� I��� �
� ]g

( �� A� �=Q� *� I��� �0-�' ����� H2
� R�4� ��A 7���� ����� ���> ��.!� H2
� ��� �
�� A� "�F

��4


r = l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,−�/��) = | − �/��| + | − �/��| = �/�

()
��E��  �� �� �
* L��- �� �� A� � A� P�Q� *� I��� �0-�' $�U

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,�/��) = | − �/��| + |�/��| = �/�

�

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(�/��,−�/��) = |�/��|+ | − �/��| = �/�

H2
� ��� A� � A� 7A� �= Q � � � � � 5 # l�(X,A�) = l�(X,A�) = l�(X,A�) = r "�F

H2
� ���� �
��
���� ����;�� ����� H2
� ��.�� �� (���.
�� ���> C((−�/��,−�/��),�/�)

(���� ��.!�



^Je ����� ��� �� (��$� .�$/
 !"�#$� 12"� ������)
 3 ���

().����� I.� A� �=Q� *� I��� �0-�' �<��+� ���*�.� 7M�� N��; ���Q� "���E  �� �� ����

3
������

l�(X,A�) = l�(X − A�) = l�(−�/��,−�/�) = | − �/��|+ | − �/�| = �/
�

��  �� ����� C((−�/��,−�/��),�/�)H2
� ��*� �� M�� N��; ���Q�

F (C) =
�∑

i=�

wi|l�(X − Ai) − r| = �/� |�/
�− �/�| = �/���

H2
� C((�,�),�)H2
� �� ).���� ������ 7���E  �� �� ��� M�� N��; ���Q� �2
�Q� ��

(������ ��.!�

?!"#� ,�*-"& <��1 ��	
�	�� (�*� (=�� ��	�*� >�� ��2

(����� $�� �
* L��- �� ���0� D�� � R���� 3
���� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� ).�����

minx,y,r
∑n

j=�wjdj(C) =
∑n

j=�wj |k(X − Aj) − r|

( �� ���0� D�� H
 k "E �� ��

��� D�� ���� R���� 3
���� H2
� ���.��/� �012� ���� �I
� ������ $�� H
 [9� 3
� ��

().���� �8��� B�.<F � 3�!�� C�� L\�U �� � ���0�

����� ��� ����(

( �� �
* ���> �� 3�!�� D�� �� ����� R���� 3
���� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

minx,y,r
∑n

j=�wj | ‖X − Aj‖� − r | =
∑n

j=� wj ||x − aj | + |y − bj | − r|.

B
�4; ��

u+
j =

⎧⎨
⎩ x − aj x ≥ aj ,

� o.w.

�

u−
j =

⎧⎨
⎩ aj − x x < aj ,

� o.w.
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�

v+
j =

⎧⎨
⎩ y − bj y ≥ bj,

� o.w.

�

v−j =

⎧⎨
⎩ bj − y y < bj,

� o.w.

)
���

x − aj = u+
j − u−

j , y − bj = v+
j − v−j

�

|x − aj | = u+
j + u−

j , |y − bj| = v+
j + v−j .

(�� ����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min
∑n

j=�wj |u+
j + u−

j + v+
j + v−j − r|

s.t.

x − u+
j + u−

j = aj j = �, · · · , n,

y − v+
j + v−j = bj j = �, · · · , n,

u+
j u−

j = � j = �, · · · , n,

v+
j v−j = � j = �, · · · , n,

u+
j , u−

j , v+
j , v−j , r ≥ � j = �, · · · , n.

B
�4; �� 3.�F )�

z+
j =

⎧⎨
⎩ u+

j + u−
j + v+

j + v−j − r u+
j + u−

j + v+
j + v−j ≥ r,

� o.w.

�

z−j =

⎧⎨
⎩ r − u+

j − u−
j − v+

j − v−j u+
j + u−

j + v+
j + v−j < r,

� o.w.

)
���

u+
j + u−

j + v+
j + v−j − r = z+

j − z−j , |u+
j + u−

j + v+
j + v−j − r| = z+

j + z−j .

(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� 5#
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min
∑n

j=� wj(z+
j + z−j )

s.t.

x − u+
j + u−

j = aj j = �, · · · , n,

y − v+
j + v−j = bj j = �, · · · , n,

u+
j + u−

j + v+
j + v−j − z+

j + z−j − r = � j = �, · · · , n,

u+
j u−

j = � j = �, · · · , n,

v+
j v−j = � j = �, · · · , n,

z+
j z−j = � j = �, · · · , n,

u+
j , u−

j , v+
j , v−j , z+

j , z−j , r ≥ � j = �, · · · , n.

��� ! ��� ����(

( �� �
* ���> �� B�.<F D�� �� ����� R���� 3
���� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

min
x,y,r

n∑
j=�

wj | ‖X − Aj‖∞ − r | =
n∑

j=�

wj | max
j=�,···,n

{|x − aj|, |y − bj |} − r|.

B
�4; ��

tj = maxj=�,···,n{|x − aj|, |y − bj |}

(�� ����� �
* L��- �� �012� $��

min
∑n

j=� wj |tj − r|
s.t.

tj ≥ |x − aj| j = �, · · · , n,

tj ≥ |y − bj| j = �, · · · , n,

tj , r ≥ � j = �, · · · , n.

�

min

∑n
j=� wj |tj − r|

s.t.

tj ≥ x − aj j = �, · · · , n,

tj ≥ y − bj j = �, · · · , n,

tj ≥ aj − x j = �, · · · , n,

tj ≥ bj − y j = �, · · · , n,

tj , r ≥ � j = �, · · · , n.



^Wf ����� ��� �� (��$� .�$/
 !"�#$� 12"� ������)
 3 ���

B
�4; �� $�U

z+
j =

⎧⎨
⎩ tj − r tj ≥ r,

� o.w.

�

z−j =

⎧⎨
⎩ r − tj tj < r,

� o.w.

)
���

tj − r = z+
j − z−j , |tj − r| = z+

j + z−j .

(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� o�' B
��4; �� 5#

min
∑n

j=� wj(z+
j + z−j )

s.t.

tj ≥ x − aj j = �, · · · , n,

tj ≥ y − bj j = �, · · · , n,

tj ≥ aj − x j = �, · · · , n,

tj ≥ bj − y j = �, · · · , n,

tj − z+
j + z−j − r = � j = �, · · · , n,

z+
j , z−j , tj , r ≥ � j = �, · · · , n.

�%&'� ��� ����(

����
�� B
�4; �
* L��- �� �� X = (x�, · · · , xm) ����� ���0� D�� ).�����

‖X‖B = min {∑r
g=� |βg| : X =

∑r
g=� βgbg} ]^

(���2� (B)����� D�� �U�� ������ �����
 P�Q� �� bg "E �� ��

‖X‖B = max {|X · b	g | : g = �, · · · , r	} ]@

(���2� ����� D�� �U�� H2
� �� �i���� �<=> �?���� �����
 P�Q� �� b	g "E �� ��

�
* ���> �� (�) R�� *� ���0� D�� �� ����� R���� 3
���� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

( ��
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minx,y,r
∑n

j=� wj| ‖X − Aj‖B − r |.
).��� ����� j �� ��*� �� �
�

X − Aj =
∑r

g=� βgjbg

��
 "E

‖X − Aj‖B = min {
r∑

g=�

|βgj |}.

(���
�� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� 3
������

min
∑n

j=� wj|min {∑r
g=� |βgj |} − r|

s.t.

X − Aj =
∑r

g=� βgjbg j = �, · · · , n,

r ≥ �

�


min
∑n

j=� wj|∑r
g=� |βgj | − r|

s.t.

X − Aj =
∑r

g=� βgjbg j = �, · · · , n,

r ≥ �

B
�4; ��

β+
gj =

⎧⎨
⎩ βgj βgj ≥ �,

� o.w.

�

β−
gj =

⎧⎨
⎩ −βgj βgj < �,

� o.w.

)
���

βgj = β+
gj − β−

gj , |βgj | = β+
gj + β−

gj .

(�� ����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min
∑n

j=� wj|
∑r

g=�(β+
gj + β−

gj) − r|
s.t.

X − Aj =
∑r

g=�(β+
gj − β−

gj)bg j = �, · · · , n,

β+
gj , β−

gj , r ≥ � j = �, · · · , n , g = �, · · · , r.
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B
�4; �� 3.�F )�

z+
i =

⎧⎨
⎩

∑r
g=�(β

+
gi + β−

gi) − r
∑r

g=�(β+
gi + β−

gi) ≥ r,

� o.w.

�

z−i =

⎧⎨
⎩ r − ∑r

g=�(β+
gi + β−

gi)
∑r

g=�(β+
gi + β−

gi) < r,

� o.w.

)
���
∑r

g=�(β+
gj + β−

gj) − r = z+
j − z−j , |∑r

g=�(β+
gj + β−

gj) − r| = z+
j + z−j

(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� 7o�' B
��4; ��

min
∑n

j=� wj(z+
j + z−j )

s.t.

X − Aj =
∑r

g=�(β+
gj − β−

gj)bg j = �, · · · , n,

∑r
g=�(β+

gj + β−
gj) − z+

j + z−j − r = � j = �, · · · , n,

β+
gj , β−

gj , z+
j , z−j , r ≥ � j = �, · · · , n , g = �, · · · , r.

�
* ���> �� (�) R�� *� ���0� D�� �� ����� R���� 3
���� M�� N��; �� H2
� ���.��/� �012� $��

( ��

min
x,y,r

n∑
j=�

wj| ‖X − Aj‖B − r | =
n∑

j=�

wj | max
g=�,···,r


{|(X − Aj)b	g |} − r |.

B
�4; ��

tj = maxg=�,···,r
{|(X − Aj)b	g |}

(���
�� %
�<; �
* L��- �� o�' $��

min
∑n

j=�wj |tj − r|
s.t.

tj ≥ |(X − Aj)b	g | j = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

tj , r ≥ � j = �, · · · , n.
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�

min

∑n
j=�wj |tj − r|

s.t.

tj ≥ (X − Aj)b	g j = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

tj ≥ −(X − Aj)b	g j = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

tj , r ≥ � j = �, · · · , n.

B
�4; ��

z+
j =

⎧⎨
⎩ tj − r tj ≥ r,

� o.w.

�

z−j =

⎧⎨
⎩ r − tj tj < r,

� o.w.

)
���

tj − r = z+
j − z−j , |tj − r| = z+

j + z−j .

(����� %
�<; �
* L��- �� �012� $�� o�' B
��4; *� ���,��� ��

min
∑n

j=� wj(z+
j + z−j )

s.t.

tj ≥ (X − Aj)b	g j = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

tj ≥ −(X − Aj)b	g j = �, · · · , n , g = �, · · · , r	,

tj − z+
j + z−j − r = � j = �, · · · , n,

z+
j , z−j , tj , r ≥ � j = �, · · · , n.

(1&,��� �Y �� KJ] 7�S� ?:� %�� �" !�� �d��� �O�� ������ ��� 7�� 2� !"�G�6� �� 4;: N�M�
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(%U

min f =
∑
�
j=�wj(z+

j + z−j )

s.t.

x − u+
j + u−

j = aj j = �, · · · ,�
y − v+

j + v−j = bj j = �, · · · ,�
u+

j + u−
j + v+

j + v−j − z+
j + z−j − r = � j = �, · · · ,�

u+
j u−

j = � j = �, · · · ,�
v+
j v−j = � j = �, · · · ,�

z+
j z−j = � j = �, · · · ,�

u+
j , u−

j , v+
j , v−j , z+

j , z−j , r ≥ � j = �, · · · ,�
��
E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� $�� %U *� 5#

U+ = (�/�,�/�,�,�/�) , V + = (�/�,�,�/�,�) , Z+ = (�,�,�/�,�/�)

U− = (�,�,�,�) , V − = (�,�/��,�,�) , Z− = (�,�/��,�,�)

X = (�,�) , r = � , f = �/���

(F (X, r) = �/��� ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> ��

�Y eJ] � IJ] ��� 7�S� ?:� %�� �" !�� �d��� �O�� ������ ��� 7�� 2� !"�G�6� �� 7;: N�M�

(1&,���

(%U

�� "E �I
� ������ $�� L��- 3
� �� 7���� ��.
 �*���� 3�!�� D�� �� %-��' �.�� m�' ]^

(��� ����� �
* L��-

min f =
∑�

j=�wj(z+
j + z−j )

s.t.

x − u+
j + u−

j = aj j = �,�,�

y − v+
j + v−j = bj j = �,�,�

u+
j + u−

j + v+
j + v−j − z+

j + z−j − r = � j = �,�,�

u+
j u−

j = � j = �,�,�

v+
j v−j = � j = �,�,�

z+
j z−j = � j = �,�,�

u+
j , u−

j , v+
j , v−j , z+

j , z−j , r ≥ � j = �,�,�

��
E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� $�� %U *� 5#

U+ = (�,�,�) , V + = (�,	,�) , Z+ = (�,�,�)
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U− = (�,�,�) , V − = (	,�,�) , Z− = (�,�,�)

X = (�,�) , r = 	 , f = �

(F (X, r) = � ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> ��

�� "E �=� �I
� ������ $�� L��- 3
� �� 7���� ��.
 �*���� B�.<F D�� �� %-��' �.�� m�' ]@

(��� ����� �
* L��-

min f =
∑
�
j=� wj(z+

j + z−j )

s.t.

tj ≥ x − aj j = �,�,�

tj ≥ y − bj j = �,�,�

tj ≥ aj − x j = �,�,�

tj ≥ bj − y j = �,�,�

tj − z+
j + z−j − r = � j = �,�,�

z+
j , z−j , tj , r ≥ � j = �,�,�

��
E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� $�� %U *� 5#

Z+ = (�,�,�) , Z− = (�,�,�) , T = (	,	,	)

X = (−�,�) , r = 	 , f = �

(F (X, r) = � ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> ��

�*� ��;��<? "E �U�� H2
� �����
 P�Q� �� ���0� D�� �� %-��' �.�� m�' ]J

b� = (�,�) , b� = (
√
�

�
, �
�
) , b� = (�,�) , b� = (

√
�

�
, −�
�

)

b−� = (�,−�) , b−� = (−
√
�

�
, −�
�

) , b−� = (−�,�) , b−� = (−
√
�

�
, �
�
)

(��� ����� �
* L��- �� "E �=� �I
� ������ $�� L��- 3
� �� 7���� ��.
 �*����

min f =
∑�

j=� wj(z+
j + z−j )

s.t.

X − Aj =
∑
�
g=�(β+

gj − β−
gj)bg j = �,�,�

∑�

g=�(β+
gj + β−

gj) − z+
j + z−j − r = � j = �,�,�

β+
gj , β−

gj , z+
j , z−j , r ≥ � j = �,�,� , g = �,�,�,�

��
E��  �� �� �
* q
��� LINGO ��I'� D�� H�� �� $�� %U *� 5#

β+
��

= 	 , β−
��

= �/�� , β+
��

= �/�� , β+
��

= 	 , β−
��

= �/��
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z+ = (�,�,�) , z− = (�,�,�) , X = (�,�) , r = 	 , f = �

(F (X, r) = � ��� ).���� �0-� �012� �� g��� 3
� "��� ���> �� (����� �,- ���Q� �
��Q� �
��
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^We
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� )
��� "��� � ������# 7������

���.��/� �012� 3.�F )� ()
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Abstract

This thesis considers the location problem of a circle in the plane. In the first chapter,

firstly, a brief story of the location problem is noted, next, an introduction to the problem

is presented. Primary definitions and concept are explained. In chapter 2, initially, we

discuss about the polar set and then a number of features of block norms are defined and

we notice some of special block norms such as Manhattan, Tchebycheff and One-infinity.

In this chapter, the relation between block norms and the shortest path also is discussed.

In chapter 3, we will focus on the analysis of the circle location problem with objective

function of the least squares. In other words, we will find a circle such as to minimize the

sum of the distance squares of the given points. Also, in this chapter, an approximation

method is introduced to solve the problem. At the end of the chapter, presented methods

are compared with each other by giving an example. In chapter 4, we will consider the

circle location problem with the objective function of minimax. In other words we look

for a circle in which the maximum distance of the given points to the circumference is

minimum. In this chapter, a situation is discussed in which the distances in a plane are

measured with block norm and then we will present the programming model which is equal

to it. At the end of the chapter, afew of examples are solved with different block norms.

In chapter 5, a study is conducted about the circle location ploblem with the objective

function of the minisum and Euclidean norm. In other words, we will find a circle such

that the sum of the weighted distances between the given points and circle is minimum. In

this chapter, we will introduce lemma which identify the center of the optimum circle. An

algorithm is presented to find the center of the optimum circle. In chapter 6, disk location

problem with the objective function of the minisum and the block norm are studied. In

the first part, we note the result which go true for all functions of arbitrary norms, and



in the second part, we confine our study to the block norms. In the second part, we will

concentrate upon lemma helping to identify the center of the optimum disk. In the third

part of the chapter, a programming model is presented for the location problem of the

block norms and as in special cases for Manhattan and Tchebycheff.

Keywords: Location, Optimization and Block norm
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