




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آمار ارشد کارشناسͬ پایان نامه

با لاپلاس توزیع پارامترهای برآورد
ای فاصله سانسور های داده از استفاده

نادری زهرا نگارنده:

راهنما استاد
زاده رضا نزاکتͬ احمد دکتر

١٣٩۶ بهمن





ଓฬ ৎقد৤م
آॶما਩ی ام، ت૟ൊه گاه اਬࣥوارଌୃن ଘ ا॥ت زਣඇඖی ام آلام মࡑش آرام آॶما਩ی شان ඼ෙय़ ଒ آฬن ଘ ਗی ঍࣒م راৎقد৤م ৤୓م آड़و૛঩ه ઔअل ما
ෘ੢ऩه ای بࢆوॵم ଦଽو آड़و঩࣎م ॷما ࠙࡭ق مࢁࢵب భ آड़و঩࣎م ଦ ଽ ଒ ماభم ධසز ز৯دজ࣓م،೷ࣼمان گاه ن ධසزଌୃن ଘ ৮درم ඼ෙय़୏ دণتان
ره آوردی ॷما، رضای ঳ࢪു࣎م باغ کൎید ඼່دا و ॷما॥ت اঃید ଘ ਠീ঒ی ام اජ໑وز بࢉو৤م. ಪࣥواৣم ণپاس را ห඼ෙय़ن ඟ໊ان ਟی భیای از
ଖوর ୁداید. را ീࣺتඇൡتان ࣆبار ଡوদ ീি࣓م تلاॵم حاલل ଒ ঍࣒م،با॰د ষثار پاশتان خاک ଘ ห ত࣎م ৯دا ارزان اଌن از ୃ ণنگ ඟ໋ان

ห඼ෙय़ن. ୏ دণتان ୀ

ه



ণپاس ච໋اری...
مقدس: وجود سه از سپاس با

برسیم… توانایی به ما تا شدند ناتوان که آنان
شویم… روسفید ما تا شد سپید موهایشان

باشند… راهمان روشنگر و ما وجود گرمابخش تا سوختند عاشقانه و
پدرانمان

مادرانمان
استادانمان

استاد خدمت به را خود قلبی عمیق قدردانͬ و سپاس مراتب دانم مͬ واجب برخود
ارائه و تحصیل دوران طول در که نزاکتͬ احمد دکتر آقای جناب قدرم گران و فرزانه

نمایم. ابراز ام، گشته بهره مند والایشان اخلاق و دانش جوشان چشمه از نامه پایان
که ربیعͬ محمد رضا دکتر و آرشͬ محمد دکتر دلسوز و بزرگوار اساتید از همچنین

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال شدند؛ متقبل را رساله این داوری زحمت
نمودند، راهنمایی و یاری مرا مدت این در که عزیزانͬ و دوستان همه از دارد جا انتها در

نمایم. قدردانͬ

نادری زهرا
١٣٩۶ بهمن



نامه تعهد
شاهرود، دانش·اه ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی نادری زهرا اینجانب
سانسور های داده از استفاده با لاپلاس توزیع پارامترهای برآورد عنوان با پایان نامه نویسنده

ͬ شوم: م متعهد زاده رضا نزاکتͬ احمد راهنمایی تحت ، ای فاصله
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
نادری زهرا
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده
استفاده بودن انعطاف پذير دليل به ΁لوجستی مدل از بقا تحليل پارامتری مطالعات اکثر در
است، ثابت ش΄ل پارامتر که ͬ شود م فرض ΁لوجستی مدل برای موارد بيشتر در ͬ شود. م
سانسور حالت مطالعه اين در است. نادرست داده ها از برخͯ برای فرض اين که حالي΄ه در
انجام با و ͬ شود. م ارائه نيست ثابت ش΄ل پارامتر که حالتͬ در لاپلاس، توزيع برای فاصله ای
که حالتͬ به نسبت آن مزيت های مونت کارلويی، روش کارگيری به و شبيه سازی مطالعه ΁ي
برآوردها محاسبه نحوه کاربردی مثال ΁ي با پايان در ͬ شود. م ارائه باشد ثابت ش΄ل پارامتر
درستنمایی، ماکزیمم برآوردگر از استفاده با نامه پایان این در همچنین ͬ شود. م داده نشان
از استفاده با و آورده دست به فاصله ای سانسور داده های برای را لاپلاس توزیع پارامترهای
برای بهتر مدل ΁ی ͬ تواند م لاپلاس توزیع که ͬ دهیم م نشان واقعͬ داده های سازی ها شبیه
بودن ساده رغم به ،΁لوجستی جمله از دی·ر مدل های به نسبت فاصله ای سانسور داده های

باشد. آن

سانسور، درستنمایی، ماکزیمم برآوردگر ،΁لوجستی توزیع لاپلاس، توزیع کلیدی: کلمات
بقا. تابع اعتماد، قابلیت فاصله ای، سانسور

ط





مطالب فهرست
م تصاویر فهرست
س جداول فهرست
١ مقدمات و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب های آماره ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب های آماره خواص ١ . ٢ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب آماره های کاربرد ١ . ٢ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسور ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع سانسور ١ . ٣ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع سانسور ١ . ٣ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله ای سانسور ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درستنمایی ماکسیمم روش ۵ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطمینان فاصله ١ . ۵ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نظم شرایط ٢ . ۵ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیشر اطلاع ٣ . ۵ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اعتماد قابلیت توابع ۶ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقاء تابع ١ . ۶ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطر نرخ تابع ٢ . ۶ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش΄ست زمان میانگین ٣ . ۶ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس توزیع ١ . ٧
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ ͬ های ویژگ و تعاریف ١ . ٧ . ١

٢١ فاصله ای سانسور داده های با لاپلاس توزیع در پارامترها برآورد ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١

ک



مطالب فهرست ل
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درستنمایی ماکزیمم برآوردگر ٢ . ٢
٣١ . . . . لاپلاس توزیع در فاصله ای سانسور بقای داده های پارامتری تحلیل ٢ . ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس توزیع ٢ . ٣ . ١

٣٣ سازی شبیه ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ٠ . ١
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ٣ . ٠ . ٢
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربرد ٣ . ١

۶١ R افزار نرم با کامپیوتری برنامه های ۴
۶٩ ͽمراج
٧٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٧۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع سانسور نمایش ١ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع سانسور نمایش ١ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسور انواع ١ . ٣
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r(t) و R(t) ، f(t) بین رابطه ۴ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چول·ͬ نمودار ۵ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . کوشͬ و نرمال لاپلاس، توزیع های چ·الͬ توزیع ۶ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی و لاپلاس توزیع های چ·الͬ توزبع ١ . ٧
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس توزیع چ·الͬ توزیع ١ . ٨
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس توزیع چ·الͬ توزیع ١ . ٩
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی توزیع  چ·الͬ تابع ١ . ١٠
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی توزیع تابع ١ . ١١
٣۶ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٣ . ١
٣۶ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٣ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار ٣ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار ۴ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار ۵ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار ۶ . ٣
٣٩ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار ٣ . ٧
٣٩ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار ٣ . ٨
۴٢ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٣ . ٩
۴٢ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٣ . ١٠
۴٣ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار ٣ . ١١
۴٣ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار ٣ . ١٢
۴۴ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار ٣ . ١٣
۴۴ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار ١۴ . ٣

م



تصاویر فهرست ن
۴۵ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار ١۵ . ٣
۴۵ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار ١۶ . ٣
۴٨ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٣ . ١٧
۴٨ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٣ . ١٨
۴٩ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار ٣ . ١٩
۴٩ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار ٣ . ٢٠
۵٠ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار ٣ . ٢١
۵٠ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار ٣ . ٢٢
۵١ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار ٣ . ٢٣
۵١ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار ٢۴ . ٣
۵۴ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٢۵ . ٣
۵۴ . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار ٢۶ . ٣
۵۵ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار ٣ . ٢٧
۵۵ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار ٣ . ٢٨
۵۶ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار ٣ . ٢٩
۵۶ . . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار ٣ . ٣٠
۵٧ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار ٣ . ٣١
۵٧ . . . . . . . . . ΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار ٣ . ٣٢



جداول فهرست
١٨ . . . . . . . . . کوشͬ و نرمال لاپلاس، توزیع های ͬ های ویژگ از برخͬ ١ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه ای برآوردهای بین مقایسه ای ١ . ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی توزیع ͬ های ویژگ از برخͬ ١ . ٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج ٣ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج ٣ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج ٣ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج ۴ . ٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج ۵ . ٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج ۶ . ٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج ٣ . ٧
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج ٣ . ٨
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ٣ . ٩
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ٣ . ١٠

س





١ فصل
مقدمات و تعاریف

مقدمه ١ . ١
گرفت، خواهد قرار استفاده مورد پایان نامه این در که را مفاهیمͬ و مفاهیم فصل، این در
در است. شده داده توضیح آن کاربرد و مرتب آماره های اول، بخش در کنیم. مͬ معرفͬ
بررسͬ بیشتر را خاص نوع چند آن ها، انواع و سانسورها مفاهیم معرفͬ ضمن دوم، بخش
برآوردگرهای چهارم بخش در و کرده مطرح را فاصله ای سومسانسور بخش در ایم. نموده
مفاهیم پنجم بخش در و است شده بیان آن مهم ͬ های ویژگ برخͬ و درستنمایی ماکسیمم
پرداخته هندسͬ فرآیند معرفͬ به ششم بخش در و کرده بررسͬ اعتماد قابلیت توابع به مربوط
مطالب داده ایم. قرار بررسͬ مورد را ΁لوجستی و لاپلاس توزیع های بعد بخش های ودر ایم
،[١٠] هورریمن٣ ،[۶] هم΄اران٢ و دینگ ،[١] هم΄اران١ و چن مقاله های از عمدتاً فصل این
و نگ ،[١۴] هم΄اران۶ و لیندسͬ ،[١٣] هم΄اران۵ و لین ،[١١] هم΄اران۴ و کوزوبوس΄ͬ

١Chen
٢Ding
٣Hurlimann
۴Kozubowski
۵Lin
۶Lindsey



مقدمات و تعاریف ٢
است. شده …استفاده و [١٨] هم΄اران٧

مرتب های آماره ١ . ٢
کنیم مرتب صعودی ترتیب به را آن ها اگر باشند. تصادفͬ متغیر های n، Tn, . . . , T١ کنید فرض
را T(j) صورت این در دهیم. نشان ، T(١) ≤ T(٢) ≤ . . . ≤ T(n) صورت به را شده مرتب مقادیر و
یعنͬ مرتب، آماره بزرگترین و کوچ΄ترین گویند. n حجم به نمونه ای در مرتب آماره ‐امین j

ͬ باشند. م توجه مورد بیشتر آماری مطالعات در و هستند معروف فرین مقادیر به T(n) و T(١)

مرتب های آماره خواص ١ . ٢ . ١
مرتب آماره به فقط مرتب آماره ی هر زیرا ͬ دهند، م مارکف زنجیر ΁ی تش΄یل مرتب آماره های
نمونه ΁ی Xn, X٢, . . . , X١ کنید فرض است. مستقل آماره ها دی·ر از و دارد ربط خود قبل ما

: آن گاه باشد، F (x) پیوسته توزیع از تصادفͬ
مرتب آماره های توام چ·الͬ تابع ‐١

fX١:n,...,Xn:n(x١, x٢, . . . , xn) =


n!
∏n

i=١ fX(xi) xi, . . . , xn

٠ صورت این غیر در

مرتب آماره ΁ی حاشیه ای چ·الͬ تابع ‐٢
fXi:n(xi) = [F (x)]i−١ [١ − F (x)]

n−i
f(x) , −∞ < xi <∞.

مرتب آماره دو توام چ·الͬ تابع ‐٣

fXi,j:n(xi, xj) =


C(n, i, j) [F (xi)]

i−١ [F (xi)− F (xj)]
j−i−١

× [١ − F (x)]
n−j

f(xi)f(xj) −∞ < xi < xj <∞.

٠ xi ≥ xj

مرتب آماره های کاربرد ١ . ٢ . ٢
ͬ باشند. م کاربرد دارای آمار، علم استنباطͬ و توصیفͬ مختلف قسمت های در مرتب آماره های
΁کوچ خیلͬ داده های پرت مشاهدات کشف توصیفͬ، آمار در آماره ها این کاربردهای از ی΄ͬ
ضعف  های از ی΄ͬ دانیم مͬ که همان گونه مͬ باشد  داده ها از مجموعه ΁ی در بزرگ خیلͬ یا

٧Ng



٣ مرتب های آماره
به نسبت آن بالای حساسیت میزان داده ها، تمرکز جهت معیاری عنوان به میانگین از استفاده
معیارها این که شده، اصلاح میانگین یا میانه عوض است. ال·و تغییرات و افتاده دور داده های
برخوردار کمتری حساسیت از ال·و تغییرات به نسبت ͬ باشند، م تمرکز معیارهای جزء نیز

کنند. مͬ ایفا عمده ای نقش مرتب آماره های ها، آن محاسبه در و هستند
نمود. اشاره مرتب آماره های کاربرد خصوص در زیر مثال های به ͬ توان م نیز استنباطͬ آمار در
که آنجا از و هستیم مرتب آماره های از استفاده نیازمند تجربی توزیع تابع محاسبه در .١
تابع و تجربی توزیع تابع بین تغییرات روی تمرکز اغلب برازش، نی΄ویی آزمون های در

دارند. اساسͬ نقش ها آزمون این در مرتب های آماره است، فرضͬ توزیع
نمودار از اغلب تولیدات، بودن کنترل در بررسͬ برای کیفیت کنترل موضوعات در .٢
برای که ͬ شود م استفاده تغییرات دامنه و میانه نمودار از یا و تغییرات دامنه و میانگین

باشیم. مͬ مرتب آماره های از استفاده به ناچار تغییرات دامنه و میانه محاسبه
و ͬ شوند م معرفͬ بسنده آماره های عنوان به موارد از بسیاری در مرتب، آماره های .٣
برای آزمون ترین پرتوان و اطمینان فواصل واریانس، کمترین با نااریب برآوردگرهای

ͬ کنند. م فراهم را مجهول پارامترهای
ام΄ان مالͬ، اعتبار یا زمان قبیل از فاکتورهایی دلیل به اغلب عمر، طول آزمایشات در .۴
تمام عمر طول مشاهده بنابراین ندارد. وجود آزمایش در واحدها تمام دادن شرکت
و کنیم مͬ استفاده سانسور روش های از دلیل همین به نیست، پذیر ام΄ان واحدها

دارند. سانسورها در مهمͬ نقش مرتب آماره های
ناگاراجا و دیوید به ͬ توان م آن ها، کاربرد و مرتب آماره های خواص مورد در بیشتر جزئیات برای

نمود. مراجعه (٢٠٠٨) هم΄اران و آرنولد یا (٢٠٠٣)
مطالعات در سزایی به نقش مرتب آماره های شد داده توضیح قبل بخش در که طور همان
که حالتͬ در را آماره ها این بخش این در دارند. اعتماد قابلیت داده های تحلیل و عمر طول
نمونه T١, T٢, . . . , Tn کنید فرض ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد است نمایی بررسͬ تحت توزیع
ترتیبی آماره های باشد. f چ·الͬ تابع و F توزیع تابع با پیوسته توزیعͬ از n حجم به تصادفͬ
اهمیت مختلف دلایل بین در دهیم. مͬ نمایش T(١) ≤ T(٢) ≤ . . . ≤ T(n) صورت به را نمونه

کنیم. مͬ اشاره زیر دلیل دو به اعتماد، قابلیت در ترتیبی آماره های
است. T(k) با برابر سیستم عمر طول ، n از (n− k − ١) سیستم ΁ی در (الف)

داده n است قرار که هنگامͬ ال΄تری΄ͬ، قطعه ΁ی مثلا عمر طول متوسط برآورد در (ب)
ثبت را ها آن ش΄ست زمان و کنیم مͬ آزمایش وارد t = ٠ زمان در را قطعه n کنیم تولید
T(١), T(٢), . . . , T(n) ترتیبی آماره مقادیر قطعات ش΄ست زمان که است ͹واض کنیم. مͬ

بود. خواهند



مقدمات و تعاریف ۴

سانسور ١ . ٣
زمان نامنفͬ، نوعاً متغيرهای تحلیل در آماری مختلف فنون شامل آمار علم نظر از بقاء تحليل
بیمار (سلول، زنده واحد ΁ی مرگ زمان يا ال΄تري΄ͬ) يا (م΄اني΄ͬ فيزي΄ͬ مؤلفه ΁ی خرابی
دارد ام΄ان حتͬ یا باشد، مهارت ΁ی یادگیری زمان متغیر این است مم΄ن باشد. مͬ و...)
شرکت ΁ی پرداختͬ مبل; تواند مͬ متغیر این مثال برای باشد. نداشته ارتباطͬ هیچ زمان به
بیمه پرداختͬ کل مبل; و یافته بهبود بیمار موارد برخͬ در باشد. خاص وضعیت در بیمه
مبل; تنها و باشد داشته ادامه همچنان بیماری است مم΄ن دی·ر، موارد در است. معین او
عمل کند، مͬ جدا آماری مباحث دی·ر از را بقاء تحلیل آنچه باشد. معلوم زمان آن تا پرداختͬ
اطلاعات از قسمتͬ شامل فقط شده سانسور مشاهده ΁ی کلͬ طور به است، کردن سانسور
کلینی΄ͬ، آزمایش های عمر، طول های آزمون در است. نظر مورد تصادفͬ متغیر به مربوط
مواجه هایی نمونه با آمار علم کاربردی های زمینه دی·ر و بقاء تحلیل شناسͬ، زیست تحقیقات
همه یا و شده محدود مطالعه، مورد تصادفͬ متغیر مم΄ن مقادیر از هایی قسمت در که هستیم
محدودیت این نرسیده اند. نتیجه به نمونه واحدهای همه یا نشده اند. ثبت نمونه مشاهدات
که باشد طوری آزمایش ماهیت یا شود اعمال آمارگر توسط اختیاری صورت به است مم΄ن

آورد. وجود به مشاهدات در را محدودیتͬ خود به خود
از: عبارتند ها محدودیت از بعضͬ

آزمایش بودن بر هزینه .١
واحدها همه دادن نتیجه از شدن مأیوس یا واحدها همه به دسترسͬ عدم .٢

فنͬ اش΄الات .٣
آزمایش مدت شدن طولانͬ .۴
نتایج اعلام برای کم فرصت .۵

مشاهدات، کردن سانسور با چند هر گویند. سانسور را نمونه در آمده وجود به محدودیت این
بیان که دلایلͬ به اوقات گاهͬ وجود این با دهیم، مͬ دست از را موجود اطلاعات از مقداری

هستیم. مشاهدات کردن سانسور به مجبور یا مایل شد
عبارتنداز: سانسورها انواع از برخͬ

΁ی نوع سانسور .١
دو نوع سانسور .٢

فاصله ای سانسور .٣
΁ی نوع فزاینده سانسور .۴



۵ سانسور
دو نوع فزاینده سانسور .۵

شوند. مͬ داده توضیح فاصله ای سانسور و دو نوع سانسور و ΁ی نوع سانسور بخش، این در
کوهن و بالاکریشنان ، کوهن به آن ها کاربرد و سانسورها انواع مورد در بیشتر جزئیات برای

نمایید. مراجعه ٢٠٠۴ نلسن همچنین و ١٩٨٢ لاولس ، ١٩٩١

اول نوع سانسور ١ . ٣ . ١
مواجه نمونه هایی با است مم΄ن عمر طول آزمایش های و اعتماد قابلیت به مربوط مطالعات در
روش های شده اند. گزارش نادقیق طور به آزمایشͬ واحدهای عمر طول آنها در که شویم
در نیستند. مناسب موارد این در عمر طول توزیع های پارامتر برآورد برای آمار در شده ارائه
مشاهده را آزمایشͬ واحدهای همه  ش΄ست زمان بخواهد آزمایش·ر اگر عمر، طول مطالعات
این که ب·یرد نظر در واحدها عمر طول ماکزیمم اندازه به را آزمایش مدت باید کند ثبت و
مواجه نمونه هایی با بنابراین ͬ باشد. نم منطقͬ و نیست مم΄ن موارد بیشتر در عملا́ امر
محدودیت این نشده اند. ثبت دلایلͬ به نمونه واحدهای از بعضͬ کامل اطلاعات که ͬ شویم م
مطالعات در معروف سانسور طرح های انواع ͬ کنند. م تعریف سانسور را نمونه در آمده وجود به
نوع دوطرفه سانسور فاصله ای، سانسور دوم، نوع سانسور اول، نوع سانسور از: عبارتند عملͬ
دوم و اول نوع ترکیبی سانسور دوم، نوع فزاینده سانسور اول، نوع فزاینده سانسور دوم،
از حاصل داده های از استفاده با استنباطͬ روش های دوم. نوع فزاینده ترکیبی سانسور و
در شده ارایه نتایج است. گرفته قرار زیادی آماردانان توجه مورد سانسور مختلف طرح های
مقادیر شده مشاهده عمر طول داده های که است استوار فرض این بر شده انجام پژوهش های
مواجه نادقیق داده های با است مم΄ن عملͬ کاربردهای اغلب در ͬ که حال در باشند، دقیقͬ
آماری مباحث از توجهͬ قابل بخش مقایسه، روش های معرفͬ گفت ͬ توان م حقیقت در شویم.
اعتماد قابلیت نظریه در ویژه به و بقا تحلیل در موضوع این است. داده اختصاص خود به را
پژوهش·ران مطالعه  ی مورد متنوعͬ مقایسه ی روش های و بوده برخوردار بیشتری اهمیت از
متغیر دو بین مقایسه ی ش΄ل ΁ی ، مقاومت، تنش احتمالͬ مدل از استفاده است. گرفته قرار

است. بوده توجه مورد بسیار اخیر دهه های در که است
مانيم مͯ T ثابت زمان تا كنيم. مͯ آزمايش وارد t = ٠ زمان در را آزمودنͯ n كنيد فرض
محصول r كه است اين آزمايش نتيجه صورت اين در دهيم. مͯ خاتمه را آزمايش سپس و
تنها و است معلوم آن ها ش΄ست دقيق زمان و اند افتاده كار از T زمان از قبل r = ٠, ١, . . . , n
است بيشتر T از عمرشان طول كه است آن داريم باقيمانده محصول n− r مورد در كه اطلاعͯ
نوع این (١ . ١) ش΄ل است). تصادفͬ متغیر r و ثابت T این جا اند(در شده سانسور اصطلاحاً و

ͬ دهد. م نشان را سانسور
t١:n, t٢:n, . . . , tn:n با را اول نوع سانسور اساس بر شده انجام آزمايش از آمده دست به مشاهدات اگر
F (t; θ) تجمعͯ توزيع تابع و f(t; θ) احتمال چ·الͯ تابع دارای واحدها عمر طول و دهیم نشان
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اول نوع سانسور نمایش :١ . ١ ش΄ل
شد خواهد زیر بصورت درست نمایی تابع آنگاه باشند،

L(θ) =
r∏

i=١
f(ti:n; θ) [١ − F (t; θ)]

n−r
.

پارامترهای با ای دوجمله توزيع دارای اول نوع سانسور در r تصادفͯ متغير که داريم توجه
است. (n;F (t; θ))

دارند، قرار روشن حالت در که زمانͬ ال΄ترونی΄ͬ، قطعه n شامل مجموعه ΁ی .١ . ٣ . ١ مثال
هر خرابی تا زمان مدت آزمایش طͬ در کند. مͬ پیدا ادامه روز ٢٠ تا آزمایش ب·یرید. نظر در
زمان این تا که قطعاتͬ براي آزمایش) اتمام (زمان روز ٢٠ از بعد شود. مͬ یادداشت قطعه
مثال، این است. روز ٢٠ از بیشتر آنها خرابی تا لازم زمان که ͬ دانیم م فقط هستند، سالم

است. روز ٢٠ آن سانسور نقطه که است ΁ی نوع سانسور داده هاي از نمونه اي

دوم نوع سانسور ١ . ٣ . ٢
تحقیقات از بسیاری در است. داده ها در سانسور وجود بقا تحلیل در موجود چالش های از ی΄ͬ
اطلاعات که هستیم مواجه نمونه هایی با بقا تحلیل مطالعات و عمر طول آزمون های جمله از
است مم΄ن آزمایش·ر دی·ر عبارت به یا نشده اند، ثبت دلایلͬ به نمونه واحدهای از بعضͬ کامل

آورد. دست به آزمایش مورد واحدهای همه  ش΄ست زمان از کاملͬ اطلاعات نباشد قادر
مورد زمانͬ دوره ی از خارج بررسͬ، مورد واحد کارافتادگͬ از یا مرگ زمان اگر مثال عنوان به
ͬ افتد م اتفاق بازه ΁ی در که کارافتادگͬ از یا مرگ دقیق تعداد صورت این در باشد مطالعه
آزمایش ادامه از افراد است مم΄ن بالینͬ آزمایش ΁ی در دی·ر، مثالͬ عنوان به نیست. معلوم
آزمایش های در همچنین شود. متوقف بودجه،آزمایش کمبود علت به یا و شوند منصرف
ش΄ست از قبل هزینه، و زمان در صرفه جویی منظور به آزمایش واحدهای است مم΄ن صنعتͬ
که داده هایی شرایطͬ چنین در شوند. گذاشته کنار آزمایش از شده تعیین پیش از صورت به و
است. داده رخ سانسور گوییم و ͬ باشند م شده سانسور داده های ͬ آورد، م دست به تحلیل گر

مشاهده از بعد و کنیم مشاهده را ش΄ست m(m < n) دقیقا بخواهیم واحد n با آزمایشͬ در اگر
باقیمانده واحد (n−m) عمر طول صورت این در کنیم، متوقف را آزمایش ش΄ست ‐امین m

گویند. راست از مرحله ای ΁ی دو نوع سانسور سانسور، از روش این به ͬ شوند، سانسورم



٧ فاصله ای سانسور
تصادفͬ متغیر ش΄ست امین ‐m به رسیدن برای لازم زمان حقیقت در سانسور از روش این در
(راست مرحله ای دو دوم نوع سانسور به ͬ تواند م سانسور از روش این است. مطالعه مورد
نشده ثبت اول ش΄ست r زمان های که دهد مͬ رخ زمانͬ حالت این شود. داده تعمیم وچپ)
m‐امین مشاهده زمان در و شوند شروع ش΄ست امین (r + ١) زمان از مشاهدات و باشد
است). تصادفͬ متغیر ΁ی مقدار tr:n و ثابت r این جا در ) رسد. مͬ اتمام به آزمایش ش΄ست،

ͬ دهد. م نشان را سانسور نوع این ١ . ٢ ش΄ل
تجمعͬ توزیع تابع و f(t; θ) احتمال چ·الͯ تابع دارای واحدها عمر طول که فرض اين با

دوم نوع سانسور نمایش :١ . ٢ ش΄ل
شد. خواهد زير صورت به حالت اين در درستنمايي تابع آنگاه باشند، F (t; θ)

L(θ) =

r∏
i=١

f(ti:n; θ) [١ − F (t; θ)]
n−r

.

آزمایش باشد. شده تولید قطعه ΁ی عمر طول میانگین برآورد هدف کنید فرض .١ . ٣ . ٢ مثال
اینکه از بعد ͬ دهیم. م ادامه ام ‐ ۵٠ قطعه خرابی زمان تا را شده تولید قطعه های از استفاده
مشخص قطعات سایر خرابی زمان اینجا در ͬ کنیم. م متوقف را آزمایش شد، خراب قطعه ۵٠
ثابتͬ مقدار برابر و مشخص قبل از ͬ شوند م خراب که واحدهایی تعداد سانسور این در نیست.

است. تصادفͬ متغیر ΁ی آزمایش اتمام زمان ولͬ شود، مͬ تعیین محقق توسط که است
١٩٩۶ بالاکریشنان و ١٩٩١ کوهن به توان مͬ دو، نوع سانسور مورد در بیشتر جزئیات برای

نمود. مراجعه

فاصله ای سانسور ۴ . ١
از نوعͬ توصیف برای نمونه گ یری طرح نوع ΁ی دادن نشان برای معمولا فاصله ای سانسور
متغیر ΁ی که است آن معنͬ به فاصله ای، سانسور داده های ͬ رود. م کار به ناقص اطلاعات
تحلیل و تجزیه برنامه های اکثر در است. توجه مورد گرفته، قرار که فاصله ای در فقط تصادفͬ
داده های  مثال برای بیماری، یا و مرگ مانند رویدادهاست، از برخͬ زمان تصادفͬ متغیر بقا،
پی·یری مستلزم که دهد مͬ رخ سلامتͬ یا پزش΄ͬ مطالعات در زمانͬ فاصله ای سانسور با بقاء

است. پیوسته



مقدمات و تعاریف ٨
وضعیت، این در ͬ باشند. م فاصله ای سانسور طولͬ مطالعات و بالینͬ مطالعات از بسیاری
بیماری وضعیت تغییر با بالینͬ، تغییرات برای شده ریزی برنامه مشاهدات برای که فردی
چرا شده سانسور دوره ΁ی ترتیب، این به کند. تغییر نیز مشاهدات از برخͬ است مم΄ن
فاصله در مهم خاص مورد ΁ی است. شده اعمال تغییراتͬ شده ایجاد زمانͬ فاصله با که
این از ΁ی هر وضعیت، این در است. فعلͬ وضعیت و اطلاعات داده ها فاصله ای، سانسور
به شوند مͬ مشاهده ی΄بار تنها مشاهده) زمان در علاقه مورد رویداد وقوع موارد(وضعیت
ماندن زنده (زمان است راست یا چپ سانسور رویداد، این وقوع زمان مشاهدات دی·ر عبارت

است). مشاهده زمان از بیشتر یا کمتر
و مانده باقͬ داده ها بیفتد اتفاق است مم΄ن که شده سانسور داد های از دی·ر خاص مورد ΁ی
شده شناخته دقیقا یا است سقوط سزاوار یا علاقه مورد رویداد به زمان آن در که شده، سانسور
گیری اندازه توانایی عدم شده، سانسور چپ های داده گذاشتن سر پشت دلیل ΁ی . است
΁ی به مربوط جانبی عوارض مثال برای است. خاص ͹سط ΁ی در هنگامͬ علاقه مورد متغیر
داده شده سانسور ش΄ست زمان تحلیل و تجزیه برای ͬ شود. م مشخص اوقات گاهͬ که دارو
را بقا زمان برای خطر عمل΄رد عنوان به توزیع توابع پارامتری غیر برآورد ابتدا ما زیر، در ها،
گوناگون مدل های تحت را، فاصله ای سانسور با رگرسیون تحلیل و تجزیه سپس و کرده بررسͬ
کرد: توصیف زیر شرح به توان مͬ را فاصله سانسور طرح ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد رگرسیون
سانسور امین ‐i (Li, Ri) آن در که دارد. وجود T١, . . . , Tn عمر طول با آزمودنͬ n کنید فرض
نشان را فاصله ای سانسور انتهایی و ابتدا نقطه Ri و Li اینجا در باشد. F (θ) توزیع از تصادفͬ
در Ti اگر است مشاهده قابل Ti باشد ام i فاصله ی در سانسور عمر طول Ti اگر دهند. مͬ
کنید تعریف را δi حال نیست. مشاهده قابل Ti صورت این غیر در نباشد، (Li, Ri) زمانͬ فاصله
مشاهده داد های که کنید فرض حال ͬ دهد. م نشان را سانسورها انواع زیر ش΄ل .δi = I(Ti)

سانسور انواع :١ . ٣ ش΄ل

یعنͬ Li = ٠ اگر رخداد نوع i‐ام برای دهیم. نشان ،Ii = (Li, Ri] که {I}n
i=١ با را شده

شده اند. سانسور راست از مشاهدات یعنͬ Ri = ∞ اگر و شده اند سانسور چپ از مشاهادات
(τj−١, τj ] در Ii رویداد از ( ساختگͬ (متغییر نشانگر ΁ی αij و مرتب عناصر {τj}m+١

j=٠ کنید فرض



٩ درستنمایی ماکسیمم روش
با است متناسب درستنمایی تابع ل·اریتم بنابراین باشد،

logL(θ) = α٠ +
m+١∑
i=١

ni log
(
F (τi, θ)− F (τi−١, θ)

) (١ . ١)
ni =

∑
j

αij

درستنمایی ماکسیمم روش ۵ . ١
مبنای بر آماری استنباط درستنماییMLو ماکسیمم روش اعتماد قابلیت های داده تحلیل در
چ·ای تابع دارای T عمر طول متغیر ΁ی توزیع کنید فرض کند. مͬ ایفا محوری نقش ML

تصادفͬ نمونه ΁ی کنید فرض است. مجهول k بردار ΁ی θ آن در که باشد f(t, θ) احتمال
زمان ها ti) شود t١, t٢, . . . , tn مستقل مشاهدات به ͷمنت نمونه و کنیم استخراج f(t, θ) از
دهیم مͬ نمایش L(θ) با که درستنمایی تابع تعریف طبق دهد). مͬ نشان را ش΄ست دقیق

بود. خواهد زیر صورت به
L(θ; t١, t٢, . . . , tn) =

n∏
i=١

f(ti, θ) (١ . ٢)

که است ذکر به لازم
نیست. پذیر مشتق θ به نسبت لزوماً L(θ) درستنمایی تابع (الف)

پارامتر از تابعͬ تنها درستنمایی تابع ،ti مقادیر مشاهده از پس که باشید داشته توجه (ب)
استفاده درستنمایی تابع ل·اریتم از است بهتر معمولا محاسباتͬ نظر نقطه از است. θ

شود. مͬ تبدیل زیر تساوی به ( ١ . ٢ ) تساوی صورت این در کنیم.

l(θ; t١, t٢, . . . , tn) =
n∑

i=١
lnf(ti, θ)

درستنمایی برآوردگر تعریف، به بنا است. درستنمایی تابع ΃ل l(θ) = lnL(θ) آن در که
مͬ درستنمایی معادله آن به که آید مͬ دست به زیر معادلات حل از θپارامتر MLE ماکسیمم

گویند.
∂

∂θi
l(θ) = ٠ , i = ١,٢, . . . , k

نیست حصول قابل تحلیلͬ صورت به θ̂ برآورد عمر، طول آزمون های در ویژه به موارد اغلب در
موجود نرم افزارهای از بسیاری کرد. محاسبه عددی روش های از استفاده با را آن ها باید و

دارند. را عددی روش به درستنمایی معادلات حل توانایی
فرد به منحصر های ویژگͬ بل΄ه است، برخوردار قوی بسیار شهودی پشتوانه از تنها نه MLE



مقدمات و تعاریف ١٠
برجسته ͬ های ویژگ جمله از کند. مͬ متمایز برآوردگرها دی·ر از را ها آن که دارد نیز دی·ری

: از است عبارت MLEها

تابعͯ MLE باشيم مند علاقه اگر که معنͯ بدين پاياست. درستنمايي ماکزيمم روش .١
ماکزيمم برآورد θ̂ آن در که است ψ(θ) MLE ، ψ̂ = ψ(θ̂) آنگاه بیابیم را ψ(θ) مانند

است. θ درستنمايي
نرمال MLE برآوردگرهای توزيع بزرگ، های نمونه حجم برای نظم، شرايط بعضͯ تحت .٢

است.
بدین هستند. سازگاری خاصیت دارای حد در MLE برآوردگرهای نظم، شرایط تحت .٣
مͬ واریانس کمترین دارای و نااریب تقریبا MLE بزرگ نمونه های حجم برای که معنͬ

باشند.
انواع مانند ها، داده آوری ͽجم مختلف شیوه های برای ͬ توان م را درستنمایی روش .۴
مختلف م΄انیزم های براساس توان مͬ را MLE برآورد لذا برد. کار به سانسور روش های

آورد. به دست داده ها آوری ͽجم
قرار بحث مورد زیادی مقالات و کتاب ها در شده سانسور داده های درستنمایی تابع ساختار
ͬ کنیم م آزمون وارد t = ٠ لحظه در را آزمودنͬ واحد n دو، نوع و ΁ی نوع سانسور در گرفته اند.
و f(x) کنید فرض ͬ کنیم. م ثبت آ ن ها ش΄ست زمان و دهیم مͬ ادامه t لحظه تا را آزمون و
پارامتر با شده انتخاب عمر توزیع از تجمعͬ توزیع تابع و احتمال چ·الͬ تابع ترتیب به F (x)
درستنمایی تابع آن گاه باشند. باقͬ مانده آزمایش در ش΄ست بدون واحد (n − r) تعداد و θ

داشت: خواهیم زیر صورت به را آن ها

L(θ) =
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

f(x(i))

 (١ − F (xT ))
n−r (١ . ٣)

است. xT = x(r) دو نوع سانسور در و xT = t ΁ی نوع سانسور در که کنید توجه

اطمینان فاصله ١ . ۵ . ١
باشند آماره دو T٢ و T١ و باشد f(.; θ) چ·الͬ تابع از تصادفͬ نمونه ΁ی X١, . . . , Xn اگر
١ − α با برابر و نداشته بستگͬ θ به γ که Pθ [T١ < θ < T٢] = γ و (T١ ⩽ T٢) به طوری که
را γ و θ برای درصدی γ اطمینان فاصله ΁ی را [T١, T٢] تصادفͬ بازه صورت این در باشد،
مقادیر اغلب ͬ شود. م انتخاب پژوهش·ر توسط دلخواه به صورت که نامیم مͬ اطمینان ضریب
در α برای ͬ باشد م درصد ٩٩ و درصد ٩۵ اطمینان سطوح با متناظر که درصد ١ و درصد ۵

ͬ شود. م گرفته نظر
اکثر در بنابراین، است. شده شناخته دقیق اطمینان فاصله کمͬ تعداد که است ذکر به لازم



١١ درستنمایی ماکسیمم روش
͹سط در دقتͬ با تقریبی اطمینان فواصل به دستیابی برای راهͬ جستجوی نیازمند ،ͽمواق
مجانبی اطمینان فاصله تقریبی، اطمینان فواصل به رسیدن برای راه ΁ی باشیم. قبول قابل

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که است
گزاره هرگاه گویند مجانبی اطمینان فاصله را [T١, T٢] بازه .١ . ۵ . ١ تعریف

P [T١ < θ < T٢] = γ

باشد. درست کند، میل بی نهایت سمت به n وقتͬ حدی صورت به

نظم شرایط ٢ . ۵ . ١
توزیع تابع دارای و پیوسته مطلقاٌ که باشد مقدار حقیقͬ تصادفͬ متغیر ΁ی X کنید فرض
بررسͬ مورد را توزیع هایی خانواده پایان نامه این در باشد. Fθ ∈ Ωθ = F (x; θ) : θ ∈ Θ تجمعͬ

باشند: زیر شرح به نظم شرایط دارای که ͬ دهیم م قرار
بستگͬ θ به X تغییرات دامنه و (Θ ⊆ R) است حقیقͬ اعداد مجموعه از بازه زیر ΁ی Θ (١

ندارد.
در است. ͬ دار معن ∂

∂θf(x; θ) دی·ر عبارت به دارد. وجود θ به نسبت چ·الͬ تابع مشتق (٢
دارد. وجود θ ⊆ Θ هر برای ∂

∂θ log f(x; θ) نتیجه
: آن گاه باشد، m به نسبت اندازه پذیر مجموعه ΁ی A ⊂ χ اگر (٣
∂

∂θ

∫
A
f(x; θ)dx =

∫
A

∂

∂θ
f(x; θ)dx

باشد: برقرار زیر رابطه و باشد داشته داشته وجود x به نسبت Fθ ∈ Ωθ دوم مشتق (۴
∂

∂θ
f(x; θ) =

∂٢
∂θ∂x

F (x; θ) =
∂٢
∂x∂θ

F (x; θ).

باشد: برقرار زیر رابطه ،θ پارامتر T برآوردگر هر برای (۵
∂

∂θ

∫
t(x)f(x; θ)dx =

∫
∂

∂θ
t(x)f(x; θ)dx

فیشر اطلاع ٣ . ۵ . ١
تحت صورت این در باشد. f(x; θ) احتمال چ·الͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض
از: است عبارت ͬ کند م تغییر θ +∆θ به θ که زمانͬ چ·الͬ، نسبی تغییر میزان نظم، شرایط

f(x; θ +∆θ)− f(x; θ)

∆θf(x; θ)
.



مقدمات و تعاریف ١٢
داریم: و ͬ دهیم م نشان S(x; θ) با را ͬ کند م میل صفر سمت به ∆θ که وقتͬ فوق کسر حد

S(x; θ) =
∂f(x;θ)

∂θ

f(x; θ)
=
f ′θ(x; θ)

f(x; θ)

=
∂

∂θ
log f(x; θ) (۴ . ١)

متغیر ،X به x تبدیل با ͬ دهد. م نشان را θ به نسبت f(x; θ) تابع مشتق f ′θ(x; θ) آن در که
تصادفͬ

S(X; θ) =
f ′θ(X; θ)

f(X; θ)

تحت که ͬ شود م ثابت سادگͬ به است. معروف امتیاز) (یا نمره متغیر به که ͬ آید م دست به
نتیجه در و E [S(X; θ)] = ٠ نظم شرایط

V ar [S(X; θ)] = E٢ [S(X; θ)] = E

[(
∂

∂θ
log f(x; θ)

)٢]
> ٠.

ͬ باشد. م بیشتر θ در X چ·الͬ نسبی تغییر مربع متوسط باشد، بیشتر V ar [S(X; θ)] اندازه هر
با را آن و ͬ نامند م X تصادفͬ متغیر در θ پارامتر درباره اطلاع مقدار را V ar [S(X; θ)] این رو از
توسط بار اولین برای است، مشهور فیشر اطلاع به که اطلاع نوع این ͬ دهند. م نشان IX(θ)

تعریف زیر صورت به را فیشر اطلاع اینک گردید. معرفͬ نگلیسͬ، آماردان (١٩٢۵) فیشر
ͬ کنیم. م

تحت باشد. f(x; θ) احتمال چ·الͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض .١ . ۵ . ١ تعریف
به ͬ توان م را θ پارامتر خصوص در X تصادفͬ متغیر در نهفته فیشر اطلاع میزان نظم، شرایط

نمود: محاسبه زیر صورت

IX(θ) = −E

[
∂٢
∂θ٢ log f(X; θ)

]
.

ͬ باشد م فزاینده سانسور نمونه های در آن محاسبه فیشر، اطلاع کاربرد مهم ترین از ی΄ͬ
به ͬ توان م جمله از است کرده جلب خود به را محققان از بسیاری توجه اخیر سال های در که

کرد. اشاره (٢٠٠٨) ابوالنین و (٢٠٠٨) هم΄اران و بالاکریشنان ، (٢٠٠۴) پارک و زنگ

اعتماد قابلیت توابع ۶ . ١
آن ها از برخͬ با بخش این در که ͬ  گیرند م قرار استفاده مورد اعتماد قابلیت در متفاوتͬ توابع
حالت در فقط عمر طول میانگین و ش΄ست زمان میانگین ، خطر نرخ تابع ، بقاء تابع مانند

ͬ شویم. م آشنا پیوسته



١٣ اعتماد قابلیت توابع
برای هرگاه ͬ باشد م پیوسته مطلقا ، ٠ ≤ a ≤ b ≤ ∞ که [a, b] بازه در f(x) تابع .١ . ۶ . ١ تعریف

مجزای دنباله های زیر برای طوری که به باشد داشته وجود ای δ > ٠ ، ϵ مثبت مقدار هر
[xk, yk] k = ١,٢, . . . , n

شرط در که
n∑

k=١
|yk − xk| < δ

باشیم: داشته ͬ کنند، م صدق
n∑

k=١
|g(yk)− g(xk)| < ϵ

بقاء تابع ١ . ۶ . ١
بسیاری است. اعتماد قابلیت تابع ͬ شویم، م مواجه آن با اعتماد قابلیت در که تعریفͬ اولین

نمود بیان تابع این اساس بر ͬ  توان م را ͬ گردند م معرفͬ ادامه در که توابعͬ از
F توزیع تابع دارای که باشد قطعه ΁ی عمر طول X پیوسته نامنفͬ تصادفͬ متغیر کنید فرض

نوشت. ͬ توان م صورت این در که باشد f چ·الͬ تابع و

F (x) =

 P (X ≤ x) =
∫ x٠ f(t)dt اگر x ≥ ٠

٠ اگر x < ٠ (۵ . ١)

آن در که را S نامنفͬ تابع X پیوسته نامنفͬ تصادفͬ متغیر برای .٢ . ۶ . ١ تعریف
S(x) = ١ − F (x) =

∫ ∞

x
f(t)dt (۶ . ١)

چ·الͬ تابع آن گاه باشد، پیوسته مطلقا FX(.) تابع اگر گوییم. بقا تابع یا اعتماد قابلیت تابع
خرابی وقوع عدم احتمال S(x) ͽواق در . fX(x) = −S′

X(x) و دارد وجود X تصادفͬ متغیر
متغیر بقاء تابع چهارگانه خواص ͬ توان م توزیع تابع همانند ͬ دهد. م نشان را (٠, x] بازه در

نمود: بیان زیر صورت به را X تصادفͬ
٠ ≤ S(x) ≤ ١; ∀x ≥ ٠ ‐١

S(٠) = ١, S(∞) = lim
x→∞

S(x) = ٠ ‐٢
است. صعودی غیر و ی΄نوا تابعͬ S(x) ‐٣

است. پیوسته چپ از تابعͬ S(x) ‐۴



مقدمات و تعاریف ١۴

خطر نرخ تابع ٢ . ۶ . ١
ͬ کنیم، م بیان را آن ادامه در و است نهفته آن تعریف در که احتمالͬ تعبیر دلیل به خطر نرخ تابع
در (١٩٣٠) استیفنسون مثال، عنوان به است. برخوردار اعتماد قابلیت در بالایی اهمیت از

است. برده نام میرایی شدت عنوان تحت تابع این از بیمه علم
اینکه شرط به فاصله این در قطعه خرابی احتمال ͬ گیریم. م نظر در را (x, x+∆x] زمانͬ فاصله

از: عبارتست باشد نیفتاده اتفاق خرابی (٠, x] بازه در
P (x < X < x+∆x|X > x) =

P (x < X < x+∆x)

P (X > x)

=
F (x+∆x)− F (x)

S(x)
(١ . ٧)

تابع ، ∆x→ ٠ که وقتͬ ∆x > ٠ طول به زمانͬ فاصله بر (١ . ٧) رابطه تقسیم با .١ . ۶ . ١ تعریف
دی·ر، عبارت به ͬ دهیم. م نمایش h(x) با را آن و ͬ شود م حاصل خطر نرخ

h(x) = lim
∆x→٠

١
∆x

F (x+∆x)− F (x)

S(x)
=
f(x)

S(x)
(١ . ٨)

ͬ شود. م حاصل (١ . ٨) رابطه از گیری انتگرال با تجمعͬ مخاطره تابع
H(x) =

∫ x

٠ h(t)dt = − logS(x) (١ . ٩)
ͬ دهد. م نشان را h(t) و S(t) ، f(t) بین رابطه ۴ . ١ ش΄ل

r(t) و R(t) ، f(t) بین رابطه :۴ . ١ ش΄ل

ش΄ست زمان میانگین ٣ . ۶ . ١
که چرا نیست ام΄ان پذیر آن ها خطر نرخ توابع اساس بر عمر طول تصادفͬ متغیر دو مقایسه
بتوانیم تا هستیم معیاری دنبال به این رو از کنند. ͽقط را همدی·ر است مم΄ن توابع این نمودار



١۵ لاپلاس توزیع
باقیمانده میانگین ͬ تواند م معیارها این از ی΄ͬ دهیم. قرار مقایسه مورد را عمر طول متغیر دو
مم΄ن اساسͬ سوال این دی·ر سوی از باشد. ش΄ست زمان میانگین خاص حالت در یا و عمر
به زمانͬ چه تا متوسط طور به است، کرده عمر x زمان تا که دستگاه ΁ی که بیاید پیش است

ͬ باشد. م سوال این پاسخ·وی عمر باقیمانده میانگین ͬ دهد؟ م ادامه کارش

زیر صورت به ، T عمر طول تصادفͬ متغیر برای m ش΄ست زمان میانگین .٢ . ۶ . ١ تعریف
ͬ شود: م تعریف

m = E(T ) =

∫ ∞

٠ xf(x)dx .

را E(T ) توان مͯ اعتماد قابليت تابع از استفاده با چ·ونه که دهد مͯ نشان زير قضيه
کرد. محاسبه

احتمال چ·الͯ تابع و S(t) اعتماد قابليت تابع با پيوسته تصادفͯ متغير T اگر .١ . ۶ . ١ قضیه
،E(T ) وجود صورت در آن گاه باشد f(t)

E(T ) =

∫ ∞

٠ S(X)dx

لاپلاس توزیع ١ . ٧
یا مدل فرض به بستگͬ شدت به آماری تحلیل و تجزیه در شده استفاده روش های کیفیت
روشهای با استاندارد توزیع های توسعه در که سالهاست این، خاطر به دارد. احتمالͬ توزیع
دنیای پدیده های از ای گسترده طیف برای مدل عنوان به ͬ شوند م طراحͬ که معتبر، آماری
دارد وجود مهمات از بسیاری هنوز حال، این با است. شده انجام توجهͬ قابل تلاش واقعͬ

کنند. نمͬ دنبال را استاندارد یا ΁کلاسی مدل های از کدام هیچ واقعͬ داده های آن در که
مدل ترتیب، بدین است. متداول بسیار دارد، آماری مطالعه به نیاز که واقعͬ دنیای پدیده
که دشوار و سخت مدل های نیست. پدیده هر مطالعه برای مفید مدل ΁ی محبوب، عادی
هستند. مدل ΁ی ایجاد برای ابزاری ضروری اجزای هستند، مختلف نامتقارن درجه دارای
گیرد قرار استفاده مورد ͬ تواند م که است احتمالͬ توزیع ΁ی بررسͬ حاضر مطالعه از هدف
بهتر مدل این که داده، نشان لاپلاس احتمالͬ توزیع واقعͬ. دنیای در مختلف مدل های برای
΁ی اینجا در است. واقعͬ دنیای مش΄لات از از بعضͬ سازی مدل برای موجود مدل های از

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را توزیع این از کلͬ طرح
همچنین کرد. خواهیم مطالعه را آن اساسͬ خواص و لاپلاس احتمال توزیع ما بعد بخش در

کرد. خواهیم مقایسه کوشͬ توزیع و نرمال توزیع جمله از گاوسͬ مدل های با را مدل این



مقدمات و تعاریف ١۶

اساسͬ ͬ های ویژگ و تعاریف ١ . ٧ . ١
لاپلاس توزیع

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ، ͬ دهیم م نشان L(α, λ) با که لاپلاس احتمالͬ توزیع
f(x, α, λ) =

١
٢λ exp

(
−|x− α|

λ

)
; −∞ < x <∞ (١ . ١٠)

که زمانͬ توزیع این ͬ باشد. م مقیاس پارامتر λ > ٠ و م΄ان پارامتر α ∈ (−∞,∞) آن در که
توزیع ΁ی لاپلاس توزیع گرفت. خواهد را خود مقدار حداکثر باشد میانه برابر م΄ان پارامتر
همان ͬ یابند. م کاهش کوشͬ و نرمال توزیع از سریعتر و شدت به آن دم های که است متقارن

است: زیر صورت به نرمال توزیع ͬ دانید م که طور

f(x, µ, σ) =
٢√١πσ٢ exp

(
−(x− µ)٢

٢σ٢
)

−∞ < x <∞ (١ . ١١)

ͬ باشد. م زیر فرم به کوشͬ توزیع چ·الͬ تابع و است. σ٢ > ٠ و µ ∈ (−∞,∞) آن در که
f(x, x٠, γ) = ١

π

(
γ

γ٢ + (x− x٢(٠
)

−∞ < x <∞ (١ . ١٢)

است. x٠ ∈ (−∞,∞) و γ > ٠ آن در که
قله ای میزان کننده ی توصیف کشیدگͬ یا برجستگͬ احتمالات نظریه و آمار در .١ . ٧ . ١ تعریف
دنباله دارای و تر قله ای احتمال چ·الͬ تابع ش΄ل هرچقدر است. احتمالͬ توزیع ΁ی بودن
چهارم گشتاور با برابر کشیدگͬ است. بیشتر آن برای کشیدگͬ شاخص میزان باشد تر پهن
مقدار است. ماکزیمم نقطه در منحنͬ تیزی از معیاری کشیدگͬ دی·ر عبارت به ͬ باشد، م نرمال

ͬ آید. م دست به زیر صورت به و باشد. مͬ ٣ برابر نرمال توزیع برای کشیدگͬ
γ١ =

µ۴
σ۴

نسبت داده ها اگر است. احتمالͬ توزیع تقارن عدم میزان دهنده نشان چول·ͬ .١ . ٧ . ٢ تعریف
گشتاور با برابر چول·ͬ دی·ر عبارت به بود. خواهد صفر برابر چول·ͬ باشند، متقارن میانگین به
باشد. مͬ توزیع تابع تقارن عدم یا وجود از معیاری حقیقت در چول·ͬ است. شده نرمال سوم
سمت به کشیدگͬ با نامتقارن توزیع ΁ی برای و صفر چول·ͬ متقارن کاملا́ توزیع ΁ی برای
مقدار کوچ΄تر مقادیر سمت به کشیدگͬ با نامتقارن توزیع برای و مثبت چول·ͬ بالاتر مقادیر

است. منفͬ چول·ͬ
γ٢ =

µ٣
σ٣

ͬ دهد. م نشان رو کوشͬ و نرمال لاپلاس، توزیع های استاندارد چ·الͬ توزیع ۶ . ١ ش΄ل



١٧ لاپلاس توزیع

چول·ͬ نمودار :۵ . ١ ش΄ل

کوشͬ و نرمال لاپلاس، توزیع های چ·الͬ توزیع :۶ . ١ ش΄ل

نمایی و لاپلاس توزیع های چ·الͬ توزبع :١ . ٧ ش΄ل



مقدمات و تعاریف ١٨

لاپلاس توزیع چ·الͬ توزیع :١ . ٨ ش΄ل

لاپلاس توزیع چ·الͬ توزیع :١ . ٩ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را شده معرفͬ توزیع سه خواص از برخͬ ١ . ١ جدول

کوشͬ و نرمال لاپلاس، توزیع های ͬ های ویژگ از برخͬ :١ . ١ جدول
Kur(X) Sk(X) V (x) E(X) f(x)

٣ ٠ σ٢ µ نرمال
۶ ٠ ٢λ٢ α لاپلاس
∞ نشده تعریف ∞ نشده تعریف کوشͬ



١٩ لاپلاس توزیع
آن در که S = ١٢(Q٣ −Q١) نمونه، میانه ی میانگین، نمونه ای برآورد از مقایسه ای ١ . ٢ جدول
ͬ دهد م نشان را s٢ = ١

n−١
∑n

i=١(xi− x̄)٢ همچنین و ͬ باشد. م سوم چارک Q٣ و اول چارک Q١
ͬ دهد. م نشان را میانه m و است β = ١ + ٠٫۴

n−١ آن در که

نمونه ای برآوردهای بین مقایسه ای :١ . ٢ جدول
V (S) E(S) V (s٢) E(s٢) V (m) E(m) V (X̄) E(X̄) f(x)

١١۶nf(Q١)٢ ٠٫۶٧۴۵σ ٢σ۴
n−١ σ٢ πσ٢

٢n µ σ٢
n

µ نرمال
λ٢
n

λln٢ ٢٠λ٢
n

β ٢λ٢ λ٢
n

α ٢λ٢
n

α لاپلاس
π٢γ٢
۴n ∞ ∞ γ π٢γ٢

۴n x٠ ∞ نشده تعریف کوشͬ

ͬ باشد. م زیر صورت به لاپلاس توزیع تابع

F (x, α, λ) =


١٢ exp

(
x−α
λ

)
x ≤ α

١ − ١٢ exp
(
−x−α

λ

)
x ≥ α

(١ . ١٣)

΁لوجستی توزیع
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ΁لوجستی احتمالͬ توزیع

f(x, µ, s) =
exp

(
−x−µ

s

)
s
(١ + exp(−x−µ

s )
) (١۴ . ١)

΁لوجستی توزیع تابع ͬ باشد. م مقیاس پارامتر λ > ٠ و م΄ان پارامتر α ∈ (−∞,∞) آن در که
ͬ باشد. م زیر صورت به

F (x, µ, s) =
١)١ + exp(−x−µ

s )
)٢ (١۵ . ١)



مقدمات و تعاریف ٢٠

΁لوجستی توزیع  چ·الͬ تابع :١ . ١٠ ش΄ل

΁لوجستی توزیع تابع :١ . ١١ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را ΁لوجستی توزیع خواص از برخͬ جدول١ . ٣

΁لوجستی توزیع ͬ های ویژگ از برخͬ :١ . ٣ جدول
Kur(X) Sk(X) V (x) E(X) f(x)

١.٢ ٠ s٢π٢
٣ µ ΁لوجستی



٢ فصل
با لاپلاس توزیع در پارامترها برآورد

فاصله ای سانسور داده های

مقدمه ٢ . ١
بررسͬ مورد آن را خواص و لاپلاس توزیع در درستنمایی ماکزیمم برآورد ابتدا فصل این در
بحث لاپلاس توزیع در فاصله ای سانسور پارامتر های برآورد دوم بخش در سپس و داده ایم قرار
هم΄اران٢ و زو ،[٢٨] هم΄اران١ و تومازولا مقاله های از عمدتاً بخش این مطالب کرده ایم.
و [١٨] هم΄اران۶ و نگ ،[٢٢] اس΄الن۵ ،[٢۴] سان۴ ،[٢۵] هم΄اران٣ و تیموری ،[٣٠]

است. شده …گرفته

١Tomazella
٢Zo
٣Teimoouri
۴Sun
۵Scallan
۶Ng

٢١



فاصله ای سانسور داده های با لاپلاس توزیع در پارامترها برآورد ٢٢

درستنمایی ماکزیمم برآوردگر ٢ . ٢
[τi−١, τi] گامهای و فاصله k+١ با شده گروه بندی تصادفͬ نمونه ΁یX١, X٢, . . . , Xn کنید فرض
پیش از ثابتهای −∞ = τ٠ < τ١ < τ٢ < · · · < τk+١ = ∞ و است، i = ١,٢, . . . , k + ١ که
نشان را پراکنده نقاط از مجموعه ای τ = {τ٠, τ١, τ٢, . . . , τk+١} همچنین ͬ باشند. م شده تعیین
ͬ نماید. م مشخص را i = ١,٢, . . . , k + ١ که [τi−١, τi] فواصل در مشاهدات تعداد ni و ͬ دهد م

ͬ باشد م زیر صورت به ١ . ١ به توجه با درستنمایی تابع ل·اریتم بنابراین

logL(µ, σ) = a٠ +
k+١∑
i=١

ni log [F (τi;µ, σ)− F (τi − ١;µ, σ)] (٢ . ١)

موقعیت پارامتر (−∞ < µ <∞) µ همچنین و ثابت a٠ تجمعͬ، توزیع تابع F (.;µ, σ) آن در که
درستنمایی تابع ل·اریتم θ٢ = ١

σ و θ١ = µ
σ گرفتن نظر در با ͬ باشند. م مقیاس پارامتر σ > ٠ و

ͬ کنیم. م پارامتری باز زیر صورت به مجدداً را (٢ . ١) رابطه در

logL(θ١, θ٢) = a٠ +
k+١∑
i=١

ni log
[
F (θ٢τi − θ١)− F (θ٢τi−١ − θ١)

] (٢ . ٢)

توزیع تابع F٠(x) = F (x; ٠, ١) از منظور همچنین است. θ٢ > ٠ و −∞ < θ١ < ∞ آن در که
ͬ باشد. م F (.;µ, σ) استاندارد تجمعͬ

است. زیر صورت به استاندارد لاپلاس تجمعͬ توزیع تابع

F٠(y) =


١ − ١٢ exp(−y), y ≥ ٠
١٢ exp(y), y ≤ ٠

(٢ . ٣)

ͬ باشد. م زیر صورت به استاندارد لاپلاس احتمال چ·الͬ تابع و
f٠(y) = ١

٢ exp(−|y|) (۴ . ٢)
رابطه کردن ماکزیمم با (θ١, θ٢) درستنمایی ماکزیمم برآوردهای که ͬ دهد م نشان ٢ . ٢ . ١ قضیه

هستند. ی΄تا و دارند وجود (٢ . ٢)
و n١ + nk+١ < n که به طوری nk+١, . . . , n١ گروهͬ داده های که کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای آن گاه باشند. داشته وجود ٢ ≤ j ≤ k+١ که nj−١+nj < n

ͬ باشند. م ی΄تا و دارند وجود (µ, σ) درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای نتیجه در ، (θ١, θ٢)

است کافͬ ،(θ١, θ٢) برآوردگرهای بودن منحصربه فرد و وجود دادن نشان منظور به برهان.
دهیم. نشان



٢٣ درستنمایی ماکزیمم برآوردگر
نقطه ی هر برای منفͬ نیمه ماتریس ΁ی هسیان ماتریس ‐١

(θ١, θ٢) ∈ (−∞,∞)× (٠,∞)

است، منفͬ قطعاً درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای مربوط نقاط در حداقل یا و است
است. شده داده نشان زیر لم های در موضوع این درستͬ که

فشرده مجموعه زیر ΁ی η > ٠ هر برای همچنین ‐٢
K = K(η) ⊂ (−∞,∞)× (٠,∞)

لم در موضوع این و {(θ١, θ٢) : logL(θ١, θ٢) ≥ −η)} ⊂ K که به طوری دارد وجود
است. شده داده نشان ٢ . ٢ . ١

است. کامل اثبات بنابراین
عبارت هسیان ماتریس متغیره، چند توابع و ماتریس ها بحث در و ریاضیات در .٢ . ٢ . ١ تعریف
میزان بیانگر ماتریس این است. دوم مرتبه جزئͬ مشتقات شامل که مربعͬ ماتریسͬ از است
توسط نوزدهم قرن در ماتریس این است. آن متغیرهای ازای به نظر مورد تابع موضعͬ انحنای

شد. نام·ذاری او نام به و مطرح آلمانͬ ریاضیدان
باشند. شده تعریف زیر صورت به Hk+١ و H١ ماتریس های کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم

H١(θ١, θ٢) =

 ∂٢
∂θ٢١

logF٠(θ٢τ١ − θ١) ∂٢
∂θ١∂θ٢ logF٠(θ٢τ١ − θ١)

∂٢
∂θ١∂θ٢ logF٠(θ٢τ١ − θ١) ∂٢

∂θ٢٢
logF٠(θ٢τ١ − θ١)



Hk+١(θ١, θ٢) =

 ∂٢
∂θ٢١

log F̄٠(θ٢τk − θ١) ∂٢
∂θ١∂θ٢ log F̄٠(θ٢τk − θ١)

∂٢
∂θ١∂θ٢ log F̄٠(θ٢τk − θ١) ∂٢

∂θ٢٢
log F̄٠(θ٢τk − θ١)


هستند. منفͬ نیمه آن ها بنابراین ،F̄٠(x) = ١ − F٠(x) آن در که

دهیم. نشان را زیر شرط دو است کافͬ H بودن منفͬ نیمه اثبات برای برهان.
باشند. منفͬ H ماتریس اصلͬ قطر روی درایه های ‐١

است. نامنفͬ H ماتریس دترمینان ‐٢
x ≥ ٠ اگر باشد. g١(x) = logF٠(x) کنید فرض

g١(x) = logF٠(x) = log

(
١ − ١

٢ exp(−x)
)

dg١(x)
dx

=
١٢ exp(−x)

١ − ١٢ exp(−x)
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d٢g١(x)
dx٢ =

(− ١٢ exp(−x))
(١ − ١٢ exp(−x)

)
− ( ١٢ exp(−x))( ١٢ exp(−x))(١ − ١٢ exp(−x)

)٢

= −٢ exp(−x)
(
exp(−x)− ٢−(٢

< ٠
پس

H١(θ١, θ٢) =
− ٢ exp(θ٢τ١−θ١)

[٢ exp(θ٢τ١−θ١)−٢[١
٢τ١ exp(θ٢τ١−θ١)

[٢ exp(θ٢τ١−θ١)−٢[١
٢τ١ exp(θ٢τ١−θ١)

[٢ exp(θ٢τ١−θ١)−٢[١ − ٢τ٢١ exp(θ٢τ١−θ١)
[٢ exp(θ٢τ١−θ١)−٢[١


بنابراین

H١(θ١, θ٢) =
[
d٢g١(x)
dx٢

]
x=θ٢τ١−θ١

×

 ١ −τ١
−τ١ τ٢١


پس است، نامنفͬ H ماتریس دترمینان و منفͬ اصلͬ قطر درایه های ͬ شود م مشاهده بنابراین

آن گاه x < ٠ اگر حال ͬ باشد. م منفͬ نیمه ماتریسͬ H ماتریس
g١(x) = logF٠(x) = log

( ١
٢ exp(x)

)

dg١(x)
dx

=
١٢ exp(x)

١٢ exp(x)
= ١

d٢g١(x)
dx٢ = ٠

ͬ باشد. م منفͬ نیمه H١ماتریس لذا H١و ≤ ٠ بنابراین پس است صفر H١ماتریس و d٢g١(x)
dx٢ = ٠

زیرا است، منفͬ نیمه ماتریسͬ نیز Hk+١ که داد نشان ͬ توان م H١ با مشابه طور به

F̄٠(x) = ١ − F٠(x) =


١٢ exp(−x) , x ≥ ٠
١ − ١٢ exp(x) , x ≤ ٠

آنگاه ،x ≥ ٠ اگر باشد. g٢(x) = log F̄٠(x) کنید فرض حال
g٢(x) = log F̄٠(x) = log

( ١
٢ exp(x)

)

dg٢(x)
dx

=
١٢ exp(x)

١٢ exp(x)
= ١

d٢g٢(x)
dx٢ = ٠

آن گاه x < ٠ اگر حال است. صفر ماتریس Hk+١ و d٢g٢(x)
dx٢ = ٠ پس

g٢(x) = log F̄٠(x) = log

(
١ − ١

٢ exp(x)

)
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dg٢(x)
dx

=
− ١٢ exp(x)

١ − ١٢ exp(x)

d٢g٢(x)
dx٢ =

−( ١٢ exp(x))
(١ − ١٢ exp(x)

)
− ( ١٢ exp(x))( ١٢ exp(x))(١ − ١٢ exp(x)
)٢

= −٢ exp(x)
(٢ exp(x)− ٢−(١

< ٠
پس

Hk+١(θ١, θ٢) =
− ٢ exp(θ٢τk−θ١)

[٢ exp(θ٢τk−θ١)−٢[١
٢τ١ exp(θ٢τk−θ١)

[٢ exp(θ٢τk−θ١)−٢[١
٢τ١ exp(θ٢τk−θ١)

[٢ exp(θ٢τk−θ١)−٢[١ − ٢τ٢١ exp(θ٢τk−θ١)
[٢ exp(θ٢τk−θ١)−٢[١


بنابراین

Hk+١(θ١, θ٢) =
[
d٢g٢(x)
dx٢

]
x=θ٢τ١−θ١

×

 ١ −τ١
−τ١ τ٢١


است، نامنفͬ Hk+١ ماتریس دترمینان و منفͬ اصلͬ قطر درایه های ͬ شود م مشاهده بنابراین

ͬ باشد. م منفͬ نیمه ماتریسͬ Hk+١ ماتریس پس
هسیان ماتریس آنگاه g(u, v) = log[F٠(u)− F٠(v)] و v < u کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ لم

H(u, v) =

∂٢g(u,v)
∂u٢

∂٢g(u,v)
∂u∂v

∂٢g(u,v)
∂u∂v

∂٢g(u,v)
∂v٢


است. منفͬ نیمه ماتریس

دهیم. نشان را زیر شرط دو است کافͬ H(u, v) بودن منفͬ نیمه اثبات برای برهان.
.∂٢g(u,v)

∂v٢ و ∂٢g(u,v)
∂u٢ < ٠ ‐١

است. نامنفͬ H(u, v) ماتریس دترمینان ‐٢
که باشید داشته توجه

g(u, v) = log[F٠(u)− F٠(v)] =


log
[ ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

]
u ≥ ٠, v ≥ ٠

log
[١ − ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(v)

]
u ≥ ٠, v < ٠

log
[ ١٢ exp(u)− ١٢ exp(v)

]
u < ٠, v < ٠

u ≥ ٠, v ≥ ٠ حالت در
g(u, v) = log[F٠(u)− F٠(v)] = log

[ ١
٢ exp(−v)− ١

٢ exp(−u)
]
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∂g(u, v)

∂u
=

١٢ exp(−u)
١٢ exp(−u)− ١٢ exp(−v)

∂٢g(u, v)
∂u٢ =

١٢ exp(−u)
( ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(−v)

)
− ١٢ exp(−u) ١٢ exp(−u)( ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(−v)

)٢

∂٢g(u, v)
∂u٢ =

− ١٢ exp(−u) ١٢ exp(−v)( ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(−v)
)٢

=
− exp(−u− v)

(exp(−u)− exp(−v))٢

∂٢g(u, v)
∂u∂v

=

١٢ exp(−u)
( ١٢ exp(−v)

)
( ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

)٢

∂٢g(u, v)
∂u∂v

=
١٢ exp(−u) ١٢ exp(−v)( ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

)٢

=
exp(−u− v)

(exp(−v)− exp(−u))٢

∂٢g(u, v)
∂v∂u

=
exp(−u− v)

(exp(−v)− exp(−u))٢

∂g(u, v)

∂v
=

− ١٢ exp(−v)
١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

∂٢g(u, v)
∂v٢ =

١٢ exp(−v)
( ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

)
− ١٢ exp(−v) ١٢ exp(−v)( ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

)٢

∂٢g(u, v)
∂v٢ =

− ١٢ exp(−u) ١٢ exp(−v)( ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)
)٢

=
− exp(−u− v)

(exp(−v)− exp(−u))٢

H(u, v) =

− exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢
exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢
exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢ − exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢

 = H٢(u, v)



٢٧ درستنمایی ماکزیمم برآوردگر
است صفر H٢(u, v) ماتریس دترمینان همچنین و ∂٢g(u,v)

∂v٢ < ٠ و ∂٢g(u,v)
∂u٢ < ٠ داریم بنابراین

زیرا
|H٢(u, v)| =

(
− exp(−u− v)

[exp(−v)− exp(−u)]٢
)٢

−
(

exp(−u− v)

[exp(−v)− exp(−u)]٢
)٢

= ٠
u ≥ ٠, v < ٠ حالت در

g(u, v) = log[F٠(u)− F٠(v)] = log

[
١ − ١

٢ exp(−u)− ١
٢ exp(v)

]

∂g(u, v)

∂u
=

١٢ exp(−u)
١ − ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(v)

∂g(u, v)

∂v
=

− ١٢ exp(v)

١ − ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(v)

داریم: دوم مرتبه جزئͬ مشتقات گرفتن با و

H(u, v) =

 exp(u)[−٢+exp(v)]

{١+exp(u)[−٢+exp(v)]}٢
exp(u+v)

{١+exp(u)[−٢+exp(v)]}٢
exp(u+v)

{١+exp(u)[−٢+exp(v)]}٢
exp(u+v)[٢−١ exp(u)]

{١+exp(u)[−٢+exp(v)]}٢

 = H٣(u, v)

چون H٣(u, v) > ٠ ماتریس دترمینان و ∂٢g(u,v)
∂v٢ < ٠ و ∂٢g(u,v)

∂u٢ < ٠ پس
|H٣(u, v)| =

(
exp(u)[−٢ + exp(v)]

{١ + exp(u)[−٢ + exp(v)]}٢
exp(u+ v)[١ − ٢ exp(u)]

{١ + exp(u)[−٢ + exp(v)]}٢
)
−(

exp(u+ v)

{١ + exp(u)[−٢ + exp(v)]}٢
exp(u+ v)

{١ + exp(u)[−٢ + exp(v)]}٢
)

=
exp(u)[−٢ + exp(v)]× exp(u+ v)[١ − ٢ exp(u)]− exp(u+ v)٢

{١ + exp(u)[−٢ + exp(v)]}۴ > ٠
u < ٠, v < ٠ حالت در و

H(u, v) =

− exp(u+v)

[exp(v)−exp(u)]٢
exp(u+v)

[exp(v)−exp(u)]٢
exp(u+v)

[exp(v)−exp(u)]٢ − exp(u+v)

[exp(v)−exp(u)]٢

 = H۴(u, v)

زیرا است، صفر برابر H۴(u, v) ماتریس دترمینان و ∂٢g(u,v)
∂v٢ < ٠ و ∂٢g(u,v)

∂u٢ < ٠ لذا

|H۴(u, v)| =
(
− exp(u+ v)

[exp(v)− exp(u)]٢
)٢

−
(

exp(u+ v)

[exp(v)− exp(u)]٢
)٢

= ٠
است. کامل اثبات

٢ ≤ i ≤ k هر برای Hi و gi(θ١, θ٢) = log[F٠(θ٢τi−θ١)−F٠(θ٢τi−١−θ١)] کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ لم
است. منفͬ معین نیمه ماتریس Hi آن گاه باشد، هسیان ماتریس
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ͬ دانیم م برهان.

gi(u, v) = log[F٠(u)− F٠(v)] =


log
[ ١٢ exp(−v)− ١٢ exp(−u)

]
u ≥ ٠, v ≥ ٠

log
[١ − ١٢ exp(−u)− ١٢ exp(v)

]
u ≥ ٠, v < ٠

log
[ ١٢ exp(u)− ١٢ exp(v)

]
u < ٠, v < ٠

به ،θ٢ و θ١ به نسبت مشتق گیری با حال ͬ باشد. م v = θ٢τi−١ − θ١ و u = θ٢τi − θ١ آن در که
داد نشان ͬ توان م آسانͬ

H٢(u, v) =
 ١ − τi −τi + τiτi−١

١ − τi−١ −τi + (τi−١)٢

− exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢
exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢
exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢ − exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢



H٢(u, v) =
−١ τi

−١ τi−١

′− exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢
exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢
exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢ − exp(−u−v)

[exp(−v)−exp(−u)]٢

−١ τi

−١ τi−١


پس است صفر H٢(u, v) ماتریس دترمینان همچنین و ∂٢g(u,v)

∂v٢ < ٠ و ∂٢g(u,v)
∂u٢ < ٠ که انجایی از

Hi(u, v) ≡ A′H(u, v)A داد نشان ͬ توان م i هر H٢برای با مشابه طور به و است. H٢نیمه منفͬ

A =

−١ τi

−١ τi−١


است. منفͬ نیمه ماتریس Hi ٢ . ٢ . ٢ لم مشابه و

آ ن گاه n١ + nk+١ < n کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ لم
lim

θ٠→٢+ sup
−∞<θ١<∞

logL(θ١, θ٢) = −∞ (۵ . ٢)

توجه با ni > ٠ که به طوری ٢ ≤ i ≤ k + ١ دارد وجود n١ + nk+١ < n اینکه به توجه با برهان.
و θ٢ → ٠+ که زمانͬ بنابراین t ∈ (−∞,∞) همه برای f٠(t) ≤ ٠٫۵ < ١ داریم (۴ . ٢) معادله به

داریم θ١ → +∞

log

[∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt

]
= log

[ ١
٢ exp(θ٢τi−١ − θ١)−

١
٢ exp(θ٢τi − θ١)

]
و

logL(θ١, θ٢) ≤ ni log

∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt

≤ ni log

[ ١
٢ exp(θ٢τi−١ − θ١)−

١
٢ exp(θ٢τi − θ١)

]
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بنابراین

sup
θ١→∞

L(θ١, θ٢) ≤ sup
θ١→∞

ni log

[ ١
٢ exp(θ٢τi−١ − θ١)−

١
٢ exp(θ٢τi − θ١)

]
= sup

θ١→∞
ni log

(
exp(−θ١)[

١
٢ exp(θ٢τi−١)−

١
٢ exp(θ٢τi)]

)
= sup

θ١→∞

(
ni log exp(−θ١) + log[

١
٢ exp(θ٢τi−١)−

١
٢ exp(θ٢τi)]

)
≤ sup

θ١→∞
(−niθ١) + ni log

[ ١
٢ exp(θ٢τi−١)−

١
٢ exp(θ٢τi)

]
داریم. θ١ → ∞ و θ٢ → ٠+ هر برای بنابراین

sup
θ١→∞
θ٠→٢+

(−niθ١) + ni log

[ ١
٢ exp(θ٢τi−١)−

١
٢ exp(θ٢τi)

]

= sup
θ١→∞

(−niθ١) + ni log

[ ١
٢ exp(θ٢τi−١)−

١
٢ exp(θ٢τi)

]
= −∞

داریم. θ١ → −∞ و θ٢ → ٠+ که زمانͬ مشابه طور به و
log

[∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt

]
= log

[ ١
٢ exp(−[θ٢τi−١ − θ١])−

١
٢ exp(−[θ٢τi − θ١])

]
و

logL(θ١, θ٢) ≤ ni log

∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt

≤ ni log

[ ١
٢ exp(−[θ٢τi−١ − θ١])−

١
٢ exp(−[θ٢τi − θ١])

]
بنابراین

sup
θ١→∞

L(θ١, θ٢) ≤ sup
θ١→∞

ni log

[ ١
٢ exp(−[θ٢τi−١ − θ١])−

١
٢ exp(−θ٢τi − θ١])

]
= sup

θ١→∞
ni log

(
exp(θ١)[

١
٢ exp(−θ٢τi−١)−

١
٢ exp(−θ٢τi)]

)
= sup

θ١→∞

(
ni log exp(θ١) + log[

١
٢ exp(−θ٢τi−١)−

١
٢ exp(−θ٢τi)]

)
≤ sup

θ١→∞
(niθ١) + ni log

[ ١
٢ exp(−θ٢τi−١)−

١
٢ exp(−θ٢τi)

]
داریم. θ١ → −∞ و θ٢ → ٠+ هر برای بنابراین

sup
θ١→−∞
θ٠→٢+

(niθ١) + ni log

[ ١
٢ exp(−θ٢τi−١)−

١
٢ exp(−θ٢τi)

]

= sup
θ١→−∞

(niθ١) + ni log

[ ١
٢ exp(−θ٢τi−١)−

١
٢ exp(−θ٢τi)

]
= −∞

است. برقرار (۵ . ٢) معادله



فاصله ای سانسور داده های با لاپلاس توزیع در پارامترها برآورد ٣٠
آنگاه .٢ ≤ j ≤ k + ١ تمام برای nj−١ + nj < n و n١ + nk+١ < n کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ لم

lim
θ٢→∞

sup
−∞<θ١<∞

logL(θ١, θ٢) = −∞ (۶ . ٢)
و

lim
|θ١|→∞

sup
θ٠<٢ logL(θ١, θ٢) = −∞ (٢ . ٧)

که است ͹واض ثابت θ٢ > ٠ هر برای .I = {١ ≤ j ≤ k + ١;nj > ٠} کنید فرض برهان.

logL(θ١, θ٢) ≤ ni log

∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt ≡M(θ١)

داریم ۴ . ٢ . ٢ لم از استفاده با
sup

−∞<θ١<∞
logL(θ١, θ٢) = sup

−∞<θ١<∞
M(θ١) = −∞

که به طوری θ∗١ = θ∗١(θ٢) دارد وجود ثابت θ٢ هر برای بنابراین
sup

−∞<θ١<∞
logL(θ١, θ٢) = logL(θ∗١ , θ٢) =

∑
i∈I

ni log

∫ θ٢τi−θ∗١
θ٢τi−١−θ∗١

f٠(t)dt

θ٢A هر برای باشد. ثابت A > ٠ همچنین و ٢C = min١≤j≤k+١(τj − τj−١)) > ٠ کنید فرض
به طوری که دارد Iوجود مجموعه ی از i ΁ی حداقل

علامتند. هم θ٢τi − θ∗١ = θ٢(τi − θ∗١/θ٢) و θ٢τi−١ − θ∗١ = θ٢(τi−١ − θ∗١/θ٢) ‐١
|τi−١ − θ∗١/θ٢| ≥ C و |τi − θ∗١/θ٢| ≥ C ‐٢

داریم. آنگاه ͬ باشند، م θ٢τi−١ − θ∗١ > ٠ و θ٢τi − θ∗١ > ٠ پس باشد i ∈ I ∫اگر θ٢τi−θ∗١
θ٢τi−١−θ∗١

f٠(t)dt =
[ ١

٢ exp(θ٢τi)− θ∗١ − ١
٢ exp(θ٢τi−١)− θ∗١

]
∫و θ٢τi−θ∗١

θ٢τi−١−θ∗١
exp(−t)dt = exp

[
−(θ٢τi−١ − θ∗١)

]
− exp

[
−(θ٢τi − θ∗١)

]
∫بنابراین θ٢τi−θ∗١

θ٢τi−١−θ∗١
f٠(t)dt <

∫ θ٢τi−θ∗١
θ٢τi−١−θ∗١

exp(−t)dt < exp
[
−(θ٢τi−١ − θ∗١)

]
و −(θ٢τi−١ − θ∗١) < −CA/C = A داریم θ٢ > AC تمام و A > ٠ هر برای پس

ni log

∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt < −niA ≤ A



٣١ لاپلاس توزیع در فاصله ای سانسور بقای داده های پارامتری تحلیل
بنابراین

logL(θ∗١ , θ٢) =
∑
i∈I

ni log

∫ θ٢τi−θ١

θ٢τi−١−θ١
f٠(t)dt < −A (٢ . ٨)

که داد نشان ͬ توان م مشابه طور به ٢ . ٨ نامعادله در .θ٢ > AC تمام برای

(θ٢τi−١ − θ∗١) < −C

و
(θ٢τi − θ∗١) < −C

داریم شده داده بزرگ کافͬ اندازه به A هر برای بنابراین
sup

−∞<θ١<∞
logL(θ١, θ٢) = logL(θ∗١ , θ٢) < −A

sup
θ٠<٢ logL(θ١, θ٢) < −A داد نشان ͬ توان م مشابه طور به و ͬ باشد. م ۶ . ٢ معادله ی همان این و

است. برقرار (٢ . ٧) معادله بزرگ، |θ١| و بزرگ کافͬ اندازه به A هر برای
ثابت η هر برای ٢ ≤ j ≤ k + ١ و nj−١ + nj < n و n١ + nk+١ < n که کنید فرض .۶ . ٢ . ٢ لم

که به طوری دارد وجود k ≡ k(η) ⊂ (−∞,∞)× (٠,∞) فشرده مجموعه (η > ٠)
{(θ١, θ٢) : logL(θ١, θ٢) ≤ −η} ⊂ K

.
است. ۴ . ٢ . ٢ و ۵ . ٢ . ٢ لم های نتیجه لم این برهان.

فاصله ای سانسور بقای داده های پارامتری تحلیل ٢ . ٣
لاپلاس توزیع در

بسیاری کاربرد و گرفته قرار توجه مورد بسیار اخیر دهه های در که آماری مدل های از ی΄ͬ
کلیه شامل بقاء تحلیل بقاست. تحلیل دارد، علوم سایر و مهندسͬ پزش΄ͬ، مطالعات در
داده با مقایسه در بقا داده های اصلͬ ویژگͬ بقاست. داده های تحلیل برای آماری روش های
که است حالتͬ سانسور پیچیده انواع از ی΄ͬ ͬ باشد. م سانسور داده های وجود آماری های
΁ی در پیشامد که است موجود اطلاع این فقط و نیست مشخص پیشامد رخداد دقیق زمان

ͬ گویند. م فاصله ای سانسور آن به که است افتاده اتفاق زمانͬ بازه
متناسب مخاطرات مدل استفاده رگرسیونͬ مدل دو از کلͬ طور به بقا داده های تحلیل در
مدل عنوان به شتابنده ش΄ست زمان مدل های و پارامتری نیمه مدل ΁ی عنوان به کاکس



فاصله ای سانسور داده های با لاپلاس توزیع در پارامترها برآورد ٣٢
مدل های اما و بقاست، تحلیل در در مدل کاربردی ترین کاکس رگرسیون اگرچه پارامتری.
این بودن پذیر انعطاف شرایط از ی΄ͬ باشند. تر مناسب ͬ توانند م شرایط برخͬ در پارامتری
باشند. کم΄ͬ متغیرهای از تابعͬ ͬ توانند م دو هر م΄ان و مقیاس پارامتر که است این مدل ها
است برخوردار ویژه ای اهمیت از کاکس مدل برخلاف بقا زمان پارامتری توزیع آوردن دست به
برآورد در و نمود محاسبه زمان ها تمام در را خطر احتمال و بقا احتمال ͬ توان م که به طوری 
به نسبت همچنین کرد. استفاده درستنمایی حداکثر روش از کاکس مدل خلاف بر پارامترها
توزیع های اکثر ͬ دهد. م نتیجه ساده تری مدل و دارند کمتری پارامترهای کاکس رگرسیون
فرض استاندارد حالت در ͬ باشند، م مقیاس و م΄ان پارامتر دو دارای لاپلاس مانند پارامتری
بخش این در است. کم΄ͬ متغیرهای از تابعͬ مقیاس پارامتر و ثابت م΄ان پارامتر شود مͬ
ارائه نیستند ثابت پارامتر دو هر که هنگامͬ ای فاصله سانسور حالت در لاپلاس توزیع برآورد

است. شده

لاپلاس توزیع ٢ . ٣ . ١
با لاپلاس توزیع چ·الͬ تابع باشد. مͬ مقیاس λ و م΄ان α پارامتر دو دارای لاپلاس توزیع

ͬ شود: م بیان زیر صورت به (α, λ) پارامترهای
f(t, α, λ) =

١
٢λ exp

(
−|t− α|

λ

)
; t ∈ (−∞,∞), a ∈ (−∞,∞), λ > ٠ (٢ . ٩)

است زیر صورت به توزیع این برای (s(t)) بقاء و (h(t)) خطر توابع همچنین

s(t) =


١ − ١٢ exp

(
t−α
λ

)
t ≤ α

١٢ exp
(
− t−α

λ

)
t ≥ α

h(t) =


١٢λ exp ( t−α

λ )
١− ١٢ exp ( t−α

λ )
t ≤ α

١
λ t ≥ α

ͬ شود م فرض دقیق تر، برازش و کم΄ͬ متغیرهای مورد در استنباط برای پارامتری تحلیل در
صورت به را مقیاس پارامتر منظور این برای است. مرتبط کم΄ͬ متغیرهای با مقیاس پارامتر

ͬ کنند. م مرتبط کم΄ͬ متغیرهای با زیر



٣ فصل
سازی شبیه

مقدمه ٣ . ٠ . ١
و عمل΄رد ارزیابی و ببرسͬ به کارلو مونت شبیه سازی فرایند ΁ی از استفاده با فصل این در
با ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو در σ و µ پارامترهای درستنمایی ماکزیمم برآوردهای مقایسه
n = ٢٠,٢۵,٣٠,٣۵, . . . , ١٠٠ اندازه با تصادفͬ نمونه هزار ابتدا پرداخت. خواهیم فاصله  ای داده های
نمونه ١٠٠٠ هر برای سپس و کرده ایم. شبیه سازی (α = ٠, λ = ١) استاندارد لاپلاس توزیع از
معیارهای و نموده محاسبه لاپلاس توزیع در λ و α پارامترهای درستنمایی ماکزیمم برآورد
را بالا موارد همچنین آورده ایم. بدست را کشیدگͬ و چول·ͬ خطا، مربعات میانگین اریبی،
مقدار همچنین داده ایم. قرار بررسͬ مورد σ = ۶/√π و µ = ٠ که زمانͬ ΁لوجستی توزیع برای

،(−∞,−٠٫۵, ٠٫٢۵, ١, ١٫٧۵,٢٫۵,∞) ، (−∞, ٠, ٠٫۵, ١, ١٫۵,٢,∞) صورت به را τ
کرده ایم. انتخاب (−∞,−١−,٢, ٠٫۵, ١,٣,∞) و (−∞,−٠٫٢۵, ٠, ١,٢,٢٫۵,∞)

و میانگین دارای آنها که شده اند ساخته گونه ای به ΁لوجستی و لاپلاس توزیع پارامترهای
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را موارد این مثال چند قالب در ادامه در هستند. برابر واریانس
هم΄اران و پتلو ،[٢١] سایت ،[٢٨] هم΄اران١ و تومازولا مقاله های از عمدتاً فصل این مطالب

است. شده …گرفته و [١۶] هم΄اران٣ و لیو ،[١٩] ٢

١Tomazella
٢Patel
٣Lio

٣٣



سازی شبیه ٣۴
قدرمطلق معیارهای باشد. τ = (−∞, ٠, ٠٫۵, ١, ١٫۵,٢,∞) مقدار که کنید فرض .٣ . ٠ . ١ مثال
صورت به ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای کشیدگͬ و چول·ͬ خطا، مربعات میانگین ، اریبی

ͬ باشند. م زیر

لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج :٣ . ١ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

۶٫۶٧ ۴٫١۶ ١٫۴٩ −٠٫٠١ ٠٫٢٣ ٠٫٠٨ ٠٫٣۴ ٠٫٢١ ١
۶٫٣٧ ٣٫۵٨ ١٫٢٩ −٠٫١٢ ٠٫١۵ ٠٫٠۶ ٠٫٢٨ ٠٫١٩ ٢

١٩٫٢٢ ۴٫٣٩ ٢٫٣٢ −٠٫٢٧ ٠٫١۴ ٠٫٠۵ ٠٫٢۶ ٠٫١۶ ٣
۴٫٢٨ ٣٫۶۴ ٠٫٨٠ −٠٫٠١ ٠٫٠٩ ٠٫٠۴ ٠٫٢٣ ٠٫١۵ ۴
٧٫١۵ ٣٫٧٣ ١٫٢٧ −٠٫٢١ ٠٫٠٨ ٠٫٠٣ ٠٫٢١ ٠٫١۴ ۵
۵٫٩۶ ٣٫۵٣ ١٫٠١ −٠٫٠١ ٠٫٠٧ ٠٫٠٣ ٠٫٢٠ ٠٫١٣ ۶
۴٫٩۵ ٣٫٠۴ ٠٫٨۶ ٠٫٠۴ ٠٫٠۶ ٠٫٠٣ ٠٫١٩ ٠٫١٣ ٧
٣٫٨٩ ٣٫٧۴ ٠٫۶۴ −٠٫٠٨ ٠٫٠۵ ٠٫٠٢ ٠٫١٧ ٠٫١٢ ٨
٣٫۵٢ ٣٫۴۵ ٠٫۵٧ ٠٫٠۶ ٠٫٠۵ ٠٫٠٢ ٠٫١٨ ٠٫١١ ٩
۴٫٠۶ ٣٫٧٨ ٠٫۶٨ −٠٫١٧ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۶ ٠٫١١ ١٠
۴٫٠٢ ۴٫٠٨ ٠٫٧٢ ٠٫١٧ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۵ ٠٫١٠ ١١
٣٫۵۵ ٣٫۵٨ ٠٫۵٧ ٠٫١٠ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۵ ٠٫١٠ ١٢
٣٫۴٨ ٣٫۵٩ ٠٫۵۶ ٠٫٠١ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫١۴ ٠٫١٠ ١٣
٣٫٩۶ ٣٫٠۵ ٠٫۴۴ −٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫١٣ ٠٫٠٩ ١۴
٣٫۵٢ ٣٫۵١ ٠٫۵٢ ٠٫١١ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫١٣ ٠٫٠٩ ١۵
٣٫٨۵ ٣٫٧٠ ٠٫۵٨ −٠٫١۶ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫١٣ ٠٫٠٨ ١۶
٣٫٢٧ ٣٫٠۵ ٠٫۴٧ −٠٫١۵ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫١٣ ٠٫٠٩ ١٧



٣۵

΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج :٣ . ٢ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

٣٫٣٢ ٣٫۵٣ ٠٫۵۵ ٠٫١١ ٠٫۵٠ ٠٫٢٣ ٠٫۶٨ ٠٫٣٧ ١
۴٫٠٣ ٢٫٩٩ ٠٫۶۴ −٠٫٠١ ٠٫۵٠ ٠٫١٩ ٠٫۶٩ ٠٫٣۴ ٢
٣٫٠٠ ٣٫٣٠ ٠٫۴٠ ٠٫٠١ ٠٫۵٠ ٠٫١۵ ٠٫۶٩ ٠٫٣٠ ٣
٣٫١۶ ٣٫٣٣ ٠٫۴٣ −٠٫١۶ ٠٫۵١ ٠٫١١ ٠٫٧٠ ٠٫٢۶ ۴
٢٫٩١ ٣٫٣٣ ٠٫٣۶ −٠٫١۶ ٠٫۵٠ ٠٫١١ ٠٫۶٩ ٠٫٢۵ ۵
٣٫١١ ٣٫٢۶ ٠٫٣٢ −٠٫١٢ ٠٫۴٩ ٠٫١١ ٠٫۶٩ ٠٫٢۴ ۶
٢٫٩۶ ٣٫٠٢ ٠٫٢٧ −٠٫٠٨ ٠٫۵٠ ٠٫٠٨ ٠٫٧٠ ٠٫٢٣ ٧
٣٫١٩ ٣٫٢٠ ٠٫٣٩ ٠٫٠۶ ٠٫۵٠ ٠٫٠٧ ٠٫٧٠ ٠٫٢١ ٨
٣٫٠٧ ٣٫٠١ ٠٫٢۶ −٠٫٠٨ ٠٫۵٠ ٠٫٠٧ ٠٫٧٠ ٠٫٢١ ٩
٣٫١٢ ٣٫١٠ ٠٫٣٨ ٠٫٠٩ ٠٫۴٩ ٠٫٠٧ ٠٫٧٠ ٠٫٢١ ١٠
٣٫۴٠ ٣٫٠٩ ٠٫٣٣ −٠٫٠٨ ٠٫۵٠ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫١٩ ١١
٣٫٣۵ ٣٫٠۶ ٠٫۴۴ ٠٫٠۴ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٢
٣٫١٧ ٣٫٠٠ ٠٫٢۴ ٠٫٠٨ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٣
٣٫٣٠ ٣٫٢٠ ٠٫٢٩ −٠٫٠٢ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١۴
٣٫١٨ ٢٫٩۶ ٠٫٣٨ −٠٫٠٢ ٠٫۴٩ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١۵
٣٫٠٩ ٢٫٩٨ ٠٫٢۴ −٠٫١٢ ٠٫۵٠ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١۶
٢٫٨۴ ٣٫٠۵ ٠٫١٢ −٠٫٠٣ ٠٫۴٩ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١۶ ١٧



سازی شبیه ٣۶

΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٣ . ١ ش΄ل

از کمتر لاپلاس توزیع در µ میانگین اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٣ . ١ ش΄ل
است. ΁لوجستی توزیع

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٣ . ٢ ش΄ل

توزیع از کمتر لاپلاس توزیع در σ اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٣ . ٢ ش΄ل
است. ΁لوجستی



٣٧

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار :٣ . ٣ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر MSE ٣ . ٣ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار :۴ . ٣ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر MSE ۴ . ٣ ش΄ل



سازی شبیه ٣٨
است. کمتر لاپلاس

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار :۵ . ٣ ش΄ل

ذو چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر چول·ͬ ۵ . ٣ ش΄ل
ͬ باشد. م مشابه توزیع

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار :۶ . ٣ ش΄ل

برای چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر چول·ͬ ۶ . ٣ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع



٣٩

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار :٣ . ٧ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر کشیدگͬ ٣ . ٧ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار :٣ . ٨ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر کشیدگͬ ٣ . ٨ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای



سازی شبیه ۴٠
معیارهای باشد. τ = (−∞,−٠٫۵, ٠٫٢۵, ١, ١٫٧۵,٢٫۵,∞) مقدار که کنید فرض .٣ . ٠ . ٢ مثال
΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای کشیدگͬ و چول·ͬ خطا، مربعات میانگین ، اریبی قدرمطلق

ͬ باشند. م زیر صورت به

لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج :٣ . ٣ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

٣٫۴٧ ٣٫۶٠ ٠٫٧٠ −٠٫١٨ ٠٫١٢ ٠٫٠٩ ٠٫٢۶ ٠٫٢۴ ١
٧٫٠١ ۴٫۴٨ ١٫١٨ −٠٫٢١ ٠٫١٠ ٠٫٠٧ ٠٫٢٣ ٠٫٢١ ٢
٣٫۶۵ ٣٫٣٧ ٠٫۶٣ −٠٫٢١ ٠٫٠٨ ٠٫٠۵ ٠٫٢٢ ٠٫١٨ ٣
٣٫٢٧ ٣٫٠۴ ٠٫۵٨ −٠٫١۵ ٠٫٠۶ ٠٫٠۴ ٠٫١٩ ٠٫١٧ ۴
٣٫۴١ ٣٫١٠ ٠٫۴٨ −٠٫١۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۴ ٠٫١٧ ٠٫١۵ ۵
٣٫٩۴ ٣٫٠٩ ٠٫٧٠ −٠٫٢۶ ٠٫٠۴ ٠٫٠٣ ٠٫١۵ ٠٫١۴ ۶
٣٫۴٢ ٢٫٧٩ ٠٫۵۶ −٠٫٠۵ ٠٫٠۴ ٠٫٠٣ ٠٫١۵ ٠٫١۴ ٧
٣٫۶٠ ٣٫٣۴ ٠٫۶٠ −٠٫٠٢ ٠٫٠۴ ٠٫٠٣ ٠٫١۴ ٠٫١۴ ٨
۴٫١۶ ٣٫١۴ ٠٫۶٢ −٠٫١٩ ٠٫٠٣ ٠٫٠٣ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٩
٣٫۶۶ ٣٫٣۵ ٠٫۶۴ −٠٫٣٠ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ١٠
٣٫٣٧ ٣٫١١ ٠٫۴۴ −٠٫١٧ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ١١
٣٫۴١ ٣٫٠٢ ٠٫۵۴ ٠٫٠١ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ١٢
٣٫۵٣ ٢٫٩۶ ٠٫۴۴ −٠٫١۵ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٢ ١٣
٣٫٢١ ٣٫٢٧ ٠٫٣۴ −٠٫٢٠ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٠ ١۴
٣٫۵۶ ٣٫١۴ ٠٫۵٢ −٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٠ ١۵
٣٫٣١ ٢٫٩١ ٠٫۴١ −٠٫٠٧ ٢ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٠ ١۶
٣٫٢۵ ٢٫٧٣ ٠٫٣٢ −٠٫٠٩ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٠ ١٧



۴١

΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج :۴ . ٣ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

۴٫٢٠ ٣٫١۶ ٠٫٧٠ ٠٫٠۶ ٠٫۵٠ ٠٫٢٠ ٠٫۶٩ ٠٫٣۶ ١
٣٫٢٠ ٣٫۴۶ ٠٫۴۴ −٠٫٠١ ٠٫۴٩ ٠٫١۶ ٠٫۶٩ ٠٫٣١ ٢
٣٫١۵ ٣٫٣۴ ٠٫۴٠ −٠٫١۵ ٠٫۴٩ ٠٫١۴ ٠٫۶٩ ٠٫٢٩ ٣
٣٫٠١ ٣٫۵٠ ٠٫٣١ ٠٫٠٧ ٠٫۵٠ ٠٫١١ ٠٫٧٠ ٠٫٢۵ ۴
٣٫٢۵ ٣٫٣٠ ٠٫۴٣ ٠٫١٢ ٠٫۴٩ ٠٫٠٩ ٠٫٧٠ ٠٫٢۴ ۵
٣٫٣١ ٣٫٠۶ ٠٫٣۴ ٠٫٠٢ ٠٫۴٩ ٠٫٠٩ ٠٫۶٩ ٠٫٢۴ ۶
٢٫٩١ ٣٫٠۴ ٠٫٢٣ −٠٫١٠ ٠٫۵٠ ٠٫٠٧ ٠٫٧٠ ٠٫٢١ ٧
٢٫٧٢ ٢٫٨٠ ٠٫٢٣ ٠٫٠٣ ٠٫۴٩ ٠٫٠٧ ٠٫٧٠ ٠٫٢٢ ٨
٢٫٩١ ٢٫٨٩ ٠٫٢٧ −٠٫٠۴ ٠٫۴٩ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫٢٠ ٩
٣٫٠٧ ٣٫٠٧ ٠٫٢٣ −٠٫٠۵ ٠٫۵٠ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫١٩ ١٠
٢٫٩۵ ٣٫٢٩ ٠٫١٩ ٠٫٠٣ ٠٫۵٠ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫١٩ ١١
٢٫٩٩ ٣٫٠٩ ٠٫١٩ −٠٫٠۴ ٠٫۴٩ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٢
٢٫٩٧ ٢٫٩۴ ٠٫٢٠ ٠٫١٢ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٣
٢٫۶٣ ٣٫٠۵ ٠٫١۶ ٠٫٠١ ٠٫۵٠ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١۴
٣٫٠١ ٣٫٠٠ ٠٫١۶ −٠٫٠۵ ٠٫۴٩ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١۵
٢٫٩٨ ٣٫٠٣ ٠٫٢٩ ٠٫٠٨ ٠٫۴٩ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١۶ ١۶
٣٫٣٨ ٣٫٢۵ ٠٫١٨ −٠٫١۶ ٠٫۵٠ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١۵ ١٧



سازی شبیه ۴٢

΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٣ . ٩ ش΄ل

از کمتر لاپلاس توزیع در µ میانگین اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٣ . ٩ ش΄ل
است. ΁لوجستی توزیع

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٣ . ١٠ ش΄ل

توزیع از کمتر لاپلاس توزیع در σ اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٣ . ١٠ ش΄ل
است. ΁لوجستی



۴٣

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار :٣ . ١١ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر MSE ٣ . ١١ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار :٣ . ١٢ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ MSEپارامتر ٣ . ١٢ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس



سازی شبیه ۴۴

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار :٣ . ١٣ ش΄ل

ذو چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر چول·ͬ ٣ . ١٣ ش΄ل
ͬ باشد. م مشابه توزیع

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار :١۴ . ٣ ش΄ل

چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر چول·ͬ ١۴ . ٣ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای



۴۵

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار :١۵ . ٣ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر کشیدگͬ ١۵ . ٣ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار :١۶ . ٣ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر کشیدگͬ ١۶ . ٣ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای



سازی شبیه ۴۶
قدرمطلق معیارهای باشد. τ = (−∞,−٠٫٢۵, ٠, ١,٢,٢٫۵,∞) مقدار که کنید فرض .٣ . ٠ . ٣ مثال
صورت به ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای کشیدگͬ و چول·ͬ خطا، مربعات میانگین ، اریبی

ͬ باشند. م زیر

لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج :۵ . ٣ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

۶٫۶٩ ٣٫۵٠ ١٫۴١ ٠٫٠۵ ٠٫١٧ ٠٫٠٨ ٠٫٢٩ ٠٫٢٢ ١
٨٫٩١ ٣٫٩٢ ١٫٧٣ −٠٫٠٢ ٠٫١۴ ٠٫٠٧ ٠٫٢۶ ٠٫٢٠ ٢
۴٫٨٧ ٣٫۵٢ ١٫٠٠ ٠٫٠۵ ٠٫٠٩ ٠٫٠۵ ٠٫٢٢ ٠٫١٧ ٣
۴٫٧۴ ٣٫۵٣ ٠٫٨٩ ٠٫١٨ ٠٫٠٨ ٠٫٠۴ ٠٫٢١ ٠٫١۵ ۴
۴٫۶٧ ۵٫٧۶ ٠٫٨٨ ٠٫۵١ ٠٫٠۶ ٠٫٠۴ ٠٫١٩ ٠٫١۴ ۵
۴٫٨٩ ٣٫۶٧ ٠٫٨۵ ٠٫٠٠ ٠٫٠۵ ٠٫٠٣ ٠٫١٧ ٠٫١٣ ۶
۴٫٧٢ ٢٫٩۶ ٠٫٧٨ ٠٫٠۴ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۶ ٠٫١٢ ٧
٣٫٣٠ ٣٫١٨ ٠٫۴٨ ٠٫٠١ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۶ ٠٫١٢ ٨
٣٫۶٠ ٣٫٣١ ٠٫۵٩ −٠٫٠٨ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۴ ٠٫١٢ ٩
۴٫٨١ ٣٫٩٧ ٠٫٧٩ −٠٫٠١ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫١۴ ٠٫١١ ١٠
٣٫٨٨ ٣٫۶۴ ٠٫٣٩ ٠٫١٨ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫١۴ ٠٫١٠ ١١
٣٫٢٠ ٣٫۶٨ ٠٫۵١ −٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫١٣ ٠٫١٠ ١٢
٣٫۵٣ ٣٫۶٣ ٠٫۵٣ −٠٫٠۵ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫١٣ ٠٫٠٩ ١٣
٣٫۶٢ ٣٫۵١ ٠٫۵٣ ٠٫١٨ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ ٠٫١٢ ٠٫٠٩ ١۴
٣٫٧۴ ٣٫٠٨ ٠٫٧٠ −٠٫٠١ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫١٢ ٠٫٠٩ ١۵
٣٫٣٣ ٣٫۴٣ ٠٫۵٣ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ ٠٫١٢ ٠٫٠٩ ١۶
٣٫٩٧ ٣٫٧٩ ٠٫۵٧ ٠٫١٢ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ ٠٫١١ ٠٫٠٩ ١٧



۴٧

΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج :۶ . ٣ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

۵٫١۴ ٣٫٧٩ ٠٫٧٢ −٠٫٢٣ ٠٫۵٠ ٠٫٢١ ٠٫۶٩ ٠٫٣۵ ١
٣٫٢۴ ٣٫٠١ ٠٫۵۴ −٠٫١١ ٠٫۴٩ ٠٫١٨ ٠٫۶٩ ٠٫٣٣ ٢
٣٫۴٩ ٣٫٣۶ ٠٫۴٣ ٠٫٠٧ ٠٫۴٩ ٠٫١۴ ٠٫۶٩ ٠٫٣٠ ٣
٣٫١٨ ٣٫۴٨ ٠٫٢۴ ٠٫٠٣ ٠٫۵٠ ٠٫١٢ ٠٫٧٠ ٠٫٢٧ ۴
٢٫۶٨ ٢٫٨۶ ٠٫١٧ −٠٫٠٨ ٠٫۵٠ ٠٫١٠ ٠٫٧٠ ٠٫٢۵ ۵
٣٫۶٧ ٣٫١٢ ٠٫۴۶ −٠٫٠٣ ٠٫۴٩ ٠٫٠٨ ٠٫۶٩ ٠٫٢٣ ۶
٣٫٣٠ ٣٫١٢ ٠٫٣۴ ٠٫١٠ ٠٫۵٠ ٠٫٠٨ ٠٫٧٠ ٠٫٢٣ ٧
٣٫١۴ ٣٫٠٢ ٠٫٣٢ ٠٫٠۵ ٠٫۴٩ ٠٫٠٨ ٠٫۶٩ ٠٫٢٣ ٨
٢٫٧٧ ٢٫٨٢ ٠٫٠۶ −٠٫٠٧ ٠٫۵٠ ٠٫٠٨ ٠٫٧٠ ٠٫٢١ ٩
٣٫١٠ ٣٫٣۶ ٠٫٢۶ −٠٫٠٢ ٠٫۵٠ ٠٫٠٨ ٠٫٧٠ ٠٫٢٠ ١٠
٣٫٠٠ ٢٫٩۶ ٠٫٢٢ −٠٫١١ ٠٫۴٩ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٩ ١١
٣٫١٠ ٢٫٧٨ ٠٫٢۶ ٠٫٠٧ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٢
٣٫٢١ ٢٫٨۶ ٠٫٢٩ ٠٫٠٠ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٣
٢٫٨٩ ٣٫١١ ٠٫٢۵ ٠٫٠٨ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١۴
٢٫٩۵ ٣٫١٢ ٠٫٢۶ ٠٫٠٣ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١۵
٣٫٠٢ ٣٫٠٩ ٠٫٢٧ −٠٫٠١ ٠٫۴٩ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١۶ ١۶
٣٫١٢ ٣٫٠٢ ٠٫٢۴ −٠٫١۶ ٠٫۴٩ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١۶ ١٧



سازی شبیه ۴٨

΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٣ . ١٧ ش΄ل

توزیع از کمتر لاپلاس توزیع در µ اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٣ . ١٧ ش΄ل
است. ΁لوجستی

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٣ . ١٨ ش΄ل

توزیع از کمتر لاپلاس توزیع در σ اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٣ . ١٨ ش΄ل
است. ΁لوجستی



۴٩

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار :٣ . ١٩ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر MSE ٣ . ١٩ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار :٣ . ٢٠ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ MSEپارامتر ٣ . ٢٠ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس



سازی شبیه ۵٠

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار :٣ . ٢١ ش΄ل

ذو چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر چول·ͬ ٣ . ٢١ ش΄ل
ͬ باشد. م مشابه توزیع

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار :٣ . ٢٢ ش΄ل

چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر چول·ͬ ٣ . ٢٢ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع



۵١

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار :٣ . ٢٣ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر کشیدگͬ ٣ . ٢٣ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار :٢۴ . ٣ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر کشیدگͬ ٢۴ . ٣ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای



سازی شبیه ۵٢
قدرمطلق معیارهای باشد. τ = (−∞,−١−,٢, ٠٫۵, ١,٣,∞) مقدار که کنید فرض .۴ . ٣ . ٠ مثال
صورت به ΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای کشیدگͬ و چول·ͬ خطا، مربعات میانگین ، اریبی

ͬ باشند. م زیر

لاپلاس مدل در سازی شبیه نتایج :٣ . ٧ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

٧٫٧۶ ٣٫٣۶ ١٫٣٧ −٠٫١٧ ٠٫١١ ٠٫١٢ ٠٫٢۴ ٠٫٢٧ ١
۴٫۶٣ ۴٫١۶ ١٫٠٣ −٠٫۵١ ٠٫٠٧ ٠٫٠٩ ٠٫٢٠ ٠٫٢٣ ٢
۴٫۶٨ ٣٫۶۶ ٠٫٩۴ −٠٫١٣ ٠٫٠۶ ٠٫٠٨ ٠٫١٨ ٠٫٢٢ ٣
٣٫٨٢ ٢٫٨۴ ٠٫۶٠ −٠٫١٣ ٠٫٠۴ ٠٫٠٧ ٠٫١۶ ٠٫٢٠ ۴
۴٫٢۴ ٣٫٠٢ ٠٫٧٣ −٠٫١٧ ٠٫٠۴ ٠٫٠۵ ٠٫١۵ ٠٫١٨ ۵
٣٫۵۶ ٣٫٠۵ ٠٫۵١ −٠٫٢٣ ٠٫٠٣ ٠٫٠۵ ٠٫١۵ ٠٫١٨ ۶
٣٫٩٢ ٣٫٣٠ ٠٫۶۴ −٠٫١٢ ٠٫٠٣ ٠٫٠۴ ٠٫١٣ ٠٫١۶ ٧
٣٫٣۴ ٣٫١١ ٠٫۴٨ −٠٫٠۶ ٠٫٠٣ ٠٫٠۴ ٠٫١٣ ٠٫١۵ ٨
٣٫٨٣ ٢٫٩١ ٠٫٧٠ −٠٫٠۶ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫١٢ ٠٫١۵ ٩
٣٫۶٩ ٣٫٣٢ ٠٫۵٣ −٠٫١۴ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫١٢ ٠٫١۴ ١٠
۴٫٢۴ ٣٫٠٢ ٠٫۶٩ −٠٫١٢ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫١٢ ٠٫١۴ ١١
٣٫٨٨ ٣٫۶۵ ٠٫٧١ −٠٫٢۴ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫١٢ ٠٫١٣ ١٢
٣٫٩۵ ٢٫٨۵ ٠٫۵٨ −٠٫١۵ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫١٠ ٠٫١٣ ١٣
٣٫۴٨ ٣٫١٧ ٠٫۵۵ −٠٫١۶ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٢ ١۴
٣٫٢٧ ٣٫١٨ ٠٫۴٩ −٠٫١۶ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫١٠ ٠٫١٢ ١۵
٣٫٣٢ ٢٫٧٠ ٠٫۵٢ −٠٫٠٧ ٠٫٠١ ٠٫٠٢ ٠٫٠٩ ٠٫١٢ ١۶
٣٫۵١ ٢٫٨٨ ٠٫٣٧ −٠٫٠٩ ٠٫٠١ ٠٫٠٢ ٠٫٠٩ ٠٫١٢ ١٧



۵٣

΁لوجستی مدل در سازی شبیه نتایج :٣ . ٨ جدول
kurtosis(σ̂) kurtosis(µ̂ skewens(σ̂) skewens(µ̂) mse(σ̂) mse(µ̂) bias(σ̂) bias(µ̂)

٣٫۵۴ ٣٫٢٢ ٠٫٠١ ٠٫٠١ ٠٫۴٨ ٠٫٢٠ ٠٫۶٩ ٠٫٣۵ ١
٣٫٢۵ ٣٫٣٩ ٠٫٣۶ ٠٫٠٠ ٠٫۴٩ ٠٫١۵ ٠٫۶٩ ٠٫٣٠ ٢
٣٫۶٢ ٣٫۴١ ٠٫۴٢ −٠٫١٣ ٠٫۴٩ ٠٫١٢ ٠٫۶٩ ٠٫٢٧ ٣
٢٫٩٠ ٣٫۴١ ٠٫١٨ −٠٫٠٨ ٠٫۴٩ ٠٫١٠ ٠٫٧٠ ٠٫٢۵ ۴
٢٫٨٩ ٣٫٢۴ ٠٫٢۴ −٠٫٠٣ ٠٫۴٩ ٠٫٠٩ ٠٫٧٠ ٠٫٢۴ ۵
٢٫٩۵ ٣٫٢٠ ٠٫٢٣ ٠٫٠۵ ٠٫۴٩ ٠٫٠٧ ٠٫۶٩ ٠٫٢١ ۶
٣٫١۵ ٢٫٩١ ٠٫٣۶ ٠٫٠١ ٠٫۴٩ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫١٩ ٧
٣٫٣٩ ٣٫٠۴ ٠٫٢٧ ٠٫٠٣ ٠٫۴٩ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫٢٠ ٨
٣٫٠١ ٢٫٧١ ٠٫٢١ ٠٫٠٣ ٠٫۴٩ ٠٫٠۶ ٠٫٧٠ ٠٫٢١ ٩
٣٫١۴ ٣٫٠٢ ٠٫٢٧ −٠٫٠١ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١٠
٢٫٨٩ ٣٫۵۶ ٠٫١٩ ٠٫٠٧ ٠٫۴٩ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٨ ١١
٢٫٧٧ ٣٫۴٢ ٠٫١۵ ٠٫١۴ ٠٫۵٠ ٠٫٠۵ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١٢
٢٫٩١ ٢٫٩۶ ٠٫٢۴ ٠٫٠۵ ٠٫۴٩ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١٧ ١٣
٣٫٢٧ ٣٫١١ ٠٫٢٨ ٠٫٠٠ ٠٫۵٠ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١۶ ١۴
٣٫٢٧ ٣٫٣٩ ٠٫١٧ −٠٫٠٨ ٠٫۴٩ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١۶ ١۵
٣٫١١ ٢٫٩٠ ٠٫٢٢ −٠٫٠۵ ٠٫۴٩ ٠٫٠٣ ٠٫٧٠ ٠٫١۵ ١۶
٣٫٠٠ ٣٫٠۵ ٠٫١٨ −٠٫١١ ٠٫۴٩ ٠٫٠۴ ٠٫٧٠ ٠٫١۵ ١٧



سازی شبیه ۵۴

΁لوجستی و لاپلاس مدل دو برای µ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٢۵ . ٣ ش΄ل

توزیع از کمتر لاپلاس توزیع در µ اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٢۵ . ٣ ش΄ل
است. ΁لوجستی

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر اریبی مطلق قدر نمودار :٢۶ . ٣ ش΄ل

توزیع از کمتر لاپلاس توزیع در σ اریبی قدرمطلق مقدار که ͬ دهد م نشان ٢۶ . ٣ ش΄ل



۵۵
است. ΁لوجستی

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر MSE نمودار :٣ . ٢٧ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ MSEپارامتر ٣ . ٢٧ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر MSE نمودار :٣ . ٢٨ ش΄ل

توزیع خطای ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ MSEپارامتر ٣ . ٢٨ ش΄ل
است. کمتر لاپلاس



سازی شبیه ۵۶

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر چول·ͬ نمودار :٣ . ٢٩ ش΄ل

چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر چول·ͬ ٣ . ٢٩ ش΄ل
است کمتر لاپلاس توزیع

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر چول·ͬ نمودار :٣ . ٣٠ ش΄ل

چول·ͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر چول·ͬ ٣ . ٣٠ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع



۵٧

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای µ پارامتر کشیدگͬ نمودار :٣ . ٣١ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را µ پارامتر کشیدگͬ ٣ . ٣١ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای

΁لوجستی و لاپلاس دومدل برای σ پارامتر کشیدگͬ نمودار :٣ . ٣٢ ش΄ل

کشیدگͬ ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد، م نشان توزیع دو برای را σ پارامتر کشیدگͬ ٣ . ٣٢ ش΄ل
است. کمتر ΁لوجستی توزیع برای



سازی شبیه ۵٨

گیری نتیجه ٣ . ٠ . ٢
است. کوچ΄تر کلͬ طور به لاپلاس مدل در σ̂ و µ̂ خطا مربعات میانگین و اریبی •

لاپلاس مدل در τ مختلف مقادیر به توجه با σ̂ و µ̂ خطا مربعات میانگین و اریبی تغييرات •
است. کوچ΄تر کلͬ طور به

باشند. منفͬ ͬ توانند م مدل دو هر برای σ̂ و µ̂ اریبی مقادیر •

یابد. مͬ کاهش n افزایش با کلͬ طور به اریبی قدرمطلق •

یابد. مͬ کاهش n افزایش با کلͬ طور به خطا مربعات میانگین •

است. مثبت مقادیر داری σ̂ برای و است صفر ΁نزدی کلͬ طور به µ̂ برای چول·ͬ مقادیر •

کاهش n افزایش با و است ٣ کلͬ طور به σ̂ و µ̂ برآوردگر دو هر برای کشیدگͬ مقادیر •
ͬ یابد. م

است. نزدی΄تر واقعͬ توزیع به شده معرفͬ توزیع که ͬ دهد م نشان مشاهدات این

کاربرد ٣ . ١
نظر در را کردند تهیه [٣٠] هم΄اران و ژو که لوکوموتیو کنترل داده ی مجموعه بخش، این در
هم΄اران و ژو ͬ باشد. م لوکوموتیو کنترل های آزمایش مطالعه ی داده مجموعه این گیریم. مͬ
مختلف لوکوموتیوهای کننده کنترل بار ٩۶ آن در که مسافتͬ ”پیمودن مطالعه ی از داده ها
افتاد. اتفاق خرابی ٣٧ آن در که یافت، خاتمه مایل ١٣۵٠٠٠ از پس آزمایش و خورند. ش΄ست
اطلاعات هم΄اران و ژو .” است مایل ١٣۵٠٠٠ با برابر که شد سانسور بار ۵٩ این، بر علاوه
های فرکانس و شده تقسیم فواصل نمودند ثبت را آنها تعداد و کرد تقسیم گروه دوازده به را

است. شده داده ٣ . ٩ جدول در شده مشاهده



۵٩ کاربرد

پارامترها برآورد :٣ . ٩ جدول
΁لوجستی مدل در انتظار مورد فراوانͬ لاپلاس مدل در انتظار مورد فراوانͬ شده مشاهده فراوانͬ فاصله ل·اریتم فاصله تعداد

١٫٧١٣٧ ٢٫٢۵۴۵٣ ١ (−∞,٣٫۵۵۵] < ٣۵ ١
١٫۵۵۵ ١٫۵۴۶٣۴۵ ١ (٣٫۵۵۵,٣٫٨٠٧] ٣۵ − ۴۵ ٢

٢٫١٣٣٧ ١٫٩۵٢٢٧٣ ۵ (٣٫٨٠٧,۴٫٠٠٧] ۴۵ − ۵۵ ٣
٢٫٧٢٢۵ ٢٫٣٧٩٣۴٨ ١ (۴٫٠٠٧,۴٫١٧۴] ۵۵ − ۶۵ ۴
٣٫٢۶٨۴ ٢٫٨٠۵۵۴۵ ٣ (۴٫١٧۴,۴٫٣١٧] ۶۵ − ٧۵ ۵
٣٫٧۶٧٩ ٣٫٢۶۴٠٨۵ ٨ (۴٫٣١٧,۴٫۴۴٣] ٧۵ − ٨۵ ۶
۴٫١٠۶ ٣٫۶٧٣۶٧۶ ٢ (۴٫۴۴٣,۴٫۵۵۴] ٨۵ − ٩۵ ٧

۴٫٣۶٧١ ۴٫١١۶٧٩۴ ١ (۴٫۵۵۴,۴٫۶۵۴] ٩۵ − ١٠۵ ٨
۴٫۵١۴۶ ۴٫۵۶۴٨۶ ۴ (۴٫۶۵۴,۴٫٧۴۵] ١٠۵ − ١١۵ ٩
۴٫۵٢٧٢ ۴٫٩٨۵٠٠۵ ٧ (۴٫٧۴۵,۴٫٨٢٨] ١١۵ − ١٢۵ ١٠
۴٫۴٩٢۶ ۵٫۴۵٧٧٣۴ ۴ ۴(٫٨٢٨,۴٫٩٠۵] ١٢۵ − ١٣۵ ١١
۵٨٫٨٢٧ ۵٨٫٩٩٩٨ ۵٩ (۴٫٩٠۵,∞) > ١٣۵ ١٢

پارامترها برآورد :٣ . ١٠ جدول
درستنمایی تابع ل·اریتم Cov(µ̂, σ̂) V ar(σ̂) σ̂ V ar(µ̂) µ̂ f(x)

١۵١٫۵ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٧ ٠٫۴٨٢ ٠٫٠٠۴ ۵٫٠٣١ لاپلاس مدل
١۵٠٫٩ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٣ ٠٫٣٨٠ ٠٫٠٠٨ ۵٫٠٨٠ ΁لوجستی مدل

است. بهتر لاپلاس مدل ͬ کنیم م مشاهده ٣ . ١٠ جدول به توجه با





۴ فصل
R افزار نرم با کامپیوتری برنامه های

R-٣.٣.٢ نرم افزار با جداول و ش΄ل ها رسم برای نیاز مورد دستورهای تمام پیوست این در
است. آمده

rm(list=ls(all=T))

set.sead(1371)

library(rmutil)

library(moments)

#tu=c(-Inf,0,0.5,1,1.5,2,Inf)

#tu=c(-Inf,-0.5,0.25,1,1.75,2.5,Inf)

#tu=c(-Inf,-0.25,0,1,2,2.5,Inf)

tu=c(-Inf,-2,-1,0.5,1,3,Inf)

n=c(20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90,95,100)

Output<-matrix(0,ncol=8,nrow=length(n))

for(l in 1:length(n)){

m1<-matrix(0,nr=1000,nc=2)

m2<-matrix(0,nr=1000,nc=2)

star=c(0,1.2)

for( j in 1:1000){
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mu=0

sigma=1

x=rlaplace(n[l], m=0, s=1)

n1=sum(x<tu[2])

n2=sum(x>=tu[2]&x<tu[3])

n3=sum(x>=tu[3]&x<tu[4])

n4=sum(x>=tu[4]&x<tu[5])

n5=sum(x>=tu[5]&x<tu[6])

n6=sum(x>=tu[6])

t0=tu[1]

t1=tu[2]

t2=tu[3]

t3=tu[4]

t4=tu[5]

t5=tu[6]

t6=tu[7]

ni=c(n1,n2,n3,n4,n5,n6)

ti=c(t0,t1,t2,t3,t4,t5,t6)

k=length(ti)

loglike=function(par,...){

ni<- as.vector(ni)

ti<- as.vector(ti)

theta1=par[1];theta2=par[2]

i=2

sum=0

while(i<=k){

if((theta2*ti[i]-theta1)>=0){

F1=1-1/2*(exp(-(theta2*ti[i]-theta1)))}else{

F1=1/2*exp(theta2*ti[i]-theta1)

}

if((theta2*ti[i-1]-theta1)>=0){

F2=1-1/2*(exp(-(theta2*ti[i-1]-theta1)))}else{
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F2=1/2*exp(theta2*ti[i-1]-theta1)

}

sum=sum+ni[i-1]*log(F1-F2)

i=i+1

}

#eturn(sum)

loglike=-sum

}

m1[j,]<-optim(star,loglike,method="Nelder-Mead")$par

}

rb<-c(0,1)

rb=as.matrix(rb)

rb=t(rb)

Output[l,1]<-sum(abs(m1[,1]-rb[,1]))/1000

Output[l,2]<-sum(abs(m1[,2]-rb[,2]))/1000

Output[l,3]<-(sum((m1[,1]-rb[,1])^2)/1000)

Output[l,4]<-(sum((m1[,2]-rb[,2])^2)/1000)

Output[l,5]=skewness((m1[,1]))

Output[l,6]=skewness((m1[,2]))

Output[l,7]=kurtosis((m1[,1]))

Output[l,8]=kurtosis((m1[,2]))

colnames(Output)=c("biasmu","biassigma","msemu","msesigma","skewens mu"

,"skewens sigma","kurtosis mu","kurtosis sigma")

}

#rm(list=ls(all=T))

library(rmutil)

library(moments)

#tu=c(-Inf,0,0.5,1,1.5,2,Inf)

#tu=c(-Inf,-0.5,0.25,1,1.75,2.5,Inf)

#tu=c(-Inf,-0.25,0,1,2,2.5,Inf)

tu=c(-Inf,-2,-1,0.5,1,3,Inf)

n=c(20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90,95,100)

Output1<-matrix(0,ncol=8,nrow=length(n))
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for(l in 1:length(n)){

m11<-matrix(0,nr=1000,nc=2)

m21<-matrix(0,nr=1000,nc=2)

star=c(0,1.2)

for( j in 1:1000){

mu1=0

sigma1=6/sqrt(pi)

x=rlogis(n[l], location = mu1, scale = sigma1)

n1=sum(x<tu[2])

n2=sum(x>=tu[2]&x<tu[3])

n3=sum(x>=tu[3]&x<tu[4])

n4=sum(x>=tu[4]&x<tu[5])

n5=sum(x>=tu[5]&x<tu[6])

n6=sum(x>=tu[6])

t0=tu[1]

t1=tu[2]

t2=tu[3]

t3=tu[4]

t4=tu[5]

t5=tu[6]

t6=tu[7]

ni=c(n1,n2,n3,n4,n5,n6)

ti=c(t0,t1,t2,t3,t4,t5,t6)

k=length(ti)

loglike1=function(par,...){

ni<- as.vector(ni)

ti<- as.vector(ti)

theta1=par[1];theta2=par[2]

i=2

sum=0

while(i<=k){
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F11=1/(1+(exp(-(theta2*ti[i]-theta1))))

F21=1/(1+(exp(-(theta2*ti[i-1]-theta1))))

sum=sum+ni[i-1]*log(F11-F21)

i=i+1

}

#eturn(sum)

loglike1=-sum

}

m11[j,]<-optim(star,loglike1,method="Nelder-Mead")$par

}

rb1<-c(0,1)

rb1=as.matrix(rb1)

rb1=t(rb1)

Output1[l,1]<-sum(abs(m11[,1]-rb1[,1]))/1000

Output1[l,2]<-sum(abs(m11[,2]-rb1[,2]))/1000

Output1[l,3]<-(sum((m11[,1]-rb1[,1])^2)/1000)

Output1[l,4]<-(sum((m11[,2]-rb1[,2])^2)/1000)

Output1[l,5]=skewness((m11[,1]))

Output1[l,6]=skewness((m11[,2]))

Output1[l,7]=kurtosis((m11[,1]))

Output1[l,8]=kurtosis((m11[,2]))

colnames(Output1)=c("biasmu","biassigma","msemu","msesigma","skewens

mu","skewens sigma","kurtosis mu","kurtosis sigma")

}

plot(n,Output[,1],ylab="|bias mu|",pch=17,ylim=c(0,0.9))

lines(n,Output1[,1],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",
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"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,2],ylab="|bias sigma|",pch=17,ylim=c(0,0.9))

lines(n,Output1[,2],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,3],pch=17,ylab="MSE mu",ylim=c(0,0.25))

lines(n,Output1[,3],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,4],pch=17,ylab="MSE sigma",ylim = c(0,0.7))

lines(n,Output1[,4],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,5],pch=17,ylab="Skewenss mu",ylim=c(-0.5,0.5))

lines(n,Output1[,5],type="p",pch=16,col="blue")
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legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,6],pch=17,ylab="Skewenss sigma",ylim=c(-1,3))

lines(n,Output1[,6],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,7],pch=17,ylab="kurtosis mu",ylim=c(2,5))

lines(n,Output1[,7],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)

plot(n,Output[,8],pch=17,ylab="kurtosis sigma",ylim=c(2,10))

lines(n,Output1[,8],type="p",pch=16,col="blue")

legend( "topright",

c( "logstic",

"laplace"

),

pch=c(16,17),

col=c("blue", "black")

)



R افزار نرم با کامپیوتری برنامه های ۶٨
Output

Output1
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Aabstract

We derive maximum likelihood estimators for the parameters of the Laplace distribution for inter-
val censored data. Existence and uniqueness of the estimators are proved. Simulations and real
data applications show that the Laplace distribution can be a better model for interval censored
data than competing models in spite of being simpler.
Keywords: Laplace distribution, Logistic distribution, Maximum likelihood estimators, Censore, Interval
censored, Riliability, Survival function.
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