




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آنالیز گرایش محض، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

آنالیز با تقریب بهترین بین مخروط هاارتباطاتͬ و محدب
نژاد غریب محمدرضا نگارنده:

راهنما استاد

ایرانمنش مهدی دکتر

١٣٩٧ اردیبهشت









:ଘ ৎقد৤م اනළرام با
৮درم،

از را ز৯دਛی اൈॹبای ଒ ୁرদواری ا॥ت ໆرم ୀ ൺ൑ख़ࢾش න෇ر ঙࢤواره ଒ اণتادم، اول
آड़و঩࣎م. او

ماభم،
او از را ورزیدن ࠙࡭ق ଒ ඼ෙय़با਩ی ا॥ت সناকم ଡگا ی ඼ෙय़ش ୏ دامان ଒ بൎند ت૟ൊه گاকم،

آड़و঩࣎م.
ऒواଽم،

ا॥ت. ૼن آراज़ش ଢما બفاীش و মࡑش شادی وओودش ଒

ز



سپاس گزاری...

نعمت های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او
پيوسته نفرين و است؛ وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك

رستاخيز... روز تا ايشان دشمنان بر
زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جای·اه ΁ش بدون

بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، شائبه ی بی
آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما
حسب بر تضمین؛ سپرده اند، دستش به که را امانت هایی سلامت و ͬ کند م تامین را
پدر از «ˁوجلˁعز الʓˊه یش΄ر لم المخلوقین من المنعم یش΄ر لم «من باب از و وظیفه
عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره بزرگوارم...که معلم دو عزیزم...این مادر و
یاوری و یار زندگͬ عرصه های تمام در و گذشته اند غفلت هایم کنار از کریمانه و کشیده
دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از بوده اند؛ من برای داشت چشم بی
قدردانͬ و تش΄ر گرفتند؛ عهده بر را پایان نامه این راهنمایی زحمت که ایرانمنش مهدی

دارم. را
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد

نژاد غریب محمدرضا
١٣٩٧ اردیبهشت

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی نژاد غریب محمدرضا اینجانب
محدب آنالیز با تقریب بهترین بین ارتباطاتͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ایرانمنش مهدی راهنمایی تحت ، مخروط ها و
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
نژاد غریب محمدرضا
١٣٩٧ اردیبهشت

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
سازی، بهینه جمله از ریاضیات از مختلفͬ شاخه های در همزمان تقریب بهترین نظریه ی
است مجموعه ΁ی از نقاطͬ یافتن بحث این ساده مثال ͬ شود. م برده کار به ... و عددی آنالیز

باشد. فاصله کمترین دارای فضا در نقطه ای به نسبت که
با آن ارتباطات و مختلف فضای چند در تقریب بهترین مفهوم معرفͬ به پایان نامه این در

است. شده پرداخته مخروط ها و محدب، آنالیز

محدب، مجموعه ی محدب، مخروط نرمال، مخروط مخروط، تقریب، بهترین کلیدی: کلمات
مخروطͬ. نرمال فضای مخروطͬ، ΁متری فضای

ک





پیش·فتار
و محدب آنالیز با تقریب بهترین بین ارتباطات بررسͬ و تحقیق حاصل پایان نامه این
محدب آنالیز و تابعͬ آنالیز از نیاز مورد مفاهیم و تعاریف اول فصل در که ͬ باشد. م مخروط ها
و اینفیمال پیچش خطͬ، درون تعاریف با را ما فصل این پایان چنین هم است. شده بیان

ͬ سازد. م رهنمون خطͬ منظم کراندار
برقراری شرایط و نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط دوم فصل در
در منظم شرط ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم. م بررسͬ را نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
صرف آن از و ندارد. اهمیتͬ درونͬ نقطه ی  شرط مانند نرمال، مخروط مشترک فصل فرمول
است. درست همیشه منظم شرط بدون بسته محدب مجموعه  ی برای فرمول، و ͬ کنیم. م نظر
دارای محدب مجموعه ی برای نرمال مخروط مشترک فصل فرمول ͬ دهیم نشان م فصل این در
اساسͬ مش΄ل است. خطͬ منظم کراندار شرط و دورنͬ نقطه  ی از ضعیف تر ساده، بستار شرط
فصل از نقطه هر در مشترک فصل فرمول دارای که است،  شرایطͬ تعیین آنالیز محدب در
مسایل حل راه توصیف در کلیدی نقش مشترک فصل فرمول چنین باشد مجموعه مشترک

ͬ کند. م بازی تقریب بهترین مسایل و سازی بهینه
ͬ کنیم. م معرفͬ را فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های سوم فصل در
که مخروطͬ ΁متری فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی ادامه در چنین هم

ͬ کنیم. م بیان را دارد برجسته ای جای·اه ،΁متری فضاهای مطالعه ی در
را فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای معرفͬ به چهارم فصل در
فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی بررسͬ به فصل این ادامه ی در ͬ پردازیم. م
انطباقͬ نقاط مورد در نکاتͬ و مخروطͬ ΁متری فضای روی ثابت مزدوج قضیه مخروطͬ، باناخ

پرداختیم. فضا این روی مزدوج

م





مطالب فهرست
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١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ مفهوم چند بر مروری ١ . ٢
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ١

در که آنالیز محدب و تابعͬ آنالیز  از نیاز مورد قضایای و تعاریف بیان به فصل این در
داریم. اساسͬ مفهوم چند بر مروری ابتدا در ͬ پردازیم. م ͬ کنیم م استفاده آن از بعدی فصل های
در ͬ کنیم. م معرفͬ را کریمن‐اسمولین قضیه ی و ستاره) ضعیف (ضعیف، توپولوژی سپس
و (... و محدب تابع اپی گراف، محدب، (مجموعه ی آنالیز محدب از اساسͬ تعریف چند ادامه
و نرمال) قطبی، (دوگان، مخروط چنین هم ͬ کنیم. م اثبات و آورده را آنها به مربوط قضایای
توابع سپس هستند. بسته ستاره ی ضعیف که ͬ دهیم م نشان و بیان را تابع ΁ی زیر دیفرانسیل
بررسͬ را آنها ͬ های ویژگ برخͬ و تعریف را پایین) پیوسته ی نیم عمل΄رد، مشخصه، (مزدوج،
ͬ پردازیم. م خطͬ منظم کراندار و اینفیمال پیچش جبری، درون معرفͬ به پایان در ͬ کنیم. م

اساسͬ مفهوم چند بر مروری ١ . ٢
روی فضای برداری را X باشد. آبلͬ گروه (X,+) کنید فرض برداری: فضای .١ . ٢ . ١ تعریف

باشد. زیر خواص دارای (α, x) → αx F×X → X نگاشت هرگاه ͬ نامیم م F میدان



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
باشیم: داشته x ∈ X و α, β ∈ F هر ازای به (١)

(α+ β)x = αx+ βx.

باشیم: داشته x١, x٢ ∈ X و α ∈ F هر ازای به (٢)
α(x١ + x٢) = αx١ + αx٢.

باشیم: داشته x ∈ X و α, β ∈ F هر ازای به (٣)
α(βx) = (αβ)x.

باشیم: داشته x ∈ X هر ازای به (۴)
١x = x.

باشد. F میدان روی بر فضای برداری ΁ی X کنید فرض برداری: زیر فضای .١ . ٢ . ٢ تعریف
و برداری ͽجم اعمال با خود که X از W زیر مجموعه ی ΁ی از است عبارت X زیر فضای ΁ی

باشد. برداری فضای ΁ی ،X روی اس΄الری ضرب
هر ازای به اگر تنها و اگر است X از زیر  فضایی X از W نا تهͬ زیر مجموعه ی ΁ی .١ . ٢ . ١ قضیه

باشد. W در cα+ β بردار F از c اس΄الر هر و β و α بردار دو
شود. رجوع [١٨] به برهان.

روی توپولوژی ΁ی را τ ،τ ⊆ P(X) و مجموعه ΁ی X کنید فرض توپولوژی: .١ . ٢ . ٣ تعریف
باشد. برقرار زیر خواص هرگاه ͬ نامیم م X

باشد. X ∈ τ و ∅ ∈ τ (١)
باشد. τ از عضوی ،τ عناصر از زیر  گردایه هر اجتماع (٢)

باشد. τ از عضوی ،τ عناصر از متناهͬ گردایه ی هر اشتراک (٣)
دهیم. مͬ نمایش (X, τ) با را آن و نامیده ΁توپولوژی فضای ΁ی را τ توپولوژی با X مجموعه ی
به هرگاه است هاسدورف فضای ΁ی X ΁توپولوژی فضای هاسدورف: فضای .۴ . ١ . ٢ تعریف
وجود V مانند همسای·ͬ ΁ی و U مانند همسای·ͬ ΁ی باشد x ̸= y که y ∈ X و x ∈ X هر ازای

که طوری به باشد داشته
U ∩ V = ∅.

میدان ΁ی F برداری، فضای ΁ی X کنید فرض :΁توپولوژی برداری فضای .۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود م نامیده ΁توپولوژي برداری فضای ΁ی X صورت این در باشد. X در توپولوژی ΁ی τ و

هرگاه:



٣ اساسͬ مفهوم چند بر مروری
باشد. بسته مجموعه ی ΁ی X از نقطه ای تک زیر مجموعه ی هر (١)

به نسبت αx و x+ y ضابطه های با ترتیب به F ×X → X و X ×X → X نگاشت های (٢)
باشند. پیوسته τ توپولوژی

به هرگاه گویند، فرشه فضای ΁ی را (X, τ) ΁توپولوژی فضای فرشه: فضای .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد. x به هم·را که باشد داشته وجود A نقاط از دنباله ای x ∈ A هر و A ⊆ X هر ازی

پوشش ΁ی را X زیر مجموعه ها ی از {Vα}α∈I گردایه ی فضا: ΁ی برای پوشش .١ . ٢ . ٧ تعریف
اگر نامیم X فضای برای

X =
∪
α∈I

Vα.

گوییم. X برای باز پوشش ΁ی {Vα}α∈I گردایه ی باشد باز X در Vα ،α هر برای اگر
زیر پوشش X از باز پوشش هر هرگاه گوییم فشرده را X فضای فشرده: فضای .١ . ٢ . ٨ تعریف

باشد. داشته متناهͬ
مختلط یا حقیقͬ میدان روی برداری فضای ΁ی X کنید فرض نرمدار: فضای .١ . ٢ . ٩ تعریف
و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه ͬ نامیم م X روی نرم را ∥ · ∥ تابع باشد. تابع ΁ی ∥ · ∥ : X → R و

باشد. زیر خواص دارای α اس΄الر هر
∥x∥؛ ≥ ٠ (١)

x؛ = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ (٢)
∥αx∥؛ = |α|∥x∥ (٣)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (۴)
ͬ نامیم. م نرمدار فضای را (X, ∥ · ∥) صورت این در

x, y ∈ X هر ازای به ͬ شود. م تعریف زیر صورت به X فضای روی d متر
d(x, y) = ∥x− y∥

متری فضای ΁ی نرمدار، فضای هر بنابراین ͬ نامیم. م X نرم توسط شده تولید متر را آن که
است.

هرگاه ͬ نامیم م کشͬ را (X, d) متری فضای در {xn} دنباله ی دنباله ی کشͬ: .١ . ٢ . ١٠ تعریف
و m,n ∈ N هر برای که طوری به باشد داشته وجود N = N(ϵ) طبیعͬ عدد ϵ > ٠ هر ازای به

باشیم: داشته n,m > N

d(xm, xn) < ϵ.



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
باشد. X روی نرم ΁ی ∥ · ∥ و فضای برداری ΁ی X کنید فرض باناخ: فضای .١ . ٢ . ١١ تعریف
باشد. ( هم·را آن در کوشͬ دنباله ی (هر کامل فضای ΁ی نرم توسط شده تولید متر با X اگر

ͬ نامیم. م باناخ فضای ΁ی را (X, ∥ · ∥) آنگاه
تمام مجموعه ی C(X) و باشد. فشرده و هاسدورف فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ٢ . ١ مثال
نقطه دار طور به C(X) روی اس΄الر ضرب و ͽجم اگر باشد. X روی مختلط پیوسته ی توابع

کنیم: تعریف f ∈ C(X) هر ازای به و شود تعریف
∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ X}

است. باناخ فضای ΁ی C(X) آنگاه
باشند. R میدان روی فضای برداری دو Y و X کنید فرض خطͬ: عمل·ر .١ . ٢ . ١٢ تعریف
α ∈ R هر و x, y ∈ X هر ازای به هرگاه ͬ گوییم م Y به X از خطͬ عمل·ر ΁ی را T : X → Y تابع

باشیم: داشته
T (x+ y) = T (x) + T (y) (١)

T (αx) = αT (x) (٢)
ͬ نامیم. م خطͬ تابعک ΁ی را R به X از خطͬ عمل·ر ΁ی

مجموعه ی باشد. نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض نرمدار: فضای ΁ی دوگان .١ . ٢ . ١٣ تعریف
ͬ نامیم. م X دوگان فضای را آن و داده نمایش X∗ با را X روی پیوسته خطͬ تابعک های تمام
برداری فضای ΁ی X∗ آنگاه کنیم. تعریف زیر صورت به را اس΄الر ضرب و ͽجم X∗ روی اگر

شد. خواهد
(f١ + f٢)(x) = f١(x) + f٢(x) x ∈ X

(αf)(x) = αf(x) (α ∈ R, x ∈ X)

دهیم: قرار f ∈ X∗ برای اگر علاوه به
∥f∥ = sup{|f(x)| : ∥x∥ ≤ ١}.

نشان x∗ با که Xاند. بر پیوسته خطͬ تابعک های X∗ دوگان فضای عناصر .١ . ٢ . ١ ملاحظه
.⟨x∗, x⟩ ͬ نویسیم م x∗(x) جای به گاه ͬ شوند. م داده

مجموعه  ی صورت به را f : X → R تابع مؤثر دامنه   تابع: مؤثر دامنه   .١۴ . ١ . ٢ تعریف
dom f =

{
x ∈ X | f(x) < +∞

}
ͬ کنیم. م تعریف



۵ ستاره ضعیف توپولوژی و ضعیف توپولوژی
ازای به اگر است حقیقͬ موثرش دامنه ی روی f : X → R تابع حقیقͬ: تابع .١۵ . ١ . ٢ تعریف

باشیم: داشته x ∈ X هر
f(x) > −∞ و dom f ̸= ∅.

اگر است زیرخطͬ f : X → R تابع زیرخطͬ: تابع .١۶ . ١ . ٢ تعریف
باشیم: داشته λ > ٠ و x ∈ X هر ازای به یعنͬ باشد. مثبت هم·ن (١)

f(٠) = ٠ و f(λx) = λf(x).

باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به یعنͬ باشد. زیرجمعپذیر (٢)
f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).

باشد. آن از زیرمجموعه ای P و حقیقͬ باناخ فضای X کنید فرض مخروط: .١ . ٢ . ١٧ تعریف
هرگاه نامند مخروط ΁ی را P

P؛ ̸= {θ} و ناتهͬ بسته، P مجموعه ی (C١
باشیم: داشته x, y ∈ P هر و a, b ≥ ٠ حقیقͬ عدد هر ازای به (C٢

ax+ by ∈ P

باشد. بسته نامنفͬ در اس΄الر ضرب عمل تحت و بوده محدب مجموعه ای P یعنͬ
.(x = θ آنگاه − x ∈ P xو ∈ P اگر (یعنͬ P ∩ (−P ) = {θ} (C٣

است. R در مخروط ΁ی P = [٠,+∞) .١ . ٢ . ٢ مثال

ستاره ضعیف توپولوژی و ضعیف توپولوژی ١ . ٣
باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض ضعیف: توپولوژی .١ . ٣ . ١ تعریف
که قسمͬ به X روی توپولوژی ضعیف ترین یعنͬ ،X روی X∗ وسیله ی به شده تولید توپولوژی

ͬ نامند. م X روی ضعیف توپولوژی را باشد پیوسته آن به نسبت f ∈ X∗ هر
آن دوگان X∗ و نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض ستاره: ضعیف توپولوژی .١ . ٣ . ٢ تعریف

نرم با نرمدار فضای ΁ی X∗ باشد.
∥f∥ = sup{|f(x)| : ∥x∥ ≤ ١}



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
ͬ دهیم. م نمایش X∗∗ با را X∗ دوگان چنین هم است.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ϕ نگاشت
ϕ : X → X∗∗

ϕ(x)(f) = f(x) f ∈ X∗

را ͬ گردد م پیوسته ϕ(x) ،x ∈ X هر برای آن به نسبت که X∗ روی توپولوژی کوچ΄ترین آنگاه
ͬ نامیم. م X روی ستاره ضعیف توپولوژی

توپولوژی در اگر است بسته ستاره ی ضعیف X باناخ فضای از A زیرمجموعه  ی .١ . ٣ . ١ نکته
باشد. بسته ستاره، ضعیف

از {xn} دنباله  ی باشد. نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض ضعیف: هم·رایی .١ . ٣ . ٣ تعریف
باشیم: داشته f ∈ X∗ هر ازای به هرگاه است x ∈ X به ضعیف هم·رای X

f(xn) → f(x).

ͬ نویسیم: م و
xn

w→ x.

ستاره ضعیف توپولوژی در f به X∗ در (fn) دنباله ی ستاره: ضعیف هم·رایی .۴ . ١ . ٣ تعریف
x ∈ X هر ازای به اگر تنها و اگر است هم·را

fn(x) → f(x)

ͬ نویسیم: م و ͬ گوییم م ستاره ضعیف هم·رای f به را (fn) صورت این در
fn

w∗
→ f.

لزوماً آن عکس اما ͬ دهد. م نتیجه را ستاره ضعیف هم·رایی ضعیف، هم·رایی .١ . ٣ . ٢ نکته
نیست. برقرار

شود. رجوع [١٢] به برهان.

آنالیز محدب از تعاریفͬ ۴ . ١
برداری فضای از ناتهͬ زیرمجموعه    ی ΁ی C کنید فرض محدب: مجموعه ی  .١ . ۴ . ١ تعریف

باشیم: داشته λ ∈ [٠, ١] هر و x, y ∈ C هر ازای به هرگاه است محدب C باشد. X
λx+ (١ − λ)y ∈ C.



٧ آنالیز محدب از تعاریفͬ
به آن دلخواه نقطه ی دو واصل پاره خط هر که ͬ نامیم م محدب را مجموعه ای دی·ر بیان به

گیرد. قرار درونش کامل طور
΁ی K ⊂ X∗ نرمدار، فضای ΁ی X کنید فرض ١ کرین‐اسمولین: قضیه  ی .١ . ۴ . ١ قضیه
باشد. نداشته تعلق K بسته ستاره ی ضعیف به که طوری به f٠ ∈ X∗ و محدب مجموعه  ی

داریم: g ∈ K هر ازای به که طوری به دارد وجود c ∈ R ΁ی و x٠ ∈ X آنگاه
Re g(x٠) ≤ c < Re f٠(x٠)

است. f حقیقͬ قسمت Re f آن در که
برداری فضای ΁ی در .١ . ۴ . ١ گزاره

است. محدب محدب، مجموعه  ی دو ͽجم (١)
است. محدب محدب، مجموعه  ی ΁ی بستار (٢)
است. محدب محدب، مجموعه  ی ΁ی درون (٣)
است. محدب محدب، مجموعه ها  ی اشتراک (۴)

شود. رجوع [١٣] به برهان.
x, y ∈ X هر ازای به هرگاه محدب است تابع ΁ی f : X → R تابع محدب: تابع .٢ . ۴ . ١ تعریف

باشیم: داشته λ ∈ [٠, ١] و
f(λx+ (١ − λ)y) ≤ λf(x) + (١ − λ)f(y).

باشد. محدب و مثبت هم·ن اگر تنها و اگر است زیرخطͬ تابع ΁ی .٢ . ۴ . ١ گزاره
است. برقرار ح΄م محدب تابع و زیرخطͬ تابع تعریف به توجه با برهان.

روی f صحیح یافته ی توسیع مقدار حقیقͬ تابع ΁ی cs−محدب: تابع .٣ . ۴ . ١ تعریف
دنباله ی هر و X در {xn}n∈N دنباله ی هر و ،x ∈ X هر ازای به هرگاه است. cs−محدب X

باشیم: داشته ∑∞
n=٠ tn = ١ که طوری [٠, ١] در اعداد از {tn}n∈N

x =
∞∑
n=٠

tnxn ⇒ f(x) ≤ lim inf
N→∞

N∑
n=٠

tnf(xn).

است. محدب cs−محدب، تابع هر
١Krein-Smulian



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
صورت به f تابع اپی گراف باشد. تابع ΁ی f : X → R کنید فرض اپی گراف: .۴ . ۴ . ١ تعریف

مجموعه  ی
epi f := {(x, r) ∈ X × R | f(x) ≤ r}

ͬ شود. م تعریف
ͬ سازد. م مرتبط محدب مجموعه  ی با را تابعͬ اپی گراف،

باشد. محدب مجموعه  ی epi f اگر تنها و اگر است محدب تابع ΁ی f .٣ . ۴ . ١ گزاره
کنید فرض ͬ شود. م اثبات محدب مجموعه ی و محدب تابع تعریف از استفاده با برهان.

و x١, x٢ ∈ dom f آنگاه .λ ∈ [٠, ١] و (x١, α١), (x٢, α٢) ∈ epi f

f(x٢) ≤ α٢ و f(x١) ≤ α١

داریم: f تابع بودن محدب به توجه با حال
f(λx١ + (١ − λ)x٢) ≤ λf(x١) + (١ − λ)f(x٢) ≤ λα١ + (١ − λ)α٢

ͬ دهد: م نتیجه این
λ · (x١, α١) + (١ − λ) · (x٢, α٢) ∈ epi f.

است. محدب epi f بنابراین
که آنجایی از x١, x٢ ∈ dom f کنید فرض عکس اثبات برای

(x١, f(x١)), (x٢, f(x٢)) ∈ epi f

داریم: λ ∈ [٠, ١] هر برای اپی گراف مجموعه ی بودن محدب به توجه با صورت این در
(λx١ + (١ − λ)x٢, λf(x١) + (١ − λ)f(x٢)) ∈ epi f

داریم: اپی گراف تعریف از استفاده با
f(λx١ + (١ − λ)x٢) ≤ λf(x١) + (١ − λ)f(x٢).

است. محدب f نتیجه در
x, y ∈ هر ازای به و است. محدب dom f آنگاه باشد. محدب f : X → R اگر .٢ . ۴ . ١ قضیه

داریم: λ ∈ (٠, ١) و dom f

f(λx+ (١ − λ)y) ≤ λf(x) + (١ − λ)f(y).

مجموعه  ی epi f ٣ . ۴ . ١ گزاره  ی طبق بنابراین است. محدب تابع ΁ی f که آنجایی از برهان.
ͬ باشد. م محدب dom f رو این از است محدب



٩ نرمال و دوگان قطبی، مخروط های
داشت. خواهیم زیر صورت به را محدب مخروط تعریف ،١ . ٢ . ١٧ تعریف به توجه با

هر برای هرگاه است محدب مخروط ΁ی C مجموعه  ی محدب: مخروط .۵ . ۴ . ١ تعریف
باشیم: داشته α١, α٢ ≥ ٠ و x١, x٢ ∈ C

α١x١ + α٢x٢ ∈ C.

آنگاه باشد محدب مجموعه  ی این از عضوی x و محدب مخروط ΁ی C اگر .١ . ۴ . ١ ملاحظه
داریم: محدب مخروط تعریف به توجه با و a منفͬ غیر اس΄الر هر ازای به

ax =
a

٢x+
a

٢ .

محدب مخروط که معناست بدین این و است. C مجموعه ی از عضوی نیز ax صورت این در
است. مخروط از خاصͬ حالت

باشد. محدب هم و مخروط هم اگر است محدب مخروط C .٢ . ۴ . ١ ملاحظه
تهͬ مجموعه  ی و مختصات مبدأ از کننده عبور خطوط برداری، زیرفضاهای .١ . ۴ . ١ مثال

هستند. محدب مخروط

نرمال و دوگان قطبی، مخروط های ۵ . ١
صورت به A قطبی مخروط قطبی: مخروط .١ . ۵ . ١ تعریف

A٠ = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, x⟩ ≤ ٠, ∀x ∈ A}

ͬ  شود. م تعریف
است. بسته ستاره ی ضعیف محدب مخروط قطبی، مخروط .١ . ۵ . ١ لم

داریم: x ∈ A هر ازای به قطبی مخروط تعریف طبق آنگاه x١∗, x٢∗ ∈ A٠ کنید فرض برهان.
⟨x١∗, x⟩ ≤ ٠ و ⟨x٢∗, x⟩ ≤ ٠

داریم: λ ∈ [٠, ١] هر برای

⟨λx∗١ + (١ − λ)x∗٢, x⟩ = ⟨λx∗١, x⟩+ ⟨(١ − λ)x∗٢, x⟩
= λ⟨x∗١, x⟩+ (١ − λ)⟨x∗٢, x⟩
≤ ٠.



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
ترتیب بدین

λx∗١ + (١ − λ)x∗٢ ≤ ٠
بنابراین

λx∗١ + (١ − λ)x∗٢ ∈ A٠.

است. محدب قطبی، مخروط یعنͬ این
هر و x∗ ∈ A٠ هر ازای به کنیم ثابت کافیست ) قطبی مخروط بودن مخروط اثبات برای حال

داریم: x ∈ A هر ازای به آنگاه ،x∗ ∈ A٠ کنید فرض (λx∗ ∈ A٠ داریم λ ≥ ٠
⟨x∗, x⟩ ≤ ٠.

داریم: λ ≥ ٠ هر برای و
λ⟨x∗, x⟩ ≤ ٠ و ⟨λx∗, x⟩ ≤ ٠.

نتیجه در
λx∗ ∈ A٠.

است. مخروط A٠ بنابراین
کنیم ثابت است کافͬ منظور این برای است. بسته ستاره ی ضعیف A٠ ͬ دهیم م نشان حال

.f ∈ A٠ آنگاه n → ∞ fn → f اگر
داریم: x ∈ A هر ازای به

⟨fn, x⟩ − ⟨f, x⟩ = ⟨fn − f, x⟩

ͬ گیریم: م نتیجه n → ∞ fn → f که آنجایی از
(fn → f) → ٠

بنابراین
⟨fn, x⟩ → ⟨f, x⟩

داریم: x ∈ A هر ازای به چون
⟨fn, x⟩ ≤ ٠

نتیجه در
⟨f, x⟩ ≤ ٠

.f ∈ A٠ بنابراین
صورت به A دوگان مخروط دوگان: مخروط .٢ . ۵ . ١ تعریف

A∗ = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, x⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ A}.

ͬ  شود. م تعریف



١١ نرمال و دوگان قطبی، مخروط های
است. بسته ستاره ی ضعیف محدب  مخروط دوگان، مخروط .٢ . ۵ . ١ لم

.١ . ۵ . ١ لم اثبات مشابه  برهان.
آنگاه باشند. محدب مخروط D و C اگر .١ . ۵ . ١ قضیه

(D + C)∗ = D∗ ∩ C∗.

داریم: x٢ ∈ D و x١ ∈ C هر ازای به آنگاه باشد. x∗ ∈ (D + C)∗ کنید فرض برهان.
⟨x∗, x١ + x٢⟩ ≥ ٠.

داریم: x١ ∈ C هر ازای به آنگاه ٠ ∈ D که آنجایی از
⟨x∗, x١⟩ ≥ ٠

.x∗ ∈ C∗ یعنͬ این
داریم: مشابه صورت به

x∗ ∈ D∗

بنابراین
x∗ ∈ D∗ ∩ C∗.

داریم: صورت این در x٢ ∈ D و x١ ∈ C اگر چنین هم باشد. x∗ ∈ D∗ ∩ C∗ کنید فرض حال
⟨x∗, x١ + x٢⟩ = ⟨x∗, x١⟩+ ⟨x∗, x٢⟩ ≥ ٠

بنابراین
x∗ ∈ (D + C)∗.

نتیجه در
(D + C)∗ = D∗ ∩ C∗.

داریم: یعنͬ ͬ شود. م قطبی مخروط دوگان، مخروط قرینه ی  .١ . ۵ . ١ نکته
−A∗ = A٠

داشت. خواهیم زیر صورت به را نرمال مخروط تعریف ،١ . ٣ . ١ تعریف به توجه با
صورت به x ∈ A که وقتͬ A نرمال مخروط نرمال: مخروط .٣ . ۵ . ١ تعریف

NA(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ ٠, ∀ y ∈ A}

ͬ دهیم: م قرار x /∈ A اگر چنین هم ͬ شود. م تعریف
NA(x) = ∅.



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢
است. بسته ستاره ی ضعیف محدب    مخروط ΁ی نرمال، مخروط .١ . ۵ . ١ گزاره

.١ . ۵ . ١ لم اثبات مشابه  برهان.
صورت به f : X → R تابع مزدوج تابع: ΁ی دوتایی مزدوج و مزدوج .۴ . ۵ . ١ تعریف

f∗ : X∗ → R

f∗(x∗) := sup{⟨x∗, x⟩ − f(x) | x ∈ X}

آنگاه f(x) = +∞ اگر و f∗(x∗) = +∞ آنگاه f(x) = −∞ اگر آن در که ͬ شود. م تعریف
.f∗(x∗) = −∞

صورت به تابع ΁ی مزدوج باشد، حقیقͬ تابع f که حالتͬ در
f∗ : X∗ → R

f∗(x∗) := sup{⟨x∗, x⟩ − f(x) | x ∈ dom f}

صورت به تابع ΁ی دوتایی مزدوج چنین هم ͬ شود. م تعریف
f∗∗ : X → R

f∗∗(x) := (f∗)∗(x) = sup
x∗∈X∗

{⟨x∗, x⟩ − f∗(x∗) | x ∈ X}

ͬ شود. م تعریف
که طوری به x ∈ X و باشد. تابع ΁ی f : X → R کنید فرض زیر دیفرانسیل: .۵ . ۵ . ١ تعریف

مجموعه  ی به آنگاه ،f(x) ∈ R

∂f(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) ∀ y ∈ X}

زیردیفرانسیل x ∈ dom f برای باشد، حقیقͬ f که حالتͬ در ͬ شود. م گفته x در f زیردیفرانسیل
صورت به

∂f(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) ∀ y ∈ dom f }

ͬ دهیم: م قرار f(x) /∈ R اگر حال ͬ شود. م تعریف
∂f(x) = ∅.

ͬ شود. م نامیده x در f زیرگرادیان زیر دیفرانسیل، عناصر
داریم: x ∈ IR و f(x) = |x| تابع برای .١ . ۵ . ١ مثال

∂f(x) =


{−١} x < ٠
[−١+,١] x = ٠
{+١} x > ١

است. زیر دیفرانسیل ΁ی دارای تنها نقاطͬ در f که ͬ بینیم م مثال این در



١٣ نرمال و دوگان قطبی، مخروط های
آنگاه x ∈ X و f : X → R اگر .٢ . ۵ . ١ قضیه

f(x) + f∗(x∗) = ⟨x∗, x⟩ ⇐⇒ x∗ ∈ ∂f(x)

صورت به که ٢ یانگ‐فنچل نامساوی چنین هم
f(x) + f∗(x∗) ≥ ⟨x∗, x⟩

داریم: x∗ ∈ ∂f(x) هر برای ویژه به است. برقرار ͬ شود م تعریف
(x∗, ⟨x∗, x⟩ − f(x)) ∈ epi f∗.

و f(x) ∈ R آنگاه .x∗ ∈ ∂f(x) کنید فرض برهان.
f∗(x∗) = sup{⟨x∗, x⟩ − f(x) : x ∈ X} ≤ ⟨x∗, x⟩ − f(x)

بنابراین است. درست همیشه نامساوی دی·ر طرف که آنجایی از
f(x) + f∗(x∗) = ⟨x∗, x⟩.

که طوری به x∗ ∈ X∗ و x ∈ X کنید فرض عکس اثبات برای
f(x) + f∗(x∗) = ⟨x∗, x⟩

داریم: x ∈ X هر ازای به و .f(x) ∈ R آنگاه
⟨x∗, x⟩ − f(x) = f∗(x∗) = sup

x∈X
{⟨x∗, x⟩ − f(x)} ≥ ⟨x∗, x⟩ − f(x)

بنابراین
x∗ ∈ ∂f(x).

به x ∈ X و ε ∈ R+ باشد. تابع ΁ی f : X → R کنید فرض ١ . ε.۶ . ۵‐زیر دیفرانسیل: تعریف
مجموعه ی صورت به x در f ε‐زیردیفرانسیل ،f(x) ∈ R که طوری

∂εf(x) = {x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) + ε, ∀ y ∈ X}

به x در f ε‐زیردیفرانسیل ،x ∈ dom f برای باشد. حقیقͬ f اگر چنین هم ͬ شود. م تعریف
مجموعه ی صورت

∂εf(x) = {x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) + ε, ∀ y ∈ dom f}

ͬ دهیم: م قرار ،f(x) /∈ R که حالتͬ در ͬ شود. م تعریف
∂εf(x) = ∅.

٢Yang-Fenchel



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۴

عمل΄رد و شاخص پایین، نیم پیوسته ی توابع ۶ . ١
است x ∈ X در پایین نیم پیوسته  ی f : X → R تابع پایین: پیوسته    ی نیم تابع .١ . ۶ . ١ تعریف

هرگاه:
lim inf
y→x

f(y) := sup
δ>٠ inf

y∈B(x,δ)
f(y) ≥ f(x).

باشد. پایین نیم پیوسته  ی x ∈ X هر در اگر است پایین نیم پیوسته  ی f
هستند. معادل زیر گزاره های آنگاه f : X → R کنید فرض .١ . ۶ . ١ قضیه

است. X × R در بسته مجموعه  ی epi f (١)
͹سط مجموعه  ی (٢)

Lα(f) = {x ∈ dom f | f(x) ≤ α}

است. بسته
است. پایین پیوسته  ی نیم f (٣)

آنگاه Lα(f) = ∅ اگر ب·یرید. نظر در را Lα(f) و اس΄الر ΁ی α کنید فرض (٢) ⇐ (١) برهان.
در {xn} دنباله  ی ،n هر ازای به را آنگاه Lα(f) ̸= ∅ اگر صورت این غیر در است. بسته Lα(f)

داریم: n هر ازای به و f(xn) ≤ α نتیجه در ب·یرید. نظر در x به هم·را را Lα(f)

(xn, α) ∈ epi f

بنابراین است. بسته epi f چون و (xn, α) → (x, α) که آنجایی از حال
(x, α) ∈ epi f

داریم: رو این از .f(x) ≤ α یعنͬ این
x ∈ Lα(f).

است. بسته Lα(f) بنابراین
به رسیدن برای باشد. x٠ به هم·را دنباله ای {xn} و دلخواه عضوی x٠ کنید فرض (٣) ⇐ (٢)

صورت این در نباشد. x٠ در پایین نیم پیوسته  ی f کنید فرض تناقض ΁ی
lim inf
n→∞

f(xn) < f(x٠).

که طوری به دارند وجود {xn}N ⊂ {xn} دنباله  ی و β اس΄ار
∀n ∈ N f(xn) ≤ β < f(x٠) (١ . ١)



١۵ عمل΄رد و شاخص پایین، نیم پیوسته ی توابع
آنگاه

{xn}N ⊂ Lβ(f).

داریم: است بسته Lβ(f) مجموعه ی و x٠ به هم·را دنباله ای xn آنجایی از
x٠ ∈ Lβ(f)

بنابراین است. تناقض ΁ی (١ . ١) به توجه با که f(x٠) ≤ β باید پس
f(x٠) ≤ lim inf

n→∞
f(xn).

است. پایین پیوسته ی نیم f نتیجه در
به دارد وجود {(xn, yn)} ⊂ epi f دنباله ی آنگاه نباشد. بسته epi f کنید فرض (١) ⇐ (٣)

که طوری
(xn, yn) → (x, y) و (x, y) /∈ epi f

داریم: n هر ازای به بنابراین {(xn, yn)} ∈ epi f آنجایی از
f(xn) ≤ yn

داریم: yn → y از استفاده با و n → ∞ که وقتͬ پایینͬ حد گرفتن نظر در با
lim inf
n→∞

f(xn) ≤ lim
n→∞

yn = y

نتیجه در f(x) > y بنابراین (x, y) /∈ epi f که آنجایی از
lim inf
n→∞

f(xn) ≤ y < f(x)

داریم: است x در پایین نیم پیوسته ی f و xn → x چون دی·ر سوی از
f(x) ≤ lim inf

n→∞
f(xn)

است. بسته epi f بنابراین است. تناقض ΁ی این که
که تابع ΁ی بستار باشد. تابع ΁ی f : X → R کنید فرض تابع: ΁ی بستار .٢ . ۶ . ١ تعریف

صورت به است تابع ΁ی پایین نیم پیوسته  ی غلاف
f̄ : X → R

f̄ := ϕcl(epi f)(x) = inf{r : (x, r) ∈ cl(epi f)}.

صورت به یا و
∀x ∈ X lim inf

y→x
f(y) = f̄(x)

ͬ شود. م تعریف



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۶
آنگاه f = δ(−∞,٠) و f : R → R اگر .١ . ۶ . ١ مثال

f̄ = δ(−∞,٠].

است. برقرار زیر رابطه  ی صورت این در باشد. تابع ΁ی f : X → R کنید فرض .٢ . ۶ . ١ قضیه
epi f̄ = cl (epi f).

شود. رجوع [٣٣] به برهان.
است. محدب f̄ صورت این در باشد. محدب تابع ΁ی f : X → R کنید فرض .٣ . ۶ . ١ قضیه

که آنجایی از است. محدب epi f صورت این در باشد محدب تابع ΁ی f کنید فرض برهان.
به توجه با حال است. محدب cl (epi f) بنابراین است. محدب محدب، مجموعه ی ΁ی بستار

ͬ باشد. م محدب f̄ نتیجه در است محدب epi f̄ ،٢ . ۶ . ١ قضیه ی

تابع ΁ی δA : X → R و X از زیرمجموعه ای A کنید فرض شاخص: تابع .٣ . ۶ . ١ تعریف
صورت به شاخص تابع صورت این در باشد.

δA(x) =


٠ اگر x ∈ A

+∞ صورت این غیر در
ͬ شود. م تعریف

.epi δA = A× R+ و dom δA = A .١ . ۶ . ١ ملاحظه
آنگاه باشد. X از زیرمجموعه ای A اگر .۴ . ۶ . ١ قضیه

باشد. مجموعه ی محدب A اگر تنها و اگر است محدب δA (١)
آنگاه باشد محدب A اگر (٢)

δ̄A = δĀ

باشد. بسته A اگر تنها و اگر است پایین پیوسته ی نیم δA (٣)
برهان.

داریم: λ ∈ [٠, ١] و x, y ∈ A هر برای آنگاه باشد. محدب δA کنید فرض (١)
δA(λx+ (١ − λ)y) ≤ λδA(x) + (١ − λ)δA(y) = ٠

بنابراین
δA(λx+ (١ − λ)y) = ٠.



١٧ عمل΄رد و شاخص پایین، نیم پیوسته ی توابع
داریم: شاخص تابع تعریف به توجه با حال

λx+ (١ − λ)y ∈ A

است. محدب A رو این از
آنگاه x, y /∈ A اگر حال باشد. محدب A کنید فرض عکس اثبات برای

δA(λx+ (١ − λ)y) = λδA(x) + (١ − λ)δA(y) = ∞.

است. محدب δA بنابراین
داریم: A بودن محدب به توجه با آنگاه x, y ∈ A اگر صورت این غیر در

λx+ (١ − λ)y ∈ A.

داریم: شاخص تابع تعریف به توجه با چنین هم
δA(λx+ (١ − λ)y) = ٠ = λδA(x) + (١ − λ)δA(y).

است. محدب δA بنابراین

داریم: صورت این در باشد. A = ∅ کنید فرض (٣)
δ̄A = δĀ

آنگاه A ̸= ∅ اگر حال
epi (δ̄A) = epi (δA) = A× [٠,+∞)

= Ā× [٠,+∞)

= epi (δĀ).

است. برقرار ح΄م ١ . ۶ . ١ قضیه ی از استفاده با (٣)
تابع صورت این در باشد. X از زیرمجموعه ای A کنید فرض عمل΄رد: تابع .۴ . ۶ . ١ تعریف

صورت به است مجموعه ΁ی شاخص تابع مزدوج، که عمل΄رد
σA : X∗ → R

σA(x
∗) = sup

x∈X
{⟨x∗, x⟩ − δA(x)} = δ∗A(x

∗)

ͬ شود. م تعریف
داریم: شاخص تابع تعریف به توجه با آنگاه x ∈ A اگر چنین هم

σA(x
∗) := sup⟨x∗, x⟩.



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٨
صورت به عمل΄رد تابع از استفاده با نرمال مخروط .٢ . ۶ . ١ ملاحظه
NA(x) = {x∗ ∈ X∗ : σA(x

∗) = ⟨x∗, x⟩}

ͬ شود. م تعریف
است. زیرخطͬ تابع ΁ی عمل΄رد تابع .١ . ۶ . ١ نکته

آنگاه باشد. حقیقͬ f : X → R اگر .۵ . ۶ . ١ قضیه
f = f∗∗ اگر تنها و اگر است نیم پیوسته ی پایین و محدب f

داریم: چنین هم
cl f = f∗∗.

شود. رجوع [٣٣] به برهان.
نیم پیوسته  ی  X باناخ فضای روی T تابعک پایین: ضعیف نیم پیوسته  ی .۵ . ۶ . ١ تعریف

هرگاه است. پایین ضعیف
T (x) ≤ lim inf T (xn)

.X در ضعیف طور به xn → x که وقتͬ
نیم پیوسته  ی و  محدب f∗ صورت این در باشد. تابع ΁ی f : X → R کنید فرض .۶ . ۶ . ١ قضیه

است. ستاره ضعیف پایین  
شود. رجوع [۴۴] به برهان.

است. ستاره ضعیف پایین نیم پیوسته  ی و محدب σA تابع .١ . ۶ . ١ نتیجه

مجموعه ΁ی جبری درون و درون ١ . ٧
درون صورت این در باشد. X از زیرمجموعه ای A کنید فرض جبری: درون .١ . ٧ . ١ تعریف

صورت به مجموعه ΁ی جبری
core(A) := {a ∈ A | (∀x ∈ X)(∃ ϵ > ٠) s.t (∀λ ∈ [−ϵ, ϵ]) a+ λx ∈ A}

ͬ شود. م تعریف
داریم: λ ∈ (٠, ١] هر ازای به آنگاه core(A) ̸= ∅ اگر باشد. محدب A کنید فرض .١ . ٧ . ١ لم

λcore(A) + (١ − λ)A ⊆ core(A)

است. محدب core(A) ͬ دهد م نتیجه که



١٩ مجموعه ΁ی جبری درون و درون
طوری به دارد وجود µ > ٠ آنگاه .z ∈ X و x ∈ core(A) ،y ∈ A ،λ ∈ (٠, ١] کنید فرض برهان.

بنابراین .x+ µz ∈ A ،µ ∈ [٠, ϵ] هر ازای به که
λx+ (١ − λ)y + λµz = λ(x+ µz) + (١ − λ)y ∈ A.

است. محدب core(A) نتیجه در
آنگاه باشد. X از زیرمجموعه ای A کنید فرض .١ . ٧ . ٢ لم
int(A) ⊆ core(A).

و xn → x اگر ) است بسته برداری فضای عمل که آنجایی از x ∈ int(A) کنید فرض برهان.
هر ازای به که طوری به دارد وجود ϵ > ٠ آنگاه .(xnyn → xy و xn + yn → x+ y آنگاه yn → y

داریم: ٠ ≤ λ ≤ ϵ

x+ λy ∈ A.

بنابراین .x ∈ core (A) نتیجه در
int(A) ⊆ core(A).

صورت این در باشد. X از محدبی زیرمجموعه ی  A کنید فرض .١ . ٧ . ٣ لم
داریم: λ ∈ (٠, ١] هر ازای به آنگاه int(A) ̸= ∅ اگر (١)

λ int(A) + (١ − λ) cl(A) ⊆ int(A).

هستند. محدب cl(A) و int(A) (٢)
آنگاه int(A) ̸= ∅ اگر (٣)

int(A) = core(A).

در ٠ از U همسای·ͬ ΁ی آنگاه .λ ∈ (٠, ١] و x ∈ int(A) ،y ∈ cl(A) کنید فرض (١) برهان.
است. پیوسته برداری فضای عمل که آنجایی از .x + U ⊆ A که طوری به دارد وجود X

که طوری به دارند وجود X در ٠ از W و V ͬ ها ی همسای·
(١ − λ)

λ
V +

١
λ
W ⊆ U.

داریم: w ∈ W هر ازای به صورت این در .y− z ∈ V که طوری به دارد وجود z ∈ A چنین هم
λx+ (١ − λ)y + w = λ

(
x+

(١ − λ)

λ
(y − x) +

١
λ
w

)
+ (١ − λ)z ∈ A



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٠
بنابراین

λ int(A) + (١ − λ) cl(A) ⊆ int(A).

ͬ شود. م نتیجه (١) از int(A) بودن محدب (٢)
yn و xn دنباله های صورت این در ،x, y ∈ cl(A) کنید فرض ،cl(A) بودن محدب اثبات برای

داریم: ٠ < λ < ١ هر ازای به که طوری به دارند وجود y و x به هم·را

λxn + (١ − λ)yn → λx+ (١ − λ)y

است. محدب cl(A) بنابراین
داریم: ١ . ٧ . ٢ لم از استفاده با (٣)

int(A) ⊆ core(A).

داریم: λ ∈ (٠, ١] بعضͬ برای که دارد وجود z ∈ A آنگاه ،y ∈ int(A) و x ∈ core(A) کنید فرض

x = λy + (١ − λ)z

داریم: (١) به توجه با حال
x ∈ int(A)

بنابراین
int(A) = core(A).

باشد. پایین پیوسته ی نیم و محدب f : X → R و باناخ فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ٧ . ١ قضیه
آنگاه

int(dom f) = core(dom f)

است. پیوسته int(dom f) روی f و

شود. رجوع [۶] به برهان.

باشد. X از بسته ای و محدب زیر مجموعه ی A و باناخ فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ٧ . ١ مثال
آنگاه

int(A) = int(dom δA) = core(dom δA) = core(A).



٢١ کراندار خطͬ منظم و اینفیمال پیچش

کراندار خطͬ منظم و اینفیمال پیچش ١ . ٨
صورت به f, g : X → R تابع دو اینفیمال پیچش اینفیمال: پیچش .١ . ٨ . ١ تعریف
(f ⊕ g)(x) := inf{f(y) + g(z) : y, z ∈ X, y + z = x}

:= inf{f(y) + g(z) : y, z ∈ X, y + z = x و g(z), f(y) < +∞}

برقرار بالا رابطه ی x ∈ X هر برای هرگاه است کامل g به f اینفیمال پیچش ͬ شود. م تعریف
باشد.

نیم پیوسته ی و محدب f⊕g آنگاه باشند. پایین نیم پیوسته ی و محدب g و f اگر .١ . ٨ . ١ گزاره
است. پایین

شود. رجوع [٢٨] به برهان.
و باشد. توپولوژی΄ͬ برداری فضای ΁ی X کنید فرض ساندویج: قضیه ی .١ . ٨ . ١ قضیه

باشیم: داشته x ∈ X هر ازای به که طوری به محدب، و حقیقͬ توابع p, q : X → R

−q(x) ≤ p(x).

و x∗ ∈ X∗ آنگاه باشد. پیوسته x̂ ∈ (int dom q) ∩ dom p ̸= ∅ نقاط برخͬ در q اگر این بر علاوه
که: طوری به دارند وجود c ∈ R

∀ x ∈ X − q(x) ≤ ⟨x∗, x⟩+ c ≤ p(x).

شود. رجوع [٣۴] به برهان.
از بسته ای محدب زیرمجموعه ی دو D و C کنید فرض کراندار: خطͬ منظم .١ . ٨ . ٢ تعریف
زیرمجموعه ی  هر برای اگر ͬ شود م گفته کراندار خطͬ منظم {C,D} جفت به آنگاه باشند. X

باشیم: داشته x ∈ S هر برای که طوری به باشد داشته وجود KS > ٠ عدد X از S کراندار
d(x,C ∩D) ≤ KS max{d(x,C), d(x,D)}.

داریم: X از C تهͬ غیر زیرمجموعه      ی هر و x ∈ X هر برای که جایی
d(x,C) := inf{∥x− c∥ : c ∈ C}.

هم باشند. X از بسته ای محدب زیرمجموعه ی دو D و C کنید فرض : CHIP .١ . ٨ . ٣ تعریف
اگر دارد x در (CHIP) قوی CHIP ،{C,D} جفت آنگاه .x ∈ C ∩D و C ∩D ̸= ∅ اگر چنین

NC∩D(x) = NC(x) +ND(x)

،C ∩D از نقطه هر در {C,D} اگر است قوی CHIP دارای ،{C,D} جفت ͬ گوییم م چنین هم
باشد. داشته (CHIP) قوی CHIP



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٢
ͬ دهد. م نتیجه را قوی CHIP کراندار، خطͬ منظم .١ . ٨ . ٢ قضیه

شود. رجوع [۵] به برهان.



٢ فصل
فصل فرمول برای ساده بستار شرط

نرمال مخروط مشترک

مقدمه ٢ . ١
کرد. خواهیم بررسͬ را نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برقراری شرایط فصل این در
نشان است بسته زیر  فضای که (dom f − dom g) مخروط و اینفیمال پیچش از استفاده با
ͬ دهیم م نشان چنین هم است. بسته ستاره ی ضعیف محدب مخروط (epi f∗+epi g∗) ͬ دهیم م
مخروط (epi f∗+epi g∗) ͬ که هنگام زیر دیفرانسیل، فرمول نرمال، مخروط مشترک فصل فرمول
گرفته نظر در شاخص توابع ،g و f که است. برقرار بالعکس و بسته ستاره ی ضعیف محدب

شده اند.

تابع دو اینفیمال پیچش و اینفیمال پیچش مزدوج ٢ . ٢
مزدوج



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٢۴
مͬ مزدوج تابع دو اینفیمال پیچش و اینفیمال پیچش مزدوج ͬ های ویژگ به بخش این در
اپی گراف ͽجم آنگاه باشند پایین پیوسته ی نیم و محدب تابع دو اگر که ͬ دهیم م نشان  پردازیم.
تابع دو اینفیمال پیچش گفت خواهیم هم چنین است. بسته ستاره ی ضعیف تابع، دو مزدوج

باشد. بسته خطͬ زیرفضای (dom f − dom g) مخروط اگر است کامل
هستند. برقرار زیر گزاره های آنگاه باشند. X روی حقیقͬ توابع g و f کنید فرض .٢ . ٢ . ١ گزاره

.(f∗ ⊕ g∗)∗ = f∗∗ + g∗∗ و (f ⊕ g)∗ = f∗ + g∗ (١)
.(f + g)∗ ≤ f∗ ⊕ g∗ (٢)

آنگاه باشد. پیوسته x ∈ dom f ∩ dom g نقاط برخͬ در f و محدب g و f کنید فرض (٣)
(f + g)∗ = f∗ ⊕ g∗

دامنه  در x∗ هر ازای به یعنͬ این است. کامل مؤثرش دامنه ی روی f∗ ⊕ g∗ چنین هم
داریم: مؤثر

f∗ ⊕ g∗(x∗) = min
y∈X∗

{
f∗(y∗) + g∗(x∗ − y∗)

}
.

آنگاه باشند. پایین نیم پیوسته ی و محدب g و f اگر (۴)
(f + g)∗ = cl (f∗ ⊕ g∗) و epi (f + g)∗ = epi f∗ + epi g∗

w∗
.

داریم: اینفیمال پیچش و مزدوج تابع تعریف به توجه با (١) برهان.
(f ⊕ g)∗(x∗) = sup

x∈X

{
⟨x∗, x⟩ − f ⊕ g(x)

}
= sup

x∈X

{
⟨x∗, x⟩ − inf

y∈X
{f(y) + g(x− y)}

}
= sup

x∈X
sup
y∈X

{⟨x∗, x⟩ − f(y)− g(x− y)}

= sup
y∈X

{
⟨x∗, y⟩ − f(y)}+ sup

x,y∈X
{⟨x∗, x− y⟩ − g(x− y)

}
= f∗(x∗) + g∗(x∗).

ͬ شود. م اثبات مشابه صورت به دوم قسمت
داریم: آنگاه x∗, u∗ ∈ X∗ کنید فرض (٢)

(f + g)∗(x∗) = sup
z∈X

{
⟨u∗, z⟩+ ⟨x∗ − u∗, z⟩ − f(z)− g(z)

}
≤ sup

x∈X

{
⟨u∗, x⟩ − f(x)}+ sup

y∈X
{⟨x∗ − u∗, y⟩ − g(y)

}
= f∗(u∗) + g∗(x∗ − u∗).



٢۵ مزدوج تابع دو اینفیمال پیچش و اینفیمال پیچش مزدوج
داریم: اینفیمال پیچش تعریف به توجه با بنابراین

(f + g)∗ ≤ f∗ ⊕ g∗.

داریم: x ∈ dom f ∩ dom g که هنگامͬ آنگاه .β := (f + g)∗(x∗) و x∗ ∈ X∗ فرض کنید (٣)
β > −∞.

داریم: (٢) از استفاده با آنگاه β = +∞ اگر
f∗ ⊕ g∗(x∗) = +∞

داریم: صورت این غیر در
x∗ ∈ dom (f + g)∗

ب·یرید: نظر در زیر صورت به x ∈ X هر ازای به را q(x) و p(x) مجموعه  های حالت این در
p(x) = g(x) و q(x) = f(x)− ⟨x∗, x⟩+ β

است. پیوسته x ∈ dom p ∩ dom q در q آنگاه
داریم: x ∈ X هر برای

⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x) ≤ (f + g)∗(x∗) = β

داریم: x ∈ X هر ازای به صورت این در
−q(x) ≤ p(x).

طوری به دارد وجود α ∈ R و u∗ ∈ X∗ (١ . ٨ . ١ (قضیه ی ساندویچ قضیه ی به توجه با بنابراین
داریم: x ∈ X هر ازای به که

−q(x) = ⟨x∗, x⟩ − f(x)− β ≤ ⟨u∗, x⟩+ α ≤ p(x) = g(x).

داریم: اول نامساوی به توجه با حال
f∗(x∗ − u∗) ≤ α+ β (٢ . ١)

رو این از
x∗ − u∗ ∈ dom f∗.

ͬ دهد: م نتیجه نامساوی دومین که حالͬ در
g∗(u∗) ≤ −α (٢ . ٢)



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٢۶
رو این از

u∗ ∈ dom g∗.

داریم: (٢ . ٢) و (٢ . ١) نامساوی دو ͽجم با
f∗(x∗ − u∗) + g∗(u∗) ≤ β.

داریم: (٢) از استفاده با اما
β = (f + g)∗(x∗) ≤ (f∗ ⊕ g∗)(x∗) ≤ f∗(x∗ − u∗) + g∗(u∗).

بنابراین
(f + g)∗(x∗) = (f∗ ⊕ g∗)(x∗) = f∗(x∗ − u∗) + g∗(u∗).

است. کامل x∗ در f∗ ⊕ g∗ اینفیمال پیچش یعنͬ این
،f = f∗∗ که آنجایی از باشند. پایین نیم پیوسته ی و حقیقͬ محدب توابع g و f کنید فرض (۴)
(١) به توجه با بنابراین است. محدب f∗ ⊕ g∗ که آنجایی از چنین هم g = g∗∗ ،clf = f∗∗

داریم:
(f + g)∗ = (f∗∗ + g∗∗)∗ = (f∗ ⊕ g∗)∗∗ = cl(f∗ ⊕ g∗)

بنابراین
epi (f + g)∗ = epi (cl(f∗ ⊕ g∗))

= epi (f∗ ⊕ g∗)
w∗

= epi f∗ + epi g∗w
∗
.

ستاره ی ضعیف مجموع با، است برابر خاص اپی گراف های بسته ی ستاره ی ضعیف ͽجم
اپی گراف ها. بسته ی

f و پایین نیم پیوسته  ی و محدب حقیقͬ، g و f توابع اگر که دیدیم شد گفته آنچه طبق
اگر چنین هم (u∗, γ) ∈ epi (f + g)∗ هرگاه باشد. پیوسته  x ∈ dom f ∩ dom g نقاط برخͬ در

داریم: v∗ ∈ X∗ برخͬ برای آنگاه باشد. کامل dom (f + g)∗ روی اینفیمال پیچش
γ ≥ (f + g)∗(u∗) = f∗ ⊕ g∗(u∗) = f∗(v∗) + g∗(u∗ − v∗). (٢ . ٣)

داریم: چنین هم
(u∗, γ) ∈ epi f∗ + epi g∗

بنابراین است. برقرار (١) قسمت ٢ . ٢ . ١ گزاره ی طبق دی·ر طرف که حالͬ در
epi (f + g)∗ = epi f∗ + epi f∗

است. زائد (۴) در بسته ستاره ضعیف حالت این در که معنͬ بدین



٢٧ مزدوج تابع دو اینفیمال پیچش و اینفیمال پیچش مزدوج
آنگاه باشد. کامل اینفیمال پیچش هرگاه .٢ . ٢ . ١ قضیه

epi (f ⊕ g) = epi f + epi g.

داریم: x ∈ X هر برای بنابراین باشد. کامل اینفیمال پیچش فرض کنید برهان.
(f ⊕ g)(x) := inf{f(y) + g(z) : y, z ∈ X, y + z = x}.

داریم: اپی گراف تعریف به توجه با آنگاه ،(w, δ) ∈ epi g و (v, β) ∈ epi f کنید فرض
f(v) ≤ β و g(w) ≤ δ

داریم: طرفین ͽجم با

(f ⊕ g)(v + w) ≤ f(v) + g(w) ≤ β + δ

بنابراین
(v + w, β + δ) ∈ epi (f ⊕ g).

دهیم: نشان ͬ خواهیم م (v, β) ∈ epi (f ⊕ g) کنید فرض عکس اثبات برای
(v, β) ∈ epi f + epi g

که طوری به دارد وجود u ∈ X ،١ . ٨ . ١ تعریف به توجه با حال
(f ⊕ g)(v) = f(u) + g(v − u) ≤ β

رو این از
g(v − u) ≤ β − f(u)

بنابراین
(v − u, β − f(u)) ∈ epi g و (u, f(u)) ∈ epi f

رو این از
(u, f(u)) + (v − u, β − f(u)) ∈ epi f + epi g

ͬ گیریم: م نتیجه حال
(v, β) ∈ epi f + epi g.

بنابراین
epi (f ⊕ g) = epi f + epi g.



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٢٨
و cs−محدب ،H : X × Y → R ∪ {+∞} تابع و فرشه فضا    ی Y و X کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم

صورت به معینͬ تابع h : X → R کنید فرض چنین هم حقیقͬ،
∀x ∈ X h(x) = inf

y∈Y
H(x, y)

و
M = (domh)مخروط

است. پیوسته ٠ در h |M آنگاه h(٠) > −∞ اگر چنین هم باشد. X از بسته خطͬ زیر فضای ΁ی
صورت به را T و S تابع برهان.

S : R ⇒ X × Y

S(t) = {(x, y) ∈ X × Y : H(x, y) ≤ t ∀ t ∈ R}

و
T : X × Y → X

T (x, y) = x

محدب زیر مجموعه ی ΁ی epiH با مساوی S−١ گراف زیرا است محدب S گراف کنید. تعریف
تحت t ≤ u که زمانͬ S(t) ⊆ S(u) ناکاهشیست؛ S و است محدب T گراف ، X × Y × R

اگر که ͬ رساند م را مفهوم این ویژگͬ این اعمال H توسط شده ایجاد S خواص و ویژگͬ این
بالا از h |M زیرا ͬ شود. م اثبات قضیه که است ٠ همسای·ͬ M ΁ی TOS(t) آنگاه R ∋ t > h(٠)

است. TOS(t) روی کراندار
{x ∈ X : h(x) ≤ t} ⊇ {x ∈ X : ∃ y ∈ Y H(x, y) ≤ t} = TOS(t).

توابع f, g : X → R∪{+∞} چنین هم و باشد. فرشه فضا  ی ΁ی X کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
اگر چنین هم dom f∗ ∩ dom g∗ ̸= ∅ که طوری به حقیقͬ و cs−محدب

M = (dom f + dom g − {x٠})مخروط
و است. پیوسته x٠ در (f ⊕ g) |M آنگاه باشد. X از بسته زیر فضای ΁ی
(f ⊕ g)(x٠) = max

x∗∈X∗
(⟨x∗, x٠⟩ − f∗(x∗)− g∗(x∗)).

صورت به H که طوری ٢ . ٢ . ١ لم اعمال با و x٠ = ٠ که ب·یرید نظر در را حالتͬ برهان.
H : X ×X → R ∪ {+∞}

H(x, y) = f(x) + g(x− y)

است. برقرار ح΄م شود تعریف



٢٩ نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
و cs−محدب توابع f, g : X → R ∪ {+∞} و فرشه فضا  ی ΁ی X کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
پیچش آنگاه باشد. X از بسته خطͬ زیر فضای (dom f − dom g) مخروط که طوری به حقیقͬ

و است. کامل g∗ به f∗ اینفیمال
(f + g)∗ = f∗ ⊕ g∗

که باشید داشته توجه و x∗ ∈ X∗ کنید فرض .ǧ : x → g(−x) کنید تعریف برهان.
dom (f − x∗) + dom ǧ = dom f − dom g

داریم: ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی موجب به که طوری به
((f − x∗)⊕ ǧ)(٠) = max

x∗∈X∗
(⟨x∗, ٠⟩ − (f − x∗)∗(x∗)− ǧ∗(x∗))

بنابراین
(f + g)∗(x∗) = min

y∗∈X∗
(f∗(y∗) + g∗(x∗ − y∗))

است. کامل ٢ . ٢ . ١ گزاره ی طبق که
بسته زیرفضای ΁ی (dom f −dom g) مخروط اگر ͬ گیریم م نتیجه شد گفته آنچه به توجه با

داریم: چنین هم است. کامل g∗ و f∗ اینفیمال پیچش آنگاه باشد
f∗ ⊕ g∗ = (f + g)∗

نرمال مخروط مشترک فصل فرمول ٢ . ٣
قضیه ی ) جداسازی قضیه ی از که ͬ کنیم. م بیان را ( ٢ . ٣ . ١ لم ) لمͬ بخش این ابتدای در
ادامه در ͬ کند. م ایفا جدید بستار شرط گسترش در مهمͬ نقش آن نتیجه ی و پیروی، ( ١ . ۴ . ١
بسط ΁ی چنین هم و بسته، محدب مجموعه ی برای را نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
طوری به D و C بسته  ی محدب مخروط برای دوگان، مخروط مشترک فصل فرمول از کلیدی

که
(C ∩D)∗ = cl(C∗ +D∗)

D و C عمل΄رد تابع اپی گراف، نظر از تعمیم این ͬ آوریم. م بدست نیستند مخروط لزوماً و
نرمال مخروط مشترک فصل فرمول آمدن دست به به منجر بستار شرط آنگاه است. شده بیان

ͬ شود. م

f این بر علاوه است. محدب f آنگاه باشد زیر خطͬ تابع ΁ی f : X → R اگر .٢ . ٣ . ١ گزاره
.(١−,٠) /∈ epi f که طوری به محدب، مخروط ΁ی epi f اگر تنها و اگر است زیرخطͬ



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٣٠
محدب، تابع و زیر خطͬ تابع تعریف توجه با پس باشد. زیر خطͬ تابع f کنید فرض برهان.

است. (٠, ٠) حاوی محدب مجموعه  ی ΁ی epi f بنابراین است. بدیهͬ f بودن محدب
آنگاه λ > ٠ و (x, t) ∈ epi f کنید فرض است. مخروط epi f ͬ دهیم م نشان حال

f(λx) = λf(x) ≤ λt

بنابراین
λ(x, t) ∈ epi f

است. محدب مخروط epi f ،f تابع بودن محدب به توجه با و مخروط، epi f رو این از
داریم: نتیجه در f(٠) = ٠ > −١ که آنجایی از حال

(١−,٠) /∈ epi f

است محدب f نتیجه در .(١−,٠) /∈ epi f که طوری به محدب مخروط ΁ی epi f کنید فرض
داریم: x ∈ X و λ > ٠ برای محدب). epi f)

f(λx) = λf(x)

داریم: x, y ∈ X برای بنابراین
f(x+ y) = ٢f( ١٢x+ ١٢y) ≤ f(x) + f(y)

داریم: t > ٠ بعضͬ برای آنگاه f(٠) < ٠ اگر
(٠,−t) ∈ epi f.

بنابراین است. تناقض ΁ی (١−,٠) ∈ epi f رو این از
f(٠) = ٠

است. زیر خطͬ f ͬ گیریم م نتیجه صورت این در

است. محدب مخروط epiσA .٢ . ٣ . ٢ گزاره
است. برقرار گزاره ٢ . ٣ . ١ گزاره ی از استفاده با است زیر خطͬ تابع σA که آنجایی از برهان.

آنگاه باشند. X از بسته ای محدب زیر    مجموعه ها  ی D و C اگر .٢ . ٣ . ١ لم
C ∩D ̸= ∅ ⇐⇒ (١−,٠) /∈ cl(epiσC + epiσD).



٣١ نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
β, δ ∈ R و v, w ∈ X∗ آنگاه (u, α) ∈ (epiσC + epiσD) = epi δ∗C + epi δ∗D کنید فرض برهان.

که طوری به دارند وجود
(v, β) ∈ epi δ∗D و (w, δ) ∈ epi δ∗C

دهید: قرار
u = v + w و α = β + δ

داریم: x ∈ C و x ∈ D هر برای اپی گراف تعریف به توجه با حال
v(x) ≤ β و w(x) ≤ δ

آنگاه x ∈ A := C ∩D کنید فرض
u(x) = (v + w)(x) ≤ β + δ = α

بنابراین
(u, α) ∈ epiσA.

بنابراین است بسته ستاره ی ضعیف  epiσA = epi δ∗A که آنجایی از
cl(epi δ∗D + epi δ∗C) = cl(epiσD + epiσC) ⊂ epiσA = epi δ∗A (۴ . ٢)

بنابراین (u, α) ∈ epiσA و C ∩D ̸= ∅ چون حال
u(x) ≤ α.

باشیم: داشته باید صورت این در (١−,٠) ∈ epiσA کنید فرض تناقض ΁ی به رسیدن برای
٠(x) ≤ −١

بنابراین است. تناقض ΁ی که
(١−,٠) /∈ epiσA

داریم: (۴ . ٢) به توجه با نتیجه در
(١−,٠) /∈ cl(epi δ∗D + epi δ∗C).

(قضیه  ی ١ . ۴ . ١ قضیه ی طبق آنگاه (١−,٠) /∈ cl(epi δ∗D+epi δ∗C) کنید فرض عکس اثبات برای
و −α < ٠ که طوری به دارد وجود (x, α) ̸= (٠, ٠) ،(x, α) ∈ X × IR جداسازی)،

∀ (u, γ) ∈ cl(epi δ∗D + epi δ∗C) u(x) + γα ≥ ٠



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٣٢
داریم: x

α جای به x̄ دادن قرار و − ١
α در بالا رابطه   ی تقسیم با

∀ (u, γ) ∈ cl(epi δ∗D + epi δ∗C) u(−x̄)− γ ≤ ٠
داریم: w ∈ dom δ∗C و v ∈ dom δ∗D هر برای بنابراین

(v + w, δ∗D(v) + δ∗C(w)) ∈ cl(epi δ∗D + epi δ∗C)

رو این از
(v + w)(−x̄)− δ∗D(v)− δ∗C(w) ≤ ٠

داریم: v ∈ dom δ∗D هر برای آنگاه w = ٠ اگر حال
v(−x̄)− δ∗D(v) ≤ ٠

که آنجایی از
δ∗∗D (−x̄) = sup

v

{
v(−x̄)− δ∗D(v)

}
= sup

v

{
v(−x̄)− [v(x)− δD(x)]

}
= δD(−x̄)

داریم: بالا رابطه ی به توجه با است. پایین نیم پیوسته  ی δD و
δD(−x̄) = δ∗∗D (−x̄) = sup

v
[v(−x̄)− δ∗D(v)] ≤ ٠

داریم: عمل΄رد تابع تعریف به توجه با حال .δD(−x̄) = ٠ نتیجه در
−x̄ ∈ D.

داریم: مشابه طور به چنین هم
−x̄ ∈ C.

بنابراین
−x̄ ∈ C ∩D

نتیجه در
C ∩D ̸= ∅.

C ∩D ̸= ∅ اگر باشند. X از بسته ای محدب زیرمجموعه های D و C کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ لم
آنگاه

epiσC∩D = cl(epiσC + epiσD).



٣٣ نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
داریم: شمول رابطه ی از که دیدیم ٢ . ٣ . ١ لم اثبات در A := C ∩D ̸= ∅ کنید فرض برهان.

cl(epiσD + epiσC) ⊂ epiσA.

ͬ  دهیم: م نشان (u, α) /∈ cl(epiσD + epiσC) کنید فرض شمول عکس دادن نشان برای
(u, α) /∈ epiσA

داریم: ٢ . ٣ . ١ لم به توجه با A = C ∩D ̸= ∅ که آنجایی از
(١−,٠) /∈ cl(epiσD + epiσC)

بنابراین
B ∩

(
cl(epiσD + epiσC)

)
= ∅

و (u, α) نقاط اتصال قسمت B := {δ(u, α) + (١ − δ)(١−,٠) ∈ X∗ × IR | δ ∈ [٠, ١]} که جایی
است. (١−,٠)

که طوری به دارد وجود δ٠ ∈ (٠, ١) صورت این غیر در
δ٠(u, α) + (١ − δ(١−,٠)(٠ ∈ cl(epiσD + epiσC)

بنابراین
(δ٠u, δ٠α− (١ − δ٠)) ∈ cl(epiσD + epiσC).

چنین هم
{٠} × R+ ⊂ cl(epiσD + epiσC)

آنگاه
(δ٠u, δ٠α) = (δ٠u, δ٠α− (١ − δ٠)) + (٠, ١ − δ٠) ∈ cl(epiσD + epiσC)

نتیجه در
(u, α) =

١
δ٠ (δ٠u, δ٠α) ∈ cl(epiσD + epiσC) (۵ . ٢)

اینکه به توجه با حال
(u, α) /∈ cl(epiσD + epiσC)

بنابراین است. تناقض ΁ی (۵ . ٢) رابطه  ی آنگاه
B ∩

(
cl(epiσD + epiσC)

)
= ∅

در دارد. وجود (x, β) ̸= (٠, ٠) که طوری (x, β) ∈ X × IR جداسازی قضیه ی  به توجه با اکنون
صورت این

∀ δ ∈ [٠, ١] [δ(u, α) + (١ − δ)(١−,٠)](x, β) < ٠



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٣۴
و

∀ (v, γ) ∈ cl(epiσD + epiσC) v(x) + γβ ≥ ٠
آنگاه δ = ٠ کنید فرض اگر

β > ٠
آنگاه δ = ١ اگر و

u(x) + αβ < ٠
بنابراین

u(
−x

β
) > α.

داریم: C ∩D ̸= ٠ چون ٢ . ٣ . ٢ لم به توجه با
−x
β ∈ C ∩D = A

داریم: اپی گراف تعریف طبق u(−x
β ) > α که آنجایی از

(u, α) /∈ epiσA.

نتیجه در
epiσC∩D = cl(epiσC + epiσD).

آنگاه باشند. X از محدبی مخروط و بسته D و C اگر .٢ . ٣ . ١ نکته
epiσD(v) = epi δ∗D(v) = {(v, v(x)) ∈ X∗ × R | δ∗D(v) ≤ v(x)} (۶ . ٢)

و
D∗ = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, x⟩ ≥ ٠} (٢ . ٧)

ͬ گیریم: م نتیجه (٢ . ٧) و (۶ . ٢) تعاریف از
epiσD(v) = −D∗ × IR+ و epiσC(v) = −C∗ × IR+

بنابراین
− (C ∩D)∗ × IR+ = epiσC∩D = cl(epiσC + epiσD) = cl[(−C∗ −D∗)× IR+] (٢ . ٨)

رو این از
(C ∩D)∗ = cl(C∗ +D∗)

مخروط دو مجموع بستار با برابر بسته، محدب مخروط دو اشتراک دوگان ͬ گیریم م نتیجه
است. دوگان

است. محدب مخروط ΁ی (epiσC + epiσD) ،(٢ . ٨) معادله ی به توجه با



٣۵ نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
از بسته ای محدب زیرمجموعه های D و C باناخ، فضای ΁ی X که کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه

آنگاه باشد. بسته ستاره ی ضعیف (epi σC + epi σD) مجموعه  ی اگر باشند. X
∀ x ∈ C ∩D, NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).

داریم: صورت این در v ∈ ND(x) و x ∈ D کنید فرض برهان.
ND(x) :=

{
v ∈ X∗ : σD(v) = v(x)

}
=

{
v ∈ X∗ : ⟨y − x, v⟩ ≤ ٠, ∀ y ∈ D

}
بنابراین

σD(v) = v(x).

داریم: x ∈ C ∩D و x ∈ C برای مشابه، صورت به و
σC(v) = v(x) و σC∩D(v) = v(x).

که آنجایی از
σC∩D(v) ⊃ σC(v) + σD(v)

بنابراین
NC∩D(x) ⊃ NC(x) +ND(x).

مخروط تعریف طبق صورت این در v ∈ NC∩D(x) کنید فرض شمول عکس دادن نشان برای
داریم: نرمال

σC∩D(v) = v(x)

داریم: اپی گراف تعریف به توجه با که
(v, v(x)) ∈ epiσC∩D.

که آنجایی از حال
epiσC∩D = cl(epiσC + epiσD)

بنابراین است. بسته ستاره ضعیف (epiσC + epiσD) چون و
(v, v(x)) ∈ epiσC + epiσD.

که طوری به دارند وجود (v٢, α٢) ∈ epiσD و (v١, α١) ∈ epiσC عضو دو
σC(v١) ≤ α١ و σD(v٢) ≤ α٢ (٢ . ٩)

دهید: قرار
v١ + v٢ = v و α١ + α٢ = v(x)



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٣۶
داریم: (٢ . ٩) طرفین ͽجم با

v(x) = α١ + α٢ ≥ σC(v١) + σD(v٢) ≥ v١(x) + v٢(x) = v(x)

نتیجه در
σC(v١) + σD(v٢) = v(x).

داریم: z ∈ D هر برای اکنون
٠ ≥ v١(x)− σC(v١) = (v − v٢)(x) + σD(v٢)− v(x) = σD(v٢)− v٢(x)

≥ v٢(z)− v٢(x) = v٢(z − x)

بنابراین ͬ آید. م بدست D نرمال مخروط از تعریفͬ که
v٢ ∈ ND(x).

داریم: مشابه طور به
v١ ∈ NC(x)

بنابراین
v ∈ NC(x) +ND(x)

نتیجه در
NC∩D(x) ⊂ NC(x) +ND(x).

ͬ گیریم: م نتیجه
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).

چنین هم باشند. X از بسته ای محدب زیرمجموعه های D و C که کنید فرض .٢ . ٣ . ١ نتیجه
آنگاه باشد. بسته ستاره ی ضعیف  (epiσC + epiσD) مجموعه  ی و ٠ ∈ C ∩D

(C ∩D)∗ = C∗ +D∗

داریم: دوگان مخروط و نرمال مخروط تعریف به توجه با برهان.
ND(٠) = {

x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − ٠⟩ ≤ ٠ ∀ y ∈ D
}

= −
{
x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − ٠⟩ ≥ ٠ ∀ y ∈ D

}
= −(D)∗

داریم: مشابه صورت به
NC(٠) = −C∗ و NC∩D(٠) = −(C ∩D)∗



٣٧ نرمال مخروط مشترک فصل فرمول
بنابراین است. بسته ستاره ضعیف  (epiσC + epiσD) که آنجایی از

NC∩D(٠) = NC(٠) +ND(٠)
رو این از

−(C ∩D)∗ = NC∩D(٠) = NC(٠) +ND(٠) = −(C∗)− (D∗) = −(C∗ +D∗)

نتیجه در
(C ∩D)∗ = C∗ +D∗.

باشند پایین نیم پیوسته ی و محدب توابع f, g : X → R ∪ {+∞} کنید فرض .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
ͬ دهد: م نتیجه dom g ∩ dom f ̸= ∅ ΁کلاسی داخلͬ شرط آنگاه

٠ ∈ core(dom f − dom g) (٢ . ١٠)
است. بسته زیرفضا ی (dom f − dom g) مخروط ͬ دهد م نشان (٢ . ١٠) خود نوبه ی به که

است. داخلͬ شرط از ضعیف تر دوگان بستار شرط ͬ دهیم، م نشان مثال ΁ی با
در g∗ = σ(−∞,٠] و f∗ = σ[٠,+∞) آنگاه .g = δ(−∞,٠] و f = δ[٠,+∞) کنید فرض .٢ . ٣ . ١ مثال

است. بسته محدب مخروط ΁ی epi f∗ + epi g∗ = R× R+ نتیجه
زیرفضا (dom f − dom g) = [٠,∞) مخروط بنابراین (int dom g) ∩ dom f = ∅ که آنجایی از

نیست.
باشند پایین نیم پیوسته   ی و محدب توابع f, g : X → R ∪ {+∞} کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ گزاره
آنگاه باشد بسته زیر فضای (dom f − dom g) مخروط اگر .dom f ∩ dom f ̸= ∅ که طوری به

است. بسته ستاره ی ضعیف (epi f∗ + epi g∗)

٢ . ٢ . ٣ قضیه  ی به توجه با و است بسته زیر فضای (dom f−dom g) مخروط که آنجایی از برهان.
داریم: و است کامل اینفیمال پیچش

(f + g)∗ = f∗ ⊕ g∗

داریم: دقیق نتیجه  ΁ی عنوان به
cl(epi f∗ + epi g∗) = epi (f + g)∗ = epi (f∗ ⊕ g∗) = epi f∗ + epi g∗

است. بسته ستاره ی ضعیف (epi f∗ + epi g∗) بنابراین



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ٣٨
٠ ∈ core(C−D) اگر چنین هم باشد. x ∈ C∩D و X از زیرمجموعه دو D و C اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه

داریم: ((intD) ∩ C ̸= ∅ خاص طور به (یا
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).

صورت این در است. بسته زیر فضای (C − D) مخروط پس ٠ ∈ core(C − D) چون برهان.
به توجه با بنابراین است. بسته ستاره ی ضعیف (epiσC + epiσD) ٢ . ٣ . ٣ گزاره ی به توجه با

داریم: ٢ . ٣ . ١ قضیه ی
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).

مجموعه ی  باشند. X از بسته ای و محدب زیرمجموعه های D و C کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ گزاره
باشد. برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ اگر است بسته  ستاره ی ضعیف (epiσC + epiσD)

.(intD) ∩ C ̸= ∅ (١)
.٠ ∈ core(C −D) (٢)

باشد. بسته زیرفضای ΁ی (C −D) مخروط (٣)
را. (٣) ͬ دهد م نتیجه چرخشͬ و (٢) ͬ دهد م نتیجه (١) برهان.

مجموعه ΁ی درون تعریف به توجه با حال
intD =

{
x | ∃ ϵ > ٠, x+ ϵB ⊆ D

}
قضیه  ی به توجه با و (٢) ،(١) از آنگاه ٠ ∈ core (C − D) اگر (١ . ٧ . ١ (تعریف جبری درون و

ͬ گیریم: م نتیجه ٢ . ٣ . ٢
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x) (٢ . ١١)

ضعیف  epiσC + epiσD هرگاه است برقرار (٢ . ١١) معادله ی ،٢ . ٣ . ١ قضیه ی به توجه با حال
است. بسته ستاره ی ضعیف  epiσC + epiσD بنابراین باشد. بسته ستاره ی

از استفاده با آنگاه باشد. بسته زیرفضای ΁ی (C −D) مخروط و g = δD ، f = δC کنید فرض
ͬ دهد. م نتیجه را اینفیمال پیچش بودن کامل مخروط، بودن بسته زیرفضای ٢ . ٢ . ٣ قضیه ی

داریم: δ∗D = σD و δ∗C = σC به توجه با و صورت این در
cl(epiσC + epiσD) = epi (δC + δD)

∗ = epi (σC ⊕ σD) = epiσC + epiσD

است. بسته ستاره ی ضعیف  (epiσC + epiσD) مجموعه  ی بنابراین



٣٩ نرمال مخروط و زیردیفرانسیل
بسته شرایط که حالͬ در شده، رد (١)− (٣) شرایط که ͬ دهد م نشان را وضعیتͬ زیر مثال

دارد. وجود بودن

آنگاه D := (−∞, ٠] و C := [٠, ١] کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ مثال
NC∩D(٠) = R = (−∞, ٠] + [٠,∞) = NC(٠) +ND(٠)

که حالͬ در است برقرار x ∈ C ∩ D = {٠} هر برای نرمال مخروط مشترک فصل فرمول و
نیست. زیرفضا [٠,∞) = (C −D) مخروط و (intD) ∩ C = ∅

چند هر
epiσC + epiσD = {(x, t) ∈ R× R | max{x, ٠} ≤ t}+ R+ × R+ = R× R+

است. بسته محدب مخروط

نرمال مخروط و زیردیفرانسیل ۴ . ٢
∂f(x) ⊂ X∗ آنگاه ،f(x) ∈ R که طوری به x ∈ X و f : X → R کنید فرض .١ . ۴ . ٢ قضیه

است. بسته ستاره ی ضعیف و  محدب مجموعه  ی
داریم: y ∈ X هر ازای به آنگاه λ ∈ (٠, ١) و x∗١, x∗٢ ∈ ∂f(x) کنید فرض برهان.
⟨x∗١, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) و ⟨x∗٢, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x)

داریم: y ∈ X هر ازای به ١ − λ > ٠ در دوم رابطه  و λ > ٠ در اول رابطه  ی ضرب با
⟨λx∗١ + (١ − λ)x∗٢, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x),

بنابراین
λx∗١ + (١ − λ)x∗٢ ∈ ∂f(x).

است. محدب ∂f(x) نتیجه در
که طوری به دارد وجود x٠ ∈ X آنگاه .x∗ ∈ X∗\∂f(x) کنید فرض

⟨x∗, x٠ − x⟩ > f(x٠)− f(x).

که طوری به باشد داشته وجود α ∈ R کنید فرض
⟨x∗, x٠ − x⟩ > α > f(x٠)− f(x).



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ۴٠
ستاره ضعیف توپولوژی برای x∗ از همسای·ͬ ΁ی V := {y∗ | ⟨y∗, x٠ − x⟩ > α} صورت این در

است. بسته ستاره ضعیف  ∂f(x) نتیجه در V ∩ ∂f(x) ̸= ∅ که آنجایی از است.
{x∗n}N اگر فرض کرد ͬ توان م زیر دیفرانسیل بودن بسته ستاره ی ضعیف اثبات  برای دی·ر روش

که طوری به ∂f(x) اعضای از دنباله ای
x∗n

w∗
→ x∗ n → ∞

آنگاه
⟨x∗n, x⟩ → ⟨x∗, x⟩ و f∗(x∗n) → f∗(x∗) n → ∞

ͬ گیریم: م نتیجه است دوگان فضای از عضوی f∗ که آنجایی از
x∗ ∈ ∂f(x).

است. بسته ستاره ضعیف  ∂f(x) بنابراین

است. بسته ستاره ی ضعیف محدب   مجموعه ی  ∂εf(x) .٢ . ۴ . ٢ قضیه
.١ . ۴ . ٢ قضیه ی اثبات مشابه اثبات برهان.

چنین هم باشند. حقیقͬ و محدب پایین  ، نیم پیوسته ی توابع g و f کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ قضیه
آنگاه باشد. بسته ستاره ی ضعیف  (epi f∗ + epi g∗) اگر ،dom f ∩ dom g ̸= ∅

∀ x ∈ dom f ∩ dom g ∂(f + g)(x) = ∂(f)(x) + ∂(g)(x).

نامتناهͬ f(x) آنگاه ،x /∈ dom f اگر صورت این غیر در .x ∈ dom f∩dom g کنید فرض برهان.
داریم: زیردیفرانسیل تعریف به توجه با است.که

∂(f)(x) = ∅

داریم: y ∈ X هر ازای به بنابراین u∗ ∈ ∂(f)(x), v∗ ∈ ∂(g)(x) کنید فرض
⟨u∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) و ⟨v∗, y − x⟩ ≤ g(y)− g(x)

داریم: طرفین ͽجم با حال
⟨u∗ + v∗, y − x⟩ ≤ (f(y)− f(x)

)
+

(
g(y)− g(x)) = (f + g)(y − x)

نتیجه در (u∗ + v∗) ∈ ∂(f + g)(x) بنابراین
∂(f + g)(x) ⊇ ∂(f)(x) + ∂(g)(x). (٢ . ١٢)



۴١ نرمال مخروط و زیردیفرانسیل
داریم: ٢ . ۵ . ١ قضیه  ی به توجه با حال .x∗ ∈ ∂(f + g)(x) کنید فرض شمول عکس اثبات برای

(f + g)∗(x∗) = ⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x)

داریم: است بسته ستاره ضعیف   (epi f∗+epi g∗) که آنجایی از و اپی گراف تعریف از استفاده )با
x∗, ⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x)

)
∈ epi (f + g)∗ = epi f∗ + epi g∗

w∗
= epi f∗ + epi g∗

که طوری به دارند وجود (v∗, β) ∈ epi g∗ و (u∗, α) ∈ epi f∗ صورت این در
x∗ = u∗ + v∗ و ⟨x∗, x⟩ − (f + g)(x) = α+ β

آنگاه
f∗(u∗) + g∗(v∗) ≤ α+ β = ⟨u∗, x⟩+ ⟨v∗, x⟩ − (f + g)(x) (٢ . ١٣)

داریم: یانگ‐فنچل) (نامساوی ٢ . ۵ . ١ قضیه ی به توجه با و
f∗(u∗) ≥ ⟨x, u∗⟩ − f(x) و g∗(v∗) ≥ ⟨v∗, x⟩ − g(x) (١۴ . ٢)

داریم: (١۴ . ٢) طرفین ͽجم با و
f∗(u∗) + g∗(v∗) ≥ ⟨u∗, x⟩ − f(x) + ⟨v∗, x⟩ − (g)(x) (١۵ . ٢)

ͬ گیریم: م نتیجه (١۵ . ٢) و (٢ . ١٣) از
f∗(u) + g∗(v∗) = ⟨u∗, x⟩+ ⟨v∗, x⟩ − (f + g)(x)

آنگاه
f∗(u) = ⟨u∗, x⟩ − f(x), و g∗(v) = ⟨v∗, x⟩ − g(x)

داریم: ٢ . ۵ . ١ گزاره  ی به توجه با حال
u∗ ∈ ∂f(x) و v∗ ∈ ∂g(x)

بنابراین
x∗ = u∗ + v∗ ∈ ∂f(x) + ∂g(x).

نتیجه در
∂(f + g)(x) ⊆ ∂f(x) + ∂g(x) (١۶ . ٢)

داریم: (١۶ . ٢) و (٢ . ١٢) به توجه با بنابراین
∀ x ∈ dom f ∩ dom g ∂(f + g)(x) = ∂(f)(x) + ∂(g)(x).



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ۴٢
که طوری به باشد حقیقͬ و محدب نیم پیوسته ی پایین، تابع g و f کنید فرض .١ . ۴ . ٢ نتیجه
آنگاه باشد. پیوسته x ∈ dom f ∩ dom g نقاط برخͬ در g و f اگر حال .dom f ∩ dom g ̸= ∅

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به و برقرار زیر دیفرانسیل ΁تفکی
∀ x ∈ domf ∩ domg ∂(f + g)(x) = ∂(f)(x) + ∂(g)(x)

زیر دیفرانسیل، فرمول ͽجم وسیله ی به دوگان، شرط ͬ دهیم. م نشان زیر نتیجه ی از استفاده با
ͬ شود. م مشخص کاملا́ است زیر خطͬ و پایین نیم پیوسته ی فرمول، به مربوط توابع که درحالتͬ
باشند. زیر خطͬ و حقیقͬ نیم پیوسته ی توابع f, g : X → R∪{+∞} کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ نتیجه

ارزند. هم زیر شرایط آنگاه
است. بسته  ستاره ی ضعیف (epi f∗ + epi g∗) (١)

داریم: x ∈ dom f ∩ dom g هر ازای به (٢)
∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

است. برقرار ٣ . ۴ . ٢ قضیه ی به توجه با (٢) ⇐= (١) برهان.
زیر خطͬ g و f که آنجایی از حال .∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x) کنید فرض (١) ⇐= (٢)

داریم: هستند
f(٠) = g(٠) = ٠

بنابراین
dom f ∩ dom g ̸= ∅.

چون
∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

آنگاه
∂(f + g)(٠) = ∂f(٠) + ∂g(٠).

زیر دیفرانسیل، چون و هستند حقیقͬ و زیر خطͬ پایینͬ، پیوسته    ی نیم توابع g و f که آنجایی از
داریم: است بسته و محدب

∂(f + g)(٠) = cl
(
∂f(٠) + ∂g(٠))

داریم: چنین هم است. برابر خودش با بستارش پس
∂(f)(٠) + ∂(g)(٠) = cl

(
∂f(٠) + ∂g(٠))



۴٣ نرمال مخروط و زیردیفرانسیل
است. بسته  ستاره ضعیف ∂(f)(٠) + ∂(g)(٠) بنابراین
صفر نقطه ی در زیردیفرانسیل تعریف به توجه با حال

∂(f)(٠) = {
x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y⟩ ≤ f(y), ∀ y ∈ X

}
داریم: اپی گراف تعریف و

epi f∗ = ∂(f)(٠)× R+ و epi g∗ = ∂(g)(٠)× R+

بنابراین
epi f∗ + epi g∗ = ∂(f)(٠)× R+ + ∂(g)(٠)× R+ = (∂(f)(٠) + ∂(g)(٠))× R+

است. بسته  ستاره ضعیف epi f∗ + epi g∗ ͬ گیریم م نتیجه رو این از
آنگاه باشد. x ∈ A و X از ناتهͬ محدب زیرمجموعه  ی A کنید فرض .١ . ۴ . ٢ گزاره

NA(x) = NĀ(x) = ∂δA(x).

ͬ باشد. م برقرار NA(x) در عناصر پیوستگͬ از تساوی اولین برهان.
داریم: y ∈ A هر ازای به تعریف به توجه با تساوی دومین برای که حالͬ در

δA(y) = ٠
بنابراین

NA(x) = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ ٠ , ∀ y ∈ A}

= {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ δA(y)− δA(x) , ∀ y ∈ A}

= ∂δA(x).

.٠ ∈ D ∩C که طوری به X از بسته ای محدب زیرمجموعه های D و C کنید فرض .١ . ۴ . ٢ لم
آنگاه باشد بسته زیرفضای (D − C) مخروط اگر چنین هم
(D ∩ C)∗ = D∗ + C∗.

و محدب تابع که باشند D و C مجموعه          های شاخص تابع دو δC و δD کنید فرض برهان.
زیر تعریف به توجه با صورت این در هستند. D و C دامنه های همراه به پایین نیم پیوسته ی

داریم: دیفرانسیل
∂δD(٠) = {

x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y⟩ ≤ −δD(٠) + δC(y) ∀ y ∈ X
}

=
{
x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y⟩ ≤ δC(y) ∀ y ∈ X

}
=

{
x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y⟩ ≤ ٠ ∀ y ∈ D

}
= −D∗



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ۴۴
داریم: مشابه صورت به چنین هم

∂δC(٠) = −C∗ و ∂(δC + δD)(٠) = −(D ∩ C)∗

داریم: x ∈ dom δC ∩ dom δD هر ازای به که آنجای از
∂(δC + δD)(x) = ∂(δC)(x) + ∂(δD)(x)

بنابراین
(D ∩ C)∗ = D∗ + C∗.

صورت این در (intD)∩C ̸= ∅ آنگاه ٠ ∈ D∩C و محدب مجموعه   ی دو D و C اگر .٢ . ۴ . ٢ لم
ͬ گیریم: م نتیجه

(D ∩ C)∗ = D∗ + C∗.

١ . ۴ . ٢ قضیه ی توجه با بنابراین است بسته زیرفضای (C − D) مخروط که آنجایی از برهان.
داریم:

(D ∩ C)∗ = D∗ + C∗.

که طوری به باشند X از بسته محدب زیرمجموعه     ی دو D و C کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ نتیجه
x ∈ C ∩D هر برای آنگاه باشد بسته     ستاره ی ضعیف (epiσC + epiσD) اگر حال .C ∩D ̸= ∅

داریم:
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x)

بنابراین x ∈ C ∩D چون آنگاه g = δD و f = δC کنید فرض برهان.
(f + g) = δC∩D

است. بسته  ستاره ی ضعیف (epiσC + epiσD) که آنجایی از و ١ . ۴ . ٢ گزاره ی به توجه با حال
داریم:

NC∩D(x) = ∂δC∩D(x) = ∂δC(x) + ∂δD(x) = NC(x) +ND(x)

بنابراین
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).



۴۵ بسته محدب مخروط و بودن منظم

بسته محدب مخروط و بودن منظم ۵ . ٢
حالتͬ در کراندار خطͬ منظم شرط و بستار شرط بین ارتباط تحیل و تجزیه به ͬ خواهیم م
فضای ΁ی X که حالتͬ در چنین هم بپردازیم. هستند محدب مخروط و بسته D و C که
نرمال مخروط مشترک فصل فرمول ارز هم بستار، شرط که ͬ دهیم م نشان باشد اقلیدسͬ

است. بسته محدب مخروط برای
مجموعه ی صورت این در باشند. X از بسته ای محدب مخروط D و C کنید فرض .١ . ۵ . ٢ گزاره
بسته  ستاره ی ضعیف (C∗ +D∗) اگر تنها و اگر است بسته  ستاره ی ضعیف (epiσC + epiσD)

باشد.
به توجه با آنگاه باشد بسته ستاره ی ضعیف  (epiσC + epiσD) مجموعه ی کنید فرض برهان.

است. بسته ستاره ی ضعیف  (C∗ +D∗) = (C ∩D)∗ ٢ . ٣ . ١ نتیجه ی
محدب مخروط D و C که ازآنجایی باشد. بسته  ستاره ی ضعیف (C∗ +D∗) کنید فرض حال

داریم: هستند بسته
−(C∗ +D∗)× IR+ = (−C∗ × IR+) + (−D∗ × IR+) = epiσC + epiσD

ضعیف  (epiσC +epiσD) مجموعه  ی آنگاه باشد بسته ستاره ی ضعیف  (C∗+D∗) اگر بنابراین
است. بسته ستاره ی

محدب مخروط D و C چنین هم باشد. اقلیدسͬ فضای ΁ی X کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ گزاره
معادلند. زیر ح΄م های آنگاه باشند. X از بسته ای 

است. بسته (epiσC + epiσD) (١)  مجموعه ی
است. بسته (C∗ +D∗) (٢)

داریم: x ∈ C ∩D هر برای (٣)
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).

است. برقرار ١ . ۵ . ٢ گزاره ی از استفاده با (٢) ⇐⇒ (١) برهان.
است. برقرار ٢ . ٣ . ١ نتیجه ی و ٢ . ٣ . ١ قضیه ی به توجه با (٣) ⇐⇒ (٢)

بسته C٠ +D٠ اگر تنها و اگر است بسته  C∗ +D∗ مجموعه  ی که آنجایی از حال (١) ⇐⇒ (٣)
ͬ شود. م ثابت ح΄م برقراری ٣ . ۴ . ٢ نتیجه ی از باشد



نرمال مخروط مشترک فصل فرمول برای ساده بستار شرط ۴۶
باشند. X از بسته ای محدب مخروط D و C ، اقلیدسͬ فضای ΁ی X کنید فرض .٣ . ۵ . ٢ گزاره

است. بسته (epiσC + epiσD) مجموعه    ی آنگاه باشد. کراندار خطͬ منظم {C,D} اگر
مشترک فصل فرمول ͬ دهد، م نتیجه کراندار خطͬ منظم ١ . ٨ . ٢ قضیه ی به توجه با برهان.
منظم {C,D} که آنجایی از دارد. بسته محدب مجموعه ها ی برای قوی CHIP نرمال، مخروط

بنابراین است کراندار خطͬ
NC∩D(x) = NC(x) +ND(x).

است. بسته (epiσC + epiσD) مجموعه ی ٢ . ۵ . ٢ گزاره ی به توجه با حال
ͬ توان نم باشند. اقلیدسͬ فضای در بسته محدب مخروط D و C که حالتͬ در .١ . ۵ . ٢ ملاحظه
خطͬ منظم {C,D} جفت آنگاه باشد بسته (epiσC + epiσD) مجموعه ی هرگاه گرفت نتیجه
نرمال مخروط مشترک فصل فرمول که است شده داده نشان اخیراً علاوه به است. کراندار
کراندار خطͬ منظم {C,D} جفت که حالͬ در است برقرار D و C بسته  محدب مخروط برای

نیست.



٣ فصل
بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های

فضاها این در تقریب

اعداد جای به حقیقͬ باناخ فضای کردن جای·زین با [١٩] ژانگ و هانگ ٢٠٠٧ سال در
دو این یافته های بررسͬ به فصل این در کردند. معرفͬ را مخروطͬ متر مفهوم حقیقͬ،
خواص و توپولوژی΄ͬ نظر از را مخروطͬ ΁متری فضای که دی·ری ریاضیدان های و ریاضیدان
΁متری فضاهای در تقریب بهترین ادامه، در ͬ پردازیم. م دادند قرار مطالعه مورد مخروطͬ

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد [٣٠] پور رضا شهرام یافته های از مخروطͬ

مخروطͬ ΁متری فضاهای ٣ . ١
برخͬ و مخروطͬ ΁متری فضا های حقیقͬ، باناخ فضا ی در مخروط معرفͬ، به بخش این در

ͬ شود. م پرداخته آنها ͬ های ویژگ
ترتیب رابطه ی ΁ی را X مجموعه ی روی ⪯ رابطه ی جزئͬ: مرتب مجموعه ی .٣ . ١ . ١ تعریف

باشد. برقرار زیر شرایط هر  گاه گوییم جزئͬ
x؛ ⪯ x x ∈ X هر ازای به (١)



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۴٨
x؛ = y آنگاه y ⪯ x و x ⪯ y اگر x, y ∈ X هر ازای به (٢)

.x ⪯ z آنگاه y ⪯ z و x ⪯ y اگر x, y, z ∈ X هر ازای به (٣)
جزئͬ مرتب مجموعه ی ΁ی را (X,⪯) مرتب زوج باشد X روی جزئͬ ترتیب رابطه ی ΁ی ⪯ اگر

نامیم.
ͬ باشند. م جزئͬ مرتب مجموعه ی (R,⪯) و (N,⪯) .٣ . ١ . ١ مثال

به را ⪯ رابطه  ی ،X نابدیهͬ و حقیقͬ نرمدار فضای در (١ . ٢ . ١٧ (تعریف P مخروط برای
ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت

∀x, y ∈ E : x ⪯ y ⇐⇒ y − x ∈ P.

تعریف X روی جزیی ترتیب ΁ی پس ͬ  باشد. م دارا را تعدی و پادتقارنͬ بازتابی، خواص ⪯ چون
P توسط شده القاء جزیی رابطه ی را ⪯ ͬ کند. م تبدیل جزئͬ مرتب مجموعه ی ΁ی به را آن و

ͬ نامیم. م X روی
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را x << y نماد و x ̸= y و x ⪯ y که است آن نمایش·ر x ≺ y نماد

∀x, y ∈ E : x << y ⇐⇒ y − x ∈ intP.

ͬ باشد. م P مخروط درون intP از منظور آن در که
فضای مثبت اعضای را ،P مخروط اعضای هستند. معادل x ∈ P و x ⪰ θ عبارت که آنجایی از

نامند. X
مشخص را مخروط دو (−∞, ٠] و [٠,∞) شعاع های حقیقͬ، اعداد مجموعه ی در .٣ . ١ . ٢ مثال

ͬ کنند. م
صورت این در باشد. X مخروط های از ناتهͬ خانواده ای {Pi | i ∈ I} کنید فرض .٣ . ١ . ٣ مثال

.∩i∈I Pi ̸= {θ} اگر فقط و اگر است X در مخروط ΁ی ∩i∈I Pi که است ͹واض
΁ی P =

{
ax | a ≥ ٠} مجموعه ی باشد. X در ناصفر عضوی x کنید فرض .۴ . ٣ . ١ مثال

است. X در مخروط
به ͬ   توان م را X نابدیهͬ و حقیقͬ نرمدار فضای هر که ͬ  دهد م نشان ۴ . ٣ . ١ مثال .٣ . ١ . ١ نکته

کرد. مرتب مخروط ΁ی وسیله ی
آنگاه X = R٢ و P = {(x, y) ∈ R٢ : x, y ≥ ٠} اگر .۵ . ٣ . ١ مثال

(١,٢) << (٣,۴) ⇐⇒ (٣,۴)− (١,٢) = (٢,٢) ∈ intP

ͬ گیرد. م قرار مخروط داخل در کاملا́ که دارد همسای·ͬ ΁ی (٢,٢) یعنͬ



۴٩ مخروطͬ ΁متری فضاهای
است. برقرار زیر گزاره های P مخروط هر برای .٣ . ١ . ١ لم

.P + intP ⊆ intP (١)
.intP + intP ⊆ intP (٢)

.a intP ⊆ intP a > θ هر ازای به (٣)
که طوری به دارد وجود r ≻ θ صورت این در باشد. c ∈ intP و x ∈ P کنید فرض (١) برهان.

داریم: ∥y − (c+ x)∥ ≺ r این که از آنگاه باشد. y ∈ Nr(c+ x) اگر .Nr(c) ⊆ P

y − x ∈ P.

است. (c+ x) ∈ intP رو این از بود خواهد y ∈ P (C٢) طبق بنابراین
است. بدیهͬ (١) بر بنا (٢)

اگر .Nr(c) ⊆ P که طوری به دارد وجود r ≻ θ صورت این در c ∈ intP کنید فرض (٣)
داریم: (C٢) طبق پس است a ⪰ θ چون .a−١y ∈ P لذا و ∥y − ac∥ ≺ ar آنگاه ،y ∈ Nar(ac)

y = aa−١y ∈ P.

.ac ∈ intP رو این از
عدد هرگاه است نرمال X نرمدار فضای در را P مخروط نرمال: مخروط .٣ . ١ . ٢ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد داشته وجود K مثبت و حقیقͬ
θ ⪯ x ⪯ y =⇒ ∥x∥ ⪯ K∥y∥. (٣ . ١)

P نرمال ثابت کند صدق (٣ . ١) رابطه ی در که ،K مثبت صحیح عدد (اینفیمم) کوچ΄ترین به
ͬ  شود. م گفته

هر گاه: گویند نرمال را P مخروط معادل، طور به یا
inf{∥x+ y∥ : x, y ∈ P ; ∥x∥ = ∥y∥ = ١} ≻ θ.

فضای ΁ی E ناتهͬ، مجموعه   ی ΁ی X کنید فرض مخروطͬ: ΁متری فضای .٣ . ١ . ٣ تعریف
در d : X ×X → E نگاشت x, y, z ∈ X هر ازای به هرگاه باشد. E در مخروط ΁ی P و باناخ

کند صدق زیر شرایط
,d(x؛ y) ⪰ θ یعنͬ این d(x, y) ∈ P (d١

x؛ = y اگر تنها و اگر d(x, y) = θ (d٢

,d(x؛ y) = d(y, x) (d٣



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۵٠
.d(x, z) + d(z, y) ⪰ d(x, y) (d۴

(CMS) مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) و ͬ شود م نامیده X روی مخروطͬ ΁متری d آنگاه
ͬ شود. م نامیده

فضای ͽواق در است. ΁متری فضای از تعمیمͬ مخروطͬ ΁متری فضای که است ͹واض
است. P = [٠.∞] و E = R آن در که است مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی ،΁متری

به d نگاشت و X = IR ،P =
{
(x, y) ∈ E : x, y ≥ ٠} ،E = IR٢ کنید فرض .۶ . ٣ . ١ مثال

صورت
d : X ×X → E

d(x, y) = (|x− y|, α|x− y|)

است. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) آنگاه شود. تعریف است ثابت ΁ی α ≥ ٠ که جایی
مجموعه پذیر دنباله های همه ی مجموعه ی ℓP فضای ،P > ٠ برای :ℓP فضای .۴ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف
نرم با باناخ زیر فضای ΁ی ℓP فضای

∥x∥P =

 ∞∑
n=١

|xn|P
 ١

P

است.
نیست. نرم ΁ی ∥x∥P ،٠ < P < ١ برای .٣ . ١ . ٧ مثال

آنگاه .y = (٠, ١, ٠, ٠, · · · ) و x = (١, ٠, ٠, ٠, · · · ) کنید فرض
∥x+ y∥P = (١P + ١P ) ١

P > ٢
که حالͬ در

∥x∥P + ∥y∥P = ١ + ١ = ٢.
باشد. برقرار ͬ تواند نم نرم این برای مثلت نامساوی بنابراین

دنباله ای {xn}n∈N و x ∈ X مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .۵ . ٣ . ١ تعریف
آنگاه باشد. X در

c ∈ E ،c >> θ هر ازای به هرگاه است x به هم·را {xn}n∈N دنباله ی هم·را: دنباله ی (١)
باشیم: داشته n ≥ N هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ عدد

d(xn, x) << c

ͬ شود. م داده نمایش xn → x یا lim
n→∞

xn = x صورت به و



۵١ مخروطͬ ΁متری فضاهای
عدد c ∈ E ،c >> θ هر ازای به هرگاه است کشͬ {xn}n∈N دنباله  ی کشͬ: دنباله ی (٢)

باشیم: داشته n,m ≥ N هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ
d(xn, xm) << c.

هرگاه است کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کامل: مخروطͬ ΁متری فضای (٣)
باشد. هم·را آن در کشͬ دنباله ی هر

باشد. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض کراندار: مجموعه ی .۶ . ٣ . ١ تعریف
هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود c ∈ E ،c >> θ اگر است کراندار بالا از A ⊂ X آنگاه

باشیم: داشته x, y ∈ A

d(x, y) ⪯ c

اگر است کراندار A مجموعه ی
δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}

کراندار A ͬ گوییم، م باشد نداشته وجود سوپریمم اگر چنین هم باشد. داشته وجود E در
نیست.

مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض مجموعه: دو بین فاصله ی .٣ . ١ . ٧ تعریف
تک مجموعه ی و A مجموعه ی بین فاصله ی آنگاه باشد. X از ناتهͬ زیرمجموعه ی A و x ∈ X

صورت به {x} عضوی
d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A},

صورت به B و A مجموعه ی دو بین فاصله ی و
d(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

ͬ شود. م تعریف
صورت به d تابع .P = {(u, v) : u ≥ ٠, v ≥ ٠} و E = R٢ کنید فرض .٣ . ١ . ٨ مثال

d : R٢ × R٢ → E

d((u١, u٢), (v١, v٢)) = (|u١ − v١|, |u٢ − v٢|)

کنید فرض چنین هم شود. تعریف
A = {(u, v) ∈ R٢ : ١ ≤ u ≤ ٢,٣ ≤ v ≤ ۴}

و
B = {(u, v) ∈ R٢ : ۴ ≤ u ≤ ۵, ١ ≤ v ≤ ۴}

آنگاه
d(A,B) = (٢, ٠).



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۵٢
که طوری به (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای در کشͬ دنباله ی ΁ی {xn} کنید فرض .٣ . ١ . ٢ لم

آنگاه lim
n→∞

xkn = x

lim
n→∞

xn = x.

ازای به n٠ ͬ توان م کشͬ) (دنباله ی فرض به توجه با آنگاه .c ∈ E ،c >> θ کنید فرض برهان.
که طوری به کرد پیدا m,n ≥ n٠ هر

d(xn, xm) <<
c

٢
n ≥ n٠ هر ازای به و

d(xkn , xm) <<
c

٢
داریم: n ≥ n٠ هر برای آنگاه

d(xn, x) ⪯ d(xn, xkn٠ ) + d(xkn٠ , x) <<
c

٢ +
c

٢ = c

بنابراین
d(xn, x) ⪯ c

ͬ گیریم: م نتیجه صورت این در
lim
n→∞

xn = x.

ب·یریم: نتیجه x, y ∈ E هر ازای به اگر است ی΄نوا ∥ · ∥ نرم ی΄نوا: نرم .٣ . ١ . ٨ تعریف
θ ⪯ x ⪯ y =⇒ ∥x∥ ⪯ ∥y∥.

و xn → x اگر باشند. E در دنباله دو {yn} و {xn} و مخروط ΁ی P کنید فرض .٣ . ١ . ٣ لم
آنگاه xn ⪯ yn اگر n هر ازای به و (E, ∥ · ∥) در n → ∞ yn → y

x ⪯ y.

داریم: صورت این در yn ⪰ xn کنید فرض برهان.
yn − xn ∈ P.

ͬ گیریم: م نتیجه (yn − xn) → (y − x) و است بسته P که آنجایی از حال
(y − x) ∈ P

بنابراین
x ⪯ y.



۵٣ مخروطͬ ΁متری فضاهای
،c >> θ هر ازای به آنگاه باشد. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .۴ . ٣ . ١ لم

هرگاه (c >> x (یعنͬ (c− x) ∈ intP که طوری به دارد وجود δ ≻ θ c؛ ∈ E

x ∈ E ∥x∥ ≺ δ.

که طوری به کرد پیدا را δ ≻ θ ͬ توان م رو این از .c ∈ intP آنگاه ،c >> θ که آنجایی از برهان.
{x ∈ E : ∥x− c∥ ≺ δ} ⊂ intP.

داریم: آنگاه ∥x∥ ≺ δ اگر اکنون
∥(c− x)− c∥ = ∥ − x∥ = ∥x∥ ≺ δ

بنابراین
(c− x) ∈ intP.

نرمال ثابت با نرمال مخروط ΁ی P مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .۵ . ٣ . ١ لم
d(xn, x) → θ اگر تنها و اگر هم·راست x به {xn} آنگاه باشد. X در دنباله ای {xn}n∈N و ،K

.n → ∞

و θ << c حقیقͬ، ϵ ≻ θ هر ازای به باشد. x به هم·را دنباله ای {xn} کنید فرض برهان.
تعریف از استفاده با n > N هر ازای به که دارد وجود Nای آنگاه ب·یرید. نظر در را K∥c∥ ≺ ϵ

داریم: هم·رایی
d(xn, x) << c (٣ . ٢)

داریم: (٣ . ٢) به توجه با n > N که هنگامͬ بنابراین ∥c∥ ⪯ K∥c∥ ≺ ϵ که آنجایی از
∥d(xn, x)∥ ⪯ K∥c∥ ≺ ϵ

.n → ∞ d(xn, x) → θ یعنͬ این
δ ≻ θ c؛ ∈ E ،θ << c برای .(n → ∞) d(xn, x) → θ کنید فرض لم عکس دادن نشان برای
دارد وجود Nای ،δ این برای .c− x ∈ intP ͬ دهد م نتیجه ،∥x∥ ≺ δ که طوری به دارد وجود

داریم: n > N هر ازای به که طوری به
∥d(xn, x)∥ ≺ δ

داریم: ۴ . ٣ . ١ لم به توجه با بنابراین
c− d(xn, x) ∈ intP.

است. x به هم·را {xn} بنابراین .d(xn, x) << c که است معنͬ بدین این



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۵۴
نرمال ثابت با نرمال مخروط ΁ی P مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .۶ . ٣ . ١ لم
.x = y آنگاه باشد y به هم·را {xn} و x به هم·را {xn} اگر باشد. X در دنباله ای {xn} و K

است. فرد به منحصر {xn} دنباله ی حد یعنͬ این
داریم: n > N هر ازای به که طوری به دارد وجود Nای c؛ ∈ E ،θ << c هر ازای به برهان.

d(xn, x) << c و d(xn, y) << c

بنابراین
d(x, y) ⪯ d(xn, x) + d(xn, y) ⪯ ٢c.

داریم: K ثابت با نرمال ثابت تعریف به توجه با رو این از
∥d(x, y)∥ ⪯ ٢K∥c∥

نتیجه در است دلخواه c که آنجایی از
d(x, y) = θ

بنابراین
x = y.

چنین هم ،X در دنباله ای {xn} و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ١ . ٧ لم
است کشͬ هم·را،  دنباله ی (هر است. کشͬ دنباله ای {xn} آنگاه باشد x به هم·را {xn} اگر

.(
داریم: n,m > N هر ازای به که طوری به دارد وجود Nای c؛ ∈ E ،θ << c هر ازای به برهان.

d(xn, x) <<
c٢ و d(xm, x) << c٢

رو این از
d(xn, xm) << d(xn, x) + d(xm, x) <<

c

٢ +
c

٢ = c

است. کشͬ دنباله ای {xn} بنابراین
نرمال ثابت با نرمال مخروط ΁ی P مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ١ . ٨ لم
d(xn, xm) → θ اگر تنها و اگر است کشͬ دنباله ای {xn} آنگاه باشد. X در دنباله ای {xn} و ،K

.n,m → ∞



۵۵ مخروطͬ ΁متری فضاهای
را K∥c∥ ≺ ϵ و c ∈ E θ؛ << c ،ϵ ≻ θ هر ازای به باشد. کشͬ دنباله ای {xn} کنید فرض برهان.
n,m > N هر ازای به که دارد وجود Nای دنباله، بودن کشͬ به توجه با آنگاه ب·یرید. نظر در

داریم:
d(xn, xm) << c.

و نرمال ثابت به توجه با آنگاه ،n,m > N که وقتͬ بنابراین
∥d(xn, xm)∥ << ∥c∥

داریم:
∥d(xn, xm)∥ ⪯ K∥c∥ ≺ ϵ.

.n,m → ∞ d(xn, xm) → θ که است معنͬ بدین این
وجود δ ≻ θ c؛ ∈ E ،θ << c برای .n,m → ∞ d(xn, xm) → θ کنید فرض عکس اثبات برای

نتیجه در ∥x∥ ≺ δ که طوری به دارد
c− x ∈ intP

داریم: n,m > N هر ازای به که طوری به دارد وجود Nای ،δ این برای
∥d(xn, xm)∥ ⪯ K∥c∥ ≺ ϵ.

داریم: ۴ . ٣ . ١ لم به توجه با بنابراین
c− d(xn, xm) ∈ intP.

که است معنͬ بدین این
d(xn, xm) << c.

است. کشͬ دنباله ی ΁ی {xn} بنابراین
ثابت با نرمال، مخروط ΁ی P و مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ١ . ٩ لم
yn → y و xn → x که طوری به باشند. X در دنباله دو {yn} و {xn} چنین هم ،K نرمال

آنگاه n → ∞

d(xn, yn) → d(x, y) n → ∞.

با آنگاه ب·یرید. نظر در را ∥c∥ ≺ ϵ۴K+٢ yn → y و c ∈ E θ؛ << c ،ϵ ≻ θ هر ازای به برهان.
داریم: n > N هر ازای به که طوری به دارد وجود Nای ،xn → x و yn → y هم·رایی به توجه

d(xn, x) << c و d(yn, y) << c



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۵۶
داریم: صورت این در

d(xn, yn) ⪯ d(xn, x) + d(x, y) + d(yn, y) ⪯ d(x, y) + ٢c,
d(x, y) ⪯ d(xn, x) + d(xn, yn) + d(yn, y) ⪯ d(xn, yn) + ٢c.

بنابراین
d(xn, yn)− d(x, y) ⪯ d(xn, x) + d(yn, y) ⪯ c+ c = ٢c ⪯ ۴c,
d(x, y)− d(xn, yn) ⪯ d(xn, x) + d(yn, y) ⪯ c+ c = ٢c ⪯ ۴c.

رو این از
θ ⪯ d(xn, x) + d(yn, y) + d(x, y)− d(xn, yn) ⪯ d(x, y)− d(xn, yn) + ٢c ⪯ ۴c.

داریم: نرمال ثابت به توجه با حال
∥d(xn, yn)− d(x, y)∥ ⪯ ∥d(x, y) + ٢c− d(xn, yn)∥+ ∥٢c∥ ⪯ (۴K + ٢)∥c∥ ≺ ϵ

.n → ∞ d(xn, yn) → d(x, y) بنابراین
دنباله ی هر اگر ͬ شود م نامیده منظم مخروط ،P مخروط منظم: مخروط .٣ . ١ . ٩ تعریف
که طوری به باشد دنباله ای {xn}n≥١ اگر که معنا بدین باشد. هم·را آن کراندار بالا از افزایشͬ

باشیم: داشته y ∈ E از برخͬ برای
x١ ⪯ x٢ ⪯ · · · ⪯ y

که طوری به دارد وجود x ∈ X آنگاه
lim
n→∞

∥xn − x∥ = θ.

باشد. هم·را آن کراندار پایین از کاهشͬ دنباله ی هر معادل طور به یا و
است. نرمال منظم، مخروط هر .٣ . ١ . ١٠ لم

n ≥ ١ هر برای نیست. نرمال که منظم، مخروط ΁ی P خلف) کنید(فرض فرض برهان.
ب·یرید: نظر در زیر صورت به را tn, sn ∈ P عناصر

tn − sn ∈ P و ∥sn∥ ≻ ∥tn∥n٢

دهید: قرار n ≥ ١ هر ازای به و
yn =

tn
∥ tn∥

و xn =
sn

∥ tn∥
.



۵٧ مخروطͬ ΁متری فضاهای
داریم: n ≥ ١ هر ازای به صورت این در

yn, xn, yn − xn ∈ P و ∥yn∥ = ١
آنگاه: ∥xn∥ = ∥sn∥

∥tn∥ ≻ n٢∥tn∥
∥tn∥ = n٢ چون و

∥xn∥ ≻ n٢.

به دارد وجود y ∈ P عضو است. بسته P و است هم·را ∑∞
n=١ ١

n٢ ∥yn∥ سری که آنجایی از
که طوری

∞∑
n=١

١
n٢ yn = y

چنین هم
θ ⪯ x١ ⪯ x١ +

١
٢٢x٢ ⪯ x١ +

١
٢٢x٢ +

١
٣٢x٣ ⪯ · · · ⪯ y

است. هم·را ∑∞
n=١ ١

n٢xn بنابراین است. منظم مخروط و کراندار پایین از کاهشͬ دنباله ی ΁ی
رو این از است. منظم P زیرا

lim
n→∞

∥xn∥
n٢ = θ (٣ . ٣)

منظم، مخروط هر و باطل خلف فرض پس است. تناقض در ∥xn∥ ≻ n٢ با (٣ . ٣) صورت این در
است. نرمال

عکس یعنͬ ͬ باشد. نم منظم نرمال، مخروط هر که است. شده داده نشان ٣ . ١ . ٩ مثال در
نیست. برقرار ٣ . ١ . ١٠ لم

به را P مخروط و ∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠, ١]} ،E = CR([٠, ١]) کنید فرض .٣ . ١ . ٩ مثال
ثابت با نرمال مخروط ΁ی P صورت این در ب·یرید. نظر در P = {f ∈ E : f ≤ ٠} صورت

دنباله ی ͬ باشد. م ΁ی نرمال
x ≥ x٢ ≥ x٣ ≥ · · · ≥ ٠

زیرا نیست. هم·را [٠, ١] بازه ی در که طوری به دارد وجود E در

lim
n→∞

xn =


١ x = ١
٠ x = ٠
٠ ٠ < x < ١

نیست. هم·را فوق دنباله ی بنابراین نیست ی΄تا فوق حد که آنجایی از
ندارد. وجود K < ١ نرمال ثابت با نرمال، مخروط .٣ . ١ . ١١ لم



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۵٨
نرمال ثابت با نرمال مخروط ΁ی P و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض برهان.

که ب·یرید نظر در طوری را ٠ < ϵ < ١ و x ∈ P صفر غیر عضو باشد. K < ١
١ − ϵ > K

آنگاه
x ⪰ (١ − ϵ)x

اما
(١ − ϵ)∥x∥ ≻ K∥x∥

ندارد. وجود K < ١ نرمال ثابت با نرمال مخروط بنابراین است. تناقض ΁ی این که
دارد. وجود K > k نرمال ثابت با نرمال مخروط ΁ی ،k > ١ هر برای .٣ . ١ . ١ گزاره

صورت به را سوپریمم نرم با E حقیقͬ برداری فضای .k > ١ کنید فرض برهان.
E =

{
ax+ b | a, b ∈ R, x ∈

[
١ − ١

k
, ١
]}

صورت به را E در P مخروط و
P = {ax+ b ∈ E | a ≤ ٠, b ≥ ٠}

دنباله ای {anx+bn}n≥١ کنید فرض است. (نرمال) منظم P ͬ دهیم م نشان ابتدا کنید. تعریف
هر ازای به که طوری به دارد وجود cx + d ∈ E عضو که معنͬ بدین کراندار، بالا از افزایشͬ

داریم: x ∈ [١ − ١
k , ١]

a١x+ b١ ⪯ a٢x+ b٢ ⪯ · · · ⪯ anx+ bn ⪯ · · · ⪯ cx+ d,

که طوری به هستند. R در دنباله دو {bn}n≥١ و {an}n≥١ آنگاه
b١ ≤ b٢ ≤ · · · ≤ d, a١ ≥ a٢ ≥ · · · ≥ c.

هستند. هم·را {bn}n≥١ و {an}n≥١ بنابراین
آنگاه .bn → b و an → a کنید فرض

ax+ b ∈ P و anx+ bn → ax+ b

که طوری به دارد وجود K ≥ ١ ٣ . ١ . ١١ لم به توجه با رو این از است. منظم P بنابراین
ͬ گیریم: م نتیجه g, f ∈ E هر ازای به آنگاه ٠ ⪯ g ⪯ f

∥g∥ ⪯ K∥f∥.



۵٩ مخروطͬ ΁متری فضاهای
که آنجایی از .K > k ͬ دهیم م نشان حال

f(x) = −kx+ k ∈ P و g(x) = k ∈ P و f − g ∈ P

بنابراین
٠ ⪯ g ⪯ f.

داریم: x = ١ − ١
k دادن قرار با رو این از

∥f∥ = ١
بنابراین

k = ∥g∥ ⪯ K∥f∥ = K.

اگر دی·ر عبارت به
f(x) = −(k +

١
k
)x+ k و g(x) = k

آنگاه
f, g ∈ P و f − g ∈ P.

همچنین
∥g∥ = k و ∥f∥ = ١ − ١

k
+

١
k٢ .

بنابراین
k = ∥g∥ > k∥f∥ = k +

١
k
− ١.

.K > k ͬ دهد م نشان این
فرم به جمله ای ها چند همه ی حقیقͬ برداری فضای ΁ی E و k ≥ ١ کنید فرض .٣ . ١ . ١٠ مثال
E در مخروط ΁ی P =

{
ax + b ∈ E : a ≤ ٠, b ≥ ٠} اگر باشد. [١ − ١

k , ١] بازه ی روی ax + b

و است نرمال نتیجه در و منظم مخروطͬ P صورت این در باشد. E در سوپریمم نرم ∥ · ∥∞ و
ͬ باشد. م ΁ی از بزرگتر آن نرمال ثابت

این در باشند. g(x) = −۶x+ ١١ و f(x) = −٢x+ ١٠ کنید فرض مثال، این بیشتر درک برای
صورت

g(x)− f(x) = −۴x+ ١ ∈ P

و
٠ ≤ f(x) ≤ g(x)

اما
∥g∥∞ = g(

١
٢) = ٨ و ∥f∥∞ = f(

١
٢) = ٩



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۶٠
داریم: پس

∥g∥∞ ≤ ∥f∥∞.

داریم: ٠ ≤ f(x) ≤ g(x) از P بودن نرمال بنابر و
∥f∥∞ ≤ K∥g∥∞.

است. نرمال ثابت ΁ی K که
هر ازای به اگر است ͬ هدرال مین مخروط ΁ی P ͬ هدرال: مین مخروط .٣ . ١ . ١٠ تعریف
هر اگر است قوی ͬ هدرال مین مخروط P چنین هم باشد. داشته وجود sup{x, y} ،x, y ∈ E

باشد. داشته سوپریمم ΁ی E کراندار بالا از زیرمجموعه ی
که آنجایی از .P = {f ∈ E : f ≥ ٠} و سوپریمم نرم با E = C[٠, ١] کنید فرض .٣ . ١ . ١١ مثال
ͬ هدرال مین P بنابراین نیست. صفر به هم·را ی΄نوا طور به و است کاهشͬ ی΄نوا ی دنباله ی xn

نیست. قوی
مینͬ P مخروط صورت این در P := {(x, ٠) : x ≥ ٠} ،E = R٢ کنید فرض .٣ . ١ . ١٢ مثال

ͬ باشد. نم ͬ هدرال مین اما است. قوی  هدرال
مینͬ مخروط ΁ی روی (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی از کشͬ دنباله ی هر .٣ . ١ . ١٢ لم

است. کراندار قوی،  هدرال
داشته m,n ≥ n٠ هر ازای به که طوری به کرد پیدا n٠ ͬ توان م c >> θ برخͬ برای برهان.

باشیم:
d(xn, xm) ⪯ c.

قوی ͬ هدرال مین P که آنجایی از دارد. وجود c′ = sup{c, d(xn, xm) : m,n < n٠} کنید فرض
داریم: m,n هر ازای به یعنͬ است.

d(xn, xm) ⪯ c′

ͬ گیریم: م نتیجه
sup{d(xn, xm) : m,n ∈ N}

است. کراندار {xn} رو این از دارد. وجود

مخروطͬ ΁متری فضای ΁توپولوژی ٣ . ٢
و c١ >> θ هر ازای به آنگاه باشد. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ٢ . ١ لم

که: طوری به c ∈ E ،c >> θ دارد وجود ,c١؛ c٢ ∈ E ،c٢ >> θ

c << c١ و c << c٢.



۶١ مخروطͬ ΁متری فضای ΁توپولوژی
که طوری به کرد پیدا δ ≻ θ توان مͬ ۴ . ٣ . ١ لم به توجه با آنگاه c٢ >> θ که آنجایی از برهان.

∥x∥ ≺ δ

.x << c٢ آنگاه
آنگاه .c = c١

n٠ کنید فرض . ١
n٠ ≺ δ

∥c١∥ که ب·یرید نظر در طوری را n٠

∥c∥ = ∥ c١
n٠ ∥ =

∥c١∥
n٠ ≺ δ

داریم: ۴ . ٣ . ١ لم به توجه با حال
c٢ − c ∈ intP

رو این از
c << c٢.

داریم: آنگاه c >> ٠ اگر همچنین
c << c١.

است. توپولوژی΄ͬ فضای ΁ی (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای هر .٣ . ٢ . ١ گزاره
کنید: فرض c ∈ E ،c >> ٠ هر ازای به برهان.

B(x, c) = {y ∈ X : d(x, y) << c}

و
β = {B(x, c) : x ∈ X, c >> ٠}.

آنگاه
τc = {U ⊂ X : ∀ x ∈ U, ∃B ∈ β, x ∈ B ⊂ U}

که: است ͹واض است. X روی توپولوژی ΁ی
.X و ∅ ∈ τc (τ١

را c٢ >> θ و c١ >> θ ͬ توان م ،x ∈ V و x ∈ U آنگاه .x ∈ U ∩ V و U, V ∈ τc کنید فرض (τ٢
که: کرد پیدا که طوری

x ∈ B(x, c١) ⊂ U, x ∈ B(x, c٢) ⊂ V

͹واض آنگاه c٢ >> c و c١ >> c که کرد پیدا طوری را c >> θ ͬ توان م ٣ . ٢ . ١ لم از استفاده با
که: است

x ∈ B(x, c) ⊂ B(x, c١) ∩B(x, c٢) ⊂ U ∩ V

رو این از
U ∩ V ∈ τc.



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۶٢
وجود α٠ ∈ ∆ آنگاه .x ∈

∪
α∈∆ Uα چنین هم Uα ∈ τc ،α ∈ ∆ هر ازای به کنید فرض (τ٣

که: طوری به کرد پیدا c >> ٠ ͬ توان م بنابراین .x ∈ Uα٠ که طوری به دارد
x ∈ B(x, c) ⊂ Uα ⊂

∪
α∈∆

Uα

که: است معنͬ بدین ∪این
α∈∆

Uα ∈ τc.

است. هاسدورف فضای ΁ی (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای هر .٣ . ٢ . ١ قضیه
به d(x, y) = c ≻ θ آنگاه باشند. (x ̸= y) که طوری به X در نقطه دو x, y کنید فرض برهان.

]طوری
B(x,

c

٣) ∩B(y,
c

٣)
]
∈ τc

و
B(x,

c

٣) ∩B(y,
c

٣) = ∅.

هستند. فرد به منحصر حدها ͬ کند م تضمین که
است. اول شمارای (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای هر .٣ . ٢ . ٢ قضیه

صورت به که βq .c ∈ E که جایی c >> ٠ ثابت و q ∈ X کنید فرض برهان.
βq = {B(q,

c

n
) : n ∈ N}

΁ی اگر است اول شمارای x ∈ X نقطه ی در X (فضای موضعͬ پایه ی ΁ی ͬ شود. م تعریف
n ای ،x از V همسای·ͬ هر برای که باشد موجود {Vn} مانند x ͬ های همسای· از شمارا دسته ی
X فضای گو ییم. x در موضعͬ پایه ی ΁ی را {Vn} .{Vn} ⊆ V صورت این در باشد موجود
باز U کنید فرض است. q در باشد.) اول شمارای x ∈ X نقطه هر در اگر است اول شمارای
با چنین هم q ∈ B(q, c١) ⊂ U که کرد پیدا طوری را c١ >> θ ͬ توان م حال .q ∈ U و باشد

بنابراین . c
n٠ << c١ که کرد پیدا طوری را n٠ توان مͬ ۴ . ٣ . ١ لم از استفاده

B(q,
c

n٠ ) ⊂ B(q, c١) ⊂ U.

΁متری فضای در A مجموعه ی مخروطͬ: ΁متری فضای در بسته مجموعه ی .٣ . ٢ . ١ تعریف
نتیجه X در x نقاط برخͬ به هم·را A در {xn} دنباله هر برای اگر است بسته X مخروطͬ

.x ∈ X که ب·یریم
ͬ کنیم: م تعریف ،A ⊂ X هر برای

Ā := {x ∈ X : ∃ {xn} ⊂ A xn → x}.



۶٣ مخروطͬ ΁متری فضای های در تقریب بهترین
X از زیرمجموعه ای  A ̸= ∅ و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ قضیه

آنگاه باشد.
x ∈ Ā اگر تنها و اگر d(x,A) = θ.

داریم: n ∈ N هر و c >> θ برای آنگاه .x ∈ Ā کنید فرض برهان.
B(x,

c

n
) ∩A ̸= ∅.

که طوری به دارد وجود xn ∈ A دنباله  ی n ∈ N هر ازای به بنابراین
θ ⪯ d(x,A) ⪯ d(x, xn) ≺

c

n
.

داریم: n ∈ N هر ازای به رو این از
∥d(x,A)∥ ⪯ K

∥c∥
n

.

بنابراین
d(x,A) = θ.

ͬ توان م آنگاه باشد. باز x ∈ U که طوری به (X, d) در U ⊂ τc کنید فرض عکس اثبات برای
که طوری به یافت c >> θ

B(x, c) ⊂ U.

یعنͬ این .d(x, a) ≺ c که طوری به یافت را a ∈ A ͬ توان م θ = d(x,A) ≺ c که آنجایی از اما
a ∈ A ∩B(x, c) ⊂ A ∩ U

بنابراین
x ∈ Ā.

آنگاه x /∈ A و بسته (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای از زیر مجموعه ا  ی  A اگر .٣ . ٢ . ١ نتیجه
d(x,A) ≻ θ.

مخروطͬ ΁متری فضای های در تقریب بهترین ٣ . ٣
تاریخ ͬ توان م و است. گرفته قرار بررسͬ مورد نویسندگان از بسیاری توسط تقریب نظریه ی
آنالیز تازگͬ به دید. [٣۶] ١ سینگر شده ی شناخته کتاب در را تقریب نظریه ی برای مختصر
جای·اه که است. کرده پیدا سازی کاربردهایی بهینه قضیه ی و تقریب نظریه ی در محدب غیر
٢٠٠٧ سال در [١٩] ٢ ژانگ و هوانگ رو این از دارد. محدب آنالیز غیر    و ریاضیات در خاصͬ

١Singer
٢Huang and Zhang



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۶۴
دارد. ادامه تقریب نظریه ی روی بر کار حاضر حال در کردند. تعریف را مخروطͬ ΁متری فضای
هم طور به تقریب بهترین تقریب، ϵ‐بهترین تقریب، بهترین مورد در آثار از برخͬ مثال برای

دارد. وجود مرتب نرمال فضاهای و نرمال فضاهای در ٣ زمان
مخروطͬ ΁متری فضاهای در تقریب بهترین ͬ های ویژگ مورد در را نتایجͬ بخش این در

داد. خواهیم ارائه
مخروطͬ ΁متری فضای (X, d) کنید فرض دنباله ای: فشرده ی زیر مجموعه ی .٣ . ٣ . ١ تعریف
زیر دنباله ای ،A در دنباله هر هرگاه است X دنباله ای فشرده زیر مجموعه ی A باشد. A ⊆ X و

باشد. داشته A از عضوی به هم·را
زیر ΁ی G مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض تقریب: بهترین .٣ . ٣ . ٢ تعریف
ازای به هرگاه است x تقریب بهترین g٠ ∈ G صورت این در باشد. x ∈ X و X ناتهͬ مجموعه ی

باشیم: داشته g ∈ G هر
d(x, g٠) ⪯ d(x, g)

ͬ دهیم. م نمایش PG(x) صورت به را G در x تقریب بهترین همه ی مجموعه ی آنگاه
و مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض چبیشف: زیر مجموعه ی .٣ . ٣ . ٣ تعریف
اگر است X چبیشف زیر مجموعه ی ΁ی G صورت این در باشد. X ناتهͬ زیر مجموعه ی ΁ی G

باشد. G از عضوی تک زیر مجموعه ی ΁ی PG(x) ،x ∈ X هر ازای به
زیر PG(x) ،x ∈ X هر ازای به اگر است. X چبیشف شبه زیر مجموعه ی ΁ی G چنین هم

باشد. X دنباله ای فشرده مجموعه ی
حقیقͬ، برداری فضای ΁ی X کنید فرض کاذب: چبیشف زیر مجموعه ی .۴ . ٣ . ٣ تعریف
΁ی G صورت این در باشد. X ناتهͬ زیر مجموعه ی G و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d)

شامل PG(x) که طوری به باشد نداشته وجود x ∈ X اگر است X کاذب چبیشف زیر مجموعه ی
باشد. خطͬ مستقل عناصر نامتناهͬ تعداد

فضای ΁ی (X, ∥ · ∥) ،P = {{xn}n∈N ∈ E : xn ≥ ٠ ∀n} ،E = ℓ١ کنید فرض .٣ . ٣ . ١ مثال
صورت به d تابع و X چبیشف شبه زیر مجموعه ی ΁ی G نرمال،

d : X ×X → E

d(x, y) = {∥x− y∥
٢n

}n∈N

است. (X, d) چبیشف شبه زیر مجموعه ی ΁ی G آنگاه شود. تعریف

٣ best simultaneous approximation



۶۵ مخروطͬ ΁متری فضای های در تقریب بهترین
،X ناتهͬ زیر مجموعه ی ΁ی G مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ٣ . ١ لم
داشته وجود f : X → E مانند تابعͬ اگر تنها و اگر g٠ ∈ PG(x) آنگاه باشد. x ∈ X و g٠ ∈ G

باشیم: داشته g ∈ G هر ازای به که طوری به باشد
f(g٠) = d(x, g٠) و fg٠(g) := f(g)− f(g٠) ∈ P و fd(g) := d(x, g)− f(g) ∈ P.

g ∈ G هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود f : X → E مانند تابع ΁ی کنید فرض برهان.
باشیم: داشته

f(g٠) = d(x, g٠) و fg٠(g) := f(g)− f(g٠) ∈ P و fd(g) := d(x, g)− f(g) ∈ P

داریم: g ∈ G هر ازای به که آنجایی از
fg٠(G) = f(G)− f(g٠) ⊆ P و fd(G) = d(x,G)− f(G) ⊆ P

و
f(g٠) ⪯ f(g), f(g) ⪯ d(x, g)

داریم: g ∈ G هر ازای به رو این از
d(x, g٠) = f(g٠) ⪯ f(g) ⪯ d(x, g)

بنابراین
d(x, g٠) ⪯ d(x, g)

نتیجه در
g٠ ∈ PG(x).

داریم: g ∈ G هر ازای به آنگاه .g٠ ∈ PG(x) کنید فرض عکس اثبات برای
d(x, g٠) ⪯ d(x, g)

صورت به را f تابع
f : X → E

f(t) = d(x, t)

آنگاه کنید. تعریف
f(g٠) = d(x, g٠), f(g) = d(x, g)

بنابراین
f(g٠) ⪯ f(g)



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۶۶
صورت این در

f(g)− f(g٠) ∈ P

پس
fg٠(G) ⊆ P

که آنجایی از حال
fd(g) := d(x, g)− f(g) = {θ}

داریم:
fd(G) = {θ} ⊆ P

بنابراین
fg٠(g) := f(g)− f(g٠) ∈ P و fd(g) := d(x, g)− f(g) ∈ P.

X ناتهͬ زیر مجموعه ی ΁ی G مخروطͬ، ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
باشد داشته وجود f : X → E مانند تابع ΁ی اگر تنها و اگر M ⊆ PG(x) آنگاه باشد. x ∈ X و

باشیم: داشته m ∈ M هر ازای به که طوری به
f(m) = d(x,m) و fm(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P.

داشته m ∈ M هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود f : X → E تابع کنید فرض برهان.
باشیم:

f(m) = d(x,m) و fm(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P.

داریم: m ∈ M هر ازای به ٣ . ٣ . ١ لم به توجه با حال
m ∈ PG(x)

بنابراین
M ⊆ PG(x).

ب·یرید. نظر در را m١ ∈ M اختیاری عضو .M ⊆ PG(x) کنید فرض قضیه عکس اثبات برای
که طوری به دارد وجود f : X → E مانند تابع ΁ی ٣ . ٣ . ١ لم به توجه با
f(m١) = d(x,m١), fm١(G) ⊆ P, fd(G) ⊆ P.

آنگاه .m ∈ M کنید فرض
fm١(m) = f(m)− f(m١) ∈ P و fd(m) = d(x,m)− f(m) ∈ P



۶٧ مخروطͬ ΁متری فضای های در تقریب بهترین
صورت این در

f(m١) ⪯ f(m) و f(m) ⪯ d(x,m)

نتیجه در m ∈ PG(x) که آنجایی از
d(x,m) ⪯ d(x,m١)

بنابراین
d(x,m) ⪯ d(x,m١) ⪯ f(m١) ≤ f(m) ⪯ d(x,m)

رو این از
f(m) = d(x,m)

داریم: g ∈ G هر ازای به چنین هم
fm(g) = f(g)− f(m) = f(g)− d(x,m) = f(g)− d(x,m١) = fm١(g) ∈ P

بنابراین
fm(g) = fm١(g) ∈ P.

است. نظر مورد عمل f رو این از
΁ی G آنگاه باشد. G ⊆ X و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ٣ . ١ نتیجه
تابع ΁ی و ،g١, g٢ ∈ G متمایز عضو دو ،x ∈ X اگر تنها و اگر است X چبیشف زیر مجموعه ی

i = ١,٢ برای که طوری به باشد نداشته وجود f : X → E

f(gi) = d(x, gi) و fgi(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P

باشد. برقرار
زیر ΁ی G آنگاه باشد. G ⊆ X و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه
΁ی بدون G در {gn}n∈N دنباله ی ΁ی ،x ∈ X اگر تنها و اگر است X چبیشف شبه مجموعه ی

n ∈ N هر ازای به که طوری به باشند نداشته وجود f : X → E تابع و هم·را زیر دنباله ی
f(gn) = d(x, gn) و fgn(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P

باشد. برقرار
تابع و باشد هم·را زیر دنباله ی ΁ی بدون G در {gn}n∈N دنباله ی ،x ∈ X کنید فرض برهان.

n ∈ N هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود f : X → E

f(gn) = d(x, gn) و fgn(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P.



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ۶٨
داریم: n ∈ N هر ازای به ٣ . ٣ . ١ قضیه  ی به توجه با آنگاه باشد. برقرار

gn ∈ PG(x)

این از ندارد) هم·را زیر دنباله ی (چون نیست. دنباله ای فشرده ی PG(x) که ͬ دهد م نتیجه این
نیست. چبیشف شبه G رو

و x ∈ X آنگاه نباشد. X چبیشف شبه زیر مجموعه ی ΁ی G کنید فرض عکس اثبات برای
قضیه    ی به توجه با حال دارد. وجود هم·را زیر دنباله ی ΁ی بدون PG(x) در {gn}n∈N دنباله      ی

داریم: n ∈ N هر ازای به که طوری به دارد وجود f : X → E تابع ٣ . ٣ . ١
f(gn) = d(x, gn) و fgn(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P.

مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) حقیقͬ، برداری فضای ΁ی X که کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ قضیه
،x ∈ X اگر تنها و اگر است. X کاذب چبیشف زیر مجموعه ی ΁ی G آنگاه باشد. G ⊆ X و
باشند، نداشته وجود f : X → E تابع و ،G در {gn}n∈N خطͬ مستقل عناصر نامتناهͬ تعداد

،n ∈ N هر ازای به که طوری به
f(gn) = d(x, gn) و fgn(G) ⊆ P و fd(G) ⊆ P

باشد. برقرار
.٣ . ٣ . ٢ قضیه ی اثبات مشابه برهان.

فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی ۴ . ٣
مخروطͬ ΁متری

از ی΄ͬ دارد. برجسته ای جای·اه ،΁متری فضاهای مطالعه ی در ثابت، نقطه ی قضیه ی
΁متری فضاهای ”آیا که است این آید، وجود به ارتباط این در است مم΄ن که مهمͬ سوالات
این به [١٩] ژانگ و هانگ تازگͬ “به نه؟  یا ͬ کنند م فراهم را قضیه این برای کافͬ فضای واقعاً
کردند. معرفͬ را ΁متری فضای مفهوم که، بودند کسانͬ آنها ͽواق در دادند. منفͬ ͺپاس سوال
هفت کرد. ثابت کلͬ طور به را ۵ مایا نوع از ثابت نقطه ی قضیه ی [٢٩] ۴ ژپ΄ͬ ١٩٨٠ سال در
΁متری فضای این گرفتن نظر در با را [٢١] ٧ امداد و ۶ خان نتایج از برخͬ [٢۵] لین بعد سال

۴Rzepecki
۵Maia
۶Khan
٧Imdad



۶٩ مخروطͬ ΁متری فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی
مورد را هم·رایی خصوصیات از برخͬ [١٩] ژانگ و هوانگ ،٢٠٠٧ سال در داد. گسترش جدید
ثابت مخروطͬ ΁متری فضای برای را انقباضͬ نگاشت ثابت نقطه ی قضیه ی و دادند. قرار بحث
برخͬ برای اگر خودش به X کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی از T نگاشت هر که کردند.

نامعادله ی در x, y ∈ X هر ازای به و ٠ ≤ k < ١
d(Tx, Ty) ⪯ kd(x, y)

قضیه ی در نتایج از بسیاری تازگͬ به است. فرد به منحصر ثابت نقطه   ی ΁ی دارای کند. صدق
[٣١] ٩ هملبرانͬ و ٨ رضاپور است. کرده پیدا گسترش مخروطͬ ΁متری فضای به ثابت نقطه ی
نرمال حذف با را مخروطͬ ΁متری فضای در ثابت نقطه ی قضیه ی توسعه ی در عطفͬ نقطه ی
که کردند. ایجاد است کامل (X, d) که زمانͬ ژانگ و هانگ نتایج از برخͬ در P مخروط بودن

ͬ پردازیم. م آنها بررسͬ به بخش این در
به (X, d) مخروطͬ ΁متری فضای روی انقباضͬ نگاشت انقباضͬ: نگاشت .١ . ۴ . ٣ تعریف
وجود k ∈ [٠, ١) نامنفͬ عدد تعدادی که خاصیت این با خودش به X از T تابع ΁ی صورت

باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به که طوری به باشد داشته
d(Tx, Ty) ⪯ kd(x, y).

ͬ شود. م تعریف
نگاشت چنین هم باشد. کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه

انقباضͬ شرط در x, y ∈ X هر ازای به T : X → X

d(Tx, Ty) ⪯ kd(x, y)

دارد X در فرد به منحصر ثابت نقطه ی ΁ی T آنگاه کند. صدق است ثابت k ∈ [٠, ١) که جایی
است. ثابت نقطه   ی به هم·را {Tnx}n≥١ تکراری دنباله ی x ∈ X هر ازای به که

قرار دهید: n ≥ ١ و x٠ ∈ X هر ازای به برهان.
x١ = Tx٠ و xn+١ = Txn = Tn+١x٠ و xn = Txn−١.

داریم: d(Tx, Ty) ⪯ kd(x, y) که آنجایی از آنگاه
d(xn+١, xn) = d(Txn, Txn−١) ⪯ kd(xn, xn−١) ⪯

k٢d(xn−١, xn−٢) ⪯ · · · ⪯ knd(x١, x٠).
٨Rezapour
٩Hamlbarani



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ٧٠
داریم: n > m برای بنابراین

d(xn, xm) ⪯ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + · · ·+ d(xm+١, xm)

⪯
(
kn−١ + kn−٢ + · · ·+ km

)
d(x١, x٠) ⪯ km

١ − k
d(x١, x٠).

که: ب·یرید نظر در طوری را δ ≻ θ .(c ∈ intP ) θ << c کنید فرض
c+Nδ(θ) ⊆ P

که: جایی
Nδ(θ) = {y ∈ E : ∥y∥ ≺ δ}.

باشیم: داشته m ≥ N١ هر ازای به که ب·یرید نظر در طوری را N١ طبیعͬ عدد چنین هم
km

١ − k
d(x١, x٠) ∈ Nδ(θ).

داریم: m ≥ N١ هر ازای به و ۴ . ٣ . ١ لم به توجه با آنگاه
km

١ − k
d(x١, x٠) << c.

داریم: n > m هر ازای به رو این از
d(xn, xm) ⪯ km

١ − k
d(x١, x٠) << c.

΁متری فضای ΁ی (X, d) که آنجایی از است. (X, d) در کشͬ دنباله ی ΁ی {xn}n≥١ بنابراین
ازای به را N٢ طبیعͬ عدد .xn → x∗ که طوری به دارد وجود x∗ ∈ X است، کامل مخروطͬ

داریم: n ≥ N٢ هر ازای به رو این از ب·یرید. نظر در d(xn, x
∗) << c٢ که طوری n ≥ N٢ هر

d(Tx∗, x∗) ⪯ d(Txn, Tx
∗) + d(Txn, x

∗) ⪯ kd(xn, x
∗) + d(xn+١, x∗)

⪯ d(xn, x
∗) + d(xn+١, x∗) <<

c

٢ +
c

٢ = c

داریم: m ≥ ١ هر ازای به بنابراین

d(Tx∗, x∗) <<
c

m
.

داریم: m ≥ ١ هر ازای به رو این از
c

m
− d(Tx∗, x∗) ∈ P.

داریم: است بسته P و m → ∞ c
m → θ که آنجایی از

−d(Tx∗, x∗) ∈ P



٧١ مخروطͬ ΁متری فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی
اما

d(Tx∗, x∗) ∈ P

بنابراین
d(Tx∗, x∗) = θ

ͬ گیریم: م نتیجه صورت این در
Tx∗ = x∗.

و θ << c برای باشد. کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .١ . ۴ . ٣ نتیجه
مجموعه ی ،x٠ ∈ X

B(x٠, c) = {x ∈ X : d(x٠, x) << c}

انقباضͬ شرط در x, y ∈ B(x٠, c) هر ازای به T : X → X نگاشت کنید فرض ب·یرید. نظر در را
d(Tx, Ty) ⪯ kd(x, y)

و کند صدق است ثابت k ∈ [٠, ١) که جایی
d(Tx٠, x٠) ⪯ (١ − k)c.

دارد. B(x٠, c) در فرد به منحصر ثابت نقطه ی ΁ی T آنگاه
به T : X → X نگاشت و کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ نتیجه

انقباضͬ شرط در n مثبت صحیح عدد تعدادی و x, y ∈ X هر ازای
d(Tnx, Tny) ⪯ kd(x, y)

دارد. X در فرد به منحصر ثابت نقطه ی ΁ی T آنگاه کند. صدق است ثابت k ∈ [٠, ١) که جایی
نگاشت چنین هم باشد. کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه

انقباضͬ شرط در x, y ∈ X هر ازای به T : X → X

d(Tx, Ty) ⪯ k
(
d(Tx, x) + d(Ty, y)

)
دارد. X در فرد به منحصر ثابت نقطه ی ΁ی T آنگاه کند. صدق است ثابت k ∈ [٠, ١٢) که جایی

است. ثابت نقطه   ی به هم·را {Tnx}n≥١ تکراری دنباله ی x ∈ X هر ازای به و
دهید: قرار n ≥ ١ و x٠ ∈ X هر ازای به برهان.

x١ = Tx٠ و xn+١ = Txn = Tn+١x٠ و xn = Txn−١.



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ٧٢
داریم: d(Tx, Ty) ⪯ k

(
d(Tx, x) + d(Ty, y)

) به توجه با آنگاه
d(xn+١, xn) = d(Txn, Txn−١) ⪯ k

(
d(Txn, xn) + d(Txn−١, xn−١)

)
= k

(
d(xn+١, xn) + d(xn, xn−١)

)
.

بنابراین
d(xn+١, xn) ⪯

k

١ − k
d(xn, xn−١) = hd(xn, xn−١)

داریم: n > m برای .h = k١−k
که جایی

d(xn, xm) ⪯ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + · · ·+ d(xm+١, xm) ⪯(
hn−١ + hn−٢ + · · ·+ hm

)
d(x١, x٠) ⪯ hm

١ − h
d(x١, x٠).

داشته m ≥ N١ هر ازای به که ب·یرید نظر در طوری را N١ طبیعͬ عدد .θ << c کنید فرض
باشیم:

hm

١ − h
d(x١, x٠) << c.

داریم: n > m برای رو این از
d(xn, xm) << c

΁متری فضای ΁ی (X, d) که آنجایی از است. (X, d) در کشͬ دنباله ی {xn}n≥١ بنابراین
در طوری را N٢ طبیعͬ عدد .xn → x∗ که طوری به دارد وجود x∗ ∈ X است، کامل مخروطͬ

باشیم: داشته n ≥ N٢ هر ازای به که ب·یرید نظر
d(xn+١, xn) <<

c(١ − k)

٢k و d(xn+١, x∗) <<
c(١ − k)

٢
داریم: n ≥ N٢ برای رو این از

d(Tx∗, x∗) ⪯ d(Txn, Tx
∗) + d(Txn, x

∗) ⪯

k
(
d(Txn, xn) + d(Tx∗, x∗)

)
+ d(xn+١, x∗).

رو این از
d(Tx∗, x∗) ⪯ ١

١ − k

(
kd(xn+١, xn) + d(xn+١, x∗)

)
<<

c

٢ +
c

٢ = c.

داریم: m ≥ ١ هر ازای به بنابراین
d(Tx∗, x∗) <<

c

m
.

داریم: m ≥ ١ هر ازای به رو این از
c

m
− d(Tx∗, x∗) ∈ P.



٧٣ مخروطͬ ΁متری فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی
داریم: است. بسته P و m → ∞ c

m → θ که آنجایی از
−d(Tx∗, x∗) ∈ P

اما
d(Tx∗, x∗) ∈ P

بنابراین
d(Tx∗, x∗) = θ

رو این از و
Tx∗ = x∗.

آنگاه باشد. T در دی·ری ثابت نقطه ی y∗ اگر حال
d(x∗, y∗) = d(Tx∗, T y∗) ⪯ k

(
d(Tx∗, x∗) + d(Ty∗, y∗)

)
= θ.

رو این از
x∗ = y∗

است. فرد به منحصر T ثابت نقطه ی بنابراین
به T : X → X نگاشت و کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ قضیه

انقباضͬ شرط در x, y ∈ X هر ازای
d(Tx, Ty) ⪯ k

(
d(Tx, y) + d(x, Ty)

)
دارد. X در فرد به منحصر ثابت نقطه ی ΁ی T آنگاه کند. صدق است ثابت k ∈ [٠, ١٢) که جایی

است. ثابت نقطه   ی به هم·را {Tnx}n≥١ تکراری دنباله ی x ∈ X هر ازای به و
دهید: قرار n ≥ ١ و x٠ ∈ X هر ازای به برهان.

x١ = Tx٠ و xn+١ = Txn = Tn+١x٠ و xn = Txn−١.

داریم: d(Tx, Ty) ⪯ k
(
d(Tx, y) + d(x, Ty)

) به توجه با آنگاه
d(xn+١, xn) = d(Txn, Txn−١) ⪯ k

(
d(Txn, xn−١) + d(Txn−١, xn)

)
⪯ k

(
d(xn+١, xn) + d(xn, xn−١)

)
.

بنابراین
d(xn+١, xn) ⪯

k

١ − k
d(xn, xn−١) = hd(xn, xn−١)



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ٧۴
داریم: n > m برای .h = k١−k

که جایی
d(xn, xm) ⪯ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + · · ·+ d(xm+١, xm) ⪯(
hn−١ + hn−٢ + · · ·+ hm

)
d(x١, x٠) ⪯ hm

١ − h
d(x١, x٠).

داشته m ≥ N١ هر ازای به که ب·یرید نظر در طوری را N١ طبیعͬ عدد .θ << c کنید فرض
باشیم:

hm

١ − h
d(x١, x٠) << c

داریم: n > m برای رو این از
d(xn, xm) << c

΁متری فضای ΁ی (X, d) که آنجایی از است. (X, d) در کشͬ دنباله ی {xn}n≥١ بنابراین
طوری را N٢ طبیعͬ عدد .xn → x∗ که طوری به دارد وجود x∗ ∈ X است. کامل مخروطͬ

باشیم: داشته n ≥ N٢ هر ازای به که ب·یرید نظر در
d(xn, x

∗) <<
c(١ − k)

٣ .

داریم: n ≥ N٢ برای رو این از
d(Tx∗, x∗) ⪯ d(Txn, Tx

∗) + d(Txn, x
∗)

⪯ k
(
d(Tx∗, xn) + d(Txn, x

∗)
)
+ d(xn+١, x∗)

⪯ k
(
d(Tx∗, x∗) + d(xn, x

∗) + d(xn+١, x∗)
)
+ d(xn+١, x∗).

بنابراین
d(Tx∗, x∗) ⪯ ١

١ − k

(
kd(xn, x

∗) + d(xn+١, x∗)
)
+ d(xn+١, x∗) <<

c

٣ +
c

٣ +
c

٣ = c.

داریم: m ≥ ١ هر ازای به بنابراین
d(Tx∗, x∗) <<

c

m

داریم: m ≥ ١ هر ازای به رو این از
c

m
− d(Tx∗, x∗) ∈ P.

داریم: است بسته P و m → ∞ c
m −→ θ که آنجایی از

−d(Tx∗, x∗) ∈ P



٧۵ مخروطͬ ΁متری فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی
اما

d(Tx∗, x∗) ∈ P

بنابراین
d(Tx∗, x∗) = θ

رو این از و
Tx∗ = x∗.

آنگاه باشد. T در دی·ری ثابت نقطه ی y∗ اگر حال
d(x∗, y∗) = d(Tx∗, T y∗) ⪯ k

(
d(Tx∗, y∗) + d(Ty∗, x∗)

)
= ٢kd(x∗, y∗).

رو این از
d(x∗, y∗) = θ

نتیجه در
x∗ = y∗.

است. فرد به منحصر T ثابت نقطه ی بنابراین
به T : X → X نگاشت و کامل، مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .۴ . ۴ . ٣ قضیه

انقباضͬ شرط در x, y ∈ X هر ازای
d(Tx, Ty) ⪯ kd(x, y) + ld(y, Tx)

چنین هم دارد. X در ثابت نقطه ی ΁ی T آنگاه کند. صدق است ثابت k, l ∈ [٠, ١) که جایی
است. فرد به منحصر T ثابت نقطه ی آنگاه ،k + l < ١ هرگاه

دهید: قرار n ≥ ١ و x٠ ∈ X هر ازای به برهان.
x١ = Tx٠ و xn+١ = Txn = Tn+١x٠ و xn = Txn−١.

آنگاه
d(xn+١, xn) = d(Txn, Txn−١) ⪯ k

(
d(xn, xn−١) + d(Txn−١, xn)

)
= kd(xn, xn−١) ⪯ knd(x١, x٠).

داریم: ،n > m برای بنابراین
d(xn, xm) ⪯ d(xn, xn−١) + d(xn−١, xn−٢) + · · ·+ d(xm+١, xm) ⪯(
kn−١ + kn−٢ + · · ·+ km

)
d(x١, x٠) ⪯ km

١ − h
d(x١, x٠).



فضاها این در تقریب بهترین و مخروطͬ ΁متری فضای های ٧۶
داشته m ≥ N١ هر ازای به که ب·یرید نظر در طوری را N١ طبیعͬ عدد .θ << c کنید فرض

باشیم:
km

١ − k
d(x١, x٠) << c

داریم: n > m برای رو این از
d(xn, xm) << c.

΁متری فضای ΁ی (X, d) که آنجایی از است. (X, d) در کشͬ دنباله ی {xn}n≥١ بنابراین
در طوری را N٢ طبیعͬ عدد .xn → x∗ که طوری به دارد وجود x∗ ∈ X است، کامل مخروطͬ

باشیم: داشته n ≥ N٢ هر ازای به که ب·یرید نظر
d(xn, x

∗) <<
c

٣
داریم: n > N٢ برای رو این از

d(Tx∗, x∗) ⪯ d(xn, Tx
∗) + d(xn, x

∗) = d(Txn−١, Tx∗) + d(xn, x
∗)

⪯ kd(xn−١, x∗) + ld(Txn−١, x∗) + d(xn, x
∗)

⪯ d(xn−١, x∗) + d(xn, x
∗) + d(xn, x

∗).

رو این از
d(Tx∗, x∗) <<

c

٣ +
c

٣ +
c

٣ = c.

داریم: m ≥ ١ هر ازای به بنابراین
d(Tx∗, x∗) <<

c

m

داریم: m ≥ ١ هر ازای به رو این از
c

m
− d(Tx∗, x∗) ∈ P.

داریم: است. بسته P و m → ∞ c
m → θ که آنجایی از

−d(Tx∗, x∗) ∈ P

اما
d(Tx∗, x∗) ∈ P

بنابراین
d(Tx∗, x∗) = θ.

رو این از و
Tx∗ = x∗.



٧٧ مخروطͬ ΁متری فضای در انقباضͬ نگاشت های ثابت نقطه ی قضیه ی
آنگاه ،k + l < ١ و T در دی·ری ثابت نقطه ی y∗ اگر حال

d(x∗, y∗) = d(Tx∗, y∗) ⪯ kd(x∗, y∗) + ld(Tx∗, y∗) = (k + l)d(x∗, y∗).

رو این از
d(x∗, y∗) = θ

و
x∗ = y∗

است. فرد به منحصر T ثابت نقطه ی آنگاه ،k + l < ١ هرگاه بنابراین





۴ فصل
بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای

فضاها این روی تقریب

مفهوم ٢٠١٢ و ٢٠١٠ سال های در دی·ر نفر چند ΁کم با [١] ٢ اُگلو ترک و ١ عبدالجواد
مخروطͬ ΁متری فضاها ی دادند، نشان چنین هم کردند. معرفͬ را مخروطͬ نرمال فضاهای

هستند. اول شمارشͬ توپولوژی΄ͬ فضاهای مخروطͬ نرمال فضاهای رو این از و
تعمیم واقعاً، مخروطͬ، فضاهای که دادند نشان هم΄ارانش و [۴] ٣ اسدی ٢٠١١ سال در

کرد. فراهم بیشتر تحقیقات برای را انگیزه این و نیستند. ΁متری فضاهای
معنͬ این به هستند، اول شمارشͬ توپولوژی دو هر دادند نشان ٢٠١٢ سال در آنها چنین هم
بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای معرفͬ به فصل این در ͬ باشد. م ی΄سان آنها توپولوژی که

ͬ پردازیم. م فضاها این در تقریب

١Abdeljawad
٢Turkoglo
٣Asadi

٧٩



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٨٠

مخروطͬ نرمال فضاهای ١ . ۴
ͬ پردازیم. م فضاها این در هم·رایی و مخروطͬ نرمال فضاهای معرفͬ به بخش این در

است. مخروطͬ باناخ فضای ΁ی مخروطͬ نرمال فضای که داد خواهیم نشان همچنین
هرگاه باشد. R روی برداری فضای ΁ی X کنید فرض مخروطͬ: نرمال فضای .١ . ١ . ۴ تعریف

کند. صدق زیر شرایط در ∥ · ∥P : X → E تابع
x∥P∥؛ > θ x ∈ X هر ازای به (d١

x؛ = θ اگر تنها و اگر ∥x∥P = θ (d٢

x∥P∥؛ + ∥y∥P ⪰ ∥x+ y∥P x, y ∈ X هر ازای به (d٣

.∥αx∥P = |α|∥x∥P α ∈ R هر ازای به (d۴

(CNS) مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) جفت به و است. X روی مخروط نرم ∥ · ∥P آنگاه
ͬ شود. م گفته

مخروطͬ نرمال فضای ΁ی نرمال فضای هر آنگاه P = [٠,∞) و E = R اگر .١ . ١ . ۴ ملاحظه
است.

اگر چنین هم باشد. مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١ . ١ . ۴ قضیه
d(x, y) = ∥x− y∥P

به شده تولید مخروطͬ ΁متری d آن در که است. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) آنگاه
است. ∥ · ∥P نرم وسیله ی

داریم: x, y, z ∈ X هر ازای به برهان.
.x = y اگر تنها و اگر x− y = θ اگر تنها و اگر ∥x− y∥P = θ اگر تنها و اگر d(x, y) = θ (١)

داریم: (d۴) به توجه با d(x, y) = ∥x− y∥P = ∥ − (y − x)∥P (٢)
∥y − x∥P = d(y, x).

داریم: نرمال مخروط تعریف از (d٣) به توجه با d(x, y) = ∥x− y∥P = ∥x− z + z − y∥P (٣)
d(x, y) = ∥x− z + z − y∥P ⪯ ∥x− z∥P + ∥z − y∥P = d(x, z) + d(z, y).



٨١ مخروطͬ نرمال فضاهای
تولید را مخروطͬ نرم های لزوماً، مخروطͬ متری΁ های که ͬ دهیم م نشان زیر مثال در

ͬ کنند. نم
کنید فرض x, y ∈ X هر ازای به .E = R و P = [٠,∞) ،X = ℓ١ کنید فرض .١ . ١ . ۴ مثال

ρ(x, y) =

∞∑
n=١

|xn − yn|,

و
d(x, y) =

ρ(x, y)

١ + ρ(x, y)
.

نیست. مخروطͬ نرم که است. P به نسبت مخروطͬ ΁متری ΁ی d بنابراین
دنباله ای {xn}n≥١ و x ∈ X مخروطͬ، نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١ . ٢ . ۴ تعریف

آنگاه باشد. X در
عدد c ∈ E ،θ << c هر ازای به هرگاه است x به هم·را {xn}n≥١ دنباله ی هم·رایی: (١)

باشیم: داشته n ≥ N هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ
∥xn − x∥P << c

ͬ شود. م داده نمایش xn → x یا lim
n→∞

xn = x صورت به که
عدد c ∈ E ،θ << c هر ازای به هرگاه است کشͬ {xn}n≥١ دنباله  ی کشͬ: دنباله ی (٢)

باشیم: داشته n,m ≥ N هر ازای به که طوری به باشد، داشته وجود N مانند طبیعͬ
∥xn − xm∥P << c

باشیم: داشته معادل طور به یا و
lim

m,n→∞
∥d(xn, xm)∥ = lim

m,n→∞
∥∥xn − xm∥P ∥ = θ

مجموعه     ی از مخروط نرم ΁ی تعریف آنگاه مخروطͬ، نرمال فضای X اگر .١ . ٢ . ۴ ملاحظه
صورت به A ⊂ X ناتهͬ

∥A∥P = inf{∥a∥P : a ∈ A}

. است معنͬ بی ∥A∥P مخروط، ΁ی برای قوی ͬ هدرال مین مخروط کردن فرض بدون است.
است. قوی ͬ هدرال مین و توپور P مخروط که ͬ کنیم م فرض همیشه پس

ثابت با نرمال مخروط ΁ی P و مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١ . ١ . ۴ لم
اگر تنها و اگر است هم·را x به {xn} آنگاه باشد. X در دنباله ای {xn}n≥١ و x ∈ X ،K نرمال

.n → ∞ ∥xn − x∥P → θ



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٨٢
مشابه بنابراین است. مخروطͬ ΁متری فضای مخروطͬ، نرمال فضای هر که آنجایی از برهان.

ͬ شود. م اثبات ۵ . ٣ . ١ لم
ثابت با نرمال،  مخروط ΁ی P و مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١ . ٢ . ۴ لم
است کشͬ دنباله ی آنگاه {xn} آنگاه باشد. X در دنباله ای ΁ی {xn}n≥١ و x ∈ X ،K نرمال

.n,m → ∞ ∥xn − xm∥ → θ اگر تنها و اگر
مشابه بنابراین است. مخروطͬ ΁متری فضای مخروطͬ، نرمال فضای هر که آنجایی از برهان.

ͬ شود. م اثبات ٣ . ١ . ٨ لم
ثابت با نرمال مخروط ΁ی P و مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١ . ٣ . ۴ لم
{yn} و x به هم·را دنباله  ای {xn} اگر باشد. X در دنباله ای {xn}n≥١ و x ∈ X ،K نرمال

آنگاه: باشد. y به هم·را دنباله  ای
∥xn − yn∥P → ∥x− y∥P .

مشابه بنابراین است. مخروطͬ ΁متری فضای مخروطͬ، نرمال فضای هر که آنجایی از برهان.
ͬ شود. م اثبات ٣ . ١ . ٩ لم

باناخ فضای (X, ∥ · ∥P ) مخروطͬ نرمال فضای مخروطͬ: باناخ فضای .١ . ٣ . ۴ تعریف
القاء مخروط ΁متری یا و باشد. X در هم·را ،X در کشͬ دنباله ی هر اگر است مخروطͬ

باشد. کامل ∥ · ∥P از شده
برای ∥ · ∥ تابع .P = {(x, y) : x ≥ ٠, y ≥ ٠} و E = R٢ ،(E, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١ . ٢ . ۴ مثال

صورت به شده تعریف α, β > ٠
∥(x, y)∥P = (α|x|, β|y|)

که است ͹واض . است مخروطͬ باناخ فضای ΁ی و مخروطͬ نرمال فضای ΁ی
.∥(x, y)∥P ≻ θ (d١

(d٢

∥(x, y)∥P = θ ⇐⇒ (α|x|, β|y|) = (θ, θ) ⇐⇒ α|x| = θ و β|y| = θ

⇐⇒ x = θ و y = θ ⇐⇒ (x, y) = (θ, θ).

(d٣

∥a(x, y)∥P = ∥(ax, ay)∥P = (|ax|, |ay|) = |a|(x, y) = |a|∥(x, y)∥P .



٨٣ مخروطͬ نرمال فضاهای
(d۴

∥(x, y) + (z, w)∥P = ∥x+ z, y + w∥ = (|x+ z|, |y + w|)

⪯ (|x|+ |z|, |y|+ |w|) = (|x|, |y|) + (|z|, |w|)

= ∥(x, y)∥P + ∥(z, w)∥P .

است. نرمال مخروط ΁ی ،(E, ∥ · ∥P ) دادیم نشان
داریم: ٣ . ١ . ٨ لم از استفاده با رو این از باشد کشͬ دنباله ی ΁ی zn = (xn, yn) ∈ R٢ کنید فرض

lim
m,n→∞

∥∥zn − zm∥P ∥ = lim
m,n→∞

∥∥xn − xm, yn − ym∥P ∥

= lim
m,n→∞

∥(α|xn − xm|, β|yn − ym|)∥

= lim
m,n→∞

√
α٢|xn − xm|٢ + β٢|yn − ym|٢ = θ

بنابراین
|xn − xm| → θ و |yn − ym| → θ n → ∞.

هستند. R میدان در کشͬ دنباله   ای {yn} و {xn} رو این از
که کرد پیدا طوری را x, y ∈ R ͬ توان م

|xn − x| → θ و |yn − y| → θ n → ∞.

ͬ دهیم: م نشان مخروطͬ نرمال فضای در حال
zn = (xn, yn) → z = (x, y)

است. کامل (R٢, ∥ · ∥P ) نتیجه در
lim
n→∞

∥∥zn − z∥P ∥ = lim
n→∞

∥∥xn − x, yn − y∥P ∥

= lim
m,n→∞

∥(α|xn − x|, β|yn − y|)∥

= lim
m,n→∞

√
α٢|xn − x|٢ + β٢|yn − y|٢ = θ.

است. توپولوژی΄ͬ فضای مخروطͬ،  نرمال فضای هر .١ . ١ . ۴ گزاره
با نتیجه در است. مخروطͬ ΁متری فضای مخروطͬ، نرمال فضای هر که آنجایی از برهان.

توپولوژی به توجه
τc = {U ⊂ X : ∀x ∈ X, ∃ c >> ٠ s.t B(x, c) ⊂ U}

که جایی
B(x, c) = {y ∈ X : ∥x, y∥P << c}

است. توپولوژی΄ͬ فضای مخروطͬ،  نرمال فضای هر نتیجه در



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٨۴
فضای ΁ی روی مخروطͬ نرم ΁ی وسیله ی به شده القاء d مخروطͬ ΁متری .١ . ٢ . ۴ گزاره

ͬ کند. م صدق زیر روابط در α اس΄الر هر و x, y, a ∈ X هر ازای به مخروطͬ نرمال
d(x+ a, y + a) = d(x, y)

d(αx, αy) = |α|d(x, y).

داریم: برهان.
d(x+ a, y + a) = ∥x+ a− (y + a)∥P = ∥x− y∥P = d(x, y)

و
d(αx, αy) = ∥αx− αy∥P = |α|∥x− y∥P = |α|d(x, y).

است. برقرار ح΄م بنابراین

مخروطͬ نرمال فضاهای و نرمال در تقریب بهترین ٢ . ۴

،(X, ∥ · ∥) نرمال فضای ΁ی از G مجموعه ی زیر ΁ی یافتن مش΄ل تقریب، بهترین مش΄ل
که عضو ΁ی ،x ∈ X معین نقطه ΁ی برای (X, ∥ · ∥P ) مخروطͬ نرمال ΁متری فضای ΁ی یا

است. G عضوهای تمام میان از x به نزدی΄ترین
همه ی از فضاهایی ،X برای چبیشف توسط ١٨۵٣ سال در نرمال فضای برای مش΄ل این
این بهتر فهم برای گرفت. قرار بررسͬ مورد [a, b] بسته   ی فاصله ی روی حقیقͬ پیوسته ی توابع

گرفته اند. نظر در را سینگر توسط شده مطرح مباحث همیشه خوانندگان مبحث
قضیه ی در عمده مش΄لات از بعضͬ ۶ النّجاح دانش·اه از ۵ ΁دوی و ۴ دب ،٢٠٠٠ سال در
مخروطͬ نرمال فضاهای همانند نویسندگان کردند. حل را نرمال فضاهای در تقریب بهترین
فضاهای از تعمیمͬ واقعاً، مخروطͬ، نرمال فضاهای کار، این انجام با انتخاب، را نتیجه چند
نتیجه نیستند. ΁متری فضاهای از تعمیمͬ واقعاً، مخروطͬ، ΁متری فضاهای چنین هم نرمال،

ͬ شود. م
مخروطͬ، نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض تقریب: بهترین مخروط .٢ . ١ . ۴ تعریف
است x تقریب بهترین مخروط ΁ی g٠ ∈ G صورت این در باشد. x ∈ X و X زیرمجموعه ی G

۴Deeb
۵Dwaik
۶An-Najah University



٨۵ مخروطͬ نرمال فضاهای و نرمال در تقریب بهترین
باشیم: داشته g ∈ G هر ازای به اگر

∥x− g٠∥P ⪯ ∥x− g∥P .

ͬ شود. م داده نمایش PP (x,G) صورت به ،G در x تقریب بهترین همه ی مجموعه ی
باشیم: داشته x ∈ X هر ازای به اگر P−پروکسیمینال: .٢ . ٢ . ۴ تعریف

PP (x,G) ̸= ∅.

است. X در P−پروکسیمینال ،G آنگاه
عضوی تک مجموعه ی ΁ی PP (x,G) ،x ∈ X هر ازای به اگر P−چبیشف: .٢ . ٣ . ۴ تعریف

است. X در P−چبیشف ،G آنگاه باشد.
G و مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض مخروطͬ: فاصله ی .۴ . ٢ . ۴ تعریف

صورت به را مخروطͬ فاصله ی آنگاه ،x ∈ X چنین هم باشد. X از زیرمجموعه ای
dP (x,G) = inf{∥x− g∥P : g ∈ G}

ͬ کنیم. م تعریف
باشد. X از زیر مجموعه ا  ی  G و مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥·∥P ) کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه

آنگاه
.dP (x+ g,G) = dP (x,G) x ∈ X, g ∈ G هر ازای به (١)

.dP (x+ y,G) ⪯ dP (x,G) + dP (y,G) x, y ∈ X هر ازای به (٢)
.dP (ax,G) = |a|dP (x,G) a ∈ R, x ∈ X هر ازای به (٣)

.∥dP (x,G)− dP (y,G)∥P ⪯ ∥x− y∥P x, y ∈ X هر ازای به (۴)
g٠ ∈ G اینفیموم، تعریف از استفاده با آنگاه .a >> θ و g ∈ G ،x ∈ X کنید فرض (١) برهان.

که طوری به دارد وجود
∥x− g٠∥P ⪯ dP (x,G) + a

داریم: بنابراین
dP (x+ g,G) ⪯ ∥x+ g − (g + g٠)∥P = ∥x− g٠∥P ⪯ dP (x,G) + a.

ازای به ،P ͬ هدرال مین مخروط از استفاده با بنابراین هستند. اختیاری a و g ،x که آنجایی از
ͬ گیریم: م نتیجه g ∈ G و x ∈ X هر

dP (x+ g,G) ⪯ dP (x,G). (١ . ۴)



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٨۶
x ∈ X هر ازای به ،g جای به −g و x جای به x+g دادن قرار با و رابطه این از استفاده با اکنون

داریم: g ∈ G و
dP (x,G) ⪯ dP (x+ g,G) (٢ . ۴)

داریم: (٢ . ۴) و (١ . ۴) به توجه با حال
dP (x+ g,G) = dP (x,G).

. a٢ = ١٢a >> θ رو این از a >> θ و x, y ∈ X کنید فرض (٢)
که طوری به دارد وجود g١, g٢ ∈ G

∥x− g١∥P ≺ dP (x,G) +
a

٢ و ∥y − g٢∥P ≺ dP (y,G) +
a

٢ .

بنابراین
dP (x+ y,G) ⪯ ∥(x+ y − (g١ + g٢))∥P

⪯ ∥x− g١∥P + ∥y − g٢∥P
⪯ dP (x,G) +

a

٢ + dP (y,G) +
a

٢
= dP (x,G) + dP (y,G) + a.

داریم: است اختیاری a که آنجایی از
dP (x+ y,G) ⪯ dP (x,G) + dP (y,G).

آن برای که کنید انتخاب طوری را g٠ ∈ G .a >> θ و اس΄ار ΁ی α ̸= θ ،x ∈ X کنید فرض (٣)
باشیم: داشته

∥x− g٠∥P ⪯ dP (x,G) +
a

|α|
.

بنابراین
d(αx,G) ⪯ ∥αx− αg٠∥P

= |α|∥x− g٠∥P
⪯ |α|dP (x,G)|+ a

بنابراین است. اختیاری a که آنجایی از
dP (αx,G) ⪯ |α|dP (x,G). (٣ . ۴)

داریم: (٣ . ۴) به توجه با و ١
α جای به α و αx جای به x دادن قرار با اکنون

dP (x,G) = dP (
١
α
.αx,G) ⪯ ١

|α|
d(αx,G).



٨٧ تقریب ها بهترین از مجموعه ای
بنابراین

|α|dP (x,G) ⪯ dP (αx,G). (۴ . ۴)
داریم: (۴ . ۴) و (٣ . ۴) به توجه با حال

dP (ax,G) = |a|dP (x,G).

که ب·یرید نظر در طوری را g٠ ∈ G چنین هم .a >> θ و x, y ∈ X که کنید فرض (۴)
∥y − g٠∥P ⪯ dP (y,G) + a.

بنابراین
dP (x,G) ⪯ ∥x− g٠∥P ⪯ ∥x− y∥P + ∥y − g٠∥P

⪯ ∥x− y∥P + dP (y,G) + a.

داریم: است اختیاری عضو a که آنجایی از حال
dP (x,G)− dP (y,G) ⪯ ∥x− y∥P .

ترتیب همین به
dP (y,G)− dP (x,G) ⪯ ∥x− y∥P .

بنابراین
∥dP (x,G)− dP (y,G)∥P ⪯ ∥x− y∥P .

تقریب ها بهترین از مجموعه ای ٣ . ۴
ͬ کنیم. م معرفͬ را PP (x,G) مجموعه ی اساسͬ خصوصیات از برخͬ بخش، این در

نرم به مجهز X = R٢ اگر چنین هم باشد. P = [٠,∞) ،E = R کنید فرض .٣ . ١ . ۴ مثال
G = {(x١, x٢) : x١ = x٢} و X = (−١, ١) برای صورت این در باشد. ∥x∥P = |x١|+|x٢| مخروط

داریم:
PP (x,G) = {(x١, x٢) ∈ G : |x١| ≤ ١}.

نیست. X زیر مجموعه ی   PP (x,G) مجموعه ی ͬ گیریم م نتیجه بنابراین
ͬ هدرال مین مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه

آنگاه باشد. X از زیر مجموعه ا  ی  G و ،P قوی



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٨٨
آنگاه x ∈ G اگر (١)

PP (x,G) = {x}.

آنگاه نباشد. بسته G اگر (٢)
PP (x,G) = ∅.

است. محدب مجموعه       ی ΁ی PP (x,G) (٣)
آنگاه .x ∈ G کنید فرض (١) برهان.

dP (x,G) = inf{∥x− g∥P : g ∈ G} = θ.

آنگاه g ∈ PP (x,G) اگر بنابراین
dP (x, g) = θ.

داریم: است مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی X که آنجایی از
g = x

بنابراین
PP (x,G) = {x}.

xa ∈ G ،a >> θ هر برای بنابراین ب·یرید. نظر در را x ∈ Ḡ/G نباشد. بسته G کنید فرض (٢)
که طوری به دارد وجود

∥x− xa∥P ⪯ a

داریم: است. قوی ͬ هدرال مین P که آنجایی از
∥x− xa∥P = θ

است. تناقض ΁ی که x ∈ G رو این از ،x = xa بنابراین
ح΄م آنگاه باشد عضوی تک مجموعه      ی یا تهͬ PP (x,G) اگر δ = dP (x,G) کنید فرض .(٣)
فرض ٠ ≤ α ≤ ١ برای y ̸= z و y, z ∈ PP (x,G) کنید فرض صورت این غیر در است. برقرار

آنگاه w = αy + (١ − α)z کنید
∥x− w∥P = ∥x− (αy + (١ − α)z + αx− αx)∥P

= ∥x− αy − (١ − α)z − αx+ αx∥P

= ∥α(x− y) + (١ − α)(x− z)∥P

⪯ α∥x− y∥P + (١ − α)∥x− z∥P

= αδ + (١ − α)δ

= δ.



٨٩ تقریب ها بهترین از مجموعه ای
ͬ گیریم: م نتیجه w ∈ G و زیر مجموعه   ΁ی G که آنجایی از

δ ⪯ ∥x− w∥P .

بنابراین
∥x− w∥P = δ.

است. محدب PP (x,G) رو این از و
باشد. (X, ∥ · ∥P ) مخروطͬ نرمال فضای ΁ی از زیر مجموعه ای G کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ قضیه

x ∈ X برای
داریم: α اس΄الر هر ازای به آنگاه z ∈ PP (x,G) اگر (١)

αz ∈ PP (αx,G).

داریم: g ∈ G هر ازای به آنگاه z ∈ PP (x,G) اگر (٢)
z + g ∈ PP (x+ g,G).

داریم: آنگاه α ̸= θ و g ∈ G اگر (١) برهان.
∥ax− g∥P = |a|∥x− ١

a
g∥P ⪰ |a|∥x− z∥P

= ∥ax− az∥P .

بنابراین
az ∈ PP (ax,G).

داریم: آنگاه h ∈ G اگر (٢)
∥x+ g − h∥P ⪰ ∥x− z∥P = ∥x+ g − (z + g)∥P .

بنابراین
z + g ∈ PP (x+ g,G).

باشد. مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض کراندار: مجموعه ی .٣ . ١ . ۴ تعریف
هرگاه است کراندار X از A زیر مجموعه ی آنگاه

sup{∥x− y∥P : x, y ∈ A}

باشد. داشته وجود E در



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٩٠
آنگاه باشد. X مخروطͬ نرمال ΁متری فضای از زیر مجموعه ای G کنید فرض .٣ . ٣ . ۴ قضیه

x ∈ X هر ازای به
است. کراندار مجموعه ی ΁ی PP (x,G) (١)

است. بسته مجموعه ای نیز PP (x,G) آنگاه باشد. بسته G اگر (٢)
آنگاه g٠ ∈ PP (x,G) کنید فرض (١) برهان.

∥g٠∥P = ∥g٠ − x+ x∥P

⪯ ∥g٠ − x∥P + ∥x∥P

⪯ ∥٠ − x∥P + ∥x∥P (θ ∈ G که آنجایی (از
= ٢∥x∥P ∈ E

است. کراندار مجموعه ی PP (x,G) بنابراین
از باشد. (X, ∥ · ∥P ) در g به هم·را PP (x,G) در دنباله ای gn و δ = dP (x,G) کنید فرض (٢)

داریم: n ∈ N هر ازای به ،g ∈ G و است بسته G که آنجایی
∥x− gn∥P = δ.

بنابراین است پیوسته ∥ · ∥P : (X, ∥ · ∥P ) → E تابع چون
∥x− g∥P = δ.

است. بسته PP (x,G) رو این از
نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض مخروطͬ: نرمال فضای در متعامد .٣ . ٢ . ۴ تعریف
ازای به اگر است (x ⊥ G) متعامد G به x گوییم ،x ∈ X و X از زیر مجموعه ای G مخروطͬ،

باشیم: داشته g ∈ G و α اس΄ار هر
∥x∥P ⪯ ∥x+ αg∥P .

یا و
∥x+ αg∥P − ∥x∥P ∈ P.

،X از زیر مجموعه ای G مخروطͬ، نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .۴ . ٣ . ۴ قضیه
آنگاه باشد. g٠ ∈ G و x ∈ X/Ḡ

g٠ ∈ PP (x,G) اگر تنها و اگر (x− g٠ ⊥ G).

داریم: g ∈ G هر و α اس΄ار هر ازای به که آنجایی از برهان.
g٠ ∈ PP (x,G) اگر تنها و اگر ∥x− g٠∥P ⪯ ∥x− g٠ + αg∥P

است. برقرار ح΄م است X از زیر مجموعه ای G چون چنین هم



٩١ مخروطͬ باناخ فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی

فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی ۴ . ۴
مخروطͬ باناخ

ثابت نقاط و مزدوج انطباقͬ نقاط روی را نتایجͬ ٧ ͬ فن ک قضیه ی تعمیم از استفاده با
و ٨ هان باناخ، توسط مستقل) طور (به بار اولین برای نرمال مخروطͬ فضاهای روی مزدوج،
شد. منتشر باناخ توسط بعد سال ده پیشرفت حال در سرعت به نظریه ی این شد. ارائه ٩ وینر
تعمیمͬ . [٢٩] کرد معرفͬ نیز را دار نرم فضای ΁ی بل΄ه یافته، تعمیم ΁متری ΁ی تنها نه ژپ΄ͬ
بازی ثابت نقطه ی نظریه ی در مهمͬ بسیار نقش نرمال مخروط فضاهای و نرمال فضاهای از
١٠ سˀنمز توسط بار اولین برای مخروطͬ نرمال فضاهای اصلͬ خواص ͬ رسد م نظر به ͬ کند. م
[٢۴] ترگلو و کاراپینار است. گرفته قرار مطالعه مورد [١] ١٢ عبدالجواد و [٢٢] ١١ کارپینار ،
فضاهای برای ͬ فن، ک قضیه ی از استفاده با مخروطͬ نرمال فضاهای برای را ٣ . ۴ . ۴ قضیه ی
نرمال فضای که داریم [٣۵] ،٢.٣ قضیه ی از نتیجه ΁ی عنوان به کردند. اثبات توپولوژی΄ͬ
انطباقͬ نقاط در نتایجͬ ͬ فن ک قضیه ی از استفاده با ͬ کند. م صدق ͬ فن ک قضیه ی در مخروطͬ

ͬ آوریم. م دست به مخروطͬ نرمال فضاهای در مزدوج ثابت نقاط و مزدوج
هر ازای به اگر است پیوسته x٠ ∈ X در T : (X, ∥ · ∥P١) → (Y, ∥ · ∥P٢) نگاشت .١ . ۴ . ۴ تعریف

x ∈ X هر ازای به که طوری به c١ ∈ E ،c١ >> θ باشد داشته وجود c ∈ E ،c >> θ

∥x− x٠∥P١ ≺ c

دهد: نتیجه
∥Tx− Tx٠∥P٢ ≺ c١.

باشد. پیوسته x ∈ X هر در اگر است پیوسته T
فضای ΁ی (X, d) کنید فرض مخروطͬ: نرمال فضای روی محدب ساختار .٢ . ۴ . ۴ تعریف
W : X ×X × I → X پیوسته ی نگاشت باشد. بسته ی΄ه ی بازه    ی I = [٠, ١] و مخروطͬ نرمال

باشیم: داشته u ∈ X و t ∈ I ،x, y ∈ X هر ازای به اگر است X روی محدب ساختار ΁ی
∥u−W (x, y, t)∥P ⪯ t∥u− x∥P + (١ − t)∥u− y∥P .

٧Ky Fan’s
٨Hahn
٩Wiener

١٠Sonmez
١١Karapinar
١٢ Abdeljawad



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٩٢
مخروطͬ نرمال فضای ΁ی محدب ساختار با همراه مخروطͬ، نرمال فضای ΁ی .١ . ۴ . ۴ ملاحظه

است. محدب
x, y ∈ هر ازای به اگر است محدب X از Y زیر مجموعه ی محدب: مجموعه ی .٣ . ۴ . ۴ تعریف

باشیم: داشته t ∈ I و X

W (x, y, t) ∈ Y.

K مخروطͬ، نرمال فضای ΁ی X کنید فرض محدب: شبه تقریباً نگاشت .۴ . ۴ . ۴ تعریف
به نسبت محدب شبه تقریباً g : K → X نگاشت باشند. X ناتهͬ محدب زیرمجموعه های C و

باشیم: داشته ٠ < t < ١ و z ∈ C ،x, y ∈ K هر ازای به اگر است C
∥g(tx+ (١ − t)y)− z∥P ⪯ cg ([tx+ (١ − t)y], z)

که جایی
cg([tx+ (١ − t)y], z) ∈ {∥g(x)− z∥P , ∥g(y)− z∥P }

 باشد.

مخروطͬ ΁متری فضای روی ثابت مزدوج قضیه ی ١ . ۴ . ۴
X٢ = X×X چنین هم باشد. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ ملاحظه

صورت به که ρ نگاشت آنگاه
ρ := X٢ ×X٢ → E

ρ((x١, y١), (x٢, y٢)) := d(x١, x٢) + d(y١, y٢)

است. X٢ روی مخروطͬ ΁متری ΁ی از صورتͬ ͬ شود. م تعریف
گفته X دوگان دنباله ی ({xn}, {yn}) ∈ X٢ دنباله ی به دوگان: دنباله ی .۵ . ۴ . ۴ تعریف

ͬ شود. م
(x, y) ∈ X٢ به هم·را ({xn}, {yn}) ∈ X٢ دنباله ی : دوگان دنباله ی هم·رایی .۶ . ۴ . ۴ تعریف
طوری به باشد داشته وجود N > ٠ مانند طبیعͬ عدد (c ∈ intP ) c >> θ هر ازای به اگر است

باشیم: داشته n > N هر ازای به که
ρ((xn, yn), (x, y)) << c.

آنگاه .z = (x, y) ∈ X٢ و zn = (xn, yn) ∈ X٢ کنید فرص .١ . ۴ . ۴ لم
xn → x و yn → y اگر تنها و اگر zn → z.



٩٣ مخروطͬ باناخ فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی
به که طوری به دارد وجود N > ٠ ،c ∈ intP هر ازای به بنابراین zn → z کنید فرض برهان.

داریم: n > N هر ازای
ρ((xn, yn), (x, y)) = d(xn, x) + d(yn, y) << c

داریم: n > N هر ازای به بنابراین
d(xn, x) << c و d(yn, y) << c

.yn → y و xn → x نتیجه در
N٠, N١ > ٠ ،c ∈ intP هر ازای به بنابراین .yn → y و xn → x کنید فرض لم عکس اثبات برای

n > N٠ هر ازای به که طوری به دارد وجود
d(xn, x) <<

c

٢
n > N١ هر ازای به و

d(yn, y) <<
c

٢
داریم: n > N هر ازای به رو این از

ρ((xn, yn), (x, y)) = d(xn, x) + d(yn, y) << c.

.zn → z نتیجه در
.N := max{N٠, N١} که جایی

باشد. مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض دنباله ای: پیوسته ی .٧ . ۴ . ۴ تعریف
اگر است دنباله  ای پیوسته ی f : X → X تابع

d(xn, x) → θ

دهد: نتیجه
d(f(xn), f(x)) → θ.

اگر است دنباله  ای پیوسته ی F : X ×X → X تابع مشابه طور به
ρ((xn, yn), (x, y)) → θ

دهد: نتیجه
ρ(F (xn, yn), F (x, y)) → θ.

اگر است پیوسته x ∈ X در f : (X, d) → (X, d) نگاشت پیوسته: نگاشت .٨ . ۴ . ۴ تعریف
که طوری به x شامل U ∈ τc و ،fx شامل V ∈ τc باشد داشته وجود

f(U) ⊂ V.

باشد. پیوسته x ∈ X هر در اگر است پیوسته f



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٩۴
تابع ΁ی f : (X, d) → (X, d) و مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) کنید فرض .١ . ۴ . ۴ گزاره

صورت این در باشد.
باشد. پیوسته f ⇐⇒ است دنباله ای fپیوسته ی

ͬ توان م آنگاه است پیوسته x ∈ X در f که آنجایی از .c >> θ و xn → x کنید فرض برهان.
باشیم: داشته پیوسته تابع تعریف طبق که طوری به کرد، پیدا را c١ >> θ

f(B(x, c١)) ⊂ B(fx, c).

داشته n ≥ n٠ هر ازای به که طوری به کرد، پیدا n٠ای ͬ توان م xn هم·رایی به توجه با حال
باشیم:

d(xn, x) << c١
داریم: n ≥ n٠ هر ازای به آنگاه

d(fxn, fx) << c

است. دنباله ای پیوسته ی f بنابراین
است. برقرار نیز معکوس عکس آنگاه است اول شمارش توپولوژی΄ͬ فضای (X, d) که آنجایی از

جزئͬ، مرتب مجموعه ی ΁ی (X,⪯) کنید فرض مخلوط: ی΄نوای خاصیت .٩ . ۴ . ۴ تعریف
F (x, y) اگر دارد مخلوط ی΄نوا ی خاصیت F گوییم مفروض باشد. F : X × X → X تابع و
باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به یعنͬ باشد. y در نا افزایشͬ ی΄نوای و x در ناکاهشͬ ی΄نوای

x١ ⪯ x٢ =⇒ F (x١, y) ⪯ F (x٢, y) x١, x٢ ∈ X

y١ ⪯ y٢ =⇒ F (x, y١) ⪯ F (x, y٢) y١, y٢ ∈ X.

نگاشت مزدوج ثابت نقطه ی (x, y) ∈ X × X عضو مزدوج: ثابت نقطه ی .١٠ . ۴ . ۴ تعریف
هرگاه است F : X ×X → X

F (x, y) = x و F (y, x) = y.

و جزئͬ مرتب مجموعه ی ΁ی (X,⪯) کنید فرض ٢ . ۴ . ۴ و ١ . ۴ . ۴ قضایای در .٣ . ۴ . ۴ ملاحظه
است. کامل مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی (X, d) که طوری به X روی مخروطͬ ΁متری ΁ی d
زیر ترتیبی رابطه ی دارای (x, y), (u, v) ∈ X × X هر به X × X ضربی فضای این بر علاوه

است.
(u, v) ⪯ (x, y) ⇐⇒ u ⪯ x و y ⪯ v.



٩۵ مخروطͬ باناخ فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی
مختلط ی΄نوای خاصیت که پیوسته نگاشت ΁ی F : X ×X −→ X کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه
x؛ ⪰ u, y ⪯ v هر ازای به که باشد داشته وجود k ∈ [٠, ١) کنید فرض چنین هم دارد. X روی

d(F (x, y), F (u, v)) ⪯ k

٢ [d(x, u) + d(y, v)]

طوری به x٠, y٠ ∈ X باشد داشته وجود اگر چنین هم
x٠ ⪯ F (x٠, y٠) و y٠ ⪰ F (y٠, x٠)

که طوری به x, y ∈ X دارد وجود آنگاه
x = F (x, y) و y = F (y, x).

شود. رجوع [٢٣] به برهان.
روی مختلط ی΄نوا خاصیت با پیوسته نگاشت ΁ی F : X×X −→ X کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ قضیه

باشد. زیر خواص دارای X چنین هم باشد. X
xn؛ ⪯ x n هر ازای به آنگاه ،{xn} −→ x ناکاهشͬ دنباله ی اگر (١)
.y ⪯ yn n هر ازای به آنگاه ،{yn} −→ y نا       افزایشͬ دنباله ی اگر (٢)

x؛ ⪰ u, y ⪯ v هر ازای به که باشد داشته وجود k ∈ [٠, ١) کنید فرض
d(F (x, y), F (u, v)) ⪯ k

٢ [d(x, u) + d(y, v)],

طوری به x٠, y٠ ∈ X باشد داشته وجود اگر چنین هم
x٠ ⪯ F (x٠, y٠) و y٠ ⪰ F (y٠, x٠)

که طوری به x, y ∈ X دارد وجود آنگاه
x = F (x, y) و y = F (y, x).

شود. رجوع [٢٣] به برهان.
آنگاه باشد. X باناخ فضای از C زیر مجموعه ای کنید فرض محدب: پوسته ی .١١ . ۴ . ۴ تعریف

صورت به C محدب پوسته ی
co(C) =

{∑
λixi : ٠ ≤ λi ≤ ١, ∑λi = ١, xi ∈ C

}
ͬ شود. م تعریف C در محدب نقاط ترکیبات از مجموعه ای یا



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٩۶
زیر مجموعه های تمام  از خانواده ای را ٢X ناتهͬ، مجموعه ی دو Y و X کنید فرض .١٢ . ۴ . ۴ تعریف

صورت به را Y توی به X از F نگاشت یا مقداری چند نگاشت چنین هم ،X ناتهͬ
F : X → ٢Y

ͬ  کنیم. م تعریف
زیر K و مخروطͬ، نرمال فضای ΁ی (X, d) کنید فرض : KKM نگاشت .١٣ . ۴ . ۴ تعریف
به هرگاه است KKM نگاشت H : K → ٢X نگاشت مقادیر مجموعه  ی باشد. آن از مجموعه ای

باشیم: داشته K از {x١, x٢, . . . , xn} متناهͬ زیر مجموعه ی هر ازای
co{x١, x٢, . . . , xn} ⊂

n∪
i=١

H(xi),

ͬ شود. م تعریف محدب پوسته ی co که
و X از ناتهͬ زیر مجموعه ی K توپولوژی΄ͬ، برداری فضای ΁ی X کنید فرض .٣ . ۴ . ۴ قضیه
فشرده x ∈ K ΁ی حداقل برای H(x) اگر باشد. بسته مقدار با KKM نگاشتͬ H : K → ٢X

آنگاه ∩باشد.
x∈K

H(x) ̸= ∅.

شود. رجوع [٣٧] به برهان.
و E روی مخروطͬ ΁متری فضای بین پیوسته تابع ΁ی f : (X, d) → (Y, ρ) اگر .۴ . ۴ . ۴ قضیه

است. فشرده (Y, ρ) در f(S) آنگاه باشد. X فشرده ی زیر مجموعه ی ΁ی S
آنچه مشابه هستند. توپولوژی΄ͬ فضاهای مخروطͬ، ΁متری فضای های که آنجایی از برهان.

ͬ شود. م اثبات است، توپولوژي΄ͬ فضا های در
(X, d) مخروطͬ ΁متری فضای ΁ی از فشرده زیر مجموعه ی ΁ی A کنید فرض .۵ . ۴ . ۴ قضیه

است. کراندار و بسته A آنگاه باشد.
که: طوری به دارد وجود A در {xn} دنباله ی ،x ∈ Ā هر ازای به برهان.

xn
d→ x.

است. بسته A ͬ شود م نتیجه ،x ∈ A و فشرده A که آنجایی از
΁ی شامل صورت این در نباشد. کراندار A خلف) (فرض کنید فرض کرانداری اثبات برای
نظر در را d(yn, a) ≻ n باشد. A در ثابت عضو هر a کنید فرض است. yn بی کران دنباله ی
کراندار باید هم·را دنباله ی زیرا باشد. داشته هم·را زیر دنباله ی ΁ی ͬ تواند نم yn ب·یرید.

است. کراندار A و باطل خلف فرض بنابراین باشد.



٩٧ مخروطͬ باناخ فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی
ͬ هدرال مین مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .۶ . ۴ . ۴ قضیه
نگاشت F : K ×K → X اگر حال باشد. X فشرده ی محدب ناتهͬ زیر مجموعه  ی K و P قوی
آنگاه باشد. F (K ×K) به نسبت محدب شبه تقریباً پیوسته ی نگاشت g : K → X و پیوسته

که طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ K ×K

∥g(x٠)− F (x, y)∥P + ∥g(y٠)− F (y, x)∥P

= inf
(x,y)∈K×K

{∥g(x)− F (x, y)∥P + ∥g(y)− F (y, x)∥P }.

وسیله ی به (u, v) ∈ K ×K هر ازای به H : K ×K → ٢K×K نگاشت کنید فرض برهان.
H(u, v) ={(x, y) ∈ K ×K : ∥g(x)− F (x٠, y٠)∥P+ ∥ g(y)− F (y٠, x٠)∥P

⪯ ∥g(u)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(v)− F (y٠, x٠)∥P }

آنگاه (u, v) ∈ H(u, v) که آنجایی از شود. تعریف
H(u, v) ̸= ∅

است. بسته H(u, v) ،(u, v) هر ازای به بنابراین هستند. پیوسته g و F نگاشت اینکه به توجه با
حال است. فشرده H(u, v) ،(u, v) هر ازای به آنگاه است، فشرده K که آنجایی از چنین هم

است. KKM نگاشت H ͬ دهیم م نشان
زیر مجموعه های J و I که جایی i ∈ I, j ∈ J ،(ui, vj) ∈ K × K خلف) کنید(فرض فرض

دارد وجود آنگاه ،N از متناهͬ
(u٠, v٠) ∈ co{(ui, vj) : (i, j) ∈ I × J} (۵ . ۴)

که طوری به
(u٠, v٠) /∈ ∪{H(ui, vj) : (i, j) ∈ I × J}.

که طوری به دارد وجود (i, j) ∈ I × J ،tij ≥ ٠ ،(۵ . ۴) معادله ی به توجه با
(u٠, v٠) =

∑
(i,j)∈I×J

tij(ui, vj) و ∑
(i,j)∈I×J

tij = ١.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را zj و ti مجموعه ی
ti =

∑
j∈J

tij و zj =
∑
i∈I

tij

∑آنگاه
j∈J

zj = ١ و ∑
i∈I

ti = ١



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ٩٨
∑و

j∈J
zjvj = v٠ و ∑

i∈I
tiui = u٠.

داریم: F : K ×K → X به نسبت محدب شبه تقریباً g که آنجایی از حال
∥g(u٠)− F (u٠, v٠)∥P ⪯ cg((u٠), F (u٠, v٠))

و
∥g(v٠)− F (v٠, u٠)∥P ⪯ cg((v٠), F (v٠, u٠))

که جایی
cg(u٠, F (u٠, v٠)) ∈ {∥g(ui)− F (u٠, v٠)∥P : i ∈ I}

و
cg(v٠, F (v٠, u٠)) ∈ {∥g(vi)− F (v٠, u٠)∥P : j ∈ J}.

بنابراین
∥g(u٠)− F (u٠, v٠)∥P + ∥g(v٠)− F (v٠, u٠) ∥P

⪯ inf{∥g(ui)− F (u٠, v٠)∥P : i ∈ I}+ inf{∥g(vj)− F (v٠, u٠)∥P : j ∈ J}.

داریم: (i, j) ∈ I × J هر ازای به (۵ . ۴) به توجه با حال
∥g(u٠)− F (u٠, v٠)∥P + ∥g(v٠)− F (v٠, u٠) ∥P

≻ ∥g(ui)− F (u٠, v٠)∥P + ∥g(vi)− F (v٠, u٠)∥P

است. KKM نگاشت H و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض که
(x, y) ∈ هر ازای به که طوری به دارد، وجود (x٠, y٠) ∈ K ×K ͬ گیریم م نتیجه صورت این در

داریم: K ×K

(x٠, y٠) ∈ H(x, y)

داریم: (x, y) ∈ K ×K هر ازای به بنابراین
∥g(x٠)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y٠)− F (y٠, x٠)∥P

⪯ ∥g(x)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y)− F (y٠, x٠)∥P .

ͬ هدرال مین مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .٧ . ۴ . ۴ قضیه
نگاشتͬ F : K × K → X اگر باشد. X فشرده  ی محدب ناتهͬ زیر مجموعه ی K و P قوی
که طوری به F (K ×K) به نسبت محدب شبه تقریباً پیوسته ی نگاشت g : X → K و پیوسته

دارند. مزدوج انطباقͬ نقطه ی ΁ی g و F آنگاه F (K ×K) ⊂ g(K)



٩٩ مخروطͬ باناخ فضای در مزدوج ΁ی برای تقریب بهترین قضیه ی
که طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ K ×K ،۶ . ۴ . ۴ قضیه ی از استفاده با برهان.
∥g(x٠)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y٠)− F (y٠, x٠)∥P

= inf
(x,y)∈K×K

{∥g(x)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y)− F (y٠, x٠)∥P }.

F (K ×K) ⊂ g(K) که آنجایی از
inf

(x,y)∈K×K
{∥g(x)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y)− F (y٠, x٠)∥P } = θ

آنگاه
∥ g(x٠)− F (x٠, y٠) ∥P + ∥ g(y٠)− F (y٠, x٠) ∥P= θ.

بنابراین
g(x٠) = F (x٠, y٠) و g(y٠) = F (y٠, x٠).

ͬ هدرال مین مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .٨ . ۴ . ۴ قضیه
نگاشتͬ F : K ×K → X اگر باشد. X از فشرده محدب ناتهͬ زیر مجموعه ی ΁ی K و P قوی

دارد. مزدوج ثابت نقطه ی ΁ی F آنگاه باشد. پیوسته
صورت به g نگاشت تعریف و ٧ . ۴ . ۴ قضیه ی از استفاده با برهان.

g : K → X

g(x) = x

است. برقرار ح΄م
ͬ هدرال مین مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .٩ . ۴ . ۴ قضیه
نگاشتͬ F : K × K → X اگر باشد. X فشرده ی محدب ناتهͬ زیر مجموعه ی K و P قوی

دارد. مزدوج ثابت نقطه ی ΁ی F هر آنگاه پیوسته
داریم: (x, y) ∈ K×K هر ازای به که طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ (∂K×K ∪K×∂K) یا و

θ ≺ ∥x٠ − F (x٠, y٠)∥P + ∥y٠ − F (y٠, x٠)∥P ⪯ (۶ . ۴)
∥x− F (x٠, y٠)∥P + ∥y − F (y٠, x٠)∥P .

کنید فرض است. شده اثبات قضیه آنگاه باشد. مزدوج ثابت نقطه ی ΁ی دارای F اگر برهان.
دارند وجود (x٠, y٠) ∈ K×K ،۶ . ۴ . ۴ قضیه ی به توجه با باشد. نداشته مزدوج ثابت نقطه ی F



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ١٠٠
که طوری به

∥g(x٠)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y٠)− F (y٠, x٠)∥P
= inf

(x,y)∈K×K
{∥g(x)− F (x٠, y٠)∥P + ∥g(y)− F (y٠, x٠)∥P }.

داریم: صورت این در g(x) = x کنید فرض
θ ≺ ∥x٠ − F (x٠, y٠)∥P + ∥y٠ − F (x٠, y٠)∥P ⪯ ∥x− F (x٠, y٠)∥P + ∥y − F (y٠, x٠)∥P .

دهیم: نشان است  ͬ کاف حال
(x٠, y٠) ∈ (∂K ×K ∪K × ∂K).

ͬ  گیریم: م نتیجه (۶ . ۴) نامعادله ی از (x٠, y٠) /∈ (∂K×K ∪K×∂K) خلف) (فرض کنید فرض
F (x٠, y٠) /∈ K یا F (y٠, x٠) /∈ K.

آنگاه است. محدب K که آنجایی از .x٠ ∈ int(K) کنید فرض F (x٠, y٠) /∈ K که حالتͬ در
که طوری به دارد وجود t ∈ (٠, ١)

x = tx٠ + (١ − t)F (x٠, y٠) ∈ K

رو این از
x = tx٠ + F (x٠, y٠)− tF (x٠, y٠)

بنابراین
∥x− F (x٠, y٠)∥P = t∥x٠ − F (x٠, y٠)∥P

و
inf
x∈K

∥x− F (x٠, y٠)∥P ⪯ t∥x٠ − F (x٠, y٠)∥P ≺ ∥x٠ − F (x٠, y٠)∥P .

است. برقرار ح΄م و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض ΁ی این که
دوم: حالت

ͬ رسیم. م تناقض ΁ی به F (y٠, x٠) /∈ K فرض با اول حالت مشابه
بنابراین

(x٠, y٠) ∈ (∂K ×K ∪K × ∂K).

ͬ هدرال مین مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی (X, ∥ · ∥P ) کنید فرض .١٠ . ۴ . ۴ قضیه
پیوسته نگاشتͬ F : K × K → X و ،X فشرده ی محدب ناتهͬ زیر مجموعه ی K و P قوی
به (x٠, y٠) ∈ (∂K × K ∪ K × ∂K) هر ازای به اگر دارد مزدوج ثابت نقطه ی F آنگاه باشد.

باشد. برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ (x, y) ̸= (F (x, y), F (y, x)) که طوری



١٠١ مخروطͬ نرمال فضای روی مزدوج انطباقͬ نقاط مورد در نکاتͬ
که طوری به باشد داشته وجود (u, v) ∈ K ×K ΁ی (١)

∥u− F (x, y)∥P ≺ ∥x− F (x, y)∥P و ∥v − F (y, x)∥P ≺ ∥y − F (y, x)∥P

که طوری به باشد داشته وجود t ∈ (٠, ١) (٢)
K ∩ (B(F (x, y), t∥x− F (x, y)∥P )) ̸= ∅ و K ∩ (B(F (y, x), t∥y − F (y, x)∥P )) ̸= ∅

{F (x, y), F (y, x)} ⊂ K (٣)
را (١) ،(٢) از چنین هم است. برقرار (٢) آنگاه {F (x, y), F (y, x)} ⊂ K کنید فرض برهان.

ͬ گیریم. م نتیجه
(١) کنید فرض ͬ شود. م اثبات قضیه صورت این در است. برقرار (١) دهیم نشان است کافͬ
آنگاه ͬ گیریم م نظر در را ٩ . ۴ . ۴ قضیه ی باشد. نداشته مزدوج ثابت نقطه   ی F و باشد. برقرار
بنابراین است. تناقض ΁ی (١) شرط که طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ (∂K ×K ∪K × ∂K)

دارد. مزدوج ثابت نقطه   ی F

نرمال فضای روی مزدوج انطباقͬ نقاط مورد در نکاتͬ ۵ . ۴
مخروطͬ

΁متری فضاهای روی ͬ فن ک قضیه ی تعمیم بررسͬ به ۴ . ۴ بخش ادامه ی در بخش این در
ͬ پردازیم. م مخروطͬ

نگاشت ΁ی F : X → ٢Y و هاسدورف ΁توپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .١ . ۵ . ۴ تعریف
F آنگاه ناتهͬ، مقدار با

بسته ی مجموعه ی هر برای اگر است بالایی پیوسته ی نیم F بالایی: پیوسته ی نیم (١)
B ⊆ Y

F−(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B ̸= ∅}

باشد. بسته X در
B ⊆ Y باز مجموعه ی هر برای اگر است پایینͬ پیوسته ی نیم F پایینͬ: پیوسته ی نیم (٢)

F−(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B ̸= ∅}

باشد. باز X در



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ١٠٢
باشد. پایینͬ پیوسته ی نیم هم و بالایی پیوسته ی نیم هم اگر است پیوسته F پیوسته: (٣)

،X روی مخروط نرم ΁ی ∥ · ∥P و جزئͬ مرتب مجموعه ی ΁ی X کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ تعریف
باشد. K نرمال ثابت با نرمال، مخروط روی کامل مخروطͬ نرمال فضای ΁ی X که طوری به

صورت به ∥ · ∥P نگاشت صورت این در
∥ · ∥P : X ×X → E

∥(x١, y١)− (x٢, y٢)∥P = ∥x١ − y١∥P + ∥x٢ − y٢∥P

ͬ شود. م تعریف
نرمال فضای ΁ی X کنید فرض مجموعه: ΁ی به نسبت محدب نگاشت .٣ . ۵ . ۴ تعریف
محدب F : K → ٢X نگاشت به باشند. X محدب ناتهͬ زیر مجموعه ها ی U و K مخروطͬ،

باشیم: داشته λ ∈ [٠, ١] و x, y ∈ K ،u ∈ U هر ازای به اگر ͬ شود. م گفته U به نسبت
∥F (λx+ (١ − λ)y)− u∥P ⪯ λ∥F (x)− u∥P + (١ − λ)∥F (y)− u∥P .

اگر باشد. X مخروطͬ نرمال فضای از محدب زیر مجموعه ی ΁ی K کنید فرض .١ . ۵ . ۴ لم
چنین هم و u ∈ U ،xi ∈ K هر ازای به آنگاه باشد. U به نسبت محدب F : K → ٢X نگاشت

داریم: λi ∈ [٠, ١], i = ١, · · · , n, n ∈ N

∥F (
n∑

i=١
λixi)− u∥P ⪯

n∑
i=١

λi∥F (xi)− u∥P

.∑n
i=١ λi = ١ که طوری به

است. برقرار ٣ . ۵ . ۴ تعریف از استفاده با برهان.
زیر مجموعه ی K و P مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ۵ . ۴ قضیه
اگر باشند. پیوسته G : K → ٢X و F : K ×K → X نگاشت های و ،X فشرده ی محدب ناتهͬ
هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود F (K ×K) به نسبت H : K → ٢X محدب نگاشت

باشیم: داشته x, y ∈ K

∥G(x)− F (x, y)∥P ⪯ ∥H(x)− F (x, y)∥P (٧ . ۴)
که طوری به (x٠, y٠) ∈ K ×K دارد وجود آنگاه

∥G(x٠)− F (x٠, y٠)∥P + ∥G(y٠)− F (y٠, x٠)∥P
= inf

(x,y)∈K×K
{∥H(x)− F (x٠, y٠)∥P + ∥H(y)− F (y٠, x٠)∥P }.



١٠٣ مخروطͬ نرمال فضای روی مزدوج انطباقͬ نقاط مورد در نکاتͬ
دارد وجود آنگاه باشند. پوشا نگاشت H : K → ٢K و G : K → ٢K اگر این بر علاوه

که طوری به (x٠, y٠) ∈ K ×K

∥G(x٠)− F (x٠, y٠)∥P + ∥G(y٠)− F (y٠, x٠)∥P
= inf

(x,y)∈K×K
{∥x− F (x٠, y٠)∥P + ∥x− F (y٠, x٠)∥P }.

صورت به (z, t) ∈ K ×K هر ازای به را S : K ×K → ٢K×K نگاشت برهان.
S(z, t) = {(x, y) ∈ K ×K : ∥G(x)− F (x, y)∥P + ∥G(y)− F (y, x)∥P

⪯ ∥H(z)− F (x, y)∥P + ∥H(t)− F (y, x)∥P }

داریم: (٧ . ۴) به توجه با حال کنید. تعریف
(z, t) ∈ S(z, t).

است. ناتهͬ S(z, t) ،(z, t) ∈ K ×K هر ازای به رو این از
S(z, t) ،(z, t) ∈ K × K هر ازای به نتیجه در هستند. پیوسته G و F نگاشت های آنجایی از

است. بسته
،(z, t) ∈ K × K هر ازای به آنگاه است فشرده مجموعه ی K × K که آنجایی از چنین هم

است. KKM نگاشت S که ͬ دهیم م نشان است. فشرده S(z, t)

هر ازای به خلف) (فرض کنید فرض
(zi, ti) ∈ K ×K, i ∈ {١, · · · , n}

دارد وجود
(z٠, t٠) ∈ co{(z١, t١), . . . , (zn, tn)}

که طوری به
(z٠, t٠) /∈

n∪
i=١

S(zi, ti). (٨ . ۴)

که طوری به دارد وجود {λi ≥ : ٠ i ∈ {١, · · · , n}} محدب پوسته ی تعریف به توجه با اکنون
(z٠, t٠) =

n∑
i=١

λi(zi, ti) و
n∑

i=١
λi = ١

داریم: است، F (K ×K) به نسبت محدب H که آنجایی از
∥H(z٠)− F (z٠, t٠)∥P ⪯

n∑
i=n

λi∥H(zi)− F (z٠, t٠)∥P

∥H(t٠)− F (t٠, z٠)∥P ⪯
n∑

i=n

λi∥H(ti)− F (t٠, z٠)∥P .



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ١٠۴
داریم: ،i ∈ {١, · · · , n} هر ازای به (٨ . ۴) به توجه با دی·ر عبارت به

∥G(z٠)− F (z٠, t٠)∥P + ∥G(t٠)− F (t٠, z٠)∥P
≻ ∥H(zi)− F (z٠, t٠)∥P + ∥H(ti)− F (t٠, z٠)∥P .

آنگاه
∥G(z٠)− F (z٠, t٠)∥P + ∥G(t٠)− F (t٠, z٠)∥P

≻
n∑

i=n

λi∥H(zi)− F (z٠, t٠)∥P +

n∑
i=n

λi∥H(ti)− F (t٠, z٠)∥P

⪰ ∥H(z٠)− F (z٠, t٠)∥P + ∥H(t٠)− F (t٠, z٠)∥P .

طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ K×K ٣ . ۴ . ۴ قضیه ی از استفاده با است. (٧ . ۴) با تناقض این
داریم: (x, y) ∈ K ×K هر ازای به که

(x٠, y٠) ∈ S(x, y).

بنابراین
∥G(x٠)− F (x٠, y٠)∥P + ∥G(y٠)− F (y٠, x٠)∥P
= inf

(x,y)∈K×K
{∥H(x)− F (x٠, y٠)∥P + ∥H(y)− F (y٠, x٠)∥P }.

دست به مزدوج انطباقͬ نقاط برای ١ . ۵ . ۴ قضیه ی از نتیجه،  ΁ی عنوان به زیر نتیجه ی
ͬ آید. م

زیر مجموعه ی K و P مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ۵ . ۴ نتیجه
پیوسته G : K → ٢X و F : K×K → X نگاشت های اگر چنین هم ،X فشرده ی محدب ناتهͬ
به باشد داشته وجود F (K × K) به نسبت H : K → ٢X پوشا محدب نگاشت اگر و باشند.

باشیم: داشته x, y ∈ K هر ازای به که طوری
∥G(x)− F (x, y)∥P ⪯ ∥H(x)− F (x, y)∥P

که طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ K ×K آنگاه
F (x٠, y٠) ∈ G(x٠) و F (y٠, x٠) ∈ G(y٠).

زیر مجموعه ی K و P مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی X کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ نتیجه
΁ی F آنگاه باشد. پیوسته F : K ×K → X نگاشت اگر چنین هم ،X فشرده ی محدب ناتهͬ

که طوری به دارد وجود (x٠, y٠) ∈ K ×K یا دارد. مزدوج ثابت نقطه ی
F (x٠, y٠) = x٠ و F (y٠, x٠) = y٠.



١٠۵ مخروطͬ نرمال فضای روی مزدوج انطباقͬ نقاط مورد در نکاتͬ
است. برقرار نتیجه ١ . ۵ . ۴ قضیه ی بردن کار به با و G(x) = {x} کنید فرض برهان.

زیر مجموعه ی K و P مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی X کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ قضیه
اگر حال باشند. پیوسته g : K → K و f : K → X نگاشت های و ،X فشرده ی محدب ناتهͬ
به که طوری به f(K) به نسبت h : K → K پوشا محدب شبه تقریباً نگاشت باشد داشته وجود

باشیم: داشته x ∈ K هر ازای
∥g(x)− f(x)∥P ⪯ ∥h(x)− f(x)∥P (٩ . ۴)

که طوری به x٠ ∈ K دارد وجود آنگاه
∥g(x٠)− f(x٠)∥P = inf

x∈K
∥x− f(x٠)∥P .

صورت به z ∈ K هر ازای به را S : K → ٢K نگاشت برهان.
S(y) = {x ∈ K : ∥g(x)− f(x)∥P ⪯ ∥h(y)− f(x)∥P }

داریم: (٩ . ۴) به توجه با صورت این در کنید. تعریف
z ∈ S(z)

است. ناتهͬ S(z) ،z ∈ K هر ازای به رو این از
است. بسته S(z) ،z ∈ K هر ازای به آنگاه هستند. پیوسته g و f نگاشت های که آنجایی از

است. فشرده S(z) ،z ∈ K هر ازای به آنگاه است،  فشرده مجموعه ی K چون چنین هم
است. KKM نگاشت S ͬ دهیم م نشان حال

هر ازای به خلف) (فرض کنید فرض
zi ∈ K, i ∈ {١, · · · , n}

دارد وجود
z٠ ∈ co{z١, · · · , zn}

که طوری به
z٠ /∈

n∪
i=١

S(zi) (١٠ . ۴)

که طوری به دارد وجود {λi ≥ ٠ : i ∈ {١, · · · , n}} محدب،  پوسته ی تعریف به توجه با
z٠ =

n∑
i=١

λizi و
n∑

i=١
λi = ١

داریم: است f(K) به نسبت محدب شبه تقریباً h که آنجایی از
∥h(z٠)− f(z٠)∥P ⪯ sup

i
∥h(zi)− f(z٠)∥P .



فضاها این روی تقریب بهترین و مخروطͬ نرمال فضاهای ١٠۶
داریم: i ∈ {١, · · · , n} هر ازای به (١٠ . ۴) به توجه با دی·ر عبارت به
∥g(z٠)− f(z٠)∥P ≻ ∥h(zi)− f(z٠)∥P

آنگاه
∥g(z٠)− f(z٠)∥P ≻ sup

i
∥h(zi)− f(z٠)∥P ≻ ∥h(z٠)− f(z٠)∥P .

است. (٩ . ۴) با تناقض ΁ی این
طوری به دارد وجود x٠ ∈ K (H(x) = {h(x)}دادن قرار (با ،٣ . ۴ . ۴ قضیه ی از استفاده با حال

داریم: x ∈ K هر ازای به بنابراین .x٠ ∈ S(x) ،x ∈ K هر ازای به که
∥g(x٠)− f(x٠)∥P = inf ∥x− f(x٠)∥P .

زیر مجموعه ی K و P مخروط روی مخروطͬ نرمال فضای ΁ی X کنید فرض .٣ . ۵ . ۴ نتیجه
اگر حال باشند. پیوسته g : K → K و f : K → X نگاشت های و ،X فشرده ی محدب ناتهͬ
به که طوری به باشد داشته وجود f(K) به نسبت h : K → K پوشا محدب شبه تقریباً نگاشت

باشیم: داشته x ∈ K هر ازای
∥g(x)− f(x)∥P ⪯ ∥h(x)− f(x)∥P

که طوری به دارد وجود x٠ ∈ K آنگاه
g(x٠) = f(x٠).
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Aabstract

The theory of the best approximation simultaneously in various branches of mathematics, in-
cluding optimization, numerical analysis and ... Work is done. A simple example of this is to find
points from a set that has the least distance from a point in space.

This thesis describes the concept of best approximation in several different spaces and its re-
lations with convex analysis, and cones.
Keywords: Best approximation, Cone, normal cone, Convex cone, Convex set, Cone metric space,
Cone normed space.
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