




ریاضͬ علوم دانش΄ده

مالͬ ریاضیات گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

انتخاب برای ریاضͬ برنامه ریزی روش معاملهی هزینه های با بهینه پرتفوی
ͬ راد صادق الهام نگارنده:

راهنما استادان

ناظمͬ علیرضا میرلوحͬدکتر مجتبی سید دکتر

١٣٩۶ بهمن









تقدیم:
تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان ش΄ر

برسانم. پایان به را پایان نامه این
از که فرشته ای دو آن مهربانم مادر و بزرگوار پدر به تقدیم
خود و خریدند جان به را ͬ ها سخت گذشتند، خواسته هایشان
جای·اهͬ به من تا کردند ناملایمات و مش΄لات بلای سپر را

برسم. ایستاده ام آن در اکنون که
خورشیدی ͬ آورم م کم هم باز ͬ گویم م هرچه تو از پدر ای
را نازم ناامیدی ها در و گرفتم جان روشنایی ات از و شدی
خسته ات دستان حاصل اکنون شوق از کردی لبریزم و کشیدی
دنیا و دارم را که تو ͬ گویم م تبری خودم به شد موفقیتم رمز

..... ندارد را تو مثل بزرگیش همه با
مهربان روح ای کشیدن نفس زیبای شوق ای مادر، ای تو و
وجود تمام با را غم ها و شدی شادی هایم رنگ تو ͬ ام هست
تا خریدی جان به را ͬ ها خستگ عمری و کردی دور من از

بچشانͬ من به را پیروزی خوش طعم توانستͬ اکنون
به بهشتم باغ کلید فردا و شماست امید به من هستͬ امروز

شماست. رضای
ز





ط

سپاس گزاری...

استاد عنوان به ناظمͬ علیرضا دکتر آقای جناب اندیشمند و فاضل استاد راهنمایی های و زحمات از
همواره که دوم راهنما استاد عنوان به میرلوحͬ مجتبی سید دکتر آقای جناب همچنین و اول راهنما

دارم. را تش΄ر کمال داده اند، قرار خود محبت و لطف مورد را نگارنده

ͬ راد صادق الهام
١٣٩۶ بهمن





نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی ͬ راد صادق الهام اینجانب
با بهینه پرتفوی انتخاب برای ریاضͬ برنامه ریزی روش ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، معامله هزینه های
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

ͬ راد صادق الهام
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ک





چ΄یده

بهینه سازی مسائل از رده ای حل برای عصبی شب΄ه های مبنای بر عددی روش ی پایان نامه این در
مورد بهینه سازی مسأله برای را بهینگͬ شرایط ابتدا کار این برای ͬ دهیم. م ارائه مالͬ ریاضیات در
نقطه که ͬ کنیم م ثابت ͬ کنیم. م طراحͬ آن با متناظر عصبی شب΄ه مدل ی سپس ͬ نویسیم. م نظر
پایه ای مناسب، لیاپانوف تابع ی ارائه با است. اصلͬ مسأله بهینه جواب متناظر عصبی شب΄ه تعادل
و ریاضͬ در مالͬ مفاهیم از تعاریفͬ ابتدا در ͬ کنیم. م اثبات را شده ارائه مدل سراسری هم·رایی و
برای را عصبی شب΄ه روش ی ادامه در ͬ دهیم. م ارائه را عصبی شب΄ه های و بهینه سازی از مقدماتͬ
آخر در و ͬ دهیم م ارائه معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی مسائل حل

ͬ دهیم. م ارائه تصادفͬ محدودیت های تحت پرتفوی بهینه سازی مسائل حل برای دقیق روش ی

تصادفͬ. محدودیت های عصبی، شب΄ه معامله، هزینه های مرزکارایی، پرتفوی، کلیدی: کلمات

م





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

اول مقاله .١
دوم مقاله .٢

س
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١ فصل
مالͬ اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١ . ١
است. شده آورده مختصر طور به بعد فصل های در نیاز مورد تعاریف فصل این در

مالͬ مفاهیم و تعاریف ١ . ١ . ١
استقراضͬ فروش

آن ها باید بنابراین ندارد. را اوراقͬ چنین که کسͬ به وسیله است بهادار ارواق فروش استقراض١ͬ فروش
قیمت کاهش از فروشنده که ͬ شود م باعث فرم این به فروش دهد. تحویل خریدار به و ب·یرد قرض را
نماید. پرداخت را خود بدهͬ و خریداری را اوراق آینده زمان در باید فروشنده ببرد. سود آینده در اوراق

سرمایه سبد
فرد از اعم سرمایه گذار ی توسط شده سرمایه گذاری دارایی های ترکیب معنͬ به (پرتفوی)٢، سرمایه سبد
سرمایه گذار مالͬ و حقیقͬ دارایی های کامل مجموعه سرمایه، سبد ی فنͬ، لحاظ به است. موسسه یا

ͬ گیرد. م بر در را
١Short-Selling
٢Portfolio

١



مالͬ اولیه مفاهیم و مقدمه ٢

بازده ١ . ١ . ٢
است. شده آورده [١] از بخش این مطالب

سرمایه گذاری برای پاداش و کند مͬ انگیزه ایجاد که است محرکͬ نیروی سرمایه گذاری فرایند در بازده
است. مطلوب بازده کسب سرمایه گذاری هدف تمام که چرا شود مͬ محسوب

است. شده کسب که است بازده ای یا است، شده ͽواق که است بازده ای یافته، تحقق بازده .١ . ١ . ١ تعریف
است. شده ͽواق و پیوسته وقوع به که است ای بازده یافته تحقق بازده ͽواق در

دارند انتظار سرمایه گذاران که دارایی ی تخمینͬ بازده از عبارتست انتظار، مورد بازده .١ . ١ . ٢ تعریف
برآورده دارد احتمال است، همراه اطمینان عدم با انتظار مورد بازده آورند. بدست آینده دوره ی در

نشود. برآورده اینکه یا و شود
بازده سهام بالقوه بازده برای احتمال توزیع بودن معلوم با سهم، هر انتظار مورد بازده .١ . ١ . ٣ تعریف

آید: مͬ بدست زیر بصورت و شده داده نشان E(R) با انتظار مورد

E(Ri) =
m∑

k=١
(pk)PRk,

است. آن وقوع احتمال Pk و سهم ی بالقوه بازده PRk و iام دارایی دهنده نشان Ri آن در که
پورتفوی: انتظار مورد بازده .۴ . ١ . ١ تعریف

مورد بازده باشد، xi آن در iام دارایی وزن که باشیم داشته دارایی N با سرمایه سبد صورتی΄ه در
شود: مͬ محاسبه زیر صورت به و دهیم مͬ نشان E(Rp) با پورتفوی انتظار

E(Rp) =
N∑
i=١

xiE(Ri),

به سرمایه ”میانگین استهلاک”به کسر از پس ”سود نسبت درصد محاسبه از بازده نرخ .۵ . ١ . ١ تعریف
یا اقتصادی بنگاه های کارایی سنجش برای مالͬ نسبت های از ی΄ͬ بازده، نرخ آید. مͬ رفته”بدست کار

است. سرمایه گذاری های طرح

ریس ١ . ١ . ٣
است. [٢۶] از آمده، بخش این در که مفاهیمͬ

معرض در باید دهد افزایش را انتظارش مورد بازده بخواهد سرمایه گذار اگر سرمایه بازار ی در
مفهوم شود مͬ تعریف خوبی به سودآوری و انتظار مورد بازده حالی΄ه در ب·یرد. قرار بیشتری ریس

است. مبهم شود مͬ اندازه گیری چ·ونه اینکه و ریس
بخشیدن تنوع با و است ریس΄ͬ سرمایه گذاری که شود مͬ گفته مالͬ سرمایه گذاری های در معمولا˟
همه دادن قرار سرمایه گذاری در ͽواق در داد. کاهش را خطر و ریس این توان مͬ سرمایه گذاری به



٣ مقدمه

اما گردد. برمͬ ریس مفهوم به ادعاهایی چنین باشد. ساز خطر تواند مͬ سبد ی در مرغ ها تخم
احساس را خطر است مم΄ن سرمایه گذاران ندارد. وجود ریس اندازه گیری نحوه مورد در توافقͬ هیچ
از که تعاریفͬ میان در دارد. وجود کمͬ توافق کنند اندازه گیری را آن چ·ونه اینکه مورد در ولͬ کنند

یافت: را زیر مفاهیم توان مͬ دارد وجود ریس
رفتن” دست از احتمال معرض در گرفتن ‐”قرار

خطرناک” احتمال یا خطر ی”‐
دادن” دست از احتمال یا ‐”خطر

دادن” دست از احتمال از ای ‐”درجه
بدهد” دست از است مم΄ن بیمه شرکت که ‐”مبلغͬ

ی به بتوان که هستیم ریس شاخص ی بدنبال ما زیرا است. دشوار بسیار ریس تعریف
باشند. رسیده توافق به سرمایه گذاران همه آن در و داد اختصاص مشخص سرمایه گذاری

کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را ریس΄ͬ موقعیت تعریف
فرض باشد. داشته وجود مالͬ خروجͬ ی از بیش آن در که است ریس΄ͬ موقعیت دارای دارایی ی
که باشند p(xi) وقوع احتمال با نظر مورد دارایی های خروجͬ xn, . . . , x٢, x١ کنیم
احتمال با xj مشاهده ی حداقل موقعیت این در که داشت توجه باید ٠است. < p(xi) < ١
سرمایه گذاری دارایی ی برای اگر تعریف این طبق ͽواق در داشت. خواهد وجود ٠ < p(xj) < ١
است. ریس΄ͬ سرمایه گذاری این آنگاه باشد، داشته وجود (بازدهͬ) خروجͬ چندین وقوع احتمال شده
سرمایه گذاری هر و باشد p(x) آن وقوع احتمال و x سرمایه گذاری ی خروجͬ کنیم فرض دی·ر بیان به
داشته p(x) = ١ احتمال با خروجͬ ی فقط سرمایه گذاری ی اگر شود. مشخص (x, p(x)) بصورت
برای ٠ < p(x) < ١ احتمال با x خروجͬ چندین اگر و است ریس بدون سرمایه گذاری آن آنگاه باشد،

است. ریس΄ͬ گذاری سرمایه ی باشد، داشته xها همه

انتظار٣ مورد مطلوبیت
باشد. مͬ [٢۶] از بخش این در شده ارائه مفاهیم

بیان به کند. مͬ خواستنͬ افراد برای را کالایی که است کیفیتͬ مطلوبیت اقتصاددانان تعریف به
در شود. مͬ حاصل خدمات و کالا مصرف از که کننده مصرف رضایت از است عبارت مطلوبیت دی·ر،

سودمندی. نه است رضایت مطلوبیت، کلمه ͽواق
سرمایه گذاری ریس اندازه گیری مقابل در سرمایه گذاری، ی در درست تصمیم ی به رسیدن برای
ریس و سودآوری بنابراین دارد. ویژه ای اهمیت نیز سرمایه گذاری سودآوری است، سخت بسیار که
انتخاب برای بسیاری گزینه های با سرمایه گذاران شود. گرفته نظر در سرمایه گذاری فرآیند در دو هر باید
برای معیارهایی سرمایه گذاری، بازده و ریس مقایسه منظور به هستند. مواجه خود سرمایه سبد

است. نیاز مورد تصمیم گیری
انتظار مورد مطلوبیت ابزار شود، مͬ استفاده درست تصمیم گیری به رسیدن در که معیارهایی از ی΄ͬ

٣Expected Utility
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مͬ ترجیح کمتر ثروت به را بیشتر ثروت او مثلا است، منطقͬ سرمایه گذار کند مͬ فرض ابزار این است.
دهد.

است. متفاوت های سرمایه گذاری بندی رتبه برای بهینه معیار انتظار مورد مطلوبیت .۶ . ١ . ١ قضیه
مطلوبیت از L١بیشتر سرمایه گذاری ی از انتظار مورد مطلوبیت اگر کند مͬ بیان قضیه این ͽواق در

.(L١ ≻ L٢) دهد مͬ ترجیح L٢ بر را L١ سرمایه گذار باشد، L٢ سرمایه گذاری برای انتظار مورد
فرض دارد. انتظار مورد مطلوبیت با ارتباطͬ چه نتیجه این که دهیم مͬ ͺپاس سوال این به حال
دی·ر بر بالاتر انتظار مورد مطلوبیت با سرمایه گذاری باشد. U(Ai) مطلوبیت ،Ai پیشامد برای کنیم

یعنͬ: شود. مͬ داده ترجیح سرمایه گذاری ها
L١ ≻ L٢ ⇐⇒

∑
piU(Ai) ≡ EL١U(x) >

∑
qiU(Ai) ≡ EL٢U(x),

مورد مطلوبیت دهنده نشان ترتیب به E(L٢) و E(L١) و مم΄ن ͬ های خروج دهنده نشان x ∈ Ai که
پس است گوناگون ͬ های خروج برای سرمایه گذار اولویت دهنده نشان U(Ai) است. L٢ و L١ از انتظار
مطلوبیت تابع دهنده نشان U(Ai) بنابراین است. Ai با متناظر مطلوبیت دهنده نشان گفت: توان مͬ

است. سرمایه گذار
L٢ سرمایه گذاری از بیشتر L١ سرمایه گذاری از انتظار مورد مطلوبیت اگر کردیم ثابت بالا قضیه طبق
شود داده ترجیح L٢ بر L١ سرمایه گذاری اگر شود. مͬ داده ترجیح L٢ بر L١ سرمایه گذاری باشد،

بطوری΄ه: دارد وجود U١ نزولͬ غیر تابع پس ،(L١ ≻ L٢)

EL١U١(x) > EL٢U١(x),

سرمایه گذار برای و (L١ ≻ L٢) سرمایه گذار ی برای است مم΄ن که، داشت توجه نکته این به باید فقط
که دوم سرمایه گذار برای U٢ دی·ر نزولͬ غیر تابع که دهد مͬ نشان مسأله این باشد. (L٢ ≻ L١) دی·ر

بطوری΄ه: دارد. وجود است داده ترجیح L١ بر را L٢

EL٢U٢(x) > EL١U٢(x),

شود. مͬ نامیده مطلوبیت تابع نزولͬ غیر تابع این که
سرمایه گذارها سرمایه گذاری مطلوبیت دهنده نشان تابع این چرا که ͬ دهیم م ͺپاس سوال این به حال
عقیده هم U(Ai) مقدار روی بر سرمایه گذاران همه که ͬ کنیم م توجه سوال این به ͺپاس برای است.
ی ترجیحات زیرا دارد، وجود ٠ ≤ U(Ai) ≤ ١ که U(Ai) تابع سرمایه گذاران همه برای اما نیستند،
دهنده نشان و شود مͬ نامیده مطلوبیت تابع که دارد، فرق دی·ر سرمایه گذار ترجیحات از سرمایه گذار
سرمایه گذار برای دی·ر نقطه با آن روی نقطه هر که (منحنͬ تفاوتͬ بی منحنͬ کننده منعکس و عمل΄رد

است. ندارد) فرقͬ

کارایی مرز ۴ . ١ . ١
ی در را ریس حداقل یا و ریس از معین سط ی در را بازدهͬ حداکثر که است پورتفویی کارا مرز
با هایی) (پورتفوی واحدهایی از متش΄ل کارایی، مرز ͽواق در کند. مͬ ایجاد بازدهͬ از معین سط



۵ مقدمه

مرز روی بر که پورتفوی هر هاست. داده بیرونͬ حد کارا مرز ریاضͬ لحاظ از است. ی کارایی اندازه
سایر با مساوی بازدهͬ نرخ با ریس کمترین یا و برابر ریس با بازدهͬ نرخ بیشترین دارای باشد کارا

است. دارند قرار کارایی مرز پایین که هایی پورتفوی
مͬ کارا مرز روی بر ای نقطه به ریس با برخوردشان نحوه و مطلوبیت تابع براساس گذاران سرمایه
تمام ندارد. برتری مرز، این روی بر ها پورتفوی سایر به نسبت کارا مرز روی بر پورتفویی هیچ رسند.
انتظار مورد بازدهͬ نرخ ،ریس افزایش با که هستند متفاوت ریس و بازدهͬ دارای ها پورتفوی این

یابد. مͬ افزایش نیز آنها

کارایی مرز نمودار :١ . ١ ش΄ل

سه هر که است معنͬ بدان این دارند. قرار کارا مرز روی بر C و B ، A پورتفوی های فوق نمودار در
ندارند. برتری دی·ری بر هیچ΄دام و هستند کارا فوق پورتفوی

را سهام یا دارایی ی ͬ توان م سرعتͬ چه با که دارد اشاره موضوع این به نقدشوندگͬ .١ . ١ . ٧ تعریف
و خریداران و باشد بیشتر بازار در سهم ی معاملات میزان هرقدر فروخت. بازار در واقعͬ قیمت به
ی بتوان اگر به عبارت دی·ر است. بیشتر آن نقدشوندگͬ کنند، معامله را سهم آن بیشتری فروشندگان
عرضه قابلیت و دارایی آن شوندگͬ نقد کرد، تبدیل نقد وجه به دردسر بدون و بالایی سرعت با را دارایی

است. بیشتر بازار در آن فروش و

کارگزار بانک، قبیل از مالͬ واسطه به دستمزد عنوان به که هزینه ای معامله: هزینه های .١ . ١ . ٨ تعریف
معاملاتͬ هزینه های خدمات. یا کالا مبادله به مربوط هزینه دی·ر عبارت به ͬ شود م پرداخت بیمه گذار یا
رسانͬ اطلاع هزینه های قانونͬ، هزینه های ارتباطͬ، هزینه های شود: مͬ شامل را گسترده ای طیف
هم نقل و حمل هزینه های شامل است مم΄ن همچنین و غیره، و دوام، و کیفیت قیمت، یافتن برای

شوند.
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مقدمات ١ . ٢
شده آورده شده، استفاده آن از پایان نامه این در که بهینه سازی قضایای و مفاهیم از برخͬ بخش این در

است.

محدب بهینه سازی مسائل ١ . ٢ . ١
شده آورده [۴] از آن حل برای کافͬ و لازم وشرایط محدب بهینه سازی مسائل از مفاهیمͬ بخش این در

است.

هرگاه: گوییم محدب مجموعه ی ی را X ⊂ Rn محدب۴. مجموعه ی .١ . ٢ . ١ تعریف

∀a, b ∈ X ⇒ [a, b] ⊂ X,

آن در که

[a, b] = {x ∈ Rn | x = λa+ (١ − λ)b, ٠ ≤ λ ≤ ١}.

در باشد. غیرتهͬ و محدب مجموعه ی ی X ⊂ Rn کنید فرض محدب۵. تابع .١ . ٢ . ٢ تعریف
: هرگاه گوییم محدب تابع ی را f : X −→ R تابع این صورت

f(λx+ (١ − λ)y) ≤ λf(x) + (١ − λ)f(x), x, y ∈ X,

.٠ ≤ λ ≤ ١ آن در که

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به محدب برنامه ریزی مساله ی محدب۶. برنامه ریزی مساله ی .١ . ٢ . ٣ تعریف
(CP ) min f(x)

subject to gi(x) ≤ ٠, i = ١, ...,m,

Ax = b,

x ∈ X,

(١ . ١)

توابعͬ gi و f و gi : Rn −→ R ،f : Rn −→ R و مساله تصمیم گیری متغیر x ∈ Rn آن در که
توابع مشتق و b = [bi]p×١ و A = [aij]p×n همچنین است. محدب مجموعه ی ی نیز X و محدب

ͬ باشد. م پیوسته f و gi
۴ Convex Set
۵Convex Function
۶Convex Programming



٧ مقدمات

تعریف زیر ش΄ل به دو درجه برنامه ریزی مساله ی دو٧. درجه برنامه ریزی مساله ی .۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م

(QP ) min f(x) =
١
٢x

TQx+DTx

subject to Ex ≤ d,

Ax = b.

(١ . ٢)

مساله ی آنگاه باشد، مثبت نیمه معین ماتریس Q دو درجه برنامه ریزی مساله ی در اگر .۵ . ١ . ٢ قضیه
بود. خواهد محدب برنامه ریزی مساله ی ی (QP ) دوی درجه

ب·یرید: نظر در را زیر برنامه ریزی مساله ی منظم٨. نقطه ی .۶ . ١ . ٢ تعریف
(P ) min f(x)

subject to gi(x) ≤ ٠ i = ١, ...,m,

hj(x) = ٠ j = ١, ..., p.

ͬ کنیم: م تعریف زیر ش΄ل به را A(x) مجموعه ی

A(x) = {i | gi(x) = ٠}.

ی را ͬ کند م صدق gi(x) ≤ ٠ و hj(x) = ٠ محدودیت های در که x∗ نقطه ی این صورت در
.i ∈ A(x∗) آن در که باشند خطͬ مستقل ∇gi(x∗) و ∇hj(x∗) هرگاه گویند منظم نقطه ی

و شدنͬ نقطه ی x∗ کنید فرض (K.K.T (شرایط اول درجه بهینگͬ لازم شرط .١ . ٢ . ٧ قضیه
نیز محدودیت ها منظم نقطه ی x∗ آن بر علاوه و باشد (P ) مساله ی برای مینیمم نقطه ی همچنین

که: به طوری دارند وجود µ ∈ Rp و λ ∈ Rm مانند بردارهایی این صورت در باشد،
∇f(x∗) +∇h(x∗)Tλ+∇g(x∗)Tµ = ٠,

µ ≥ ٠,

µTg(x∗) = ٠.

(١ . ٣)

هستند. کافͬ و لازم ١ . ٢ . ٧ قضیه ی شرایط ،(١ . ١) محدب برنامه ریزی مساله ی برای .١ . ٢ . ٨ قضیه

دینامی΄ͬ سیستم های ١ . ٢ . ٢
جواب وجود ی·انگͬ و وجود اساسͬ قضیه ی و نموده معرفͬ را دینامی΄٩ͬ سیستم های بخش این در

ͬ نماییم. م ارائه را پایداری به مربوط وقضایای اولیه مقدار مساله ی
٧Quadratic Programming
٨Regular Point
٩Dynamical Systems
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مقدمات
ب·یرید: نظر در را زیر ش΄ل به دیفرانسیل معادله ی دستگاه

dx

dt
= f(x(t), t), (۴ . ١)

دستگاهͬ .چنین ͬ شود م نامیده ١١ حرکت یا حالت١٠ یا وضعیت بردار x(t) = [xi(t)]
T ، t ≥ ٠ آن در که

ضابطه ی در آش΄ار به طور t متغیر که معنͬ این به است. ١٢ غیرخودگردان یا زمان به وابسته دستگاه ی
ͬ شود. م ظاهر f

عبارتͬ به نباشد وابسته t به صریح به طور fi اگر
dx

dt
= f(x(t)) (۵ . ١)

نامند. زمان از مستقل یا ١٣ خودگردان را سیستم دراین صورت
سیستم ی ͬ کند، م تغییر زمان تغییر با آن وضعیت بردار که دیفرانسیلͬ معادله ی دستگاه چنین به
ͬ کنیم. م استفاده زمان به نسبت x مشتق نمایش برای ẋ(t) نماد از ادامه ی در ͬ شود. م گفته دینامی΄ͬ
کنید فرض .[٣٨] اولیه) مقدار مساله ی جواب وجود ی·انگͬ و وجود اساسͬ (قضیه ی .١ . ٢ . ٩ قضیه
Rn روی پیوسته به طور تابعͬ fi هر کنید فرض و باشد x٠ نقطه ی شامل و Rn از بازی زیرمجموعه ی E
مقدار مساله ی ،a ∈ R که a > ٠ هر ازای به این صورت در ،fi ∈ C١(R) عبارتͬ به یا است مشتق پذیر

دارد: x(t) ی·انه ی جواب [−a, a] بازه ی روی زیر ẋ(t)اولیه ی = f(x(t)),

x(t٠) = x٠.

ساکن نقطه ی تعادل، نقطه ی را دینامی΄ͬ(١ . ۵) سیستم جواب .[٣٨] تعادل١۴ نقطه ی .١ . ٢ . ١٠ تعریف
از جوابی بحرانͬ نقطه ی لذا .f(xe) = ٠ هرگاه ، ͬ دهیم م نشان xe با و ͬ نامیم م بحرانͬ نقطه ی یا

ͬ باشد. م زمان از مستقل که است ẋ(t) = f(x(t)) سیستم
هرگاه ͬ شود م نامیده پایدار نقطه ی ،xe ساکن نقطه .[٣٨] پایداری١۵ .١ . ٢ . ١١ تعریف

∀ε ≥ ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x(t٠)− xe∥ < δ =⇒ ∥x(t)− xe∥ < ε ∀ t ≥ t٠.

باشد پایدار هرگاه است پایدار مجانبی به طور xe ساکن نقطه مجانبی١۶[٣٨]. پایداری .١ . ٢ . ١٢ تعریف
تر روشن را پایدار به طورمجانبی ساکن ونقطه ی پایدار ساکن مفهوم ١ . ٢ ش΄ل . limt→∞ x(t) = xe و

ͬ کند. م
١٠State Vector
١١Motion
١٢Nonautonomous
١٣Autonomous
١۴equilibrium
١۵ stability
١۶asymptotic stability



٩ مقدمات

پایدار مجانبی بطور ساکن نقطه ی و پایدار ساکن نقطه ی میان تفاوت :١ . ٢ ش΄ل

نقطه پایداری و لیاپانف نظریه ی
ͬ  شناسیم. م دینامی΄ͬ سیستم های پایداری تحلیل مورد در که است هایی روش بهترین از ی΄ͬ لیاپانف روش
کافͬ شرط روش این است. استفاده قابل مرتبه ای هر از غیرخطͬ و خطͬ سیستم های برای روش این
حل بدون عبارتͬ به ͬ دهد. م را غیرخطͬ دینامی΄ͬ سیستم ی ساکن نقطه ی مجانبی پایداری برای

کرد. بررسͬ را غیرخطͬ سیستم ساکن نقطه ی پایداری ͬ توان م سیستم، وضعیت معادلات

تعیین آنها خواص که باشند داشته وجود مسیر به وابسته توابعͬ است مم΄ن که کرد پیشنهاد لیاپانف
برای انرژی تابع به عنوان تابعͬ چنین خیر. یا ͬ شود م هم·را ساکن نقطه ی ی به مسیر آیا که ͬ کند م

است. معروف نیز لیاپانف تابع به که ͬ شود م گرفته نظر در دینامی΄ͬ سیستم

به طور دینامی΄ͬ سیستم ی بحرانͬ یا ساکن نقطه ی که ͬ کند م بیان مختصر به طور لیاپانف قضیه ی
باشد. داشته وجود نقطه این همسای·ͬ در لیاپانف تابع ی هرگاه است پایدار مجانبی

صدق زیر شرایط در که است E(x(t)) مانند تابعͬ انرژی تابع یا لیاپانف تابع ی [٣٨] .١ . ٢ . ١٣ تعریف
کند:

.E(x(t)) ∈ C١ عبارتͬ به باشند، پیوسته هم·ͬ آن اول مرتبه ی جزئͬ مشتقات و E(x(t)) (١
.E(xe) = ٠ و E(x(t)) > ٠ ، xe ساکن نقطه ی باز همسای·ͬ در ویژه به E(x(t)) ⩾ ٠ (٢

عبارتͬ: به است، منفͬ زمان به نسبت E(x(t)) تابع مشتق (٣
dE(xe)

dt
=
[
∇x(t)E(x(t))

]T · ẋ(t) =
[
∇x(t)E(x(t))

]T · f(x(t)) < ٠, x ∈ Ω− {xe}

.dE(xe)
dt

= ٠ داریم xe ساکن نقطه ی در و
متناظر لیاپانف تابع ی اگر است پایدار ẋ(t) = f(x(t)) سیستم ساکن نقطه ی [٣٨] .١۴ . ١ . ٢ قضیه

باشد. داشته وجود سیستم این با
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تابع ی اگر است پایدار سراسری طور به ẋ(t) = f(x(t)) سیستم ساکن نقطه ی [٣٨] .١۵ . ١ . ٢ قضیه
. dE(x(t))

dt
< ٠ ،xe ساکن نقطه ی همسای·ͬ ی در و باشد داشته وجود سیستم این با متناظر لیاپانف

پایدار مجانبی به طور الزاماً ولͬ است پایدار xe آنگاه باشد، dE(x(t))
dt

≤ ٠ اگر که ͬ شود م ملاحظه
نیست.

عصبی شب΄ه های و بهینه سازی ١ . ٢ . ٣
اوایل از بهینه سازی در مصنوعͬ) عصبی (شب΄ه های عصبی شب΄ه های کاربرد مورد در بررسͬ و بحث
چون مواردی تا کنون، زمان آن از شده انجام پژوهش های نتایج است. شده آغاز میلادی ١٩٨٠ سال
ͬ گیرد. بر م در را غیر خطͬ برنامه ریزی و هندسͬ برنامه ریزی دوم، درجه برنامه ریزی خطͬ، برنامه ریزی
تابع ی از استفاده بهینه سازی مسائل برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از استفاده در اصلͬ ایده ی
عصبی شب΄ه های مدل های کننده ی بیان دو این که است دینامی΄ͬ سیستم ی و انرژی(نامنفͬ)
معادلات دستگاه ی معمولا˟ شده بیان دینامی΄ͬ سیستم هستند. بهینه سازی مسائل متناظر مصنوعͬ
پایداری نقطه ی آغازین نقطه ی ی برای که ͬ رود م انتظار است. اول مرتبه ی غیر خطͬ دیفرانسیل
باشد. اصلͬ بهینه سازی مساله ی بهینه ی جواب آمده، به دست غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه
در عصبی شب΄ه های از استفاده اساسͬ اصل بهینه سازی، مسائل با متناظر مدل ی برای بنابراین

ͬ شود: م بیان زیر به صورت مسائل اینگونه
آمده به دست غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه تعادل نقطه ی دلخواه، آغازین نقطه ی ی ”برای

برعکس”. و است اصلͬ مساله ی بهینه ی جواب

دوگانͬ مدل های قسمت دو به ͬ توان م را بهینه سازی مختلف مسائل متناظر شده ی مطرح مدل های
مسائل در مهم بسیار نظریه ی دو جریمه ای توابع و دوگانͬ نظریه ی نمود. تقسیم جریمه ای مدل های و
نظریه ی در هستند. حل قابل کلاسی روش دو این مبنای بر مسائل این اکثر که هستند بهینه سازی
نظریه ی در ولͬ ͬ شود، م استفاده نظر مورد مدل معرفͬ برای گرادیانͬ مدل های از معمولا˟ جریمه ای توابع
مساله ی هر با متناظر بتوان اگر ͬ شود. م استفاده مسائل این حل برای اولیه‐دوگان مدل های از دوگانͬ
برآورده را وکافͬ لازم شرایط مساله آن حل برای روش آن که نمود ارائه را مشخصͬ روش بهینه سازی،

بسازیم. نظر مورد مساله ی برای عصبی شب΄ه ی مدل ی روش، آن با متناظر ͬ توان م آنگاه سازد،
اولین برای شده اند. بررسͬ بهینه سازی برای گسترده ای طور به عصبی شب΄ه های گذشته، دهه های در
کار .[۴٧] و دادند[١٩] پیشنهاد خطͬ برنامه ریزی مسائل برای را عصبی شب΄ه های تانک و هاپفیلد بار
برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی مدل های سایر بررسͬ جهت محققان از بسیاری توسط آنها
غیرخطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی ی چوآ[٢۵] و کندی است. شده گرفته الهام
تنها و است متناهͬ جریمه پارامترهای شامل عصبی شب΄ه ی مدل که است شده مشخص دادند. ارائه
اخیر سال های در جریمه، پارامترهای از استفاده از جلوگیری برای ͬ کند. م تولید را تقریبی جواب های

ببینید. را [۵٨] و [۵۵] ،[۵١] ،[۴٨] ،[١۴] ،[٩] است، شده ارائه بسیاری دی·ر روش های



٢ فصل
با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی

معامله هزینه های

مقدمه ٢ . ١
پرتفوی انتخاب در پایه ای نقش ی شد، ارائه مارکوویتز١[٣۵] توسط که اصلͬ میانگین‐واریانس مدل
معین مثبت ماتریس با دوم درجه برنامه ریزی مسأله برای مارکوویتز مدل کلاسی فرمول ͬ کند. م بازی
ͬ شود م پیچیده تر معامله هزینه های گرفتن نظر در با مسأله است. حل قابل چندجمله ای زمان در محدود
بر مستقیم تأثیر معامله هزینه های که است بدیهͬ است. نگرانͬ عامل ی پرتفوی مدیران برای این که
هزینه های گرفتن درنظر با باید بهادار اوراق پرتفوی خالص بازده دارد. شخص سرمایه گذاری عمل΄رد

شود. بررسͬ معامله
پرتفوی ی است مم΄ن معامله هزینه های گرفتن نادیده که کردند مشاهده [٣] واگنر٣ و آرنوت٢
شود. بررسͬ معامله هزینه های گرفتن درنظر با باید پرتفوی خالص بازده بنابراین دهد، نتیجه ناکارآمد
معامله هزینه های کرد. تاکید حقیقت این بر داد، انجام که تحلیل هایی و تجزیه با نیز یوشیموتو۴[۵۶]
مآئو۵[٣۴] مثال عنوان به گرفت، قرار مطالعه مورد کارشناسان از بسیاری توسط پرتفوی بهینه سازی در

١Markowitz
٢Arnott
٣Wagner
۴Yoshimoto
۵Mao



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ١٢

معامله  هزینه های با را مسائل سوبرامانیام١٠ و [٣٩] پاتل٩ ، لوی٨[٣٢] ، برنان٧[۶] ، جاکوب۶[٢٢] ،
معامله هزینه های با را مسائل یوشیماتو و هم΄اران و [٧] چن١٢ ، پوگ١١[۴١] کردند. بررسͬ ثابت
گنوت١٧[١۶] و اینفنگر١۶ دانتزگ١۵[١٠]، ولدمری١۴، مالوی١٣، همچنین کردند. تحلیل و تجزیه متغیر
طور به آن ها کردند. ترکیب دوره ای چند پرتفوی انتخاب مدل های در را معامله هزینه های یونگ١٨ و
برنامه ریزی پیچیده ی مسأله ی ثابت معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب مسأله که معتقدند کلͬ
حل معمولͬ دوم درجه برنامه ریزی روش یه ͬ توان نم را مسأله در پیچیدگͬ چنین زیرا ͬ باشد، م ریاضͬ
زیرا است، موجود پرتفوی و جدید پرتفوی میان تفاوت های از ش΄ل V تابع ی معامله هزینه های کرد.
مطلوبیت تابع در خطͬ تقریب ی اکنون هستند. معامله هزینه های متحمل دو هر اوراق فروش و خرید
حل شیوه های براساس خطͬ برنامه ریزی ال·وریتم ی و ͬ کنیم م معرفͬ پرتفوی واریانس و بازده روی

ͬ دهیم. م ارائه حالت این برای دوم درجه برنامه ریزی

مدل معرفͬ ٢ . ٢
ارائه با ریس بدون دارایی ی و تصادفͬ بازده نرخ ارائه با پرریس دارایی n با سرمایه ای بازار اینجا در
دارایی ی و پرریس دارایی n به را خود سرمایه سرمایه گذار ی یعنͬ ͬ گیریم م درنظر ثابت بازده نرخ

کرد: توصیف زیر صورت به ͬ توان م را پرتفوی ͬ دهد. م اختصاص ریس بدون
دارایی در سرمایه گذاری نسبت xn+١ ؛ i = ١, . . . , n iام، ریس΄ͬ دارایی در سرمایه گذاری نسبت xi
بدون دارایی بازده ١+Rnنرخ i؛ = ١, . . . , n iام، ریس΄ͬ دارایی روی تصادفͬ بازده نرخ ri ریس؛ بدون
σij = cov(ri, rj) i؛ = ١, . . . , n iام، ریس΄ͬ دارایی روی انتظار مورد بازده Riنرخ = E(ri) ریس؛
ki و i = ١, . . . , n iام، ریس΄ͬ دارایی معامله هزینه ci ,i؛ j = ١, . . . , n ، rj و ri بین کوواریانس

.i ≥ ٠, i = ١, . . . , n iام، ریس΄ͬ دارایی نسبت در تغییر هر برای ثابت هزینه
تفاوت از ش΄ل V تابع ی اینجا در را ci معامله هزینه پرولد١٩[۴٠] و یوشیماتو مارکوویتز، فرضیات طبق
نظر در x = (x١, . . . , xn, xn+١) جدید پرتفوی و x٠ = (x٠

١, . . . , x
٠
n, x

٠
n+١) موجود پرتفوی میان

iام ریس΄ͬ دارایی معامله هزینه بنابراین ͬ شود. م بندی فرمول پرتفوی بازده روی صراحت به و گرفته
۶Jacob
٧Brennan
٨Levy
٩Patel

١٠Subrahmanyam
١١ Pogue
١٢Chen
١٣Mulvey
١۴ Vladimirou
١۵Dantzig
١۶Infanger
١٧Gennotte
١٨Jung
١٩Perold



١٣ مدل معرفͬ

شود: داده نشان زیر صورت به ͬ تواند م

ci = ki|xi − x٠
i |, i = ١, . . . , n.

است: زیر بصورت نیز کل معامله هزینه
n∑

i=١
ci =

n∑
i=١

ki|xi − x٠
i |.

ͬ باشند: م زیر صورت به ترتیب به x = (x١, . . . , xn, xn+١) پرتفوی واریانس و انتظار مورد بازده

R(x) =
n+١∑
i=١

Rixi −
n∑

i=١
ki|xi − x٠

i |,

و
σ٢(x) =

n∑
i=١

n∑
j=١

σijxixj.

ͬ شود. م لحاظ (i = ١ . . . , n+ ١ (برای x٠
i = ٠ جدید سرمایه گذار ی برای

واریانس با (که پرتفوی ریس و بیشینه پرتفوی، انتظار مورد بازده R(x) دارد انتظار سرمایه گذار
مسأله صورت به ͬ تواند م پرتفوی انتخاب مسأله ریاضͬ نظر از شود. کمینه ͬ شود) م اندازه گیری V (x)

شود: بندی فرمول زیر هدفه دو برنامه ریزی

(BP )



maximize R(x) =
∑n+١

i=١ Rixi −
∑n

i=١ ki|xi − x٠
i |,

minimize V (x) =
∑n

i=١
∑n

j=١ σijxixj,

subject to
∑n+١

i=١ xi = ١,

xi ≥ ٠, i = ١, . . . , n+ ١,

و پرریس دارایی های میان در کامل طور به سرمایه ی که ͬ دهد م نشان محدودیت اولین آن در که
ͬ کند. م ͽمن را استقراضͬ و مدت کوتاه فروش دی·ر محدودیت و ͬ شود م سرمایه گذاری ریس بدون

انعطاف پذیر کننده بیان این که ͬ کند م صدق (BP) محدودیت هردو در x = (x١, . . . , xn, xn+پرتفوی(١
اگر البته باشد. (BP) از پارتو کارآمد انتخاب اگر کاراست x∗ انعطاف پذیر پرتفوی ͬ باشد. م آن بودن
نابرابری ی حداقل با V (x∗) ≥ V (x) و R(x) ≥ R(x∗) که طوری (به x دی·ر انعطاف پذیر پرتفوی
بیشتر در ͬ شود. م نامیده کارایی مرز کارا، پرتفوی های همه از مجموعه ای باشد. نداشته وجود اکید)

دارد. دلالت انعطاف پذیر پرتفوی به کارا پرتفوی موارد
پرتفوی انتظار مورد بازه R(x) که است پرتفویی کارا پرتفوی هدفه، چند بهینه سازی نظریه به توجه با
از شده داده سط تحت را پرتفوی ریس V (x) یا ͬ کند م بیشینه V̄ واریانس شده داده سط تحت را
نیز زیر مشتق ناپذیر محدب برنامه ریزی مسأله حل با کارایی مرز ͬ کند. م کمینه R̄ انتظار مورد بازده



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ١۴

شود: تولید ͬ تواند م

(Pλ)


maximize (١ − λ)

(∑n+١
i=١ Rixi −

∑n
i=١ ki|xi − x٠

i |
)
− λ

∑n
i=١
∑n

j=١ σijxixj,

subject to
∑n+١

i=١ xi = ١,

xi ≥ ٠, i = ١, . . . , n+ ١.

معیارهای با مرتبط وزن های ترتیب به ١ − λ و λ ͬ کند. م تغییر [٠،١] بازه در λ پارامتر آن در که
λ مقدار بیشترین شود، تفسیر سرمایه گذار گریزی ریس عامل عنوان به ͬ تواند م λ هستند. V و R
زیرا بود خواهد کار محافظه بسیار سرمایه گذار باشد λ = ١ وقتͬ است. سرمایه گذار زیاد گریزی ریس
خود سرمایه گذاری بازده به توجهͬ هیچ و گرفته درنظر را خود سرمایه گذاری ریس تنها مورد دراین
بازده دنبال به تنها که است جرأت با بسیار سرمایه گذار که است معنͬ این به λ = ٠ درمقابل ͬ کند. نم

است. خود سرمایه گذاری
انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ال·وریتم ی و دوم درجه برنامه ریزی مدل ی استخراج برای (Pλ) مسأله

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد کارا پرتفوی ی

مدل بندی فرمول ٢ . ٣
درجه برنامه ریزی حل شیوه ͬ توانیم نم نیست، مشتق پذیر دوم درجه فرم به (Pλ) هدف تابع که آنجا از
مسأله جدید متغیرهای از برخͬ معرفͬ با ͬ توانیم م ما حال، این با ببریم. ب΄ار آن برای مستقیما را دوم

کنیم. فرموله دوم درجه برنامه ریزی مدل ی صورت به را
می·یریم: درنظر را زیر مسأله ،(Pλ) مسأله با تناظر اولین عنوان به

(Pλ)
′


maximize (١ − λ)

(∑n+١
i=١ Rixi − xn+٢

)
− λ

∑n
i=١
∑n

j=١ σijxixj,

subject to
∑n+١

i=١ ki|xi − x٠
i | ≤ xn+٢,∑n+١

i=١ xi = ١, xi ≥ ٠, i = ١, . . . , n+ ١.

به باشد داشته وجود x∗n+٢ اگر تنها و اگر است (Pλ) برای بهینه جواب (x∗١, . . . , x
∗
n+١) .٢ . ٣ . ١ قضیه

باشد. (Pλ)
′ مسأله برای بهینه جواب (x∗١, . . . , x

∗
n+١, x

∗
n+٢) که طوری

باشد. (Pλ) برای بهینه جواب ی (x∗١, . . . , x∗n+١) که کنید فرض برهان.
(Pλ)

′ برای شدنͬ جواب ی (x∗١, . . . , x∗n+١, x
∗
n+٢) پس .x∗n+٢ =

∑n
i=١ ki|x∗i − x٠

i | دهید قرار
(x١, . . . , xn+١, xn+شدنͬ(٢ جواب ی لذا نباشد (Pλ)

′ برای بهینه شدنͬ جواب این کنید فرض حال ͬ باشد. م
که طوری به دارد وجود (Pλ)

′ از



١۵ مدل بندی فرمول

(١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rixi − xn+٢

)
− λ

n∑
i=١

n∑
j=١

σijxixj

> (١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rix

∗
i − x∗n+٢

)
− λ

n∑
i=١

n∑
j=١

σijx
∗
ix

∗
j .

زیرا
n∑

i=١
ki|xi − x٠

i | ≤ xn+٢,
n∑

i=١
ki|x∗i − x٠

i | = x∗n+٢,

داریم

(١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rixi − x−

n∑
i=١

ki|xi − x٠
i |
)
−

n∑
i=١

n∑
j=١

σijxixj

> (١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rix

∗
i −

n∑
i=١

ki|x∗i − x٠
i |
)
−

n∑
i=١

n∑
j=١

σijx
∗
ix

∗
j .

جواب نیز (x١, . . . , xn+١) چون دارد تناقض است بهینه (Pλ) برای (x∗١, . . . , x∗n+١) اینکه با این که
است. (Pλ) برای شدنͬ

(x∗١, . . . , x
∗
n+١) که است واض باشد. (Pλ)

′ بهینه جواب (x∗١, . . . , x
∗
n+١, x

∗
n+٢) کنید فرض برعکس،

(x١, . . . , xn+شدنͬ(١ جواب آنگاه نباشد (Pλ)برای بهینه جواب آن اگر است. (Pλ)برای شدنͬ جواب ی
که طوری به دارد وجود (Pλ) برای

(١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rixi − x−

n∑
i=١

ki|xi − x٠
i |
)
−

n∑
i=١

n∑
j=١

σijxixj

> (١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rix

∗
i −

n∑
i=١

ki|x∗i − x٠
i |
)
−

n∑
i=١

n∑
j=١

σijx
∗
ix

∗
j .

(Pλ)
′ برای شدنͬ جواب ی (x١, . . . , xn+١, xn+٢) پس .xn+٢ =

∑n+١
i=١ ki|xi − x٠

i | کنید فرض
که آنجایی از ͬ باشد. م

n+١∑
i=١

ki|xi − x٠
i | ≤ x∗n+٢

داریم:

(١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rixi − xn+٢

)
− λ

n∑
i=١

n∑
j=١

σijxixj

> (١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rix

∗
i − x∗n+٢

)
− λ

n∑
i=١

n∑
j=١

σijx
∗
ix

∗
j .

است. تناقض در است (Pλ)
′ برای بهینه جواب ی (x∗١, . . . , x∗n+١, x

∗
n+٢) اینکه فرض با این که



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ١۶

کنید فرض حال

d+i =
|xi − x٠

i |+ (xi − x٠
i )

٢ , d−i =
|xi − x٠

i | − (xi − x٠
i )

٢ .

پس

d+i + d−i = |xi − x٠
i |,

d+i − d−i = xi − x٠
i ,

d+i d
−
i = ٠,

d+i ≥ ٠, d−i ≥ ٠,

شود: فرمول بندی زیر مشتق پذیر مسأله معادل ͬ تواند م (Pλ)
′ مسأله بنابراین

(Pλ)
′′



maximize (١ − λ)
(∑n+١

i=١ Rixi − xn+٢

)
− λ

∑n
i=١
∑n

j=١ σijxixj,

subject to
n∑

i=١
ki(d

+
i + d−i ) ≤ xn+٢,

d+i − d−i = xi − x٠
i , i = ١, . . . , n,

d+i d
−
i = ٠, i = ١, . . . , n,

n+١∑
i=١

xi = ١,

d+i ≥ ٠, d−i ≥ ٠, i = ١, . . . , n,

xi ≥ ٠, i = ١, . . . , xn+٢.

داریم بنابراین

اگر تنها و اگر است (Pλ)
′ مسأله برای بهینه جواب ی (x∗١, . . . , x∗n+١, x

∗
n+٢) [٢٧] .٢ . ٣ . ٢ قضیه

که طوری به باشد داشته وجود d−١ ∗
, . . . , d−n

∗، d+١ ∗
, . . . , d+n

∗

(x∗١, . . . , x
∗
n+٢, d

+
١
∗
, . . . , d+n

∗
, d−١

∗
, . . . , d−n

∗
)

باشد. (Pλ)
′′ برای بهینه جواب ی

که زیر مسأله کنیم حذف (Pλ)
′′ مسأله از را d+i d−i = ٠, i = ١, . . . , n, م΄مل محدودیت های اگر

ͬ آوریم: م بدست را است خطͬ محدودیت های دارای تنها



١٧ مدل بندی فرمول

(Pλ)
′′′



maximize (١ − λ)
(∑n+١

i=١ Rixi − xn+٢

)
− λ

∑n
i=١
∑n

j=١ σijxixj,

subject to
n∑

i=١
ki(d

+
i + d−i ) ≤ xn+٢,

d+i − d−i = xi − x٠
i , i = ١, . . . , n,

n+١∑
i=١

xi = ١,

d+i ≥ ٠, d−i ≥ ٠, i = ١, . . . , n,

xi ≥ ٠, i = ١, . . . , xn+٢.

(Pλ)
′′′ برای بهینه جواب ی (x∗١, . . . , x∗n+٢, d

+
١
∗
, . . . , d+n

∗
, d−١

∗
, . . . , d−n

∗
) کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه

در که ͬ باشد، م (Pλ)
′′ برای بهینه جواب ی (x∗١, . . . , x∗n+٢, d̃

+
١ , . . . , d̃

+
n , d̃

−
١ , . . . , d̃

−
n ) آنگاه باشد

آن

d̃+i =

d
+
i
∗ − d−i

∗
, if d+i

∗
> d−i

∗
> ٠

٠, if d−i
∗ ≥ d+i

∗
> ٠

d̃−i =

٠, if d+i
∗
> d−i

∗
> ٠

d−i
∗ − d+i

∗
, if d−i

∗ ≥ d+i
∗
> ٠(

d̃+i

d̃−i

)
=

(
d+i

∗

d−i
∗

)
if d+i

∗
d−i

∗
= ٠.

(Pλ)
′′ برای شدنͬ جواب هر و هستند ی΄سان (Pλ)

′′′ و (Pλ)
′′ مسأله دو هدف تابع که آنجا از برهان.

که دهیم نشان باید قضیه نتیجه این اثبات برای هست، نیز (Pλ)
′′′ برای شدنͬ جواب ی

(x∗١, . . . , x
∗
n+٢, d̃

+
١ , . . . , d̃

+
n , d̃

−
١ , . . . , d̃

−
n )

ͬ تواند م (Pλ)
′′ مسأله ششم تا دوم محدودیت های مرحله این در باشد. مͬ (Pλ)

′′ برای شدنͬ جواب ی
و شود بررسͬ (i = ١, , . . . , n)،d̃−i و d̃+i حالت در مستقیم طور به

(x∗١, . . . , x
∗
n+٢, d

+
١
∗
, . . . , d+n

∗
, d−١

∗
, . . . , d−n

∗
)

ͬ کند م صدق زیر صورت به (Pλ)
′′ مسأله اول محدودیت یعنͬ است، شدنͬ جواب (Pλ)

′′′ مسأله برای

d̃+i = d̃−i =


d+i

∗ − d−i
∗ ≤ d+i

∗
+ d−i

∗
if d+i

∗
> d−i

∗
> ٠

d−i
∗ − d+i

∗ ≤ d+i
∗
+ d−i

∗
if d−i

∗ ≥ d+i
∗
> ٠

d+i
∗
+ d−i

∗
if d+i

∗
d−i

∗
= ٠

و
n∑

i=١
ki(d̃

+
i = d̃− i−) ≤

n∑
i=١

ki(d
+
i
∗
+ d−i

∗
) ≤ x∗n+٢.



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ١٨

ال·وریتم ۴ . ٢
ͬ آوریم. م بدست بهینه پرتفوی ی برای خطͬ برنامه ریزی ال·وریتم ی بخش این در

حل عددی روش های از تعدادی با را آن ͬ توان م که است دوم درجه برنامه ریزی مسأله ی (Pλ)
′′′ مسأله

کارل٢٠ و کانزی کتاب های در ͬ توان م را روش ها این از برخͬ کرد. حل دوم درجه برنامه ریزی مسائل
بر محاسباتͬ روش (Pλ)

′′′ مسأله بهینه جواب آوردن بدست برای ما یافت. شت٢١ͬ[۵] و بازرا و [٢۴]
ͬ کنیم. م ایجاد سیمپل΄س روش اساس
است زیر صورت به (Pλ)

′′′ لاگرانژ تابع

L(x, d+, d−, π١, π٢, π٣, u, v, w) = (١ − λ)
( n+١∑

i=١
Rixi − xn+٢

)
− λ

n∑
i=١

n∑
j=١

σijxixj

−π١

( n∑
i=١

ki(d
+
i + d−i )− xn+٢

)
=

n∑
i=١

π٢i(d
−
i − d+i + xi − x٠

i ) + π٣

( n+١∑
i=١

xi + ١
)

+
n+٢∑
i=١

uixi +
n∑

i=١
vid

+
i +

n∑
i=١

wid
−
i ,

v = (v١, . . . , vn) ≥ ٠ u = (u١, . . . , un+٢) ≥ ٠, π٣, π٢ = (π٢١, . . . , π٢n), π١ ≥ ٠, آن در که
جواب آوردن بدست برای ٢٢ کان‐تاکر شرایط هستند. لاگرانژ مضارب w = (w١, . . . , wn) ≥ ٠ و

داریم کافیست، و لازم (Pλ)
′′′ دوم درجه برنامه ریزی مسأله بهینه

∂L

∂xi
= (١ − λ)Ri − ٢λ

n∑
j=١

σijxj + π٢i + π٣ + ui = ٠, i = ١, . . . , n,

∂L

∂Xn+١
= (١ − λ)Rn+١ + π٣ = un+١ = ٠,

∂L

∂xn+٢
= −(١ − λ) + π١ + un+١ = ٠,

∂L

∂d+i
= −π١ki − π٢i + vi = ٠, i = ١, . . . , n,

∂L

∂d−i
= −π١ki + π٢i + wi = ٠, i = ١, . . . , n,

∂L

∂π١
= −

( n∑
i=١

ki(d
+
i + d−i )− xn+٢

)
≥ ٠,

∂L

∂π٢i
= d−i − d+i + xi − x٠

i = ٠, i = ١, . . . , n,

∂L

∂π٣
=

n+١∑
i=١

xi − ١ = ٠,

π١
( n∑

i=١
ki(d

+
i − d−i )− xn+٢) = ٠, xiui = ٠, i = ١, . . . , n+ ٢,

d+i vi = ٠, d−i wi = ٠, i = ١, . . . , n.

٢٠Kunzi and Krelle
٢١Bazaraa and Shetty
٢٢ kuhn-tucker



١٩ ال·وریتم

متغیرهای ζ = (ζ١, . . . , ζn, ζn+١, . . . , ζ٢n+٢) و y = xn+٢ − [
∑n

i=١ ki(d
+
i + d−i )] کنید فرض

می΄نیم: تعریف و باشند ساختگͬ مصنوعͬ

sign Ri =

١, if Ri ≥ ٠,

−١, otherwise,

شود: حل زیر خطͬ برنامه ریزی مسأله با ͬ توانند م فوق K.K.T دستگاه .i = ١, . . . , n هر برای

(LPλ)



minimize
∑٢n+١

i=١ ζi,

subject to ٢λ
∑n

j=١ σijxj − π٢i − π٣ − ui + ζi sing Ri = (١ − λ)Ri, i = ١,٢, . . . , n,

−π٣ − un+١ + ζn+١singRn+١ = (١ − λ)Rn+١,

π١ + un+٢ = ١ − λ

−π١ki − π٢i + vi = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

−π١ki + π٢i + wi = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

−xn+٢ +
(∑n

i=١ ki(d
+
i + d−i )

)
+ y = ٠

d+i − d−i − xi + ζn+١+i = x٠
i , i = ١,٢, . . . , n,∑n+١

i=١ xi + ζ٢n+٢ = ١,

x, d+, d−, y, π١, u, v, w, ζ ≥ ٠,

.i = ١, . . . , n ،d−i wi = ٠ ،d+i vi = ٠ ،i = ١, . . . , n+ ٢ ،xiui = ٠ ،π١y = ٠ با
کرد. بیان را زیر قضیه آسانͬ به ͬ توان م حال

برنامه ریزی مسأله برای بهینه جواب ی (x∗, y∗, d+∗
, d+

∗
, π∗

١, π
∗
٢, π

∗
٣, u

∗, v∗, w∗, ζ∗) اگر .١ . ۴ . ٢ قضیه
ی (x∗١, . . . , x∗n+١) و (Pλ)

′′′ مسأله برای بهینه جواب ی (x∗, d+∗
, d−

∗
) آنگاه باشد (LPλ) خطͬ

است. (Pλ) برای بهینه جواب
خطͬ برنامه ریزی مسأله حل با ͬ توان م را کارا پرتفوی مرز تئوری لحاظ از قبلͬ قضایای به توجه با
نیست. کارا کاربردی اهداف استفاده برای کافͬ اندازه به حال، این با کرد. تولید (λ ∈ [٠,١]) (LPλ)

بهترین دنبال به بازده و ریس در اولویت هایش به توجه با که است این هدفش منطقͬ سرمایه گذار ی
کارا پرتفوی که کنیم انتخاب طوری را λ پارامتر مقدار باید اینرو از باشد. کارایی مرز از کارا پرتفوی

ͬ دهیم. م ارائه زیر در λ انتخاب برای روش ی باشد. مهم سرمایه گذار برای و بهترین مربوطه
ͬ کنیم م فرض

S = {x = (x١, . . . , xn+١) :
n+١∑
i=١

xi = ١, xi ≥ ٠, i = ١, . . . , n+ ١},

V ٠ = min
x∈s

V (x)
def
== V (x(١)), R∗ = R(x(١)),



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ٢٠

R٠ = max
x∈s

R(x)
def
== R(x(٢)), V ∗ = V (x(٢)).

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به مطلوبیت تابع
U(x) = α٢R(x)− α١σ

٢(x),

ͬ شوند: م تعیین زیر معادلات سیستم توسط α٢ و α١ آن در که
−α١V

٠ + α٢R
∗ = c

−α١V
∗ + α٢R

٠ = c.

ͬ کنیم: م محاسبه زیر بصورت را α٢ و α١ راحتͬ به است. ناصفر ثابت عدد ی c آن در که
α١ =

c(R٠ −R∗)

V ∗R∗ − V ٠R٠ , α٢ =
c(V ∗ − V ٠)

V ∗R∗ − V ٠R٠ .

ͬ کنیم: م فرض آنگاه شوند، نرمال α٢ و α١ که باشد نیاز اگر
c =

V ∗R∗ − V ٠R٠

R٠ −R∗ + V ∗ − V ٠ .

بنابراین
α١ =

R٠ −R∗

R٠ −R∗ + V ∗ − V ٠ , α٢ =
V ∗ − V ٠

R٠ −R∗ + V ∗ − V ٠

داریم کردیم، تعریف که α٢ و α١ به توجه با
U(x) =

(V ∗ − V ٠)R(x)− (R٠ −R∗)σ٢(x)

R٠ −R∗ + V ∗ − V ٠ ,

است: زیر بصورت شود حل باید که مسأله ای بنابراین
maximize U(x) subject to x ∈ S

بازده‐ نرخ فضای در است. λ = α١ = (R٠ − R∗)/(R٠ − R∗ + V ∗ − V ٠) ، (Pλ) مسأله در که
این نقاط همه روی است. خط ی دهنده نشان (ثابت) U(x) = c معادله ،V −R نظر مورد واریانس

با است برابر آن ها شیب و موازی خطوط این کند تغییر c وقتͬ است. ی΄سان سرمایه گذار سود خط
k :=

α١
α٢

=
R٠ −R∗

V ∗ − V ٠

(ش΄ل بنابراین ͬ شود. م داده تشخیص M٢(V
∗, R٠) و M١(V

٠, R∗) متصل نقطه دو روی از شیب
حرکت پی آف مجموعه از مرزی منحنͬ به مماس خط روی Mکه نقطه موازی خط که زمانͬ U(x) (۴ . ٢

ͬ رسد م S روی خود مقدار ماکزیمم به باشد ͬ کند م
Y = {(V (x), R(x)) : x ∈ S}.

متناظر x∗ پرتفوی بنابراین ͬ رسد. م سود حداکثر به Y پی آف Mاز نقطه در سرمایه گذار دی·ر عبارت به
به x∗ هر ندارد. سنجشͬ واحد هیچ U(x) زیرا است سرمایه گذار برای کارا پرتفوی بهترین M نقطه با
بستگͬ ki(i = ١, . . . , n) معامله هزینه نرخ های و Ri(i = ١, . . . , n + ١) انتظار مورد بازده نرخ

است. V (x) و R(x) معیار دو سنجش اشتراک عدم از مسأله اجتناب این ندارد.



٢١ عددی مثال ی

λ پارامتر انتخاب روش ی :٢ . ١ ش΄ل

عددی مثال ی ۵ . ٢
عددی مثال طریق از را خطͬ برنامه ریزی شیوه و دادیم ارائه که دوم درجه برنامه ریزی مدل بخش این در

ͬ دهیم. م نشان زیر صورت به
کنید فرض

n = ٣,

k١ = k٢ = k٣ = ٠٫٠٠۵,

R١ = ٠٫٠۵, R٢ = ٠٫١٠, R٣ = ٠٫١۵, R۴ = ٠٫٠۵,

x٠
١ = x٠

٢ = x٠
٣ = ٠,

σ١١ = ٠٫٢۵, σ٢٢ = ٠٫٢١, σ٣٣ = ٠٫٢٨,

σ١٢ = σ٢١ = ٠٫١۵, σ١٣ = σ٣١ = ٠٫١٧, σ٢٣ = σ٣٢ = ٠٫٠٩.

هستند: ترتیب به (LPλ) و (Pλ)
′′′ بنابراین

(Pλ)
′′′



maximize (١ − λ)(٠٫٠۵x١ + ٠٫١٠x٢ + ٠٫١۵x٣ + ٠٫٠۵x۴ − x۵)

−λ(٠٫٢۵x٢
١ + ٠٫٢١x٢

٢ + ٠٫٢٨x٢
٣

+٢ ∗ ٠٫١۵x١x٢ + ٢ ∗ ٠٫١٧x١x٣ + ٢ ∗ ٠٫٠٩x٢x٣)

subject to ٠٫٠٠۵(d+١ + d+٢ + d+٣ + d−١ + d−٢ + d−٣ ) ≤ x۵

d+١ − d−١ = x١

d+٢ − d−٢ = x٢

d+٣ − d−٣ = x٣

x١ + x٢ + x٣ + x۴ = ١

d+١ , d
+
٢ , d

+
٣ , d

−
١ , d

−
٢ , d

−
٣ , x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠,



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب برای خطͬ برنامه ریزی ٢٢

(LPλ)



minimize ζ١ + · · ·+ ζn

subject to ٢λ(٠٫٢۵x١ + ٠٫٢١x٢ + ٠٫٠٩x٣)− π٢١ − π٣ − u١ + ζ١ = ٠٫٠۵,

٢λ(٠٫١۵x١ + ٠٫٢١x٢ + ٠٫٢٨x٣)− π٢٢ − π٣ − u٢ + ζ٢ = ٠٫١٠,

٢λ(٠٫١٧x١ + ٠٫٠٩x٢ + ٠٫٢٨x٣)− π٢٣ − π٣ − u٣ + ζ٣ = ٠٫١۵,

−π٣ − u۴ − ζ۴ = ٠٫٠۵,

π١ + u۵ = ١,

−٠٫٠٠۵π١ − π٢١ + v١ = ٠,

−٠٫٠٠۵π١ − π٢٢ + v٢ = ٠,

−٠٫٠٠۵π١ − π٢٣ + v٣ = ٠,

−٠٫٠٠۵π١ − π٢١ + w١ = ٠,

−٠٫٠٠۵π١ − π٢٢ + w٢ = ٠,

−٠٫٠٠۵π١ − π٢٣ + w٣ = ٠,

−x۵ + ٠٫٠٠۵(d+١ + d+٢ + d+٣ + d−١ + d−٢ + d−٣ ) + y = ٠,

d+١ − d−١ − x١ + ζ۵ = ٠,

d+٢ − d−٢ − x٢ + ζ۶ = ٠,

d+٣ − d−٣ − x٣ + ζ٧ = ٠,

x١ + x٢ + x٣ + x۴ + ζ٨ = ١,

x١, x٢, x٣, x۴, y, d
+
١ , d

+
٢ , d

+
٣ , d

−
١ , d

−
٢ , d

−
٣ , π١ ≥ ٠,

u١, u٢, u٣, v١, v٢, v٣, w١, w٢, w٣, ζ١, . . . , ζ٨ ≥ ٠,

π١y = ٠, x١u١ = ٠, x٢u٢ = ٠, x٣u٣ = ٠, x۴u۴ = ٠, x۵u۵ = ٠,

d+١ v١ = ٠, d+٢ v٢ = ٠, d+٣ v٣ = ٠, d−١ w١ = ٠, d−٢ w٢ = ٠, d−٣ w٣ = ٠,

ͬ کنیم م فرض است). خطͬ برنامه ریزی مسأله اینجا (در ͬ کنیم م حل λ = ٠ برای را بالا (Pλ)
′′′ مسأله

x(٢) = (٠,٠,١,٠), R٠ = ٠٫١۴۵, V ∗ = ٠٫٢٨.

ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م حل λ = ١ برای را (LPλ) مسأله

x(١) = (٠,٠,٠,١), V ٠ = ٠, R∗ = ٠٫٠۵.

از عبارتست λ پارامتر از مقدار بهترین اینرو از

λ∗ =
٠٫١۴۵ − ٠٫٠۵

٠٫١۴۵ − ٠٫٠۵ + ٠٫٢٨ − ٠ = ٠٫٢۵٣٣٣٣.



٢٣ عددی مثال ی

داریم ͬ کنیم، م حل λ = λ∗ برای را (LPλ) مسأله

x∗ = (٠,٠٫١٢,٠٫۴۶,٠٫۴٢)

است. سرمایه گذار برای کارا پرتفوی بهترین که
به ͬ توانند م نقاط این ͬ آید. م بدست دی·ر مختلف پرتفوی ١۵ ،[٠،١] بازه از λ مختلف مقادیر انتخاب با
رسم ٢ . ٢ ش΄ل در که (V،R) روی کارایی مرز شوند. محسوب کارایی مرز برای خوب تقریب ی عنوان
دهنده نشان که است M مرز و (١ − λ∗)R− λ∗σ٢ = c خطوط از خانواده ای بین مماس نقطه شده،

است. x∗ پرتفوی

کارایی مرز ی :٢ . ٢ ش΄ل

(که ͬ شود م ساخته صفر معامله هزینه های با ی΄سان مسأله حل با دی·ری کارای مرز مقایسه، برای
EF٢ دومین و EF١ برچسب اولین شده اند. رسم جدید مرز دو ٢ . ٣ ش΄ل در iها). همه برای ki = ٠

است.

کارایی مرز دو مقایسه :٢ . ٣ ش΄ل





٣ فصل
مسأله حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ی

معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب

رگرسیون، تحلیل مهندسͬ، و علمͬ کاربردهای از گسترده ای طیف در دوم درجه برنامه ریزی مسائل
مسائل برخͬ همچنین، ͬ آیند. م وجود به غیره و ربات کنترل تصویر، بازسازی سی·نال، پردازش
کلͬ، طور به ͬ شوند. م زده تقریب دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی ی با معمولا˟ غیرخطͬ بهینه سازی

شود نوشته زیر ش΄ل به تواند مͬ دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی

minimize
١
٢x

TWx+ cTx

subject to Ax = b,

x ≥ ٠.

عصبی شب΄ه های برخͬ مثال، برای شده اند. ارائه فوق مسئله ی برای عصبی شب΄ه های از بسیاری
دوگان، عصبی شب΄ه ی ساختار ساده سازی منظور به .[۵٠] و [۴٩] ،[١١] شدند[٨]، ارائه اولیه‐دوگان
شب΄ه ی چندین تصویر، قضیه ی از استفاده با .[٢١] و شد[٢٩] معرفͬ شده ساده دوگان عصبی شب΄ه ی
،[١٨] ،[١۵] ،[١٧] شدند[١٣]، داده توسعه دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی حل برای تصویری عصبی
در بودند. هم·را دقیق بهینه ی جواب های به کلͬ طور به که [۵٧] و [۵۴] ،[٣٧] ،[٣١] ،[٣٠] ،[٢٠]
درجه برنامه ریزی مسائل حل برای را تک لایه بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی چند وانگ لیو ،[٣١] و [٣٠]
سایر به نسبت ساده تری ساختاری پیچیدگͬ تک لایه بازگشتͬ عصبی شب΄ه های دادند. پیشنهاد دوم

دارند. تصویری شب΄ه ی و لاگرانژی شب΄ه ی مانند عصبی شب΄ه های
٢۵



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب مسأله حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ی ٢۶

محدودیت های با زیر دوم درجه برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی چند تنها حال، به تا
است. یافته توسعه نامساوی و تساوی

minimize
١
٢x

TWx+ cTx

subject to Ax = b,

Bx ≤ d.

(٣ . ١)

حقیقͬ، متقارن مثبت معین نیمه n × n ماتریس ی W ،x = (x١, x٢, ..., xn)
T ∈ Rn آن در که

.d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ،rank(A) = m(٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn

همانند طرفه ی نامساوی و تساوی محدودیت های با هم΄اران[۵٢] و شیا و وانگ[۵٩] و ژانگ
کران∞+نیاز تا پایین∞−یا کران دادن نشان کردند. عمل دوطرفه کران محدودیت های خاص حالات
ناظمͬ[١٢] و عفتͬ است. نامساعد عصبی شب΄ه های طراحͬ برای که دارد بزرگ کافͬ اندازه به اعداد به
این با دادند. پیشنهاد عصبی شب΄ه ی ی (KKT کاراش‐کوهن‐تاکر( شرایط با مسئله این حل برای

دارد. قوی تری هم·رایی شرایط به نیاز و است بیشتری نورون های دارای عصبی شب΄ه ی این حال،

(٣ . ١) حل برای جدید عصبی شب΄ه ی ی توسعه ی نامه پایان این هدف فوق، مباحث انگیزه ی با
دارد. قوی تری هم·رایی شرایط و کمتر ساختاری پیچیدگͬ کمتر، حالت متغیرهای که است

پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ٣ . ١
ب·یرید: نظر در را زیر کلͬ به صورت محدب دوم درجه ریزی برنامه مساله ی

minimize
١
٢x

TWx+ cTx

subject to Ax = b

Bx ≤ d,

(٣ . ٢)

متقارن، مثبت نیمه معین ماتریس ی W ∈ Rn×n ،x = (x١, x٢, . . . , xn)
T ∈ Rn آن در که

است. d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ، rank(A) = m (٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn

به زیر به صورت (٣ . ٢) مسئله ی بهینه ی جواب آوردن به دست برای را زیر شب΄ه عصبی مدل ͬ توان م
: [۵٣] برد کار

dx

dt
= −(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+]−Q(Ax− b)

dy

dt
= −١

٢y +
١
٢(y +Bx− d)+,

(٣ . ٣)



٢٧ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

آن در که
P = AT (AAT )−١A Q = AT (AAT )−١

(y +Bx− d)+ = ([y +Bx− d]+١ , [y +Bx− d]+٢ , . . . , [y +Bx− d]+m)

[y +Bx− d]+k = max{(y +Bx− d)k , ٠} k = ١,٢, . . . ,m

که به طوری باشد موجود y∗ ≥ ٠ اگر تنها و اگر است (٣ . ٢) بهینه ی جواب x∗ [۵٣] .٣ . ١ . ١ لم
کند: صدق زیر شرایط در (x∗, y∗)T

(I − P )[Wx∗ + c+BTy∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠ (۴ . ٣)
(y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠ (۵ . ٣)

محدب، بهینه سازی مسائل برای KKT شرایط [۴] مطابق باشد، (٣ . ٢) بهینه ی جواب x∗ اگر برهان.
ͬ کنند. م صدق زیر معادلات در که به طوری موجودند y∗ ≥ ٠ و (x∗, λ∗, y∗)

Wx∗ + c+ ATλ∗ +BTy∗ = ٠ (۶ . ٣)
Ax∗ = b (٣ . ٧)

d−Bx∗ ≥ ٠, y∗ ≥ ٠, (y∗)T (d−Bx∗) = ٠ (٣ . ٨)
که معنͬ این به هستند. معادل (٣ . ٨) و (۵ . ٣) که ͬ شود م دیده آسانͬ به

d−Bx∗ ≥ ٠, y∗ ≥ ٠, (y∗)T (d−Bx∗) = ٠ ⇐⇒ (y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠

داریم (۶ . ٣) از معادلند. (٣ . ٧) و (۶ . ٣) جواب های و (۴ . ٣) جواب های که ͬ دهیم م نشان ادامه، در
−A(Wx∗ + c+ ATλ∗ +BTy∗) = ٠

داریم (٣ . ٧) معادله ی با بالا معادله ی کردن ͽجم با
Ax∗ − A(Wx∗ + c)− AATλ∗ − ABTy∗ = b

بنابراین
ATλ∗ = AT (AAT )−١(Ax∗ − b)− AT (AAT )−١(Wx∗ + c+BTy∗) (٣ . ٩)

داریم (۶ . ٣) معادله ی در (٣ . ٩) جای·ذاری با
[I − AT (AAT )−١A](Wx∗ + c+BTy∗) + AT (AAT )−١(Ax∗ − b) = ٠

نوشت زیر به صورت را فوق معادله ی ͬ توان م ،Q = AT (AAT )−١ و P = AT (AAT )−١A دادن قرار با
(I − P )[Wx∗ + c+BT (y∗ +Bx∗ − d)+] +Q(Ax∗ − b) = ٠



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب مسأله حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ی ٢٨

طرفین ضربAدر با کند صدق (۴ . ٣) معادله ی در (x∗, y∗)T که به طوری باشد موجود y∗ اگر برعکس،
داریم (۴ . ٣) معادله ی

A(I − P )[Wx∗ + c+BT (y∗ +Bx∗ − d)+] + AQ(Ax∗ − b) = ٠

داریم (۴ . ٣) از نتیجه در .Ax∗ − b = ٠ داریم پس ،AQ = I و A(I − P ) = ٠ که کنید توجه
داریم λ∗ = −(AAT )−١A(Wx∗ + c+BTy∗) دادن قرار با .(I − P )(Wx∗ + c+BTy∗) = ٠

Wx∗ + c+ ATλ∗ +BTy∗ =Wx∗ + c+BTy∗ − AT (AAT )−١A(Wx∗ + c+BTy∗)

= (I − P )(Wx∗ + c+BTy∗)

= ٠

. است شده ثابت ح΄م پس
است (٣ . ٢) مساله ی بهینه ی جواب x∗ که ͬ بینیم م آسانͬ به ،٣ . ١ . ١ لم از استفاده با .٣ . ١ . ٢ ملاحظه
ارائه عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی (x∗, y∗)T که به طوری y∗ ≥ ٠ باشد داشته وجود اگر تنها و اگر
حرکت مسیر است، هم·را تعادل نقطه ی به عصبی شب΄ه ی که زمانͬ بنابراین، باشد. (٣ . ٣) در شده

ͬ باشد. م هم·را (٣ . ٢) مساله ی بهینه ی جواب به x(t)

پایداری تحلیل ٣ . ١ . ١
است. سراسری هم·رای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی مدل که داد خواهیم نشان بخش این در

و باشد (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی (x∗, y∗)T ∈ Ωe کنید فرض [۵٣] .٣ . ١ . ٣ لم
V (x, y) =

١
٢(x− x∗)TW (x− x∗)− (x− x∗)TBTy∗ +

١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥y∗∥٢

− yTy∗ +
١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢.

(٣ . ١٠)
صورت این در

V (x, y) ≥ ١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢; (٣ . ١١)

dV

dt
≤ −∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢.

(٣ . ١٢)

و ͬ باشد م پذیر مشتق و محدب ∥(y+Bx− d)+∥٢ تابع که آنجا از داریم، (٣ . ١١) اثبات برای برهان.

∇∥(y +Bx− d)+∥٢ = ٢
[
BT (y +Bx− d)+

(y +Bx− d)+

]



٢٩ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

نتیجه در

∥(y +Bx− d)+∥٢ − ∥y∗∥٢ ≥ ٢(x− x∗)TBTy∗ + ٢(y − y∗)Ty∗

یعنͬ
١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥y∗∥٢ − (x− x∗)TBTy∗ − yTy∗ ≥ ٠.

داریم است، متقارن مثبت نیمه معین W ماتریس که این به توجه با و

V (x, y) ≥ ١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢

داریم (٣ . ١٢) اثبات برای همچنین
dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt

=− [W (x− x∗)−BTy∗ +BT (y +Bx− d)+ + x− x∗]T

× [(I − P )(Wx+ c+BT (y +Bx− d)+) +Q(Ax− b)]

− ١
٢ [y − (y +Bx− d)+]T × [(y +Bx− d)+ − ٢y∗ + y]

=[−W (x− x∗) + x− x∗ +BT ((y +Bx− d)+ − y∗)]T

× [(I − P )(W (x− x∗) +BT ((y +Bx− d)+ − y∗) + P (x− x∗)]

− ١
٢ [y − (y +Bx− d)+]T × [y − (y +Bx− d)+ + ٢(y +Bx− d)+ − ٢y∗]

=− (x− x∗)TW (I − P )W (x− x∗)

− (x− x∗)T ×W (I − P )BT [(y +Bx− d)+ − y∗]− (x− x∗)TWP (x− x∗)

− (x− x∗)T (I − P )W (x− x∗)− (x− x∗)T (I − P )BT [(y +Bx− d)+ − y∗]

− (x− x∗)TP (x− x∗)− [(y +Bx− d)+ − y∗]T ×B(I − P )W (x− x∗)

− [(y +Bx− d)+ − y∗]TBBT [(y +Bx− d)+ − y∗]− [(y +Bx− d)+ − y∗]T

×BP (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+ − y∗]T [(y +Bx− d)+ − y]

و P (I − P ) = ٠ ،P ٢ = P ،(I − P )٢ = I − P که کنید توجه
داریم ،(y +Bx− d)+ − y = Bx− d+ (−y −Bx− d)+



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب مسأله حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ی ٣٠

dV

dt
=− (x− x∗)TW (I − P )٢W (x− x∗)

− ٢(x− x∗)TW (I − P )BT [(y +Bx− d)+−y∗]− (x− x∗)TP ٢(x− x∗)

− [(y +Bx− d)+−y∗]TBBT [(y +Bx− d)+−y∗]− (x− x∗)TW (x− x∗)

− (x− x∗)TBT [(y +Bx− d)+−y∗]− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+−y∗]T × [Bx− d+ (−y −Bx+ d)+]

=− ∥(I − P )W (x− x∗) + (I − P )BT [(y +Bx− d)+−y∗] + P (x− x∗)∥٢

− (x− x∗)TW (x− x∗)− (x− x∗)TBT [(y +Bx− d)+−y∗]

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢ + [(y +Bx− d)+−y∗]T

× [B(x− x∗) + (Bx∗ − d) + (−y −Bx− d)+]

=− ∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− (x− x∗)TW (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+]T (Bx∗ − d)− (y∗T )(Bx∗ − d)

+ [(y +Bx− d)+]T (−y −Bx+ d)+ − (y∗T )(−y −Bx+ d)+

=− ∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− (x− x∗)TW (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+]T (Bx∗ − d)− (y∗T )(−y −Bx+ d)+

≤ −∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+]

+Q(Ax− b)∥٢ − ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

است. تمام اثبات (۵ . ٣) از استفاده با فوق معادله ی در که

عصبی شب΄ه ی بنابراین، ͬ باشد، م لیاپانوف تابع ی (٣ . ١٠) در شده معرفͬ V (x, y) .۴ . ٣ . ١ ملاحظه
ͬ باشد. م لیاپانوف مفهوم به پایدار (٣ . ٣)

فرد به منحصر پیوسته  جواب ی ،(x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p اولیه ی نقطه ی هر برای [۵٣] .۵ . ٣ . ١ قضیه
دارد. وجود t ≥ ٠ برای (٣ . ٣) از (x(t), y(t)) ∈ Rn+p

کنید فرض برهان.

E(x, y) = (−(I−P )(Wx+ c− (y+BX−d)+)−Q(Ax− b)− ١
٢y+

١
٢(y+Bx−d)+).



٣١ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

داریم (x, y), (x′, y′) ∈ Rn+p هر برای
∥E(x, y)− E(x′, y′)∥ ≤∥(I − P )[Wx+ c− (y +BX − d)+] +Q(Ax− b)

− (I − P )[Wx′ + c− (y′ +BX ′ − d)+]−Q(Ax′ − b)∥

+ ∥١
٢y −

١
٢(y +Bx− d)+ − ١

٢y
′ +

١
٢(y′ +Bx′ − d)+∥

≤(∥(I − P )W∥+ ∥(I − P )B∥+ ∥P∥+ ∥B∥/٢)∥x− x′∥

+ (∥I − P∥+ ١)∥y − y′∥

معادله ی موضعͬ وجودی قضیه ی از است. لیپ شیتز١ پیوسته ی Rn+p روی E(x, y) رو، این از
دارد. وجود [٠, T ) روی (٣ . ٣) فرد به منحصر جواب ی ͬ شود م نتیجه [٣٨] معمولͬ دیفرانسیل

لذا است، نزولͬ تابع ی t به نسبت V که ͬ دانیم م ٣ . ١ . ٣ لم به بنا
١
٢∥x− x∗∥٢ ≤ V (x(٠), y(٠)) ≤ V (x(t), y(t)), ∀t ≥ ٠ (٣ . ١٣)

کامل را اثبات این .T = +∞ درنتیجه است. کراندار (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر ͬ دهد م نشان
ͬ کند. م

(x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p اولیه ی نقطه ی هر برای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر [۵٣] .۶ . ٣ . ١ قضیه
(x(٠), y(٠)) ∈ اولیه ی نقطه ی هر با عصبی(٣ . ٣) شب΄ه ی ویژه، به است. هم·را تعادل نقطه ی ی به

است. مجانبی پایدار سراسری طور به دارد فرد به منحصر تعادل نقطه ی Ωe که هنگامͬ Rn+p

کنید تعریف برهان.
D(x, y) = ∥(I−P )[Wx+c+BT (y+Bx−d)+]+Q(Ax−b)∥٢+

١
٢∥y−(y+Bx−d)+∥٢.

باشد. (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی (x, y) اگر تنها و اگر D(x, y) = ٠ صورت این در

است. کراندار (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی (x(t), y(t)) حالت مسیر ͬ گیریم م نتیجه ۵ . ٣ . ١ قضیه ی اثبات از
طوری به دارند وجود (x̂, ŷ)T حدی نقطه ی و limn→∞ tn −→ ∞ با {tn} صعودی دنباله ی بنابراین،

.limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ که

(x̂, ŷ) تعادل نقطه ی به کلͬ طور به (x(t), y(t)) حالت مسیر و (x̂, ŷ) ∈ Ωe ͬ کنیم م ثابت حال،
است. هم·را

عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی (x̂, ŷ) یعنͬ D(x̂, ŷ) = ٠ که ͬ کنیم م ثابت اول، مرحله در
y و x به نسبت ترتیب به D(x, y) چون .D(x̂, ŷ) > ٠ آنگاه نباشد، برقرار مورد این اگر است. (٣ . ٣)

،(x̂, ŷ)T از ε همسای·ͬ و q > ٠ ،ε > ٠ است، پیوسته
B((x̂, ŷ), ε) = {(x, y)T : ∥x− x̂∥+ ∥y − ŷ∥ ≤ ε}

١Lipschitz



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب مسأله حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ی ٣٢

.D(x, y) > q ،(x, y)T ∈ B((x̂, ŷ), ε) هر برای که طوری به دارند وجود

وجود N مثبت صحیح عدد ،limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ اینکه به توجه با
.∥y(tn)− ŷ∥ ≤ ١

۴ε و ∥x(tn)− x̂∥ ≤ ١
۴ε ،n ≥ N هر برای که طوری به دارد

M با کران این که هستند کراندار نیز ẏ و ẋ ͬ گیریم م نتیجه (x(t), y(t)) بودن کراندار و (٣ . ٣) از
داریم n ≥ N ،t ∈ [tn −

ε

٨M , tn +
ε

٨M ] گرفتن نظر در با ͬ شود. م داده نشان

∥x(t)− x̂∥+ ∥y(t)− ŷ∥ ≤∥x(t)− x(tn)∥+ ∥y(t)− y(tn)∥+ ∥x(tn)− x̂∥+ ∥y(tn)− ŷ∥

=∥ẋ(ξ١)∥ × |t− tn|+ ∥ẏ(ξ٢)∥ × |t− tn|

+ ∥x(tn)− x̂∥+ ∥y(tn)− ŷ∥

≤٢M |t− tn|+
ε

٢ ≤ ε

.(x, y)T ∈ B((x̂, ŷ), ε) داریم n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] هر برای رو، این از
چون .D(x(t), y(t)) > q ͬ شود م نتیجه n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] هر برای بنابراین
است، نهایت بی t ∈ ∪n≥N [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] مجموعه ی ٢لب اندازه ی و limn→∞ tn = ∞
داریم ∫پس ∞

٠
D(x(t), y(t)) dt = ∞. (١۴ . ٣)

(٣ . ١٢) ازرابطه حال این ∫با ∞

٠
D(x(t), y(t)) dt = lim

s→∞

∫ s

٠
D(x(t), y(t)) dt

≤− lim
s→∞

∫ s

٠
V̇ (x(t), y(t)) dt

= lim
s→∞

[V (x(٠), y(٠))− V (x(s), y(s))]

≤V (x(٠), y(٠)).

(١۵ . ٣)

.(x̂, ŷ)T ∈ Ωe یعنͬ که D(x̂, ŷ) = ٠ لذا ͬ کند. م نقض را (١۴ . ٣) که

(x̂, ŷ) تعادل نقطه ی به سراسری طور به (x(t), y(t)) حالت مسیر ͬ کنیم م ثابت دوم، مرحله در
است. هم·را

٢Lebegue



٣٣ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

لیاپانوف تابع
V̂ (x, y) =

١
٢W (x(t)− x̂)− (x(t)− x̂)TBT ŷ +

١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥ŷ∥٢

− yT ŷ +
١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢

.V̂ (x̂, ŷ) = ٠ که کنید تعریف را
چون

،limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂

.V̂ (x(tk), y(tk)) < ε که طوری به دارد وجود tk ،ε > ٠ هر ازای به

است. نزولͬ V̂ و ١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢ ≤ V̂ (x(t), y(t)) داریم ٣ . ١ . ٣ لم به بنا

داریم t ≥ tk هر برای بنابراین،
١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢ ≤ V̂ (x(t), y(t)) ≤ V̂ (x(tk), y(tk)) ≤ ε

هم·رای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر لذا .limn→∞ y(t) = ŷ و limn→∞ x(t) = x̂ یعنͬ که
ͬ شود. م هم·را (x̂, ŷ)T تعادل نقطه ی به سراسری

نقطه ی هر با (x(t), y(t)) حالت مسیر فوق تحلیل به بنا آنگاه ،Ωe = {(x∗, y∗)} اگر ویژه، به
سراسری مجانبی پایدار عصبی شب΄ه ی این پس نمود. خواهد میل (x∗, y∗) به (x(٠), y(٠)) اولیه ی

است.

عددی مثال ٣ . ١ . ٢
انتخاب برای قبل فصل عددی مثال در که (Pλ)

′′′ دوم درجه برنامه ریزی مسأله [۵٣] .٣ . ١ . ٧ مثال
ب·یرید: درنظر را بود معامله هزینه های با بهینه پرتفوی

(Pλ)
′′′



maximize (١ − λ)(٠٫٠۵x١ + ٠٫١٠x٢ + ٠٫١۵x٣ + ٠٫٠۵x۴ − x۵)

−λ(٠٫٢۵x٢
١ + ٠٫٢١x٢

٢ + ٠٫٢٨x٢
٣

+٢ ∗ ٠٫١۵x١x٢ + ٢ ∗ ٠٫١٧x١x٣ + ٢ ∗ ٠٫٠٩x٢x٣)

subject to ٠٫٠٠۵(d+١ + d+٢ + d+٣ + d−١ + d−٢ + d−٣ ) ≤ x۵

d+١ − d−١ = x١

d+٢ − d−٢ = x٢

d+٣ − d−٣ = x٣

x١ + x٢ + x٣ + x۴ = ١

d+١ , d
+
٢ , d

+
٣ , d

−
١ , d

−
٢ , d

−
٣ , x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠,



معامله هزینه های با بهینه پرتفوی انتخاب مسأله حل برای کارا عصبی شب΄ه مدل ی ٣۴

است. شده بررسͬ λ چند برای مسأله این
λجواب = ١ برای همچنین دارد. x(٢) = (٠,٠,١,٠) بهینه λجواب = ٠ برای بالا (Pλ)

′′′ مسأله
x∗ = (٠,٠٫١٢,٠٫۴۶,٠٫۴٢)T بهینه ی جواب λ = ٠٫٢۵٣٣٣٣ برای و x(١) = (٠,٠,٠,١) بهینه
شبیه نتایج تمامͬ کرده ایم. بررسͬ تصادفͬ اولیه ی نقطه ی ١٠ از استفاده با را عصبی شب΄ه ی دارد.
شبیه نتایج ͬ شوند. م هم·را بهینه جواب های این به ͬ دهند م نشان را (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی که سازی

است. شده داده نشان ٣ . ٣ و ٣ . ٢ ، ٣ . ١ ش΄ل های در ترتیب به سازی

λ = ٠ برای عصبی شب΄ه ی مدل رفتار :٣ . ١ ش΄ل



٣۵ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

λ = ١ برای عصبی شب΄ه ی مدل رفتار :٣ . ٢ ش΄ل

λ = ٠٫٢۵٣٣٣ برای عصبی شب΄ه ی مدل رفتار :٣ . ٣ ش΄ل





۴ فصل

بهینه سازی مسائل حل برای دقیق روش ی
تصادفͬ محدودیت های تحت پرتفوی

مقدمه ١ . ۴

و حرفه ای متقاضیان سوی از پرتفوی بهینه سازی پرتفوی، انتخاب در مارکوویتز پیش·امانه کار از پس
سرمایه گذاران چ·ونه که ͬ کند م بررسͬ میانگین‐واریانس روش گرفت. قرار توجه مورد دانش·اهیان
کنند. ایجاد را بهینه پرتفوی انتظار مورد بازده و بازار نوسانات بین اختلافات گرفتن درنظر با ͬ توانند م
در بهره نرخ که µ٠ مشخص بازده با ریس بدون دارایی ی و ریس΄ͬ دارایی r از مجموعه ای واسطه به
کارایی مرز در پرتفوی ها شود. ساخته ͬ تواند م بهین پرتفوی کارایی مرز ی ͬ دهند، م نشان را پول بازار
مارکوویتز اصلͬ مدل ͬ دهد. م ارائه ریس از معینͬ سط ی برای را انتظار مورد احتمالͬ بازده حداکثر
واریانس‐کوواریانس ماتریس و ریس΄ͬ دارایی های از µ̄ ∈ Rr انتظار مورد بازده های که ͬ کند م فرض
پرتفوی انتخاب مسائل چندگانه فرمول بندی های از ی΄ͬ هستند. شده شناخته بازده ها از Σ ∈ Rr×r

بدست R مجاز بازده سط که شرطͬ به است، ریس حداقل با پرتفوی ایجاد شامل میانگین‐واریانس
٣٧



تصادفͬ محدودیت های تحت پرتفوی بهینه سازی مسائل حل برای دقیق روش ی ٣٨

است: شده فرمول بندی زیر ریاضͬ برنامه ریزی با مدل این آید.
minimize wTΣw

subject to µ٠w٠ + µ̄Tw ≥ R,
r∑

j=٠
wj = ١,

w ∈ Rr+١.

(١ . ۴)

سرمایه گذاری سرمایه نسبت دهنده نشان j = ١, . . . , r ،wj تصمیم گیری متغیرهای بالا مسئله در
هدف است. پول بازار در شده سرمایه گذاری سرمایه نسبت w٠ حالی΄ه در است j ریس΄ͬ دارایی در شده

محدودیت است. wTΣw پرتفوی واریانس رساندن حداقل به هدف، تابع

w٠ +
r∑

j=١
wj = ١ (٢ . ۴)

از بخشͬ ͬ تواند م سرمایه گذار که است واض است. ی برابر سرمایه گذاری مجموعه که ͬ کند م تاکید
دهد. اختصاص w٠ پول بازار به را خود سرمایه K

شده مدرن تر پرتفوی نظریه و شده انجام زیادی تلاش های مارکوویتز کار گسترش برای گذشته، دهه در
میانگین‐واریانس روش با مرتبط محدودیت دو به که ͬ کنیم م پیشنهاد مدلͬ ما پایان نامه این در است.

ͬ پردازد: م
مدل توصیف پارامترهای بودن تصادفͬ •

سهام. بازار معاملاتͬ محدودیت های از برخͬ •
ماتریس و دارایی ها انتظار مورد بازده مورد در کامل دانش به میانگین‐واریانس کلاسی چارچوب
حتͬ است. ناشناخته و مشاهده قابل غیر بازده این حال، این با است. متکͬ واریانس‐کوواریانس
عدم مثال، عنوان (به خطاها احتمالͬ منابع از بسیاری ͽواق در است. پیچیده بسیار آن دقیق برآورد
اصطلاحا آن به که ͬ گذارد م تاثیر آن ها برآورد بر (... و داده ها ثباتͬ بی کافͬ، داده جمͽ آوری ام΄ان
کوواریانس ماتریس و میانگین به بهینه پرتفوی های ترکیب ͬ گوییم. م پرتفوی انتخاب در ریس برآورد
ایجاد به ͬ تواند م تصادفͬ بازده های زمان در جزئͬ اختلالات و هستند حساس بسیار دارایی ها بازده
بازده از برخͬ روی که ͬ دهند م ترجیح اغلب تصمیم گیرندگان شود. منجر متفاوت بسیار پرتفوی های
مبادله ͬ شود، م انجام تصادفͬ متغیرهای درک از گسترده ای مجموعه تحت که ایمن کارآمدتر پرتفوی

کنند.
در عمومͬ باور ی ͽدرواق ͬ باشد. م انتظار مورد بازده برآورد به مربوط اطمینان عدم روی تمرکز اینجا در
است انتظار مورد بازده برآورد در خطا از ناشͬ پرتفوی ریس برآورد که دارد وجود پرتفوی مدیران میان
ͬ کنیم م فرض پایان نامه این در ندارد. بستگͬ واریانس‐کوواریانس ماتریس برآورد خطاهای به زیاد و
از انتظار مورد بازده ͽواق در ͬ شود. م مشخص احتمال توزیع با و است تصادفͬ انتظار مورد بازده که
ی آن به مربوط مسئله که ͬ دهیم م نشان حال باشد. بالا اطمینان سط ی از بزرگ تر باید پرتفوی ها



٣٩ خواص و مسئله فرمول بندی

بهینه سازی مسئله ی عنوان به ͬ تواند م که است تصادفͬ تکنولوژی ماتریس با محدود احتمالͬ مسئله
مسئله احتمالͬ توزیع کدام برای که ͬ کنیم م بیان شرایطͬ شود.تحت فرموله محدب) لزوما (نه غیرخطͬ

ͬ گیرد. م دوم مرتبه مخروطͬ مسئله ی ش΄ل و است محدب قطعͬ معادل
بازده که است این بر فرض کرده اند. بررسͬ قوی زمینه ی در را میانگین‐واریانس چارچوب دانشمندان
انواع با را واریانس‐کوواریانس ماتریس و میانگین در مبهم پارامترهای آن ها است. تصادفͬ انتظار مورد
دوم مرتبه مخروطͬ برنامه های و ͬ کنند م مشخص قطعیت عدم از بیضوی) و جعبه (چندجمله ای، خاص
استفاده بهینه سازی ریس معرض در ارزش فرمول بندی برای ریس پذیری روش ͬ کنند. م طراحͬ را
استفاده اینجا در که عمل΄ردی معیار ͬ دهد. م ما به احتمال توزیع درباره جزئͬ اطلاعات تنها که ͬ شود م
ͬ شود. م تحلیل واریانس و انتظار مورد بازده بین مبادله آن در که دارد قرار مارکوویتز چارچوب در ͬ شود م
آستانه زیر بازده اینکه احتمال بهینه، پرتفوی عنوان به که [۴٢]است روی١ ایمنͬ ابتدایی ریس معیار
گسترش هم΄ارانش ل٢ͬ[٢٨]و توسط که روی، ریس معیار ͬ کند. م تعیین را برسد حداقل به مجاز
اضافͬ بازده نسبت که [۴۵]است شارپ٣ نسبت به نزدی هدفه، چند پرتفوی انتخاب مسائل برای یافت
ارزش ،ریس معرض در ارزش مانند دی·ر ریس معیار های از بسیاری ͬ رساند. م حداکثر به را ریس به
موضوعͬ ،ریس معیار انتخاب معیارهای دارد. وجود غیره و تصادفͬ تسلط مشروط، ریس معرض در
همبستگͬ جمله (از مختلفͬ زوایای اساس بر و است گرفته قرار بحث مورد گسترده طور به که است
ͬ دانید م که همانطور ͬ شود. م تحلیل ( محاسباتͬ ردیابی و تحدب خواص پرتفوی، دارایی های ،ریس

ندارد. وجود جهانͬ سط در توصیه قابل ریس΄ͬ معیار هیچ اهداف، و معیارها انواع ارائه با
واقعͬ، تجاری محدودیت های ͬ کند. م تشدید را پرتفوی انتخاب مسئله پیچیدگͬ سهام، بازار گزارش
دارایی ها خرید یا بزرگ بخش های در دارایی ها خرید الزامات دارایی، ی در سرمایه گذاری حداقل مانند
الزامات این اینجا در ͬ شوند. نم گرفته نظر در کلاسی واریانس مدل های در صنایع، تعداد حداقل در
مدل سازی ͬ گیریم. م نظر در تجاری محدودیت های تنوع سهم، کردن گرد خرید، آستانه ترتیب به را
مسائل محاسباتͬ ردیابی دنبال به بیشتر و است صحیح متغیرهای معرفͬ شامل محدودیت هایی چنین

است. مرتبط

خواص و مسئله فرمول بندی ٢ . ۴
احتمالͬ پرتفوی بهینه سازی مدل ٢ . ١ . ۴

تکنولوژی ماتریس با احتمالͬ مقید بهینه سازی مدل ی فرم به پیشنهادی پرتفوی بهینه سازی مدل
با احتمالͬ محدودیت های درباره مطالعه پیش ی برای را خواننده قسمت این در ͬ باشد. م تصادفͬ،

ͬ دهیم. م ارجاع [٢٣] به نقل، و حمل مسئله های با مرتبط برنامه های در تصادفͬ تکنولوژی ماتریس
r‐متغیر توزیع دارای ξ ͬ دهیم، م نشان ξ با را ریس΄ͬ دارایی r انتظار مورد بازده های از تصادفͬ بردار

١Roy’s
٢Li
٣Sharpe



تصادفͬ محدودیت های تحت پرتفوی بهینه سازی مسائل حل برای دقیق روش ی ۴٠

برداری: میانگین با
µ = (µ١, µ٢, . . . , µr)

T , µj = E(ξj), j = ١, . . . , r,

واریانس‐کوواریانس ماتریس و
Σ = E[(ξ − µ)(ξ − µ)T ]

است.
احتمالͬ محدودیت

P(µ٠w٠ +
r∑

j=١
ξjwj ≥ R) ≥ p,

انتظار مورد بازده که ͬ کند م تضمین هستند، تصادفͬ ،w تصمیم گیری متغیرهای در ξ ضریب آن در که
بازه در معمولا که ،pبالای احتمال Rبا بازده مجاز حداقل سط از بالاتر µ٠w٠ +

∑r
j=١ ξjwj پرتفوی

است. ͬ شود، م تعریف [٠٫٧,١]
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به مارکوویتز میانگین‐واریانس پرتفوی بهینه سازی مسئله تصادفͬ نسخه

minimize wTΣw

subject to P(µ٠w٠ +
r∑

j=١
ξjwj ≥ R) ≥ p,

w٠ +
r∑

j=١
wj = ١,

w ∈ Rr+١
+ .

(٣ . ۴)

ͬ دانیم م است. شده مشخص پرتفوی موقعیت از ،w [١+r]‐بعدی بردار توسط تصمیم متغیرهای
نسبت wj, j = ١, . . . , r ،µ٠ ثابت بازده با پول بازار در K سرمایه سرمایه گذاری نسبت w٠ که
در ͬ دهد. م نشان را پرتفوی واریانس wTΣw هدف تابع و j ریس΄ͬ دارایی در K سرمایه سرمایه گذاری
این ͬ دهند. نم اجازه را مدت کوتاه فروش موقعیت و هستند مثبت متغیرها که ͬ کنیم م فرض مدل این

شود. برطرف مسئله ماهیت بر تاثیر بدون ͬ تواند م محدودیت

قطعͬ معادل ٢ . ٢ . ۴
غیرخطͬ برنامه ریزی مسئله ی احتمالͬ نمونه بهینه سازی مدل قطعͬ معادل که ͬ دهیم م نشان ابتدا
عنوان به که ͬ کنیم م تعریف ١ واریانس و صفر میانگین با را ψ = (ξTw− µTw) تصادفͬ متغیر است.

که: است معنͬ این به این ͬ شود. م گرفته درنظر عادی پرتفوی بازده

P (ξTw ≥ R) = P (ψ ≥ R− µTw√
wTΣw

)

= ١ − F(w)(
R− µTw√
wTΣw

),

(۴ . ۴)



۴١ خواص و مسئله فرمول بندی

داشته توجه است. آن معکوس F−١
(w) و است پرتفوی بازده از تجمعͬ احتمال توزیع F(w) آن در که

استاندارد انحراف و صفر میانگین همچنین و پرتفوی داراییwدر Fبه احتمال توزیع دقیق فرم که باشید
ͬ شود: م بیان زیر صورت به (۴ . ۴) احتمالͬ محدودیت بنابراین دارد. بستگͬ ی

١−F(w)(
R− µTw√
wTΣw

) ≥ p

⇔F(w)(
R− µTw√
wTΣw

) ≤ ١ − p,

⇔µTw + F−١
(w)(١ − p)

√
wTΣw ≥ R;

(۵ . ۴)

است. F(w) از ١)‐چارک − p) ،F−١
(١−p) آن در که

است: زیر غیرخطͬ بهینه سازی مسئله (٣ . ۴) قطعͬ معادله
minimize wTΣw

subject to µTw + F−١
(w)(١ − p)

√
wTΣw ≥ R,

w٠ +
r∑

j=١
wj = ١,

w ∈ Rr+١
+ .

(۶ . ۴)

قابل چندجمله ای زمان در و (محدب است دوم مرتبه مخروطͬ بهینه سازی مسئله ی فوق مسئله
حل).

ارائه دوم مرتبه مخروطͬ مسأله ی بعنوان (۶ . ۴) مسأله حل برای عصبی شب΄ه مدل ی اکنون
ͬ دهیم. م

مسائل به تبدیل قابل مارکوویتز تصادفͬ پرتفوی بهینه سازی مدل که است واض بالا، تحلیل از
مخروط ریزی برنامه مسائل مسائل از کلͬ فرم ما ، بنابراین است. محدب دو مرتبه مخروط برنامه ریزی

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را محدب دو مرتبه
minimize f(x) (٧ . ۴)
subject to

Ex+ d ⪰K ٠, (٨ . ۴)
x ≥ ٠. (٩ . ۴)

d ، m ≥ n با m × n ماتریس ی E ، محدب بستۀ سره تابع ،f : Rn → R
∪
{+∞} وقتی΄ه

مخروط های که دوم مرتبه مخروط های از دکارتͬ حاصلضرب K و x ∈ K یعنͬ x⪰K ٠ Rmو در برداری
دی·ر، عبارت به . ͬ شوند م نامیده هم بستنͬ مخروط یا لورنتس

K = Km١ ×Km٢ × ...×Kmr ,

و m١ + ...+mr = n با r,m١, ...,mr ≥ ١ در آن که
Kmi := {(x١, x٢)

T ∈ R× Rmi−١ | x١ ≥ ∥x٢∥}, (١٠ . ۴)



تصادفͬ محدودیت های تحت پرتفوی بهینه سازی مسائل حل برای دقیق روش ی ۴٢

شب΄ه مدل ی بعد قسمت در است. نامنفͬ حقیقͬ R+ از مجموعه K١ و اقلیدسͬ نرم ∥.∥ در آن که
می΄نیم. پیشنهاد (٩ . ۴)‐(٧ . ۴) مسأله حل برای بالا عمل΄رد با عصبی

عصبی شب΄ه مدل ٢ . ٣ . ۴
به صورت سازی هموار ی با (i = ١, ..., r) برای را x ⪰Kmi ٠ دوم مرتبه مخروط غیر هموار قیود ما

ͬ کنیم: م جای·زین √زیر
ϵ٢ + ∥x٢∥٢ ≤ x١, (١١ . ۴)

قید در آمده به دست اغتشاش ͬ شود. م انتخاب ١٠−۶ حدود اغلب که است کوچ΄ͬ ثابت ϵ در آن که
مسأله بنابراین شود. هموار و محدب (٩ . ۴)‐(٧ . ۴) مسأله قیود ͬ شود م باعث ، دوم مرتبه مخروط
زیر به صورت معادل هموار محدب بهینه سازی مسأله ی به ͬ تواند م (٩ . ۴)‐(٧ . ۴) هموار غیر و محدب

شود: تبدیل
minimize f(x)

subject to g(x) ≤ ٠.
(١٢ . ۴)

است واض است. ϵ−اغتشاش روش با Ex + d ⪰K ٠ از هموار سازی ی g(x) ∈ Rm در آن که
هستند. مشتق پذیر دوبار و محدب g(x) برداری توابع که

باشد داشته وجود u∗ ∈ Rm بردار اگر تنها و اگر (١٢ . ۴) از بهینه جواب ی x∗ ∈ Rn که ͬ دانیم م از
کند: صدق زیر K.K.T سیستم در (x∗T , u∗T )T }به طوری که

u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗Tg(x∗) = ٠,
∇f(x∗) +∇g(x∗)Tu∗ = ٠.

(١٣ . ۴)

جواب x∗ که است واض نامیم. x∗ با متناظر لاگرانژ ضریب بردار را u∗ و (١٢ . ۴) از K.K.T نقطه را x∗
باشد. (١٢ . ۴) از K.K.T نقطه x∗ اگر تنها و اگر است، (١٢ . ۴) از بهینه

دینامی΄ͬ ساختار ی بیان ما هدف باشند. زمان به وابسته متغیرهای u(.) و x(.) که کنید فرض  اکنون
عصبی شب΄ه مدل ما شود. هدایت آن دوگان و (١٢ . ۴) مسأله K.K.T نقطه به که است پیوسته زمان

ͬ کنیم: م بیان زیر به صورت دینامی΄ͬ معادله با را آن دوگان و (١٢ . ۴) حل برای بازگشتͬ
dx

dt
= −

(
∇f(x) +∇g(x)T (u+ g(x))+

)
, (١۴ . ۴)

du

dt
= (u+ g(x))+ − u, (١۵ . ۴)

در آن که ،y٠ = (xT٠ , u
T
٠ )

T آغازین نقطه با

(u+ g(x))+ = ([u١ + g١(x)]
+, [u٢ + g٢(x)]

+, ..., [um + gm(x)]
+)T ,

[uk + gk(x)]
+ = max{uk + gk(x),٠}, k = ١,٢, ...,m.



۴٣ خواص و مسئله فرمول بندی

دوگان و (١٢ . ۴) از بهینه نقاط مجموعه D∗ ، y = (xT , uT )T ∈ Rn+m ͬ کنیم، م تعریف سادگͬ برای
، آن

Φ(y) =

[
−
(
∇f(x) +∇gT (u+ g(x))+

)
(u+ g(x))+ − u

]
. (١۶ . ۴)

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را (١۵ . ۴)‐(١۴ . ۴) عصبی شب΄ه بنابراین
dy

dt
= κΦ(y), (١٧ . ۴)

y(t٠) = y٠. (١٨ . ۴)
ͬ دهد. م نشان را (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) عصبی شب΄ه هم·رایی نرخ و است ۴ اس΄الر پارامتر κ آن در که

ͬ گیریم. م نظر در κ = ١ سادگͬ، برای

هم·رایی و پایداری تحلیل ۴ . ٢ . ۴
ͬ شود. م بررسͬ (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) شده پیشنهاد عصبی شب΄ه هم·رایی و پایداری قسمت این در

باشد. (١٧ . ۴)‐(١٨ . ۴) عصبی شب΄ه از تعادل نقطه ، y∗ = (x∗T , u∗T )T کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
آنگاه باشد، (١٢ . ۴) مسأله بهینه جواب x∗ ∈ Rn اگر برعکس ، (١٢ . ۴) مسأله K.K.Tاز نقطه x∗ آنگاه
شده پیشنهاد عصبی شب΄ه از تعادل نقطه y∗ = (x∗T , u∗T )T که به طوری دارد وجود u∗ ∈ Rm بردار

است. (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴)
آنگاه باشد، (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) عصبی شب΄ه تعادل نقطه y∗ = (x∗T , u∗T )T کنید فرض برهان.

dx∗

dt
= ٠ duو

∗

dt
= ٠

نتیجه در .
∇f (x∗) +∇g(x∗)T (u∗ + g(x∗))+ = ٠, (١٩ . ۴)
(u∗ + g(x∗))+ = u∗. (٢٠ . ۴)

اگر تنها و اگر u∗ = (u∗ + g(x∗))+ داریم همچنین،
u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗Tg(x∗) = ٠. (٢١ . ۴)

داریم (١٩ . ۴) در (٢٠ . ۴) جای·ذاری با بنابراین،
∇f(x∗) +∇g(x∗)Tu∗ = ٠ (٢٢ . ۴)

این و ͬ کند م صدق K.K.T شرایط در y∗ = (x∗T , u∗T )T که ͬ شود م ،نتیجه (٢٢ . ۴) و (٢١ . ۴) از
ͬ کند. م کامل را اثبات

۴Scale
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ی΄تاست. (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) شده پیشنهاد عصبی شب΄ه مدل تعادل نقطه .٢ . ٢ . ۴ لم
جواب K.K.Tدارای وکافͬ لازم شرایط است، x∗ ی΄تای بهینه جواب دارای (١٢ . ۴) مسأله چون برهان.
پیشنهاد مدل تعادل نقطه که ͬ بینیم م (٢ . ١ . ۴) قضیه از بنابراین هستند، y∗ = (x∗T , u∗T )T ی΄تای
عصبی شب΄ه تعادل نقطه بنابراین ͬ کند. م صدق (١٣ . ۴) ،K.K.T سیستم در (١٧ . ۴)‐(١٨ . ۴) شده

ی΄تاست. (١٧ . ۴)‐(١٨ . ۴)
جواب دارای (١٧ . ۴)‐(١٨ . ۴) سیستم ، y(t٠) = (x(t٠)

T , u(t٠)
T )T آغازین نقطه هر برای .٢ . ٣ . ۴ لم

است. y(t) = (x(t)T , u(t)T )T پیوسته ی΄تای
مجموعه روی پذیر مشتق پیوسته به طور توابع ، ∇gk(x), (k = ١, . . . ,m) و ∇f(x) چون برهان.
محلͬ شیتز لیپ (u+g(x))+−u و ∇f(x)+∇g(x)T (u+g(x))+ بنابراین Dهستند، ⊆ Rn+mباز
‐(١٨ . ۴) عصبی شب΄ه ، ....... قضیه به توجه با هستند، D ⊆ Rn+m+lباز مجموعه روی پیوسته

است. τ → ∞ وقتͬ t ∈ [t٠, τ) برای y(t) پیوسته ی΄تای جواب دارای (١٧ . ۴)
است. منفͬ معین نیمه (١۶ . ۴) در شده تعریف Φ نگاشت از ∇Φ(y) ژاکوبی ماتریس .۴ . ٢ . ۴ لم

که به طوری دارد وجود ٠ < p < m ͬ کنیم م فرض مسأله، ازکلیت کاستن بدون برهان.
(u+ g)+ = (u١ + g١(x), u٢ + g٢(x), ..., up + gp(x),٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸

m−p

)T ≥ ٠.

که داد نشان ͬ توان م ساده محاسبات با

∇Φ(y) =

[
−(∇٢f(x) +

∑p
k=١((uk + gk)∇٢gk(x)) +∇gp(x)T∇gp(x)) −∇gp(x)T

∇gp(x) Sm×m

]
,

در آن که

∇gp(x) =

[
Up×n

O(m−p)×n

]
=



∂g١
∂x١

...
∂g١
∂xp−١

∂g١
∂xp

∂g١
∂xp+١

...
∂g١
∂xn

∂g٢
∂x١

...
∂g٢
∂xp−١

∂g٢
∂xp

∂g٢
∂xp+١

...
∂g٢
∂xn

... ...

... ...
∂gp
∂x١

...
∂gp
∂xp−١

∂gp
∂xp

∂gp
∂xp+١

...
∂gp
∂xn

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠
٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠



,

و است gk(x) از هسین ماتریس ∇٢gk(x) و

Sm×m =

[
Op×p Op×(m−p)

O(m−p)×p −I(m−p)×(m−p)

]
,
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چون . است مثبت معین نیمه ماتریس ، ∇gp(x)T∇gp(x) ماتریس است. صفر ماتریس O در آن که
و ∇٢f(x) هسین ماتریس های بنابراین شده، فرض پذیر مشتق دوبار و محدب f, g١, . . . , gm توابع
بودن مثبت معین از به علاوه هستند. مثبت نیمه معین ماتریس های ،(k = ١,٢, ..., p) برای ∇٢gk(x)

که است واض همچنین هستند. مثبت معین نیمه ∇٢gpk(x) ماتریس های که گفت ͬ توان م ∇٢gk(x)

است. منفͬ معین نیمه ، Sm×m ماتریس
منفͬ معین نیمه ، ∇Φ(y) ژاکوبی ماتریس ب·یریم نتیجه ͬ توانیم م ما شده، گفته توضیحات طبق

است.
داریم: آنگاه ، (u+ g)+ = (u١ + g١(x), u٢ + g٢(x), ..., um + gm(x))

T یعنͬ p = m اگر

∇Φ(y) =

[
−(∇٢f(x) +

∑m
k=١((uk + gk)∇٢gk(x)) +∇g(x)T∇g(x)) −∇g(x)T

∇g(x) Om×m

]
.

ماتریس ∇٢gk(x) = ∇٢gmk (x) و g(x) برداری توابع از ژاکوبی ماتریس ∇g(x) = ∇gm(x) در آن که
که داد نشان بسادگͬ ͬ توان م قبلͬ، حالت مشابه . هستند (k = ١,٢, ...,m) برای gk(x) از هسین

است. منفͬ معین نیمه ماتریس ∇Φ(y)

داریم: آنگاه ، (u+ g)+ = (٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸
m

)T یعنͬ p = ٠ اگر سرانجام،

∇Φ(y) =

[
−∇٢f(x) On×m

Om×n −Im×m

]
.

کامل را اثبات این است، منفͬ معین نیمه ماتریس ∇Φ(y) که داد نشان ͬ توان م هم، حالت این در
ͬ کند. م

لیاپانوف مفهوم به مجانبی پایدار ، (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) در شده پیشنهاد عصبی شب΄ه مدل .۵ . ٢ . ۴ قضیه
است. از(۴ . ١٢) بهینه جواب x∗ وقتͬ ، y∗ = (x∗T , u∗T )T به سراسری هم·رایی و

ب·یرید: نظر در را زیر لیاپانوف تابع برهان.
E(y) = ∥Φ(y)∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢. (٢٣ . ۴)

داریم: ، (١۶ . ۴) از
dΦ

dt
=
∂Φ

∂y

dy

dt
= ∇Φ(y)Φ(y).

بنابراین
dE(y(t))

dt
= (

dΦ

dt
)TΦ + ΦT (

dΦ

dt
) + (y − y∗)T

dy(t)

dt
=

ΦT (∇Φ(y)T +∇Φ(y))Φ + (y − y∗)TΦ(y).

داریم: ۴ . ٢ . ۴ لم بردن ب΄ار با
ΦT (y)(∇Φ(y)T +∇Φ(y))Φ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗. (٢۴ . ۴)
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داریم: ٢ . ١ . ۴ قضیه از استفاده با

(y − y∗)T (Φ(y)− Φ(y∗)) = (y − y∗)TΦ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗.

بنابراین
dE(y(t))

dt
≤ ٠. (٢۵ . ۴)

در است. لیاپانوف مفهوم به مجانبی پایدار ، (١٧ . ۴)‐(١٨ . ۴) عصبی شب΄ه که است معنͬ بدان این
چون ادامه

E(y) ≥ ١
٢∥y − y∗∥٢, (٢۶ . ۴)

هم·رای زیر دنباله های

{(x(tk)T , u(tk)T )T |t٠ < t١ < ... < tk < tk+١},

به طوری که دارد، وجود k → ∞ از tk → ∞ وقتͬ

lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T )T = (x̄T , ūT )T ,

ͬ کند: م صدق زیر رابطه در (x̄T , ūT )T وقتͬ
dE(y(t))

dt
= ٠,

همچنین است. {(x(t)T , u(t)T )T |t ≥ t٠} از حدی −ω نقطه ی ، (x̄T , ūT )T که ͬ دهد م نشان این
در ناوردا مجموعه بزرگترین M در آن که ، t → ∞ برای {(x(t)T , u(t)T )T → M} ͬ دانیم: م

داریم (٢۵ . ۴) و (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) از است. K = {(x(t)T , u(t)T )T |dE(y(t))
dt

= ٠}

dx

dt
= ٠, du

dt
= ٠ ⇔ dE(y(t))

dt
= ٠.

M ⊆ K ⊆ D∗. با (x̄T , ūT )T ∈ D∗ بنابراین
ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت دی·ری لیاپانوف تابع ما ، در(۴ . ٢٣) u∗ = ū و x∗ = x̄ جای·ذاری با

Ē(y) = ∥Φ(y)∥٢ +
١
٢∥y − ȳ∥٢. (٢٧ . ۴)

طرفͬ از . Ē(ȳ) = ٠ و پذیر مشتق پیوسته به طور Ē(y) آنگاه

lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T )T = (x̄T , ūT )T ,

داریم اینرو از
lim
k→∞

Ē(x(tk)
T , u(tk)

T )T = Ē(x̄, ū).



۴٧ خواص و مسئله فرمول بندی

. Ē(y(t)) < ϵ داریم ، t ≥ tq هر برای به طوری که دارد وجود q > ٠ ، ϵ > ٠ هر ازای به بنابراین،
داریم، t ≥ tq برای . dĒ(y(t))

dt
≤ ٠ بیاوریم دست به ͬ توانیم م مشابها

١
٢∥y(t)− ȳ∥٢ ≤ Ē(y(t)) ≤ ϵ.

در شده پیشنهاد عصبی شب΄ه بنابراین، . limt→∞ y(t) = ȳ یا limt→∞ ∥y(t)− ȳ∥ = ٠ نتیجه در
از بهینه جواب x̄ آن در که است ȳ = (x̄T , ūT )T تعادل نقطه به سراسری هم·رای (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴)

است. (١٢ . ۴)
گیریم. مͬ نتیجه را زیر ،گزاره (۵ . ٢ . ۴) قضیه از ما

کردن حل برای (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) عصبی شب΄ه آنگاه ، D∗ = {(x∗T , u∗T )T} اگر .۶ . ٢ . ۴ گزاره
است. y∗ = (x∗T , u∗T )T ی΄تای تعادل نقطه به سراسری مجانبی پایدار ،(١٢ . ۴)

عددی مثال های ۵ . ٢ . ۴
شب΄ه تأثیر و کارایی دادن نشان منظور به و شده داده شرح مطالب شدن روشن برای بخش این در
مارکوویتز تصادفͬ پرتفوی انتخاب مسأله از مثال ی ذکر به ما ، (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) شده پیشنهاد عصبی
نیز واقعͬ جواب و شده استفاده Matlab افزار نرم در ode۴۵s دستور از شبیه سازی در ͬ پردازیم. م

است. شده محاسبه Lingo١١ افزار نرم توسط
آن: در که ب·یرید نظر در را ۶ . ۴ مارکوویتز تصادفͬ بهینه پرتفوی انتخاب مسأله .٢ . ٧ . ۴ مثال

Σ =



٣۶ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١۶ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١۶ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ۴٩ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٩


, R = ١٠, w٠ = ٠, p = ٠٫٩٩,

است: زیر بصورت آن قطعͬ مدل
minimize ١۶x٢

١ + ۴x٢
٢ + ١۶٢

٣ + ۴٩x٢
۴ + ٩x٢

۵

subject to ۴x١ + x٢ + ۵x٣ + ١٠x۴ + ١٫۵x۵

+ ٢٫٣٣(
√

١۶x٢
١ + ۴x٢

٢ + ١۶٢
٣ + ۴٩x٢

۴ + ٩x٢
۵) ≥ ١٠,

x١ + x٢ + x٣ + x۴ + x۵ = ١,

x١, x٢, x٣, x۴, x۵ ≥ ٠.

(٢٨ . ۴)

شب΄ه مسأله این حل برای ما است. x∗ = (٠٫١٢,٠٫۴٩,٠٫١٢,٠٫٠۵,٠٫٢١)T مسأله بهینه جواب
ͬ شود. م داده نشان ١ · ۴ ش΄ل در مسیرها ͬ بریم. م به کار را (١٨ . ۴)‐(١٧ . ۴) پیشنهادی عصبی
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دلخواه. آغازین نقطه ۵٠ با عصبی شب΄ه گذرا رفتار :١ . ۴ ش΄ل
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Aabstract

In this thesis, a numerical method based on neural networks is presented to solve the op-
timization problems in financial mathematics. To do this, we first write the optimization
conditions for the optimization problem. Then we design a neural network with it. We
prove that the trust point of the corresponding neural network is the main optimal an-
swer. Prove the basis and global convergence of the proposed model by presenting an
appropriate Lipanov function. first, definitions of financial concepts in mathematics and
preparatory optimization and neural networks are presented. In the following provide a
neural network approach for solving linear programming problems for selecting optimal
portfolio with transaction costs and the end, we present an accurate method for solving
portfolio optimization problems under random constraints.

Keywords: portfolios, efficient frontier, transaction costs, neural network, random
constraints.
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