


ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آمار گرایش ، آمار رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

با ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا
تصویر ماتریس از استفاده

فتحͬ مهران نگارنده:

راهنما استاد

رضا زاده نزاکتͬ احمد دکتر

١٣٩۶ اسفند



ୁرদوارم و ୍ସ భما و ৮در ଘ ৎقد৤م
و ख़حࢇم ௵਩ی و کار तدا و دॼ࡬وز یاوری ঙࢤواره ز৯دਛی دॴواری ୓ی و ୓ یਠ൏। భ ଒

রوده ا৯د. ୀا৤م ಺ൕ഍ॡن

඼ෙय़باৣم ঙࢡඥر ଘ ৎقد৤م
کلات ज़ش و রوده ೺ূمل و ධ්ر ا१وه ଒ او ਗی با॰د، ز৯دজ࣓م سار ଢسا ඼ෙय़باඓࣂش ଢسا ଒

৶ࢤود. ੀङ়ࣱل ୀا৤م را ඵේज़ر
ز



سپاس گزاری...

نعمت های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او

زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از والاتر معلم، منزلت و جای·اه ΁ش بدون
که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با ایشان، شائبه ی بی
و ͬ کند م تأمین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل
”من باب از و وظیفه برحسب تضمین؛ سپرده اند، دستش به که را امانت هایی سلامت

الخالق”: یش΄ر لم المخلوق یش΄ر لم
من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم... معلم دو این عزیزم... مادر و پدر از
یار زندگͬ عرصه های تمام در و گذشته اند غفلت هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم

بوده اند؛ من برای بی چشم  داشت یاوری و
کمال در که رضا زاده نزاکتͬ احمد دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از
و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با سعه صدر،

گرفتند؛ بر عهده را رساله این راهنمایی زحمت
که آرشͬ محمد دکتر و ربیعͬ رضا محمد دکتر دلسوز و فرزانه اساتید از همچنین

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال شدند؛ متقبل را رساله این داوری زحمت
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد

فتحͬ مهران
١٣٩۶ اسفند

ح



نامه تعهد
شاهرود، دانش·اه ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی فتحͬ مهران اینجانب
، تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا عنوان با پایان نامه نویسنده

ͬ شوم: م متعهد رضا زاده نزاکتͬ احمد راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
فتحͬ مهران
١٣٩۶ اسفند

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
نظر مورد پارامترهای تمامͬ که گویند ام΄ان پذیر زمانͬ را طرح ΁ی آزمایش ها طرح مبحث در
طرح ΁ی بودن ام΄ان پذیر تشخیص عاملͬ طرح های مباحث در از این رو باشند، برآورد پذیر آن
مدل بر مبتنͬ طرح ها، سنجͬ ام΄ان معیارهای تا کنون است. اهمیت حائز بسیار جهاتͬ از
ام΄ان سنجͬ معیار به دسترسͬ باشد زیادی سطوح دارای طرح که مواردی در بوده اند. خطͬ
مطالعه برای قدرتمندی ابزار تصویر ماتریس است، پیچیده و دشوار کاری خطͬ مدل بر مبتنͬ
از خطͬ تبدیل به نیاز بدون و جای·زین معیار ΁ی عنوان به ͬ تواند م که است طرح ها از این گونه
ماتریس گیرد. قرار استفاده مورد طرحͬ هرگونه ام΄ان سنجͬ تعیین برای واریانس آنالیز مدل
پایان نامه این در ͬ کند. م تعریف را طرح ΁ی ستون های از آمده دست به مجموعه ΁ی تصویر
ͬ شود م بررسͬ تصویر ماتریس و متعامد آرایه های خطͬ، مدل روش  سه با طرح ها ام΄ان پذیری
انجام به سادگͬ و به سرعت را کار این تصویر ماتریس بر مبتنͬ روش ͬ شود م داده نشان و

ͬ دهد. م

کلیدی: کلمات
تصویر، ماتریس عاملͬ، طرح های ام΄ان پذیر، طرح آزمایش ها، طرح متعامد، آرایه های

خطͬ. مدل

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

بر مبتنͬ روشͬ اساس بر طرح ΁ی ام΄ان پذیری (١٣٩۶) ا. رضا زاده نزاکتͬ م.، فتحͬ .١
همدان. سینا بوعلͬ دانش·اه ‐ ایران ریاضͬ کنفرانس هشتمین و چهل تصویر، ماتریس

م
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

است. شده آورده مختصر به طور بعدی فصل های در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف فصل این در
است. [١] آزمایش ها تحلیل و طرح کتاب از برگرفته عمدتاََ فصل این مطالب

تعاريف و اصطلاحات ١ . ١
آزمایش١:

ͬ روند. م به كار فرضيه ای تكميل يا قبول يا رد برای كه ͬ شود م اطلاق عملياتͬ كليه به آزمايش
΁ي روی فقط بررسͬ كه است اين در مطلق آزمايش ΁ي و مقايسه ای آزمايش ΁ي تمايز وجه
آزمايشات از اغلب آزمايشͬ طرح های در ͬ گيرد. م انجام شيميايی) واكنش ΁ي (مثلا́ ماده

ͬ شود. م صحبت مقايسه ای
آزمايش٢ͬ: طرح های

مورد مقايسه ای آزمايشات انجام برای كه هستند شده ای ابداع ال·وی آزمايشͬ طرح های
شرط دو آماری قوانين به آشنایی و طرح ها اين با درست آشنایی ͬ گيرند. م قرار استفاده

است. آزمايش ΁ي اجرای در موفقيت اساسͬ
١Experiment
٢Experimental Designs



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
تیمار٣:

قرار مقايسه مورد آزمايش در مختلف صفت روی بر آنها مطالعه برای كه را مواردی از ΁ي هر
ͬ گويند. م تيمار ͬ گيرند م

آزمایش۴ͬ: مواد
كه را وسيله ای دارد. وسيله ای به نياز آزمايش ΁ي در آن ها مقايسه و تيمارها بردن به كار

گویند. آزمايشͬ مواد ميی شوند آزمايش آن روي بر تيمارها
آزمایش۵ͬ: واحد

تحت تكرار يك در تيمار ΁ي آن در كه است آزمايشͬ مواد از قسمت كوچ΄ترين آزمايشͬ واحد
دارد. قرار آزمايش

بلوک۶:
شده تش΄يل مشابه ای شرايط تحت كه مختلف تيمارهای با آزمايشͬ واحدهای از گروهͬ به
داشته وجود آزمايش مورد تيمارهای كليه بلوک به مربوط گروه در اگر گویند. بلوک باشند
آن باشند داشته شركت تيمارها از عده ای فقط بلوک درتش΄يل اگر و كامل بلوک را آن باشند

ͬ نامند. م ناقص بلوک را
مشاهدات٧: و داده 

فرض ها آزمون و محاسبات انجام برای آنها از و ͬ آوريم م به دست آزمايش در كه ارقامͬ و اعداد به
مورد صفت و اندازه گيری روش های اغلب مشاهدات، ͬ شود. م گفته داده ͬ كنيم، م استفاده

ͬ گيرد. م در بر نيز را مطالعه
:H طرح

که دارد وجود عامل m ͬ شود م استفاده طرفه m واریانس آنالیز مدل وقتͬ کلͬ به طور
از مم΄ن ͹سط ترکیب های از تعدادی شامل H آزمایشͬ طرح دارند، متفاوتͬ سطوح هرکدام

است. m عوامل

چیست؟ آزمایش طرح ١ . ٢
موضوعͬ کشف برای پژوهش·ران توسط آزمایش هایی معمولا˟ تحقیق، واقعͬ زمینه های تمامͬ در
آزمون ΁ی آزمایش کلمه، واقعͬ معنای به ͬ شود. م انجام خاص سیستمͬ یا فرایند درباره
مورد تغییرات آنها در که است آزمون ها از دنباله ای یا آزمون ΁ی شده، طرح آزمایش است.
ͺپاس در ͬ توانیم م که صورتͬ به ͬ شوند م اعمال سیستم یا فرایند ورودی متغییر های در نظر،

٣Treatment
۴Experimental Material
۵Experimental Unit
۶Block
٧Data



٣ چیست؟ آزمایش طرح
ماشین ها، از ترکیبی صورت به را فرایند ͬ توان م معمولا˟ کنیم. مشخص و مشاهده را خروجͬ
تبدیل را موارد) (اغلب ورودی ها از بعضͬ که کرد تصور دی·ری منابع و اشخاص، روش ها،
متغییرهای از بعضͬ دارند. مشاهده قابل ͺپاس چند یا ΁ی که ͬ کنند م ͬ هایی خروج به
کنترل z١, z٢, . . . , zq دی·ر متغییرهای که صورتͬ در پذیرند، کنترل فرایند در x١, x٢, . . . , xp

باشند). پذیر کنترل است مم΄ن آزمون ΁ی هدف های برای چند (هر ناپذیرند
باشد: زیر موارد شامل ͬ تواند م آزمون اهداف

دارند. y ͺپاس در را تأثیر بیشترین که متغییرهایی تعیین .١
اسمͬ مقدار ΁نزدی همیشه y تقریباً که به طوری x مؤثر متغییرهای موقعیت تعیین .٢

باشد. مطلوب
باشد. ΁کوچ y تغییر پذیری که به طوری x مؤثر متغییرهای موقعیت تعیین .٣

z١, z٢, . . . , zq کنترل ناپذیر متغییرهای اثرهای که به طوری x مؤثر متغییرهای موقعیت تعیین .۴
شوند. مینیمم

سخت سازی مختلف فرایند دو اثر مطالعه به مواد مهندس ΁ی کنید فرض مثال، عنوان به
هدف اینجا در .΁نم آب با فرونشانͬ و روغن با فرونشانͬ باشد: علاقه مند آلومینیم آلیاژ ΁ی
ایجاد را سختͬ ماکزیمم خاص، آلیاژ این برای که است فرونشانͬ محلول تعیین آزمایش·ر
کرده فرونشانͬ محلول هر با را آلیاژ این نمونه های تعدادی ͬ گیرد م تصمیم مهندس ͬ کند. م
از ΁ی هر اثر در نمونه ها متوسط سختͬ ب·یرد. اندازه را آنها سختͬ میزان فرونشانͬ از بعد و

رفت. خواهد کار به محلول بهترین تعیین برای فرونشانͬ، محلول های
ͬ آید: م پیش مهمͬ سؤال های ͬ گیریم، م نظر در را ساده آزمایش این وقتͬ

نظرند؟ مورد بالقوه که هستند فرونشانͬ محلول های تنها محلول دو این آیا .١
که باشد لازم و بوده مؤثر سختͬ میزان در است مم΄ن که دارند وجود دی·ری عوامل آیا .٢

شوند؟ کنترل یا بررسͬ آزمایش این در
است؟ لازم آلیاژ از نمونه چند امتحان فرونشانͬ محلول هر برای .٣

داده ها باید ترتیب چه به و داد تخصیص فرونشانͬ محلول های به را نمونه ها باید چ·ونه .۴
کرد؟ جمͽ آوری را

کرد؟ استفاده باید داده ها تحلیل روش چه از .۵
در مهم ͬ توان م را فرونشانͬ محلول دو از حاصل شده مشاهده متوسط در اختلافͬ چه .۶

گرفت؟ نظر



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
از بسیاری احتمالا˟ و پرسش ها این تمامͬ به رضایت بخش جواب باید آزمایش، انجام از قبل

داد. دی·ر پرسش های
جمͽ آوری به روش وابسته وسیع ͹سط در کرد استخراج ͬ توان م که نتایجͬ آزمایش، هر در
از بالا آزمایش در مواد مهندس که کنیم فرض موضوع شدن روشن برای است. داده ها
فرونشانͬ در دی·ر حرارت با نمونه هایی از و روغن با فرونشانͬ در حرارت ΁ی با نمونه هایی
مزبور مهندس ͬ شود، م مقایسه این ها سختͬ میانگین وقتͬ حال کند. استفاده ΁نم آب با
چقدر و فرونشانͬ محلول معلول شده، مشاهده اختلاف چقدر که نیست این بیان به قادر
اثرهای که ͬ گوید م آزمایش ها طرح در (متخصص حرارت هاست. میان ذاتͬ اختلاف معلول
جدا هم از ͬ شود نم را عامل دو این یعنͬ، شده اند؛ مخلوط حرارت و فرونشانͬ محلول های
اثر ͬ شوند م استخراج آزمایش از که نتایجͬ بر ͬ تواند م داده ها جمͽ آوری روش پس، کرد).

باشد. داشته مخالف

آزمایش طرح کاربردهای ١ . ٣
آزمایش عمل ،ͽواق در دارند. وسیع کاربرد نظام ها از بسیاری در آزمایش طرح روش های
کار چ·ونگͬ فراگیری راه های از ی΄ͬ به صورت و علمͬ فرایند از بخشͬ به صورت ͬ توان م را
به ͽراج که ͬ آموزیم م فعالیت ها سری ΁ی از معمولا˟ گرفت. نظر در فرایندها یا سیستم ها
با سپس و آوریم عمل به فرایند داده های تولید برای آزمایش هایی بزنیم، حدس هایی فرایند
جدید آزمایش های به که دهیم ارائه جدیدی حدس های آزمایش، از حاصل اطلاعات از استفاده

ͬ انجامند. م
فرایندهای عمل΄رد اصلاح برای مهم فوق العاده ابزاری آزمایش طرح مهندسͬ، دنیای در
تکنی΁ های کاربرد دارد. جدید فرایندهای بسط در وسیع کاربردی همچنین است. تولید

کند. فراهم را زیر نتایج ͬ تواند م فرایند توسعه در آزمایش طرح اولیه
کند. اصلاح را فرایند نتایج .١

کند. نزدی΁ تر اسمͬ یا هدف نیازهای با را آن مطابقت و داده کاهش را تغییرپذیری .٢
دهد. تقلیل را گسترش زمان .٣

دهد. تقلیل را هزینه کل .۴
فرآورده های آن در که دارند، عمده نقش نیز مهندسͬ فعالیت های طرح در آزمایش طرح روش های
طرح در آزمایش طرح کاربردهای برخͬ ͬ شوند. م اصلاح فعلͬ فرآورده های و یافته تکامل جدید

از: عبارت اند مهندسͬ
پایه ای. طرح پی΄ربندی های مقایسه و ارزیابی .١



۵ آزمایش طرح کاربردهای
مواد. ͬ های دگرگون ارزیابی .٢

متنوع بسیار محیطͬ شرایط تحت به خوبی فرآورده که به طوری طرح پارامترهای انتخاب .٣
باشد. نیرومند فرآورده که به طوری یعنͬ کند، کار

ͬ گذارند. م اثر فرآورده عمل΄رد بر که فرآورده کلیدی طرح پارامترهای تعیین .۴

ساده تر آنها تولید که آورد به وجود فرآورده هایی ͬ تواند م زمینه ها این در آزمایش  طرح از استفاده
و پایین تر تولید هزینه اعتمادند، قابل و داشته بیشتری عمل΄رد زمینه که فرآورده هایی است،

ͬ دهیم. م ارائه مثال چند مفاهیم این کردن روشن برای دارند. کوتاه تر تولید زمان و طرح
فرایند مشخصه های تعیین .١ . ٣ . ١ مثال

ماشین ͬ شود. م استفاده لحیم کاری ماشین ΁ی از چاپی مدارهای صفحات تولید فرایند در
آنها وسپس داده، صفحات به اولیه ای حرارت کرده، تمیز گدازه ای با را صفحات دفعات به
اتصالات لحیم کاری فرایند، این ͬ دهد. م عبور مذاب ͽقل جریان میان از نقاله ای توسط را

ͬ کند. م کامل صفحه روی قطعات درباره را ال΄تری΄ͬ و م΄انی΄ͬ
΁ی به ΁نزدی یعنͬ، ͬ کند. م عمل ناقص درصد ΁ی ͹سط در حدوداً حاضر ͽوض در فرایند
به طور چون امˁا، دارند. دستͬ اصلاح به احتیاج و معیوب مدار روی لحیم کاری نقاط درصد
درصد ΁ی ͹سط حتͬ لذا دارد، لحیم کاری اتصال ٢٠٠٠ از بیش چاپی مدار صفحه هر متوسط
این مسئول مهندس باشند. داشته مجدد به کار نیاز زیادی اتصالات که ͬ شود م موجب نقص
پارامتر های کدام کند مشخص که است شده ای طرح آزمایش از استفاده به علاقه مند فرایند
برای متغیرها آن مورد در باید را تنظیم هایی چه و مؤثرند لحیم کاری معایب وقوع بر ماشین
ͬ توان م که دارد مختلفͬ متغیرهای لحیم کاری ماشین کند. اعمال لحیم کاری معایب تقلیل

از: عبارت اند متغیرها این کرد. کنترل را آنها

لحیم کاری. دمای .١
پیش گرم΄ن. دمای .٢

نقاله. سرعت .٣
گدازه. نوع .۴

گدازه. مخصوص وزن .۵
لحیم کاری. عمق .۶

نقاله. زاویه .٧



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
عادی جریان در به سادگͬ که دارند وجود دی·ری مختلف عوامل کنترل پذیر عوامل بر علاوه
از: عبارت اند آنها کرد. کنترل را آنها ͬ توان م آزمون به منظور امˁا، نیستند، کنترل پذیر تولید،

چاپی. مدار صفحه ضخامت .١

صفحه. روی در استفاده مورد قطعات انواع .٢

صفحه. روی قطعات طرح .٣

عمل·ر. .۴

تولید. نرخ .۵

لحیم کاری ماشین مشخصه های از اطلاع به علاقه مند مسئول مهندس وضعیتͬ، چنین در
در کنترل ناپذیر) و کنترل پذیر از (اعم عامل ها کدام که کند تعیین ͬ خواهد م یعنͬ است؛
طرح ریزی را آزمایشͬ ͬ تواند م منظور این برای مؤثرند. چاپی مدار صفحات معایب آمدن به وجود
عامل هر تغییر با که بفهمد یعنͬ سازد؛ قادر عوامل اثرهای جهت و بزرگͬ برآورد به را او که کند
با عوامل تغییر آیا که بفهمد و ͬ کند، م تغییر واحد) ΁ی در حاصل (معایب ͺپاس متغییر چقدر
چنین گاهͬ نه. یا ͬ شود م آنها تک تک تنظیم های به نسبت متفاوتͬ نتایج حصول موجب هم

ͬ گوییم. م غربال گر آزمایش را آزمایشͬ
و فرایند بحرانͬ عوامل تعیین برای تشخیص، یا غربال گر آزمایش این از حاصل اطلاعات از
در حاصل معایب تعداد بیشتر چه هر تقلیل به منظور عوامل این تنظیم جهت کردن معلوم برای
زیاد سطوح از جلوگیری به منظور آزمایش این از ͬ توانیم م همچنین ͬ کنیم. م استفاده واحد هر
طͬ بیشتری دقت با باید که عواملͬ مورد در اطلاعاتͬ فرایند، غلط عمل΄رد و حاصل معایب
به کارگیری ͬ تواند م آزمایش نتیجه ΁ی پس، آوریم. به دست شوند کنترل تولید عادی جریان
به لحیم کاری) دمای (مثل فرایند متغیر چند یا ΁ی برای کنترل نمودارهای مثل تکنی΁ هایی
کافͬ اندازه ی به زمان مرور به فرایند اگر باشد. خروجͬ فرایند درباره کنترل نمودارهای علاوه
عمده خروجͬ، فرایند کنترل نمودار تهیه جای به که باشد آن ام΄ان شاید باشد، شده اصلاح

دهیم. قرار ورودی متغیرهای کنترل بر اساس را فرایند کنترل طرح
فرایند سازی بهینه .١ . ٣ . ٢ مثال

اثر ͺپاس در فرایند متغیرهای کدام اینکه تعیین به معمولا˟ مشخصه ها، تعیین آزمایش در
عوامل حدود تعیین یعنͬ، است، بهینه سازی بعدی مرحلۀ قاعدتاً علاقه مندیم. ͬ گذارند م
حدود باشد، محصول میزان ،ͺپاس اگر مثلا́، ͬ شوند. م منجر ͺپاس بهترین به که است مهمͬ
΁ی بحرانͬ ابعاد در تغییر پذیری ،ͺپاس متغیر اگر ͬ که صورت در ͬ کنیم، م بررسͬ آن را ماکسیمم

ͬ کنیم. م جستجو را تغییر پذیری مینیمم حدود باشد، فرآورده



٧ پایه اصول
از حاصل نتایج بنابر باشیم. شیمیایی فرایند ΁ی محصول اصلاح به علاقه مند کنید فرض
مؤثرند محصول بر که فرایند متغیرهای مهم ترین از تا دو که ͬ دانیم م تشخیص، آزمایش ΁ی

است. واکنش زمان دی·ری و دما ی΄ͬ
این کنند. تغییر بتوانند دو هر دما و زمان که است لازم آزمایشͬ انجام بهینه، تعیین برای

ͬ گویند. م عاملͬ آزمایش را آزمایش نوع
فراورده ΁ی طرح از مثالͬ .١ . ٣ . ٣ مثال

قرار استفاده مورد فرآورده ΁ی طرح فرایند در ͬ توانند م اغلب آزمایش و طرح روش های
طراحͬ اتومبیل در برای را لولایی مهندسین از گروه ΁ی کنید فرض توضیح، برای گیرند.
که است در سنگینͬ نگه داشتن قدرت یا و کنترل، توان نظر، مورد کیفیت مشخصه کرده اند.
شامل کنترل م΄انیسم کند. جلوگیری شده پارک تپه ای روی اتومبیل ͬ که وقت آن شدن بسته از
و کرده عبور کمانͬ روی از ΁غلط ͬ شود، م باز در ͬ که وقت است. ΁غلط ΁ی و ورقͬ فنر ΁ی
این و آورد، فشار طرف ΁ی به باید فنر در، بستن برای ͬ شود. م ورقͬ فنر شدن فشرده سبب
عوامل از تابعͬ کنترل توان که ͬ کنند م تصور مهندسین گروه ͬ کند. م تولید را کنترل توان

است: زیر
.΁غلط عبور فاصله .١

پایه. تا لولا از فنر ارتفاع .٢
فنر. از لولا افقͬ فاصله .٣

نیست. آن روی بار ͬ که وقت فنر آزاد ارتفاع .۴
اصلͬ. فنر آزاد ارتفاع .۵

تغییر خاص بردهایی در بتوانند عوامل این تمام که بسازند لولا نمونه ΁ی ͬ توانند م مهندسین
ترکیب های با را آزمایش ͬ توان م شدند معلوم عامل ͷپن به این مربوط سطوح که همین کنند.
به این کرد. آزمون ترکیب ها این با را شده ساخته نمونه و طرح ریزی، عوامل این سطوح مختلف
از و ͬ شود م حاصل هستند مؤثرترین ، کنترل قدرت در عوامل کدام اینکه از اطلاعاتͬ ترتیب

کرد. اصلاح ͬ توان م را لولا طرح اطلاعات این تحلیل طریق

پایه اصول ۴ . ١
به بتوان را مناسب داده هایی که است فرایندی طرح ریزی آزمایش ها، آماری طرح از منظور
اگر آورد. به دست عینͬ و معتبر استنتاج های و کرد جمͽ آوری و تحلیل آماری روش های
ضروری آزمایش طرح در آماری روش های کنیم، استخراج داده ها از با معنا نتایجͬ بخواهیم



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
صورت این در هستند آزمایشͬ خطاهای شامل که است داده هایی متضمن مسأله وقتͬ است.
وجه دو دارای آزمایشͬ مسأله هر پس، است. تحلیل عینͬ رهیافت تنها آماری روش شناسͬ
با ΁نزدی ارتباط در موضوع دو این داده ها. آماری تحلیل دی·ری و آزمایش طرح ی΄ͬ است،

دارد. بستگͬ استفاده مورد طرح به مستقیماً تحلیل روش زیرا ی΄دی·رند،
است. ٩ بلوک بندی و ٨ کردن تصادفͬ تکرار، آزمایش طرح پایه ای اصل سه

آزمايش يك از معتبری و قبول قابل نتايج كه ͯ دهند م ام΄ان ͬ بینیم م زیر در که اصولͬ
شود. گرفته

تیمارها تکرار .١
آزمايش اجراي در و آزمايشͯ مواد انتخاب در قدر هر است. اصلͬ آزمایش تکرار تکرار، از منظور
صورت بسا، در چه آمد. نخواهد بدست معتبری نتيجه هيچ تيمارها تكرار بدون كنيم،  دقت
و مثبت را «منفͬ» اثر با تيماری شده، ياد كنترل قابل غير منابع تاثير تكرار ΁ي فقط وجود
سازمان آزمايشͬ واحد ۵ در مثلا́ را تيمار هر اگر ولͬ کند. منفͬ را «مثبت» اثر با تيماری
منابع به مربوط تغييرات آماری،  روش های از استفاده با توانست خواهيم كنيم تكرار يافته،
استفاده تيمارها ميانگين مقايسه برای آن از و برآورد را تصادفͬ خطای يعنͬ كنترل قابل غير

كنيم.
دقت ب·یريم زياد را تكرار تعداد قدر هر دارد؛ تكرار تعداد به بستگͬ آزمايش ΁ي دقت اصولا˟
تكرار تعداد برای متوسطͬ حد آزمايش هر در كه داشت به خاطر بايد ولͬ ͬ شود م بيشتر آزمايش
افزايش اندازه همان به آزمايش دقت نمايد تجاوز حد اين از تكرار تعداد اگر كه دارد. وجود

ͬ شود. م آزمايشͬ مواد ي΄نواختͬ غير و هزينه افزايش سبب تكرار نمودن اضافه و ͬ يابد نم
٣ بين آزمايش حساسيت به بسته را تكرار تعداد طرح ها اكثر در كه كرده اند ثابت تجربه به
ͬ دهند م افزايش ٨ تا را تكرار تعداد آزمايش بودن حساس صورت در يعنͬ ͬ كنند م انتخاب ٨ تا
بعضͬ در تكرار تعداد البته ͬ دهند. م تقليل ٣ تا را تكرار باشد كم آزمايش حساسيت قدر هر و
ͬ شود م گرفته نظر در ٨ از بيش دارند كه ويژه ای ساخت خاطر به عاملͬ) طرح (مانند طرح ها

ͬ شود. م گرفته حدودی تا هم كار اين جلوی شده) خرد (كرت های دي·ری طرح های با كه
شد، صحبت آن از (١ . ٢) بخش در که فلزات ذوب به مربوط آزمایش در مثال، به عنوان
اگر پس، .΁نم آب با مواردی فرونشانͬ و روغن با مواردی فرونشانͬ از است عبارت تکرار
ͷپن که ͬ گوییم م صورت این در باشیم، گرفته نظر در مورد ͷپن ͬ ها فرونشان این از ΁هری با
برای برآوردی که ͬ سازد م قادر را آزمایش·ر اینکه اول دارد. مهم خاصیت دو تکرار داریم. تکرار
است این تعیین در اندازه گیری واحد مبنای خطا برآورد این آورد. به دست آزمایشͬ خطای
اینکه دوم نه. یا دارند تفاوت آماری به طور واقعاً داده ها در شده مشاهده اختلاف های آیا که
تکرار، آن گاه باشد، شده استفاده آزمایش در عاملͬ اثر برآورد برای (ȳ) نمونه میانگین از اگر

٨Randomization
٩Dispositif an blocks



٩ پایه اصول
واریانس σ٢ اگر مثلا́، آورد. به دست را اثر این از دقیق تر برآوردی که ͬ سازد م قادر را آزمایش΄ر

با است برابر نمونه میانگین واریانس آنگاه باشیم، داشته تکرار n و باشد داده ها

σ٢̄
y =

σ٢
n

ما مشاهدات و باشیم داشته تکرار n = ١ اگر که بود خواهد این موضوع عملͬ استنباط
محتمل صورت این در باشند (΁نم آب با (فرونشانͬ y٢ = ١۴٧ و روغن) با (فرونشانͬ y١ = ١۴۵
یعنͬ نباشد. مقدور فرونشانͬ محلول اثر مورد در رضایت بخش استنباط هایی ارائه که است
به گونه ای n اگر دی·ر، طرف از باشد. آزمایشͬ خطای نتیجۀ ͬ تواند م شده مشاهده اختلاف
اطمینان با ȳ١ < ȳ٢ مشاهدۀ با آنگاه باشد، ΁کوچ کافͬ به قدر آزمایشͬ خطای و بزرگ معقول
تا ͬ کند م ایجاد خاص آلیاژ این در را بیشتری سختͬ ΁نم آب با فرونشانͬ که ͬ گیریم م نتیجه

روغن. با فرونشانͬ
واحدها در تیمارها تصادفͬ پخش .٢

است. بنیادی مسأله ای کردن تصادفͬ آزمایش ها طرح در آماری روش های از استفاده در
فردی اجراهای آن با که ترتیبی و آزمایش ابزار تخصیص که آن است کردن تصادفͬ از منظور

باشند. شده تعیین تصادف به ͬ شوند، م انجام آزمایش امتحان های یا
ي΄ͬ باشد معتبر آزمايش) نتيجه (و آزمون تا باشد موجود شرايطͬ بايد آماری آزمون يك در
شرايط اين تحقّق براي است هم از تصادفͬ خطای و مشاهدات بودن مستقل شرايط اين از

ب·يرند. قرار تصادفͬ طور به آزمايشͬ واحدهای در تيمارها كه است لازم
خواهند همبستگͬ مجاور آزمايشͬ واحدهای عمل΄رد تصادفͯ، پخش عدم صورت در
مساوی شانس آن ها تكرار و تيمارها كه ͬ شود م موجب تصادفͬ انتساب كلͬ به طور داشت.
آزمايش در كنترل قابل غير عوامل اثر لذا و باشند داشته آزمایشͬ واحدهای در گرفتن قرار برای
نحوه بهترين صحيح تصادفͬ پخش ΁ي انجام برای ͬ گردد. م تعديل موجود تيمارهای روی

است. تصادفͬ اعداد جدول از استفاده يا قرعه كشͬ از استفاده عمل،
که باشند تصادفͬ متغییرهای خطاها) (یا مشاهدات که است لازم آماری روش های در
درست با ͬ دهد. م اعتبار پذیره این به معمولا˟ کردن تصادفͬ شده اند، توزیع مستقل به صورت
ͬ شود. م ΁کم نیز دخیل خارجͬ عوامل اثرهای متوسط کردن خارج به آزمایش، ͬ کردن تصادف
باشند داشته جزئͬ اختلافͬ ی΄دی·ر با ضخامت نظر از نمونه ها بالا آزمایش در کنیم فرض مثلا́،
با که نمونه هایی تمامͬ اگر باشد. نمونه ها ضخامت تأثیر تحت بتواند فرونشانͬ محلول اثر و
آن گاه شده اند فرونشانͬ ΁نم آب با که باشند آنهایی از تر ضخیم  شده اند فرونشانͬ روغن
تصادفͬ تخصیص بدانیم. برتر دی·ری بر را فرونشانͬ محلول ΁ی اثر مرتباً غلط به است مم΄ن

ͬ کند. م منتفͬ را مسأله این فرونشانͬ، در نمونه ها
هدف با مناسب طرح از استفاده .٣



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
خود اين كه نشويم مواجه آميز اغراق اجرائͬ مش΄لات با كه شود انتخاب طوری بايد طرح ΁ي
محيطͬ برآورد تا ͬ دهد م ام΄ان طرح اينكه مهم تر و دهد افزايش را تصادفͬ خطای ͬ تواند م
و بلوک ها مانند شده شناخته منابع كنترل با ام΄ان حد تا و آيد به دست تصادفͬ خطای از
دار معنͬ قضاوت آزمايش هر در يابد. كاهش خطا اين ي΁ جا در تيمار نوع چند مطالعه ی
آزمايش آن تصادفͬ خطای پايه بر تغييرات ضريب محاسبه و تيمارها ميانگين اختلاف بودن

است. استوار
قسمتͬ بلوک ͬ شود. م استفاده آن از آزمایش دقت افزایش برای که است تکنی΄ͬ بلوک بندی
انجام متضمن بلوک بندی باشد. ابزار مجموعه کل از تر متجانس باید که است آزمایش ابزار از

است. بلوک هر درون آزمایش نظر مورد شرایط میان مقایسه
آزمایش اند. هر مهم بخش آزمایش طرح پایه ای اصول این

شده شناخته تغییرات منابع کنترل .۴
كنترل با كه نمود سعͬ بايد بل΄ه نيست آزمايش در موفقيت برای لازم شرط نتايج بودن معتبر
΁كوچ انحرافات كه نحوی به رسانيد حداقل به را تصادفͬ خطای شده، شناخته مهم منابع
راه چند منظور اين برای باشند. داشته شدن ͬ دار معن برای را شانس حداكثر تيمارها بين

ͬ كنيم: م اشاره مورد دو به زیر در كه دارد وجود
تغييرات منابع حذف يا كاهش ‐

فقط و كرد حذف آزمايش از را شده شناخته تغييرات منابع كليه اثر ͬ توان م تئوری نظر از
قابل آزمايشات نوع اين از حاصل نتايج ولͬ داشت نگه تغييرات عامل عنوان به را تيمارها
در آناليز مورد صفات و عوامل تمام بررسͬ چون به علاوه نيستند، طبيعͬ شرايط به تعميم
شود عملͬ قيمت هر به نبايد پراكندگͬ عوامل حذف پس نيست، مم΄ن جداگانه آزمايش های

دارد. نظر مورد نتايج از هدف و مادی ام΄انات به بستگͬ و
كرد. مطالعه آن ها در را تغييرات منابع بتوان كه طرح هایی انتخاب ‐

آزمایش ها طرح در راهنما ها ۵ . ١
آزمایش با که فردی هر است لازم آزمایش، ΁ی تحلیل و طرح در آماری روش از استفاده در
روشن ایده ای داده ها جمͽ آوری چ·ونگͬ از و کند مطالعه باید دقیقاً آنچه از قبلا́ دارد سروکار
که شیوه ای از شمایی کند. کسب داده ها تحلیل چ·ونگͬ از کیفͬ درکͬ حداقل و باشد داشته

است: زیر شرح به است شده توصیه
عمل در امˁا برسد به نظر بدیهͬ نسبتاً است مم΄ن موضوع این مساله. بیان و شناسایی .١
قابل عموماً بیان نیست، ساده دارد آزمایش به نیاز که مسأله ای به وجود بردن پی غالباً
آزمایش اهداف به ͽراج مفاهیم کلیه است لازم نیست. آسان نیز مسأله روشن و قبول
مهندسͬ، مانند: ورودی به مربوط جوانب تمام که است مهم معمولا˟ کنیم. معرفͬ را



١١ آزمایش ها طرح در راهنما ها
معمولا˟ که (آنهایی گرداننده ها و مشتری مدیریت، بازاریابی، ساخت، کیفیت، استاندارد
روشن بیان اغلب ب·یریم. نظر در را شوند) مͬ گرفته نادیده اغلب و دارند کافͬ بصیرت

کند. مͬ ΁کم مسأله نهایی حل و پدیده ها بهتر فهم در مسأله
دامنه های متغیرند، آزمایش در که عواملͬ باید آزمایش·ر وسطوح. عوامل انتخاب .٢
انتخاب را شوند اعمال باید اجرا هر در که را خاصͬ سطوح و عوامل این از ΁ی هر تغییر
اندازه چ·ونگͬ و مطلوب ارزش های با عوامل این کنترل چ·ونگͬ دربارۀ باید و کند
ͬ توانند م که متغیر ١٢ لحیم کاری، آزمایش جریان در مثلا́، بیندیشد. نیز آنها گیری
باید مربوط مهندس اینجا در شده اند. تعریف باشند مؤثر لحیم کاری معایب وقوع در
از متغیر هر برای اینکه و هرعامل) تغییرات (دامنۀ متغیر هر نظر مورد حدود درباره
فرایند شناخت موضوع این انجام در کند. تصمیم گیری شود، استفاده باید ͹سط چند
است. نظری مفاهیم درک و عملͬ تجربۀ شامل فرایند شناخت معمولا˟ که است لازم
نیستند، گذشته تجربه ی نفوذ تحت کلا́ و باشند مهم توانند مͬ که عواملͬ تمام بررسͬ
است نیافته تکامل هنوز فرایند وقتͬ یا هستیم آزمایش اولیۀ مراحل در وقتͬ خصوصاً
است، فرایند مشخصه های تعیین یا عامل کردن جدا هدف وقتͬ است. اهمیت واجد
ͬ شود). م استفاده عامل دو از (اکثراً داریم نگه پایین را عامل سطوح تعداد که است بهتر
متغیر این که باشد مطمئن آزمایش·ر باید ،ͺپاس متغیر انتخاب در .ͺپاس متغیر انتخاب .٣
انحراف یا متوسط ͽمواق بیشتر ͬ دهد. م مفید اطلاعاتͬ مطالعه تحت فرایند دربارۀ واقعاً
غیر چندگانه، ͅ های پاس ͅ اند. پاس متغیر شده، اندازه گیری مشخصۀ هردو) (یا معیار
کم اندازه گیری خطای اگر است. مهمͬ عامل نیز اندازه گیری خطای و نیستند معمول
تکرارهای یا ͬ شوند م آش΄ار آزمایش توسط عاملͬ بزرگ نسبتاً اثرهای تنها آن گاه باشد،

ͬ شوند. م لازم اضافͬ
نسبتاً مرحله این شوند، انجام به درستͬ اول مرحلۀ سه اگر آزمایش. طرح انتخاب .۴
انتخاب تکرارها)، (تعداد نمونه حجم گرفتن نظر در شامل طرح انتخاب است. ساده
آیا که است مسأله این کردن مشخص و آزمایش امتحان های برای اجرا مناسب ترتیب

خیر. یا شود اعمال ͬ کردن تصادف دی·ر محدودیت های یا بلوک بندی
آزمایش های از بسیاری در است. مهم آزمایش هدف های داشتن نظر در طرح، انتخاب در
ارائه ͺپاس برای را متفاوتͬ مقادیر عاملͬ سطوح بعضͬ که ͬ دانیم م پیشاپیش مهندسͬ،
ͬ شوند م اختلافͬ چنین موجب عوامل کدام اینکه کردن معلوم به نتیجه در ͬ دهند، م
است مم΄ن دی·ر، وضعیت های در علاقه مندیم. ͺپاس تغییر بزرگͬ کردن برآورد به و
تولید حالت دو است مم΄ن مثلا́، باشیم. راغب بیشتر ی΄نواختͬ، کردن معلوم در
بنابراین باشد، بیشتر هزینۀ با مؤثر حالتͬ B و استاندارد A که شوند مقایسه B و A

محصول بین اختلافͬ آیا که است موضوع این مثلا́ کردن معلوم به علاقه مند آزمایش·ر
خیر. یا دارد وجود دوحالت این



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢
انجام از اطمینان برای فرایند دقیق نظارت ͬ شود، م اجرا آزمایش وقتͬ آزمایش. انجام .۵
اعتبار معمولا˟ آزمایش شیوۀ در خطا مرحله این در است. حیاتͬ طرح، طبق چیز همه

است. قطعͬ امری آن، موفقیت در طرح پیش برد ͬ برد. م بین از را آن
و نتایج آنکه تا کرد استفاده آماری روش های از باید داده ها درتحلیل ها. داده تحلیل .۶
آزمایش اگر باشند. عینͬ ماهیت در شوند، صادر فتوی به صورت آنکه به جای استنباط ها
آماری روش های به نیازی آن گاه شود، انجام طرح مطابق اگر و شود طرح ریزی درست
΁کم ها داده تحلیل به که دارند وجود زیادی عالͬ نرم افزاری بسته های نیست. پیچیده
تحلیل ͬ نمایند. م ایفا داده ها تعبیر در عمده نقشͬ ساده نموداری روش های و ͬ کنند م

تحلیل اند. مهم تکنی΁ های از نیز مدل کفایت بررسͬ و مانده ای
عواملͬ) (یا عامل که کنند معلوم ͬ توانند نم آماری روش های که باشید داشته به خاطر
ͬ کنند. م ارائه را نتایج بودن معتبر و اعتمادپذیری خط مشͬ تنها آن ها دارند. خاص اثری
خطای که ͬ دهند م اجازه امˁا ͬ شوند، نم موجب را چیزی اثبات آماری روش های عملا́،
عمده مزیت کنیم. همراه ح΄مͬ با را اطمینانͬ یا اندازه گیری را نتایج در محتمل
ͬ کنند. م اضافه را عینیت تصمیم گیری فرایند با آن ها که است آن آماری روش های
به معمولا˟ سلیم عقل و فرایند از آگاهͬ با یا خوب مهندسͬ با توأماً آماری تکنی΁ های

ͬ شوند. م منتهͬ منطقͬ نتیجه گیری های
نتیجه گیری های باید آزمایش گر داده ها، تحلیل انجام محض به توصیه ها. و نتیجه گیری ها .٧
غالباً مرحله این در کند. توصیه را عمل نحوه و داده ارائه را پیامدها درباره عملͬ
به که اجراهایی است. مفید دی·ران به نتایج ارائه در خصوص به نموداری روش های
آزمایش نتایج ساختن معتبر برای باید نیز آن ها کننده تأیید آزمون های و ͬ آیند م دنبال

شوند. انجام
فرایند مهم بخش که است مهم موضوع این داشتن به خاطر فرایند، این کل سرتاسر در
فرمول بندی شهودی به طور سیستم درباره فرض هایی آن در که است، آزمایش آگاهͬ،
حاصل، نتایج برمبنای و ͬ گیرد م انجام آزمایش فرض ها این بررسͬ برای ͬ شوند، م
موضوع این ͬ یابد. م ادامه کار ترتیب به همین و شده فرمول بندی جدیدی فرض های
آزمایش تک ΁ی طرح، مطالعه شروع در معمولا˟ است. تکراری آزمایش، که ͬ کند م القا
مهم، عوامل از آگاهͬ به احتیاج موفق آزمایش ΁ی است. بزرگ اشتباهͬ ͽجام و وسیع
واحدهای و روند به کار باید که سطوحͬ مناسب تعداد عوامل، این تغییر دامنه های
کاملا́ را سؤال ها این درست جواب معمولا˟، دارد. متغیرها این اندازه گیری درست
برنامه که به تدریج ͬ آموزیم. م را آن ها چ·ونگͬ آزمایش، پیشرفت با امˁا ͬ دانیم، نم
دی·ری متغیرهای کرده، حذف را ورودی متغیرهای بعضͬ اغلب ͬ رود، م جلو به آزمایش
جدیدی ͺپاس متغیرهای یا داده تغییر را عوامل بعضͬ کاوش حدود ͬ کنیم، م وارد را
و ͬ دهیم م انجام دنباله ای به صورت را آزمایش معمولا˟ درنتیجه، ͬ نماییم. م اضافه را



١٣ تاریخͬ چشم انداز
را موجود منابع درصد ٢۵ ازحدود بیشتر ازمایش نخستین در کلͬ، قاعده ΁ی به صورت
سرانجام و تأییدی اجراهای انجام برای کافͬ منابع وجود موضوع، این . ͬ گیریم نم به کار

کرد. خواهد تضمین را آزمایش نهایی هدف رساندن نتیجه به

تاریخͬ چشم انداز ۶ . ١
سال چندین طͬ است. آزمایش طرح در آماری روش های از استفاده گذار بدعت فیشر١٠
تحلیل فیشر بود. لندن کشاورزی آزمایش ایستگاه ΁ی داده های تحلیل و آمار مسئول وی
به کار آزمایش طرح در آماری تحلیل عمده روش به صورت آن را نخست و توسعه را واریانس
به بعدها شد. برگزیده لندن دانش·اه استادی به سمت فیشر ١٩٣٣میلادی درسال گرفت.

بود. دنیا سراسر در دانش·اه چندین مدعو استاد و رفت کمبریج دانش·اه
وزیست شناسͬ کشاورزی علوم در آزمایش، طرح روش های اولیه ازکاربردهای بسیاری
ͬ رسد م به نظر امˁا رسیده اند، ارث به علوم این از آن اصطلاحات از بسیاری نتیجه در و بوده اند
انگلستان پشم بافͬ صنعت در ١٩٣٠ سال اوائل در آزمایش طرح صنعتͬ کاربردهای اولین که
متحده ایالات شیمیایی صنایع در آزمایش طرح روش های دو̰م، جهانͬ جنگ از بعد است. بوده
از استفاده برای بار پر بسیار زمینه های هم هنوز صنایع دسته این شد. وارد غربی اروپای و
با که است زیادی سال های نیز ΁ال΄ترونی صنعت فرایندند. تکامل و تولید در آزمایش طرح

کند. مͬ استفاده آزمایش طرح روش های از ملاحظه قابل موفقیت
شده دیده زیرا است، شده آزمایش طرح به زیادی توجه متحده ایالات در اخیر درسال های
از استفاده هم΄اران، رقابتͬ موفقیت در مهمͬ عامل صنعتͬ کشفیات از بسیاری در که است
دوره طͬ مهندسین تمام که به زودی) (انشاءالʓه رسید فراخواهد روزی است. آزمایش طرح
طرح آمیز موفقیت ورود ببینند. خود آموزش از درسͬ به عنوان را آزمایش طرح خود آموزشͬ

است. آینده رقابت در کلیدی عاملͬ مهندسͬ حرفه در آزمایش

آزمایش انجام در آماری تکنی΁ های از استفاده ١ . ٧
آزمایش از وسیع ͹سط در و است تجربی صنعت و علوم مهندسͬ، در تحقیقات از بسیاری
غالباً و دهند افزایش بسیار را آزمایش ها کارایی ͬ توانند م آماری روش های ͬ کنند. م استفاده
آزمایش انجام در آماری تکنی΁ های از خردمندانه استفاده ͬ بخشند. م نیرو حاصل نتایج به

باشد: داشته نظر مد را زیر نکات آزمایش گر که آن است مستلزم
خود کاری زمینه های در معمولا˟ آزمایش گران مسأله. آماری غیر اطلاعات از استفاده .١
تجربیات ͬ کند م کار آب زمینه در که شهرساز مهندس ΁ی مثلا́ دارند. زیادی بصیرت

١٠Fisher
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بعضͬ در است. دیده دانش·اهͬ آموزش رسماً زمینه این در و دارد ملاحظه قابل عملͬ
ͅ ها پاس و عوامل میان رابطه که دارند وجود فیزی΄ͬ نظریه زیادی بسیار تعداد زمینه ها،
سطوح تعیین عوامل، انتخاب در آماری غیر اطلاعات نوع این ͬ کنند. م استخراج را
استفاده ارزش اند. با غیره و تحلیل نتایج تعبیر تکرارها، تعداد درباره تصمیم اخذ عوامل،

نیست. مسأله درباره تفکر جانشین آمار از

تکنی΁ های از استفاده و کردن پیچیده در تحلیل. و طرح سادگͬ نهایت گرفتن نظر در .٢
ساده به نسبت تحلیل روش های و طرح همیشه تقریباً باشیم. مصˁر نباید پیشرفته آماری
(۵ . ١) بخش از ۴ مرحله در شده توصیه شیوه بر که است خوبی موقعیت بهترین انند.
تحلیل همیشه تقریباً باشیم، کرده ارائه درست و دقیق را طرح اگر کنیم. تأکید مجدداً
است بعید باشیم، کرده سر هم بندی را طرح بدی ش΄ل به اگر امˁا، است. سر راست نسبتاً

یابیم. رهایی وضعیت این از بتوانیم خرد مندانه و پیچیده آمار با حتͬ که

آزمایش، شرط دو اینکه به دلیل درست واقعͬ. و آماری ͬ دار معن تفاوت های شناخت .٣
وجود اطمینانͬ متفاوت اند، آماری نظر از که ͬ آورند م به وجود ͺپاس برای میانگین هایی
مثلا́ نه. یا است بزرگ کافͬ به قدر عملͬ، ارزش داشتن برای تفاوت آیا که ندارد
اتومبیل سوخت رسانͬ سیستم در اصلاحͬ که باشد کرده مشخص مهندسͬ است مم΄ن
΁ی این شود. کیلومتر هر در لیتر ٠.١ میزان به سوخت مصرف افت موجب ͬ تواند م
آن گاه باشد، تومان ١٠٠٠٠٠ سیستم اصلاح هزینۀ اگر امˁا، است. ͬ دار معن آماری نتیجۀ
داشته عملͬ ارزش بتواند که نیست زیاد آن قدر ها کیلومتر هر در لیتر ٠.١ تفاوت احتمالا˟

باشد.

طرح ارائه وضعیت ها اکثر در که باشید داشته به خاطر تکراری اند. معمولا˟ آزمایش ها .۴
عوامل شناخت به موفق طرح ΁ی نیست. عاقلانه مطالعه شروع در ͽجام بسیار آزمایش
سطوح مناسب تعداد ͬ کنند، م تغییر آن ها در عوامل از ΁ی هر که دامنه هایی مهم،
در عموماً دارد. نیاز ͺپاس و عامل هر درست اندازه گیری واحد های و عامل هر برای
آزمایش پیش برد با امˁا نیستیم، آماده پرسش ها به این ͺپاس برای کاملا́ آزمایش شروع
است تکراری یا دنباله ای شیوه بر تأییدی موضوع این شد. خواهیم اطلاع با جواب ها از
کلا́ ͽجام آزمایش های آن ها در که دارند وجود وضعیت هایی البته شد. بحث قبلا́ که
نتیجه، در باشند. تکراری باید آزمایش ها اکثر کلͬ، قاعده ΁ی عنوان به  امˁا مناسب اند،
در را غیره) و زمان بودجه، (اجرا ها، آزمایش منابع درصد ٢۵ حدود از بیشتر معمولا˟ ما
و است تجربه کسب به منظور تنها اولیه مساعͬ این اغلب ͬ گیریم. نم به کار اولیه طرح

باشند. اختیار در آزمایش نهایی هدف های انجام در دی·ری منابع باید



١۵ آزمایشͬ طرح های نتایج روی قضاوت و سازماندهͬ در کلͬ مفاهیم

نتایج روی قضاوت و سازماندهͬ در کلͬ مفاهیم ١ . ٨
آزمایشͬ طرح های

تغییرات انواع .١
فقط نبايد طرح اين در كرد. تهيه «طرحͬ» بايد آزمايش يك اجرای از پيش كه است بديهͬ
نشوند رعايت نكاتͬ اگر بل΄ه داد قرار توجه مورد را اندازه گيری و مشاهده روش های يا تيمارها
نا معلوم عوامل به مربوط شايد كه نتايج اين آن از بدتر يا و آمد خواهد به دست نا مفهومͬ نتايج
گویند خوب طرح ΁ی را آزمايشͬ» «طرح يك كلͯ طور به شوند. داده نسبت تيمارها به باشند

كرد: ΁تفكي هم از را زير پراكندگͯ يا تغييرات منبع نوع دو بتوان آن در كه
΁سيستماتي يا كنترل قابل تغييرات ‐١
تصادفͯ يا كنترل قابل غير تغييرات ‐٢

از:  عبارتند ͬ شوند م كنترل قابل تغييرات موجب كه كنترل قابل عوامل
تيمارها). (مانند است آزمايش در ما هدف آنها مطالعه كه عواملͬ ‐

در طوری را آنها ما و باشند داشته تاثير نتايج روی قادرند كه دي·ر شده شناخته عوامل ‐
بلوك). (مانند كرد محاسبه نتايج روی قضاوت زمان را آنها اثر بتوان كه داده ايم قرار آزمايش

ناميده تصادفͬ ͬ شوند، عوامل م ناشͬ آنها از تصادفͬ تغييرات كه كنترل قابل غير عوامل ‐
ͬ شوند. م

تصادفͬ خطای .٢
هرچه و باشد معتبر آن از حاصل نتايج تا شود اجرا و طرح دقت، كمال با بايد آزمايش هر
كه داشت خواهند وجود ͯ هایی پراكندگ هم باز گيرد، انجام صحيح مراقبت و دقت با آزمايش
شده اند. پيدا آزمايشͬ واحدهای در (تصادفͬ) كنترل قابل غير عوامل اثر تساوی عدم علت به

مشهورند. تصادفͬ خطای يا آزمايشͬ اشتباه به ͬ ها پراكندگ اين
بيشتر آزمايش حساسيت و دقت تا كرد كم خطاها مقدار از ام΄ان حد تا كرد سعͬ بايستͬ

كنيم: استفاده زير راه های از ͬ توانيم م تصادفͬ خطای كاستن برای باشد.
كنيم. زياد را آزمايشͬ مواد ‐

كنيم. زياد را آزمايش تكرارهای ‐
ببريم. به كار مناسب طرح ‐

آزمایشͬ طرح انواع ١ . ٩
كرد:  تقسيم دسته دو به ͬ توان م را طرح ها كلͬ به طور
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اين در است. مقايسه و بررسͬ مورد پراكندگͬ منبع ΁ي اثر فقط آنها در كه طرح هایی ‐١

ͬ باشد. م تصادفͬ» «كاملا́ طرح آن و دارد وجود طرح ΁ي تنها دسته
طرح های است. بررسͬ مورد پراكندگͬ منبع ΁ي از بيش اثر آنها در كه طرح هایی ‐٢
كامل بلوک های «طرح ͬ توان م طرح ها اين جمله از که ͬ گيرند م قرار دسته اين در زيادی
طرح سه «١٣ تصادفͬ كاملا́ «طرح به همراه كه برد نام را «١٢ لاتين مربع »طرح و «١١ تصادفͬ
اين از مستقيم غير يا مستقيم طور به طرح ها بقيه و ͬ دهند م تش΄يل آمار در را اصلͬ و پايه

ͬ شوند. م ناشͬ طرح سه
تصادفͬ كاملا́ طرح .١

واحدهای در تصادفͬ كاملا́ به طور تيمارها آن در پيداست،  طرح اسم از كه همان طور
دريافت برای مساوی شانس آزمایش واحدهای از ΁ي هر كه به طوری ͬ گيرند م قرار آزمايشͬ
واحدهای كه ͬ گيرد م قرار استفاده مورد زمانͬ طرح اين باشند. داشته تيمارها از ΁ي هر
ͬ تواند م محقق يعنͬ است، آن بودن انعطاف قابل طرح اين مزیت باشند. ي΄نواخت آزمايشͬ
اصلͬ طرح دو كه صورتͬ در نمايد انتخاب را تكرار تعداد هر تيمار هر برای و تيمار تعداد هر
برای تكرار تعداد اگر طرح اين در دارند. لازم مختلف تيمارهای برای مساوی تكرارهای دي·ر،
ͬ نامند. م نامتعادل را طرح صورت اين غير در و «متعادل» را طرح باشد ي΄سان تيمارها تمام

گرفت. به كار مقدماتͬ آزمايشات در بيشتر را طرح اين ͬ توان م بنابراين
تصادفͬ: كاملا́ طرح مزايای

نامتعادل). و (متعادل برد به كار اش΄الͬ وجود بدون را تكرار و تيمار تعداد هر ͬ توان م ‐
است. ساده طرح آماری تجزيه ‐

ͬ سازد. نم مش΄ل را آماری تجزيه تيمار، ΁ي حتͬ آزمايشͬ، واحد چند يا ΁ي رفتن بين از ‐
طرح: معايب

نيست. زياد بزرگ آزمايش های در به خصوص آن دقت كه است آن طرح اين عيب بدترين ‐
پراكندگͬ به جز واحدها بين تغييرات منابع همه شامل طرح اين در تصادفͬ خطای ‐

است. بزرگ تصادفͬ خطای بنابراين ͬ شود؛ م تيمارها اثرات به مربوط
است: زیر شرح به تصادفͬ کاملاَ̃ طرح آماری مدل

yij = µ+ Ti + ϵij ; i = ١, . . . , a; j = ١, . . . , n (١ . ١)
مشاهدات از ΁هری اثر :yij

جامعه کل میانگین :µ
تیمار اثر :Ti

تصادفͬ خطای :ϵij
١١DiSpoSitif an blocs rowdomises block designs randomized
١٢Latin square design
١٣ Completely randomized design



١٧ آزمایشͬ طرح انواع
نامتعادل: تصادفͬ کاملا́ طرح

نيست. ي΄سان آزمايش در موجود تيمارهای براي تکرار تعداد نامتعادل طرح های در
تعداد باشند رفته بين از گوناگون عوامل اثر در نيز متعادل طرح در واحدهايی که هنگامͬ
طرح ͽواق در آمد. درخواهد نامتعادل ش΄ل به طرح و بود خواهد نابرابر تيمارها برای تکرار
نيز حالت اين در دانست. نامتعادل طرح از ويژه ای حالت ͬ توان م را متعادل تصادفͬ کاملا́

است. بررسͬ قابل طرح آماری محاسبات
شده تصادفͬ کامل بلوک طرح .٢

تشابه شده اندازه گيری صفات برای هم به ΁نزدي واحدهای که ͬ شود م مشاهده آزمايش ها در
بايد آزمايش انجام از پيش سبب بدين ͬ دهند. م نشان هم از دور واحدهای به نسبت بيشتری
تفاوت های اثر در که ͬ هايی پراکندگ بتوان تا گيرد انجام آزمايش واحدهای برای گروه بندی ΁ي
تصادفͬ خطای ترتیب بدين و کرد جدا تصادفͬ خطای از و محاسبه ͬ شود م ايجاد گروه ها بين

برد. بالا را آزمايش دقت و تقليل را
کامل بلوک طرح از بايد بل΄ه کرد استفاده تصادفͬ کاملا́ طرح از نبايد موارد گونه اين در

نمود. استفاده شده تصادفͬ
گروه بندی طوری آزمايشͬ واحدهای که ͬ شود م سعͬ شده تصادفͬ کامل بلوک طرح در
΁ي را گروه هر صورت اين در باشد تيمارها تعداد برابربا دسته هر در واحدها تعداد که شوند

باشند. مشابه الام΄ان حتͬ بلوک هر واحدهای که است منظور بدين کار اين گويند. بلوک
شده: تصادفͬ كامل بلوک طرح مزايای

است. تصادفͬ کاملا́ طرح از دقيق تر نتايج (گروه بندی) بندی بلوک علت به طرح اين در ‐
كرد. استفاده متعادل) (بصورت تكرار تعداد هر و تيمار تعداد هر از ͬ توان م ‐

است. ساده آماری تجزيه ‐
اش΄ال كنيم حذف آزمايش از را تيمار ΁ي يا بلوک ΁ي كه شويم مجبور دلایلͬ به اگر ‐

داد. نخواهد روی آماری تجزيه در زيادی
برآورد را آنها مخصوص روش با ͬ توان م بروند بين از آزمايشͬ واحد چند يا يك اعداد اگر ‐

كرد.
شده: تصادفͬ کامل بلوک طرح آماری مدل

اين از ي΄ͬ دارد وجود كنترل قابل عامل دو آن در كه دانست آزمايشͬ ͬ توان م را طرح اين
نداشت. وجود تصادفͬ کاملاَ̃ طرح در كه است بلوک دي·ری و تيمار عامل دو

دهيم انجام دقيق تر را آزمايش كه است اين طرح ΁ي در بلوک عامل كردن وارد از منظور
تيمارها مقايسه و بلوک ها به مربوط تغييرات حذف با يعنͬ دهيم) كاهش را تصادفͬ (خطای

شود. انجام بهتری نحو به است، آزمايش هر در اصلͬ هدف كه

yij = µ+ Ti + βj + ϵij ; i = ١, . . . , a; j = ١, . . . , b (١ . ٢)
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مشاهدات از ΁هری اثر :yij

جامعه کل میانگین :µ
بلوک jامین اثر :βj
تیمار iامین اثر :Ti

تصادفͬ خطای :ϵij
تیماری اثرهای بعلاوه ͬ گیریم. م نظر در شده تثبیت عوامل صورت به را بلوک ها و تیمارها
و ∑a

i=١ Ti = ٠ که به طوری  ͬ کنیم، م تعریف کل میانگین از انحراف به صورت را بلوکͬ و
.∑b

j=١ βj = ٠
لاتین مربع طرح .٣

يعنͬ است؛ آزمايشͬ تيمارهای تعداد معادل تکرار تعداد آن در که گویند لاتین مربع را طرحͬ
تش΄یل عمودی ستون ۴ باشد رفته به کار تکرار ۴ و تيمار ۴ مثلاَ̃ آن در که لاتينͬ مربع برای
مورد بلوک های يعنͬ افقͬ رديف ۴ و ͬ شود م داده نشان لاتين اعداد با َˡمعمولا که ͬ دهيم م

ͬ گردند. م مشخص ۴، ٣، ٢، ١ اعداد با که نظر
لاتین: مربع طرح مزایای

و رديفͬ بلوک به مربوط تغييرات لذا دارد وجود ستون هر و رديف هر در تيمار هر چون ‐
مقايسه بهتر ͬ توان م را تيمارها بنابراين و ͬ شود م ΁تفکي تيمارها بين تغييرات از ستونͬ بلوک

کرد.
ͬ شود. م بيشتر آزمايش دقت و کوچ΁ تر تصادفͬ خطای طرح اين در ‐

است. ساده طرح اين آماری تجزیه ‐
معایب:

اين اجرای برای محدوديتͬ است تيمار تعداد مساوی تيمار هر برای تکرار تعداد چون ‐
زيادی و ͬ شود م مش΄ل تر طرح بررسͬ تيمار بودن زياد صورت در که چرا ͬ آيد م به وجود طرح
٨ از بيشتر تيمار تعداد اگر َˡاصولا جهت بدين ͬ گردد. م آزمايش تصادفͬ خطای باعث تکرار

(΁کوچ مربعات تکرار صورت به (م·ر ͬ شود. نم استفاده طرح اين از باشد
است. تصادفͬ کاملاَ̃ بلوک حالت از مش΄ل تر گمشده، واحد برآورد ‐

لاتین: مربع طرح آماری مدل

yijk = µ+ αi + νj + βk + ϵijk;

i = ١,٢, . . . , p
j = ١,٢, . . . , p
k = ١,٢, . . . , p

ام k ستون و ام i سطر در تیمار مشاهدهjامین :yijk
ام i سطر اثر :αi

ام j تیمار اثر :νj



١٩ عاملͬ طرح های
ام k ستون اثر :βk
باقیماندها اثر :ϵij

عاملͬ طرح های ١ . ١٠
يا صنعت ΁ي روی مختلف عوامل اثر بررسͬ لزوم و علمͬ و فنͬ ام΄انات پيشرفت با امروزه
مورد همزمان به طور عامل١۴ چند يا دو اثرات که ͬ شود م سعͬ حيوان يا گياه ΁ي عمل΄رد روی

گردد. مشاهده عوامل از مجموعه ای مقابل در عامل ΁ي رفتار و گيرند قرار مطالعه
قرار بررسͬ مورد آزمايش ΁ي در عامل ΁ي فقط ديديم پيشين صفحات در که پايه طرح در
قرار مقايسه مورد ي΁ جا در جداگانه عامل چند يا دو عاملͬ طرح های در که حالͬ در ͬ گرفت م
آن ها از که اطلاعاتͬ مقدار هم و با صرفه ترند اقتصادی نظر از هم طرح ها اينگونه ͬ گيرند. م

است. جداگانه طرح های از بيشتر اغلب ͬ آيد م به دست
طرح يعنͬ، پايه طرح ٣ همان آزمايش ها اين پايه طرح ͬ آيد بر م آن ها عنوان از که همان طور
عامل های ترکيب فقط و است لاتين مربع وطرح تصادفͬ، کامل بلوک طرح تصادفͬ، کاملاَ̃

ͬ دهد. م عاملͬ جنبه آن ها به تيمار عنوان به که است مختلف
آن ها به مخصوص اصطلاح چند تعريف به است بهتر ١۵ عاملͬ طرح های با آشنایی از پيش

بپردازيم:
داده نشان بزرگ حروف وسيله به و ͬ شود م ناميده عامل یا فاکتور تيمار، نوع عامل١۶:

ͬ شود. م
حروف با را آن ها و ͬ گويند م عامل آن سطوح را عامل هر به مربوط تيمارهای :١٧͹سط

بود. خواهند تيمار مختلف عامل های سطوح تركيب ͬ دهند. م نمايش الفبا ΁كوچ
عامل) چند (يا عامل دو به نسبت مطالعه مورد صفت عكس العمل وقتͬ متقابل١٨: اثر
اثر مزبور صفت روی تأثير نظر از عامل ها اين كه ͬ شود م گفته باشد نداشته مشابهͬ روال

ͬ كنند. نم عمل هم از مستقل دي·ر عبارت به و دارند متقابل
΁ي است. سطوح تعداد نشانگر پايه و عوامل تعداد نشان دهنده توان ،an آزمايش ها در

است. رفته به كار ͹سط دو با كدام هر عامل سه آن در كه آزمايشͬ يعنͬ ٢٣ آزمايش
کردن: تصادفͬ طرز

این ͬ دهیم(البته م نشان یونانͬ ΁کوچ حروف با را آنها سطوح و بزرگ حروف با را عامل
نیست). منحصر به فرد نام·ذاری نوع

عاملͬ: طرح های مزایای
١۴Factor
١۵Factorial Designs
١۶Factor
١٧Level
١٨Interaction



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٠
به صرفه ترند. اقتصادی نظر از و ͬ شوند م گنجانده آزمايش ΁ي در جداگانه آزمايش چند يا دو ‐
ͬ آيد (اثر متقابل بين عوامل مختلف). م به دست بيشتری اطلاعات پايه طرح های به نسبت ‐
آزمايش دقت لذا و است زياد (تيمار) ͹سط هر برای تكرار تعداد طرح، ساختار به توجه با ‐

ͬ باشد. م بيشتر
معایب:

پايه اند. طرح های از تر پيچيده آماری محاسبات ‐
پايه اند. طرح های از مش΄ل تر اجرایی عمليات ‐

عاملͬ: طرح های آماری مدل
مدل مثال برای ͬ كند. م تبعيت عوامل تعداد و رفته به كار پايه سطوح از طرح آماری مدل

بود: خواهد زير شرح به عاملͬ دو طرح ΁ي آماری

yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + ϵijk;

جامعه میانگین :µ
A عامل اثر :αi

B عامل βj:اثر
عامل دو متقابل اثر :(αβ)ij

باقیماندها اثر :ϵijk

ماتریس ها جبر مقدمات و مفاهیم ١ . ١١
ماتریسͬ ͬ شود م داده نشان A′ با که A ماتریس ترانهاده ماتریس: ترانهاده .١ . ١١ . ١ تعریف

ͬ آید. م به دست A ستون و سطر کردن جابه جا از که است
قطر درایه های مجموع ،A اثر آنگاه باشد، مربع ماتریس A اگر ماتریس: اثر .١ . ١١ . ٢ تعریف

ͬ دهیم. م نشان tr(A) نماد با را A ماتریس اثر است. A اصلͬ
آن گاه باشد. m × n مرتبه از ماتریس ΁ی A کنید فرض ماتریس: ΁ی رتبه .١ . ١١ . ٣ تعریف
زیرفضای ͬ شود. م نامیده A سطری فضای A سطری بردارهای توسط آمده به وجود زیرفضای
ستونͬ فضای همان A برد ͬ شود. م نامیده A ستونͬ فضای A ستون های توسط آمده به وجود

ͬ باشد. م A

΁ی ͬ شود. م داده نمایش rank(A) به و ͬ باشد م A ستونͬ فضای بعد A ماتریس ΁ی رتبه
این صورت غیر در باشد. rank(A) = n اگر ͬ شود م نامیده نامنفرد A ∈ Rn×n مربعͬ ماتریس

ͬ باشد. م منفرد
است کامل ستونͬ رتبه دارای A ∈ Rm×n ،m×n مرتبه از A ماتریس ΁ی که ͬ شود م گفته
گفته ͬ شود. م تعریف مشابه طور به کامل سطری رتبه باشند. خطͬ مستقل آن ستون های اگر



٢١ ماتریس ها جبر مقدمات و مفاهیم
ستونͬ رتبه یا کامل سطری رتبه دارای یا اگر است کامل رتبه دارای A ماتریس ΁ی ͬ شود م

است. رتبه ناقص نباشد، کامل رتبه دارای اگر باشد. کامل

رتبه خواص از برخͬ
آن گاه باشد. m× n ماتریس ΁ی A کنید فرض

،rank(A) = rank(A′) .١
،rank(A) + null(A) = n .٢

است، n× p مرتبه از B آن در که rank(AB) ≥ rank(A) + rank(B)− n .٣
هستند، مناسب مرتبه های از و نامنفرد C و B آن در که rank(BA) = rank(A) = rank(AC) .۴

،rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)} .۵
.rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B) .۶

غیرصفر nتایی بردار ،m < n ،X١, X٢, . . . , Xm اگر فضاها: و متعامد بردارهای .۴ . ١ . ١١ تعریف
اگر و باشند متعامد دوبه دو

c١X١ + c٢X٢ + · · ·+ cmXm = ٠,
i = ١,٢,٣, . . . ,m برای آن گاه

(c١X١ + c٢X٢ + · · ·+ cmXm) ·Xi = ٠.
فضای بردارهای از ΁ی هر بر عمود فضا، ΁ی از بردار هر اگر گوییم متعامد را برداری فضای دو

بردارهای به وسیله آمده پدید فضای مثال برای باشد. دی·ر
X١ =

[١ ٠ ٠ ١]′ و X٢ =
[٠ ١ ١ ٠]′

توسط آمده پدید فضای بر
X٣ =

[١ ٠ ٠ −١]′ و X۴ =
[٠ ١ −١ ٠]′

،d ، c ، b، a مقادیر تمام برای چون است، عمود

(ax١ + bx٢)(cx٣ + dx۴) = ٠
بردار دو شامل ستون ها از جفت هر که مربعͬ ماتریس متعامد: ماتریس .۵ . ١ . ١١ تعریف

است. متعامد



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٢
به نسبت که است ناتهͬ مجموعه ΁ی برروی جبری ساختار ΁ی گروه گروه: .۶ . ١ . ١١ تعریف
و همانͬ عنصر وجود همچنین باشد. شرکت پذیری خاصیت دارای و بسته دوتایی عمل ΁ی

است. الزامͬ ساختار این در عکس عنصر
اگر ͬ نامیم م گروه ΁ی را (G,∆) آن گاه باشد، G روی دوتایی عمل ∆ و ناتهͬ مجموعه G اگر

باشد: برقرار زیر شرایط
.(∆ عمل به نسبت G بودن (بسته a∆b ∈ G ،a, b ∈ G هر برای .١

شرکت پذیری). (ویژگͬ a∆(b∆c) = (a∆b)∆c ،a, b, c ∈ G هر برای .٢
همانͬ). عنصر (وجود a∆e = e∆a = a که دارد وجود e ∈ G ΁ی ،a ∈ G هر برای .٣
عکس). عنصر (وجود a∆b = b∆a = e که دارد وجود b ∈ G ΁ی ،a ∈ G هر برای .۴

،B ∈ Rp×q و A ∈ Rm×n کنیم فرض ماتریس: دو کرونکر حاصلضرب .١ . ١١ . ٧ تعریف
ͬ شود، م تعریف زیر صورت به B و A ماتریس دو کرونکر حاصلضرب

A⊗B =


a١١B a١٢B . . . a١nB
a٢١B a٢٢B . . . a٢nB... ... ... ...
am١B am٢B . . . ammB

 ∈ Rmp×nq.

،B ∈ Rm×m و A ∈ Rn×n کنیم فرض ماتریس: دو کرونکر ͽحاصل جم .١ . ١١ . ٨ تعریف
زیر صورت به که است nm× nm مرتبه از ماتریس ΁ی B و A ماتریس دو کرونکر ͽحاصل جم

ͬ شود، م تعریف
A⊕B = (In ⊗A) + (B ⊗ Im).

همانͬ ماتریس ΁ی سطرهای م΄ان تغییر از که ماتریسͬ جای·شت: ماتریس .١ . ١١ . ٩ تعریف
دارد. نام جای·شت ماتریس ΁ی شود حاصل

است λpd × k ماتریس ΁ی A d− (p, k, λ)(d ≤ k) متعامد آرایه متعامد: آرایه .١ . ١١ . ١٠ تعریف
انتخاب ({١,٢, . . . , n} (عموماً نقطه p با X متنهاهͬ ثابت مجموعه ΁ی از آن درایه های که
در دقیقا X نقاط از dتایی هر ،d ستون های از زیرمجموعه ای هر در به طوری که است، شده

ͬ شوند. م ظاهر λ سطرهای
͹سط تعداد :p

عوامل تعداد :k
اجراها تعداد :λpd

آرایه قدرت :d
شاخص :λ



٢٣ ماتریس ها جبر مقدمات و مفاهیم
جمله به جمله حاصل ضرب یا هادامارد حاصل ضرب هادامارد: حاصل ضرب .١ . ١١ . ١١ تعریف
که است شده تعریف وقتͬ B = [bij ] و A = [aij ] ماتریس دو عنصر به عنصر حاصل ضرب یا
جملات ضرب از حاصل ضرب ماتریس عنصر هر باشند. مرتبه ΁ی دارای B و A ماتریس های

یعنͬ ͬ آید م به دست B و A ماتریس های در هم متناظر
A ◦B = [aij · bij ]

پایه ای ͬ نامیم. م متعامد پایه ΁ی باشد متعامد مجموعه ΁ی که را پایه ΁ی .١ . ١١ . ١٢ تعریف
ͬ نامیم. م متعامد ی΄ّه پایه ΁ی باشد متعامد ی΄ّه مجموعه ΁ی که را

هستند. متعامد ی΄ّه پایه هایی استاندارد پایه هایی که ͬ شویم م متذکر
استاندارد پایه های

R٢ : {(١, ٠), (٠, ١)}
R٣ : {(١, ٠, ٠), (٠, ١, ٠), (٠, ٠, ١)}
Rn : {(١, ٠, . . . , ٠), (٠, ١, ٠, . . . , ٠), . . . , (٠, ٠, . . . , ١)}

متعامد ی΄ّه پایه های

(V کلͬ فصای یا (و Rn از زیرفضایی W کنیم فرض طرح ریزی: ماتریس .١ . ١١ . ١٣ تعریف
در برداری v هرگاه باشد. W متعامد ی΄ّه پایه ΁ی {u١, u٢, . . . , un} کنیم فرض همچنین باشد.
تعریف چنین ͬ شود، م داده نشان projvW با که ،W روی v طرح ریزی ماتریس باشد، (V ) Rn

ͬ گردد م
projvW = (v · u١)u١ + (v · u٢)u٢ + · · ·+ (v · un)un.





٢ فصل
مدل از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های

خطͬ

خطͬ مدل کلͬ بررسͬ ٢ . ١
١ واریانس تحلیل مدل و است Y = f(x١, . . . , xm) صورت به بررسͬ مورد مدل بخش این در

ͬ شود([١۶]). م ارائه زیر صورت به بالا بعد با
f(x١, . . . , xm) = f٠ +

∑
i

fi(xi) +
∑
i<j

fij(xi, xj) + · · ·+ f١٢...m(x١, x٢, . . . , xm). (٢ . ١)

ͬ های ویژگ که است عددی خروجͬ مقدار f(x١, . . . , xm) و ورودی عامل های xm, . . . , x١ اینجا در
دارد تعامد شرایط تحت را زیر ∫مفید

fi١...is(xi١ , . . . , xis)dxk = ٠, k = i١ . . . is

است زیر صورت به (٢ . ١) رابطه راست سمت معادله .١
fM (mathbfxM ) =

∑
N :N⊆M

(−١)|M |−|N |E(f |XN )

١Analysis of variance (ANOVA) model



خطͬ مدل از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٢۶
،(i١, . . . , is) ̸= (j١, . . . , jl) هر ازای به .٢

E(fi١...is · fj١...jl) = Cov(fi١...is · fj١...jl) = ٠

D =
∑

iDi +
∑

j<k Djk + · · ·+D١٢...m .٣
و D = Var(f) اینجا در که

DM = Var(fM (xM )), M ⊆ {١,٢, . . . ,m} = Ω

هستند. U(٠, ١) توزیع از (i.i.d.) هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای x′iها و
ͬ مورا تاک توسط و شد آغاز ١٩۴٨ سال در [۵] ٢ هافدینگ توسط توابع برای واریانس آنالیز تجزیه

شد. مطرح بیشتر ١٩٨٧ سال در [١٢]۴ استاین و ١٩٨٣ سال در [١۴] ٣
از مستقل را xi متغیر اثر fi(xi) است. ثابت ΁ی که است صفرام مرتبه اثر نشان دهنده ی f٠
ͬ دهد. م شرح را xj و xi متغیرهای متقابل اثرات fij(xi, xj) ͬ دهد. م ورودی متغیرهای سایر
را Si١...is = Di١...is/D شاخص ١٩٩٣ سال در [١١] ۵ سوبول واریانس، آنالیز مدل اساس بر
متغیرها مهم ترین و دهد نشان را آنها متقابل اثرات و ورودی متغیر های اهمیت تا کرد پیشنهاد

کند. شناسایی f برای را متقابل اثرات و
طرح براساس و ب·یرید نظر در کنترلͬ عامل های عنوان به را xm, . . . , x١ ورودی متغیرهای
΁ی aij ∈ {١,٢, . . . , pj} و دارد ͹سط pj آن ستون jامین که H = (aij)n×m = (a١, . . . ,am)

کنید. طراحͬ آزمایش
بنابراین باشد، εi ∼ N(٠, σ٢) خطای با بردار ΁ی Y = (y١, . . . , yn)′ کنید فرض

yi = f٠ + f١(xi١) + f٢(xi٢) + · · ·+ f١٢...m(xi١, xi٢, . . . , xim) + εi

آن در که
xij = xj(aij) = (

١
pj − ١)× (aij − ١)

Θi١...is = (fi١...is(x١i١ , . . . , x١is), . . . , fi١...is(xni١ , . . . , xnis))′

ε = (ε١, . . . , εn)

ͬ شود م نوشته زیر صورت به بالا مدل آن گاه
Y = Θ٠ +

∑
j

Θj +
∑
j<k

Θjk + · · ·+Θ١٢...m + ε (٢ . ٢)
٢Hoeffding
٣Takemura
۴Stein
۵Sobol



٢٧ پایه لم های و اصلͬ مفاهیم

پایه لم های و اصلͬ مفاهیم ٢ . ٢
دارد. وجود H ثابت طرح با متناظر ΘM (H) و M ⊆ Ω از گروه ΁ی .([١۶]) .٢ . ٢ . ١ تعریف

به طوری که دارد وجود B ماتریس باشد، برقرار ΘM (H) و M ⊆ Ω هر برای H اگر
E(BY) = ΘM (H)

ͬ شود. م نامیده ۶ ام΄ان پذیر طرح ΁ی H آن گاه
برای Θ̃M (H) ٧ خطͬ نااریب برآوردهای آن گاه باشد ام΄ان پذیر طرح ΁ی H اگر همچنین

دارد. وجود ΘM (H)

این معمولا (که ͬ شود م اندازه گیری tr(Var(Θ̃M (H))
) با برآورد اختلاف بخش، این در

نااریب برآورد بهترین Θ̂M (H) خطͬ نااریب برآورد ͬ شود). م نامیده ٨ A‐بهینگͬ معیار معیار،
اگر ͬ شود م نامیده ΘM (H) ٩ خطͬ

tr
(
Var(Θ̂M (H))

)
= min

Θ̃M (H)
(tr
(
Var(Θ̃M (H)))

)
خطͬ نااریب برآوردهای و ام΄ان پذیر طرح های میان از را Θ̃

∗
M (H) و H∗ که است این ما هدف

چنان که کنیم انتخاب
tr
(
Var(Θ̃

∗
M (H∗))

)
= min

Θ̃M ,H
(tr
(
Var(Θ̃M (H)))

)
H∗ انتخاب به نیاز فقط بنابراین است، ͹واض ΘM (H) خطͬ نااریب برآورد بهترین تعریف، از

به طوری که داریم
tr
(
Var(Θ̂M (H∗))

)
= min

H
(tr
(
Var(Θ̂M (H)))

)
خطͬ مدل هر برای .([١۶]) .٢ . ٢ . ١ لم

Y = Cβ + ε, (٢ . ٣)
بردار ΁ی ε ،p×١ پارامتری١١ بردار ΁ی β ،n×p ١٠ طرح ماتریس ΁ی C ،n×١ بردار ΁ی Y که

باشد. ١٢ پررتبه C اگروفقط اگر است برآوردپذیر β باشد؛ E(ε) = ٠ و n× ١ تصادفͬ خطای
۶Feasible Designs
٧Linear unbiased estimates
٨A-optimality criterion
٩BLUE

١٠Design matrix
١١Parameter vector
١٢full column rank



خطͬ مدل از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٢٨
”=⇒” برهان.

β هر برای به طوری که دارد وجود Ap×n ماتریس است برآوردپذیر β که آنجا از
E(AY) = ACβ = β,

.AC = Ip ͬ دهد م نتیجه این که
آن گاه rank(C) < p اگر

rank(AC) ≤ rank(C) < p = rank(Ip)

.rank(C) = p بنابراین
”⇐=”

(C′C)−١C′ در را (٢ . ٣) رابطه طرف دو هر است. معکوس پذیر C′C ، است پررتبه C که آنجا از
داریم ͬ کنیم، م ضرب

E((C′C)−١C′Y) = (C′C)−١C′Cβ + (C′C)−١C′E(ε) = β

است. برآوردپذیر β بنابراین
Θ̂M (H) و rank(CM ) = lM است، ام΄ان پذیر طرح ΁ی H کنید فرض .([١۶]) .٢ . ٢ . ٢ لم

این صورت در باشد، ΘM (H) خطͬ نااریب برآورد بهترین
tr
(
Var(Θ̂M (H))

)
≥ σ٢ ∏

j∈M
(pj − ١)

است. برآوردپذیر ΘM = CMβM ام΄ان پذیر، طرح تعریف از ،Y = Cβ + ε که آنجا از برهان.

است. پررتبه C ،٢ . ٢ . ١ لم طبق هستند. برآوردپذیر β و βM = (C′
MCM )−١C′

MΘM بنابراین
کنید فرض .β̂ = (C′C)−١C′Y با است برابر β خطای دوم توان های کمترین برآورد بنابراین

EM = (٠ . . . ٠IlM ٠ . . . ٠)′

،CM = CEM بنابراین است. lM =
∏
j∈M

(pj − ١) مرتبه از همانͬ ماتریس IlM که
گوس‐ قضیه طبق برآوردپذیرند. CEME′

Mβ و ΘM = CMβM = CEME′
Mβ ،βM = E′

Mβ

و است ΘM خطͬ نااریب برآورد بهترین Θ̂M = CEME′
M β̂ مارکوف١٣،

Var(Θ̂M ) = CEME′
M (C ′C)−١C ′C(C ′C)−١EME′

MC ′σ٢

= CEME′
M (C ′C)−١EME′

MC ′σ٢

١٣Gauss-Markov



٢٩ پایه لم های و اصلͬ مفاهیم
ͬ کنیم م ثابت حال

E′
M (C ′C)−١EM ≥ (E′

MC ′CEM )−١

که کنید توجه

C ′C =


C ′٠C٠ C ′٠C١ . . . C ′٠C١٢...m
C ′١C٠ C ′١C١ . . . C ′١C١٢...m... . . .

... ...
C ′١٢...mC٠ C ′١٢...mC١ . . . C ′١٢...mC١٢...m

 =

A B

B′ D



.A = C ′٠C٠ که
اثبات ،C ′C ستون های و سطرها تعویض با داریم. نیاز M = {٠} حالت اثبات به فقط ما
داریم بلوکͬ ماتریس های معکوس فرمول طبق هستند. حالت همین مشابه دی·ر حالت های

(C ′C)−١ =

A−١ +A−١B(D −B′A−١B)B′A−١ ∗

∗ ∗


زیرا

E′٠(C ′C)−١E٠ = A−١ +A−١B(D −B′A−١B)B′A−١

و
(E′٠C ′CE١−(٠ = (C ′٠C١−(٠ = A−١

بنابراین
E′٠(C ′C)−١E٠ − (E′٠C ′CE١−(٠ = A−١B(D −B′A−١B)B′A−١ (۴ . ٢)

کنید فرض
D١ = (C١, C٢, . . . , C١٢...m)

آن گاه
D = D′١D١, B = C ′٠D١ (۵ . ٢)

داریم (۵ . ٢) رابطه از
D −B′A−١B = D′١D١ − (C ′٠D١)′(C ′٠C١−(٠C ′٠D١

= D′١(I − PC٠)D١
≥ ٠

ͬ دهد م نتیجه مستقیماٌ ͬ رود م به کار (۴ . ٢) رابطه در وقتͬ که
E′٠(C ′C)−١E٠ ≥ (E′٠C ′CE١−(٠ (۶ . ٢)



خطͬ مدل از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٣٠
مشابه به طور

E′
M (C ′C)−١EM ≥ (E′

MC ′CEM )−١ (٢ . ٧)
داریم Var(Θ̂M ) عبارت در (٢ . ٧) جای·ذاری با

Var(Θ̂M ) ≥ CEM (E′
M (C ′C)EM )−١E−١

M C−١σ٢ = CM (C ′
MCM )−١C ′

Mσ٢

بنابراین
tr(Var(Θ̂M )) ≥ σ٢ tr(PCM

) = σ٢ rank(PCM
) = σ٢ rank(CM ) = σ٢ ∏

j∈M
(pj − ١)

اصلͬ اثر مدل ΁ی f یا باشد سطحͬ دو طرح ΁ی H اگر ٢ . ٢ . ٢ لم در .([١۶]) .٢ . ٢ . ١ تذکر
برای که ͬ دهد م نشان ٢ . ٢ . ٢ لم است. برقرار بدیهͬ به طور rank(CM ) = lM شرط آنگاه باشد
کران دارای ΘM برای خطͬ نااریب برآورد بهترین (΁ریس) مخاطره ام΄ان پذیر، طرح های همه

است. σ٢∏
j∈M (pj − ١) پایین

ΘM برآورد ٢ . ٣
سادگͬ، برای ͬ کنیم. م بررسͬ را ΘM برآورد در متعامد آرایه های بودن بهینه بخش این در

ͬ دهیم: م نمایش زیر به صورت را µM و ͬ کنیم م تبدیل خطͬ مدل ΁ی به را (٢ . ٢) مدل

µM = µi١,...,is =



fi١...is(xi(١)١, xi(١)٢, . . . , xis(١))
fi١...is(xi(٢)١, xi(١)٢, . . . , xis(١))...
fi١...is(xi١(pi١), xi(١)٢, . . . , xis(١))
fi١...is(xi(١)١, xi(٢)٢, . . . , xis(١))...
fi١...is(xi١(pi١), xi(٢)٢, . . . , xis(١))...

fi١...is(xi١(pi١), xi٢(pi٢), . . . , xis(pis))


N×١

, b =



١ ١ . . . ١
٢ ١ . . . ١
... ... ... ...
pi١ ١ . . . ١
١ ٢ . . . ١
... ... ... ...
pi١ ٢ . . . ١
... ... ... ...
pi١ pi٢ . . . pis


N×|M |

N =
∏
j∈M

pj آن در که
i١, . . . , is ستون های با را H ماتریس که باشد ستون ∏

j∈M
pj و سطر n دارای XM کنید فرض

به طوری که شود شامل

XM (ij) =


١ ; (aii١ , aii٢ , . . . , aiis) = bj

٠ ; (aii١ , aii٢ , . . . , aiis) ̸= bj



٣١ ΘM برآورد
آن گاه

ΘM = XMµM (٢ . ٨)
برای

∫
fi١...is(xi١ , . . . , xis)dxk = ٠ ارائه و نمایش واریانس آنالیز مدل ͬ های ویژگ از

ͬ گیریم م نظر در را زیر محدودیت شرایط است. k = i١, . . . , is
١
pik

∑
xik

∈Mk

fi١...is(xj١ , . . . , xjs−١ , xik) = ٠

ثابت هر برای
(xj١ , . . . , xjs−١) ∈ Ms−١

که
{j١, . . . , js−١} = {i١, . . . , is} \ {ik}, k = ١, . . . , s
Mk = {xik(١), . . . , xik(pik)}
Ms−١ = {xj(١)١, . . . , xj١(pj١)} × · · · × {xjs−(١)١, . . . , xjs−١(pjs−١)}

صورت به را آن ها و است lM =
∏
j∈M

(pj − ١) برابر µM مستقل پارامترهای تعداد بنابراین
به طوری که دارد وجود BM ماتریس صورت این در ͬ دهیم. م نمایش βM = (η١, . . . , ηlM )

µM = BMβM (٢ . ٩)
داریم، (٢ . ٩) و (٢ . ٨) روابط از .rank(BM ) =

∏
j∈M

(pj − ١) و
ΘM = XMBMβM

بنابراین ،CM = XMBM کنید فرض
ΘM = CMβM

این رو از
Y =

∑
M :M⊆{١,٢,...,m}

CMβM + ε = Cβ + ε

که
C = (C٠, C١, . . . , Cm, C١٢, . . . , C١٢...m)

و
β = (β′٠,β′١, . . . ,β′

m,β′١٢, . . . ,β′١٢...m)′

ͬ باشد. م



خطͬ مدل از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٣٢

خطͬ مدل وسیله به ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا ۴ . ٢
است مم΄ن نامناسب طرح های ͬ کنند. م ایجاد ΘM از متفاوتͬ برآوردهای مختلف طرح های
برآوردگرهای وجود به برآوردپذیری اصطلاح اینجا، در دهد. نتیجه را پارامترها برآوردناپذیری
E(BY) = به طوری که دارد وجود B ماتریس مثال، عنوان (به دارد اشاره پارامترها خطͬ نااریب

باشند. برآوردپذیر ΘMها تمام آن در که است ام΄ان پذیر زمانͬ طرح ΁ی .(ΘM

سال های در ١۴ سیرل که است خطͬ مدل معیار بر مبتنͬ طرح ها، ام΄ان پذیری روش ΁ی
مدل تبدیل با که کردند، ارائه ٢٠١٢ سال در [١۶] ١۵ هم΄اران و وانگ و [٩] ١٩٨٧ و [٨] ١٩٧١

خطͬ
Y = Θ٠ +

m∑
j=١

Θj +Θi١...is + ε =
∑
M∈Ω

ΘM + ε (٢ . ١٠)

است، شده ارائه زیر صورت به
Y =

∑
M∈Ω

CMβM + ε = Cβ + ε (٢ . ١١)

CM و هستند ΘM مستقل پارامترهای از تایی lM (< n) بردار ΁ی βM = (Θ١, . . . ,ΘlM )′ که
روابط در ΘM عنصر هر بیان با که .CMβM = ΘM به طوری که است n × lM ماتریس ΁ی
بدست β = (β′٠,β′١, . . . ,β′

m,β′
i١...is)

′ و C = (C٠, C١, . . . , Cm, Ci١...is) محدودیت های با βM

ͬ آید. م
فقط و اگر است ام΄ان پذیر H است، βM برآوردپذیری با معادل ΘM برآوردپذیری که آنجا از
باشد. رتبه پر C اگر فقط و اگر است برآوردپذیر β خطͬ، مدل نظریه از باشد. برآوردپذیر β اگر
هستند رتبه پر C ستون های آیا کند بررسͬ که است این H برای ام΄ان پذیری معیار این رو از

خیر. یا

١۴Searle
١۵Wang et al



٣ فصل
از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های

متعامد آرایه های

متعامد آرایه های ٣ . ١
مبحث در به خصوص کامپیوتری علوم و آماری مباحث در زیادی کاربرد های متعامد١ آرایه های
آمار در متعامد آرایه های ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد گسترده ای به طور و دارند نویسͬ کد
یا آزمایش نشان دهنده سطرها آرایه هر در استفاده اند، مورد آزمایشات طراحͬ در عموماً
اثرات که مختلفͬ متغیرهای با متعامد آرایه ستون های و شود انجام باید که است آزمایشاتͬ

دارد. مطابقت ͬ شوند، م تحلیل و تجزیه آن ها
دارد، ͹سط pi و ستون ki که An×m ماتریس متعامد). (آرایه ٣ . ١ . ١ تعریف
pi ̸= pj i ̸= j, m =

r∑
i=١

ki, i = ١,٢, . . . , r

شامل ،A از n× d زیرماتریس هر اگر ͬ شود م نامیده n ٣ اندازه و d ٢ قدرت از متعامد آرایه ΁ی
Ln(p

k١١ . . . pkrr ) نماد از صورت، این غیر در باشد. تناوب همان با ١× d سطری بردارهای تمام
١Orthogonal arrays
٢Strength
٣Size



متعامد آرایه های از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٣۴
هرگاه گوییم ۴ آمیخته ͹سط را متعامد آرایه ΁ی ͬ کنیم. م استفاده ٢ قدرت با آرایه ای برای
برای صنعتͬ آزمایش های در گسترده ای به طور آمیخته ͹سط متعامد آرایه های باشد. r ≥ ٢
بوده گسترده نیز آزمایش·اهͬ شرایط سایر در آنها از استفاده و شده اند استفاده کیفیت بهبود
نویسندگان از بسیاری توسط آمیخته ͹سط متعامد آرایه های ساختار های .([١٣] ۵ (سوین است
متعامد های آرایه ساخت چ·ونگͬ اما . ([۴]۶ هم΄اران و است(هدایت گرفته قرار بررسͬ مورد
ساخت زیرا است، باز سؤال ΁ی اغلب موارد از بسیاری در علمͬ، کاربرد های برای خاص

است. بر انگیز چالش کاملا́ متعامد آرایه های
آمیخته ͹سط متعامد آرایه های ساخت برای کلͬ روش ΁ی ١٩٩٩ سال در [٢٠] ٧ ژانگ
سپس و داد ارائه طرح ریزی ماتریس تجزیه و متعامد آرایه های بین رابطه ΁ی از استفاده با
تعمیم هادامارد حاصلضرب معرفͬ با را روش این ٢٠٠١ سال در [٢١] ٨ هم΄اران و ژانگ
برای کلͬ روش ΁ی اصلͬ لم های و مفاهیم بیان از پس فصل این در دادند. گسترش یافته
متعامد تجزیه براساس تعمیم یافته هادامارد حاصل ضرب از استفاده با متعامد آرایه های ساخت
متعامد آرایه روش با را طرح ام΄ان پذیری سپس و کرد خواهیم بیان τn طرح ریزی ماتریس

ͬ کنیم. م بررسͬ

از آن درایه های که ͬ شود م ارائه ٢ قدرت با متعامد آرایه های از مثال ΁ی زیر در .٣ . ١ . ١ مثال
هستند. {١,٢} مجموعه

١ ١ ١
٢ ٢ ١
١ ٢ ٢
٢ ١ ٢

دارد. ͹سط p = ٢ و ستون k = ٣ بالا ماتریس
محدود دوم و اول ستون به سطر ها توسط که تایی) (دو مرتب جفت ۴ که کنید توجه
مجموعه عنصر دو مرتب احتمالͬ جفت های همه (٢,٢) و (١,٢) ،(٢, ١) ،(١, ١) یعنͬ ͬ شود، م
و (٢,٢) ،(٢, ١) ،(١, ١) به صورت سوم و دوم ستون ͬ شود. م اعمال عیناََ کدام هر و هستند
همین طبق ͬ شود. م ظاهر بار ΁ی کدام هر اعمال قابل جفت های همه دوباره و است (١,٢)
٢ قدرت از متعامد آرایه ΁ی این بنابراین است. استفاده مورد هم دوم و اول ستون حالت،

است.
۴Mixed-level orthogonal array
۵Suen
۶Hedayat et al
٧Zhang
٨Zhang et al



٣۵ اصلͬ لم های و پایه مفاهیم

اصلͬ لم های و پایه مفاهیم ٣ . ٢
Y = (y١, . . . , yn)′ و آرایه ΁ی A = (aij)n×m = (a١, . . . ,am) کنید فرض .([٧]) .٣ . ٢ . ١ تعریف
تعریف زیر صورت به عامل) jامین مربعات (مجموع S٢

j واریانس آنالیز در باشد. بردار ΁ی
ͬ شود، م

S٢
j =

pj−١∑
i=٠

١
|Iij |

∑
s∈Iij

Ys

٢
− ١

n

 n∑
s=١

Ys

٢
(٣ . ١)

درجه فرم ΁ی S٢
j ،(٣ . ١) رابطه از است. Iij در عناصر تعداد |Iij | و Iij = {s : asj = i} آن در که

.S٢
j = Y ′AjY به طوری که دارد وجود Aj منحصربفرد متقارن ماتریس ΁ی و است Y در دوم

نشان m(aj) = Aj توسط که ͬ شود م نامیده A از aj ستون jامین تصویر٩ ماتریس ،Aj ماتریس
ͬ دهیم. م

ͬ شود. م نامیده A تصویر ماتریس ،A ماتریس ستون های تصویرهای ماتریس مجموع
ͬ دهیم. م نشان m(A) با را A تصویر ماتریس خاص، به طور

ͬ کنیم م تعریف m(١r) = Pr صورت به را m(١r) باشد، ١ها از r× ١ بردار ΁ی ١r کنید فرض
آن در که

Pr = (
١
r
)١r١′r

٣ . ٢ . ١ تعریف از باشد، r مرتبه از همانͬ ماتریس ΁ی Ir و (r) = (٠, ١, . . . , r − ١)′ کنید فرض
.τr = Ir − Pr آن در که m((r)) = τr که است بدیهͬ

که باشند ماتریس دو B = (bij)s×t و A = (aij)n×m کنید فرض .([٧]) .٣ . ٢ . ٢ تعریف
A ماتریس دو ١٠ کرونکر ͽحاصل جم هستند. (G,+) = {٠, ١, . . . , p− ١} گروه از آن درایه های

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان A⊕B با را B و
A⊕B = (aij +B)sn×tm mod(p)

مثال برای است. اول عدد ΁ی p آن در که
(٢)⊕ (٢) = (٠, ١, ١, ٠)′
(٣)⊕ (٣) = (٠, ١,٢, ١,٢, ٠,٢, ٠, ١)′

A⊗B = (aijB)sn×tm صورت به B = (bij)s×t و A = (aij)n×m ماتریس دو ١١ کرونکر حاصلضرب
ͬ شود. م تعریف

٩Matrix image
١٠Kronecker sum
١١Kronecker product



متعامد آرایه های از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٣۶
که است بدیهͬ صفرهاست. از r × ١ بردار ΁ی ٠r کنید فرض

٠r ⊕A = ١r ⊗A

و باشد G متناهͬ گروه از درایه هایی با متعامد آرایه ΁ی Ln کنید فرض .([٧]) .٣ . ٢ . ٣ تعریف
.b = Ln(q) = (b١, . . . , bn)′ و a = Ln(p) = (a١, . . . , an)′ به طوری که باشند Ln از ستون دو b و a

ͬ شود م تعریف زیر صورت به که ͬ دهیم م نشان a□ b با را ١٢ تعمیم یافته هادامارد حاصلضرب
a□ b = (h(a١, b١), . . . , h(an, bn))′ = (a١q + b١, . . . , anq + bn)

′ = Ln(t)

و t = pq آن در که
h(ai, bi) = aiq + bi i = ١, . . . , n

آن گاه b = L(٢)٨ = (٠, ٠, ١, ١, ٠, ٠, ١, ١)′ و a = L(٢)٨ = (٠, ٠, ٠, ٠, ١, ١, ١, ١)′ اگر مثال برای
داریم

a□ b = L٨(۴) = (٠, ٠, ١, ١,٢,٢,٣,٣)′

داریم L آرایه هر و S ١٣ جای·شت ماتریس هر برای .([٧]) .٣ . ٢ . ١ لم
m(S(L⊗ ١r)) = S(m(L)⊗ Pr)S

′

و
m(S(١r ⊗ L)) = S(Pr ⊗m(L))S′

به طوری که باشد ١ قدرت از متعامد آرایه ΁ی A کنید فرض .([٧]) .٣ . ٢ . ٢ لم
A = (a١, . . . , am) = (S١)١r١ ⊗ (p١)), . . . , Sm(١rm ⊗ (pm)))

معادل اند: زیر گزاره های است. جای·شتͬ ماتریس ΁ی (i = ١, . . . ,m) Si و rjpj = n اینجا در که
است. ٢ قدرت از متعامد آرایه ΁ی A (١)

است. ١۴ طرح ریزی ماتریس ΁ی m(A) (٢)
.m(ai)m(aj) = ٠, (i ̸= j) (٣)

کرد تجزیه زیر صورت به ͬ توان م را τn طرح ریزی ماتریس (۴)
τn = m(a١) + · · ·+m(am) + ∆

١٢Generalized Hadamard product
١٣Permutation matrix
١۴Projection matrix



٣٧ اصلͬ لم های و پایه مفاهیم
آن در که

rank(∆) = n− ١ −
m∑
j=١

(pj − ١)

ͬ باشد. م ∆ ماتریس ١۵ رتبه
m(K) ≤ اگر باشند. n اندازه از متعامد آرایه های K و (L,H) کنید فرض .([٢١]) .٣ . ٢ . ٣ لم
تفاضل که است معنͬ این به m(K) ≤ m(L) آن در که است متعامد آرایه (K,H) آن گاه m(L)

باشد. نامنفͬ m(K)−m(L)

متعامد m(H) و m(L) اگر هستند. متعامد آرایه های H و L کنید فرض .([٢١]) .۴ . ٣ . ٢ لم
دی·ر عبارت به است. متعامد آرایه نیز K = (L,H) آن گاه m(L)m(H) = ٠ به طوری که باشند

m(K) = m(L) +m(H)

از ستون ΁ی کدام هر که باشند متعامدی آرایه های b و a کنید فرض .([٢١]) .۵ . ٣ . ٢ لم
این در b = Ln(q) = (b١, . . . , bn)′ و a = Ln(p) = (a١, . . . , an)′ به طوری که دارند n اندازه

است زیر صورت به a□ b تصویر ماتریس صورت
m(a□ b) = m(a) +m(b) + nm(a) ◦m(b) = m(b□ a)

است. ماتریس ها نظریه در ١۶ معمولͬ هادامارد حاصلضرب ◦ اینجا در
کنید فرض .([٢١]) .۶ . ٣ . ٢ لم

K١ = Ln(p١ . . . pm) = (Ln(p١), . . . , Ln(pm))

و
K٢ = Ln(q١ . . . qm) = (Ln(q١), . . . , Ln(qm))

آنگاه باشند، n اجرا اندازه از متعامد آرایه های
m(K١ □K٢) ≤ m(K١) +m(K٢) + nm(K١) ◦m(K٢)

آن در که ،m(K١) ·m(K٢) = ٠ اگر است برقرار
K١ □K٢ ∆

= (Ln(p١)□Ln(q١), . . . , Ln(pm)□Ln(qm))

کنید فرض .([٢١]) .٣ . ٢ . ٧ لم
Ln١ = Ln١(p١ . . . pm) = (Ln١(p١), . . . , Ln١(pm))

١۵Rank
١۶Usual Hadamard product



متعامد آرایه های از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ٣٨
و

Ln٢ = Ln٢(q١ . . . qm) = (Ln٢(q١), . . . , Ln٢(qm)

صورت این در باشند. متعامد آرایه های
(Ln١ ⊗ ١n٢)□ (١n١ ⊗ Ln٢)

دی·ر عبارت به ͬ باشد. م متعامد آرایه نیز
m((Ln١ ⊗ ١n٢)□ (١n١ ⊗ Ln٢)) ≤ m(Ln١)⊗ Pn٢ + Pn١ ⊗m(Ln٢) +m(Ln١)⊗m(Ln٢)

کنید فرض .([٧]) .٣ . ٢ . ٨ لم
τn = A١ +B١ + nA١ ◦B١ + · · ·+AK١ +BK١ + nAK١ ◦Bk١ + C١ + · · ·+ CK

به طوری که باشند موجود Hj و K٢
i ،K١

i متعامد آرایه های و باشد τn متعامد تجزیه
صورت این در m(Hj) ≤ Cj و m(K٢

i ) ≤ Bi ،m(K١
i ) ≤ Ai

L =
[
K١١ □K٢١ , . . . ,K١

K١ □K٢
K١ ,H١ . . . , HK

]
است. متعامد آرایه ΁ی

شود. مراجعه [٧] پانگ١٧ و [٢١] ژانگ به بالا لم های اثبات برای

متعامد آرایه های ساخت برای روش ΁ی ارائه ٣ . ٣
تعمیم یافته هادامارد حاصل ضرب از استفاده با متعامد آرایه های ساخت برای کلͬ روش ΁ی

کرد.([٢١]). خواهیم بیان ادامه در را τn طرح ریزی ماتریس متعامد تجزیه براساس
هادامارد حاصل ضرب از استفاده با سط͹ آمیخته١٨ متعامد آرایه های ساخت از روش، این

است: زیر مرحله ی سه شامل τn طرح ریزی ماتریس متعامد تجزیه براساس تعمیم یافته
ͬ شود م تجزیه متعامد صورت به τn طرح ریزی ماتریس .١

τn = (A١ +B١ + nA١ ◦B١) + · · ·+ (Ak١ +Bk١ + nAk١ ◦Bk١) + C١ + · · ·+ Ck

هستند. طرح ریزی ماتریس های Cj و nAi ◦Bi ،Bi ،Ai که
که ͬ کنیم م پیدا به گونه ای را Hj و K٢

i ،K١
i متعامد آرایه های .٢

m(K١
i ) ≤ Ai, m(K٢

i ) ≤ Bi, m(Hj) ≤ Cj

١٧Pang
١٨Mixed-level orthogonal arrays



٣٩ متعامد آرایه های ساخت برای روش ΁ی ارائه
ͬ سازیم م ۶ . ٣ . ٢ تا ٣ . ٢ . ٣ لم های از استفاده با را L جدید متعامد آرایه .٣

L =
(
K١١ □K٢١ , . . . ,K١

k١ □K٢
k١ ,H١, . . . , Hk٢

)
, (k٢ ≤ k)

هستند مفید بسیار τn از زیر متعامد تجزیه های ،١ مرحله ی اعمال در
τn·k = In ⊗ Pk + τn ⊗ Pk

= τn ⊗ Pk + Pn ⊗ τk + τn ⊗ τk

= τn ⊗ Ik + Pn ⊗ τk

τp·r·q = τp ⊗ Ir ⊗ Pq + Pp ⊗ τrq + τp ⊗ Ir ⊗ τq (٣ . ٢)
از سادگͬ به فوق روابط درستͬ

τn = In − Pn, Pnk = Pn ⊗ Pk, Ink = In ⊗ Ik

ͬ شود. م نتیجه
کنید فرض .([٢١]) .٣ . ٣ . ١ قضیه

τp ⊗ Ir =

k∑
j=١

Sj(A⊗ Pr٢)S
′
j +∆

و

τq =

k∑
j=١

TjBT ′
j +∆

ماتریس های Tjها و Sjها و r = r١r٢ ،n = prq آن در که باشند τq و τp⊗Ir از متعامد تجزیه های
و هستند جای·شتͬ

Sj(τp ⊗ Ir)S
′
j = τp ⊗ Ir, j = ١, . . . k

به طوری که باشد داشته وجود Lrq متعامد آرایه اگر

Pp ⊗m(Lrq) ≤ Pp ⊗ τrq −
k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′, (k١ ≤ k)

شود تجزیه متعامد صورت به ͬ تواند م τprq آن گاه

τprq =Pp ⊗m(Lrq) +

k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(A⊗ Pr٢q + Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B + τp ⊗ Ir ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′

+

k∑
j=k١+١

(Sj ⊗ Tj)(A⊗ Pr٢q + τp ⊗ Ir ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′ +∆ (٣ . ٣)



متعامد آرایه های از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۴٠
،m(K١) ≤ A به طوری که باشند داشته وجود H و K٢ ،K١ متعامد آرایه های اگر

آن گاه m(H) ≤ A⊗ Pr٢q + τp ⊗ Ir ⊗B و m(K٢) ≤ Ir٢ ⊗B

L =
[١p ⊗ Lrq, (S١ ⊗ T١)[(K١ ⊗ ١r٢q)□(١pr١ ⊗K٢)], . . . , (Sk١ ⊗ Tk١)

×[(K١ ⊗ ١r٢q)□(١pr١ ⊗K٢)], (Sk١+١ ⊗ Tk١+١)H, . . . , (Sk ⊗ Tk)H
]

است. متعامد آرایه نیز
داریم (٣ . ٢) رابطه ی از برهان.

τprq = τp ⊗ Ir ⊗ Pq + Pp ⊗ τrq + τp ⊗ Ir ⊗ τq

کنید فرض

Pp ⊗ τrq = Pp ⊗m(Lrq) +

k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′ +∆

برای Sj(τp ⊗ Ir)S
′
j = τp ⊗ Ir و Pq = TjPqT

′
j که آنجا از باشد. Pp ⊗ τrq از متعامد تجزیه ΁ی

داریم است برقرار jها تمام

τprq =Pp ⊗m(Lrq) +

k∑
j=١
[
Sj(A⊗ Pr٢)S

′
j

]
⊗
[
TjPqT

′
j

]

+

k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′

+

k∑
j=١
[
Sj(τp ⊗ Ir)S

′
j

]
⊗
[
TjBT ′

j

]
+∆

ماتریسͬ ویژگͬ از استفاده با
(ABC)⊗ (DEF ) = (A⊗D)(B ⊗ E)(C ⊗ F )

ͬ آید م بدست زیر رابطه ی
τprq =Pp ⊗m(Lrq)

+

k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(A⊗ Pr٢q + Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B + τp ⊗ Ir ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′

+

k∑
j=k١+١

(Sj ⊗ Tj)(A⊗ Pr٢q + τp ⊗ Ir ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′ +∆



۴١ متعامد آرایه های ساخت برای روش ΁ی ارائه
τprq تجزیه هستند، متعامد τp و τrq ،τp⊗ Ir تجزیه های که آنجا از است. برقرار (٣ . ٣) بنابراین

داریم ٣ . ٢ . ١ لم از است. متعامد نیز (٣ . ٣) رابطه ی در
m((Sj ⊗ Tj)H) = (Sj ⊗ Tj)m(H)(S′

j ⊗ T ′
j)

≤ (Sj ⊗ Tj)(A⊗ Pr٢q + τp ⊗ Ir ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′

و
m(١p ⊗ Lrq) = Pp ⊗m(Lrq)

داریم ٣ . ٢ . ٧ و ۵ . ٣ . ٢ لم از همچنین
m((Sj ⊗ Tj)(K

١ ⊗ ١r٢q)□ (١pr١ ⊗K٢))
≤ (Sj ⊗ Tj)

[
m(K١)⊗ Pr٢q + Ppr١ ⊗m(K٢) +m(K١)⊗m(K٢)

]
(Sj ⊗ Tj)

′

≤ (Sj ⊗ Tj)
(
A⊗ Pr٢q + Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B + τp ⊗ Ir ⊗B

)
(Sj ⊗ Tj)

′ j = ١, . . . k١

ͬ کنیم م ثابت حال است. متعامد آرایه ΁ی L بنابراین

Pp ⊗ τrq = Pp ⊗m(Lrq) +

k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′ +∆

است τq از متعامد تجزیه ΁ی ∑k
j=١ TjBT ′

j +∆ که آنجا از است. Pp ⊗ τrq از متعامد تجزیه ΁ی
داریم:

((Ti)B(Ti)
′)((Tj)B(Tj)

′) = ٠ (۴ . ٣)
((Ti)B(Ti)

′)(τq) = ((Tj)B(Tj)
′) (۵ . ٣)

ماتریسͬ ویژگͬ از استفاده با
(A⊗D)(B ⊗ E)(C ⊗ F ) = (ABC)⊗ (DEF )

،i ̸= j هر برای ،(۴ . ٣) و
(Si ⊗ Ti)((Ppr١ ⊗ Ir٢)⊗B)(Si ⊗ Ti)

′ · (Sj ⊗ Tj)((Ppr١ ⊗ Ir٢)⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′

=
[
(Si)(Ppr١ ⊗ Ir٢)(Si)

′(Sj)(Ppr١ ⊗ Ir٢)(Sj)
′]⊗ [((Ti)B(Ti)

′)((Tj)B(Tj)
′)
]
= ٠

بنابراین ͬ شود. م حاصل
k١∑
j=١

(Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′



متعامد آرایه های از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۴٢
برای (۵ . ٣) و (٣ . ٢) از مشابه به طور ͬ دهیم. م نشان D با را آن و است طرح ریزی ماتریس ΁ی

داریم: j هر
(Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)

′ · (Pp ⊗ τrq)

= (Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′ · (Pp ⊗ τr ⊗ Pq)

+ (Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′ · (Pp ⊗ Ir ⊗ τq)

=
[
(Sj)(Ppr١ ⊗ Ir٢)(Sj)

′ · (Pp ⊗ τr)
]
⊗
[
((Tj)B(Tj)

′)(Pq)
]

+
[
(Sj)(Ppr١ ⊗ Ir٢)(Sj)

′ · (Pp ⊗ Ir)
]
⊗
[
((Tj)B(Tj)

′)(τq)
]

=
[
(Sj)((Ppr١ ⊗ Ir٢) · (Pp ⊗ Ir))(Sj)

′]⊗ [(Tj)B(Tj)
′]

= (Sj ⊗ Tj)(Ppr١ ⊗ Ir٢ ⊗B)(Sj ⊗ Tj)
′

که
(Sj)

′ · (Pp ⊗ Ir) · (Sj) = (Sj)
′ · Ipr · (Sj)− (Sj)

′ · (τp ⊗ Ir) · (Sj)

= Ipr − τp ⊗ Ir = Pp ⊗ Ir

طرفͬ از
(Sj) · (τp ⊗ Ir) · (Sj)

′ = τp ⊗ Ir

است. طرح ریزی ماتریس ΁ی نیز Pp ⊗ τrq −D بنابراین
که شرط این و ٣ . ٢ . ٢ لم از دی·ر، طرف از

Pp ⊗m(Lrq) ≤ Pp ⊗ τrq −D

داریم:
٠ = Pp ⊗m(Lrq)− Pp ⊗m(Lrq) · (Pp ⊗ τrq) · Pp ⊗m(Lrq)

≤ −Pp ⊗m(Lrq) ·D · Pp ⊗m(Lrq)

= −(Pp ⊗m(Lrq) ·D)(Pp ⊗m(Lrq) ·D)′

به طوری که
Pp ⊗m(Lrq) ·D = ٠

بنابراین
∆ = Pp ⊗ τrq −D − Pp ⊗m(Lrq)

است. (∆)(∆)′ = ∆ از طرح ریزی ماتریس ΁ی نیز



۴٣ متعامد آرایه های وسیله به ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا

آرایه های وسیله به ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا ۴ . ٣
متعامد

آزمایشͬ داده های بردار و H = (aij)n×m = (a١, . . . , am) آرایه بر اساس آزمایشͬ کنید فرض
صورت به عامل jامین مربعات مجموع واریانس، آنالیز در ͬ شود. م انجام Y = (y١, . . . , yn)′

ͬ شود م تعریف زیر
S٢
j =

pj∑
i=١

١
|Iij |

∑
s∈Iij

ys

٢
− ١

n

 n∑
s=١

ys

٢

است. Iij در عناصر تعداد |Iij | و Iij = {s : asj = i} آن در که
ͬ شود، م تعریف زیر صورت به hام و jام عوامل مربعات مجموع

S٢
jh =

pj∑
i=١

ph∑
k=١

١
|Iijkh|

 ∑
s∈Iijkh

ys

٢
− ١

n

 n∑
s=١

ys

٢
− S٢

j − S٢
h ,

است. Iijkh در عناصر تعداد |Iijkh| و Iijkh = {s : asj = i, ash = k} آن در که
که ͬ دهیم م نشان S٢

M صورت به را i١, . . . , is عوامل مربعات مجموع کلͬ، به طور
AM منحصربفرد متقارن ماتریس و است Y از دوم درجه ش΄ل ΁ی این .M = {i١, . . . , is}

به طوری که دارد وجود
S٢
M = Y′AMY

متعامد آرایه ΁ی H اگر ͬ شود. م نامیده H از i١, . . . , is ستون های تصویر ماتریس AM ماتریس
آن گاه باشد، s قدرت از

|M | ≤ s هر برای و است طرح ریزی ماتریس ΁ی ،AM ،H تصویر ماتریس .١
rank(AM ) =

∏
j∈M

(pj − ١).

.|M ∪ N | ≤ s ،M ̸= N هر برای به طوری که هستند متعامد H تصویرهای ماتریس .٢
داریم:

AMAN = ٠

داریم: ،|M | ≤ s هر برای .٣
AMΘM = ΘM

یافت. [٢٠] هم΄اران و ژانگ [١٩]و ژانگ در ͬ توان م را بالا نتایج



متعامد آرایه های از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۴۴
m قدرت از متعامد آرایه ΁ی H اگر .Θ̂M (H) = AMY کنید فرض .([١۶]) .١ . ۴ . ٣ قضیه

آن گاه باشد،
E(Θ̂M ) = E(AMY ) = ΘM (۶ . ٣)

،M ⊆ {١, . . . ,m} هر برای و
tr (Var(AMY)) = σ٢ ∏

j∈M
(pj − ١) (٣ . ٧)

که آنجا از برهان.
E(Θ̂M ) = E(AMY) = AM (Θ٠ +Θ١ + · · ·+Θ١٢...m) (٣ . ٨)

با است برابر (٣ . ٨) رابطه راست سمت ،٣ ویژگͬ از
AM (A٠Θ٠ +A١Θ١ + · · ·+A١٢...mΘ١٢...m) (٣ . ٩)

با است معادل ٣ . ٩ رابطه ،٢ ویژگͬ از استفاده با
AMΘM = ΘM

داریم ١ ویژگͬ از است. برقرار (۶ . ٣) رابطه بنابراین
Var(AMY) = A′

M Var(Y)AM = σ٢A′
MAM = σ٢AM

بنابراین
tr(Var(AMY)) = tr(σ٢AM ) = σ٢tr(AM ) = σ٢ rank(AM ) = σ٢ ∏

j∈M
(pj − ١)

است. برقرار (٣ . ٧) رابطه پس

طرح های بهترین m قدرت با متعامد آرایه های که ͬ کند م ثابت ،١ . ۴ . ٣ قضیه و ٢ . ٢ . ٢ لم
هستند. A‐بهینگͬ معیار تحت ،M ⊆ Ω ،ΘM برآورد برای آزمایشͬ

طرح های m قدرت از متعامد آرایه های که ͬ کند م ثابت اولا˟ است. مهم بسیار نتیجه این
ثابت تنها قبلͬ مقالات شود. گرفته نظر در مدل متقابل اثرات همه ی اگر هستند ام΄ان پذیر
طرح های باشد اصلͬ اثر مدل ΁ی f ͬ که زمان ٢ قدرت با سطحͬ ٢ متعامد آرایه های که کردند
اثرات مرتبه و سطوح تعداد بر محدودیتͬ هیچ ١ . ۴ . ٣ قضیه ͬ که درحال هستند، ام΄ان پذیر

ندارد. متقابل
مقالات در ͬ که حال در ͬ کند م ثابت را متقابل اثرات برآورد در متعامد آرایه های بودن بهینه دوماً،



۴۵ متعامد آرایه های وسیله به ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا
٢ قدرت با متعامد آرایه های ارزیابی به فقط ([٣] چنگ و [٢] ١٩ چنگ مثال عنوان (به قبلͬ
بود. پرداخته (٢ به محدود متعامد آرایه های سطوح تعداد (همچنین اصلͬ اثرات برآورد برای
است. پیچیده محاسبات دارای و زمان بر کار ΁ی ٣ . ٣ . ١ قضیه طبق متعامد آرایه های یافتن
طرح های m قدرت از متعامد آرایه های که شد ثابت ١ . ۴ . ٣ قضیه و ٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با
آرایه باید ابتدا بنابراین شود. گرفته نظر در مدل متقابل اثرات همه ی اگر هستند ام΄ان پذیر
اثرات همه آیا که کنیم بررسͬ سپس و کنیم پیدا زمان بر و پیچیده محاسبات ΁ی با را متعامد
از استفاده با ام΄ان پذیر طرح کردن پیدا بنابراین نه. یا شده اند گرفته نظر در مدل متقابل

است. پیچیده محاسبات دارای و هزینه پر روشͬ متعامد آرایه های

١٩Cheng





۴ فصل
از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های

تصویر ماتریس

مقدمه ١ . ۴
عنوان به است. شده زیادی توجه ثابت اثرات با مدل واریانس١ آنالیز به گذشته دهه های در
بررسͬ در گسترده ای به طور واریانس آنالیز مدل مشاهدات، توضیح برای اکتشافͬ ابزار ΁ی

است. گرفته قرار استفاده مورد شده طراحͬ آزمایش های برای متعدد عوامل اثرات
A١, A٢, . . . , Am عامل m ͬ شود، م استفاده طرفه٢ m واریانس آنالیز مدل وقتͬ کلͬ، به طور
aij ∈ با H = (aij)n×m آزمایشͬ طرح دارند. pj از متفاوتͬ سطوح کدام هر که دارند وجود
شود) تکرار ͬ تواند (م m عوامل از مم΄ن ͹سط ترکیب های از تعدادی شامل {١,٢, . . . , pj}

است. iام اجرای در Aj ͹سط دارای که است
هر در (y) ͺپاس مقدار ΁ی و ͬ شود م اعمال آزمایشͬ واحدهای از ΁ی هر برای ترکیب هر

است زیر صورت به واریانس آنالیز مدل بنابراین ͬ شود. م گرفته آزمایشͬ واحد
(١ . ۴)

yi = µ+A١(ai١)+A٢(ai٢)+· · ·+Am(aim)+IA١A٢(ai١, ai٢)+· · ·+IA١...Am(ai١, . . . , aim)+εi; i = ١, . . . ,m
١Analysis of variance (ANOVA) model
٢m-way ANOVA model



تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۴٨
͹سط متقابل اثر IA١A٢(ai١, ai٢) ،Aj عامل از aijام ͹سط اصلͬ اثر Aj(aij) میانگین، µ که
متقابل اثر IA١...Am(ai١, . . . , aim) همچنین است. A٢ عامل از ai٢ام ͹سط و A١ عامل از ai١ام
از تصادفͬ خطای (i = ١, . . . , n) εi و ͬ باشد م (ai١, . . . , aim) ͹سط ترکیب در A١, . . . , Am

است. σ٢ واریانس و صفر میانگین با iام مشاهده
εi ∼ N(٠, σ٢), i = ١, . . . , n

در را دارند ͹سط دو کدام هر که B و A عوامل با طرفه دو واریانس آنالیز مدل مثال، عنوان به
ͬ تواند م مدل آن گاه باشد،

١ ١ ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢

′

صورت به اجرا ۴ با آزمایشͬ طرح اگر ب·یرید. نظر
شود بیان زیر صورت به

y١
y٢
y٣
y۴

 =


µ+A(١) +B(١) + IAB(١, ١)
µ+A(١) +B(٢) + IAB(١,٢)
µ+A(٢) +B(١) + IAB(٢, ١)
µ+A(٢) +B(٢) + IAB(٢,٢)

+


ε١
ε٢
ε٣
ε۴

 . (٢ . ۴)

براساس متقابل اثرات از بعضͬ زیرا است، (١ . ۴) از بخشͬ بررسͬ مورد مدل موارد، اغلب در
اثر ΁ی با (١ . ۴) مدل فصل این در بنابراین ندارد. وجود آزمایشͬ، شرایط از محققان دانش

است. گرفته قرار مطالعه مورد (١ ≤ i١ ≤ · · · ≤ is ≤ m) IAi١ ...,Ais
متقابل

نظر در متقابل اثرات و اصلͬ اثرات از جملاتͬ Ω = {٠, ١, . . . ,m, {i١, . . . , is}} کنید فرض
صورت به برداری نماد با ͬ توان م را بررسͬ مورد مدل بنابراین ͬ دهد، م نشان را شده گرفته

کرد بیان زیر
Y = Θ٠ +

m∑
j=١

Θj +Θi١...is + ε =
∑
M∈Ω

ΘM + ε (٣ . ۴)

آن در که
Θ٠ = (µ, . . . , µ)′, Θj = (Aj(a١j), . . . , Aj(anj))

′, j = ١, . . . ,m,

Θi١...is = (IAi١ ...Ais
(a١i١ , . . . , a١is), . . . , IAi١ ...Ais

(ani١ , . . . , anis))
′,

Y = (y١, . . . , yn)′, ε = (ε١, . . . , εn)′

است(میلی΄ن پارامتری٣ بیش مدل و هستند مشاهدات برآورد از بیشتر (٣ . ۴) مدل پارامترهای
.([١٠] ۵ شاو و [۶] ۴ جانسون و

٣Over-parameterized
۴Miliken , Johnson
۵Shaw



۴٩ مقدمه
محدودیت ها دادن قرار ͬ شود. م پیشنهاد پارامترها بر محدودیت ها اعمال مش΄ل، این حل برای
صفر به مجموع ΁ی تعمیم فصل این در شود، انجام مختلفͬ روش های به ͬ تواند م پارامترها بر

است شده گرفته نظر در
p١∑
k=١

A١(k) ·
nk١
n

= ٠, . . . ,
pm∑
k=١

Am(k) · nkm

n
= ٠ (۴ . ۴)

pi١∑
k=١

IAi١ ...Ais
(k, i′٢, . . . , i′s) ·

nki′٢...i′s
ni′٢...i′s

= ٠ (۵ . ۴)
...
pis∑
k=١

IAi١ ...Ais
(i′١, i′٢, . . . , k) ·

ni′١i′٢...k
ni′١i′٢...i′s−١

= ٠ (۶ . ۴)
ترکیب (t = ١, . . . , s) i′١ . . . i′t−١i′t+١ . . . i′s است، طرح jام ستون در k ͹سط رخداد تعداد nkj که
تعداد ni′١...i′t−١i′t+١...i′s و ͬ شود م ظاهر طرح در که است Ai١ , . . . , Ait−١ , Ait+١ , . . . , Ais از ͹سط
است. طرح در Ai١ , . . . , Ais از i′١ . . . k . . . i′s ͹سط ترکیب رخداد تعداد ni′١...k...i′s و مربوطه رخداد

که باشید داشته توجه
pit∑
k=١

ni′١...k...i′s = ni′١...i′t−١i′t+١...i′s , t = ١,٢, . . . , s
دارند اهمیت تیماری مقایسه های تمام که زمانͬ یعنͬ است متعادل H که زمانͬ خاص به طور
مثال عنوان (به دهد رخ دی·ر جفت های دفعات تعداد اندازه به هم با تیمار جفت هر باید و
(میلی΄ن ͬ شود م استفاده صفر به مجموع متداول محدودیت های از برابر)، زیرمجموعه تعداد
به است لازم ،Y توسط ΘM برای خوب برآوردهای آوردن بدست برای . ([۶] جانسون و

دهیم: ͺپاس زیر سوالات
است؟ مقدار بالاترین با y تولید برای A١, . . . , Am از ͹سط ترکیب بهترین ΁ی کدام .١

دارد؟ تفاوت ͺپاس متغیر بر آن ها تاثیر در Aj عامل ͹سط آیا .٢
نامناسب طرح های ͬ کنند. م ایجاد ΘM از مختلفͬ برآوردهای متفاوت طرح های حال، هر به
به برآوردپذیری اصطلاح اینجا، در بدهند. نتیجه را پارامترها برآوردناپذیری است مم΄ن
دارد وجود B ماتریس مثال، عنوان (به دارد اشاره پارامترها خطͬ نااریب برآوردگرهای وجود
برآوردپذیر ΘMها تمام آن در که ͬ شود م نامیده ام΄ان پذیر طرحͬ .(E(BY) = ΘM به طوری که
این ما هدف باشد. اجرا قابل ام΄ان پذیر طرح های برروی واریانس آنالیز روش باید و باشند

کنیم. حل واریانس آنالیز مدل های برای را ام΄ان پذیر طرح های انتخاب مش΄ل است،
خطͬ مدل تبدیل با که است خطͬ مدل معیار بر مبتنͬ طرح ها، ام΄ان پذیری روش ΁ی

است شده ارائه زیر صورت به (٣ . ۴)
Y =

∑
M∈Ω

CMβM + ε = Cβ + ε. (٧ . ۴)



تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۵٠
΁ی CM و هستند ΘM مستقل پارامترهای lM (< n) بردار، ΁ی βM = (θ١, . . . , θlM )′ که
با βM روابط در ΘM عنصر هر بیان با که .CMβM = ΘM به طوری که است n × lM ماتریس

ͬ آید. م بدست β = (β′٠, β′١, . . . , β′
m, β′

i١...is)
′ و C = (C٠, C١, . . . , Cm, Ci١...is) محدودیت های

فقط و اگر است ام΄ان پذیر H است، βM برآوردپذیری با معادل ΘM برآوردپذیری که آنجا از
ستون رتبه C اگر فقط و اگر است برآوردپذیر β خطͬ، مدل نظریه از باشد. برآوردپذیر β اگر
C ستون های آیا کند بررسͬ که است این H برای ام΄ان پذیری معیار این رو از باشد. کامل
مواردی در ام΄ان پذیر، طرح های تصمیم گیری های در بخشͬ اثر برخلاف هستند. کامل رتبه
مدل بر مبتنͬ ام΄ان پذیری معیار به دسترسͬ باشد زیادی سطوح دارای و نامتعادل طرح که
این در واریانس آنالیز پارامتری محدودیت های که آنجا از است. پیچیده و دشوار کاری خطͬ،
دارد ͹سط ۴ عامل هر که عامل سه متقابل اثر برای مثال، عنوان به هستند، پیچیده مورد
این علاوه بر باشد. داشته وجود محدودیت ۴٨ است مم΄ن (۶ . ۴) و (۵ . ۴) معادلات طبق
نتیجه این ͬ کند. م برقرار را معیار این طرح ها از ساختارهایی نوع چه بفهمیم که است دشوار
این .([٣] چنگ و [٢] چنگ مثال عنوان (به کرد پیدا متعامد آرایه های برای فقط ͬ توان م را
مش΄ل ΁ی داده ها تحلیل و تجزیه از قبل ام΄ان پذیر طرح ΁ی ساخت یا انتخاب برای وضعیت

نیستند. دسترس در متعامد آرایه های که زمانͬ ویژه به است،
گسترده ای به طور و طرح هاست ام΄ان پذیری بررسͬ برای قدرتمند ابزار ΁ی تصویر ماتریس
پانگ و [٢٠] هم΄اران و ژانگ ،[١٩] (ژانگ است شده استفاده متعامد آرایه های ساختار در

.([٧]
تصویرها ماتریس و ام΄ان پذیر طرح های بین جالب معادل رابطه ΁ی ما فصل این در
متعامد انواع شامل طرح ها، از گسترده ای خانواده ΁ی نتیجه، ΁ی به عنوان ͬ کنیم. م ارائه
΁ی عنوان به ͬ توان م را معادل رابطه این حال، همین در ͬ باشد. م ام΄ان پذیر نامتعامد، و
روش با مقایسه در کرد. استفاده معینͬ طرح هر ام΄ان پذیری تعیین برای جای·زین معیار
استفاده واریانس آنالیز مدل از خطͬ تبدیل به نیاز بدون و است ساده تر روش این خطͬ، مدل

ͬ شود. م

تصویر ماتریس ٢ . ۴
ͬ دهیم. م ارائه را تصویر ماتریس مفاهیم و تعاریف بخش این در

صورت به را (ail١ . . . ailn) ،D = {l١, . . . , ln} ⊆ {١,٢, . . . ,m} و H = (aij)n×m طرح برای
سطرهای عناصر که باشد n× ١ بردار ΁ی G = (g١, . . . , gn)′ کنید فرض ͬ دهیم. م نمایش aiD
تعریف n×n ماتریس ΁ی صورت به را ID ΁ی سپس هستند، H سطرهای عناصر با متناظر آن



۵١ تصویر ماتریس
به طوری که ͬ کنیم م

IDG = ID


g١
g٢...
gn

 =



١
|J١D|

∑
s∈J١D

gs

١
|J٢D|

∑
s∈J٢D

gs

...
١

|JnD|
∑

s∈JnD

gs


داشته توجه است. (i = ١, . . . , n) JiD در عناصر تعداد |JiD| و JiD = {s : asD = aiD} که

.Ji∅ = {s : s = ١,٢, . . . , n} خصوص به .|JiD| = naiD که باشید
کنید فرض .٢ . ١ . ۴ مثال

H =


١ ١
١ ٢
٢ ١
٢ ٢

 G = Y =


y١
y٢
y٣
y۴


هستند زیر صورت به I∅, I{١}, I{٢}, I{١,٢} متناظر ماتریس های D = ∅, {١}, {٢}, {١,٢} برای

I∅Y =


١۴(y١ + y٢ + y٣ + y۴)
١۴(y١ + y٢ + y٣ + y۴)
١۴(y١ + y٢ + y٣ + y۴)
١۴(y١ + y٢ + y٣ + y۴)

 I{١}Y =


١٢(y١ + y٢)
١٢(y١ + y٢)
١٢(y٣ + y۴)
١٢(y٣ + y۴)



I{٢}Y =


١٢(y١ + y٣)
١٢(y٢ + y۴)
١٢(y١ + y٣)
١٢(y٢ + y۴)

 I{١,٢}Y =


y١
y٢
y٣
y۴


داشت خواهیم نتیجه در

I∅ =
١
۴


١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١

 I{١} =
١
٢


١ ١ ٠ ٠
١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ١



I{٢} =
١
٢


١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ١

 I{١,٢} =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١





تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۵٢
H طرح توسط مستقیم به طور ͬ تواند م و است نشانگر ماتریس همانند ID که است ͹واض
صورت به ID از ,i)ام j) عنصر ،ͽواق در است. وابسته H سطرهای به فقط زیرا شود، محاسبه

است زیر

ID(i, j) =


١

|JiD| , اگر ajD = aiD,

٠, صورت این غیر در
(٨ . ۴)

ͬ شود. م ارائه تصویر ماتریس تعریف ادامه در
،D = {l١, . . . , ln} ⊆ {١,٢, . . . ,m} و H = (aij)n×m طرح برای .([١۵]) .٢ . ١ . ۴ تعریف

AD =
∑
N⊆D

(−١)|D|−|N |IN (٩ . ۴)

ͬ نامیم. م H از l١, . . . , ln ستون های تصویر ماتریس را
به D = ∅, {١}, {٢}, {١,٢} برای تصویر ماتریس ب·یرید، نظر در را ٢ . ١ . ۴ مثال .٢ . ٢ . ۴ مثال
A{١,٢} = I{١,٢} − I{١} − I{٢} + I∅ و A{٢} = I{٢} − I∅ ،A{١} = I{١} − I∅ ،A∅ = I∅ ترتیب

ͬ باشد. م

H طرح برای ام΄ان پذیری معیار ٣ . ۴
ام΄ان پذیری معیار همچنین دهیم، مͬ ارائه را تصویر ماتریس روابط اصلͬ نتیجه بخش این در

کنیم. مͬ بیان را H طرح برای
مدل و تصویر ماتریس بین رابطه ΁ی ابتدا ͬ شود. م انجام مرحله دو معیار، این اثبات برای
فراهم تصویر ماتریس روابط در را اصلͬ نتیجه بعد مرحله در و ͬ کنیم م برقرار (٧ . ۴) خطͬ

ͬ کنیم. م

پایه لم های و اصلͬ مفاهیم ٣ . ١ . ۴
.AMCM = CM ،M ∈ Ω هر ازای به ͬ شود م ثابت (٧ . ۴) مدل در .([١۵]) .٣ . ١ . ۴ لم

که هستند IMK−ΘM = ٠ ،M ∈ Ω با معادل (۶ . ۴)‐(۴ . ۴) محدودیت های برهان.
M = {١}, . . . , {m} اگر MK− = ∅ و ،M = {i١, . . . , is} اگر (k = ١, . . . , s)MK− = M\{ik}

ͬ دهد م نتیجه که ،
INΘM =


ΘM Nاگر = M

٠ Nاگر ⊂ M



۵٣ H طرح برای ام΄ان پذیری معیار
بنابراین

AMΘM =
∑
N⊆M

(−١)|M |−|N |INΘM = ΘM

داریم βM هر برای ΘM = CMβM از
AMCMβM = CMβM

.AMCM = CM این رو از
اگر فقط و اگر است ام΄ان پذیر H ،rank(AM ) ≤ lM که شرط این تحت .([١۵]) .٣ . ١ . ۴ قضیه

rank

(∑
M∈Ω

AM

)
=
∑
M∈Ω

rank(AM ) (١٠ . ۴)

داریم ٣ . ١ . ۴ لم از برهان.
R(CM ) ⊂ R(AM )

و
lM = rank(CM ) ≤ rank(AM )

و rank(CM ) = rank(AM ) بنابراین .rank(AM ) ≤ lM قضیه شرط طبق این، علاوه بر
از هستند، R(CM ) از طرح ریزی ماتریس های AM و PCM

که آنجا از .R(CM ) = R(AM )

ͬ شود. م حاصل PCM
= AM رابطه طرح ریزی ماتریس های بودن منحصربفرد

ͬ کنیم: م اثبات را اول طرف نتیجه اکنون
مدل در β برآوردپذیرند، ΘMها بنابراین است، ام΄ان پذیر طرح ΁ی H که آنجا از ” ⇐= ”

داریم: و است ستونͬ کامل رتبه C ٢ . ٢ . ١ لم براساس است. برآوردپذیر (٧ . ۴)
rank(C) =

∑
M

lM

و هستند معکوس پذیر ماتریس های C ′
MCM بنابراین

∑
M

PCM
=
∑
M

CM (C ′
MCM )−١C ′

M

= (C٠, C١, . . . , Ci١...is) diag
(
(C ′٠C١−(٠, . . . , (C ′

i١...isCi١...is)
−١) (C ′٠, C ′١, . . . , C ′

i١...is)
′

= CKC ′

که باشید داشته توجه
K = diag

(
(C ′٠C١−(٠, . . . , (C ′

i١...isCi١...is)
−١)



تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۵۴
.K = LL′ به طوری که دارد وجود L معکوس پذیر ماتریس و است مثبت معین ماتریس ΁ی

داریم ∑بنابراین
M

PCM
= CLL′C ′ = (CL)(CL)′

پس

rank

(∑
M

AM

)
= rank

(∑
M

PCM

)
= rank

(
(CL)(CL)′

)
= rank(CL) = rank(C) =

∑
M

lM

داریم rank(CM ) = rank(AM ) = lM از این، بر علاوه

rank

(∑
M

AM

)
=
∑
M

rank (AM ) =
∑
M

lM

داریم rank(CM ) = rank(AM ) = lM و rank (
∑

M AM ) =
∑

M rank (AM ) از ” =⇒ ”

rank

(∑
M

AM

)
=
∑
M

rank (AM ) =
∑
M

lM

این علاوه بر
∑
M

AM =
∑
M

PCM
=
∑
M

CM (C ′
MCM )−١C ′

M

=
∑
M

CMDM = (C٠, C١, . . . , Ci١...is)(D
′٠, D′١, . . . , D′

i١...is)
′

= CD

بنابراین D = (D′٠, D′١, . . . , D′
i١...is)

′ و C = (C٠, C١, . . . , Ci١...is) که

rank(C) ≥ rank

(∑
M

AM

)
=
∑
M

lM .

نتیجه در و ∑M lM با است برابر C ستون های تعداد دی·ر، طرف از
rank(C) ≤

∑
M

lM

این رو از
rank(C) = rank

(∑
M

AM

)
≤
∑
M

lM

΁ی H یعنͬ است، برآوردپذیر ΘM بنابراین برآوردپذیرند، βM و β پس است، رتبه پر C یعنͬ
است. ام΄ان پذیر طرح

که هستند تشخیص قابل تصویرها ماتریس با H معین طرح ام΄ان پذیری بالا، قضیه طبق
است. آمده زیر در آن مراحل



۵۵ تصویر ماتریس وسیله به ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا
.(٩ . ۴) و (٨ . ۴) روابط توسط M ∈ Ω برای AM محاسبه .١

.M ∈ Ω برای rank(AM ) ≤ lM درستͬ بررسͬ .٢
غیر در است. ام΄ان پذیر H باشند، برابر اگر .∑M rank (AM ) و rank (

∑
M AM ) مقایسه .٣

نیست. ام΄ان پذیر H صورت این
به طور rank(Aj) ≤ lj شرایط اصلͬ، اثرات تصویرهای ماتریس برای .([١۵]) .٣ . ١ . ۴ تذکر
تصویر های ماتریس برای است). آمده ۴ . ۴ بخش در ١ . ۴ . ۴ نتیجه در (اثبات است برقرار طبیعͬ
΁ی از M ترکیب به متعلق طرح ستون های که زمانͬ داد نشان [١٩] ژانگ ،AM متقابل اثرات
یا ΁ی در سطوح از بعضͬ ترکیب با ͹سط شبه متعامد آرایه ΁ی یا |M | قدرت با متعامد آرایه

آن گاه باشد |M | قدرت با متعامد آرایه ستون چند
rank(AM ) = lM

اثر هر به مربوط ستون های یا ͬ شود نم گرفته نظر در متقابلͬ اثر هیچ که زمانͬ بنابراین،
٢ مرحله است، شده انتخاب ͹سط شبه متعامد آرایه ΁ی یا متعامد آرایه ΁ی عنوان به متقابل
متقابل اثرات از ستون ها سطوح ترکیب و دی·ر ستون های در (سطوح گرفت نادیده ͬ توان م را

باشد). دلخواه ͬ تواند م مختلف
حذف صورت به ͬ توان م را lM است، ضروری ٢ مرحله ͬ که هنگام .([١۵]) .٣ . ٢ . ۴ تذکر
آورد. بدست (۶ . ۴)‐(۴ . ۴) محدودیت های به توجه با ΘM شده محدود پارامترهای پیوسته

خصوص به

lM =
∏
j∈M

(pj − ١)
شوند. طاهر M به متعلق ستون های مم΄ن ترکیبات تمام اگر

صدق ٣ . ١ . ۴ قضیه نتیجه نباشد، برقرار rank(AM ) ≤ lM شرط اگر .([١۵]) .٣ . ٣ . ۴ تذکر
ͬ کند. نم

حتͬ آن ها از برخͬ و ندارند را مناسب شرط که ͬ کنیم م انتخاب را مختلفͬ طرح های که آنجا از
نیست. اعتماد قابل (١٠ . ۴) باشند ام΄ان پذیر است مم΄ن

ماتریس وسیله به ام΄ان پذیر طرح های کردن پیدا ۴ . ۴
تصویر

ͬ یابیم. م ٣ . ١ . ۴ قضیه طبق را ام΄ان پذیر طرح های از رده ΁ی بخش این در



تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۵۶
اگر است ام΄ان پذیر H ،rank(AM ) ≤ lM شرط تحت .([١۵]) .١ . ۴ . ۴ قضیه

AMAN = ٠, M ̸= N, M,N ⊆ Ω (١١ . ۴)
با است. طرح ریزی ماتریس ΁ی AM ،rank(AM ) ≤ lM که زمانͬ ،٣ . ١ . ۴ قضیه طبق برهان.

AMAN = ٠ برای M ̸= N و M,N ⊆ Ω به ∑)توجه
M

AM

)′

=
∑
M

A′
M =

∑
M

AM

∑)و
M

AM

)٢
=
∑
M

A٢
M =

∑
M

AM

بنابراین است. طرح ریزی ماتریس ΁ی ∑M AM یعنͬ
rank

(∑
M

AM

)
= tr

(∑
M

AM

)
=
∑
M

tr(AM ) =
∑
M

rank(AM )

است. ام΄ان پذیر H ،٣ . ١ . ۴ قضیه طبق
Ω = {٠, ١, . . . ,m} آن در که باشد اصلͬ اثر مدل ΁ی بررسͬ مورد مدل اگر .([١۵]) .١ . ۴ . ۴ نتیجه

هستند: ام΄ان پذیر زیر ساختار با طرح های آن گاه
naij ,atk

naijnatk

=
١
n
, i, t = ١, . . . , n, ١ ≤ j ̸= k ≤ m (١٢ . ۴)

داریم ،٣ . ١ . ۴ قضیه اثبات و Aj تعریف از برهان.
pj − ١ ≤ rank(Aj) ≤ pj

بنابراین است، صفر با برابر Aj سطرهای تمام مجموع کنید توجه این علاوه بر
با است معادل AjAk = ٠ که حالͬ در rank(Aj) = pj − ١ = lj

IjIk = (Aj +A∅)(Ak +A∅) = A∅A∅ = A∅ =
١
n

١′n١n
H ،١ . ۴ . ۴ قضیه طبق بنابراین ١هاست. از n× ١ بردار ΁ی ١n اینجا در است. (١٢ . ۴) برابر که

است. ام΄ان پذیر

شامل طرح هایی چنین ͬ نامیم. م ٢ قدرت با تعمیم یافته متعامد طرح را طرح نوع این
مستقل، احتمالͬ جداول کسری، طرح های ،͹سط شبه متعامد آرایه های متعامد، آرایه های
از استفاده با این، علاوه بر هستند. غیره و ([٢٢] (ژانگ متعامد متعادل بلوکͬ طرح های
ͬ توان م مثال عنوان به شوند. ساخته ͬ توانند م دی·ر طرح های از بسیاری موجود، طرح های

ساخت. مناسب کسری عاملͬ طرح های با متعامد آرایه های ادغام با را آن ها



۵٧ ام΄ان پذیر طرح  کردن پیدا برای خطͬ مدل و تصویر ماتریس روش مقایسه
در که باشد IM١ , . . . , IMk

متقابل اثرات شامل بررسͬ مورد مدل اگر .([١۵]) .٢ . ۴ . ۴ نتیجه
هستند: ام΄ان پذیر زیر ساختار دارای طرح های آن گاه Ω = {٠, ١, . . . ,m,M١, . . . ,Mk} آن

naiM ,atN

naiMnatN

=
١
n

(١٣ . ۴)
.h = max

M,N∈Ω
|M ∪N | که |M +N | ≤ h و M ∩N = ∅ ،i, t = ١, . . . , n برای

که زمانͬ حالت این در برهان.
AMAN = ٠, تمام Mبرای ̸= N, |M ∪N | ≤ h

که است آن معادل که است، برقرار (١١ . ۴) رابطه

IMIN =

∑
K⊆M

AK

∑
T⊆N

AT

 =
∑

K⊆M∩N
AK = IM∩N

شامل (١٣ . ۴) رابطه این، علاوه بر است. (١٣ . ۴) رابطه برابر شرط این که کرد بررسͬ ͬ توان م
ͬ باشد. م i = ١, . . . , kM,N ⊆ Mi ،M ∩N = ∅ برای معادلات

آنگاه
rank(AMi) =

∏
j∈Mi

(pj − ١) = lMi

است. ام΄ان پذیر H ،١ . ۴ . ۴ قضیه طبق بنابراین

شامل طرح هایی چنین ͬ نامیم. م h قدرت با تعمیم یافته متعامد طرح را طرح نوع این
قدرت با متعامد آرایه های از که ͹سط شبه متعامد آرایه های ،h قدرت با متعامد آرایه های
بسیاری ،٢ قدرت با تعمیم یافته متعامد طرح از استفاده با این، علاوه بر ͬ آید. م بدست h

متعامد طرح ΁ی Ls−١
n کنید فرض مثال، عنوان به ساخت. ͬ توان م را دی·ر طرح های از

H =
(
(p)⊗ ١n, ١p ⊗ Ls−١

n

) اینکه بررسͬ آن گاه باشد، ستون s−١ با (s−١) قدرت با تعمیم یافته
حاصل ضرب ⊗ و (p) = (١, . . . , p)′ آن در که است آسان است تعمیم یافته متعامد طرح ΁ی

است. کرونکر

پیدا برای خطͬ مدل و تصویر ماتریس روش مقایسه ۵ . ۴
ام΄ان پذیر طرح  کردن

مورد مثال چند بیان با خطͬ مدل و تصویر ماتریس روش های با را H طرح ام΄ان پذیری حال
ͬ کنیم: م بررسͬ خطͬ مدل روش با را طرح ام΄ان پذیری زیر مثال در ͬ دهیم. م قرار بررسͬ



تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۵٨
صورت این در باشد، m = ٢ کنید فرض .([١۶]) .١ . ۵ . ۴ مثال

f(x١, x٢) = f٠ + f١(x١) + f٢(x٢) + f١٢(x١, x٢)

ب·یرید نظر در زیر صورت به را H طرح

H =


١ ١
١ ٢
٢ ١
٢ ٢


سپس

yi = f٠ + f١(xi١) + f٢(xi٢) + f١٢(xi١, xi٢) + ε, i = ١,٢, . . . , n
که

Y = Θ٠ +Θ١ +Θ٢ +Θ١٢ + ε

و p١ = p٢ = ٢ اینجا در

xij = xj(aij) =
١

٢ − ١ × (aij − ١) =


٠ اگر aij = ١
١ اگر aij = ٢

µ١ =

f(٠)١
f(١)١

 µ٢ =

f(٠)٢
f(١)٢

 µ١٢ =


f٠)١٢, ٠)
f١)١٢, ٠)
f٠)١٢, ١)
f١)١٢, ١)



X١ =


١ ٠
١ ٠
٠ ١
٠ ١

 X٢ =


١ ٠
٠ ١
١ ٠
٠ ١

 X١٢ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١


Θ١ = X١µ١ Θ٢ = X٢µ٢ Θ١٢ = X١٢µ١٢

است زیر ش΄ل به محدودیت شرایط
f(٠)١ + f(١)١ = ٠, f(٠)٢ + f(١)٢ = ٠
f٠)١٢, ٠) + f٠)١٢, ١) = ٠ f١)١٢, ٠) + f١)١٢, ١) = ٠
f٠)١٢, ٠) + f١)١٢, ٠) = ٠ f٠)١٢, ١) + f١)١٢, ١) = ٠



۵٩ ام΄ان پذیر طرح  کردن پیدا برای خطͬ مدل و تصویر ماتریس روش مقایسه
بنابراین

β٠ = (f٠) β١ = (f(٠)١) β٢ = (f(٠)٢) β١٢ = (f٠)١٢, ٠))

µ١ =

 ١
−١
β١ = B١β١ µ٢ =

 ١
−١
β٢ = B٢β٢ µ١٢ =


١
−١
−١
١

β١٢ = B١٢β١٢

C٠ =


١
١
١
١

 C١ = X١B١ =


١
١
−١
−١

 C٢ = X٢B٢ =


١
−١
١
−١

 c١٢ = X١٢B١٢ =


١
−١
−١
١


آن گاه

Y = C٠β٠+C١β١+C٢β٢+C١٢β١٢+ε =


١ ١ ١ ١
١ ١ −١ −١
١ −١ ١ −١
١ −١ −١ ١




f٠

f(٠)١
f(٠)٢

f٠)١٢, ٠)

+ε = Cβ+ε

برآورد پذیر β خطͬ مدل نظر از لذا است کامل رتبه C است ۴ با برابر rank(C) که آنجا از
ͬ باشد. م ام΄ان پذیر طرح ΁ی H بنابراین است

ͬ کنیم: م بررسͬ تصویر ماتریس روش با را بالا مثال طرح ام΄ان پذیری حال

ب·یرید: نظر در را زیر طرح .٢ . ۵ . ۴ مثال

H =


١ ١
١ ٢
٢ ١
٢ ٢


۴×٢

سه منظور این برای کنیم. بررسͬ تصویر ماتریس روش با را H طرح ام΄ان پذیری ͬ خواهیم م
بررسͬ ترتیب به را ماتریس رتبه محاسبه و تصویر ماتریس کردن پیدا پذیری، تعامد مرحله

ͬ کنیم: م

شرط بنابراین ͬ باشد، م متعامد آرایه ΁ی شامل ،IAB به مربوط ٢ و ١ ستون های :١ مرحله
است. برقرار ٣ . ١ . ۴ قضیه



تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۶٠
داریم (٩ . ۴) رابطه از :٢ مرحله

A∅ =
1

4


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1



A{1} =
1

4


1 1 −1 −1

1 1 −1 −1

−1 −1 1 1

−1 −1 1 1



A{2} =
1

4


1 −1 1 −1

−1 1 −1 1

1 −1 1 −1

−1 1 −1 1



A{1,2} =
1

4


1 −1 −1 1

−1 1 1 −1

−1 1 1 −1

1 −1 −1 1


که آنجایی از ماتریس ها: رتبه محاسبه ی :٣ مرحله

rank

(∑
M

AM

)
= ۴ ∑

M

rank(AM ) = ١ + ١ + ١ + ١ = ۴ = rank

(∑
M

AM

)

ͬ باشد. م ام΄ان پذیر طرح ΁ی H ٣ . ١ . ۴ قضیه به توجه با
در را IAB متقابل اثر ΁ی و C و B ،A عامل سه با طرفه سه واریانس آنالیز مدل .٣ . ۵ . ۴ مثال

ب·یرید نظر در زیر طرح

H =



١ ١ ١
١ ٢ ١
١ ٣ ٢
١ ١ ١
١ ٢ ١
١ ٣ ٢
٢ ١ ٢
٢ ٢ ٢
٢ ٣ ٣





۶١ ام΄ان پذیر طرح  کردن پیدا برای خطͬ مدل و تصویر ماتریس روش مقایسه
از عبارتند پارامترها روی محدودیت ها ،(۶ . ۴)‐(۴ . ۴) روابط به توجه با

٢A(١) +A(٢) = ٠
B(١) +B(٢) +B(٣) = ٠
۴C(١) + ۴C(٢) + C(٣) = ٠
IAB(١, ١) + IAB(١,٢) + IAB(١,٣) = ٠
IAB(٢, ١) + IAB(٢,٢) + IAB(٢,٣) = ٠
٢IAB(١, ١) + IAB(٢, ١) = ٠
٢IAB(١,٢) + IAB(٢,٢) = ٠
٢IAB(١,٣) + IAB(٢,٣) = ٠

کنیم. بررسͬ تصویر ماتریس روش با را H طرح ام΄ان پذیری ͬ خواهیم م
شرط بنابراین ͬ باشد، م متعامد آرایه ΁ی شامل ،IAB به مربوط ٢ و ١ ستون های :١ مرحله

است. برقرار ٣ . ١ . ۴ قضیه
داریم (٩ . ۴) رابطه از :٢ مرحله

A∅ =
١
٩



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١



A{١} =
١

١٨



١ ١ ١ ١ ١ ١ −٢ −٢ −٢
١ ١ ١ ١ ١ ١ −٢ −٢ −٢
١ ١ ١ ١ ١ ١ −٢ −٢ −٢
١ ١ ١ ١ ١ ١ −٢ −٢ −٢
١ ١ ١ ١ ١ ١ −٢ −٢ −٢
١ ١ ١ ١ ١ ١ −٢ −٢ −٢
−٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −٢ ۴ ۴ ۴
−٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −٢ ۴ ۴ ۴
−٢ −٢ −٢ −٢ −٢ −٢ ۴ ۴ ۴





تصویر ماتریس از استفاده با ام΄ان پذیر طرح های ۶٢

A{٢} =
١
٩



٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١
−١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١
−١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢
٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١
−١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١
−١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢
٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١
−١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١
−١ −١ ٢ −١ −١ ٢ −١ −١ ٢



A{٣} =
١

٣۶



۵ ۵ −۴ ۵ ۵ −۴ −۴ −۴ −۴
۵ ۵ −۴ ۵ ۵ −۴ −۴ −۴ −۴
−۴ −۴ ۵ −۴ −۴ ۵ ۵ ۵ −۴
۵ ۵ −۴ ۵ ۵ −۴ −۴ −۴ −۴
۵ ۵ −۴ ۵ ۵ −۴ −۴ −۴ −۴
−۴ −۴ ۵ −۴ −۴ ۵ ۵ ۵ −۴
−۴ −۴ ۵ −۴ −۴ ۵ ۵ ۵ −۴
−۴ −۴ ۵ −۴ −۴ ۵ ۵ ۵ −۴
−۴ −۴ −۴ −۴ −۴ −۴ −۴ −۴ ٣٢



A{١,٢} =
١

١٨



٢ −١ −١ ٢ −١ −١ −۴ ٢ ٢
−١ ٢ −١ −١ ٢ −١ ٢ −۴ ٢
−١ −١ ٢ −١ −١ ٢ ٢ ٢ −۴
٢ −١ −١ ٢ −١ −١ −۴ ٢ ٢
−١ ٢ −١ −١ ٢ −١ ٢ −۴ ٢
−١ −١ ٢ −١ −١ ٢ ٢ ٢ −۴
−۴ ٢ ٢ −۴ ٢ ٢ ٨ −۴ −۴
٢ −۴ ٢ ٢ −۴ ٢ −۴ ٨ −۴
٢ ٢ −۴ ٢ ٢ −۴ −۴ −۴ ٨


ماتریس ها رتبه محاسبه ی :٣ مرحله

rank

(∑
M

AM

)
= ۶ ∑

M

rank(AM ) = ٢+٢+٢+١+١ = ٨ ̸= rank

(∑
M

AM

)

ͬ باشد. نم ام΄ان پذیر طرح ΁ی H بنابراین
تبدیل خطͬ مدل ΁ی به را بالا مثال تصویر، ماتریس روش نتیجه صحت بررسͬ برای

ͬ کنیم. م



۶٣ تحقیق آینده و نتیجه گیری
،A(١) ،µ ترتیب به Θ١٢ و ،Θ٣ ،Θ٢ ،Θ١ ،Θ∅ در مستقل پارامترهای ها، محدودیت از
آنالیز مدل در پارامترها بیان با هستند. ،IAB(١,٢) و ،IAB(١, ١) و C(١) و C(٢) ،B(١) و B(٢)

داریم IAB(١,٢) و ،IAB(١, ١) ،C(٢) ،C(١) ،B(١) ،A(١) ،µ عبارت های در واریانس

Y = Cβ + ε =



١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
١ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
١ ١ −١ −١ ٠ ١ −١ −١
١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
١ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
١ ١ −١ −١ ٠ ١ −١ −١
١ −٢ ١ ٠ ٠ ١ −٢ ٠
١ −٢ ٠ ١ ٠ ١ ٠ −٢
١ −٢ −١ −١ −۴ −۴ ٢ ٢





µ

A(١)
B(١)
B(٢)
C(١)
C(٢)

IAB(١, ١)
IAB(١,٢)



+ ε

برآورد پذیر β خطͬ مدل نظر از لذا نیست کامل رتبه C است ۶ با برابر rank(C) که آنجا از
را تصویر ماتریس روش از گیری نتیجه که ͬ باشد نم ام΄ان پذیر طرح ΁ی H بنابراین نیست

ͬ کند. م تأیید
کردیم. بررسͬ خطͬ مدل و تصویر ماتریس روش با را طرح ام΄ان پذیری بالا مثال های در
کمتر، محاسبات حجم دلیل به تصویر ماتریس روش که ͬ بریم م پی روش  دو این مقایسه با
روش به نسبت بهتری روش محاسبات نبودن پیچیده و سادگͬ هزینه، و وقت در صرفه جویی

ͬ باشد. م خطͬ مدل

تحقیق آینده و نتیجه گیری ۶ . ۴
استفاده با و شدند معرفͬ تصویر ماتریس و متعامد آرایه خطͬ، مدل روش های تحقیق این در
ی΄دی·ر با مثال چند ارائه با را طرح ها ام΄ان پذیری تصویر، ماتریس و خطͬ مدل روش های از
دو هر که است گونه این به آمده به دست نتایج دادیم، قرار بررسͬ مورد را آن ها و کرده مقایسه
و سادگͬ کمتر، محاسبات حجم دلیل به تصویر ماتریس روش ولͬ دارند ی΄سانͬ جواب روش

است. خطͬ مدل به نسبت بهتری روش محاسبات نبودن زمان بر
مدل ͬ شود م پیشنهاد شد، بررسͬ متقابل اثر ΁ی با بررسͬ مورد مدل تحقیق این در
روش برای ͬ شود م پیشنهاد همچنین و گیرد قرار بررسͬ مورد اثرمتقابل چند با واریانس آنالیز
داد. ارائه روش این محاسبات برای ال·وریتمͬ آماری نرم افزار های از استفاده با تصویر ماتریس
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آ  پیوست
ماتریس ها جبر مقدمات و  مفاهیم

خطͬ معادلات آ  . ١
هم·ن غیر a١x١ + a٢x٢ + . . . anxn = h خطͬ معادله هم·ن). غیر (معادلات آ  . ١ . ١ تعریف
ͬ شود م نامیده هم·ن غیر معادلات دستگاه ΁ی AX = H دستگاه .h ̸= ٠ اگر ͬ شود م نامیده

باشد. صفر غیر بردار ΁ی H بردار که صورتͬ در
نامیده هم·ن a١x١ + a٢x٢ + . . . anxn = ٠ خطͬ معادله هم·ن). (معادلات آ  . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م

خطͬ تبدیلات آ  . ٢
کنیم فرض آ  . ٢ . ١. تعریف

Y =
[
y١ y٢ . . . yn

]′ و X =
[
x١ x٢ . . . xn

]′
نظر در فضا از پایه ΁ی به نسبت را آن ها مختصات و باشند، Vn(F ) برداری فضای از بردار دو

ͬ گیریم. م



ماتریس ها جبر مقدمات و ۶٨ مفاهیم
روابط به وسیله ی Y و X بردارهای فرض به

y١ = a١١x١ + a١٢x٢ + · · ·+ a١nxn
y٢ = a٢١x١ + a٢٢x٢ + · · ·+ a٢nxn
...
yn = an١x١ + an٢x٢ + · · ·+ annxn

(آ  . ١)

خلاصه به طور یا
Y = AX

بردار هر که ͬ باشد م T تبدیل ΁ی (آ  . ١) آن گاه است. F روی A = [aij ] که دارند، ارتباط هم با
نامیده آن تصویر که ͬ برد، م فضا همان از Y دی·ر بردار (معمولا˟) به توی را Vn(F ) فضای از X

ͬ شود. م
آن گاه ببرد، Y٢ بردار به توی را X٢ بردار و Y١ بردار به توی را X١ بردار (آ  . ١) اگر

ͬ برد، م kY١ به توی را kX١ ،k اس΄الر هر برای الف)
این به ͬ برد. م aY١ + bY٢ به توی را aX١ + bX٢ بردار b و a اس΄الرهای از زوج هر برای ب)

ͬ شود. م نامیده خطͬ تبدیل دلیل
(آ  . ١)، در اگر اساسͬ. قضایای

X =
[١ ٠ ٠ . . . ٠]′ = E١

آن گاه
Y =

[
a١١ a٢١ . . . an١

]′
آن گاه ،X = Ej اگر کلّͬ، حالت در و

Y =
[
a١j a٢j . . . anj

]′
بنابراین

منحصربه فردی به صورت باشند معلوم پایه بردارهای (yها) تصاویر که وقتͬ (آ  . ١) خطͬ تبدیل .I
هستند. بردارها این تصاویر مختصات به ترتیب A ماتریس ستون های ͬ شود. م تعیین

بردارهای Xi متمایز بردارهای تصاویر اگر ͬ شود م نامیده غیرمنفرد (آ  . ١) خطͬ تبدیل
شد. خواهد نامیده منفرد تبدیل این صورت غیر در باشند. Yi متمایز

غیرمنفرد تبدیل ماتریس ،A ماتریس اگروفقط اگر است غیرمنفرد (آ  . ١) خطͬ تبدیل .II
باشد.

بردارهای به توی را (وابسته) مستقل خطͬ به طور بردارهای غیرمنفرد خطͬ تبدیل ΁ی .III
ͬ برد. م (وابسته) مستقل خطͬ به طور



۶٩ متعامد تبدیلات

متعامد تبدیلات آ  . ٣
کنیم فرض

Y = AX (آ  . ٢)
به X٢ و X١ nتایی بردارهای تصاویر کنیم فرض همچنین و باشد Vn(R) در خطͬ تبدیل ΁ی

باشند. شده داده نشان Y٢ و Y١ به وسیله ی ترتیب
X١ ·X٢ =

١
٢
{
∥X١ +X٢∥٢ − ∥X٢∥١ − ∥X٢∥٢}

Y١ · Y٢ =
١
٢
{
∥Y١ + Y٢∥٢ − ∥Y٢∥١ − ∥Y٢∥٢}

دارد، نگه ثابت را طول ها (آ  . ٢) تبدیل اگر که ͬ بینیم م فوق تساوی های طرف دو مقایسه با
بنابراین برعکس، و داشت خواهد نگه ثابت را داخلͬ حاصل ضرب های

ثابت را داخلͬ حاصل ضرب های اگروفقط اگر ͬ دارد م نگه ثابت را طول ها خطͬ تبدیل ΁ی •
باشد. متعامد A ماتریس اگر ͬ شود م نامیده متعامد Y = AX خطͬ تبدیل دارد. نگه

باشد. متعامد آن ماتریس اگروفقط اگر ͬ دارد م نگه ثابت را طول ها خطͬ تبدیل ΁ی •
است متعامد Z پایه ی آن گاه باشد، Z پایه ی به E پایه ی از مختصات تبدیل ΁ی (آ  . ٢) اگر •

نباشد. متعامد A ماتریس اگروفقط اگر
همچنین باشد. اس΄الر ΁ی c و ماتریس دو B و A کنیم فرض ترانهاده). (خواص آ  . ٣ . ١ قضیه
این صورت در نمود. اجرا ͬ توان م را عملیات که هستند طوری ماتریس ها اندازه ی که کنیم فرض

داریم
،(A+B)′ = A′ +B′ ͽجم ترانهاده (١
،(cA)′ = cA′ اس΄الر ضرب ترانهاده (٢

،(AB)′ = B′A′ ضرب ترانهاده (٣
،(A′)r = (Ar)′ (۴

.(A′)′ = A (۵
.A′ = A هرگاه گوییم متقارن را A ماتریس آ  . ٣ . ١. تعریف

،v گوییم باشند. V برداری فضای در بردارهایی v١, v٢, . . . , vm کنید فرض آ  . ٣ . ٢. تعریف
c١, c٢, . . . , cm چون اس΄الرهایی هرگاه است v١, v٢, . . . , vm از خطͬ ترکیب ΁ی ،V در برداری

نوشت چنین بتوان را v که قسمͬ به باشند موجود
v = c١v١ + c٢v٢ + · · ·+ cmvm



ماتریس ها جبر مقدمات و ٧٠ مفاهیم
وابسته را V برداری فضای ΁ی در {v١, v٢, . . . , vm} بردارهای مجموعه الف) آ  . ٣ . ٣. تعریف
باشد داشته وجود نیستند، صفر هم·ͬ که ،c١, c٢, . . . , cm چون اس΄الرهایی هرگاه نامیم خطͬ

که قسمͬ به
c١v١ + c٢v٢ + · · ·+ cmvm = ٠

از هرگاه گوییم، خطͬ مستقل {v١, v٢, . . . , vm} بردارهای مجموعه ب)
c١v١ + c٢v٢ + · · ·+ cmvm = ٠

.c١ = c٢ = · · · = cm = ٠ که آید لازم
زوج هر هرگا نامیم متعامد مجموعه ΁ی V برداری فضای در را برداری مجموعه آ  . ٣ . ۴. تعریف
و بوده متعامد هرگاه نامیم متعامد ی΄ّه را مجموعه چنین باشند. متعامد مجموعه، این بردار

باشد. ی΄ّه برداری آن بردار هر
مستقل برداری، فضای ΁ی در غیرصفر) بردارهای (از متعامد ی΄ّه مجموعه ΁ی آ  . ٣ . ٢. قضیه

است. خطͬ
متعامد ی΄ّه مجموعه ΁ی تش΄یل آن ستون های که را مربعͬ ماتریس ΁ی آ  . ٣ . ۵. تعریف

ͬ نامیم. م متعامد ماتریس ΁ی ͬ دهند م
این صورت در باشد. متعامد ماتریس ΁ی A کنیم فرض آ  . ٣ . ٣. قضیه

ͬ دهند. م متعامد ی΄ّه مجموعه ΁ی تش΄یل A سطری بردارهای (١
.A−١ = A′ آن در که است وارون پذیر A (٢

است. متعامد ماتریس ΁ی نیز A−١ (٣
|A| = ±١ (۴

ͬ شود، م داده نشان projvu با که ،v در u صفر غیر بردار روی v بردار تصویر آ  . ٣ . ۶. تعریف
ͬ گردد م تعریف چنین

projvu =
v · u
u · u

u.

.A′ = A−١ آنگاه باشد متعامد ماترسͬ A اگر آ  . ٣ . ۴. قضیه
.A′A = I اگر وتنها اگر است متعامد A ماتریس آ  . ٣ . ۵. قضیه

اگر وتنها اگر ͬ نامیم م A ماتریس وارون را A−١ ماتریس وارون: ماتریس آ  . ٣ . ٧. تعریف
.AA−١ = I

.(A−١)−١ = A یعنͬ است. A ماتریس خود برابر ،A ماتریس وارون وارون آ  . ٣ . ٨. تعریف



٧١ متعامد تبدیلات
آ  . ٣ . ۶. قضیه

(A′)−١ = (A−١)′

آ  . ٣ . ٧. قضیه
(AB)−١ = B−١A−١

آ  . ٣ . ٨. قضیه
|A−١| = ١

|A|

است. متقارن متقارن، ماتریس ΁ی وارون آ  . ٣ . ٩. قضیه
tr(ABC) = و tr(AB) = tr(BA) آنگاه باشند، مربعͬ ماتریس های C و B و A اگر آ  . ٣ . ١٠. قضیه

باشد. شده تعریف آن ها بین ضرب که صورتͬ در tr(BCA) = tr(CAB)

جز به آن، درایه های همه که است متقارنͬ مربع ماتریس قطری: ماتریس آ  . ٣ . ٩. تعریف
است. صفر برابر اصلͬ، قطر روی درایه های

باشند، برابر هم با قطری ماتریس اصلͬ قطر درایه های اگر اس΄الر: ماتریس آ  . ٣ . ١٠. تعریف
گویند. اس΄الر را ماتریس این آنگاه

باشد ΁ی برابر آن اصلͬ قطر روی درایه های که اس΄الر ماتریس واحد: ماتریس آ  . ٣ . ١١. تعریف
ͬ دهیم. م نشان I با را آن که

اگر گویند مثبت معین را A ماتریس نامنفͬ: معین و مثبت معین ماتریس آ  . ٣ . ١٢. تعریف
معین نیمه A ͬ شود م گفته باشد، نامنفͬ A ویژه مقادیر اگر و باشد مثبت آن ویژه مقادیر تمام

است. نامنفͬ معین یا مثبت
داشته وجود P نامنفرد ماتریس اگر تنها و اگر است مثبت معین نیمه A ماتریس آ  . ٣ . ١١. قضیه

.A = P ′P که به طوری باشد
عددی مقدار ΁ی ،p×p بعد با A مربعͬ ماتریس دترمینان ماتریس: دترمینان آ  . ٣ . ١٣. تعریف
A ماتریس درایه p حاصل ضرب جمله هر که است جملاتͬ تعداد مجموع شامل که است

ͬ باشد. م
آنگاه باشند، مربعͬ ماتریس، دو B و A اگر آ  . ٣ . ١٢. قضیه
|AB| = |BA| = |A| × |B|

.|kA| = kp|A| آنگاه باشد، دلخواه مقدار ΁ی k و p× p ماتریس A اگر آ  . ٣ . ١٣. قضیه
(تکین) منفرد ماتریس را A ماتریس آنگاه |A| = ٠ اگر منفرد: ماتریس آ  . ٣ . ١۴. تعریف
ͬ شود. م نامیده (ناتکین) نامنفرد ماتریس باشد، صفر غیر آن دترمینان که ماتریسͬ ͬ نامیم. م



ماتریس ها جبر مقدمات و ٧٢ مفاهیم
باشد زیر صورت به و نامنفرد قطری ماتریس ΁ی A کنید فرض آ  . ٣ . ١۴. قضیه

A = Diag(a١, a٢, . . . , ap)

است: زیر صورت به آن وارون صورت، این در
A−١ = Diag(

١
a١

,
١
a٢

, . . . ,
١
an

)

نیست. پذیر وارون منفرد، ماتریس آ  . ٣ . ١۵. قضیه
است. p برابر آن رتبه آنگاه باشد، نامنفرد و p× p ماتریس A اگر آ  . ٣ . ١۶. قضیه

جوابی Bh که به طوری باشد ماتریس B اگر ماتریس: ΁ی یافته تعمیم وارون آ  . ٣ . ١۵. تعریف
نشان A− نماد با و است A یافته تعمیم وارون B گوییم باشد، Ax = h سازگار معادلات برای

ͬ دهیم. م
نیست. ی΄تا ماتریس، ΁ی یافته تعمیم وارون آ  . ٣ . ١٧. قضیه

آ  . ٣ . ١٨. قضیه
AA−A = A

نسبت A معکوس ماتریس مشتق آنگاه باشد، مربع ماتریس ΁ی A کنید فرض آ  . ٣ . ١٩. قضیه
ͬ آید م بدست زیر رابطه از k کمیت به

dA−١
dk

= −A−١dA
dk

A−١

است. وارون پذیر و مثبت دترمینان دارای مثبت معین ماتریس هر آ  . ٣ . ٢٠. قضیه
باشد. A٢ = A اگر است خودتوان A ماترس آ  . ٣ . ١۶. تعریف

وجود P ناویژه ماتریس اگر فقط و اگر است مثبت معین A متقارن ماتریس آ  . ٣ . ٢١. قضیه
A = P ′P که به طوری باشد داشته

آنگاه باشد r رتبه با خودتوان متقارن ماتریس ΁ی A اگر آ  . ٣ . ٢٢. قضیه
rank(A) = tr(A) = r

است. ΁ی یا صفر خودتوان، ماتریس ΁ی ویژه مقادیر آ  . ٣ . ٢٣. قضیه
است. n× p ماتریس ΁ی A کنید فرض آ  . ٣ . ٢۴. قضیه

است. مثبت معین A′A آنگاه rank(A) = p اگر (١)
است. مثبت معین نیمه A′A آنگاه rank(A) < p اگر (٢)



٧٣ متعامد تبدیلات
باشد، λ١, . . . , λn ویژه مقادیر با مثبت) معین (نیمه مثبت معین An×n اگر آ  . ٣ . ٢۵. قضیه

آنگاه:
ͬ باشند. م (aii ≥ ٠) aii > ٠ اصلͬ قطر عناصر (١)

است. ناویژه A (٢)
است. مثبت معین A−١ (٣)

است. ناویژه ماتریس ΁ی P آن در که است، مثبت) معین (نیمه مثبت معین P TAP (۴)

کرونکر: حاصلضرب ماتریسͬ ویژگͬ آ  . ٣ . ٢۶. قضیه
(A⊗D)(B ⊗ E)(C ⊗ F ) = (ABC)⊗ (DEF )



Abstract

In the design of expriments a design called fiseable when all of its parameters are estimable, so
the distinction feasibility of design is very important in the factor designs. Before now, feasibility
criterions of designs have been based on linear models, when designs have a lot of level, criterions
of design is very difficalt and complicated in linear models based method. The matrix image is
a powerfull tool to studing this designs without need linear transformation of ANOVA model to
judge the feasibility of a designs. The matrix image defines a set that obtained from the columns
of a design. In this thesis, feasibility of designs investigating with linear model, orthogonal arrays
and matrix image methods, also shown that matrix image based method investigate feasibility of
designs easily of other methods.
Keywords:

Design of expriments, Factor designs, Fiseable design, Linear model, Matrix image, Orthogo-
nal arrays.
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