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ণپاس ච໋اری

೸৑࢟ت.  ඣ໑ید ا৯درش ඟشࢁ  ଘ و ا॥ت ঻඼້ࢌ ड़وࣿب طاࢼࢾش ଒ ऋل و ସ را ی ೯دا ज़ࢸت
الخالق،  یش΄ر لم المخلوق، یش΄ر لم مصداق به

من تا شد سپید مویشان شوم، توانا من تا شدند ناتوان که مادرم، و پدر نثار بی  کران سپاس
و پدرم اگر باشند. راهم روشنگر و وجودم گرمابخش تا سوختند عاشقانه و شوم روسفید

ͬ شد. نم نگاشته هیچ گاه سطرها این نبود، بی دریغش حمایت های
جوانͬ آمار استاد بودم، محض ریاضͬ کارشناسͬ دانشجوی که سال هایی همان  ،٨۴ سال
کلاس اولین در ٨۵ سال مهرماه در که خورد رقم به گونه ای تقدیر پیوست. ریاضͬ دانش΄ده به
ͬ کرد نم تصور حتͬ و ͬ دانست نم کس هیچ روز ها آن باشم. داشته حضور ریاضͬ دانش΄ده در او
بی نهایت کند. دفاع آمار رشته در دکتری اش رساله  از امروز کلاس، آن بیش فعال دانشجوی
مسیر به ورود دروازه ΁بی ش که ربیعͬ محمدرضا دکتر آقای جناب خوبم، استاد از سپاس گزارم

برداشته ام. او یاری به سخت مسیر این پیمودن در را گام ها اولین و داد نشانم او را آمار
دکتر صادقͬ، حسن دکتر   ایران، آمار علم آسمان ستارگان تک  کلاس در حضور راه ادامه در
آسان تر برایم را سخت مسیر این در برداشتن گام آذرنوش، حسنعلͬ دکتر و بزرگ نیا ابوالقاسم
بودن، زندگͬ، و نگاشت زندگیم سیاه تخته بر را سپیدی که صادقͬ حسن دکتر از به ویژه نمود.

سپاس·زارم. بی نهایت آموخت، من به را بودن انسان به ویژه و انگیزه امید،
که است ساخته نصیبم استادی بی کرانش، رحمت روی از خدا ب·ویم ͬ توانم م جرات به
و حمایت مرا پیشنهادهایش و انتقادها رهنمودها، ارائه با صبورانه، است سال ده به ΁نزدی
سال هاست وجودش همه با که دستانش بر ͬ زنم م بوسه ͬ دهد. م نشانم را راه و ͬ کند م تشویق
نثار خاضعانه ام و خالصانه قدردانͬ و سپاس·زاری بیاموزم. تا ͬ آموزد م و ͬ کند م تحمل مرا که
نگذاشته اند تنهایم هیچ گاه تاکنون بی دریغش حمایت های با که آرشͬ محمد دکتر عزیزم، استاد
را دکتری رساله این و ͬ ارشد کارشناس پایان نامه توانستم ایشان، فراوان تلاش و صبر با و

نمایم. گردآوری

ز



در که باغیشنͬ حسین دکتر شاهسونͬ، داود دکتر نزاکتͬ، احمد دکتر محترم، اساتید از
دانسته ها نقالͬ برایم تا نمودند تلاش عاشقانه و صادقانه دکتری دوره در ͬ ام تحصیل دوران طول
اقبال نگار دکتر خوبم، دوست و استاد از ͬ کنم. م قدردانͬ کنند، تبدیل اندیشه ها نقادی به را
گروه مدیر از ͬ کنم. م تش΄ر قلب صمیم از ارزششان با راهنمایی های و حرف ها همه خاطر به
خدمات، دلیل به ربیعͬ دکتر آقای جناب شاهرود، صنعتͬ دانش·اه آمار گروه پرتلاش و دلسوز

سپاس·زارم. زحمتشان و راهنمایی ها
کارلتون (دانش·اه ͹صال احسانز محمد ابوالخیر پروفسور زحمات از ͬ دانم م واجب خود بر
(دانش·اه حسین سخوات محمد دکتر کانادا)، براک (دانش·اه احمد اجاز سید پروفسور کانادا)،
رساله این از مقالاتͬ استخراج در که ترکیه) اینئو (دانش·اه یوزباشͬ بهادر دکتر و کانادا) ΃وینیپ

کنم. تش΄ر صمیمانه کرده اند، زیادی تلاش
تهران) مدرس تربیت (دانش·اه محمدزاده محسن دکتر آقای جناب محترم، داور اساتید از
(دانش·اه ربیعͬ محمدرضا دکتر تهران)، طباطبایی علامه (دانش·اه اس΄ندری فرزاد دکتر و
گرفته اند، برعهده را رساله این داوری و تصحیح دل·رمشان حضور با که شاهرود) صنعتͬ

سپاس·زارم.
با همواره که خانواده ام مهربان هم·امͬ و همراهͬ و همدلͬ از بارها و بارها دوباره، و
برایم آسایش و آرامش امنیت، سلامت، از سرشار محیطͬ معرفت، و عشق از آکنده قلبی

سپاس گزارم. بی نهایت رساندند یاری اهدافم به رسیدن در مرا و آورده اند فراهم

نوروزی راد مینا
١٣٩۶ اسفند

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته دکتری دانشجوی نوروزی راد مینا اینجانب
رگرسیونͬ مدل های برخͬ در بهبودیافته برآوردگرهای عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ محمد راهنمایی تحت ، جریمه شده خطͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology ” یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه ”

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
نوروزی راد مینا
١٣٩۶ اسفند

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
مدل های در پارامترها برآورد در (غیرنمونه ای) غیرقطعͬ پیشین اطلاعات رساله، این در
که شده تزریق مدل به ریج) M) جریمه شده استوار و لاسو ریج، جریمه شده خطͬ رگرسیونͬ
استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء و استاین نوع انقباضͬ اولیه، آزمون برآوردگرهای ظهور به منجر
در محدودیت چندین گرفتن نظر در با بهبودیافته برآوردگرهای این ͬ های ویژگ است. گردیده
به دست فرعͬ اطلاعات از هم چنین، است. شده بررسͬ لاسو و ریج M رگرسیونͬ مدل های
و پرت داده های حضور در انقباضͬ برآوردگرهای ساختن برای جریمه  شده رگرسیون از آمده
به دست نتایج شده، بیان رگرسیونͬ مدل های تمامͬ در است. شده گرفته بهره اهرمͬ نقاط
که گرفته قرار بررسͬ مورد واقعͬ داده های تحلیل و شبیه سازی مطالعه های ΁کم به آمده،
بررسͬ مورد مدل در معمول برآوردگر از بهتر موارد تمامͬ در شده ارائه انقباضͬ برآوردگرهای

ͬ کند. م رفتار

رگرسیون انقباضͬ، برآوردگر اولیه، آزمون برآوردگر استوار، برآوردگر کلیدی:  کلمات
لاسو. ریج، خطͬ،

ک
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پیش گفتار
نمونه، میانگین ،٣ حداقل پارامتر فضای بعد برای نرمال، توزیع در داد نشان (١٩۵۶) استاین
راستای در زیادی مطالعات تاکنون است. نرمال توزیع میانگین پارامتر برای غیرمجاز برآوردگر
است. نیامده به دست مجاز برآوردگر هنوز اما شده انجام حالت این در میانگین برآوردگر بهبود
حالت، این در که است نرمال خطاها توزیع ͬ شود م فرض خطͬ رگرسیونͬ مدل در معمولا
است.  (OLS) دوم توان های کمترین رگرسیونͬ، ضرایب برآورد روش های متداول ترین از ی΄ͬ

است. چالش برانگیز رگرسیونͬ پذیره های برقراری کاربردی، مسائل دراغلب اما
متغیرهای ماتریس ستون های بین اگر باشد، نرمال خطاها وقتͬ خطͬ، رگرسیونͬ مدل در
چندگانه هم خطͬ را آن رگرسیون، اصطلاح در که باشد، داشته وجود خطͬ رابطه توضیحͬ،
مقابله برای متعددی روش های نیست. برخوردار قبولͬ قابل کارایی از OLS برآوردگر ͬ نامند، م
است. (١٩٧٠ کنارد، و (هورل ریج روش، معروف ترین که است شده پیشنهاد هم خطͬ مسئله با
تحت جریمه شده رگرسیون مسئله حل و پارامتر فضای روی بر محدودیت اعمال با برآوردگر، این

ͬ آید. م به دست محدودیت، این
پرت داده های حضور احتمال نباشد، نرمال خطاها توزیع خطͬ، رگرسیون مدل در اگر
موضوع، این ͬ کاهد. م OLS برآوردگر کارایی از که ͬ یابد م افزایش داده ها در اهرمͬ نقاط و
به ͬ توان م راستا، این در که است بوده رگرسیونͬ مدل در استوار برآوردگرهای ابداع انگیزه

نمود. اشاره M برآوردگرهای نیز و LAD برآوردگرهای
در متغیرها همه حضور است، زیاد رگرسیونͬ مدل ΁ی در متغیرها تعداد که حالتͬ در
مدل در ͺپاس متغیر با که متغیرهایی حضور ،ͽواق در ͬ کند. م دشوار را آن تفسیرپذیری مدل،
مدرن روش های از ی΄ͬ ͬ شود. م زیاد واریانس با برآوردگری به منجر ندارند، ͬ داری معن ارتباطͬ
پیشنهادی روش مدل، در تاثیرگذار و بااهمیت توضیحͬ متغیرهای از زیرمجموعه ΁ی انتخاب

دارد. نام لاسو برآوردگر روش، این با آمده به دست برآوردگر است. (١٩٩۶) تیبشیرانͬ
آماری ΁کلاسی روش های در که دارد وجود نیز غیرنمونه ای یا پیشین اطلاعات گاهͬ
روش های آمدن به وجود به منجر برآورد، رویه در آن ها از استفاده ͬ شود. م گرفته نادیده معمولا
پیشین اطلاعات ترکیب با انقباضͬ، برآوردگرهای در است. شده پارامترها برآورد برای انقباضͬ

بخشید. بهبود را برآورد مسئله ͬ توان م (.... و  OLS برآوردگر) متداول برآوردگرهای با

م



پیش گفتار ن

داشته وجود همزمان به طور پرت داده و هم خطͬ داده ها در که ب·یرید نظر در را مسئله ای
استفاده با رساله، این در ͬ شود. م استفاده استوار ریج روش  های از معمولا حالت، این در باشد.
بهبود متفاوت پیشین اطلاعات گرفتن نظر در با را برآوردگرها این انقباضͬ، روش های از
در سپس و کردیم مطرح (٢٠١۵) نوروزی راد و آرشͬ مقاله در ابتدا را ایده این بخشیده ایم.
بیشتری جزئیات با  (٢٠١٧b) آرشͬ و نوروزی راد و (٢٠١٧b) هم΄اران و نوروزی راد مقاله های

است. یافته اختصاص موضوع این به رساله ٢ فصل که دادیم قرار بررسͬ مورد
اثرات یا نیستند معنادار که رگرسیونͬ ضرایب که است این لاسو برآوردگر در اصلͬ ایده
اطلاعات بر علاوه ͬ که هنگام شود. منقبض صفر بردار سمت به دارند، اغماض) (قابل ضعیف
نتایج معمولا گردد، استفاده پارامترها برآورد در اطلاعات سایر از نمونه، از آمده به  دست
برآوردگر که نمودیم مطرح را انقباضͬ دوباره موضوع حالت این در دارد. به همراه پرباری
این ͬ کنیم. م منقبض است، محدودیت همان که پارامتر فضای از زیرفضا ΁ی درون به را لاسو
مسئله ͺپاس یافتن در بهینه سازی نگاه با (٢٠١۵a) هم΄اران و نوروزی راد مقاله در ابتدا ایده
یافتن برای دی·ری روش (٢٠١۵b) هم΄اران و نوروزی راد مقاله در گردید. مطرح بهینه  سازی
نیز و (١٣٩۶) آرشͬ و نوروزی راد مقاله در ایده این که شد پیشنهاد لاسو انقباضͬ برآوردگرهای
که گردید کامل انقباضͬ برآوردگرهای از مختلفͬ انواع برای (٢٠١٧a) آرشͬ و نوروزی راد مقاله

پرداخته ایم. آن به رساله این ٣ فصل در
در پیشینͬ اطلاع به انقباضͬ برآوردگرهای ساخت برای شد اشاره قبلا که همان طور
این اگر ͬ که حال در داریم. نیاز ͬ باشد، م متخصص نظر از برگرفته عمدتا که مدل پارامتر خصوص
استفاده متغیر انتخاب معمول روش های از ͬ توان م باشد، نداشته وجود قبل از پیشین اطلاعات
متغیرها انتخاب در جریمه شده، روش های کنیم. شناسایی را ͬ دار معن متغیرهای تا کرد
انتخاب را مناسب مدل خودش و کند فکر که ͬ دهد نم اجازه تحلیل گر به  و هستند خودکار
برآوردگر از استفاده با (LAD) انحراف ها قدرمطلق کمترین رگرسیون در رو، این از ͬ کند. م
دادن قرار صفر محدودیت از و نموده شناسایی را مهم متغیرهای LAD-LASSO جریمه شده
کردیم استفاده انقباضͬ برآوردگرهای ساختن برای مدل در نیستند، ͬ دار معن که متغیرهایی
است. کار حاصل (٢٠١٧a) هم΄اران و نوروزی راد و (٢٠١۶) آرشͬ و نوروزی راد مقاله های که
جریمه شده برآوردگر از باشد، داشته وجود اهرمͬ نقاط مشاهده ها در ͬ که حالت در هم چنین
مقاله های استخراج به منجر که کرده ایم استفاده WLAD رگرسیونͬ مدل در WLAD-LASSO

این رساله، ۴ فصل که است شده (٢٠١٨) هم΄اران و نوروزی راد و (٢٠١٧) هم΄اران و حسین
ͬ گیرد. م بر در را موضوع

΁ی عنوان به ریج برآوردگر انتخاب داده ایم، قرار بررسͬ مورد رساله این در که دی·ری ایده
در انقباضͬ برآوردگرهای ساختن برای محدودیت ΁ی عنوان به لاسو برآوردگر و اولیه برآوردگر

کرده ایم. بررسͬ (٢٠١۶) نوروزی راد و آرشͬ مقاله در که است بعدبالا رگرسیونͬ مدل های



س پیش گفتار

دارد: پیوست دو و فصل ͷپن مجموعه، این
در چندگانه خطͬ رگرسیون مدل پارامترهای برآورد روش های بر مروری به اول،  فصل

دارد. اختصاص شده بیان موارد
برآوردگرهای آن ها، ͬ های ویژگ و مختلف پیشین اطلاع دو گرفتن نظر در با دوم، فصل در
هم خطͬ داده ها و بوده غیرنرمال خطاها توزیع ͬ که حال در خطͬ رگرسیون مدل در بهبودیافته

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد باشند، داشته
شبیه سازی مطالعه انجام با و ͬ کند م معرفͬ را لاسو بهبودیافته برآوردگرهای سوم، فصل

ͬ نماید. م بررسͬ را آن ها ͬ های ویژگ واقعͬ، مثال ΁ی تحلیل و
نقاط (ب) و پرت نقاط (الف) ͬ که حالت در را بهبودیافته برآوردگرهای چهارم، فصل در
پیشین، اطلاعات جای به فرعͬ اطلاعات گرفتن نظر در با داشته، وجود داده ها در اهرمͬ

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد مختلف زوایای از را آن ها ͬ های ویژگ و کرده معرفͬ
ͬ گیرد. م بر در را آینده پژوهش های برای پیشنهادات پنجم، فصل

است، شده استفاده آنها از رساله این در که را اساسͬ قضایای و لم ها تعاریف، آ، پیوست
ͬ نماید. م یادآوری

است.  R نرم افزار با شده نوشته برنامه های از گزیده ای شامل ب، پیوست



مطالب فهرست
ق تصاویر فهرست
ر جداول فهرست
ت نمادها فهرست 
ذ اختصاری کلمات فهرست 
١ چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد روش های ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل پذیره های ١ . ٢ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ برآوردگرهای ١ . ٢ . ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ برآوردگرهای تاریخچه ١ . ٣
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه شده برآوردگرهای ١ . ٣ . ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . جریمه شده و انقباضͬ روش های ترکیب ١ . ٣ . ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار رگرسیون مدل ۴ . ١

٢٩ ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله نوآوری ٢ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل مدل ٢ . ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها ویژگͬ ٢ . ٣ . ١
٣٨ . . . . . . مجانبی مخاطره  تحلیل و تجزیه برآوردگرها: کارایی ٢ . ٣ . ٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج پارامتر انتخاب ٢ . ٣ . ٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرافی΄ͬ نمایش ۴ . ٢ . ٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ۵ . ٢ . ٣

ع



ف مطالب فهرست

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردی مثال های تحلیل ۶ . ٢ . ٣
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده افراز مدل ۴ . ٢
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . ریج M بهبودیافته برآوردگرهای ١ . ۴ . ٢
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج پارامتر انتخاب ٢ . ۴ . ٢
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه  ٣ . ۴ . ٢
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . بدن چربی داده های مجدد تحلیل ۴ . ۴ . ٢
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ۵ نتیجه گیری

٨۵ لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٣
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . لاسو پایه بر انقباضͬ برآوردگرهای ٣ . ١ . ١
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها ویژگͬ ٣ . ٢
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ٣ . ٣
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های تحلیل ۴ . ٣
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ۵ . ٣

١٠٣ LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ۴
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LAD انقباضͬ برآوردگرهای ٢ . ۴
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها ویژگͬ ٢ . ١ . ۴
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ٢ . ٢ . ۴
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رشد نرخ داده های تحلیل ٢ . ٣ . ۴
١٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای ٣ . ۴
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها ویژگͬ ٣ . ١ . ۴
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ٣ . ٢ . ۴
١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . بدن چربی داده های مجدد تحلیل ٣ . ٣ . ۴
١٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ۴ . ۴

١٣٣ آینده پژوهش های برای پیشنهادات ۵
١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۵
١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . بهینه سازی دیدگاه از لاسو انقباضͬ برآوردگر ٢ . ۵
١٣۶ . . . . . . . . . . . . عددی روش های دیدگاه از LAD انقباضͬ برآوردگر ٣ . ۵
١٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا بعد در انقباضͬ برآوردگرهای ۴ . ۵
١۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی·ر ایده های ۵ . ۵



مطالب فهرست ص

١۴٣ اساسͬ قضایای و لم ها آ تعاریف،
١۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ها جبر آ. ١
١۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها توزیع و ریاضͬ توابع آ. ٢
١۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رایی ها آ. ٣
١۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص توابع برخͬ آ. ۴

١۵٣ رایانه ای برنامه های از ب گزیده ای
١٧١ ͽمراج
١٩٠ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج و لاسو برآورهای نمودار ١ . ١

و η٢ = ١ ،λ = ٠٫١ ،p = ۵ برای برآوردگرها مجانبی اریبی دوم توان رفتار ٢ . ١
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف مقادیر

و η٢ = ١ ،α = ٠٫٠۵ ،p = ۵ برای برآوردگرها مجانبی اریبی دوم توان رفتار ٢ . ٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .λ مختلف مقادیر

مقادیر و η٢ = ١ ،λ = ٠٫١ ،p = ۵ برای برآوردگرها مجانبی مخاطره ی رفتار ٢ . ٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α مختلف

و η٢ = ١ ،α = ٠٫٠۵ ،p = ۵ برای برآوردگرها مجانبی مخاطره ی رفتار ۴ . ٢
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .λ مختلف مقادیر
۶۶ . . . . . . . V02 داده  مجموعه  مستقل متغیرهای از ماتریسͬ‐نقطه ای نمودار ۵ . ٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . V02 داده  مجموعه  در پرت داده های شناسایی نمودار ۶ . ٢
۶٩ . . . . . . بدن چربی داده مجموعه در متغیرها برای نقطه ای ماتریسͬ نمودار ٢ . ٧
٧٠ . . . . . . . . . بدن چربی داده مجموعه  در پرت داده  شناسایی نمودارهای ٢ . ٨
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال و لاپلاس توزیع های ١ . ۴
١١٨ . . . . . . . رشد نرخ داده  مجموعه در پرت داده های شناسایی برای نمودارها ٢ . ۴
١١٩ . . . . . . . . . بارو داده  مجموعه در LAD برآوردگرهای باقیمانده های چ·الͬ ٣ . ۴
١٣٠ . . . . . . . . . . . . یدن چربی داده های برای اهرمͬ نقاط و کوک فاصله ۴ . ۴

ق



جداول فهرست
۵٧ .λ مختلف مقادیر و α = ٠٫٠۵ ،η٢ = ١ ،p = ۵ برای برآوردگرها نسبی کارایی های ٢ . ١
۵٨ .λ مختلف مقادیر و α = ٠٫٠۵ ،η٢ = ١ ،p = ٢٠ برای برآوردگرها نسبی کارایی های ٢ . ٢
۶١ . . α = ٠٫١ و ،p = ١٠ ،n = ۵٠ به ازای پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی های ٢ . ٣
۶٢ . α = ٠٫١ و ،p = ٢٠ ،n = ۵٠ به ازای پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی های ۴ . ٢
۶٣ . . α = ٠٫١ و ،p = ۵ ،n = ۵٠ به ازای پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی های ۵ . ٢
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . V02 داده مجموعه برای توصیفͬ آماره های ۶ . ٢
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V02 داده  مجموعه  برای VIF مقادیر ٢ . ٧
۶٧ V02 داده  مجموعه  برای ریج M انقباضͬ مثبت جزء و ریج M،M ،OLS برآوردگرهای ٢ . ٨
۶٨ . . . . . . . . . . بدن چربی داده  مجموعه در متغیرها از توصیفͬ آماره های ٢ . ٩
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . بدن چربی داده مجموعه  برای VIF مقادیر ٢ . ١٠

چربی داده های برای ریج M انقباضͬ مثبت جزء و ریج M،M ،OLS برآوردگرهای ٢ . ١١
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدن

،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ۵٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی ٢ . ١٢
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(p١, p٢) = (٢,٣) ،λ = ٠٫۵ ،ϱ = ٠٫٢

،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ١٠٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی ٢ . ١٣
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(p١, p٢) = (٢,٣) ،λ = ٠٫۵ ،ϱ = ٠٫٢

،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ۵٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی ١۴ . ٢
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(p١, p٢) = (٢,۵) ،λ = ٠٫۵ ،ϱ = ٠٫٢

،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ١٠٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی ١۵ . ٢
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(p١, p٢) = (٢,۵) ،λ = ٠٫۵ ،ϱ = ٠٫٢
٨٢ . . . . . . . . . بدن چربی داده های مجموعه برای ریج M و M برآوردگرهای ١۶ . ٢
٨٢ . . . . . . . . بدن چربی داده مجموعه پیشنهادی برآوردگرهای RPE مقادیر  ٢ . ١٧

مقادیر و q = p − ۶ ،ρ = ٠ ثابت، ٢∆های برای برآوردگرها نسبی کارایی های ٣ . ١
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p مختلف

ر



ش جداول فهرست

مقادیر و q = p− ۶ ،ρ = ٠٫٢ ثابت، ٢∆های ازای به برآوردگرها نسبی کارایی های ٣ . ٢
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p مختلف

مقادیر و q = p− ۶ ،ρ = ٠٫٩ ثابت، ٢∆های ازای به برآوردگرها نسبی کارایی های ٣ . ٣
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p مختلف
١٠٠ . . . . . . . آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های متغیرهای از توصیفͬ آماره های ۴ . ٣
١٠١ آمری΄ا ایالت های ارقام و آمار داده در برآوردگرها نسبی پیش·ویی خطاهای جدول ۵ . ٣

PRLAD و SLAD ،PTLAD ،RLAD برآوردگرهای برای شده شبیه سازی RMSE مقادیر ١ . ۴
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . n = و۵٠ α = ٠٫٠۵ ،(p١, p٢) = (٣,۵) برای

p١ = ٣ به ازای uLAD برآوردگر به نسبت برآوردگرها شده شبیه سازی RMSE مقادیر ٢ . ۴
١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆٢ = ٠ و
١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . رشد نرخ داده  مجموعه  برای توصیفͬ آماره های ٣ . ۴
١٢٠ . . . . . . . . . . . . بارو داده مجموعه آن هابرای کارایی و ضرایب برآورد ۴ . ۴
١٢٨ . . ∆٢ = ٠ و p١ = ٣ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت برآوردگرها RMSE مقادیر ۵ . ۴

،∆٢ ≥ ٠ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت پیشنهادی برآوردگرهای RMSE مقادیر ۶ . ۴
١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p٢ = ١۵ و p١ = ٣

∆٢ = ٠ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت پیشنهادی برآوردگرهای RMSE مقادیر ٧ . ۴
١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p١ = ۶ و

بوت استرپ شبیه سازی اساس بر RMSE و ضرایب برای استاندارد) (خطای برآوردها ٨ . ۴
١٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . UWLAD برآوردگر به نسبت



نمادها فهرست
tr(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس اثر
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ اعداد
I(f). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .f تابع فیشر اطلاع
E[·] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ امید
ER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∆٢/٢ پارامتر با R پواسون متغیر ریاضͬ امید
β̂
M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M برآوردگر

β̂
PT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه. آزمون برآوردگر

β̂
ptLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LAD اولیه آزمون برآوردگر

β̂
ptWLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون LAD اولیه آزمون برآوردگر

β̂
ptM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .M اولیه آزمون برآوردگر

β̂
ptM

(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐ریج. اولیه آزمون برآوردگر
β̂
ptLso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو اولیه آزمون برآوردگر

β̂
SR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودشده انقباضͬ برآوردگر

β̂
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوع‐استاین انقباضͬ برآوردگر

β̂
sLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LAD استاین نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
sWLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون LAD استاین نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
sM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .M استاین نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
sM

(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐ریج استاین نوع انقباضͬ برآوردگر
β̂
sLso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو استاین نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
IPT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه آزمون بهبودیافته برآوردگر

β̂
iptM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .M اولیه آزمون بهبودیافته برآوردگر

β̂
iptM

(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐ریج اولیه آزمون بهبودیافته برآوردگر
β̂
iptLso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو اولیه آزمون بهبودیافته برآوردگر

β̂
S+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر

β̂
sLAD+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  LAD  استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر

β̂
sWLAD+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون  LAD  استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر

ت



ث نمادها فهرست

β̂
sM+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر

β̂
sM+

(λ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐ریج استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر
β̂
sLso+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر

β̂
Rdg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج برآوردگر

β̂
PT

(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه آزمون ریج برآوردگر
β̂
U
(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاین نوع مثبت جزء ریج برآوردگر

β̂
R
(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده محدود ریج برآوردگر

β̂
U
(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشده محدود ریج برآوردگر

β̂
Ols . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم توان های کمترین برآوردگر

β̂
Lso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر

β̂
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودشده برآوردگر

β̂
rLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .LAD محدودشده برآوردگر

β̂
rWLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون LAD محدودشده برآوردگر

β̂
rM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M محدودشده برآوردگر

β̂
rM

(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐ریج محدودشده برآوردگر
β̂
rLso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو محدودشده برآوردگر

β̂
U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودنشده برآوردگر

β̂
uLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .LAD محدودنشده برآوردگر

β̂
rWLAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون LAD محدودنشده برآوردگر

β̂
uM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M محدودنشده برآوردگر

β̂
uM

(λ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M‐ریج. محدودنشده برآوردگر
β̂
uLso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو. محدودنشده برآوردگر

β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتر بردار
yn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͺپاس بردار
εn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا بردار
max. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیشینه.
Φ(·;µ,Σ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Nk(µ,Σ) تجمعͬ توزیع تابع
ϕ(·;µ,Σ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Nk(µ,Σ) چ·الͬ تابع
I(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A مجموعه نشان  گر تابع
A⊤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس ترانهاده
Fk١,k٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزادی درجه k٢ و k١ با مرکزی فیشر توزیع
Fk١,k٢(∆

٢) . . . . . . . . . . . . ∆٢ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه  k٢ و k١ با مرکزی فیشر توزیع
χ٢
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزادی. درجه  k با مرکزی ͬ دو ک توزیع
χ٢
k(∆

٢) . . . . . . . . . . . . . . . .∆٢ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه  k با غیرمرکزی ͬ دو ک توزیع



نمادها فهرست خ

Nk(µ,Σ) . . . . . Σ واریانس‐کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با متغیره k نرمال توزیع
α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ داری معن ͹سط
κ(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس شرطͬ عدد
a+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a مثیت قسمت
min. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمینه.
A(m× n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستون n و سطر m با ماتریس
Xn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طرح ماتریس
In . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n× n مرتبه از همانͬ ماتریس
A−١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس معکوس
argminf(·) . . . . . . ͬ شود. م f تابع شدن کمینه به منجر که است f تابع دامنه ی از مولفه ای
∥·∥. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسͬ. نرم
Var . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واریانس
∼ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم توزیع
P→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال در هم·رایی
D→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع در هم·رایی



اختصاری کلمات فهرست
aLASSO (Adaptive Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
ADB (Asymptotic Distributional Bias)
ADF ( Asymptotic Distributional Function)
ADQB (Asymptotic Distributional Quadratic Bias)
ADR ( Asymptotic Distributional Risk)
BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)
BP ( Breakdown Poin)
DES (Data Embedded Sample)
DFFITS ( Difference in Fits)
IPTE ( Improved Preliminary Test Estimator)
IPTRME (Improved Preliminary Test Ridge M Estimator)
IPTLE (Improved Preliminary Test LASSO Estimator)
LAD ( Least Absolute Deviations)
LAR ( Least Angle Regression)
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
LAV (Least Absolute Values)
LMS (Least Median of Squares)
LTS (Least Trimmed Squares )
MAD (Median Absolute Deviations )
MLE (Maximum Likelihood Estimator)
MSAE ( Minimum Sum of Absolute Errors)
NSI (Non-Sample Information)
OLSE (Ordinary Least Squares Estimator)
PE ( Prediction Error )
PLS (Penalized Least Squares)
PTE (Preliminary Test Estimator)

ذ



اختصاری کلمات فهرست ض

PTLE (Preliminary Test LASSO Estimator )
PTME ( Preliminary Test M Estimator)
PTRME (Preliminary Test Ridge M Estimator)
PRSME ( Positive-rule Stein-type M Estimator)
PRRME(  Positive-rule Stein-type Ridge M estimator )
PRSLE (  Positive-rule Stein-type LASSO estimator )
PRSE( Positive-rule Stein-type estimator )
RE (Restricted Estimator )
REff (Relative Efficiency)
RLSE (Restricted Least Squares Estimator )
RLE (Restricted LASSO Estimator )
RME (Restricted M Estimator )
RPE (Relative Prediction Error )
RRME (Restricted Ridge M Estimator)
SE (Shrinkage estimator)
SEL (Square Error Loss )
SME (Stein-type M Estimator )
SRE (Shrinkage Restricted Estimator )
SRME (Stein-type Ridge M Estimator)
SSE (Stein-type shrinkage estimator )
SUR (Seemingly Unrelated Regression )
UE (Unrestricted Estimator )
ULE ( Unrestricted LASSO Estimator )
UME (Unrestricted M Estimator )
URME (Unrestricted Ridge M Estimator)
UPI (Uncertain Prior Information )
VIF ( Variance Inflation Factor)
WLAD (Weighted  Least Absolute Deviations)



١ فصل
در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای

چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل
از فصل این مطالب است. شده بیان اختصار به  رساله این در شده استفاده مفاهیم فصل، این در
،(٢٠٠۶) ͹صال ،(٢٠١١) هم΄اران و مونت گمری به ͬ توان م جمله آن از که است شده برداشت متعددی منابع

نمود. اشاره (١٩٩٨) م΁ گین و هرماتزپرگر و (١٩٩۶) تیبشیرانͬ ،(١٩٧٠) کنارد و هورل

مقدمه ١ . ١
مجموعه ای در متغیرها بین ارتباط مدل سازی و بررسͬ برای مهمͬ آماری ابزار رگرسیون، تحلیل
برده به کار پیش گویی هدف با گسترده ای به صورت رگرسیونͬ، روش های است. داده  ها از
پیرو نمود. مشاهده را آن ها از ردپایی ͬ توان م زمینه ای هر در تقریبا جهت، بدین و ͬ شوند م
در زیست شناختͬ مفهوم ΁ی به عنوان رگرسیون بار اولین که کرد اشاره ͬ توان م مطالب این
توسعه آماری مفاهیم برای (١٩٠١ ،١٨٩٧) پیرسون توسط بعدها و مطرح (١٨٧٧) گالتون مقاله

.(٢٠٠١ سنتون، ١٩٩۶؛ (فینͬ، شد داده
متغیر چند یا ΁ی با Y ͺپاس یا وابسته متغیر که است صورت بدین رگرسیون ساختار
ͬ توان م را خطͬ رگرسیون ͬ باشد. م مرتبط X = (X١, . . . , Xp) پیش·و) یا (تبیینͬ توضیحͬ
معمولا ͬ شود. م داده نشان E [Y |X] نماد با که نمود تعریف X شرط به Y شرطͬ امیدریاضͬ
iام متغیر ،xi = (xi١, . . . , xip)⊤ ∈ Rp که {(x١, y١), . . . , (xn, yn)} مجموعه به صورت داده ها

١



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ٢
هستند. دسترس در است، ͺپاس iام مولفه yi و توضیحͬ

ͬ شوند م اندازه گیری بالایی دقت با توضیحͬ متغیرهای معمولا کاربردی، مسائل بیشتر در
به سختͬ که است خطا یا نوفه و سی·نال مولفه های شامل ،ͺپاس متغیر که است حالͬ در این و
را ͺپاس متغیر خطͬ به صورت شرطͬ، ریاضͬ امید که آن جایی از ͬ شوند. م ΁تفکی هم از

به فرد منحصر تجزیه  ͬ توان م ͬ کند، م تصویر
Y = E [Y |X = x] + ε

است. تصادفͬ متغیر ΁ی خطا، یا نوفه ε و X یافته های بردار x آن در که گرفت، نظر در را
جزئیات برای است. عمود x بردار بر Y − E [Y |x] این، بر علاوه .E [ε] = ٠ که است بدیهͬ
ببینید. را (٢٠٠٨) ΁پیش و انگریست شرطͬ، ریاضͬ امید دیدگاه از رگرسیون مورد در بیشتر

ماهیت حالت، این در است. مدل سازی تکنی΁ های گسترده ترین از ی΄ͬ خطͬ رگرسیون
رابطه ͬ توان م iام مشاهده برای و ͬ باشد م خطͬ به صورت رگرسیون، خط

E[yi|xi] = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + . . .+ βpxip = β٠ + x⊤
i β

خطͬ مدل ماتریسͬ، حالت در بنابراین است. خط ضرایب β آن در که نوشت، را
y = β٠١n +Xβ + ε

آن در که ͬ شود م نتیجه

y =


y١
y٢...
yn

 , X =


x⊤١
x⊤٢...
x⊤
n

 =


x١١ x١٢ . . . x١p
x٢١ x٢٢ . . . x٢p... ... ... ...
xn١ xn٢ . . . xnp

 , β =


β١
β٢...
βp

 , ε =


ε١
ε٢...
εn

 .

مشاهدات ماتریس ،Xn بعدی، n بردار ΁ی ١n = (١, . . . , ١)⊤ مبدا، از عرض β٠ نامعلوم عدد
با هم توزیع و εi تصادفͬ متغیر های خطاست. بردار ،ε و پارامترها بردار ،β ، n × p اندازه در

صورت به I(f) فیشر اطلاع دارای R حقیقͬ اعداد خط روی که بوده F توزیع تابع
I(f) =

∫ +∞

−∞

{
−f

′(x)

f(x)

}٢
f(x) dx <∞, f(x) =

dF (x)

dx
, f ′(x) =

d٢ F (x)
dx٢

و E[ε] = o فرض کنید ندارد. وجود F تابعͬ صورت درباره فرضͬ هیچ اینجا در است.
n × n مرتبه از همانͬ ماتریس In و بوده مثبت و متناهͬ مجهول، σ که E

[
εε⊤

]
= σ٢In

است.
دست از بدون باشند. شده استاندارد توضیحͬ متغیر های رگرسیونͬ، مدل در کنید فرض
رگرسیون مدل ͬ توان م و است صفر مبدا از عرض پارامتر رساله این در مسئله، کلیت دادن

صورت به را خطͬ
yn = Xn β + εn (١ . ١)

ͬ دهد. م نشان را مشاهده ها تعداد به وابستگͬ ،n اندیس آن در که نوشت
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پارامترها برآورد روش های ١ . ٢
برآورد (پارامترها) مجهول کمیت های درباره  بینشͬ به دست یابی منظور به آماری مدل  های
باشد اختیار در داده ها از مجموعه ای اگر که ͬ رسد م نظر به ضروری نکته این ذکر ͬ شوند. م
΁ی ͬ تواند نم هرگز نظری ال·وی ΁ی که داشت نظر در باید شوند، تحلیل خطͬ رگرسیون با که
اینکه برای رو این از است. پیچیده خیلͬ واقعͬ دنیای زیرا دهد شرح کاملا را واقعͬ فرآیند
بنابراین ͬ کنند. م پیروی مدل از تقریبی به طور که دهند نشان باید داده ها باشد، مناسب مدل،
Y مقدار به «΁نزدی» رگرسیونͬ، تابع که دانست صورت این به را مدل اصلͬ هدف ͬ توان م
روش  های و «نزدی΄ͬ» واژه مفهوم که است آن ͬ شود م مطرح این جا در که سوالͬ باشد.
است. β رگرسیونͬ ضرایب بردار پارامتر، از منظور این جا در چیست؟ آن اندازه گیری مختلف

مقدار بین (اختلاف زیان تابع که ͬ شود م برآورد به گونه ای β رگرسیونͬ پارامتر بردار معمولا
خطا دوم توان زیان تابع از معمول به طور گردد. کمینه (ŷn پیش·ویی شده مقدار و yn واقعͬ

به صورت و شده استفاده است، (L٢ (نرم اقلیدسͬ نرم پایه  بر که (SEL)

L(yn, ŷn) = ∥yn − ŷn∥٢٢ =
n∑
i=١

(yi − ŷi)
٢

.∥a∥p =
(∑p

j=١ |aj |p
)١/p ،a = (a١, . . . , ap)⊤ دلخواه بردار برای آن در که ͬ شود، م تعریف

بردار که ͬ  شود م برآورد گونه ای به β رگرسیونͬ ضرایب بردار ،SEL معیار از استفاده با
توان های مجموع دی·ر عبارت به باشد. ΁نزدی yn مشاهد ه های بردار به ŷn پیش گویی شده

گردد. کمینه (ε⊤ε)
∑n

i=١ ε٢
i یعنͬ خطا دوم

ͬ باشند، م رساله این در ما کار اساس که را جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای بخش، این در
ͬ پردازیم. م راستا این در مرتبط مفاهیم سری ΁ی معرفͬ به آن از قبل ͬ کنیم. م معرفͬ

مدل پذیره های ١ . ٢ . ١
برقرار (١ . ١) مدل در زیربنایی پذیره های سری ΁ی که است لازم OLS برآوردگر یافتن منظور به
طرح ماتریس (٣) . σ٢ > ٠ آن در که E[εnε

⊤
n ] = σ٢In (٢) ،E[εn] = ٠ (١) از عبارتند که باشند

است. مستقل εn از Xn نتیجه در که است ثابت و غیرتصادفͬ  Xn

صورت به β رگرسیونͬ ضرایب بردار OLS برآوردگر
β̂
Ols

= argminβ{S(β)} = argminβ
{
(yn −Xnβ)

⊤(yn −Xnβ)
}

= (X⊤
nXn)

−١X⊤
n yn

= C−١
n X−١

n yn (١ . ٢)
.Cn = X⊤

nXn آن در که است،
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گاوس‐مارکوف، قضیه  از استفاده با که β̂

Ols ∼ Np(β, σ
٢C−١) ͬ شود م نتیجه سادگͬ به

واریانس نااریب برآوردگر .(٢٠٠۴ کوراتا، و (کاریا است (BLUE) خطͬ نااریب برآوردگر بهترین
صورت به برآوردگر این اساس بر σ٢

S٢ =
١
m
(yn −Xnβ̂

Ols
)⊤(yn −Xnβ̂

Ols
), m = n− p.

است. χ٢
m آن، توزیع و ͬ باشد م β̂

Ols از مستقل ،(ms٢)/σ٢ آماره  که است،
توسط ١٨٠٩ سال در که است رگرسیونͬ ضرایب برآورد برای روش متداول ترین ،OLS روش
بیان با را دوم توان های کمترین نظریه  مقاله ای در گاوس ،١٨٢٣ سال در شد. ارائه گاوس

.(١٩٩٨ (مارتین، نمود کامل گاوس‐مارکوف قضیه کردن
روش آن گاه کنند، پیروی مطرح شده پذیره های با خطͬ رگرسیونͬ مدل ΁ی از داده ها اگر
این از ی΄ͬ حداقل ͬ که هنگام اما ͬ دهد م ارائه را خوبی برآوردهای دوم توان های کمترین
یا هم خطͬ مش΄ل با رگرسیونͬ مدل مثلا، نباشد، برقرار تصادفͬ خطاهای برای پذیره ها
است مم΄ن خطاها نیستند. بهینه  OLS برآوردهای شود، مواجه ناهمپراشͬ یا خودهمبستگͬ
احتمال حالت، این در باشند. شده  تولید نرمال توزیع  به نسبت پهن تری دم های با توزیعͬ از
پرت، داده های است. بیشتر نرمال توزیع به نسبت پهن دم توزیع های در پرت داده های تولید

است. داده ها سایر از (΁کوچ خیلͬ یا بزرگ خیلͬ معنͬ (به متفاوت که است داده هایی
دارد: وجود پرت داده  نوع سه رگرسیونͬ، مدل های در (١٩٨٧) لروی و روسیو تعریف طبق
مقادیر منهای شده پیش گویی (مقادیر باقیمانده  های اغلب ،yn راستای در پرت داده  (١)
راحتͬ به داده ها از نوع این دارند. بزرگͬ نسبتا مقادیر داده ها، این با متناظر شده) مشاهده
نقاط را آن ها که Xn فضای در پرت داده  (٢) ͬ شود. م مشخص باقیمانده ها نمودار اساس بر

.(١٩٨٧ لروی، و (روسیو .Xn فضای و yn راستای در پرت داده (٣) ͬ نامند. م اهرمͬ
از دارد. بسزایی اهمیت رگرسیونͬ پذیره های اعتبار بررسͬ رگرسیونͬ، مدل برازش از پس
روش های از ترکیبی روش ها، این است. ضروری مدل در تشخیصͬ روش های اجرای رو، این
مشاهده ΁ی شناسایی اصل اساس بر روش ها این از مهمͬ کلاس که بوده نموداری و عددی
دهد. نشان iام مشاهده بدون نمونه اساس بر را β برآورد β̂(−i) کنید فرض است. زمان ΁ی در
ضرایب بر را iام مشاهده تاثیر که ͬ دهد م ارائه را معیاری β̂(−i) و β̂ بین اختلاف صورت این در
قطری مولفه های ،΁کلاسی تشخیص روش های اصلͬ ابزارهای از ی΄ͬ ͬ کند. م بیان رگرسیونͬ

به صورت OLS برآوردگر تصویر ماتریس
H = X(X⊤X)−١X⊤

بردار و بوده ŷn = Hyn برازش شده مقادیر بردار دوم، توان های کمترین روش اساس بر است،
.Var(ε̂n) = σ٢(In−H) و Var(ŷn) = σ٢H هم چنین است. en = ε̂n = (In−H)yn مانده ها،
کمترین روش نتایج در مهمͬ بسیار و کلیدی نقش H ماتریس ͬ شود م ملاحظه که همان طور

ͬ کند. م بازی دوم توان های
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ماتریس به معمولا شد، معرفͬ (١٩٧٨) ولش و هواگلین توسط بار اولین که H ماتریس
نیز دی·ری نام های اما ͬ گذارد، م y بردار روی علامتˆرا ماتریس این زیرا ͬ شود م شناخته هت
فضای روی را yn بردار (تصویر تصویر ماتریس به ͬ توان م که ͬ رود م به کار ماتریس این برای
مقادیر بردار Hyn (ماتریس پیش·ویی ماتریس یا ͬ کند) م ایجاد Xn متغیرهای شده تولید
شناخته نیز اهرمͬ ماتریس عنوان به H ماتریس کرد. اشاره ͬ دهد) م ارائه را پیش·ویی شده
شود. نوشته ŷi =

∑n
i=١ hijyi به صورت ͬ تواند م ،ŷi برازش شده، مقدار iامین زیرا ͬ شود م

است. ŷi شده برازش مقدار امین i تعیین در yj مشاهده امین j (وزن) اهرم hij بنابراین،
مقادیر با yj مشاهده بنابراین، است. ŷi مقدار تعیین در yi مشاهده امین i اهرم hii به ویژه،

دهد. نشان دوم توان های کمترین نتایج روی را نامناسب تاثیر ͬ تواند م hij بزرگ
مطالعه، مورد موضوع بیشترین است. شده بررسͬ مختلف زوایای از H ماتریس تاکنون
پایه بر معیارها این بیشتر است. خطͬ رگرسیون در اهرمͬ نقاط شناسایی برای معیاری یافتن
است، تصویر ماتریس ،H ماتریس که آن جایی از ͬ باشد. م H ماتریس hii قطری مولفه های
.∑j ̸=i h

٢
ij = hii(١−hii) نتیجه در و بوده برقرار i = ١, . . . , n به ازای ٠ ≤

∑n
i=j=١ h٢

ij = hii ≤ ١
لذا .ŷi = yi بنابراین است، کرونکر دلتای تابع δij آن در که hij = δij آن گاه ،hii = ١ اگر
نقطه ای چنین ͬ گذرد. م (x⊤

i , yi) نقطه از دی·ر، مشاهده های از صرف نظر رگرسیون ابرصفحه
،hij مقادیر  ،hii ≈ ١ که حالتͬ در حتͬ اما باشد، اهرمͬ) (نقطه تاثیرگذار مشاهده ͬ تواند م
قطری مولفه اگر ͬ گذرد. م (x⊤

i , yi) نقطه نزدی΄ͬ از رگرسیون ابرصفحه و بوده ١ ΁نزدی i ̸= j

متناظر سطر دی·ر، به عبارت ،h⊤
i = o که ͬ دهد م نتیجه بالا تساوی باشد، صفر مساوی hii

ندارد. برازش در تاثیری yi نقطه ͬ دهد م نشان و است o برابر H ماتریس
برآوردگر رفتار معیار خوبی به ،OLS برآوردگر رفتار روی H ماتریس قطری مولفه های تاثیر
ͬ دهد. م نشان β پارامتر برای (١ . ١) رگرسیونͬ مدل در F خطای توزیع دم های در را β̂∗ دلخواه

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت معیار این

B(a, β̂
∗
) =

− lnPβ(maxi |x⊤
i (β̂

∗ − β)| > a)

− ln(١ − F (a))

نشان B(a, β̂
∗
) مقدار زیرا برخوردارند بسزایی اهمیت از a ≫ ٠ برای B(a, β̂

∗
) بزرگ مقادیر

با مقایسه در سریع تر چه قدر Pβ(maxi |x⊤
i (β̂

∗ − β)| > a) عبارت ،a → ∞ ͬ که هنگام ͬ دهد م
ͬ شود. م هم·را صفر به F پایه ای توزیع دم های

صورت این در باشد. تصویر ماتریس قطری مولفه بیشینه h∗ = max١≤i≤n hii کنید فرض
است: برقرار OLS برآوردگر برای زیر روابط

.lima→∞B(a, β̂
Ols

) = ١
h∗ آن گاه باشد، σ > ٠ ،N (٠, σ٢) نرمال توزیع F اگر (١)

آن گاه باشد، لاپلاس یا ΁لجستی توزیع F اگر (٢)
١
h∗

≤ lim inf
a→∞

B(a, β̂
Ols

) ≤ lim sup
a→∞

B(a, β̂
Ols

) ≤ ١
h∗
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آن گاه و − ln(١−F (a))

m ln a → ١ ،a→ ∞ وقتͬ باشد، دم پهن توزیعͬ F اگر (٣)
lim
a→∞

B(a, β̂
Ols

) = ١.
توزیع ͬ که زمان حتͬ آن گاه نباشد، ΁کوچ منطقͬ به طور h∗ اگر ͬ دهند م نشان روابط این

نیست. مطلوب OLS برآوردگر رفتار باشد، نرمال F
میانگین کلͬ، حالت در .h∗ ≥ p/n ͬ شود م نتیجه ،tr(H) =

∑n
i=١ hii = p آن جایی که از

شود. گرفته نظر در اهرمͬ نقطه به عنوان ͬ تواند م hii > ٢p/n با yi مشاهدات و است p/n hiiها

ͬ شود. م استفاده کوک فاصله و DFFITS معیارهای از مشاهده، امین i تاثیر تعیین برای
و ͬ کند م اندازه گیری را مشاهده امین i حذف از بعد رگرسیون ضرایب در تغییرات کوک فاصله

به صورت
Di =

(β̂
Ols − β̂

Ols
(i))⊤X⊤X(β̂

Ols − β̂
Ols

(i))

ps٢

مقدار است. مشاهده امین i بدون β پارامتر OLS برآوردگر β̂
Ols

(i) آن در که ͬ شود م تعریف
نظرهای دارد. β̂

Ols تعیین بر ملاحظه ای قابل تاثیر مشاهده، امین i که ͬ دهد م نشان Di بزرگتر
روش از معمولا دارد. وجود پرت داده های تعیین برای آستانه ای مقدار تعیین برای متفاوتͬ
iامین آن گاه ،Di > ۴/n اگر که است صورت بدین و ͬ شود م استفاده (١٩٩٠) ج΄من و بولن

ͬ شود. م گرفته درنظر پرت نقطه  به عنوان مشاهده
به صورت DFFITS آماره

DFFITSi =
(yi − ŷi)

s(i)

(hii)
١٢

١ − hii

مشاهده هایی است. مشاهده امین i بدون محاسبه شده σ برآورد s(i) آن در که ͬ شود م تعریف
پیش گویی تاثیر معیار، این شوند. حذف باید دارند، ٢(p/n)١/٢ از بیشتر DFFITS مقدار که

ͬ دهد. م نشان را iام مشاهده حذف
وجود توضیحͬ متغیرهای بین در هم خطͬ نوع دو که نمود اشاره ͬ توان م هم خطͬ درباره

دارد: 
است. ∑p

j=١ ajXj = ٠ به صورت دقیق هم خطͬ ریاضͬ، نماد با دقیق: (١)
باشد، نادقیق و شدید توضیحͬ، متغیرهای بین همبستگͬ وقتͬ نادقیق: اما شدید (٢)

داد نشان زیر به صورت ͬ توان م را شدید هم خطͬ آن گاه
p∑
j=١

ajXj ≈ ٠,

.(aj ̸= ٠) است دلخواه ثابت بردار ΁ی a = (a١, . . . , ap)⊤ آن در که



٧ پارامترها برآورد روش های
دارد: وجود روش چندین شود، د اده تشخیص هم خطͬ اینکه برای

Xn ماتریس ستون های برای پیرسون همبستگͬ بزرگ مقادیر همبستگͬ: ماتریس (١)
هنوز اما هستند، ΁کوچ همبستگͬ مقادیر تمامͬ گاهͬ باشد. هم خطͬ از نشانه ای ͬ تواند م
شناسایی برای ͬ تواند م همبستگͬ ماتریس ویژه بردارهای و مقادیر دارد. وجود هم خطͬ
΁نزدی ویژه بردارهای و مقادیر وقتͬ ͬ شود. م گرفته به کار ساده روش ΁ی به عنوان هم خطͬ

باشد. داشته وجود ͬ تواند م هم خطͬ آن گاه باشند، صفر به
هم خطͬ شناسایی برای کاربردی و معروف معیارهای از :(VIF) واریانس تورم عامل (٢)
΁ی هر اگر و دارد وجود داده ها در هم خطͬ باشد، ١٠ از بیشتر VIF مقادیر از ΁ی هر اگر است.
ͬ تواند م VIF .(٢٠٠۴ (گجراتͬ، است. شدید نوع از هم خطͬ باشد، ٣٠ از بیشتر آن ها مقدار از

به صورت
VIFj = (١ −R٢

j )
−١, j = ١,٢, . . . , p.

روی بر مستقل متغیر jامین رگرسیون در تعیین ضریب R٢
j آن در که شود، فرمول بندی

است. دی·ر متغیرهای
بزرگترین نسبت به صورت و ͬ شود م داده نشان κ با معمولا شرطͬ عدد شرطͬ: عدد (٣)
،κ < ١٠٠ اگر کلͬ، به طور است. Xn (SVD) ویژه مقدار تجزیه  از ویژه مقدار کوچ΄ترین به
از بیشتر اگر و دارد وجود متوسطͬ هم خطͬ ،١٠٠ < κ < ١٠٠٠ اگر ندارد. وجود هم خطͬ

دارد. وجود شدید هم خطͬ مستقل، متغیرهای بین باشد، ١٠٠٠

انقباضͬ برآوردگرهای ١ . ٢ . ٢
وجود نتیجه درباره اطلاعͬ هیچ ͬ کند م فرض معمولا که استاندارد آماری قوانین از استفاده
اطلاعات بر علاوه آماردان ها از برخͬ رو، این از نباشد. مفید چندان است مم΄ن ندارد
اطلاعات، سایر از منظور ͬ کنند. م استفاده پارامترها برآورد در نیز اطلاعات سایر از نمونه ای،
موردعلاقه پارامترهای درباره (UPI) غیر قطعͬ پیشین اطلاعات یا (NSI) غیرنمونه ای اطلاعات
نمونه ای اطلاعات که زمانͬ خصوص به دارد بسزایی اهمیت NSI شناسایی برآورد، در است.
تمام مورد در گاهͬ و پارامترها از بعضͬ خصوص در UPI از استفاده باشند. محدود نسبتا
در کمتر دوم توان مخاطره  به دستیابی یعنͬ بهبود به منجر اغلب بررسͬ، مورد پارامترهای

.(١٩٨۵ ،١٩٧٨ سن، و ͹صال) ͬ شود م برآورد فرآیند
مطالعات، از برخͬ در اما دارد مفیدی نتایج غیرنمونه ای اطمینان قابل اطلاعات از استفاده
فرض مثال، به عنوان خیر. یا هستند صحیح اطلاعات این آیا که ندارد وجود اطمینان این
مواد تزریق از پس مختلف زمان های در موش ها از نوعͬ در خاصͬ تومور اندازه گیری با کنید
رشد نرخ پارامتر هستند علاقه مند زیست شناسان است. آمده دست به داده هایی سرطان زا،
شرایط در ͬ تواند م λ٠ای چنین .λ = λ٠ است شده فرض که کنند برآورد حالͬ در را (λ) تومور
آید. به دست (... و باشد متفاوت ͬ تواند نم یا ͬ تواند م سلول ها (رفتار مختلف آزمایش·اهͬ



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ٨
λ٠ که کنند فرض زیست شناسان دارد احتمال است، متفاوت آزمایش·اهͬ شرایط که آن جا از
مطمئن این باره در است مم΄ن که است تجربی مطالعات در رشد پارامتر برای درستͬ مقدار

نباشند.
کلͬ حالت در است، غیرقطعͬ پیشین اطلاعات با بی ارتباط ،OLS برآوردگر که آن جایی از

ͬ دهند. م نشان β̂U نماد با و نامیده نشده محدود برآوردگر را آن
محدودیت ΁ی صورت به معمولا آماری، مدل های در غیرنمونه ای اطلاعات از استفاده
مدل ها این اساس بر که برآوردگری و گشته شده محدود مدل های به منجر که ͬ شود م مطرح
بر برآوردگر این کارآیی و اعتبار ͬ شود. م نامیده (RE) محدودشده برآوردگر ͬ آید، م دست به
بنابراین ͬ گیرد. م قرار بررسͬ و سنجش مورد پارامتر فضای روی بر شده اعمال قید اساس
درستͬ سنجیدن با تنها محدودنشده و محدودشده مدل های اساس بر آمده دست به نتایج
که نمود توجه باید باشد. کاربردی و معقول ͬ تواند م شده، مطرح محدودیت های اعتبار و

نیست. توجیه پذیر نباشد، درست NSI که شرایطͬ در شده محدود برآوردگرهای انتخاب
نظری ملاحظات از ناشͬ حقیقت (١) آید: وجود به زیر دلایل از ی΄ͬ به ͬ تواند م محدودیت
متخصص، یا محقق نظر (٣) شود، آزمون باید که فرضیه ای (٢) (آزمایش·اهͬ)، تجربی یا
جزئیات بررسͬ. مورد مدل در فزونگͬ حذف یا کاهش برای غیرمعمول تحمیل شده  شرط (۴)
(٢٠١٧) نادارجا و آرشͬ و (٢٠٠٣) جامالاماداکا و سن گوپتا ،(١٩٨٢) دان در ͬ توان م را بیشتر

نمود. مشاهده
برآوردگر ،MLE ) متداول برآوردگرهای ترکیب از که است برآوردگری انقباضͬ، برآوردگر
به دست بهبودیافته برآوردگرهای به دستیابی منظور به UPI یا NSI با (... و بیز برآوردگر ،OLS

دوم توان میانگین مانند هدف توابع برخͬ افزایش یا کاهش به صورت ͬ تواند م بهبود ͬ آیند. م
باشد. ... و درستنمایی تابع اریبی، مخاطره، دوم توان ،(MSE) خطا

کاربرد، در اغلب ب·یرید. نظر در را δ پارامتر برآورد برآوردگرها، نوع این از بهتر درک برای
ͬ تواند م گذشته تجربه های به توجه با یا دارد سیستم رفتار از که اطلاعاتͬ به توجه با محقق
از دهد. قرار دسترس در ،δ مقدار خصوص در را δ٠ صورت به اولیه برآوردی یا آگاهانه حدسͬ
΁ی ͬ توان م گرفت، نادیده را محقق دانش و تجربه ها نباید و است مهم نظر این که آن جایی
΁نزدی δ٠ اولیه  برآورد مقدار به را آن سپس و گرفت نظر در δ̂ مانند پارامتر، برای اولیه برآوردگر

نمود. (منقبض)
δ̂ − δ٠ تفاضل در انقباضͬ ثابت عنوان تحت ثابتͬ مقدار انقباضͬ، برآوردگر ساختن برای
زیر صورت به انقباضͬ جدید برآوردگر دی·ر، عبارت به ͬ شود. م اضافه δ٠ به و کرده ضرب

ͬ آید: م به دست
δ̂
Shrinkage

= θ̂
S
= δ٠ + c(δ̂ − δ٠) = cδ̂ + (١ − c)δ٠; ٠ ≤ c ≤ ١.

میانگین بردار پارامتر برآورد مسئله ͬ خواهید م کنید فرض موضوع، این شدن روشن برای
X = (X١, . . . , Xp)

⊤ تصادفͬ بردار آن، انجام برای کنید. فرمول بندی را متغیره p نرمال توزیع



٩ پارامترها برآورد روش های
و θ = (θ١, · · · , θp)⊤ آن میانگین که است متغیره p نرمال آن، توزیع که ب·یرید نظر در را

شود. برآورد باید که θ است علاقه، مورد پارامتر باشد. Ip آن واریانس‐کوواریانس ماتریس
باشد، ٣ حداقل پارامتر فضای بعد ͬ که هنگام نرمال، توزیع در داد نشان (١٩۵۶) استاین
مسائل در برآوردگرها بهبود برای را انگیزه ای که است θ پارامتر برای غیرمجاز برآوردگر ،MLE

p = ١,٢ حالت های برای بودن مجاز غیر کنید دقت نمود. ایجاد محققین بین در برآوردیابی
دوم درجه زیان تابع تحت MLE ،p = ١,٢ حالت های در که است ذکر به لازم نیست. برقرار

است. مجاز θ برای
دارد برتری MLE بر p ≥ ٣ ازای به که کردند معرفͬ برآوردگری (١٩۶١) استاین و جیمز
استاین، چارلز پروفسور افتخار به نمود. ایجاد آمار مختلف شاخه های در بزرگͬ تحول که
برتری MLE و OLS برآوردگر مانند استاندارد، برآوردگرهای بر ی΄نواخت به طور که را برآوردگری

.(١٩٨۵ (کسلا، ͬ نامند م استاین نوع برآوردگر دارد،
از ساده ای صورت بنابراین، باشد. θ پارامتر ML برآوردگر θ̂U

= (θ̂U١ , . . . , θ̂Up )⊤ کنید فرض
به صورت θ پارامتر جیمز‐استاین برآوردگر

θ̂
S
=

{
١ − c

(θ̂
U
)⊤(θ̂

U
)

}
θ̂
U (١ . ٣)

.٠ ≤ c ≤ ٢(p− ٢) معمولا و است انقباضͬ ثابت ،c آن در که است،
چنین و ͬ کند م منقبض صفر سمت به را θ̂

U برآوردگر ،θ̂S که است یادآوری به لازم
دلیلͬ وجود، این با ͬ شود. م نامیده (SE) انقباضͬ برآوردگر ΁ی کلͬ حالت در برآوردگری
برآوردگر است مم΄ن کلͬ، حالت در شود. منقبض صفر سمت به حتما باید θ̂U که ندارد وجود
جیمز‐استاین برآوردگر حالت، این در شود. منقبض θ٠ دلخواه و ثابت بردار سمت به θ̂

U

به صورت

θ̂
S
=

{
١ − c

(θ̂
U − θ٠)⊤(θ̂U − θ٠)

}(
θ̂
U − θ٠

)
+ θ٠ p ≥ ٣. (۴ . ١)

ͬ آید. م به دست
سمت به ͬ تواند م است، شده منقبض مشخص و ثابت بردار ΁ی سمت به ML برآودگر اگرچه
داده هایی از ٢٨×۴ ماتریس ΁ی (١٩۴٨) رائو مثال، به عنوان کند. پیدا انقباض نیز برآوردگر ΁ی
شرق جنوب، شمال، منطقه چهار در را درخت ٢٨ ذخایر انبوه وزن های که گرفت نظر در را
Xwest و Xeast ،Xsouth ،Xnorth با درختان ذخایر تصادفͬ نمونه  وزن اگر ͬ دهد. م نشان غرب و
خواهد x = (xnorth, xsouth, xeast, xwest)

⊤ بردار از مشاهده ٢٨ شامل نمونه آن گاه شود، داده نشان
هدف، باشد. θ = (θnorth, θsouth, θeast, θwest)

⊤ میانگین با نرمال ،X توزیع که کنید فرض بود.
برای ذخایر میانگین که است این مم΄ن فرضیه های از ی΄ͬ است. ذخایر میانگین بردار برآورد

.Ho : θnorth = θsouth = θeast = θwest = θ٠ دی·ر، به عبارت باشد. ی΄سان مختلف، ناحیه های



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ١٠
این در است. مجهول θ٠ که باشد برقرار θ١ = · · · = θp = θ٠ است مم΄ن کلͬ، حالت در
در که ͬ  شود م تعریف θ̂

R
= (θ̂R, . . . , θ̂R)⊤ = θ̂R١p به صورت محدودشده برآوردگر ابتدا مورد،

است. Xn ماتریس ستونͬ میانگین x̄i و θ̂R = ١
p

∑p
i=١ x̄i ،١p = (١, . . . , ١)⊤ آن

و شده حدس زده مقدار بین اختلاف وقتͬ است شده داده نشان گذشته مطالعات در
هرچه و است محدودنشده برآوردگر از بهتر شده محدود برآوردگر باشد، ΁کوچ پارامتر واقعͬ
ملاحظه ای قابل به طور زیرا بود نخواهد مطلوبی برآوردگر θ̂R شود، بزرگتر اختلاف این قدرمطلق

ندارد. θ̂U برآوردگر کارایی روی بر اثری اختلاف، که حالͬ در است ناسازگار و ناکارا اریب،
برآوردگر حالت این در نمود. منقبض θ̂

R سمت به را θ پارامتر θ̂U معمولͬ برآوردگر ͬ توان م
است: زیر به صورت جیمز‐استاین نوع انقباضͬ

θ̂
S
= θ̂

R
+

{
١ − c

(θ̂
U − θ̂

R
)⊤(θ̂

U − θ̂
R
)

}(
θ̂
U − θ̂

R
)

تجربی بیز برآوردگر برآوردگر، این که کردند بیان (١٩٨٣) رابینز و (١٩٧۵) موریس و افرون
برای تفسیری (١٩٩٠) استی·لر و (١٩٩٠) استرادرمن و براندوین دارد. آماری مبنای و است
به استاین، نوع برآوردگرهای مورد در بیشتر مطالعه برای کردند. ارائه جیمز‐استاین برآوردگر
،١٩٩٠) ͹صال و احمد (١٩٨۵)؛ برگر (١٩٨٣)؛ کوپاس (١٩٨۴)؛ اندرسون (١٩٧٨)؛ باک و جاج
سن توسط برآوردگرها مجانبی نظریه  هم چنین کنید. مراجعه (١٩٩۵) روخین و (١٩٩٣
نظریه است. گرفته قرار بررسͬ مورد (٢٠٠٢ ،١٩٩٢) احمد (١٩٩١)؛ ͹صال و علͬ (١٩٨۶)؛
(١٩٩٩) ͹صال و احمد و (١٩٨۵ ،١٩٧٨) سن و ͹صال توسط برآوردگرها ناپارامتری مجانبی

است. شده بررسͬ
ML برآوردگرهای از کمتری مخاطره پارامتر فضای کل روی جیمز‐استاین برآوردگرهای
برآوردگرهای بر که دارد وجود دی·ری برآوردگر زیرا هستند. غیرمجاز آن ها وجود، این با دارند.
که ͬ یابد م بهبود آن مثبت جز ء با (۴ . ١) در انقباضͬ برآوردگر دارد. تسلط جیمز‐استاین

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

θ̂
S+

=

{
١ − c

(θ̂
U
)⊤(θ̂

U
)

}+

θ̂
U

p ≥ ٣ (۵ . ١)

ͬ کند. م جلوگیری θ̂U علامت تغییر از برآوردگر این .a+ = max {٠, a} آن در که
است. وابسته c ثابت و ((θ̂U

)⊤(θ̂
U
)
) مقدار به ١− c/

(
(θ̂

U
)⊤(θ̂

U
)
) انقباضͬ، عامل مقدار

از تعدادی علامت های بنابراین، ͬ شود. م منفͬ انقباضͬ عامل ،c/((θ̂U
)⊤(θ̂

U
)
)

≥ ١ اگر
جیمز‐استاین برآوردگر مخاطره  کارایی بیش انقباضͬ پدیده  شود. برعکس است مم΄ن ضرایب
کاربردی، نگاه از شود. پیچیده تر مدل تفسیرپذیری ͬ شود م باعث اما ͬ دهد نم قرار تحت تاثیر را
برآوردگر این ͬ که هنگام به ویژه شود، تحلیل گر سردرگرمͬ باعث است مم΄ن علامت در تغییر
تغییر را متغیرها علامت هرگز که جدیدی برآوردگر شود. مقایسه محدودنشده برآوردگر با

بود. خواهد (PRSE) استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر ͬ دهد، نم



١١ پارامترها برآورد روش های
ͬ شود م معرفͬ زیر به صورت (SRE) محدودشده انقباضͬ برآوردگر ادامه در

θ̂
SR

= πθ̂
U
+ (١ − π)θ̂

R

مقدار ͬ کند. م منعکس را پیشین اطلاع به بی اعتمادی درجه  که است ضریبی π آن در که
مقدار شود. تعیین NSI به او اعتقاد عدم درجه اساس بر کاربر، توسط کاملا است مم΄ن آن
باشد. داشته بستگͬ تنهایی به نمونه داده های به فقط θ̂

SR که ͬ شود م باعث ،΁ی به ΁نزدی
آزمون آماره  Ln ،A مجموعه  نشان گر تابع I(A) آن در که ،π = I(Ln > Ln,α) ازای به
آماره  توزیع ١٠٠α٪ بالایی چندک Ln,α و Ho : θ١ = . . . = θk = θ٠ صفر فرضیه  برای مناسب
نتیجه θ پارامتر بردار برای (PTE) اولیه آزمون برآوردگر است، صفر فرضیه حالت در Ln آزمون

است: زیر به صورت و ͬ دهند م نشان θ̂PT نماد با را آن ͬ شود. م
θ̂
PT

= θ̂
R
I (Ln ≤ Ln,α) + θ̂

U
I (Ln > Ln,α) . (۶ . ١)

ادعا، این شاهد شده اند. برده به کار بسیاری محقق های توسط اولیه آزمون برآوردگرهای
اولیه آزمون برآوردگرهای وجود، این با است. (١٩٧٧) هان و بنکرافت مقاله    به متعدد ارجاعات
پارامتر فضای از کوچ΄ͬ نسبتا ناحیه در آمده اند به دست UPI اساس  بر فقط که برآوردگرهایی بر
این اگر دارد. بستگͬ UPI صحت به PTE کارایی دارد. برتری است، شده ایجاد NSI با  که
اساس بر فقط که است برآوردگری از بهتر PTE آن گاه باشد، درست تقریبا یا درست اطلاعات

است. برقرار نتیجه این عکس صورت، این غیر در و آمده به دست نمونه ای اطلاعات
برتری p ≥ ٣ ازای به MLE بر کلͬ حالت در انقباضͬ برآوردگرهای که ͬ شود م یادآوری
استفاده بنابراین، هستند. مجاز برآوردهای ،ML برآوردهای ،p = ١,٢ ازای به ͬ که حال در دارد
دوبعدی و ΁ی حالت های (در شود گرفتار بعد محدودیت در است مم΄ن انقباضͬ برآورد از

ͬ شود. م برده به کار اولیه آزمون رهیافت حالت ها این در نیستند). کاربردی
به متناهͬ، فضای در اولیه آزمون برآوردگرهای ناپارامتری نظریه در بیشتر مطالعه  برای
این مجانبی نظریه  کنید. مراجعه (١٩٧٨) باک و جاج و (١٩٩٣ ،١٩٩٠ ،١٩٨٩) ͹صال و احمد
است. شده مطالعه (١٩٩٢) احمد و کالپرگر (١٩٩٢)؛ احمد (١٩٨۶)؛ سن توسط برآوردگرها
،١٩٧٨) سن و ͹صال مقاله های ͬ توان م ناپارامتری مبحث در اولیه آزمون برآوردگرهای درباره

نمود. مشاهده را (١٩٩٩) ͹صال و احمد ١٩٨۵)؛
بنابراین، دارد. بستگͬ آزمون ͬ داری معن ͹سط اندازه به اولیه آزمون برآوردگر از استفاده
برآوردگر کند. غلبه مش΄ل این بر تا شد معرفͬ اولیه آزمون برآوردگر برای انقباضͬ ΁تکنی
θ̂
R جای·ذاری از ͬ شود، م داده نشان θ̂SPT نماد با که θ پارامتر (SPTE) اولیه آزمون انقباضͬ

به صورت اولیه آزمون برآوردگر در θ̂
SR با

θ̂
SPT

= θ̂
U − (١ − π)

(
θ̂
U − θ̂

R
)
I (Ln ≤ Ln,α) (١ . ٧)

این ͬ های ویژگ .θ̂SPT
= θ̂

U ،π = ١ برای و θ̂
SPT

= θ̂
PT ،π = ٠ به ازای که ͬ آید م به دست

است. شده بررسͬ (١٩٩۵ ،١٩٩۴) احمد مقاله های در مختلف مسائل در برآوردگر



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ١٢
برآوردگر و یابد بهبود β̂S با β̂U جانشینͬ از است مم΄ن اولیه، آزمون برآوردگر وجود، این با
معرفͬ (١٩٧٢) هم΄اران و سالو توسط بار اولین که نامیده شود (IPTE) بهبودیافته اولیه آزمون

رابطه  از که برآوردگر این است. شده

θ̂
IPT

= θ̂
R
I (Ln ≤ Ln,α) + θ̂

S
I (Ln > Ln,α) .

ͬ که حال در دارد وجود p ≥ ٣ محدودیت کلͬ،  حالت در اما دارد برتری PTE بر ͬ آید، م به دست
بهبودیافته، اولیه آزمون برآوردگر وجود، این با نیست. PTE از استفاده برای محدودیتͬ هیچ
برآوردگر مورد در که انتقادی همان بنابراین و ͬ  بخشد نم بهبود ی΄نواخت به طور را θ̂U برآوردگر
دی·ران و (١٩٩٩) اولاه و احمد ͬ شود. م بحث دوباره نیز این جا در شد، مطرح اولیه آزمون
در برآوردگر این مجانبی رفتار کردند. بررسͬ را بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر ͬ های ویژگ

است. شده مطالعه (١٩٩٩) ͹صال و احمد توسط ناپارامتری مسائل
زیرفضا ΁ی به است مم΄ن ضرایب که وقتͬ (١ . ١) مدل در را رگرسیونͬ ضرایب برآورد اکنون
در بردار این که ͬ شود م برآورد حالتͬ در β پارامتر اینجا، در ب·یرید. نظر در شوند، محدود

به صورت که زیرفضایی

Hβ = h (١ . ٨)

بردار h و q سطری کامل رتبه با q × p معلوم ماتریس H آن در که ب·یرد قرار ͬ شود، م تعریف
ثابت هاست. از q × ١

اصلاح با برآورد رویه  در صریحا است مم΄ن ،(١ . ٨) رابطه  در شده مطرح پیشین اطلاع
΁ی شده) (محدود جدید پارامتر فضای حالت این در شود. گرفته به کار پارامتر فضای کردن
بعد کاهش کلͬ، حالت در است). یافته کاهش آن (بعد است اولیه و اصلͬ فضای از زیرفضا
نباشد، درست محدودیت که وقتͬ وجود، این با ͬ شود. م پارامتر از کاراتری برآوردهای به منجر

است. برقرار عکس نتیجه
دوم توان های کمترین برآوردگر (٢٠٠۶) ͹صال مشابه ،(١ . ٨) محدودیت گرفتن نظر در با

با است برابر β پارامتر RE سادگͬ برای یا (RLSE) محدودشده

β̂
R
= β̂

U −C−١
n H⊤

(
HC−١

n H⊤
)−١ (

Hβ̂
U − h

)
. (١ . ٩)

β̂
U بر و است β نااریب برآوردگر β̂R آن گاه است، صحیح (١ . ٨) محدودیت که شود فرض اگر

.(٢٠٠٢ دی، و نباشد(راویشانکر برقرار همیشه است مم΄ن حالت این البته دارد. برتری
.(١٩۶٨ (تامپسون، شود منقبض β̂

R برآوردگر سمت به β̂
U برآوردگر که است منطقͬ

با است برابر β پارامتر انقباضͬ محدودشده برآوردگر بنابراین

β̂
SR

= β̂
U − (١ − π)

(
β̂
U − β̂

R
)
. (١ . ١٠)



١٣ پارامترها برآورد روش های
همواره، است. π ثابت مقدار با β̂R و β̂

U از محدب ترکیب β̂SR برآوردگر

β̂
SR

=


β̂
R

π = ٠
β̂
U

π = ١
با ͬ توان م را اطلاع این درباره  تردید است. غیرقطعͬ Hβ = h پیشین اطلاع واقعیت، در
فرضیه  مقابل در Ho : Hβ = h فرضیه  ابتدا در که صورت بدین نمود. برطرف فیشر رهیافت
پذیرفته Ho فرضیه  اگر آزمون، این نتیجه  اساس بر سپس آزمون شود. HA : Hβ ̸= h ثابت
ͬ توان م برآوردگری دی·ر، عبارت به گردد. انتخاب β̂U شود، رد Ho فرضیه  اگر و β̂

R شود،
باشد. آزمون نتیجه  به وابسته که ساخت

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و ͬ  دهند م نشان β̂PT نماد با را اولیه آزمون برآوردگر

β̂
PT

=


β̂
R
; Ln ≤ Ln,α

β̂
U
; Ln > Ln,α

= β̂
R
I(Ln ≤ Ln,α) + β̂

U
I(Ln > Ln,α)

= β̂
U
+ (β̂

R − β̂
U
)I(Ln ≤ Ln,α) (١ . ١١)

ͬ شوند. م مطرح زیر قضیه های ،Ln,α یافتن برای
میانگین با هم توزیع و مستقل به طور εn مولفه های کنید فرض (١٩٧١ (تیل، .١ . ٢ . ١ قضیه
و باشند کراندار ی΄نواخت به طور Xn عناصر اگر شده اند. توزیع σ٢ متناهͬ واریانس و صفر

آن گاه است. وارون  پذیر و متناهͬ ماتریس C که lim
n→∞

n−١X−١
n Xn = C

√
n
(
β̂
U

n − β
)

D→ Np

(
o, σ٢C−١) .

و صفر میانگین با توزیعͬ با هم توزیع و مستقل εn مولفه های که کنید فرض .١ . ٢ . ٢ قضیه
متناهͬ و وارون پذیر ماتریس C که limn→∞ n−١X⊤

nXn = C اگر باشند. σ٢ متناهͬ واریانس
صورت به درستنمایی نسبت آزمون آماره ،Ho : Hβn = h فرضیه تحت آن گاه است،

Ln =
(
Hβ̂

U

n − h
)⊤ [

H(X⊤
nXn)

−١H⊤
]−١

(Hβ̂
U

n − h)/s٢

در که است Fq,m(∆٢) فیشر توزیع دارای Ln آماره خطا، بودن نرمال فرض تحت (الف) است.
آن،

∆٢ =
(Hβ − h)⊤(H(X⊤X)−١H⊤)−١(Hβ − h)

σ٢ .

است. χ٢
q (∆

٢) توزیع دارای Ln آماره ،n→ ∞ وقتͬ مجانبی به طور (ب) 
(الف) درحالت توزیع ١٠٠α٪ بالایی چندک Ln,α ،١ . ٢ . ٢ قضیه  فرض های تحت بنابراین

است. χ٢
q (ب) حالت در و Fq,m



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ١۴
با π جای·ذاری از اولیه آزمون برآوردگر که ͬ شود م مشخص ،(١ . ١١) رابطه  در دقت با
اگر که است ͹واض اما آید. به وجود تصادفͬ وزن ΁ی تا ͬ آید م به دست β̂SR در I (Ln ≤ Ln,α)

همواره Ho فرضیه  آن گاه ،α = ٠ اگر و β̂
PT

= β̂
U ͬ شود، م رد همواره Ho فرضیه  آن گاه ،α = ١

β̂
R و β̂

U برآوردگرهای از ترکیبی β̂PT ،٠ < α < ١ آن جایی که از .β̂PT
= β̂

R ͬ شود، م پذیرفته
است.

در واریانس برآورد برای را اولیه آزمون ایده که بود کسͬ اولین (١٩۶۴ ،١٩۴۴) بنکرافت
یا و ) ١٩٣٨) سندکـُر پیشنهادی روش از را ایده اش وی برد. به کار واریانس تحلیل جدول
برابری مجهول، واریانس های تساوی فرض با سندکـُر بود. گرفته الهام (١٩۴٢) برکسون
رد واریانس ها برابری آزمون اگر که صورت بدین بود. داده قرار آزمون مورد را میانگین ها
دسته بندی از صورت این غیر در و جمͽ شده واریانس از استودنت، t آزمون در آن گاه نشود،
در مقاله های ͬ توان م را روش این از مختلفͬ تعمیم های ͬ  گردد. م استفاده بهرنز‐فیشر
(٢٠١٧) هم΄اران و کلین اخیرا کرد. مشاهده (١٩٨٣) هان و بنکرافت و (١٩۶٨) بنکرافت و هان
(١٣٩۶) کربلایی نموده اند. ارائه را برآوردگر این از کاربردی اقتصادسنجͬ، مدل های در

است. کرده بررسͬ مختلف آماری آزمون های گرفتن نظر در با را اولیه آزمون برآوردگر
β̂
U فرین حالت دو از ی΄ͬ به β̂PT آزمون، هر در نهایت در که است ضروری نکته این ذکر

نشان گر تابع گسسته  سازی خاصیت دارد. گسسته ای خاصیت بنابراین و ͬ شود م تبدیل β̂R یا
بررسͬ اولیه آزمون برآوردگر در همزمان را β̂

R و β̂
U برآوردگرهای رفتار نتوان که ͬ شود م باعث

است. وابسته آزمون ͬ داری معن ͹سط به شدیدا اولیه آزمون برآوردگر رفتار طرفͬ از کرد.
کند، تغییر محدودنشده و محدودشده برآوردگر دو بین که برآوردگری از استفاده ایده  بنابراین
به β رگرسیونͬ پارامترهای بردار استاین نوع انقباضͬ برآوردگر راستا، این در ͬ شود. م مطرح

ͬ شود: م تعریف زیر صورت
β̂
S

= β̂
R
+ (١ − cL−١

n )(β̂
U − β̂

R
)

= β̂
U − cL−١

n (β̂
U − β̂

R
). (١ . ١٢)

از محدبی ترکیب β̂
S که کنید دقت گویند. انقباضͬ ثابت را (١ − cL−١

n ) ضریب آن، در که
ͬ شود م ساخته جیمز‐استاین ΁کلاسی برآوردگر اساس بر بل΄ه نیست β̂R و β̂

U برآوردگر دو
.(١٩۶١ استاین، و (جیمز

دوی هر ،Ln آزمون آماره  بزرگ مقادیر ازای به β̂S و β̂
PT برآوردگرهای ساختار به توجه با

متفاوت β̂
PT رفتار ،Ln ΁کوچ مقادیر برای ͬ که حال در ͬ دهند. م نتیجه را β̂

R برآوردگر آن ها،
است. β̂S از

داده بهبود ی΄نواخت به طور ͬ تواند م اولیه آزمون برآوردگر شد، اشاره قبلا که همان طور
ͬ آید: م به دست زیر رابطه  از β پارامتر بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر راستا، این در شود.

β̂
IPT

= β̂
PT − cL−١

n I(Ln > Ln,α)
(
β̂
U − β̂

R
)
. (١ . ١٣)



١۵ انقباضͬ برآوردگرهای تاریخچه
به منجر و ͬ شود م منفͬ (١ − cL−١

n ) انقباضͬ ثابت ،Ln > c مقادیر ازای به که آن جایی از
از فقط که ͬ شود م معرفͬ استاین نوع انقباضͬ برآوردگر از تعمیمͬ ͬ گردد، م انقباض اثر حذف

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت و نامیده PRSE و ͬ کند م استفاده آن مثبت قسمت
β̂
S+

= β̂
R
+ (١ − cL−١

n )I(Ln > c)(β̂
R − β̂

U
)

= β̂
S − (١ − cL−١

n )I(Ln ≤ c)(β̂
R − β̂

U
) (١۴ . ١)

است β̂R محدودشده  و β̂
U محدودنشده برآوردگرهای از محدب ترکیبی جدید، برآوردگر این

کنترل استاین نوع انقباضͬ برآوردگر در را بیش انقباضͬ مسئله  که دارد اهمیت جهت این از و
دارد. برتری β̂S برآوردگر بر ی΄نواخت به طور و ͬ کند م

آزمون برآوردگرهای جای به بهبودیافته برآوردگرهای اصطلاح از ادامه در سادگͬ، برای
استفاده استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء و استاین نوع انقباضͬ بهبودیافته، اولیه آزمون اولیه،
برآوردگر این کارایی و داده کاهش را محدودنشده برآوردگر مخاطره برآوردگرها این زیرا ͬ شود، م

ͬ دهند. م بهبود را

انقباضͬ برآوردگرهای تاریخچه ١ . ٣
استفاده  مطالعات، این در اصلͬ ایده  است. شده انجام برآوردگرها بهبود در زیادی مطالعات
نوع انقباضͬ برآوردگرهای بهتر هرچه توسعه در غیرنمونه ای و نمونه  ای اطلاعات از مناسب
را آن از کاربردی و استاین نوع و اولیه آزمون برآوردگرهای (١٩٧٨) باک و جاج است. استاین
خطای اولیه آزمون برآوردگر (١٩٨٧) هم΄اران و کلارک است. کرده بررسͬ اقتصادسنجͬ در
(١٩٩٠) هان و ͹صال (١٩٩۶)؛ بندا است. کرده مطالعه خطͬ رگرسیون مدل در را واریانس

کرده اند. بررسͬ خطͬ رگرسیون مدل در را انقباضͬ و اولیه آزمون برآوردگرهای
بسیاری نویسندگان توسط نباشد، نرمال خطاها توزیع ͬ که حالت در انقباضͬ برآوردگرهای
͹صال و خان گرفت. نظر در چندمتغیره t را خطاها توزیع (١٩٩١) سینگ شده اند. بررسͬ
،١٩٩١) جایلز کرده اند. معرفͬ خانواده ها این در را مبدا از عرض پارامتر انقباضͬ برآورد (١٩٩٧)
و گرفتند نظر در خطا برای را متقارن کروی چندمتغیره توزیع های بزرگتر خانواده (١٩٩٢
(١٩٩۵) طباطبایی کردند. بررسͬ مختلف پذیره های گرفتن نظر در با را اولیه آزمون برآوردگر
مورد را آن ها مختلف ͬ های ویژگ و معرفͬ کامل به طور خانواده این در را انقباضͬ برآوردگرهای

است. داده قرار مطالعه
رگرسیونͬ مدل های در ریج و استاین ‐ جیمز انقباضͬ روش بر مروری به (١٩٩٨) گروبر
به کارگیری با اندازه گیری خطای با رگرسیونͬ مدل در را برآوردگرها (١٩٩٨) شالاب ͬ پردازد. م
بین مقایسه ای پیتمن، معیار اساس بر (٢٠٠١) شالاب ͬ بخشد. م بهبود انقباضͬ ΁تکنی
نباشد، نرمال خطاها توزیع ͬ که هنگام رگرسیونͬ مدل های در نوع‐استاین و  OLS برآوردگر

است. داده انجام



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ١۶
زیرفضای ΁ی گرفتن نظر در با را واریانس بهبودیافته برآوردگر (٢٠٠٩) طباطبایی و آرشͬ
در مونت کارلو روش کارگیری به با (٢٠١١) احمد و رحیم است. کرده محاسبه محدودشده
اولیه آزمون و استاین نوع مثبت جزء انقباضͬ برآوردگرهای کارایی شبیه سازی، مطالعه ΁ی
برآوردگرهای (٢٠١۴) هم΄اران و آرشͬ نموده اند. بررسͬ چندگانه خطͬ رگرسیون مدل در را
(٢٠١۵) تولومیس کرده اند. معرفͬ باشند، ͬ گون بیض خطاها توزیع ͬ که حالت در را لیو انقباضͬ
بعد رگرسیونͬ مدل های در را واریانس‐کوواریانس ماتریس استاین نوع ناپارامتری برآوردگر
معادلات دستگاه در را انقباضͬ برآوردگر (٢٠١۵) روزبه و آرشͬ داده اند. قرار مطالعه مورد بالا

کرده اند. معرفͬ رگرسیونͬ
ارائه چندگانه رگرسیونͬ مدل در را شده سانسور داده های انقباضͬ برآورد (٢٠٠١) احمد
هم΄اران و رحیم ،(٢٠١٢) هم΄اران و آرشͬ ،(٢٠١٢) رحیم ،(٢٠٠٧) هم΄اران و احمد است. کرده
جزئͬ خطͬ رگرسیون در را بهبودیافته برآوردگرهای (٢٠١۶ ،٢٠١٣) آرشͬ و روزبه ،(٢٠١٢)
رگرسیونͬ مدل در را انقباضͬ برآوردگرهای از کاربردی (٢٠١٢) نی΄ل و احمد نموده اند. بررسͬ
را ΁کلاسی رگرسیون ضرایب بردار برآورد مسئله (٢٠٠٣) احمد و خان داده اند. نشان غیرخطͬ
نظر در هستند، زیرفضا ΁ی به متعلق پارامترها ͬ کرد م بیان که پیشینͬ اطلاع گرفتن نظر در با
هم΄اران و آرشͬ کردند. مقایسه را بهبودیافته برآوردگرهای عددی و تئوری لحاظ از و گرفتند
قرار بررسͬ مورد را انقباضͬ برآوردگرهای ͬ گون، بیض توزیع های خانواده در (٢٠١۵ ،٢٠١٣)
روزبه نموده اند. ارائه را موج΁ ها انقباضͬ برآوردگرهای (٢٠١۴) آرشͬ و توره زاده دادند.
هم΄اران و عربی بلاغͬ است. کرده بررسͬ ناپارامتری مدل های در را برآوردگرها این (٢٠١۵)

است. نموده مطالعه رکوردی داده های را بهبودیافته برآوردگرهای (٢٠١۵)
بهبودیافته برآوردگرهای که است مرجعͬ کامل ترین (٢٠٠۶) ͹صال گفت ͬ توان م جرأت به
بررسͬ تصادفͬ غیر و تصادفͬ محدودیت های گرفتن نظر در با رگرسیونͬ مدل های برخͬ در را
t توزیع دارای خطاها ͬ که حالت در را برآوردگرها این (٢٠١۴) هم΄اران و ͹است. صال کرده
این از نیز (٢٠١۴) احمد نموده اند. تحلیل رگرسیونͬ مختلف مدل های در باشد، چندمتغیره
با چندگانه رگرسیون در پارامتر بردار برآورد برای جریمه شده برآورد روش کنار در تکنی΁ ها
در برآوردگرها، این ماهیت به توجه با است. گرفته بهره پواسون و نرمال توزیع دارای خطاهای
بسیاری مقاله های و پایان نامه ها و دارند گسترده ای کاربرد دی·ر علوم و آمار مختلف شاخه های

است. شده منتشر
متقارن توزیع های هم چنین و چندمتغیره t توزیع گرفتن نظر در با (١٩٩۵) طباطبایی
این (١٣٨٧) آرشͬ است. کرده بررسͬ را بهبودیافته برآوردگرهای خطا بردار برای کروی
ͬ گون بیض ͬ تر کل توزیع خانواده  دارای خطای بردار با رگرسیونͬ مدل های در را برآوردگرها
(٢٠١١) هم΄اران و آرشͬ ٢٠١٠)؛ ،٢٠٠٩) طباطبایی و آرشͬ راستا، این در است. نموده ارائه
در (١٣٩٣) بلاغͬ عربی جزئͬ، خطͬ مدل های در (١٣٩٠) روزبه ببینید. را (٢٠١٢) آرشͬ و
را انقباضͬ برآوردگرهای (١٣٩۶) فلاح کرده اند. معرفͬ را بهبودیافته برآوردگرهای رکوردها،

است. داده قرار بررسͬ مورد چندگانه خطͬ مدل های از برخͬ در
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جریمه شده برآوردگرهای ١ . ٣ . ١
تابع افزایش مقدار، این بزرگͬ باشد. بزرگ β پارامتر بردار مولفه های از ی΄ͬ است مم΄ن گاهͬ
احتمال و است، تابع این کردن کمینه هدف که آن جایی از و داشت خواهد دنبال به را زیان 
کمینه است؛ صفر تقریبا باشد، بزرگ پارامتر، مقدار اندازه به برآوردگر متناظر مولفه  اینکه
کردن برطرف در ͬ توان م که روش هایی از ی΄ͬ ͬ شود. م بیش برازشͬ به منجر زیان تابع کردن
جریمه شده رگرسیون ایده شود. جریمه پارامتر اصطلاح به که است این گرفت به کار مش΄ل این

ͬ گیرد. م سرچشمه اینجا از
شود. نگریسته آن به بهینه سازی دیدگاه از است بهتر جریمه شده، رهیافت بهتر درک برای

ب·یرید: نظر در را زیر بهینه سازی مسئله  کلͬ، حالت در
min
x∈X

f(x) s.t. g(x) ≥ g٠

از استفاده آن ها از ی΄ͬ که دارد وجود مختلفͬ روش های مقید، بهینه سازی مسائل حل برای
داده پیشنهادی ͅ های پاس به مسئله قیدهای از تخطͬ اجازه روش، این در است. جریمه تابع
قالب در جریمه این بپردازد. جریمه ای باید ͬ اش تخط میزان اساس بر ،ͺپاس هر اما ͬ شود م
مسائل در مثلا ͬ شود. م پیاده سازی هدف، مقدار در دستکاری با ͺپاس کیفیت کردن بدتر

ͬ شود. م ͺپاس شدن بدتر و هدف تابع مقدار افزایش باعث جریمه تابع کمینه سازی،
g(x) ≥ g٠ به صورت شرط اگر ͬ دهند. م نشان تخطͬ تابع معیار با را قید ΁ی از تخطͬ میزان

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت مطلق تخطͬ تابع صورت، این در باشد،

V {g(x) ≥ g٠} =


٠ g(x) ≥ g٠
g٠ − g(x) > ٠ g(x) < g٠

(١۵ . ١)

ͬ شود: م استفاده کاربردی مسائل در زیر صورت به نسبی تخطͬ تابع از معمولا اما

V {g(x) ≥ g٠} =


٠ g(x) ≥ g٠
١ − g(x)

g٠ > ٠ g(x) < g٠

ͬ شود م تعریف زیر هدف تابع لذا،
f(x) + λnP (V )

است. صعودی P (V ) و P (٠) = ٠ آن در که
صورت این در ،g٠ = ٠ کنید فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون ،(١۵ . ١) رابطه در

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت تخطͬ تابع

V {g(x) ≥ ٠} =


٠ g(x) ≥ ٠
−g(x) g(x) < ٠

.



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ١٨
بود: خواهد زیر به صورت هدف تابع ،P (V ) = V صعودی!) البته (و ثابت تابع برای

f(x)− λng(x).

باشد، مثبت g(x) اگر ،λn > ٠ آن جایی که از ͬ شود. م نامیده جریمه تابع λng(x) عبارت
ͬ  شود. م بدتر هدف تابع وضعیت ،g(x) < ٠ اگر و ͬ کند م ΁کم هدف تابع کاهش به −λng(x)
لاگرانژ، ضریب ͬ باشد. م لاگرانژ ضریب از متفاوت که است جریمه ضریب ،λ تنظیم ضریب
مقدار است. گرفته آن از را لاگرانژ ضریب ΁دینامی حالت جریمه، ضریب ولͬ است متغیر
در انسان ها، جزایی و حقوقͬ نظام مانند دقیقا شود. تعیین ظرافت با باید جریمه، ضریب
شود. انتخاب جرم و تخطͬ میزان با متناسب جریمه مقدار باید نیز مقید بهینه سازی دنیای
برای جریمه اگر مقابل، در ͬ شود. م جرم تکرار باعث باشد، مناسب مقدار از کمتر جریمه اگر
تمایل و ͬ شوند م بی تفاوت جریمه، مقابل در افراد شود، گرفته نظر در بالا بسیار جرمͬ نوع هر

شد. خواهد بیشتر کوچ΄تر، جرایم ارتکاب به
مسئله اصل از اوقات گاهͬ حتͬ و است برخوردار بسزایی اهمیت از جریمه، ضریب یافتن
اما ͬ کند م رفتار جریمه ضریب با لاگرانژ ضریب مشابه ،΁کلاسی روش های است. دشوارتر
به دستیابی برای است مم΄ن متفاوتͬ روش های بنابراین، نیست. اجرا قابل مسئله ای هر در
مرسوم که متقابل اعتبارسنجͬ روش به ͬ توان م چمله آن  از که شود پیشنهاد λn مناسب مقدار

کرد. اشاره ͬ باشد، م
رگرسیون در کلͬ حالت در ͬ شود. م نامیده منظم سازی روش  آمار، در بهینه سازی مسئله 

است زیر تابع کردن کمینه هدف جریمه شده، خطͬ
ϕ(β) = S(β) + λnP (β)

= (yn −Xnβ)
⊤(yn −Xnβ) + λnP (β). (١۶ . ١)

رگرسیون در خطا توان دوم تابع به که ͬ شود م استنباط ،(١۶ . ١) تابع ساختار در دقت با
شده سعͬ  پارامتر، کردن جریمه با ͽواق در است. شده اضافه P (β) جریمه عبارت معمولͬ،
رگرسیون روش به بنا و پارامترهاست از تابعͬ جریمه، عبارت این شود. کمینه خطا مقدار است

دارد. متفاوتͬ صورت های شده، جریمه
اینجا، در λn است. شده تعیین قبل از تنظیم کننده پارامتر نیز λn > ٠ حالت، این در
مسئله، این ͺپاس بنابراین، و ͬ دهد م انجام مدل پیچیدگͬ و پیش گویی خطای بین موازنه ای
نیز، آمار در تنظیم کننده پارامتر برای مناسب مقدار تعیین است. وابسته به شدت λ انتخاب به
بهینه سازی مسائل بین ارتباط درباره بیشتر جزییات برای است. چالش برانگیز مسئله  ΁ی
ببینید. را (٢٠٠۴) یائو و (٢٠٠۴) هم΄اران و وانگ رگرسیونͬ، روش های به ویژه و آمار با ریاضͬ
از حاصل برآوردگر حالت، هر در که شود گرفته نظر در ͬ تواند م متفاوتͬ جریمه های
معروفترین p∑از

j=١ β٢
j p∑و

j=١ |βj | جریمه های ͬ گیرد. م خود به خاصͬ نام (١۶ . ١) کمینه سازی
هستند. (L٢) اقلیدسͬ و (L١) مستطیلͬ نرم های اساس بر ترتیب به که هستند جریمه  توابع
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ریج برآوردگر
متغیرهای بودن هم خط ،Var(β̂U

) = σ٢C−١
n ،(١ . ١) خطͬ رگرسیون مدل در اینکه به توجه با

مقادیر از ͬ شود م باعث که دهد افزایش را رگرسیونͬ ضرایب برآوردهای واریانس ͬ تواند م کم΄ͬ
حساس خیلͬ مدل، در تغییرات کمترین به را برآوردها و گرفته فاصله β پارامتر واقعͬ و درست
است مم΄ن ضرایب از بعضͬ و هستند ناپایدار ضرایب برآوردهای حالت این در بنابراین، کند.
را ١ . ٣ . ١ مثال بهتر، درک برای باشند. داشته اشتباه علامت  و نباشند ͬ دار معن آماری نظر از

کنید. ملاحظه
متغیرهای آن در که بوده Y = β٠ +β١X١ +β٢X٢ + ε به صورت مدل کنید فرض .١ . ٣ . ١ مثال
استاندارد نرمال توزیع از عدد شدید، ٢٠ همبستگͬ ایجاد برای همبسته اند. به شدت Xو ٢ X١ 
که شده تولید انحراف  معیار ٠٫٠١ و Xمیانگین ١ با نرمال توزیع از عدد و ٢٠ Xمتغیر ١ عنوان به
پارامترهای بردار واقعͬ مقدار هم چنین ͬ آید. م به دست متغیر، ٠٫٩٩ دو این بین همبستگͬ
به صورت (٢٠٫٣٩−,٣٫٠٩,٢٢٫۶٠)  ضرایب برآورد ،OLS روش به باشد. (٣, ١, به صورت (١ β 
زیادی اختلاف پارامتر واقعͬ مقدار با برآوردها ͬ شود م ملاحظه که همان طور ͬ آید. م به دست
واقعͬ مقدار به ازای S(β) تابع مقدار است. Xو ٢ Xمتغیرهای ١ بودن همبسته به دلیل که دارند
ͬ شود. نم مشاهده زیادی اختلاف که است برابر ١٠٫٧٢ OLS برآوردگر به ازای و برابر ١٢٫٨۴ ،β 
OLS برآوردگر سوم و دوم مولفه های مجموع و β١ + β٢ = ͬ شود ٢ م مشاهده که همین طور
بسیار عدد β٢١ + β٢٢ = ١٢ + ١٢ = اما ٢ هستند. ΁نزدی هم به بسیار که است برابر ٢٫٢٢
این در موثر روش های از بنابراین است. (٢٢٫۶٠)٢ + (−٢٠٫٣٩)٢ = ٩٢۶٫۶٢٩٨ از کوچ΄تری
(١, بردار (١ شود. گرفته نظر در رابطه (١ . ١۶) در λ∑p

j=١ β٢
j جریمه  تابع که است این مسئله

علاقه مندی از به (٢٠٫٣٩−,٢٢٫۶٠) نسبت و ͬ شود م منجر را کمتری جریمه ،ͺپاس به عنوان
است. برخوردار بیشتری

کنارد و هورل است. جریمه شده برآوردگرهای کلاس عضو مشهورترین ریج، برآوردگر
بر جریمه شده برآوردگرهای دنیای به ورود دروازه که کردند معرفͬ را ریج برآوردگر (١٩٧٠)
بردن بین از برای که است روشͬ رایج ترین و بود. (١٩۶٣) تی΄ونوف منظم سازی روش اساس
هم خطͬ مسئله رگرسیون، این .(١٩٩٨ (گروبر، ͬ رود م به کار OLS برآوردگر هم خطͬ مش΄ل

ͬ کند: م حل زیر به  صورت β پارامتر جریمه کردن با را

β̂
Rdg

= argminβ

(yn −Xnβ)
⊤(yn −Xnβ) + λ

p∑
j=١

β٢
j


= argminβ

{
(yn −Xnβ)

⊤(yn −Xnβ) + λβ⊤β
}

= (X⊤
nXn + λIp)

−١X⊤
n yn

= (Cn + λIp)
−١X⊤

n yn (١ . ١٧)
است. ریج پارامتر یا تنظیم کننده پارامتر ،λ و Cn = X⊤

nXn آن در که
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ریج برآورد حالت، این در بود. خواهد متعامد طرح، ماتریس ،Cn = Ip ͬ که حالت در

ͬ آید: م به دست زیر به صورت
β̂
Rdg

=
١

١ + λ
β̂
Ols

نشان به خوبی را آن بودن انقباضͬ ماهیت یعنͬ جریمه شده رگرسیون اساسͬ ویژگͬ رابطه، این
غیرقطعͬ پیشین اطلاع انقباضͬ، روش های مشابه جریمه شده روش های در ،ͽواق در ͬ دهد. م
ضرایب مقدار که است ادعا این اساس بر جریمه شده روش های در اطلاع این دارد. وجود
رگرسیون در دارند. زیادی فاصله صفر از که هستند ضرایبی از قابل اعتمادتر صفر پیرامون
را صفر سمت به انقباض مقدار زیرا ͬ نامند م نیز انقباضͬ پارامتر را λ پارامتر ریج،  جریمه شده

ͬ کند. م کنترل
وارون پذیر X⊤

nXn آن گاه نباشد، (پررتبه) کامل رتبه Xn ماتریس اگر ،OLS برآورد در
ماتریس هر برای اما ندارد. وجود OLS برآوردگر برای ی΄تایی ͺپاس بنابراین، و بود نخواهد
برآوردگر برای ی΄تا ͺپاس نتیجه، در و است وارون پذیر همواره X⊤

nXn+λIp عبارت ،Xn دلخواه
MSE دارد که وجود λای همیشه ،β پارامتر دلخواه مقدار هر برای هم چنین دارد. وجود ریج
و باشد درست کاملا شده برازش مدل اگر دی·ر، به عبارت باشد. OLS برآوردگر MSE از کمتر آن
صفر، سمت به ضرایب کردن منقبض با همواره کند، پیروی دقیقا مشخصͬ توزیع از هم چنین

یافت. بهتری برآوردگر ͬ توان م
هم چنین، ͬ شود. م صفر به سمت برآوردها شدن منقبض به منجر ریج، جریمه به کاربردن
کاهش OLS برآوردگر با مقایسه در را برآورد واریانس اما است اریب برآوردگر ΁ی ریج، برآوردگر
ریج برآوردگر کرد بیان ͬ توان م داشت، خواهد دنبال به را MSE کاهش نهایت در که ͬ دهد م
ریج جریمه بردن به کار که است ذکر به لازم است. بهتری برآوردگر ،OLS برآوردگر با مقایسه در

ͬ کند. م ارائه را هموار برآورد ΁ی بل΄ه شود، صفر برآوردی هیچ ͬ شود نم باعث
 (٣٫٠٩, ١٫١٢, به صورت (١٫٠٨ را  β بردار  ،λ = دلخواه ١ مقدار به ازای ١ . ٣ . ١ مثال در ریج رهیافت

ͬ باشد. م ΁نزدی پارامتر واقعͬ مقادیر به که ͬ کند م برآورد
به است. شده بررسͬ متعددی نویسندگان توسط نرمال خطای توزیع با ریج برآوردگرهای
هم΄اران و حسن زاده بشتیان (٢٠٠٣)؛ کیبریا (١٩٩٨)؛ گروبر (١٩٩٢)؛ سارکار (١٩٨١)؛ گیبونز
رگرسیون کرد. اشاره ͬ توان م (٢٠١٣) هم΄اران و نجاریان (٢٠١٢)؛ هم΄اران و مونیز (٢٠١١b)؛
هم΄اران و هورل ͬ توان م که شده گرفته به کار آماری مختلف مدل های در گسترده ای به طور ریج
هم΄اران و مونیز ،(٢٠١٠) هم΄اران و منسون ،(٢٠٠۴) هم΄اران و طباطبایی ،(٢٠٠١) اینوآ ،(١٩٧۵)

نمود. مشاهده بیشتر جزئیات برای را (٢٠١٠) آکدنیز و تاباکان و (٢٠١٢)
بسزایی اهمیت از ریج) پارامتر اینجا، (در جریمه پارامتر انتخاب شد، اشاره که همان طور
(٢٠٠٣)؛ کیبریا به ͬ توان م که شده پیشنهاد مختلفͬ روش های راستا این در است. برخوردار

کرد. مراجعه (٢٠١۵) هم΄اران و کیبریا (٢٠١١)؛ کیبریا و ͹صال (٢٠٠٩)؛ کیبریا و مونیز
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لاسو برآوردگر
متغیرها همه  حضور به توجه با ولͬ ͬ دهد م نتیجه را پیش گویی بهبود ریج، رگرسیون چه اگر
متغیر با که متغیرهایی حضور دی·ر، طرف از نیست. ام΄ان پذیر به سادگͬ تفسیرپذیری آن، در
ͬ شود. م زیاد واریانس با برآوردگری به منجر برآورد، فرآیند در ندارند، ارتباطͬ مدل ΁ی در ͺپاس
توضیحͬ متغیرهای از زیرمجموعه ΁ی انتخاب مسئله، این حل برای بدیهͬ و ساده روشͬ
آن ها ͬ داری معن اساس بر ͬ تواند م متغیرها این انتخاب ͬ باشد. م مدل در تاثیرگذار و بااهمیت
‐Cp ،(١٩٧٨ (شوارتز، BIC ،(١٩٧٣ ،΁آکائی) AIC مانند اطلاع معیارهای از برخͬ یا مدل در
معیار ها این از استفاده هنگام در که بزرگͬ مش΄ل اما شود. انجام ... و (١٩٧٣ (مالوز، مالو
که شوند، گرفته نظر در باید که است متغیرها از زیرمجموعه هایی کل تعداد ͬ شود م مطرح
۴٠ از بیشتر متغیرهای تعداد برای محاسباتͬ نظر از و ͬ کند م رشد p افزایش با نمایی به طور
به عبارت آن هاست. بودن گسسته ویژگͬ روش ها، این دی·ر مش΄ل است. نشدنͬ تقریبا ،۵٠ یا
در دهد. نتیجه را متفاوتͬ کاملا برآوردهای ͬ تواند م داده ها، در کوچ΄ͬ بسیار تغییر دی·ر،
هستند. تغییرپذیر شدت به و ناپایدار اغلب زیرمجموعه، بهترین انتخاب روش های مجموع،

چه اگر است. جریمه شده رگرسیون از استفاده مسئله، این با رویارویی برای دی·ر، روش
کمتر واریانس با برآوردگرهایی به دستیابی به جریمه شده، رگرسیون در ریج، جریمه به کاربردن
ریج برآوردگر باشد، زیاد رگرسیونͬ ضرایب مقدار قدرمطلق وقتͬ اما ͬ کند م بسیاری ΁کم
بی اهمیت متغیرهای وجودی که با دی·ر، طرف از و ͬ کند م ایجاد صفر سمت به زیادی اریبی
تقسیرپذیری ͬ شود م باعث که دارند حضور مدل در هم چنان شده اند، منقبض صفر به سمت
متغیرها انتخاب برای جدید روشͬ (١٩٩۶) تیبشیرانͬ راستا، این در نشود. انجام به راحتͬ مدل
را آن نام و ͬ شود م (تفسیرپذیرتر) صرفه جو و پایا دقیق، مدل های به منجر که نمود پیشنهاد

نامید. لاسو
ͬ کند م پرتاب مشخصͬ هدف به سمت گاوچران ΁ی که ͬ شود م گفته طنابی حلقه به لاسو
لاسو، آماری دیدگاه از ͬ شود. م کوچ΄تر حلقه و کشیده طناب آن، به کردن اصابت از پس و
برآوردگر است. قدرمطلق جنس از کمینه کننده  و منقبض کننده انتخاب کننده، عمل·ر مخفف
اخیر سال های در ،L١ نرم تنکͬ ویژگͬ اساس بر که است OLS برآوردگر جریمه شده  نوع لاسو،
زیر بهینه سازی مسئله  حل از (١٩٩۶) تیبشیرانͬ لاسو برآوردگر است. گرفته قرار توجه مورد

ͬ آید: م به دست

β̂
Lso

n = min
β


n∑
i=١

(yi −
p∑
j=١

Xijβj)
٢
 s.t.

p∑
i=١

|βj | ≤ t, (١ . ١٨)

داشت نخواهد وجود مدل در متغیری آن گاه ،t = ٠ اگر است. ثابت مقدار ΁ی t آن در که
΁ی β̂

∗
= (β̂∗١ , . . . , β̂∗p)⊤ کنید فرض بود. خواهد کامل مدل، آن گاه ،t = ∞ اگر ͬ که حال در

،t >∑p
i=١ |β̂∗i | اگر ͬ گیرند. م نظر در β̂

Ols را برآوردگر این معمولا که است β برای اولیه برآوردگر
ͬ شود. م OLS برآوردگر به منجر لاسو روش
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با معادل (١ . ١٨) بهینه سازی مسئله آن گاه باشد، ٠ < t <

∑p
j=١ |β̂Ols

j | اگر

β̂
Lso

= argminβ

(yn −Xnβ)
⊤(yn −Xnβ) + λ

p∑
j=١

|βj |

 . (١ . ١٩)

در را صفر) پارامترهای (تعداد تنکͬ ͹سط و است تنظیم کننده پارامتر λ آن در که است،
.β̂Lso → o ،λ → ∞ وقتͬ و β̂

Lso → β̂
Ols ،λ → ٠ وقتͬ ͬ کند. م کنترل لاسو برآوردگر

صفر به سمت ضرایب از بیشتری تعداد شود، برده به کار بزرگتری جریمه  هرچه دی·ر، به عبارت
دارند. ی΄دی·ر با معکوس رابطه ای یا رفتار t و λ حقیقت در ͬ شوند. م منقبض

ͬ گویند. م نیز L١ جریمه شده  رگرسیون آن، جریمه  تابع ش΄ل خاطر به لاسو، رگرسیون به
کرده منقبض صفر سمت به را ضرایب لاسو، برآوردگر که ͬ شود م باعث جریمه تابع این انتخاب
متغیر انتخاب هم همزمان لاسو، برآوردگر ،ͽواق در نماید. حذف مدل از را اضافͬ متغیرهای و
ͬ دهد. م نشان خوبی به را ویژگͬ این ١ . ١ ش΄ل ͬ کند، م منقبض را ضرایب هم و ͬ دهد م انجام

محدودیت ناحیه  لاسو. رگرسیون (ب) و ریج رگرسیون (الف) در دوبعدی برآورد نمودار :١ . ١ ش΄ل
تراز ͬ های منحن ͬ ها، بیض است. β٢١ + β٢٢ = c ریج، رگرسیون در و |β١| + |β٢| = c جریمه) (تابع لاسو

هستند. دوم توان های کمترین برآورد خطای
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نداشته وجود لاسو برآوردگر برای صریحͬ جواب که ͬ شود م باعث قدرمطلق جریمه  تابع
بود. آورده به دست دوم درجه  برنامه ریزی طریق از را برآوردگر این (١٩٩۶) تیبشیرانͬ باشد.
زاویه کمترین رگرسیون به نام را گام به گام رگرسیون از دی·ری نوع (٢٠٠۴) هم΄اران و افرون
با آن محاسباتͬ هزینه  که ͬ دهد م نتیجه را لاسویی برآوردهای که نمودند معرفͬ (LAR)

است. برابر دوم توان های کمترین برآوردهای
روش های است. جریمه شده رگرسیون در مدل برازش از مهمͬ بخش جریمه پارامتر انتخاب
برآوردگر که است این اساس بر کاربردی روش های مهمترین اما دارد وجود مورد این در بسیاری
نیست منصفانه کند. پیش گویی را ͺپاس متغیر واقعͬ مقدار ͬ تواند م خوب چه قدر جریمه شده
برآورد برای داده  ها همان از دوباره و مدل برازش برای بار ΁ی شود، استفاده دوبار داده ها از

ͬ شود. م بیش برازشͬ به منجر کار، این پیش·ویی. دقت
مجموعه ΁ی از است. مجموعه دو به داده ها تقسیم بندی ͬ رسد، م به ذهن که ایده ای
مجموعه از و شده استفاده (β∗ (مثلا جریمه شده برآوردگر برازش برای آموزش) (مجموعه
مشاهدات است توانسته خوب چه قدر Xβ∗ کمیت اینکه محاسبه برای آزمون) (مجموعه دی·ر
آن ها بتوان که است زیاد آن قدر داده ها تعداد به ندرت اما کند. پیش گویی را دی·ر مجموعه
پارامتر انتخاب برای به تنهایی مجموعه ها از ΁ی هر که به طوری کرد تقسیم قسمت دو به را

ͬ شود. م پیشنهاد متقابل اعتبارسنجͬ روش رو، این از باشند. کافͬ جریمه
΁ی ͬ شود. م تقسیم زیرمجموعه K به تصادفͬ به طور داده  ها متقابل، اعتبارسنجͬ در
مجموعه  K − ١ ͬ گیرد، م خود به را آزمون مجموعه  نام که ͬ شود م گذاشته کنار زیرمجموعه
برازش مدل سپس ͬ گردد. م استفاده مدل برازش برای و نامیده آموزشͬ مجموعه  باقیمانده،
سرانجام، ͬ شود. م برده به کار آزمون داده  مجموعه  در ͺپاس متغیرهای پیش گویی به منظور شده
در پیش گویی مقادیر از شده مشاهده مقادیر انحراف  دوم توان میانگین با پیش گویی خطاهای

ͬ شود. م انتخاب K = ۵, ١٠, n معمولا ͬ آیند. م به دست آزمون داده  مجموعه 
مطلوب ویژگͬ سه با برآوردگری باید خوب جریمه تابع ΁ی که دادند نشان (٢٠٠١) لͬ و فن
،΁ُُـنـ ت که ͬ دهد م نتیجه را برآوردگرهایی L١ جریمه  دهد. نتیجه را پیوستگͬ و تـُنـُ΄ͬ نااریبی،
΁کوچ رگرسیونͬ ضرایب به که انقباضͬ اندازه  زیرا هستند اریب و پیوسته داده ها به نسبت
L٢ جریمه خصوص در مورد این است ذکر به (لازم است ی΄سان ͬ دهد، م اختصاص بزرگ و
n و توضیحͬ متغیر p با خطͬ رگرسیونͬ مدل ΁ی برای لاسو هم چنین، نیست). صادق
(n از (بیشتر بیشتری متغیرهای اگر بنابراین و ͬ کند م انتخاب متغیر n حداکثر مشاهده،
اثر که متغیرهایی ͬ تواند نم لاسو، ͬ شوند. نم انتخاب لاسو توسط باشند، ͬ دار معن مدل در
هم خط داده های برای ͬ کند. م حذف مدل از را آن و دهد تشخیص را دارند کمͬ ͬ داری معن
را آن  ها از ی΄ͬ تنها دارند، شدیدی وابستگͬ که متغیرهایی گروه بین در زیرا نیست مناسب
کارآیی باشد، داشته وجود توضیحͬ متغیرهای بین بالایی همبستگͬ اگر ͬ کند. م انتخاب
خاصیت که است این لاسو عیب بزرگترین نیست. ریج برآوردگر خوبی به لاسو پیش گویی

ندارد. را پیش گویی



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ٢۴
تنها درست مدل حالت، این در .|A| = p٠ < p به طوری که A = {j : βj ̸= ٠} کنید فرض
δ روش از که برآوردگری هم چنین است. وابسته متغیر) (p٠تا متغیرها از زیرمجموعه ای به
δ ͬ شود م گفته (٢٠٠١) لͬ و فن اساس بر ب·یرید. نظر در β̂(δ) به صورت را ͬ آید م به دست

باشد: زیر خواص دارای مجانبی به طور β̂(δ) اگر دارد پیش گویی خاصیت
مشخص طوری را {j : β̂j ̸= ٠} مجموعه به عبارتͬ، کند مشخص را درست مدل زیر (١)

.{j : β̂j ̸= ٠} = A که کند
به عبارتͬ، باشد بهینه برآورد نرخ دارای (٢)

√
n(β̂A(δ)− βA)

D→ N (o,Σ∗)

است. درست زیرمدل کوورایانس ماتریس Σ∗ آن در که
(aLASSO) تطبیقͬ لاسوی و ندارد پیش گویی خاصیت لاسو، برآوردگر که داد نشان (٢٠٠۶) ژو

کرد: معرفͬ زیر به صورت لاسو جریمه تصحیح با را

β̂
aLso

= argminβ

(y −Xβ)⊤(y −Xβ) + λ

p∑
j=١

ŵj |βj |

 , (١ . ٢٠)

ثابتͬ مقدار γ > ٠ برای ŵ = ١/|β̂∗|γ هم چنین و بوده وزن بردار ŵ = (ŵ١, . . . , ŵp)⊤ آن در که
١/|β̂∗|γ از منظور و است لاسو یا OLS مانند β پارامتر برای سازگار √

n برآوردگر هر β̂
∗ است.

است. β̂∗ ام i مولفه β̂
∗
i و بوده ١/|β̂∗

i |γ آن iام مولفه که است مولفه p با برداری
دارای لاسو برآوردگر خلاف بر که است این تطبیقͬ لاسوی برآوردگر مهم مزیت های از ی΄ͬ

.(٢٠٠۶ (ژو، است. پیش گویی خاصیت

جریمه شده و انقباضͬ روش های ترکیب ١ . ٣ . ٢
به صورت را (١ . ١٧) رابطه  ͬ توان م

β̂
Rdg

= β̂
U
(λ) = (X⊤

nXn + λIp)
−١X⊤

n yn

=
[
Ip + λ(X⊤

nXn)
−١−[١

β̂
Ols

= Rn(λ)β̂
Ols
. (١ . ٢١)

ریج عامل Rn(λ) پیش تعیین شده  از ضریب .Rn(λ) = [Ip + λC−١
n ]−١ آن در که کرد بازنویسͬ

ͬ کند. م تبدیل ریج برآوردگر به را OLS برآوردگر که ͬ شود م نامیده
است،  گرفته قرار مطالعه مورد بسیار (١ . ٢١) در شده ارائه صورت با ریج برآوردگرهای
٢٠٠۴)؛ ،٢٠٠٣) ͹صال و کیبریا (٢٠٠١)؛ اینوآ (١٩٩٨)؛ گروبر (١٩٨١)؛ گیبونز به ͬ توان م
و (٢٠١٣) هم΄اران و نجاریان (١٩٩٢)؛ سارکار (١٩٩٣)؛ کیبریا و ͹صال (١٩٩٩)؛ مالتهوس

کرد. اشاره (٢٠١۵) روزبه
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،(١ . ٢١) طبق بر .β̂Rdg → o ،λ → ∞ ͬ که هنگام و β̂
Rdg → β̂

Ols ،λ → ٠ وقتͬ
ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت ریج رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای

β̂
R
(λ) = Rn(λ)β̂

R

β̂
PT

(λ) = Rn(λ)β̂
PT

β̂
S
(λ) = Rn(λ)β̂

S

β̂
S+

(λ) = Rn(λ)β̂
S+

(٢٠١١)؛ هم΄اران و روزبه (٢٠٠٩)؛ کیبریا و مونیز (٢٠٠٢)؛ آکدنیز (١٩٩٣)؛ کیبریا و ͹صال
(٢٠١۴) هم΄اران و آرشͬ و (٢٠١۴) کیبریا و آلهیتͬ (٢٠١١a)؛ هم΄اران و حسن زاده بشتیان
به دست Hβ = h محدودیت گرفتن نظر در با ریج مختلف مدل های در را برآوردگرها این

آورده اند.
سایر بر ریج برآوردگر بر علاوه ͬ توان م را جریمه شده با انقباضͬ روش های ترکیب ΁تکنی

برد. به کار (فصل  ٣) لاسو قبیل از جریمه شده برآوردگرهای

استوار رگرسیون مدل ۴ . ١
(١ . ١) خطͬ مدل تحت متغیر p برای مشاهده، n از استفاده با OLS رگرسیون وقتͬ معمولا
مم΄ن واقعیت در ͬ که حال در است نرمال خطاها توزیع ͬ شود م فرض ͬ شود، م گرفته نظر در
نرمال توزیع از استفاده نامناسب نتایج به بار اولین برای (١٩۵۶) فیشر نباشد. چنین این است
راستا این در و کرده اشاره آماری خطͬ مدل های از بعضͬ در تصادفͬ خطای توزیع عنوان به

.(٢٠١۴ هم΄اران، و ͹صال) کرد ارائه را t توزیع دارای خطاهای با رگرسیون
متغیرها بین روابط و اقتصادی عوامل رفتار توضیح برای اقتصاد زمینه  در زیادی نظریه های
ولͬ باشند، صحیح منطقͬ نظر از و جذاب نظری به صورت است مم΄ن که ͬ شود م بیان
کنند. پشتیبانͬ را آن ها واقعͬ داده های اینکه م·ر شوند ارائه کاربردی به صورت ͬ توانند نم
مسائل بررسͬ و اقتصادی متغیرهای بین روابط تحلیل برای رگرسیونͬ مدل های از معمولا
اقتصادی پیچیده  مدل های و رفتارها مطالعه  در امروزه ͬ شود. م استفاده بسیار آن به مربوط
به نرمال توزیع از استفاده که رسیده اند نتیجه این به فرین، و پرت داده های وجود دلیل به
مسائل تایید و تفسیر در مدل ناتوانͬ و استواری کاهش باعث تصادفͬ، خطای مدل عنوان
بر کرده اند. حرکت استوار رگرسیونͬ روش های بردن کار به سمت به لذا ͬ شود. م شده مطرح
پذیره  هایی از ΁کوچ تغییرات به حساسیت عدم معنای به  استواری ،(١٩٨١) هوبر نظر اساس

شود. اعمال داده ها مدل روی بر ͬ تواند م که است
شیوه ای به «استوار» رگرسیونͬ شیوه ΁ی کلͬ طور به اما نیست، دقیق «استوار» اصطلاح
بل΄ه شود انجام خوب نیست، نرمال خطاها توزیع که زمانͬ در اینکه بر علاوه که دارد اشاره



چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل در جریمه شده و انقباضͬ برآوردگرهای ٢۶
نداشته چندانͬ تغییر و نبوده حساس نیز بودن نرمال فرض از ΁کوچ انحراف های به نسبت

باشد.
ͬ کند م تعیین ی΄سان وزن مشاهده هر برای پارامترها برآورد آوردن به دست برای OLS روش
در دهند. اختصاص نابرابر وزن های مشاهدات به هستند قادر استوار روش های ͬ که حال در
ͬ کنند. م دریافت کمتری وزن های ͬ کنند، م تولید بزرگͬ مانده های که مشاهداتͬ روش ها، این
گرفتن نظر در به هم چنین و بیشتری محاسبات OLS روش به نسبت استوار رگرسیون روش های

دارند. نیاز بزرگ مانده های با مشاهدات به کم وزن اختصاص مورد در فرض ها برخͬ
روش های مقایسه برای ΁کلاسی و مهم معیار دو (BP) فروریزش نقطه و کارایی معیارهای
کارایی اندازه گیری به منظور کارایی معیار .(١٩٨٣ هوبر، و (دونوهو ͬ باشد م استوار مختلف
داده  و باشد نرمال دقیقا خطا توزیع ͬ که هنگام ،OLS برآورد به نسبت استوار برآوردهای نسبی

ͬ شود. م به کار باشد، نداشته وجود داده ها بین در پرت
΁ی T (z) اگر .zi = (x⊤

i , yi) آن در که ب·یرید نظر در را z = (z١, . . . , zn) دلخواه نمونه
z داده های اولیه مجموعه از داده m که باشد دست کاری شده ای نمونه  z′ و β پارامتر برآورد
نمونه فروریزش نقطه صورت،  این در باشد، شده جای·زین پرت) (داده های آلوده داده های با

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت (١٩٨٣) هوبر و دونوهو اساس بر متناهͬ
BP(z, T ) = min١≤m≤n

{
m

n
: sup

z′

∥∥T (z′)− T (z)
∥∥ = ∞

}
,

به [nm] مقادیر اگر که است برآورد در پرت داده های از تا m سهم کوچ΄ترین دی·ر، به عبارت
،x١ متناهͬ میانگین مثال، برای شود. بی نهایت برآوردگر آن گاه کند، میل بی نهایت سمت

شود: نوشته زیر به صورت نمونه در مشاهده ΁ی فقط از تابع ΁ی اساس بر ͬ تواند م xn ،. . .
x̄n =

١
n

n∑
i=١

xi =
١
n

 n∑
i=١

xi + xn

 =
n− ١
n

x̄n−١ +
١
n
xn

داده ها، سایر مقدار از صرف نظر ͬ تواند م x̄n آن گاه باشد، بزرگ کافͬ به اندازه xn اگر بنابراین و
کند. میل بی نهایت به و شود بزرگ

داده ها بین در را بد مقادیر ۵٠٪ تا ͬ تواند م جامعه، میانه ΁ی برآوردگر به عنوان نمونه، میانه
یوهای و روسیو باشد. ۵٠٪ از بیشتر ͬ تواند نم فروریزش، کلͬ، نقطه حالت در کند. تحمل
ͬ که هنگام و دارند ١/n برابر فروریزش نقطه مقدار OLS برآوردهای که دادند نشان (١٩٨۴)
مشاهده ها در نامتعارف داده ΁ی بنابراین، ͬ کند. م میل صفر سمت به شود، بزرگتر نمونه حجم

باشد. داشته OLS برآورد روی زیادی تاثیر ͬ تواند م
یا فروریزش نقطه بیشترین یا کارایی بالاترین به دست یابی برای زیادی استوار روش های

نمود: اشاره زیر برآوردگرهای به ͬ توان م که است شده پیشنهاد دو هر
نقطه مقدار و هستند استوار آماری، نظر از اغلب (١٩٨۵ ،١٩٨۴ (روسیو، برآوردگرها ‐L

اوقات، گاهͬ اما نیست برآوردگرها سایر به اندازه برآوردگرها، این کارایی دارند. بالایی فروریزش
دارند.  بالایی نسبتا کارایی
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نقاط به اما هستند استوار y راستای در پرت مشاهده های به (١٩٨١ (هوبر، برآوردگرها ‐M

است. ١/n M‐برآوردگر، ΁ی فروریزش نقطه هستند. حساس x در اهرمͬ
کمینه را مرتب شده باقیمانده های امتیازهای مجموع که (١٩٧٢ (جی΄ل، R‐برآوردگرها

است. کمͬ مقدار OLS برآوردگر مشابه آن، فروریزش نقطه اما دارد بالایی کارایی نسبتا ͬ کند، م
دوم توان های کمترین ،(١٩٨٢ (سیجل، ،(LMS) توان دوم میانه کمترین برآوردگرهای
میانه به ترتیب که (١٩٨۴ یوهای، و (روسیو برآوردگرها ‐S و (١٩٨۵ (روسیو، (LTS) پیراسته
فروریزش نقطه ͬ کنند، م کمینه را باقیمانده ها واریانس و دوم توان  پیراسته مجموع دوم، توان

دارند. کمͬ کارایی اما بالایی
‐S با مشابه فروریزشͬ نقطه مقدار (١٩٩۴ هم΄اران، و (کروس تعمیم یافته S برآوردهای

است. شده بیشتر کمͬ آن کارایی ولͬ دارد برآوردگرها
دست بالایی کارایی و فروریزش نقطه به همزمان ͬ تواند م (١٩٨٧ (یوهای، MM‐برآوردها

یابد.
(١٩٧۵ هم΄اران، و (هنسچین شواپی و (١٩٧۵ (مالوز، مالوز M‐تعمیم یافته برآوردگرهای
نشان را «بد» یا «خوب» اهرمͬ نقاط ͬ توانند نم اما ͬ دهند م کاهش را xها در اهرمͬ نقاط وزن
تعداد ͬ که هنگام برآوردگر دو هر این، بر علاوه ͬ شوند. م کارایی کاهش به منجر بنابراین  دهند،

دارند. بالایی فروریزش نقطه مقدار باشد، زیاد توضیحͬ متغیرهای
مش΄ل (١٩٩٣ هرماتزبرگر، و (کواکلͬ مرحله ای ΁ی شواپی M‐تعمیم یافته برآوردهای
آن ها ͬ شود. م محاسبه مرحله ΁ی در و ͬ کند م حل را شواپی M‐تعمیم یافته برآوردهای
جدیدی کلاس (٢٠٠٢) یوهای و گروینͬ اخیرا دارند. بالایی کارایی و فروریزش نقطه مقدار
توان های کمترین برآوردگر که بالایی فروریزش نقطه مقدار و کارایی با استوار برآوردهای از را

کردند.  معرفͬ است شده نامیده استوار و کارا موزون دوم
م΁ گین و هرماتزپرگر و (١٣٨٠) ربیعͬ در ͬ توان م را استوار برآوردگرهای درباره بیشتر جزئیات

کرد. مشاهده (٢٠١٧) یائو و یو (٢٠١۴)؛ هم΄اران و ساسانتͬ (١٩٩٨)؛





٢ فصل
ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای

هم خطͬ داده ها در ͬ که زمان بهبودیافته برآوردگرهای به دستیابی برای انقباضͬ روش های فصل، این در
ͬ های ویژگ معرفͬ، برآوردگرها رگرسیونͬ، افرازشده و کامل مدل های در دارد، وجود همزمان به طور پرت داده و
هم΄اران و نوروزی راد مقاله های فصل، این از شده اند. تحلیل واقعͬ مثال و شبیه سازی مطالعه ΁ی در و بررسͬ آن  ها

است. شده نتیجه (٢٠١۵) نوروزی راد و آرشͬ و (٢٠١٧b) آرشͬ و نوروزی راد ،(٢٠١٧b)

مقدمه ٢ . ١
پایه گذاری (١٩۶٨ ،١٩۶۴) هوبر توسط م΄انͬ مدل های برای بار اولین ،M برآوردگرهای خانواده
،OLS برآورد در دادند. تعمیم رگرسیونͬ مدل های به  (١٩٧٣) هوبر و (١٩۶٨) رلز سپس شدند.
کمترین روش به برآوردها شود. n∑کمینه

i=١ ε٢
i که ͬ شوند م برآورد طوری β رگرسیونͬ ضرایب

اصلͬ مزیت گردد. کمینه ∑n
i=١ |εi| که ͬ شوند م انتخاب طوری (LAD) انحراف ها قدرمطلق

ͺپاس متغیر در پرت داده های به نسبت که است این OLS برآوردهای به نسبت LAD برآوردهای
است مم΄ن OLS برآوردهای ندارد، وجود پرت داده  ͬ که هنگام این، وجود با نیستند. حساس
کرد تعریف طوری را ρ(ε) تابع و کرده ترکیب را روش دو این مزایای ͬ توان م باشند. دقیق تر
دارد، فاصله صفر از خیلͬ ε که نقاطͬ و ε٢ با برابر است، صفر تقریبا ε مقدار که نقاطͬ در که
ͬ شوند م برآورد به گونه ای رگرسیونͬ ضرایب ،M برآورد در باشد. (|ε| مشابه حداقل (یا |ε| برابر
با ترتیب به M برآورد از خاصͬ حالت ،LAD و OLS برآوردهای گردد. کمینه ∑n

i=١ ρ(εi) که
هستند. ρ(ε) = |ε| و ρ(ε) = ε٢

٢٩



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٣٠
ͬ شود م نامیده ρ‐تابع ΁ی ρ(·) مقدار حقیقͬ تابع (٢٠٠۶) هم΄اران و مارونا اساس بر
،٠ ≤ u ≤ v به ازای (٣) ،ρ(−u) = ρ(u) (٢) ،ρ(٠) = ٠ (١) صدق کند:  زیر شرایط در که
آن گاه ،٠ ≤ u ≤ v و ρ(u) ≤ supu ρ(u) اگر (۵) است.  پیوسته تابع ΁ی ρ (۴) ، ρ(u) ≤ ρ(v)

.(supu ρ(u) = ١ آن گاه باشد کران دار ρ (اگر ρ(u) < ρ(v)

ͬ شود: م کمینه آن به ازای زیر عبارت که است βای مقدار β̂ برآوردگر
n∑
i=١

ρ(εi) =

n∑
i=١

ρ(yi − x⊤
i β)

دی·ر، عبارت به
ψ(yi − x⊤

i β̂) =
∂

∂β
[ρ(yi − x⊤

i β)]

∣∣∣∣
β=β̂

= ٠.
ͬ شوند، م داده نشان −xiψ(yi − xiβ) به صورت جزئͬ مشتقات بردار مولفه های آن جایی که از

آورد: به دست زیر معادله حل از را β̂ ͬ توان م

Mn(b) = (M١(b), . . . ,Mp(b))
⊤ =

n∑
i=١

xiψ(yi − xib) = ٠, b ∈ Rp

باشد. پیوسته و چوله‐متقارن غیرنزولͬ، ψ(·) تابع (١) ͬ کند: م صدق زیر شرایط در ψ تابع
(٣) ،ψ(u) = ψ(d) sgn(u) ،|u| ≥ d ازای به که دارد وجود d متناهͬ مثبت ثابت عدد ΁ی (٢)

است. غیرثابت [−d, d] بازه روی ψ(·)
مقیاس، آماره ΁ی ΁کم به را آن باید شود، مقیاس هم پایای ،M برآوردگر اینکه برای

عبارت ∑n
i=١ ρ(yi − x⊤

i β) کردن کمینه به جای ،ͽواق در کرد. استودنت سازی
n∑
i=١

ρ

(
εi
sn

)
=

n∑
i=١

ρ

(
yi − x⊤

i β

sn

)

به صورت آماره ای ͬ تواند م sn مثال، به عنوان .sn = sn(y) آن در که کرد کمینه را
sM =

MAD
٠٫۶٧۴۵ =

median|ε− median(ε)|
٠٫۶٧۴۵

است. میانه شان از انحراف ها قدرمطلق میانه ،MAD آن در که باشد،
کرد: حل را زیر غیرخطͬ معادله های p ͬ توان م مشابه به طور

Mn(b) = (M١(b), . . . ,Mp(b))
⊤ =

n∑
i=١

xiψ

(
yi − x⊤

i b

sM

)
= o. (٢ . ١)

(١٩٨۶) هم΄اران و همپل و (١٩٨١) هوبر در ͬ توان م را M برآوردگرهای از دقیق تری بررسͬ
پرت داده های که صورتͬ در M برآوردگر که کرده اند اشاره محققین از برخͬ نمود. ملاحظه
است OLS برآوردگر برای بهتری جای·زین باشد، داشته وجود ͺپاس متغیر راستای در به خصوص
بهتر متغیرها بین در هم خطͬ وجود صورت در معمولͬ ریج برآوردگر و (١٩٩٣ داگ، و (برای΄س



٣١ مسئله نوآوری
در روش ها این وجود، این با .(١٩٧۵ هم΄اران، و هورل ١٩٧٠؛ کنارد، و (هورل ͬ کند م رفتار
نادرستͬ نتایج به منجر باشد، داشته وجود پرت داده  و هم خطͬ همزمان داده ها در که صورتͬ

.(٢٠١١ کشید، و (جادهاو ͬ شوند م
ͬ شود. م پرت داده  ظهور باعث خطاها توزیع بودن غیرنرمال و متغیرها در هم خطͬ وجود

(١٩٨۴)؛ مارش و لارنس (١٩٨١)؛ آس΄ین و مونت گمری (١٩٨٠)؛ مونت گمری و آس΄ین
استوار ریج برآوردگرهای (٢٠١۴) کشید و جادهاو (١٩٩١)؛ سیلواپول (١٩٨۵)؛ دایلمن و فافنبرگر

ͬ دهند. م نشان کمتری حساسیت پرت داده های به نسبت که دادند پیشنهاد را

مسئله نوآوری ٢ . ٢
علاقه مندیم و باشد داشته وجود ،β پارامتر درباره نیز NSI یا UPI رگرسیونͬ، مدل در کنید فرض
رگرسیونͬ مدل در متخصص) ΁ی (ادعای اطلاعات این ببخشیم. بهبود را برآورد آن ها وسیله به

محدودیت به صورت ͬ تواند م (١ . ١)
Ho : Hβ = h (٢ . ٢)

از q × ١ بردار h و q سطری کامل رتبه با q × p معلوم ماتریس H آن در که شود بیان β روی
ثابت هاست.

از تایی p بردار h و H = Ip کنید فرض ،(٢ . ٢) محدودیت از خاص حالت ΁ی عنوان به
محدودیت صورت، این در باشد، صفرها

Ho : β = o. (٢ . ٣)
ͬ آید. م به دست

ͬ که حالت در بهبودیافته برآوردگرهای ادامه، در ͬ نامند. م کامل مدل را (١ . ١) رگرسیونͬ مدل
در نیز غیرنمونه ای اطلاعات و است غیرنرمال خطاها توزیع دارد، وجود هم خطͬ داده ها در

است. گرفته قرار بررسͬ مورد آنها کارایی و شده اند معرفͬ باشند، دسترس

کامل مدل ٢ . ٣
از (UME) M محدودنشده برآوردگر را آن ندارد، بستگͬ UPI به ،M برآوردگر که آن جا از

است. زیر معادله جواب نامیده، β پارامترهای
Mn(b) = (M١(b), . . . ,Mp(b))

⊤ =
n∑
i=١

xiψ

(
yi − x⊤

i b

sM

)
= o, (۴ . ٢)

داده نشان β̂rM نماد با و نامیده (RME) M محدودشده برآوردگر ،(٢ . ٣) محدودیت  تحت
.β̂rM

= o که است بدیهͬ ͬ شود. م



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٣٢
ب·یرید نظر در را زیر نظم شرایط ،M انقباضͬ برآوردگرهای تعریف منظور به

است. مثبت معین ماتریس C که limn→∞Cn = C آن گاه ،Cn = n−١X⊤
nXn اگر (١)

.max١≤i≤n
{
x⊤
i C

−١
n xi

}
= o(n) (٢)

،n→ ∞ وقتͬ دادند نشان (١٩٨٩) شیرایشͬ و ͹صال
√
n(β̂

uM − β)
D→ Np(o, η

٢C−١), (۵ . ٢)
و η٢ = γ−٢σ٢

ψ آن در که
γ =

∫ +∞

−∞
ψ(x)

{
−f

′(x)

f(x)

}
dF (x)

σ٢
ψ =

∫ ∞

−∞
ψ٢(x) dF (x).

آزمون آماره  به Ho فرضیه  برای ،(PTME) M اولیه آزمون برآوردگر پیشنهاد منظور به
LM
n =

M⊤
n (o)C

−١
n Mn(o)

A٢
n

, (۶ . ٢)

دارای مجانبی به طور LM
n آزمون آماره .A٢

n =
∑n

i=١ ψ٢(yi − xiβ̂
rM

)/n آن در که است نیاز
.(١٩٨٩ شیرایشͬ، و ͹صال) است آزادی درجه  p با χ٢ توزیع

Ho رد یا پذیرش حسب بر β̂
rM یا β̂

uM از ی΄ͬ نظرگرفتن در با M اولیه  آزمون برآوردگر
به صورت و ͬ دهند م نشان β̂ptM نماد با را آن ͬ شود. م تعریف LM

n براساس
β̂
ptM

= β̂
uM − β̂

uM
I(LM

n ≤ χ٢
p,α) = I(LM

n > χ٢
p,α)β̂

uM
. (٢ . ٧)

به صورت β پارامتر (SME) M استاین نوع انقباضͬ برآوردگر ͬ شود. م تعریف
β̂
sM

= β̂
uM − c[LM

n ]−١β̂uM
=
(١ − c[LM

n ]−١) β̂uM (٢ . ٨)
ͬ شود. م گرفته نظر در p− ٢ با برابر معمولا و است انقباضͬ ثابت c که ͬ شود م تعریف

برآوردگر ͬ یابد. م بهبود آن مثبت جزء با (٢ . ٨) رابطه  در M استاین نوع انقباضͬ برآوردگر
به صورت (PRSME) M استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء

β̂
sM+

= β̂
sM − β̂

sM
(١ − c[LM

n ]−١) I(LM
n ≤ c)

=
(١ − c[LM

n ]−١) I(LM
n > c)β̂

sM
. (٢ . ٩)

ͬ شود. م تعریف
داده ها در که ͬ روند م به کار زمانͬ (٢ . ٩) ‐ (٢ . ٧) رابطه های در M بهبودیافته برآوردگرهای
را برآوردگرها این باید باشد، داشته وجود هم خطͬ اگر ͬ که حال در ندارد. وجود هم خطͬ
را M محدودنشده/شده برآوردگر که است این پیشنهادی تصحیح استراتژی کرد. تصحیح

نمود. جای·ذاری M ریج برآوردگر با ͬ توان م



٣٣ کامل مدل

که ͬ شود م تعریف (Ip + λ(n−١Cn)
−١) به صورت Rn(λ) ریج ماتریس ابتدا در

lim
n→∞

Rn(λ) = lim
n→∞

(
Ip + λ(n−١Cn)

−١−(١
=
(
Ip + λC−١−(١

= R(λ) (٢ . ١٠)
صورت به β پارامتر (URME) ریج M محدودنشده برآوردگر
β̂
uM

(λ) = Rn(λ)β̂
uM
. (٢ . ١١)

به توجه با است. β̂rM
(λ) = o با برابر (RRME) محدودشده ریج M برآوردگر ͬ شود. م تعریف

ریج M استاین نوع انقباضͬ ،(PTRME) ریج M اولیه  آزمون برآوردگر فوق، تصحیح استراتژی
به صورت های به ترتیب (PRSRME) ریج M استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء و (SRME)

β̂
ptM

(λ) = Rn(λ)β̂
ptM

= I(LM
n > χ٢

p,α)β̂
uM

(λ), (٢ . ١٢)
β̂
sM

(λ) = Rn(λ)β̂
sM

= (١ − c[LM
n ]−١)β̂uM

(λ), (٢ . ١٣)
β̂
sM+

(λ) = Rn(λ)β̂
sM+

= (١ − c[LM
n ]−١)I(LM

n > c)β̂
uM

(λ). (١۴ . ٢)
ͬ شوند. م تعریف

برآوردگرها ویژگͬ ٢ . ٣ . ١
که شود گرفته نظر در ثابت) مقابل (فرضیه  Hβ = h+ δ به صورت ͬ تواند م Ho مقابل فرضیه  
برآوردگر ΁ی β̂∗ اگر فرضیه، این برقراری تحت است. ثابت بردار ΁ی δ = (δ١, . . . , δq)⊤ آن در
،n→ ∞ ͬ که هنگام √

n(β̂
∗ −β) مجانبی توزیع باشد، پیشنهادی برآوردگرهای بین از دلخواه

ͬ که هنگام حالت این در بنابراین، .(٢٠٠۶ ،͹صال) بود خواهد برابر √
n(β̂

Ols − β) توزیع با
در که ͬ رسد م ذهن به ایده این بود. خواهد بی معنͬ برآوردگرها مقایسه  است زیاد نمونه حجم

گرفت. نظر در ثابت مقابل فرضیه  ΁ی نباید مجانبی، حالت
برآوردگر با معادل بهبودیافته برآوردگرهای مجانبی توزیع های ثابت، مقابل فرضیه  تحت
مقابل فرضیه  گرفتن درنظر با نتیجه، ΁ی به عنوان .(٢٠٠۶ ،͹صال) است M ریج محدودنشده 
بنابراین، شد. قائل برآوردگر سه مخاطره  و اریبی ͬ های ویژگ بین تفاوتͬ ͬ توان نم ثابت،

ͬ شوند: م گرفته نظر در زیر به صورت موضعͬ مقابل فرضیه های مجموعه
K(n) : β = n−

١٢δ, δ = (δ١, . . . , δp)⊤ ̸= o.

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت تجمعͬ توزیع تابع ،β از β̂∗ دلخواه برآوردگر برای
G∗(x) = lim

n→∞
P
(√

n(β̂
∗ − β) ≤ x|K(n)

)
, x ∈ Rp, (١۵ . ٢)

زیر به صورت را مجانبی اریبی دوم توان و اریبی است. غیرتباهیده G∗ ͬ شود م فرض آن در که
ͬ کنیم م محاسبه

ADB(β̂∗
n) = lim

n→∞
E
[√

n(β̂
∗
n − β)

]
=

∫
xdG∗(x), (١۶ . ٢)

ADQB(β̂∗
n) = [ADB(β̂∗

n)]
⊤ADB(β̂∗

n). (٢ . ١٧)



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٣۴
به صورت β̂∗ مجانبی مخاطره  ،(β̂∗ − β)⊤(β̂

∗ − β) خطای دوم توان زیان تابع با بنابراین،
ADR(β̂∗

n) = lim
n→∞

E
[
n(β̂

∗
n − β)⊤(β̂

∗
n − β)

]
= tr {Γ∗} , (٢ . ١٨)

به صورت واریانس‐کوواریانس ماتریس Γ∗ ماتریس آن در که ͬ شود م تعریف
Γ∗ =

∫
xnx

⊤
n dG(xn) = lim

n→∞
E
[
n(β̂

∗ − β)(β̂
∗ − β)⊤

]
است.

بر در را پیشنهادی برآوردگرهای همه  که برآوردگرها از ش΄لͬ محاسبات، در سادگͬ برای
به صورت ͬ گیرد م

β̂
∗M

= β̂
uM − g(LM

n )β̂
uM
. (٢ . ١٩)

ͬ شود. م تعریف
است. UME ،β̂∗M

= β̂
uM آن گاه ،g(LM

n ) = ٠ اگر (الف)
است. RME ،β̂∗M

= o = β̂
rM آن گاه ،g(LM

n ) = ١ اگر (ب)
است. PTME ،β̂∗M

= β̂
ptM آن گاه ،g(Ln) = I(Ln ≤ χ٢

p,α) اگر (ج)
است. SME ،β̂∗M

= β̂
sM آن گاه ،g(Ln) = c[LM

n ]−١ اگر (د)
است. PRSME ،β̂∗M

= β̂
sM+ آن گاه ،g(Ln) = c[LM

n ]−١ + (١ − c[LM
n ]−١)I(LM

n ≤ c) اگر (ه)
اریبی ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های کلاس و نظم شرایط برقراری تحت .٢ . ٣ . ١ قضیه

به صورت M بهبودیافته  برآوردگرهای مجانبی
ADB(β̂uM

) = o,

ADB(β̂ptM
) = −δHp+٢

(
χ٢
p,α;∆

٢) , ∆٢ = η−٢δ⊤Cδ

ADB(β̂sM
) = −cδE

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
,

ADB(β̂sM+
) = −δ

{
cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+ E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]}
,

آن در که است
E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
= ER

[
(p+ ٢R)−١]

E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]

= ER

[
(p+ ٢R)−١Hp+٢R(c; ٠)

]
E
[
χ−۴
p+(٢∆)٢I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]

= ER

[
(p+ ٢R)−١(p+ ٢R− ١−(٢Hp−٢+٢R(c; ٠)

]
است. ∆٢/٢ میانگین با R پواسون تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید ،ER از منظور



٣۵ کامل مدل

نوشت ͬ توان م K(n) تحت ،(١۶ . ٢) رابطه  ،ADB تعریف طبق برهان.
ADB(β̂∗M

) = lim
n→∞

E
[√

n
(
β̂
∗M − β

)]
= lim

n→∞
E
[√

n
(
β̂
uM − g(LM

n )β̂
uM − β

)]
= lim

n→∞
E
[√

n
(
β̂
uM − β

)]
− lim
n→∞

E
[√

ng(LM
n )β̂

uM
]

= ADB(β̂uM
)− lim

n→∞
E
[√

ng(LM
n )β̂

uM
]

= o− δE
[
g(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
. (٢ . ٢٠)

g توابع از ΁ی هر کردن جانشین با است. شده نتیجه آ. ٢ . ۵ قضیه  و (۵ . ٢) رابطه  از آخر خط
ͬ شود. م کامل اثبات (٢ . ٢٠) رابطه در برآوردگر هر با متناظر

دوم توان ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های کلاس و نظم شرایط برقراری تحت .٢ . ٣ . ١ نتیجه
به صورت (٢ . ١٧) رابطه  از راحتͬ به M بهبودیافته  برآوردگرهای مجانبی اریبی

ADQB(β̂uM
) = ٠,

ADQB(β̂ptM
) = ∆٢{Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢{(٢,

ADQB(β̂sM
) = c٢∆٢ {E [χ−٢

p+(٢∆)٢
]}٢

,

ADQB(β̂sM+
) = ∆٢ {cE [χ−٢

p+(٢∆)٢
]
− E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]}٢
,

ͬ آید. م به دست
مجانبی مخاطره ،K(n) موضعͬ فرضیه های کلاس و نظم شرایط برقراری تحت .٢ . ٣ . ٢ قضیه

به صورت M بهبودیافته برآوردگرهای
ADR(β̂uM

) = η٢ tr(C−١),
ADR(β̂ptM

) = η٢ tr(C−١)(١ −Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)) + δ⊤δZ(α;∆٢),
ADR(β̂sM

) = η٢ tr(C−١)− cη٢ tr(C−١)X(∆٢) + c(c+ ۴)δ⊤δE [χ−۴
p+۴(∆٢)

]
ADR(β̂sM+

) = ADR(β̂sM
) + δ⊤δQ(∆٢)

−η٢ tr(C−١)E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
,

آن در که است
Z(α;∆٢) = ٢Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)−Hp+۴(χ٢

p,α(α);∆
٢),

X(∆٢) = ٢E [χ−٢
p+(٢∆)٢

]
− cE

[
χ−۴
p+(٢∆)٢

]
,

Q(∆٢) = ٢E [(١ − cχ−٢
p+(٢∆)٢)I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]

−E
[
(١ − cχ−٢

p+۴(∆٢))٢I(χ٢
p+۴(∆٢) ≤ c)

]
و

E
[
χ−۴
p+(٢∆)٢

]
= ER

[
(p+ ٢R)(p+ ٢r − ١−[(٢
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E
[
χ−٢
p+۴(∆٢)

]
= ER

[
(p+ ٢R− ١−(٢]

E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
= ER

[
(p+ ٢R)(p+ ٢R+ ١−[(٢

E
[
χ−٢
p+۴(∆٢)I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]

= ER

[
(p+ ٢R− ١−(٢Hp+٢R(c; ٠)

]
E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]

= ER

[
(p+ ٢R)−١(p+ ٢R+ ١−(٢Hp−٢+٢R(c; ٠)

]
نوشت ͬ توان م ،(٢ . ١٨) رابطه ،ADR تعریف طبق برهان.

ADR(β̂∗M
) = lim

n→∞
E

[
n
(
β̂
∗M − β

)⊤ (
β̂
∗M − β

)]
= lim

n→∞
E

[
n
(
β̂
uM − g(LM

n )β̂
uM − β

)⊤ (
β̂
uM − g(LM

n )β̂
uM − β

)]
= lim

n→∞
E

[(
nβ̂

uM − β
)⊤ (

β̂
uM − β

)]
−٢ lim

n→∞
E

[
n
(
β̂
uM − β

)⊤
β̂
uM
g(LM

n )

]
+ lim
n→∞

E
[
n[β̂

uM
]⊤β̂

uM
g([LM

n ]٢)
]

= ADR(β̂uM

n )− ٢ lim
n→∞

E
[
n(β̂

uM
)⊤β̂

uM
g(LM

n )
]

+٢δ⊤ lim
n→∞

E
[√

nβ̂
uM
g(LM

n )
]
+ lim
n→∞

E
[
n[β̂

uM
]⊤β̂

uM
g([LM

n ]٢)
]
.(٢ . ٢١)

ͬ شوند م زیر رابطه  به منجر (۵ . ٢) و (٢ . ١٨) رابطه های
ADR(β̂uM

) = η٢ tr(C−١) (٢ . ٢٢)
برابر محاسبات انجام از پس (٢ . ٢١) رابطه  ،(٢ . ٢٢) رابطه  و آ. ٢ . ۶ و آ. ٢ . ۵ قضیه  های طبق

با بود خواهد
ADR(β̂∗M

) = η٢ tr(C−١)
{١ − ٢E [g(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
+ E

[
g(χ۴

p+(٢∆)٢)
]}

+δ⊤δ
{٢E [χ٢

p+(٢∆)٢
]
− ٢E [χ٢

p+۴(∆٢)
]
+ E

[
g(χ۴

p+۴(∆٢))
]}

.

(٢ . ٢٣)
کامل اثبات (٢ . ٢٣) رابطه های در برآوردگر هر با متناظر g توابع از ΁ی هر کردن جانشین با

ͬ شود. م
شده ارائه ۴ . ٢ . ٣ و ٢ . ٣ . ٣ قضیه های در ریج M بهبودیافته برآوردگرهای برای مجانبی نتایج

است.
مجانبی اریبی ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های کلاس و نظم شرایط تحت .٢ . ٣ . ٣ قضیه

با است برابر به ترتیب PRSRM و SRM ،PTRM ،RRM برآوردگرهای
ADB(β̂uM

(λ)) = −C−١(λ)δ C(λ) = C + λIp,

ADB(β̂ptM
(λ)) = −λC−١(λ)δ −R(λ)δHp+٢(χ٢

p,α;∆
٢),

ADB(β̂sM
(λ)) = −λC−١(λ)δ − cR(λ)δE

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
,
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ADB(β̂sM+
(λ)) = −λC−١(λ)δ −R(λ)δ

{
cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ < c)

]}
شود اثبات زیر رابطه  باید ابتدا، برهان.

λC−١(λ) = Ip −R(λ). (٢۴ . ٢)
نتیجه در .R−١(λ) = Ip + λC−١ بنابراین .R(λ) = (Ip + λC−١−(١ ،λ > ٠ هر ازای به

λC−١ = R−١(λ)− Ip =⇒ λR(λ)C−١ = Ip −R(λ)

=⇒ λ(Ip + λC−١−(١C−١ = Ip −R(λ)

=⇒ λC(Ip + λC−١−(١ = Ip −R(λ)

=⇒ λ(C + λIp)
−١ = Ip −R(λ)

=⇒ −λC−١(λ) = R(λ)− Ip.

،(١۶ . ٢) تعریف طبق باشد. دلخواه ریج M بهبودیافته  برآوردگر β̂
∗M

(λ) کنید اکنون، فرض
با است برابر برآوردگر هر ADB

ADB(β̂∗M
(λ)) = lim

n→∞
E
[√

n(β̂
∗M

(λ)− β
]

= lim
n→∞

E
[√

n(Rn(λ)β̂
∗M − β)

]
= lim

n→∞
E
[√

n(Rn(λ)β̂
∗M −Rn(λ)β +Rn(λ)β − β)

]
= lim

n→∞
E
[
Rn(λ)

√
n(β̂

∗M − β)
]
+ lim
n→∞

E
[
(Rn(λ)− Ip)

√
nβ
]

= R(λ)ADB(β̂∗M
)− λC−١(λ)δ (٢۵ . ٢)

شده بیان ADBهای جای·ذاری از است. شده نتیجه (٢۴ . ٢) رابطه  و آ. ٣ . ٣ قضیه از آخر خط
ͬ شود. م کامل اثبات (٢۵ . ٢) رابطه در ٢ . ٣ . ١ قضیه در

مجانبی دوم توان ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های کلاس و نظم شرایط تحت .٢ . ٣ . ٢ نتیجه
با است برابر به ترتیب PRSRM و SRM ،PTRM ،URM برآوردگرهای

ADQB(β̂RM
(λ)) = λ٢δ⊤C−٢(λ)δ,

ADQB(β̂ptM
(λ)) = λ٢δ⊤C−٢(λ)δ + ٢λδ⊤C−١(λ)R(λ)δHp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

+δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δ
{
Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
}٢

,

ADQB(β̂sM
(λ)) = λ٢δ⊤C−٢(λ)δ + c٢δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δ

{
E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]}٢

+ ٢cλδ⊤C−١(λ)R(λ)δE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
,

ADQB(β̂sM+
(λ)) = λ٢δ⊤C−٢(⊤)δ + ٢λδ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δF (∆٢)

+ δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δ{F (∆٢)}٢

آن در که
F (∆٢) = cE

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+ E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
.
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عبارت های ،K(n) موضعͬ فرضیه های کلاس و شده بیان نظم شرایط تحت .۴ . ٢ . ٣ قضیه

با است برابر به ترتیب PRSRM و SRM ،PTRM ،URM برآوردگرهای مجانبی مخاطره 
ADR(β̂uM

(λ)) = η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
+ λ٢δ⊤C−٢(λ)δ

ADR(β̂ptM
(λ)) = η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
(١ −Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢))

+δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δZ(α,∆٢) + λ٢δ⊤C−٢(λ)δ
+λ
[
δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ

]
Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

ADR(β̂sM
(λ)) = η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
(١ − cX(∆٢))

+c(c+ ۴)δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δE
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+λ٢δ⊤C−١(λ)C−١(λ)δ + cλ[δ⊤C−١(λ)R(λ)δ

+δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ]E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
ADR(β̂sM+

(λ)) = ADR(β̂sM
(λ))

−η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+λ{δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ}
×E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ < c)

]
+ δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δQ(∆٢)

با است برابر آن ADR باشد. دلخواه ریج M بهبودیافته  برآوردگر β̂∗M
(λ) کنید فرض برهان.

ADR(β̂∗M
) = lim

n→∞
E
[
n(β̂

∗M
(λ)− β)⊤(β̂

∗M
(λ)− β)

]
= lim

n→∞
E
[
n(Rn(λ)β̂

∗M − β)⊤(Rn(λ)β̂
∗M − β)

]
= lim

n→∞
E

[
n(Rn(λ)β̂

∗M −Rn(λ)β +Rn(λ)β − β)⊤

× (Rn(λ)β̂
∗M −Rn(λ)β +Rn(λ)β − β)

]
= lim

n→∞
E
[
n(β̂

∗M − β)⊤[Rn(λ)]
⊤Rn(λ)(β̂

∗M − β)
]

+ lim
n→∞

E
[
nβ⊤(Rn(λ)− Ip)

⊤Rn(λ)(β̂
∗M − β)

]
+ lim
n→∞

E
[
n(β̂

∗M − β)⊤[Rn(λ)]
⊤(Rn(λ)− Ip)β

]
+ lim
n→∞

E
[
nβ⊤(Rn(λ)− Ip)

⊤(Rn(λ)− Ip)β
]
.

ͬ شود م نتیجه ،(٢۴ . ٢) رابطه  و ADR تعریف به بنا
ADR(β̂∗M

) = ADR(β̂∗M
)− λ

[
δ⊤C−١(λ)R(λ)ADB(β̂∗M

)

+[ADB(β̂∗M
)]⊤[Rn(λ)]

⊤C−١(λ)δ
]
+ λ٢δ⊤C−٢(λ)δ (٢۶ . ٢)

ͬ شود. م کامل اثبات بالا، عبارت  در ٢ . ٣ . ١ قضیه در شده بیان ADBهای جای·ذاری با

مجانبی مخاطره  تحلیل و تجزیه برآوردگرها: کارایی ٢ . ٣ . ٢
از است. شده مقایسه مجانبی مخاطره  اساس بر پیشنهادی برآوردگرهای کارایی بخش، این در
مانند متعامدی ماتریس طیفͬ تجزیه اساس بر است، مثبت نیمه معین C ماتریس آن جایی که
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به طوری که دارد وجود Γ ماتریس
Γ⊤CΓ = Ω = diag(ω١, . . . , ωp),

هستند. C ماتریس ویژه  مقادیر ω١ ≥ . . . ≥ ωp > ٠ )که
ω١

ω١+λ , . . . ,
ωp

ωp+λ

ترتیب( به C(λ) = (C+λIp) و R(λ) = (Ip+λC
−١−(١ ویژه  مقادیر است بدیهͬ

تساوی های بنابراین، ͬ باشند. م (ω١ + λ, . . . , ωp + λ) و

tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
=

p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢ ,

δ⊤C−٢(λ)δ =

p∑
i=١

θ٢
i

(ωi + λ)٢ ; θ = Γ⊤δ,

δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δ =

p∑
i=١

ω٢
i θ

٢
i

(ωi + λ)٢ ,

δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ =

p∑
i=١

ωiθ
٢
i

(ωi + λ)٢ .

هستند. برقرار
شرط موضعͬ، مقابل فرضیه گرفتن نظر در با .(UME و URME بین (مقایسه ۵ . ٢ . ٣ قضیه
به طوری که باشد داشته وجود (∆٢, λ) مرتب زوج که است این β̂uM بر β̂uM

(λ) برتری برای کافͬ
آن در که (∆٢, λ) ∈ (٢١∆,٠ (λ)]× (٠, λ١)]

∆٢١ (Λ) =
tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))

λ٢Chmin(C
−٢(λ)C−١) و λ١ =

η٢
max١≤i≤p θ٢

i

=
η٢
θ٢
max

است. θ مولفه  بزرگترین θmax آن در که
است: زیر به صورت ویژه مقادیر حسب بر β̂uM

(λ) مجانبی مخاطره  تابع برهان.

ADR(β̂uM
(λ)) = η٢ p∑

i=١
ωi

(ωi + λ)٢ + λ٢ p∑
i=١

θ٢
i

(ωi + λ)٢ . (٢ . ٢٧)

آن گاه گرفته شود، مشتق λ به نسبت (٢ . ٢٧) رابطه  از اگر
∂ADR(β̂uM

(λ))

∂(λ)
= ٢

p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٣ (λθ
٢
i − η٢). (٢ . ٢٨)

باشد داشته وجود λ ∈ (٠, λ١) که است این باشد، منفͬ (٢ . ٢٨) رابطه  اینکه برای کافͬ شرط
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت λ١ که باشد داشته UME از کمتری مخاطره  URME که به طوری

λ١ =
η٢

max١≤i≤p θ٢
i

=
η٢
θ٢
max

.
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با است برابر مخاطره دو بین اختلاف هم چنین

ADR(β̂uM
)− ADR(β̂uM

(λ)) = η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))− λ٢δ⊤C−٢(λ)δ.
(٢ . ٢٩)

است این باشد، ADR(β̂uM
) = η٢ tr(C−١) از کوچ΄تر ADR(β̂uM

(λ)) اینکه برای کافͬ شرط
دی·ر، به عبارت باشد. نامنفͬ (٢ . ٢٩) رابطه  که

δ⊤C−٢(λ)δ ≤ η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))

λ٢ . (٢ . ٣٠)
آ. ١ . ٢، نتیجه طبق

Chmin(C
−٢(λ)C−١) ≤ δ⊤C−٢(λ)δ⊤

δ⊤δ⊤
=

δ⊤C
١٢C−٢(λ)C−١C ١٢δ⊤

δ⊤C
١٢C

١٢δ⊤
≤ Chmax(C

−٢(λ)C−١),

بنابراین و
δ⊤C−٢(λ)δ⊤

Chmax(C
−٢(λ)C−١) ≤ δ⊤Cδ⊤ ≤ δ⊤C−٢(λ)δ⊤

Chmin(C
−٢(λ)C−١) . (٢ . ٣١)

ͬ آید: م به دست زیر نتیجه  (٢ . ٣١) در (٢ . ٣٠) رابطه  جای·ذاری از
∆٢ ≤ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))

λ٢Chmin(C
−٢(λ)C−١) = ∆١(λ).

،α و λ هر به ازای صفر، فرضیه  تحت (الف) .(PTME و PTRME بین (مقایسه ۶ . ٢ . ٣ قضیه
΁ی ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  تحت (ب) دارد. برتری β̂

ptM بر ی΄نواخت به طور β̂
ptM

(λ)

مرتب زوج که است این باشد داشته برتری β̂ptM برآوردگر بر β̂ptM
(λ) اینکه برای کافͬ شرط

آن، در که (∆٢, λ) ∈ (٢٢∆,٠(λ, α))× (٠, λ٢(α,∆٢)) به طوری که دارد وجود (∆٢, λ)

∆٢٢(λ, α) =
tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ −Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢))

Chmax(D١(α,∆٢)C−١) ,

آن در که
D١(α,∆٢) = λ٢C−٢(λ) + (λ)(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

−(Ip − [R(λ)]⊤R(λ))Z(α;∆٢)

و
λ٢(α,∆٢) = D٢

max١≤i≤p
{
θ٢
i (١ −Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢))
}

به طوری که
D٢ = min١≤i≤p

{
η١)٢ −Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)) + ωiθ

٢
i

(
Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)−Hp+۴(χ٢

p,α;∆
٢)
)}
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با است برابر مورد، این در مخاطره دو بین اختلاف .Ho صفر فرضیه  :١ حالت برهان.
η٢ tr(C−١ −R⊤(λ)C−١R(λ))(١ −Hp+٢(χ٢

p(α); ٠)) ≥ ٠.
با است برابر مخاطره دو بین اختلاف .K(n) مقابل،  فرضیه  :٢ حالت

ADR(β̂ptM
)− ADR(β̂ptM

(λ)) =

η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ −Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢))
−λ
{
δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ[R(λ)]⊤C−١(λ)δ

}
Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

+δ⊤(Ip − [R(λ)]⊤R(λ))δZ(α;∆٢)− λ٢δ⊤C−٢(λ)δ. (٢ . ٣٢)
اگر فقط و اگر است نامنفͬ (٢ . ٣٢) عبارت

η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ −Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)) ≥
δ⊤
[
λ٢C−٢(λ) + λ

(
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

)
Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

− (Ip − [R(λ)]⊤R(λ))Z(α;∆٢)
]
δ,

آید. مͬ به دست نتیجه محاسبات، کمͬ و آ. ١ . ٢ قضیه  از استفاده با
آن گاه شود، نوشته λ و ویژه مقادیر حسب بر ADR(β̂ptM

(λ)) عبارت اگر

ADR(β̂ptM
(λ)) =

p∑
i=١

١
(ωi + (λ))٢

{
η٢ωi(١ −Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)) + ω٢

i θ
٢
i Z(α;∆

٢)

+λ٢θ٢
i + ٢λωiθ٢

i Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)
}
.

منفͬ برای کافͬ شرط و گرفته مشتق λ به نسبت PTRME مخاطره  از کافیست اثبات برای
شود. پیدا عبارت بودن

شرط موضعͬ، مقابل فرضیه گرفتن نظر در با .(URME و PTRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ٧ قضیه
باشد داشته وجود (∆٢, λ) مرتب زوج که است این β̂uM

(λ) بر β̂
ptM

(λ) برتری برای کافͬ
آن در که (∆٢, λ) ∈ (٢٣∆,٠(λ, α))× (٠, λ٣(α,∆٢)) به طوری که

∆٢٣(λ, α) =
tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

Chmin(E١(α,∆٢)C−١) ,

آن در که
E١(α,∆٢) = [R(λ)]⊤R(λ)Z(α;∆٢) + λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

و
λ٣(α,∆٢) =

min١≤i≤p
{
η٢Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)− ωiθ

٢
i Z(α;∆

٢)
}

max١≤i≤p
{٢θ٢

i Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)
}



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ۴٢
با است برابر URME و PTRME مخاطره  بین اختلاف برهان.

ADR(β̂rM
(λ))− ADR(β̂ptM

(λ)) = η٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)
−δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δZ(α;∆٢)− λ(δ⊤C−١(λ)R(λ)δ

+δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ)Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢). (٢ . ٣٣)
که وقتͬ است نامنفͬ عبارت

δ⊤
[
[R(λ)]⊤R(λ)Z(α;∆٢) + λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
]
δ

≤ η٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢). (٣۴ . ٢)
.∆٢ < ∆٢٣(λ, α) اگر بود خواهد نامنفͬ (٢ . ٣٣) رابطه  آ. ١ . ٢، نتیجه از استفاده با دوباره،

دارد. برتری β̂rM
(λ) بر β̂ptM

(λ) ،∆٢ ∈ (٢٣∆,٠(λ, α)) وقتͬ بنابراین،
ͬ شود م نتیجه ،λ و ویژه مقادیر حسب بر (٢ . ٣٣) رابطه  دوباره نویسͬ

ADR(β̂rM
(λ))− ADR(β̂ptM

(λ)) =
p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢
{
η٢Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)− ωiθ

٢
i Z(α;∆

٢)− ٢λθ٢
i Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
}
.

PTRME ،λ ∈ (٠, λ٣(α,∆٢)) ͬ که هنگام بود. خواهد نامنفͬ راست سمت ،λ ≤ λ٣(α,∆٢) وقتͬ
دارد. تسلط PTRME بر URME ،λ > λ٣(α,∆٢) وقتͬ و دارد تسلط URME بر

،λ هر به ازای ،Ho صفر فرضیه تحت (الف) .(SME و SRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ٨ قضیه
کمتر، مخاطره معیار حسب بر SME برآوردگر بر SRM برآوردگر ٠ < c < ٢(p− ٢) ͬ که به شرط
زوج اگر دارد برتری SME بر SRM برآوردگر ،K(n)  ͬ موضع مقابل فرضیه تحت (ب) دارد.  برتری

آن در که (∆٢, λ) ∈ (٢∆,٠۴(λ))× (٠, λ۴(∆٢)) که به طوری دارد وجود (∆٢, λ) مرتب
∆٢۴(λ) =

tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ − cX(∆٢))
Chmin(G(٢∆)١C−١) , (٣۵ . ٢)

و
G(٢∆)١ = λ٢C−١(λ) + λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))E

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−c(c+ ۴)(Ip − [R(λ)]⊤R(λ))E

[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
و

λ۴(∆٢) =
min١≤i≤p

{
η١)٢ − cX(∆٢)) + c(c+ ۴)ωiθ٢

i E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
− cωiθ

٢
i E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]}
max١≤i≤p

{
θ٢
i

(١ − cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

])}
با است برابر مخاطره ها بین اختلاف صفر، فرضیه  تحت برهان.

ADR(β̂sM
)− ADR(β̂sM

(λ)) = η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ − cX(٠)),



۴٣ کامل مدل

٠ < c < ٢(p−٢) ͬ که به شرط ،λ هر به ازای .X(٠) = (٢(p−٢)−c)/(p(p−٢)) آن جایی که از که
است. نامنفͬ باشد،

است زیر به صورت مخاطره ها بین اختلاف ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  تحت
ADR(β̂sM

)− ADR(β̂sM
(λ)) = η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ − cX(∆٢))

+c(c+ ۴)δ⊤(Ip − [R(λ)]⊤R(λ))δE
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
− λ٢δ⊤C−٢(λ)δ

−λδ⊤
[
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

]
δE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
. (٣۶ . ٢)

∆٢ ≤ ∆٢۴(λ) اگر فقط و اگر دارد برتری SME بر SRME آ. ١ . ٢، نتیجه از استفاده با
است زیر به صورت ویژه مقادیر حسب بر مخاطره تابع حالت، این در

ADR(β̂sM
(λ)) =

p∑
i=١

١
(ωi + λ)٢

{
ωiη

١)٢ − cX(∆٢)) + c(c+ ۴)ω٢
i θ

٢
i E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+λ٢θ٢

i + ٢cλωiθ٢
i E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]}
, (٢ . ٣٧)

آن گاه شود، گرفته مشتق λ به نسبت (٢ . ٣٧) از اگر
∂ADR(β̂sM

(λ))

∂λ
= −٢

p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٣
{
η١)٢ − cX(∆٢))

+c(c+ ۴)ωiθ٢
i E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
− cωiθ

٢
i E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−λθ٢

i

(١ − cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

])}
. (٢ . ٣٨)

داشته وجود λای که است این باشد، نامنفͬ (٢ . ٣٨) رابطه اینکه برای کافͬ شرط بنابراین،
.٠ < λ < λ۴(∆٢) که باشد

به ازای URME بر SRME ،Ho فرضیه تحت (الف) .(URME و SRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ٩ قضیه
دارد برتری URME بر SRME ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه تحت (ب) دارد.  برتری c ≤ ٢(p−٢)
آن در که (∆٢, λ) ∈ (٢∆,٠۵(λ))× (٠, λ۵(∆٢)) که به طوری دارد وجود (∆٢, λ) مرتب زوج اگر

∆٢۵(λ) =
tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
X(∆٢)

Chmin

(
J(٢∆)١C−١)

که
J(٢∆)١ = (c+۴)[R(λ)]⊤R(λ)E

[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+λ
(
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

)
E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
و

λ۵(∆٢) =
min١≤i≤p

{
η٢X(∆٢)− (c+ ۴)ωiθ٢

i E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]}
max١≤i≤p

{٢θ٢
i E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]}
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با است برابر مخاطره ها بین اختلاف حالت، این در .Ho صفر فرضیه  :١ حالت برهان.

cη٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
X(٠) ≥ ٠.

ͬ آید.  م به دست نتیجه c ≤ ٢(p− ٢) به ازای بنابراین
زیر به صورت URME و SRME مخاطره های بین اختلاف .K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  :٢ حالت

است:
ADR(β̂rM

(λ))− ADR(β̂sM
(λ)) = cη٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))X(∆٢)

−c(c+ ۴)δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δE
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
−cλ(δ⊤C−١(λ)R(λ)δ

+δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ)E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
, (٢ . ٣٩)

ͬ که وقت بود خواهد نامنفͬ بالا اختلاف
δ⊤
[
(c+ ۴)[R(λ)]⊤R(λ)E

[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+ λ(C−١(λ)R(λ)

+[R(λ)]⊤C−١(λ))E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]]
δ ≤ η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
X(∆٢).

.∆٢ ≤ ∆٢۵(λ) ͬ که زمان دارد برتری URME بر SRME آ. ١ . ٢، نتیجه از استفاده با
در زیر به صورت ویژه مقادیر حسب بر (٢ . ٣٩) رابطه  ،λ روی کافͬ شرط کردن پیدا برای

ͬ شود م گرفته نظر
p∑
i=١

cωi

(ωi + λ)٢
{
η٢X(∆٢)− (c+ ۴)ωiθ٢

i E
[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
− ٢λθ٢

i E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]}
.

خواهد نامنفͬ فوق رابطه  ،λ ∈ (٠, λ۵(∆٢)) که باشد داشته وجود λ مانند مقداری وقتͬ
بود.

PTRME بر SRME ،Ho صفر فرضیه  تحت (الف) .(PTRME و SRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ١٠ قضیه
دارد برتری PTRME بر SRME ،K(n) تحت (ب) دارد.  برتری χ٢

p,α ≤ H−١
p+٢

(٢c(p−٢)−c٢
p(p−٢)

به ازای(
آن  در که (∆٢, λ) ∈ (٢∆,٠۶(λ))× (٠, λ۶(∆٢)) که به طوری دارد وجود (∆٢, λ) مرتب زوج اگر

∆٢۶(λ) =
η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
)

Chmin

(
N١(α,∆٢)[R(λ)]⊤R(λ)−N٢(α,∆٢)(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))C−١)

و
N١(α,∆٢) =

(
Z(α;∆٢)− c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
])

N٢(α,∆٢) = cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢).

و
λ۶(∆٢) =

min١≤i≤p
{
η٢ (cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
)
− ωiθ

٢
i N١(α,∆٢)

}
max١≤i≤p

{٢θ٢
i N٢(α,∆٢)

} .



۴۵ کامل مدل

در مخاطره دو بین اختلاف ͬ شود. م اثبات K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  ٢ حالت ابتدا برهان.
با است برابر حالت این

ADR
(
β̂
ptM

(λ)
)
− ADR

(
β̂
sM

(λ)
)
=

η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
)

−δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δ
(
Z(α;∆٢)− c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
])

−λ(δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ)(cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)).
(۴٢ . ٠)

اگر ͬ شود م نامنفͬ (۴٢ . ٠) رابطه  راست سمت
δ⊤
[
N١(α,∆٢)[R(λ)]⊤R(λ)− λ٢(α,∆٢)(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))

]
δ ≤

η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
)
,

آن، در که
N١(α,∆٢) = Z(α;∆٢)− c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]

N٢(α,∆٢) = cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢).

اختلاف اکنون، .∆٢ ≤ ∆٢۶(λ) ͬ که وقت دارد برتری PTRME بر SRME آ. ١ . ٢، نتیجه از استفاده با
ب·یرید نظر در ویژه مقادیر از تابعͬ به صورت (۴٢ . ٠) رابطه در مخاطره ها

ADR
(
β̂
ptM

(λ)
)
− ADR

(
β̂
sM

(λ)
)

=

p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢

×
{
η٢ (cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
)
− ωiθ

٢
i N١(α,∆٢)− ٢λθ٢

i N٢(α,∆٢)
}
.

رابطه  صفر، فرضیه  تحت کنید دقت .λ ∈ (٠, λ۶(∆٢)] وقتͬ بود خواهد نامنفͬ بالا عبارت
اگر بنابراین، ͬ یابد. م کاهش η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(٠)−Hp+٢(χ٢

p,α; ٠)
) به ،(۴٢ . ٠)

رابطه نتیجه در و دارد برتری PTRME بر SRME آن گاه ،(cX(٠)−Hp+٢(χ٢
p,α; ٠)

)
≥ ٠

χ٢
p,α ≤ H−١

p+٢
(٢c(p− ٢)− c٢

p(p− ٢)
)

است. برقرار
برآوردگر p ≥ ٣ به ازای ،Ho تحت (الف) .(PRSME و PRRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ١١ قضیه
PRSME بر PRRME اینکه برای کافͬ شرط ،K(n) تحت (ب)  دارد. برتری PRSME بر PRRM
که دارد وجود (∆٢, λ) ∈ (٢٧∆,٠(λ))× (٠, λ(٢∆)٧) مرتب زوج که است این باشد داشته برتری
∆٢٧(λ) =

tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ − cX(∆٢) + E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
)

Chmin

(
(λ٢C−٢(λ) + λ

[
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

]
A(٢∆)١− (Ip − [R(λ)]⊤R(λ))A(٢∆)٢)C−١) ,



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ۴۶
و

A(٢∆)١ =
(
E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+ E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
A(٢∆)٢ = c(c+ ۴)(E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
+ ٢E [(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−E

[
(١ − cχ−٢

p+۴(∆٢))٢I(χ٢
p+۴(∆٢) ≤ c)

])
.

هم چنین
λ(٢∆)٧ = f(∆٢)

max١≤i≤p
{
θ٢
i

(١ − cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
− E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])} ,
که

f(∆٢) = min١≤i≤p
{
η٢ (١ − cX(∆٢)− E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
+ωiθ

٢
i

(
c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
− cE

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
− E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

] )}
.

با است برابر برآوردگر دو بین اختلاف صفر، فرضیه تحت برهان.
ADR(β̂sM+

)− ADR(β̂sM+
(λ)) = η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))

×
(١ − cX(٠) + E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

])
.

نامنفͬ فوق عبارت راست سمت ،١− cX(٠) + E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

]
≥ ٠ وقتͬ

دی·ر، عبارت به  است.
cX(٠)− ١ ≤ E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

]
≤ E

[
(١ − cχ−٢

p+٢(٢
]
.

بنابراین،
٢cE [χ−٢

p+(٢∆)٢
]
− c٢E

[
χ−۴
p+(٢∆)٢

]
− ١ ≤ ١ − ٢cE [χ−٢

p+(٢∆)٢
]
+ c٢E

[
χ−۴
p+(٢∆)٢

]
.

به ازای همواره که ͬ آید م به دست c٢ −٢c(p−٢)+ p(p−٢) ≥ ٠ ساده، محاسبات انجام از پس
بر ی΄نواخت به طور PRRME ،Ho فرضیه تحت شرط این با بنابراین، است. درست p ≥ ٣

دارد. برتری PRME

است: زیر به صورت PRME و PRSRME مخاطره  اختلاف موضعͬ، مقابل فرضیه تحت
ADR(β̂sM+

)− ADR(β̂sM+
(λ)) = ADR(β̂sM

(λ))− ADR(β̂sM
(λ))

+η٢ tr
(
C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+δ⊤(Ip − [R(λ)]⊤R(λ))δQ(∆٢)− λδ⊤(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))δ
×E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
. (۴٢ . ١)
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ͬ شود. م نتیجه زیر رابطه  ،(۴٢ . ١) رابطه  در (٣۶ . ٢) رابطه  کردن جانشین از
η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))

×
(١ − cX(∆٢) + E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
+c(c+ ۴)δ⊤(Ip − [R(λ)]⊤R(λ))δ(E

[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+Q(∆٢))− λ٢δ⊤C−٢(λ)δ

−λδ⊤
[
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

]
δ

×
(
E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+ E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
. (۴٢ . ٢)

اگر بود خواهد نامنفͬ (۴٢ . ٢) رابطه 
δ⊤
[
λ٢C−٢(λ) + λ

[
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

]
A(٢∆)١− (Ip − [R(λ)]⊤R(λ))A(٢∆)٢

]
δ

≤ η٢ tr(C−١ − [R(λ)]⊤C−١R(λ))(١ − cX(∆٢) + E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
).

شرط آوردن به دست برای .∆٢ ≤ ∆٢٧ وقتͬ دارد برتری PRME بر  PRRME آ. ١ . ٢، نتیجه طبق
ͬ شود: م نوشته دوباره زیر به صورت ویژه مقادیر حسب بر PRRME مخاطره تابع ،λ روی

ADR(β̂sM+
(λ)) = ADR(β̂sM

(λ))

−
p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢
{
η٢E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−ωiθ٢

i Q(∆٢)− ٢λθ٢
i E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]}
, (۴٢ . ٣)

گرفته مشتق λ به نسبت (۴٢ . ٣) رابطه  از است. شده داده (٢ . ٣٧) رابطه  در ADR(β̂sM
(λ)) که

صورت این در ͬ شود، م
∂ADR(β̂sM+

(λ))

∂λ
=

∂ADR(β̂sM
(λ))

∂λ

+٢
p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٣
{
η٢E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−ωiθ٢

i Q(∆٢)− λθ٢
i E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+ωiθ

٢
i E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]}
, (۴۴ . ٢)

ازای به  λ مثبت عدد هر برای است. شده داده (٢ . ٣٨) رابطه  در ∂ADR(β̂sM
(λ))/∂λ که

است. PRME مخاطره  از کمتر PRRME مخاطره  ،λ ≤ λ(٢∆)١

URRME بر PRRME ،Ho فرضیه  تحت (الف) .(URME و PRRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ١٢ قضیه
URRME بر PRRME اینکه برای کافͬ شرط ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  (ب)تحت دارد. برتری
داشته وجود (∆٢, λ) ∈ (٢٨∆,٠(λ)) × (٠, λ(٢∆)٨) مرتب زوج که است این باشد داشته برتری

که باشد
∆٢٨ =

tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))g(٢∆)١
Chmin

(
([R(λ)]⊤R(λ)g(٢∆)٢ + λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))g(٢∆)٣)C−١)
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و

g(٢∆)١ = cX(∆٢) + E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
,

g(٢∆)٢ = c(c+ ۴)E [χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+Q(∆٢),

g(٢∆)٣ = cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+ E

[
(١ − cχ٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
.

هم چنین
λ(٢∆)٨ = g۴(∆٢)

max١≤i≤p
{
θ٢
i

(
cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
− E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])}
که

g۴(∆٢) = min١≤i≤p
{
η٢ (cX(∆٢)− E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
−ωiθ٢

i

(
c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
−Q(∆٢)

)}
.

،Ho صفر فرضیه تحت برهان.
ADR(β̂uM

(λ))− ADR(β̂sM+
(λ)) =

η٢ tr
(
cX(٠) + E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

])
≥ ٠.

که آن جایی از
−cX(٠) ≤ E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

]
≤ E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢
]
.

با است برابر مخاطره ها اختلاف ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  تحت
ADR(β̂uM

(λ))− ADR(β̂sM+
(λ)) = ADR(β̂uM

(λ))− ADR(β̂sM
(λ))

+η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
E

[(١ − cχ−٢
p+(٢∆)٢

)٢
I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δQ(∆٢)− λ

(
δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ

)
×E

[
(١ − cχ٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
= η٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))g(٢∆)١− δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δg(٢∆)٢
−λ(δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ)g(٢∆)٣, (۴۵ . ٢)

آن در که
g(٢∆)١ = cX(∆٢) + E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
g(٢∆)٢ = c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
+Q(∆٢)

g(٢∆)٣ = cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
+ E

[
(١ − cχ٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
.
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وقتͬ است نامنفͬ (۴۵ . ٢) رابطه  راست سمت
δ⊤
[
[R(λ)]⊤R(λ)g(٢∆)٢ + λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))g(٢∆)٣

]
δ ≤

η٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))g(٢∆)١.

شرط یافتن برای .∆٢ ≤ ∆٢٨(λ) وقتͬ دارد برتری URME بر PRRME آ. ١ . ٢، نتیجه از استفاده با
با است برابر ویژه مقادیر حسب بر URME و PRRME مخاطره  اختلاف ،λ روی

ADR(β̂uM
(λ))− ADR(β̂sM+

(λ)) = ADR(β̂uM
(λ))− ADR(β̂sM

(λ))

−
p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢
{
η٢E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−ωiθ٢

i Q(∆٢)− ٢λθ٢
i E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]}
=

p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢
{
η٢ (cX(∆٢)− E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
−ωiθ٢

i

(
c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
−Q(∆٢)

)
−٢λθ٢

i

(
cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
− E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])}
.

مخاطره  PRRME صورت، این در .λ ≤ λ(٢∆)٨ اگر بود خواهد نامنفͬ بالا عبارت راست سمت
دارد. URME از کمتری

αهایی همه  برای ،Ho فرضیه  تحت (الف) .(PTRME و PRRME بین (مقایسه ٢ . ٣ . ١٣ قضیه
شرط در }که

α : χ٢
p,α ≤ H−١

p+٢
(٢c(p− ٢)− c٢

p(p− ٢) + E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

])}
,

دارد.  برتری PTRMٍE بر PRRME ͬ کند، م صدق
انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر برتری برای کافͬ شرط ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  تحت (ب)
(∆٢, λ) ∈ (٢٩∆,٠(λ, α))×(٠, λ٢∆)٩, α)) مرتب زوج که است این PTRME بر ریج M استاین نوع

که باشد داشته وجود α ∈ (٠, ١) به ازای
∆٢٩(λ;α) =

tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢) + E

[
(١ − cχ٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

] )
Chmin

(
([R(λ)]⊤R(λ)B(٢∆)١− λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))B(٢∆)٢)C−١)

و
λ(٢∆)٩ = h(∆٢)

max١≤i≤p
{٢θ٢

i B(٢∆)٢
}

که
B(٢∆)١ = Z(α;∆٢)− c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
+Q(∆٢)
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B(٢∆)٢ = cE

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

+E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
و

h(∆٢) = min١≤i≤p
{
η٢ (cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢) + E

[
(١ − cχ٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
−ωiθ٢

i B(٢∆)١
}
.

با است برابر مخاطره ها بین اختلاف ،Ho صفر فرضیه  تحت برهان.
η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(٠)−Hp+٢(χ٢

p,α; ٠) + E
[
(١ − cχ٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

] )
≥ ٠.

ͬ کند: م صدق زیر شرط در α هر }به ازای
α : χ٢

p,α ≤ H−١
p+٢

(٢c(p− ٢)− c٢
p(p− ٢) + E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٠)٢I(χ٢
p+(٠)٢ ≤ c)

])}
.

(۴۶ . ٢)
مخاطره ی از کوچ΄تر ،PRRME مخاطره  ͬ کند، م صدق (۴۶ . ٢) رابطه  در χ٢

p,α وقتͬ بنابراین
است. PTRME

با است برابر مخاطره ها بین اختلاف ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه تحت
ADR(β̂ptM

(λ))− ADR(β̂sM+
(λ)) = ADR(β̂ptM

(λ))− ADR(β̂sM
(λ))

+η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)
E
[
(١ − cχ٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δQ(∆٢)− λδ⊤

(
C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ)

)
δ

×E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
= η٢ tr

(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

+E
[
(١ − cχ٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

] )
−δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δ

(
Z(α;∆٢)− c(c+ ۴)E [χ−۴

p+۴(∆٢)
]
+Q(∆٢)

)
−λ(δ⊤C−١(λ)R(λ)δ + δ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δ)

(
cE
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]
−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢) + E

[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

] )
. (۴٢ . ٧)

وقتͬ بود خواهد نامنفͬ (۴٢ . ٧) رابطه  راست سمت
δ⊤
(
[R(λ)]⊤R(λ)B(٢∆)١− λ(C−١(λ)R(λ) + [R(λ)]⊤C−١(λ))B(٢∆)٢

)
δ

≤ η٢ tr
(
[R(λ)]⊤C−١R(λ)

)(
cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

+E
[
(١ − cχ٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

] )
. (۴٢ . ٨)

PTRME بر PRRME ،∆٢ ≤ ∆٢٩(λ;α) ͬ که هنگام ،(۴٢ . ٨) رابطه  در آ. ١ . ٢ نتیجه از استفاده با
. است مسلط
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به صورت ویژه مقادیر از تابعͬ حسب بر PTRME و PRRME بین مخاطره های اختلاف اکنون،
ͬ شود م نوشته زیر

p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢
{
η٢ (cX(∆٢)−Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)

+E
[
(١ − cχ٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

])
− ωiθ

٢
i F

∗(∆٢)− ٢λθ٢
i G

∗(∆٢)
}
.

است. نامنفͬ مخاطره اختلاف باشد، داشته وجود λ ∈ (٠, λ(٢∆)٩) وقتͬ دی·ر، به عبارت
مخاطره  PRRME اینکه برای کافͬ شرط .(SRME و PRRME بین (مقایسه ١۴ . ٢ . ٣ قضیه
(∆٢, λ) ∈ (٠,∞)× (٠, λ(٢∆)١٠] مرتب زوج که است این باشد داشته SRME به نسبت کمتری

که باشد داشته وجود

λ(٢∆)١٠ =
min١≤i≤p

{
η٢E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
− ωiθ

٢
i Q(∆٢)

}
max١≤i≤p

{٢θ٢
i E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]} .

ͬ آید: م به دست زیر به صورت مخاطره  دو بین اختلاف برهان.
ADR(β̂sM

(λ))− ADR(β̂sM+
(λ)) =

η٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+٢λδ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δE

[
(cχ−٢

p+(٢∆)٢− ١)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
−δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δQ(∆٢)

= η٢ tr([R(λ)]⊤C−١R(λ))E
[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δE

[
(١ − cχ٢

p+۴(∆٢))٢I(χ٢
p+۴(∆٢) ≤ c)

]
+٢δ⊤[R(λ)]⊤R(λ)δE

[
(cχ−٢

p+(٢∆)٢− ١)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+٢λδ⊤[R(λ)]⊤C−١(λ)δE

[
(cχ−٢

p+(٢∆)٢− ١)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
.

(۴٢ . ٩)
(۴٢ . ٩) رابطه  راست سمت است، مثبت تصادفͬ متغیر ΁ی انتظار مورد مقدار اینکه به توجه با

است. مثبت
.cχ−٢

p+(٢∆)٢ − ١ ≥ ٠ بنابراین، ،٠ < χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c نشان گر، تابع تعریف اساس بر

رابطه ،∆٢ هر به ازای نتیجه، در .E [(cχ−٢
p+(٢∆)٢− ١)I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]

≥ ٠ نهایت در
تایید را SRME بودن غیرمجاز نه تنها PRRME است. برقرار ADR(β̂sM+

(λ)) ≤ ADR(β̂sM
(λ))

با است برابر ویژه مقادیر حسب بر (۴٢ . ٩) عبارت ͬ کند. م ارائه را بهتری برآوردگر بل΄ه ͬ کند م
p∑
i=١

ωi

(ωi + λ)٢
{
η٢E

[
(١ − cχ−٢

p+٢((٢∆)٢I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
− ωiθ

٢
i Q(∆٢)

−٢λθ٢
i E
[
(١ − cχ−٢

p+(٢∆)٢)I(χ٢
p+(٢∆)٢ ≤ c)

]}
.

دارد. برتری SRME بر PRRME ،λ ∈ [٠, λ(٢∆)١٠] به ازای
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ریج پارامتر انتخاب ٢ . ٣ . ٣
برآورد روش یا انتخاب ،λ پارامتر به نسبت ریج رگرسیون برآوردگر غیرخطͬ ماهیت به بنا
ریج پارامتر تعیین برای متفاوتͬ روش های است. برخوردار بسیاری اهمیت از ریج پارامتر

است. شده پیشنهاد مختلف نویسنده های توسط
آلپو و سام΄ار ببینید. را (٢٠١٣) ال‐سلام و (١٩٩١) سیلواپول مثال، به عنوان λ استوار

کردند: پیشنهاد زیر به صورت را λ مقدار ،(٢٠١٠)
λ =

ps٢
M

[β̂
uM

]⊤β̂
uM
. (۵٢ . ٠)

گرافی΄ͬ نمایش ۴ . ٢ . ٣
متعامد رگرسیون حالت در هستند، پیچیده پیشنهادی برآوردهای بین روابط اینکه به توجه با
بهبودیافته و محدودشده محدودنشده، برآوردگرهای  ADR و  ADQB نمودارهای (C = Ip)
بهتر درک راستای در p و η٢ ،λ ،α مختلف مقادیر برای λ و ∆٢ حسب بر (١۴ . ٢)‐(٢ . ١٢)

است. شده ارائه M بهبودیافته برآوردگرهای کارایی
.δ⊤δ = η٢∆٢ و C(λ) = (١ + λ)Ip ،R(λ) = ١)/١ + λ)Ip متعامد، رگرسیون در

با:  است برابر برآوردگرها ADQB عبارت های ،(٢ . ١٧) رابطه اساس بر اکنون،
ADQB(β̂uM

) =
λ٢

(١ + λ)٢ η
٢∆٢

ADQB(β̂ptM
) =

١
(١ + λ)٢ η

٢∆٢
{
λ٢ + ٢λHp+٢

(
χ٢
p,α;∆

٢)+ [Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)
]٢}

ADQB(β̂sM
) =

١
(١ + λ)٢ η

٢∆٢
{
λ٢ + ٢ c λE [χ−٢

p+(٢∆)٢
]
+ c٢

(
E
[
χ−٢
p+(٢∆)٢

])٢}
ADQB(β̂sM+

) =
١

(١ + λ)٢ η
٢∆٢

{
λ٢ + ٢λX(∆) +

(
X(∆٢)

)٢}
.

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م متعامد، رگرسیون برای را ٢ . ٣ . ٣ قضیه
ADR(β̂uM

) =
η٢

(١ + λ)٢
{
p+ λ٢∆٢}

ADR(β̂ptM
) =

η٢
(١ + λ)٢

{
p
(١ −Hp+٢(χ٢

p,α;∆
٢)
)
+∆٢X(α;∆٢)

+λ٢∆٢ + ٢λ∆٢Hp+٢(χ٢
p,α;∆

٢)
}

ADR(β̂sM
) =

η٢
(١ + λ)٢

{
p
(١ − cX(∆٢)

)
+ c(c+ ۴)∆٢E

[
χ−۴
p+۴(∆٢)

]
+λ٢∆٢ + ٢cλ∆٢E

[
χ−٢
p+(٢∆)٢

]}
(۵٢ . ١)
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ADR(β̂sM+
) = ADR(β̂sM+

)− η٢
(١ + λ)٢

{
pE

[(١ − cχ−٢
p+(٢∆)٢

)٢
I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)

]
+٢λ∆٢E

[(١ − cχ−٢
p+(٢∆)٢

)
I(χ٢

p+(٢∆)٢ ≤ c)
]
+∆٢Q(∆٢)

}
.

برای و p = ۵ ،λ = ٠٫١ به ازای ریج M بهیودیافته  برآوردگرهای برای را ADQB ،٢ . ١ ش΄ل
ͬ یابد م کاهش PTRM برآوردگر ADQB ،α پارامتر افزایش با ͬ دهد. م نشان α مختلف مقادیر

ͬ شود. م رد صفر فرضیه  بیشتری احتمال با کند، پیدا افزایش α مقدار وقتͬ زیرا
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.α مختلف مقادیر و η٢ = ١ ،λ = ٠٫١ ،p = ۵ برای برآوردگرها  ADQB رفتار :٢ . ١ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان α = ٠٫١ و η٢ = ١ ،p = ۵ به ازای λمختلف مقادیر برای را ADQB ،٢ . ٢ ش΄ل
این در هستند. M بهبودیافته برآوردگرهای همان شده پیشنهاد برآوردگر های ،λ = ٠ وقتͬ
برآوردگرهای ͬ یابد، م افزایش λ که همان طور ͬ باشد. م صفر URM برآوردگر ADQB ش΄ل،
هم چنین ͬ شود. م بیشتر نیز آنها ADQB و تبدیل اریب برآوردگرهای به ریج M بهبودیافته
΁نزدی URM برآوردگر ADQB به PTRM برآوردگر ADQB مقدار ͬ کند، م پیدا افزایش ∆٢ وقتͬ

ͬ  دهد. م نشان را Ho صفر فرضیه از دوری میزان ∆٢ که است یادآوری به لازم ͬ شود. م
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.λ مختلف مقادیر و η٢ = ١ ،α = ٠٫٠۵ ،p = ۵ برای برآوردگرها  ADQB رفتار :٢ . ٢ ش΄ل
برای ͬ دهد. م نشان شده پیشنهاد برآوردگرهای برای را ADR مقادیر ،۴ . ٢ و ٢ . ٣ ش΄ل های
از کمتر ریج M بهبودیافته برآوردگرهای ADR ͬ کند. م عمل بهتر ،PTRME ،α بزرگتر مقادیر

ببینید). را ۴ . ٢ ش΄ل  چپ بالا‐ (نمودار دارد M بهبودیافته برآوردگرهای ADR

΁ی به λ که وقتͬ آن کارایی اما است SRME مخاطره از کمتر همواره PRRME مخاطره
مشاهده هم چنین ͬ یابد. م کاهش α = ٠٫٠۵ و η٢ = ١ ،p = ۵ به ازای ͬ شود، م ΁نزدی
مخاطره دارد. برتری PRRME و SRME ،URME بر PTRME صفر، فرضیه  ΁نزدی که ͬ شود م
΁نزدی URME مخاطره مشترک مقدار به ،∆٢ بزرگتر مقادیر ازای به پیشنهادی برآوردگرهای

ببینید. را (٢٠١٧c) آرشͬ و نوروزی راد بیشتر، ش΄ل های مشاهده برای ͬ شود. م
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(REff) نسبی کارایی از استفاده با عددی به طور برآوردگرها کارایی متعامد، رگرسیون برای

است. شده محاسبه ͬ شود م تعریف زیر به صورت که

REff(β̂∗M
(λ)) =

ADR(β̂uM
(λ))

ADR(β̂∗M
(λ))

. (۵٢ . ٢)

بنابراین، باشد. PRRM و SRM ،PTRM برآوردگرهای از ΁ی هر ͬ تواند م β̂
∗M

(λ) برآوردگر
نشان را URME بر کمتر مخاطره دیدگاه از برآوردگرها برتری ،΁ی از بیشتر نسبی مخاطره 

ͬ دهد. م
به ترتیب پیشنهادی برآوردگرهای برای را نسبی مخاطره های مقادیر ٢ . ٢ و ٢ . ١ جدول  های
مقادیر به ازای ریج M بهبودیافته  برآوردگرهای ͬ دهد. م نشان p = ٢٠ و p = ۵ حالت دو در
دور صفر از ∆٢ وقتͬ ͬ کنند. م عمل بهتر حالت دو هر در صفر فرضیه  ΁نزدی و λ کوچ΄تر

است. رضایت بخش PTRME رفتار ͬ شود، م
ͬ آید: م به دست زیر نتایج ،٢ . ٢ و ٢ . ١ جدول های اساس بر

نتیجه این است. برخوردار بسزایی اهمیت از مطالعه این در λ ریج پارامتر انتخاب (١)
تمام ͬ کند. م بازی کمتر مخاطره معیار اساس بر بهتر برآوردگر یافتن در کلیدی نقش
صفر از ∆٢ وقتͬ دارند. صفر فرضیه  ΁نزدی بهتری کارایی پیشنهادی، برآوردگرهای

است. قبول قابل λ ΁کوچ مقادیر برای هنوز PTRME رفتار ͬ گیرد، م فاصله
بر PRRME همواره ،Ho صفر فرضیه تحت شد، اشاره ٢ . ٣ . ١٢ قضیه در که همان طور (٢)
به طوری که دارند وجود λ(٢∆)٨ و ∆٢٨(λ) آن گاه ،∆٢ > ٠ اگر دارد. برتری URME

تایید در است. URME از کمتر PRRME مخاطره ،(∆٢, λ) ∈ (٢٨∆,٠(λ)) × (٠, λ(٢∆)٨)
ببینید. λ ≥ ٠٫۵ و λ ≥ ٠٫١ برای به ترتیب را ٢ . ٢ جدول و ٢ . ١ جدول کافیست نکته این
بر PRRME برتری شرط ͬ کند. م مقایسه را PTRME و PRRME کارایی ٢ . ٣ . ١٣ قضیه (٣)
و ٠ ≤ ∆٢ ≤ ∆٢٩(λ, α) به طوری که است λ(٢∆)٩ و ∆٢٩(λ, α) وجود ،PTRM برآوردگر
این لزوم که دارند وجود زیادی موارد ،٢ . ٢ و ٢ . ١ جدول های در .٠ ≤ λ ≤ λ(٢∆)٩
PRRME از بهتر PTRM برآوردگر ،λ = ٠٫۵ برای مثال، عنوان به  ͬ کنند. م تایید را شرط
تحت ͬ کند. م رفتار ،٢ . ٢ و ٢ . ١ جدول های در به ترتیب ،∆٢ ≈ ٢٧ و ∆٢ = ٢٠ به ازای
شده گرفته نظر در α برای ٠٫٠۵ مقدار اینجا، در است. وابسته α به برتری صفر، فرضیه
ͬ  کند. م رفتار PTRME از بهتر PRRME همواره و ͬ کند م صدق برتری شرط در که است
هستند. ثابت ∆٢ = ٠ به ازای ͬ باشند، م λ از مستقل نسبی کارایی های که آن جایی از (۴)



۵٧ کامل مدل

.λ مختلف مقادیر و α = ٠٫٠۵ ،η٢ = ١ ،p = ۵ برای برآوردگرها نسبی کارایی های :٢ . ١ جدول
∆٢

٢٠٫٠٠ ١۶٫۶٧ ١٣٫٣٣ ١٠٫٠٠ ۶٫۶٧ ٣٫٣٣ ٠٫٠٠ برآوردگرها λ

٠٫٨٨ ٠٫٨٢ ٠٫٧۵ ٠٫٧٢ ٠٫٧٧ ١٫١١ ٧٫٣٨ PTRME

٠٫٠١١٫٠٨ ١٫١٠ ١٫١٣ ١٫١٨ ١٫٢٧ ١٫۵٠ ٢٫۵٠ SRME

١٫٠٨ ١٫١٠ ١٫١٣ ١٫٢٠ ١٫٣٢ ١٫۶۵ ٣٫۵۶ PRRME

٠٫٨٨ ٠٫٨١ ٠٫٧۴ ٠٫٧٠ ٠٫٧۴ ١٫٠٧ ٧٫٣٨ PTRME

٠٫٠۵١٫٠٣ ١٫٠۵ ١٫٠٨ ١٫١٣ ١٫٢٢ ١٫۴۵ ٢٫۵٠ SRME

١٫٠٣ ١٫٠۵ ١٫٠٩ ١٫۴٨ ١٫٢٧ ١٫۵٩ ٣٫۵٧ PRRME

٠٫٨٧ ٠٫٨٠ ٠٫٧٣ ٠٫۶٨ ٠٫٧٢ ١٫٠٢ ٧٫٣٨ PTRME

٠٫١٠٫٩٨ ١٫٠٠ ١٫٠٣ ١٫٠٧ ١٫١۶ ١٫٣٩ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٩٨ ١٫٠٠ ١٫٠٣ ١٫٠٩ ١٫٢١ ١٫۵٣ ٣٫۵٧ PRRME

٠٫٨٧ ٠٫٧٩ ٠٫٧١ ٠٫۶۶ ٠٫۶٨ ٠٫٩۴ ٧٫٣٨ PTRME

٠٫٢٠٫٩١ ٠٫٩٢ ٠٫٩۴ ٠٫٩٨ ١٫٠٧ ١٫٢٩ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٩١ ٠٫٩٢ ٠٫٩۵ ١٫٠٠ ١٫١١ ١٫۴١ ٣٫۵٧ PRRME

٠٫٨٩ ٠٫٨٢ ٠٫٧٢ ٠٫۶۴ ٠٫۶٢ ٠٫٧٩ ٧٫٣٨ PTRME

٠٫۵٠٫٨٢ ٠٫٨٢ ٠٫٨٢ ٠٫٨۴ ٠٫٨٩ ١٫٠٧ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٨٢ ٠٫٨٢ ٠٫٨٣ ٠٫٨۵ ٠٫٩٢ ١٫١۴ ٣٫۵٧ PRRME

٠٫٩٣ ٠٫٨٨ ٠٫٨٠ ٠٫٧٠ ٠٫۶۴ ٠٫٧٠ ٧٫٣٨ PTRME

١٠٫٨۴ ٠٫٨٣ ٠٫٨٢ ٠٫٨١ ٠٫٨١ ٠٫٩٠ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٨۴ ٠٫٨٣ ٠٫٨٢ ٠٫٨١ ٠٫٨٣ ٠٫٩۴ ٣٫۵٧ PRRME

٠٫٩٩ ٠٫٩٧ ٠٫٩۵ ٠٫٩١ ٠٫٨۶ ٠٫٨١ ٧٫٣٨ PTRME

۵٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ٠٫٩٢ ٠٫٩٠ ٠٫٨٨ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ٠٫٩٢ ٠٫٩١ ٠٫٨٣ ٠٫٨٩ ٣٫۵٧ PRRME

٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ٠٫٩۶ ٠٫٩٣ ٠٫٨٩ ٧٫٣٨ PTRME

١٠٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ٠٫٩۶ ٠٫٩۵ ٠٫٩٣ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ٠٫٩۶ ٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ٣٫۵٧ PRRME

١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ٠٫٩۶ ٠٫٩۴ ٧٫٣٨ PTRME

٢٠٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٧ ٠٫٩۶ ٢٫۵٠ SRME

٠٫٩٩ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٧ ٠٫٩۶ ٣٫۵٧ PRRME

∆٢ مقادیر تمام به ازای PRRME کارایی نسبی که ͬ دهند م نشان ٢ . ٢ و ٢ . ١ جدول های (۵)
این ͬ کند. م تایید را ١۴ . ٢ . ٣ قضیه نتایج که است SRME نسبی کارایی با از/برابر بهتر
رفتار بهتر ∆٢ مقادیر تمام برای برآوردگر این ،K(n) کلاس برای که ͬ کند م بیان قضیه
PRRME گیرد، قرار (٠, λ(٢∆)١٠) بازه در λ اگر که دارد وجود (٢∆)λ١٠ای اما ͬ کند م

دارد. SRME از کمتری مخاطره
ͬ کند، م پیدا افزایش p وقتͬ که ͬ شود م ملاحظه شود، مقایسه ٢ . ٢ با ٢ . ١ جدول اگر (۶)
p افزایش با ریج M پیشنهادی برآوردگرهای بنابراین، ͬ شود. م بهتر نسبی کارایی های

ͬ کند. م عمل بهتر
ͬ کنند. م رفتار برآوردگرها سایر از بهتر PRRME ،٢ . ٢ جدول در و PTRME ،٢ . ١ جدول در (٧)
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.λ مختلف مقادیر و α = ٠٫٠۵ ،η٢ = ١ ،p = ٢٠ برای برآوردگرها نسبی کارایی های :٢ . ٢ جدول
∆٢

٢٠٫٠٠ ١۶٫۶٧ ١٣٫٣٣ ١٠٫٠٠ ۶٫۶٧ ٣٫٣٣ ٠٫٠٠ برآوردگرها λ

٠٫٩۵ ٠٫٩٩ ١٫٠٧ ١٫٢۶ ١٫۶٨ ٢٫٨٧ ١١٫٣۶ PTRME

٠٫٠١١٫٧۵ ١٫٨٩ ٢٫١٠ ٢٫۴٢ ٣٫٠٠ ۴٫٣٠ ١٠٫٠٠ SRME

١٫٧٩ ١٫٩٨ ٢٫٢٩ ٢٫٩٠ ۴٫٢۴ ٧٫٨۵ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٩۴ ٠٫٩٧ ١٫٠۵ ١٫٢٣ ١٫۶٣ ٢٫٧٨ ١١٫٣۶ PTRME

٠٫٠۵١٫۶۴ ١٫٧٨ ١٫٩٧ ٢٫٢٨ ٢٫٨٧ ۴٫١١ ١٠٫٠٠ SRME

١٫۶٧ ١٫٨۵ ٢٫١۵ ٢٫٧٠ ٣٫٩۵ ٧٫٢٧ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٩٣ ٠٫٩۵ ١٫٠٢ ١٫١٩ ١٫۵٧ ٢٫۶٨ ١١٫٣۶ PTRME

٠٫١١٫۵٢ ١٫۶۵ ١٫٨٣ ٢٫١٣ ٢٫۶۵ ٣٫٨٩ ١٠٫٠٠ SRME

١٫۵۵ ١٫٧١ ١٫٩٨ ٢٫۴٩ ٣٫۶٢ ۶٫۶۴ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٩٠ ٠٫٩٢ ٠٫٩٧ ١٫١٢ ١٫۴۶ ٢٫۴٨ ١١٫٣۶ PTRME

٠٫٢١٫٣٢ ١٫۴٣ ١٫۶٠ ١٫٨۶ ٢٫٣٣ ٣٫۴٩ ١٠٫٠٠ SRME

١٫٣۴ ١٫۴٨ ١٫٧١ ٢٫١۴ ٣٫٠٨ ۵٫۵٩ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٨۵ ٠٫٨۴ ٠٫٨٧ ٠٫٩۶ ١٫٢١ ٢٫٠٠ ١١٫٣۶ PTRME

٠٫۵٠٫٩٨ ١٫٠۵ ١٫١۶ ١٫٣۴ ١٫۶٩ ٢٫۵٩ ١٠٫٠٠ SRME

٠٫٩٩ ١٫٠٨ ١٫٢٢ ١٫۴٩ ٢٫٠۶ ٣٫۶٢ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٨٩ ٠٫٨١ ٠٫٨٠ ٠٫٨٣ ٠٫٩٨ ١٫۵٠ ١١٫٣۶ PTRME

١٠٫٨٠ ٠٫٨۴ ٠٫٨٠ ٠٫٩٩ ١٫١٩ ١٫٧٨ ١٠٫٠٠ SRME

٠٫٨١ ٠٫٨۵ ٠٫٩٢ ١٫٠۶ ١٫٣۵ ٢٫١٨ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٩۴ ٠٫٩١ ٠٫٨٨ ٠٫٨۵ ٠٫٨۴ ٠٫٨٨ ١١٫٣۶ PTRME

۵٠٫٨۶ ٠٫٨۵ ٠٫٨۵ ٠٫٨۴ ٠٫٨۵ ٠٫٩١ ١٠٫٠٠ SRME

٠٫٨۶ ٠٫٨۶ ٠٫٨۵ ٠٫٨۶ ٠٫٨٧ ٠٫٩۴ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٩٧ ٠٫٩۵ ٠٫٩٣ ٠٫٩١ ٠٫٩٠ ٠٫٩٠ ١١٫٣۶ PTRME

١٠٠٫٩٢ ٠٫٩١ ٠٫٩١ ٠٫٩٠ ٠٫٩٠ ٠٫٩١ ١٠٫٠٠ SRME

٠٫٩٢ ٠٫٩٢ ٠٫٩١ ٠٫٩١ ٠٫٩١ ٠٫٩٢ ١٧٫٠٢ PRRME

٠٫٩٨ ٠٫٩٧ ٠٫٩۶ ٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ٠٫٩٣ ١١٫٣۶ PTRME

٢٠٠٫٩۶ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ٠٫٩۴ ١٠٫٠٠ SRME

٠٫٩۶ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ١٧٫٠٢ PRRME

شبیه سازی مطالعه ۵ . ٢ . ٣
کارایی تا است شده گرفته به کار شبیه سازی مطالعه  غیرمتعامد، حالت برای بخش، این در

شود. بررسͬ پیشنهادی برآوردگرهای
کردیم استفاده زیر به صورت هوبر تابع از ،M برآوردگر آوردن به دست برای

ρ(ε) =

 ε٢; −k ≤ ε ≤ k

٢k|ε| − k٢ ε < −k یا ε > k

معادل به طور که

ψ(ε) =


ε |ε ≤ k

k sgn(ε)− ١٢k٢ |ε| > k
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بیشتر برای ،k بزرگ مقادیر ازای به نمود. انتخاب k برای ͬ توان م را مختلفͬ مقادیر
برآوردگرهای به ΁نزدی M برآوردگرهای هم چنین و است ρ(ε) = ε٢ شده، مشاهده باقیمانده های

هستند. OLS

است ρ(ε) = ٢k|ε|−k٢ شده، مشاهده باقیمانده های بیشتر برای ،k ΁کوچ مقادیر ازای n∑به
i=١ |εi| عبارت کمینه سازی با ∑n

i=٢)١k|εi| − k٢) عبارت کردن کمینه  اینکه به توجه با و
که kای مقدار هستند. LAD برآوردگرهای به ΁نزدی متناظر M برآوردگرهای است، معادل
تصادفͬ خطاهای توزیع به وابسته ͬ دهد م نتیجه رگرسیونͬ ضرایب برای را برآوردها بهترین
باید k برای کوچ΄ͬ مقدار آن گاه کند، تولید را زیادی دورافتاده  نقاط توزیع، این اگر است.
نرمال) توزیع (شبیه دهد نتیجه را اندکͬ دورافتاده  نقاط توزیع، اگر ͬ که حال در شود انتخاب

شود. گرفته نظر در k برای بزرگͬ مقدار است بهتر صورت این در
پیشنهاد را k = ١٫۵σ̂ مقدار مم΄ن، مقدار دو انتخاب مقابل در کردن احتیاط با هوبر
(١٩٧٧) ولش و هالند است. تصادفͬ خطای جامعه استاندارد انحراف برآوردگر σ̂ که ͬ کند م
اگر که کرده اند انتخاب به گونه ای را k مقدار آنها نموده اند. پیشنهاد را k = ١٫٣۴۵σ̂ مقدار
معمولا ͬ باشند. م ٩۵٪ مجانبی کارایی دارای M برآوردگرهای باشد، نرمال خطاها این توزیع

.k = ١٫٣۴۵ ͬ شود م فرض
هم خطͬ، ایجاد برای (١٩٧۵) گالارنو و م΁ دونالد پیشنهادی روش اساس بر ابتدا در

ͬ شود: م تولید زیر به صورت طرح ماتریس
Xij =

√
١ − ρ٢Zij + ρZip, i = ١, . . . , n; j = ١, . . . , p− ١, (۵٢ . ٣)

متغیر دو بین همبستگͬ ρ و هستند استاندارد نرمال شبه تصادفͬ متغیرهای Zijها آن در که
نیز توضیحͬ متغیرهای بین وابستگͬ باشد، بیشتر ρ مقدار هرچه است. دلخواه توضیحͬ

بیشتر). (هم خطͬ ͬ شود م بیشتر
∆٢ = ٠ که ͬ شود م تعریف به گونه ای و است ∆٢ از تابعͬ و pتایی بردار β پارامتر این جا، در
مثال، عنوان به شده اند. تولید (β = o) صفر فرضیه  اساس بر داده مجموعه  ͬ دهد م نشان
به است. شده استفاده β = (٠, ٠, ٠, ٢∆,٠)⊤ از ͺپاس متغیر آوردن به دست برای کنید فرض
فرضیه از (انحراف پیشین اطلاع به بی اعتمادی درجه  مشابه ∆٢ که ͬ شود م مشاهده وضوح
ͬ یابد. م افزایش نیز صفر فرضیه  از انحراف درجه  یابد، افزایش ∆٢ هرچه ͬ کند. م عمل صفر)

است. شده مطالعه ∆٢ تغییرات اساس بر پیشنهادی برآوردگرهای کارایی
توزیع ΁ی از خطاها آن در که است شده شبیه سازی (١ . ١) مدل اساس بر ͺپاس متغیر

است: آمده زیر صورت به آمیخته نرمال
ϱNn(٠, c∗σ٢) + (١ − ϱ)Nn(٠, σ٢), c∗ > ١

با و شده اند تولید σ٢ = ١ واریانس با نرمال توزیع از ١ − ϱ احتمال با باقیمانده ها نتیجه در
ͬ شود. م تولید c∗σ٢ واریانس با نرمال توزیع از ϱ احتمال
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با نرمال توزیع از مشاهده ها بیشتر ،ϱ برای ΁کوچ مقدار و c∗ برای بزرگ مقدار انتخاب با
،ϱ ͬ شوند. م تولید c∗σ٢ بزرگ واریانس با نرمال توزیع از کمͬ درصد و σ٢ مشخص واریانس

ͬ شود. م تفسیر پرت داده های درصد
و است آمده به دست پیشنهادی برآوردگرهای از ΁ی هر برای MSE شبیه سازی، فرآیند در
برآوردگرهای MSE بر ریج M نشده محدود برآوردگر MSE تقسیم با آنها نسبی کارایی سپس

ͬ شود. م محاسبه شده پیشنهاد
ͬ آید: م به دست زیر به صورت نسبی MSE تکرار، N برای

RMSE
(
β̂
∗M

(λ)
)
=

MSE(β̂uM
(λ))

MSE(β̂∗M
(λ))

=
١
N

∑N
i=١(β̂

uM(i)

(λ)− β)⊤(β̂
uM(i)

(λ)− β)

١
N

∑N
i=١(β̂

∗M(i)

(λ)− β)⊤(β̂
∗M(i)

(λ)− β)
,

از ΁ی هر ͬ تواند م β̂
∗M

(λ) و است iام مرحله  در URM برآوردگر همان β̂
uM(i)

(λ) آن در که
نسبت را پیشنهادی برآوردگر برتری ،΁ی از بزرگتر نسبی MSE باشد. پیشنهادی برآوردگرهای
ͬ تواند م ،΁ی مساوی یا کمتر RMSE دی·ر، عبارت به ͬ دهد. م نشان محدودنشده برآوردگر به

ندارد. بهتری رفتار URM برآوردگر به نسبت پیشنهادی برآوردگر که دهد نشان
پارامترهای تعداد ،n = ۵٠ نمونه حجم به ازای بار N = ١٠٠٠ شده مطرح شبیه سازی فرآیند
c∗ = ١٠٠ و α = ٠٫١ ͬ داری معن ͹سط ،ρ = ٠٫٨, ٠٫٩, ٠٫٩٩, ٠٫٩٩٩ همبستگͬ ،p = ۵, ١٠,٢٠
پرت داده های درصد به ازای نسبی کارایی ρ هر برای ͬ شود. م انجام آمیخته نرمال توزیع در
محاسبه ،٣٠ و ٢٠ ،١٠ ،۵ ،٢ ،١ ،٠٫۵ ،٠٫١ ،٠٫٠١ ،٠ ،∆٢ از مختلف مقدار ده برای ϱ = ٠٫١, ٠٫٢

است. شده گزارش ۵ . ٢ . ٣‐٢ جدول های در نتایج که است شده
است: شده خلاصه زیر به صورت ۵ . ٢ . ٣‐٢ جدول های از کلͬ نتایج

به ،RMSE معیار اساس بر معمولا و است پایدار کاملا SRM و PRRM برآوردگرهای رفتار (١)
دارد. برتری URME

ͬ شود. م بهتر URME به نسبت PRRM و SRM برآوردگرهای کارایی یابد، افزایش p چه هر (٢)
دارند. بهتری کارایی ریج M بهبودیافته  برآوردگرهای معمولا ،ρ مقدار افزایش با (٣)

URME که ͬ  شود م ملاحظه صفر، فرضیه از انحراف درجه  افزایش با است، ΁کوچ ρ وقتͬ (۴)
SRM برآوردگرهای رفتار شود، بزرگتر ρ اگر وجود، این با بود. خواهد برآوردگر بهترین

ͬ شود. م بهتر PRRM و
نسبت PTRM و RRM برآوردگرهای برتری شود، گرفته فاصله صفر فرضیه  از ͬ که هنگام (۵)
است. پایدار PRRM و SRM برآوردگرهای رفتار وجود، این با ͬ یابد، م کاهش URME به
ͬ شود، م زیاد p و است ثابت n وقتͬ که ͬ شود م برداشت چنین ۵ . ٢ . ٣‐٢ جدول های از (۶)

ͬ شود. م بهتر برآوردگرها کارایی
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α = ٠٫١ و ،p = ١٠ ،n = ۵٠ به ازای پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی های :٢ . ٣ جدول
پرت ٪٢٠داده ی پرت ٪١٠داده ی

PRSRME SRME PTRME PRSRME SRME PTRME ∆٢ ρ٢
٧٫١٩ ۶٫٢٢ ۵٫١٨ ۶٫۶۴ ۵٫٩٧ ۴٫۵۵ ٠

٠٫٨

٧٫٠٣ ۶٫٠۶ ۴٫٧١ ۶٫٣۶ ۵٫٨٠ ٣٫٩۶ ٠٫٠١
٧٫١۵ ۶٫١۶ ۴٫٩٠ ۶٫۶٠ ۵٫٩٠ ۴٫۴٨ ٠٫١
٧٫٠٩ ۶٫٢١ ۵٫١٢ ۶٫٢٧ ۵٫٧٣ ۴٫٠٨ ٠٫۵
٧٫٠٨ ۶٫١۴ ۴٫٨٨ ۶٫١٠ ۵٫۵۶ ٣٫٨٠ ١
۶٫٩٩ ۶٫٠۶ ۴٫٨۵ ۵٫٩٠ ۵٫۴٠ ٣٫٨١ ٢
۶٫٩٢ ۶٫٠۴ ۴٫٨٢ ۵٫٣١ ۴٫٨٩ ٣٫۵۴ ۵
۶٫٧٢ ۵٫٩٢ ۴٫۴٢ ۴٫۶١ ۴٫٣١ ٣٫٠٧ ١٠
۶٫٢١ ۵٫۵١ ۴٫٢۶ ٣٫۶٣ ٣٫۴۶ ٢٫٣۵ ٢٠
۵٫٨٢ ۵٫١٨ ٣٫٨٢ ٣٫٠۶ ٢٫٩۴ ١٫٩٨ ٣٠
۶٫٩۶ ۶٫١٠ ۴٫٨٣ ۶٫۵٠ ۵٫٨٣ ۴٫٢٢ ٠

٠٫٩

٧٫١٢ ۶٫١٨ ۵٫٠٢ ۶٫۵٧ ۵٫٩٣ ۴٫۴۵ ٠٫٠١
٧٫٠٧ ۶٫١۶ ۴٫٨٧ ۶٫۵٩ ۵٫٩٢ ۴٫۴١ ٠٫١
٧٫٠٩ ۶٫١٣ ۴٫٩٠ ۶٫۴٩ ۵٫٩۵ ۴٫۴۴ ٠٫۵
۶٫٩۴ ۶٫٠١ ۴٫٧٠ ۶٫۵٢ ۵٫٨٧ ۴٫۴٠ ١
۶٫٩٩ ۶٫٠٩ ۴٫٧٢ ۶٫٣٢ ۵٫٧٠ ۴٫٢٠ ٢
۶٫٨٢ ۶٫٠١ ۴٫۶٧ ۵٫٧۵ ۵٫٢٧ ٣٫۵٩ ۵
۶٫٩۶ ۶٫٠۴ ۴٫٨۴ ۵٫١٧ ۴٫٨۴ ٣٫٢۶ ١٠
۶٫۴٨ ۵٫٨٢ ۴٫٣٩ ۴٫٢٩ ۴٫١٠ ٢٫٧٠ ٢٠
۶٫٢٧ ۵٫۶٢ ۴٫٢٣ ٣٫٧۶ ٣٫۶٣ ٢٫٣۴ ٣٠
٧٫٠١ ۶٫١٠ ۴٫٧٠ ۶٫٣٠ ۵٫۶٩ ٣٫٨٧ ٠

٠٫٩٩

۶٫٧١ ۵٫٨٨ ۴٫٣٧ ۶٫۴٧ ۵٫٨۵ ۴٫٣٧ ٠٫٠١
۶٫٨٢ ۵٫٩٨ ۴٫۵٢ ۶٫۵۵ ۵٫٩۴ ۴٫٣١ ٠٫١
۶٫٨٨ ۵٫٩٨ ۴٫۶۵ ۶٫۵۵ ۵٫٨٨ ۴٫٣٣ ٠٫۵
٧٫٠٠ ۶٫٠٣ ۴٫٧۵ ۶٫۵٢ ۵٫٩۴ ۴٫٢٨ ١
٧٫٣۴ ۶٫٣٣ ۵٫٢۴ ۶٫٢٠ ۵٫۶٩ ٣٫٨٧ ٢
۶٫٩۶ ۶٫١۵ ۴٫٨١ ۶٫٠۵ ۵٫۵٧ ٣٫٧٩ ۵
٧٫٠۵ ۶٫٠٢ ۴٫٧٧ ۵٫٨٧ ۵٫۴٧ ٣٫۶٢ ١٠
۶٫۶۵ ۵٫٩۴ ۴٫۴١ ۵٫٢١ ۴٫٩٧ ٣٫٠٠ ٢٠
۶٫۵۴ ۵٫٨۶ ۴٫٣١ ۴٫٩٣ ۴٫٧۶ ٢٫٨٠ ٣٠
۶٫٨٨ ۶٫٠٧ ۴٫٧۴ ۶٫۶٢ ۶٫٠١ ۴٫۴١ ٠

٠٫٩٩٩

۶٫٩٢ ۶٫٠٧ ۴٫۶١ ۶٫۴۵ ۵٫٨٨ ۴٫١٧ ٠٫٠١
۶٫٨١ ۵٫٩٨ ۴٫۵٢ ۶٫۴٩ ۵٫٨٢ ۴٫٢۶ ٠٫١
٧٫٠٨ ۶٫٢٢ ۴٫٧۵ ۶٫۴٩ ۵٫٨٩ ۴٫١٠ ٠٫۵
٧٫٢۵ ۶٫١۶ ۵٫٢٠ ۶٫۵١ ۵٫٨٩ ۴٫٢۵ ١
٧٫٠۵ ۶٫١۶ ۴٫٨۴ ۶٫٢۵ ۵٫٧٢ ٣٫٨٢ ٢
۶٫٩٧ ۶٫٠٨ ۴٫٩۶ ۶٫١۶ ۵٫۶٧ ٣٫٩٢ ۵
٧٫١١ ۶٫٢۵ ۵٫٠۴ ۵٫٧۵ ۵٫٣٧ ٣٫٣٧ ١٠
۶٫۶٨ ۵٫٩٧ ۴٫٢١ ۵٫۴١ ۵٫١٣ ٣٫١٢ ٢٠
۶٫٣٧ ۵٫٧۵ ۴٫٠٧ ۵٫١٣ ۴٫٩٣ ٢٫٨۵ ٣٠



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ۶٢

α = ٠٫١ و ،p = ٢٠ ،n = ۵٠ به ازای پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی های :۴ . ٢ جدول
پرت ٪٢٠داده ی پرت ٪١٠داده ی

PRSRME SRME PTRME PRSRME SRME PTRME ∆٢ ρ٢
٢٠٫٢۶ ١۵٫۴٣ ١١٫٠٣ ١٩٫٣۵ ١۵٫٨١ ١٠٫۵۶ ٠

٠٫٨

١٩٫٩۵ ١۵٫۵١ ١٠٫٣١ ١٩٫۶٠ ١۵٫۵٢ ١٠٫٨۴ ٠٫٠١
٢٠٫٨٩ ١۵٫۶٣ ١١٫٢١ ١٩٫٠۵ ١۵٫۵٩ ١٠٫۴٧ ٠٫١
٢٠٫٢۶ ١۶٫٠٩ ١١٫۵٨ ١٩٫٨٨ ١۵٫٧١ ١٠٫۶١ ٠٫۵
١٩٫۵۶ ١۵٫٣٧ ١٠٫۴٩ ١٨٫٣٣ ١۴٫٨٠ ١٠٫٣٢ ١
١٩٫۵٣ ١۵٫٣٧ ١٠٫٢٧ ١۶٫١٨ ١٣٫۶٧ ٨٫۶٠ ٢
١٧٫١٩ ١٣٫٩٧ ٩٫١٨ ٩٫۵٣ ٨٫۶٣ ۵٫۶١ ۵
١٢٫٠٣ ١٠٫۶٨ ۶٫۶٨ ۴٫١۴ ۴٫٠۶ ٢٫٢٧ ١٠
۵٫٧٨ ۵٫۶۵ ٢٫٧۵ ١٫٨٢ ١٫٨٢ ١٫٠۵ ٢٠
٣٫۴٩ ٣٫۴٨ ١٫۵٠ ١٫٢٩ ١٫٢٩ ١٫٠٠ ٣٠
٢٠٫١١ ١۵٫٨٣ ١٠٫٢٩ ١٨٫٢۴ ١۴٫٨٠ ٨٫۶٢ ٠

٠٫٩

٢٠٫٣٣ ١۵٫٧٢ ١٠٫٧۶ ١٩٫٠١ ١۵٫۵٠ ٩٫۶٢ ٠٫٠١
٢٠٫٧١ ١۶٫٢٣ ١٢٫٢٨ ١٨٫٨۶ ١۵٫٣٨ ١٠٫١۶ ٠٫١
٢١٫٠٧ ١۵٫٧٩ ١١٫۶٢ ١٩٫١۶ ١۵٫۵٩ ٩٫٧٣ ٠٫۵
٢٠٫۵٢ ١۵٫٢٢ ١٠٫٩۴ ١٨٫۶٧ ١۵٫١٨ ٩٫۶٧ ١
٢٠٫٣۵ ١۵٫۵۵ ١١٫۵١ ١٧٫۶٨ ١۴٫٧٠ ٩٫۶۶ ٢
١٧٫٨۴ ١۴٫١٧ ٩٫٠١ ١١٫۶۵ ١٠٫۵٠ ۵٫٨٣ ۵
١۴٫١۵ ١٢٫١٣ ٧٫٢٣ ۵٫٨۵ ۵٫٧٣ ٢٫٧٣ ١٠
٧٫۴٩ ٧٫٣٠ ٣٫٠٣ ٢٫۵١ ٢٫۵١ ١٫١٢ ٢٠
۴٫۶٨ ۴٫۶٧ ١٫۶٩ ١٫٧٢ ١٫٧٢ ١٫٠٠ ٣٠
٢٠٫۶٩ ١۵٫۵٨ ١٠٫٩٨ ١٨٫۶٩ ١۵٫١٨ ١٠٫٢۵ ٠

٠٫٩٩

١٩٫٨١ ١۵٫۵٣ ١٠٫٧۶ ١٩٫٢٣ ١۵٫٢۶ ٩٫٩١ ٠٫٠١
٢٠٫٣٠ ١۵٫٣٢ ١٠٫۴۴ ١٨٫٩۵ ١۵٫٣١ ٩٫۶٢ ٠٫١
٢١٫٠٠ ١۵٫٩٠ ١١٫۵١ ١٩٫٢٣ ١۵٫١۴ ٩٫٨٨ ٠٫۵
٢١٫٠٠ ١۵٫٣٠ ١٠٫٩٨ ١٩٫٣٠ ١۵٫۵١ ٩٫٨۴ ١
٢٠٫۴٢ ١۵٫٨٩ ١٠٫٩٢ ١٨٫٢١ ١۵٫١١ ٩٫٣٣ ٢
١٨٫٩٢ ١۵٫٠٨ ٩٫٨٨ ١۵٫١٧ ١٣٫۴١ ۶٫٧١ ۵
١۶٫٨١ ١۴٫٣١ ٨٫٧۵ ٩٫٨۵ ٩٫۶٠ ٣٫۴۴ ١٠
١٠٫۴٧ ١٠٫١۵ ٣٫٧۶ ۴٫۶٩ ۴٫۶٩ ١٫٢٢ ٢٠
۶٫٩٩ ۶٫٩٧ ١٫٩۴ ٣٫٢٨ ٣٫٢٨ ١٫٠١ ٣٠
٢٠٫٠٩ ١۵٫۴٩ ١٠٫١٣ ١٩٫٧١ ١۵٫٧٣ ١٠٫٨٨ ٠

٠٫٩٩٩

٢٠٫۶٩ ١۵٫۵۵ ١١٫۶۵ ١٩٫٣٠ ١۵٫۵٢ ١٠٫۵۶ ٠٫٠١
١٩٫۵۵ ١۵٫٣٢ ١٠٫۵٢ ١٩٫۶٠ ١۵٫٣۴ ١١٫٣٨ ٠٫١
٢٠٫٩٧ ١۶٫١٩ ١٢٫٨٩ ١٩٫٨١ ١۵٫۴٨ ١١٫٠٠ ٠٫۵
٢٠٫۶٨ ١۵٫٨۶ ١١٫٨٧ ١٩٫۴٧ ١۵٫۶٠ ١٠٫٠٩ ١
٢٠٫٧۴ ١۵٫٩٠ ١١٫٠١ ١٨٫٩٠ ١۵٫۴۶ ٩٫۵٠ ٢
١٩٫٠۴ ١۵٫٢۴ ٩٫٣۴ ١۵٫٧٢ ١۴٫٠۶ ۶٫٧١ ۵
١٧٫٠١ ١۴٫۵١ ٨٫٣٠ ١٠٫٣٣ ١٠٫١٢ ٣٫٣٢ ١٠
١٠٫٩٩ ١٠٫۶٩ ٣٫۶۴ ۵٫٢٣ ۵٫٢٣ ١٫٢٢ ٢٠
٧٫٣۶ ٧٫٣۴ ١٫٩٣ ٣٫٧٨ ٣٫٧٨ ١٫٠١ ٣٠



۶٣ کامل مدل

α = ٠٫١ و ،p = ۵ ،n = ۵٠ به ازای پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی های :۵ . ٢ جدول
پرت ٪١٠داده ی پرت ٪۵داده ی

PRSRME SRME PTRME PRSRME SRME PTRME ∆٢ ρ٢
٢٫٩۴ ٢٫٧٩ ٣٫١٧ ٢٫٧۴ ٢٫۶۵ ٢٫٧۵ ٠

٠٫٨

٢٫٩٢ ٢٫٧٩ ٣٫١٠ ٢٫٧۴ ٢٫۶۴ ٢٫٧۴ ٠٫٠١
٢٫٩٢ ٢٫٧٧ ٣٫٢٣ ٢٫۶٨ ٢٫۶٠ ٢٫۵٩ ٠٫١
٢٫٩٧ ٢٫٨٣ ٣٫٢٧ ٢٫٧٨ ٢٫۶٨ ٢٫٨٩ ٠٫۵
٢٫٩٠ ٢٫٧۵ ٣٫١۶ ٢٫۶٢ ٢٫۵٣ ٢٫۵۵ ١
٢٫٩٢ ٢٫٧٧ ٣٫٣٢ ٢٫۴٢ ٢٫٣۵ ٢٫٢١ ٢
٢٫۵٣ ٢٫۴۴ ٢٫٣٩ ١٫۶٧ ١٫۶۴ ١٫٣٢ ۵
١٫٩٩ ١٫٩۵ ١٫۵٨ ١٫١٧ ١٫١٧ ٠٫٩٢ ١٠
١٫٣۶ ١٫٣۶ ٠٫٩٩ ١٫٠١ ١٫٠١ ٠٫٩٩ ٢٠
١٫١٧ ١٫١٧ ٠٫٩۶ ٠٫٩٧ ٠٫٩٧ ١٫٠٠ ٣٠
٢٫٨٨ ٢٫٧۵ ٣٫١١ ٢٫٧٢ ٢٫۶۴ ٢٫۶۶ ٠

٠٫٩

٢٫٩٣ ٢٫٧٩ ٣٫١٨ ٢٫٧١ ٢٫۶٣ ٢٫٧٨ ٠٫٠١
٢٫٩١ ٢٫٧۴ ٣٫١٠ ٢٫٧۵ ٢٫۶۵ ٢٫٧٩ ٠٫١
٢٫٩٢ ٢٫٧٩ ٣٫١۴ ٢٫۶٧ ٢٫۵۵ ٢٫۶۵ ٠٫۵
٢٫٨٩ ٢٫٧۵ ٣٫٠٨ ٢٫۶٨ ٢٫۶١ ٢٫٧۶ ١
٢٫٨٢ ٢٫۶٩ ٢٫٩٠ ٢٫۵٠ ٢٫۴٢ ٢٫٣۴ ٢
٢٫۶١ ٢٫۵٢ ٢٫۵٧ ١٫٩١ ١٫٨٨ ١٫۵٧ ۵
٢٫١٧ ٢٫١٣ ١٫٨٠ ١٫٣٣ ١٫٣٢ ١٫٠٠ ١٠
١٫۵٢ ١٫۵٢ ١٫١٠ ١٫٠۶ ١٫٠۶ ١٫٠٠ ٢٠
١٫٢۶ ١٫٢۶ ٠٫٩٩ ١٫٠١ ١٫٠١ ١٫٠٠ ٣٠
٢٫٨٢ ٢٫۶٨ ٢٫٩٨ ٢٫٧٢ ٢٫۶٣ ٢٫٨٢ ٠

٠٫٩٩

٢٫٨٩ ٢٫٧٨ ٣٫١٨ ٢٫۶٩ ٢٫۶٢ ٢٫۵۶ ٠٫٠١
٢٫٨۵ ٢٫٧۴ ٣٫٠٢ ٢٫٧٠ ٢٫۶٢ ٢٫٧۵ ٠٫١
٢٫٨٨ ٢٫٧٧ ٣٫١٠ ٢٫٧٠ ٢٫۶٢ ٢٫۶٠ ٠٫۵
٢٫٨٩ ٢٫٧٨ ٣٫١۶ ٢٫۶٨ ٢٫۶٠ ٢٫۶۴ ١
٢٫٨٧ ٢٫٧۵ ٣٫٠١ ٢٫۶٨ ٢٫۶٢ ٢٫۶٩ ٢
٢٫٧٧ ٢٫۶٩ ٢٫٨٩ ٢٫٢۵ ٢٫٢٣ ١٫٨۶ ۵
٢٫۴٠ ٢٫٣۴ ٢٫٠٨ ١٫۶٨ ١٫۶٨ ١٫١٨ ١٠
١٫٧٨ ١٫٧٨ ١٫٢۴ ١٫٢٧ ١٫٢٧ ١٫٠٠ ٢٠
١٫۴۵ ١٫۴۵ ١٫٠٣ ١٫١۵ ١٫١۵ ١٫٠٠ ٣٠
٢٫٨٨ ٢٫٧۶ ٣٫١٧ ٢٫٧٠ ٢٫۶١ ٢٫۶٧ ٠

٠٫٩٩٩

٢٫٩٠ ٢٫٧٨ ٣٫١٢ ٢٫۶٩ ٢٫۶٢ ٢٫۶٧ ٠٫٠١
٢٫٨٧ ٢٫٧۶ ٢٫٩۶ ٢٫۶٩ ٢٫۶٠ ٢٫۶٨ ٠٫١
٢٫٨٨ ٢٫٧٧ ٣٫٠٧ ٢٫۶٢ ٢٫۵۵ ٢٫۴٧ ٠٫۵
٢٫٨۶ ٢٫٧٢ ٣٫٠١ ٢٫۶٧ ٢٫۶١ ٢٫۶٧ ١
٢٫٩٠ ٢٫٧٩ ٣٫١٣ ٢٫۶٧ ٢٫۶٠ ٢٫۶٧ ٢
٢٫٧٣ ٢٫۶۴ ٢٫٧۶ ٢٫٣٠ ٢٫٢٨ ١٫٩۵ ۵
٢٫۴١ ٢٫٣٧ ٢٫٠٧ ١٫٧۶ ١٫٧۶ ١٫٢٢ ١٠
١٫٨٠ ١٫٧٩ ١٫٢٧ ١٫٣٣ ١٫٣٣ ١٫٠٠ ٢٠
١٫۴٨ ١٫۴٨ ١٫٠۴ ١٫٢٣ ١٫٢٣ ١٫٠٠ ٣٠



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ۶۴
دارد. برتری ی΄نواخت به طور SRME بر PRRM برآوردگر (٧)

به صورت را برآوردگرها برتری ترتیب صفر، فرضیه  تحت ،΁کوچ ρهای و nبه ازای ͬ توان م (٨)
نمود خلاصه زیر

RRME ≻ PTRME ≻ PRSRME ≻ SRME

بود خواهد زیر به صورت رابطه این مقابل، فرضیه  تحت دی·ر، به عبارت
PRSRME ≻ SRME ≻ PTRME ≻ RRME

ͬ دهد. م نشان را برتری ≻ که
تابع ΁ی ریج M بهبودیافته  برآوردگرهای نسبی کارایی شده، گرفته نظر در ρ به ازای (٩)
ͬ یابد. م کاهش نسبی کارایی یابد، افزایش ∆٢ هرگاه حالت، این در است. ∆٢ از نزولͬ

کاربردی مثال های تحلیل ۶ . ٢ . ٣
معیار چندین از باید است، مجهول پارامتر واقعͬ مقدار اینکه به توجه با کاربردی، مثال های در
گرفته شده اند:  به کار معیار دو این جا در گردد. استفاده پیشنهادی برآوردگرهای مقایسه  برای

بوت استرپ. استاندارد خطای (ب) و متقابل اعتبارسنجͬ پیش·ویی خطای (الف)
تغییر مختلف اجراهای در شده برآورد (PE) پیش·ویی خطای متقابل، اعتبارسنجͬ در
ͬ شوند م محاسبه پیش·ویی خطاهای میانگین ͬ  شود، م تکرار بار ١٠٠٠ فرآیند بنابراین ͬ کند. م

به صورت (RPE) نسبی خطای پیش·ویی و
RPE(β̂sM+

(λ)) =
Ave(PE(β̂uM

n (λ)))

Ave(PE(β̂sM+
(λ)))

.

بزرگ کافͬ به اندازه  ١٠٠٠ تکرار تعداد ͬ دهد. م نشان را میانگین Ave آن در که ͬ  شود م تعریف
نشود. مشاهده توجهͬ قابل تغییرات و دارد نگه ثابت را استاندارد انحراف های تا است

جامعه ΁ی درباره  استنباط که است شده بنا اصل این بر بوت استرپ روش های اصلͬ ایده 
مشاهدات روی استنباط و نمونه از بازنمونه گیری از استفاده با ͬ توان م را نمونه اساس بر

کرد. مدل بندی بازنمونه گیری
برآوردگر باشد. بوت استرپی نمونه  برایbامین پیشنهادی دلخواه برآوردگر β̂∗M

b (λ) کنید فرض
ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت بوت استرپی نمونه  B از بوت استرپ

β̂
∗M
B (λ) =

١
B

B∑
b=١

β̂
∗M
b (λ) (۵۴ . ٢)

ͬ آید. م به دست زیر به  صورت β̂∗M
B (λ) برآوردگر بوت استرپ استاندارد انحراف

ŝ.e.B =

√ ١
B − ١

(
β̂
∗M
B (λ)− β̂

∗M
(λ)
)⊤ (

β̂
∗M
B (λ)− β̂

∗M
(λ)
)

یافت. دست بهتر برآوردگرهای به تا است شده محاسبه ŝ.e.B تکرار، B = ١٠٠٠ برای اینجا، در
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V02 داده های تحلیل
شامل داده ها  است. فیزی΄ͬ اندام تناسب تعیین مطالعه به مربوط ١V02 داده های مجموعه 
که دارد وجود متغیر ٧ مجموع در مطالعه، این در است. مشاهده ٢٣٣ به مربوط اطلاعات
در پرت داده های و هم خطͬ وجود با توضیحͬ متغیر ۶ و وابسته متغیر به عنوان آنها از ی΄ͬ
اکسیژنͬ مصرف بیشینه  ،V02 وابسته: متغیر داده، مجموعه این در است. شده گرفته نظر

،(ml/kg/min) است شده اندازه گیری تردمیل روی آزمون با که است
،DUR (ضربه/دقیقه)، قلب ضربان بیشینه ،MHR (سال)، سن ،A඀ൾ توضیحͬ: متغیرهای
تردمیل آزمون روی ΁سیاستولی خون فشار بیشینه  ،MXS (ثانیه)، تردمیل آزمون زمان مدت
اختلال ،FAI ،(mmHg) تردمیل آزمون روی ΁دیاستولی فشارخون بیشینه ،MXD ،(mmHg)

جنسیت). و سن به نسبی (درصد کاربردی هوازی
،۵ . ٢ ش΄ل به صورت توضیحͬ متغیرهای همبستگͬ ماتریس گرفتن نظر در با ۶ . ٢ جدول

ͬ دهد. م نشان را متغیرها توصیفͬ آمار

V02 داده مجموعه برای توصیفͬ آماره های :۶ . ٢ جدول
بیشینه سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها
٧٣٫٠٠ ۵٨٫٠٠ ۵١٫٧۶ ۵٢٫٠٠ ۴۵٫٠٠ ٣۴٫٠٠ AGE

٢٠٠٫٠ ١٧٨٫٠ ١۵٨٫٣ ١۶٢٫٠ ١۴٠٫٠ ٩۴٫٠ MHR

٧٩٨٫٠ ۵٩٩٫٠ ۴۴۴٫٨ ۴٧٨٫٠ ٢٨٩٫٠ ٣۶٫٠ DUR

٢٩٠٫٠ ١٩۶٫٠ ١٧۵٫۶ ١٧۵٫٠ ١۵٠٫٠ ١٠۵٫٠ MXS

١۵٢٫٠ ٩٠٫٠ ٧٨٫۶ ٨٠٫٠٠ ٧٠٫٠ ٣٠٫٠ MXD

٧١٫٠٠ ٣٧٫٠٠ ١٧٫٩٩ ١٢٫٠٠ −١٫٠٠ −٢٢٫٠٠ FAI

۵٩٫٧٠ ٣٧٫٣٠ ٢٩٫١٧ ٣٠٫۶٠ ٢٠٫١٠ ۴٫٧٠ V02

نشان ٢ . ٧ جدول در VIF مقادیر دارد. وجود هم خطͬ که زد حدس ͬ توان م ،۵ . ٢ ش΄ل از
است. شده داده

V02 داده  مجموعه  برای VIF مقادیر :٢ . ٧ جدول
FAI MXD MXS DUR MHR AGE متغیرها

١۶٫٩۶١١ ١٫٢٧٠٢ ١٫٢٠٨٢ ١٨٫٨۴٨٨ ٢٫۴٠١٣ ٢٫٠٧٠٩ VIF

متغیرهای بین که ͬ دهد م نشان κ = ٣۴۵١٫٧٢٨ شرطͬ مقدار و ٢ . ٧ جدول مقادیر
دارد. وجود هم خطͬ توضیحͬ،

نتایج باشند. پرت داده  است مم΄ن ٧۵ ،٣٣ ،٣١ مشاهده های ͬ دهد م نشان ۶ . ٢ ش΄ل
مشاهده  که ͬ کند م تایید ،R نرم افزار در car نرم افزاری بسته  در پرت داده های آزمون به کاربردن

دارد. وجود داده ها در همزمان به طور پرت داده و هم خطͬ بنابراین، است. پرت داده ،٣٣
http://people.umass.edu/be640/yr2004/resources/data2002/VO2.txt وب سایت در داده مجموعه این ١

است. دسترس در
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V02 داده  مجموعه  مستقل متغیرهای از ماتریسͬ‐نقطه ای نمودار :۵ . ٢ ش΄ل
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V02 داده  مجموعه  در پرت داده های شناسایی نمودار :۶ . ٢ ش΄ل
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٢ . ٨ جدول در ،(۵٢ . ٠ رابطه اساس (بر λ = ٣٠٧٫۶٨۵٨ ریج پارامتر برای برآوردگرها مقدار
است. شده گزارش

V02 داده  مجموعه  برای ریج M انقباضͬ مثبت جزء و ریج M،M ،OLS برآوردگرهای :٢ . ٨ جدول
PRSRME URME RME OLS متغیرها
−٠٫٠۵٧۶ −٠٫٠۵٨۶ −٠٫١۵٢١ −٠٫١۴٩٣ AGE

−٠٫٠٢٣٢ −٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠۶٢۴ ٠٫٠۶٩۴ MHR

٠٫٠٣١١ ٠٫٠٣١۶ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٠۶ DUR

−٠٫٠٣۶٧ −٠٫٠٣٧٣ −٠٫٠٠٣٠ −٠٫٠٠٩۶ DBP

−٠٫٠۵٧٠ −٠٫٠۵٨٠ −٠٫٠٢٩١ −٠٫٠١٩٧ MXS

−٠٫٠٩۶٢ −٠٫٠٩٧٨ −٠٫٣١٢٩ −٠٫٣٢١۶ MXD

نشان ریج M برآورد در را درصدی ١۵ پیش·ویی بهبود RPE(β̂sM+
(λ)) = ١٫١۵۴۶٨۶ مقدار

انحراف مقادیر مقایسه با استفاده شود، استاندارد بوت استرپ روش از ͬ که صورت در ͬ دهد. م
خوب کارایی ،ŝ.e.B(β̂

uM
(λ)) = ٠٫٠٧٠۴٩٨٢٩ و ŝ.e.B(β̂

sM+
(λ)) = ٠٫٠١۴۴٨۵٧٣ استاندارد

ͬ شود. م تایید ریج M استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر

بدن چربی داده های تحلیل
شده برده به  کار بدن٢ چربی داده های مجموعه در را پیشنهادی برآوردگرهای بخش، این در
مقاله در بار اولین اما شده اند معرفͬ (١٩٨۵) هم΄اران و پنروز  توسط ابتدا داده ها این است.

گردید. بررسͬ کامل به طور (١٩٩۶) جانسون
زیر به صورت متغیرها است. شده  بررسͬ مرد ٢۵٢ برای بدن چربی درصد داده ها، این در

هستند: 
سیری،  معادله از استفاده با بدن چربی درصد ،ඌංඋං   :ͺپاس متغیر

چ·الͬ، این ،(gm/cm٣) مشخص ΁ی وزن از شده تعیین چ·الͬ ،ൽൾඇඌංඍඒ توضیحͬ:   متغیرهای  
اندازه گیری آب زیر در وزن ΁تکنی از استفاده با بدن حجم است. بدن حجم به بدن جرم نسبت
،ඁൾං඀ඁඍ ،(lbs) وزن   ،ඐൾං඀ඁඍ (سال)،    سن ،ൺ඀ൾ .(١٩٩٩ هم΄اران، و (هوتینگ است شده
دور ،ൺൻൽඈආൾඇ ͬ متر)،  (سانت سینه دور ،ർඁൾඌඍ ͬ متر)،  (سانت گردن دور ،ඇൾർ඄   ،(͸این) قد
زانو دور ،඄ඇൾൾ ͬ متر)،  (سانت ران دور ،ඍඁං඀ඁ ͬ متر)، (سانت باسن دور ،ඁංඉ ͬ متر)،   (سانت ش΄م
،ൿඈඋൾൺඋආ ͬ متر)،  (سانت سر عضله دور ،ൻංർൾඉඌ ͬ متر)،  (سانت پا ͸م دور ،ൺඇ඄අൾ ͬ متر)،  (سانت

ͬ متر). (سانت کمر دور ،ඐඋංඌඍ ͬ متر)  (سانت ساعد دور

موجود http://www.stat.wisc.edu/gvludwig/fall_2012/bodyfat.csv وب سایت در داده مجموعه این ٢
است.
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کرد. مشاهده ،٢ . ٧ نمودار و ٢ . ٩ جدول در ͬ توان م را متغیرها از توصیفͬ

بدن چربی داده  مجموعه در متغیرها از توصیفͬ آماره های :٢ . ٩ جدول
بیشینه سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها
١٫١٠٩ ١٫٠٧٠ ١٫٠۵۶ ١٫٠۵۵ ١٫٠۴١ ٠٫٩٩۵ ൽൾඇඌංඍඒ

٨١٫٠٠ ۵۴٫٠٠ ۴۴٫٨٨ ۴٣٫٠٠ ٣۵٫٧۵ ٢٢٫٠٠ ൺ඀ൾ

٣۶٣٫١ ١٩٧٫٠ ١٧٨٫٩ ١٧۶٫۵ ١۵٩٫٠ ١١٨٫۵ ඐൾං඀ඁඍ

٧٧٫٧۵ ٧٢٫٢۵ ٧٠٫١۵ ٧٠٫٠٠ ۶٨٫٢۵ ٢٩٫۵٠ ඁൾං඀ඁඍ

۵١٫٢٠ ٣٩٫۴٢ ٣٧٫٩٩ ٣٨٫٠٠ ٣۶٫۴٠ ٣١٫١٠ ඇൾർ඄

١٣۶٫٢٠ ١٠۵٫٣٨ ١٠٠٫٨٢ ٩٩٫۶۵ ٩۴٫٣۵ ٧٩٫٣٠ ർඁൾඌඍ

١۴٨٫١٠ ٩٩٫٣٣ ٩٢٫۵۶ ٩٠٫٩۵ ٨۴٫۵٨ ۶٩٫۴٠ ൺൻൽඈආൾඇ

١۴٧٫٧ ١٠٣٫۵ ٩٩٫٩ ٩٩٫٣ ٩۵٫۵ ٨۵٫٠ ඁංඉ

٨٧٫٣٠ ۶٢٫٣۵ ۵٩٫۴١ ۵٩٫٠٠ ۵۶٫٠٠ ۴٧٫٢٠ ඍඁං඀ඁ

۴٩٫١٠ ٣٩٫٩٢ ٣٨٫۵٩ ٣٨٫۵٠ ٣۶٫٩٨ ٣٣٫٠٠ ඄ඇൾൾ

٣٣٫٩٠ ٢۴٫٠٠ ٢٣٫١٠ ٢٢٫٨٠ ٢٢٫٠٠ ١٩٫١٠ ൺඇ඄අൾ

۴۵٫٠٠ ٣۴٫٣٣ ٣٢٫٢٧ ٣٢٫٠۵ ٣٠٫٢٠ ٢۴٫٨٠ ൻංർൾඉඌ

٣۴٫٩٠ ٣٠٫٠٠ ٢٨٫۶۶ ٢٨٫٧٠ ٢٧٫٣٠ ٢١٫٠٠ ൿඈඋൾൺඋආ

٢١٫۴٠ ١٨٫٨٠ ١٨٫٢٣ ١٨٫٣٠ ١٧٫۶٠ ١۵٫٨٠ ඐඋංඌඍ

۴٧٫۵٠ ٢۵٫٣٠ ١٩٫١۵ ١٩٫٢٠ ١٢٫۴٧ ٠٫٠٠ ඌංඋං

است. شده داده نشان ٢ . ١٠ جدول در VIF مقادیر

بدن چربی داده مجموعه  برای VIF مقادیر :٢ . ١٠ جدول
abdomen chest neck height weight age density متغیرها
١٨٫١١٩٩ ٩٫۴٧٢٢ ۴٫٣٩۶۵ ١٫۶٧٧٨ ٣۴٫٠٣١٧ ٢٫٢٧۴٧ ٣٫٨١٨٢ VIF

wrist forearm biceps ankle knee thigh hip متغیرها
٣٫۵٢١۵ ٢٫٢٣٧٠ ٣٫۶۵١۶ ١٫٩٢٠٠ ۴٫۶١٢٣ ٧٫٨٨٧٧ ١۴٫٩۶٠٩ VIF

بین در هم خطͬ که ͬ دهد م نشان κ = ١٣٧۵١٫١٩ شرطͬ عدد و ٢ . ١٠ جدول مقادیر
دارد. وجود مستقل متغیرهای

باشند. پرت داده  است مم΄ن ٩۶ و ٨۶ ،٧۶ ،۴٨ مشاهده های که ͬ دهد م نشان ٢ . ٨ ش΄ل
مشاهده های شناسایی به منجر ،R نرم افزار در car نرم افزاری بسته  در پرت داده  آزمون بردن به کار
داده  و هم خطͬ مش΄ل داده، مجموعه  این در بنابراین، ͬ شود. م پرت داده  به  عنوان ٩۶ و ۴٨

دارند. وجود پرت
λ = ٠٫٠٠٠٠٠٩۶٣ به صورت (۵٢ . ٠) رابطه از استفاده با ریج پارامتر برای برآوردگرها مقدار

است. شده گزارش ٢ . ١١ جدول در و است شده برآورد
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بدن چربی داده مجموعه در متغیرها برای نقطه ای ماتریسͬ نمودار :٢ . ٧ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را درصدی ١١ پیش·ویی در بهبود ،RPE(β̂sM+
(λ)) = ١٫١١٠٩٩۶ مقدار

انحراف مقادیر مقایسه با استفاده شود، استاندارد بوت استرپ روش از ͬ که صورت در هم چنین
PRSRME خوب کارایی که ŝ.e.B(β̂

uM
(λ)) = ٢٫٠٣۵٢۶٣ و ŝ.e.B(β̂

sM+
(λ)) = ١٫٧۵٠٨٢ استاندارد

ͬ کند. م تایید را
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بدن چربی داده مجموعه  در پرت داده  شناسایی نمودارهای :٢ . ٨ ش΄ل

بدن چربی داده های برای ریج M انقباضͬ مثبت جزء و ریج M،M ،OLS برآوردگرهای :٢ . ١١ جدول
PRRME URME UME OLS متغیرها

−۴١١٫٢۴٢۵ −۴٣١٫٩٣١٠ −۴۴٢٫٠۴۵۵ −۴١١٫٢٣٧٨ ൽൾඇඌංඍඒ

٠٫٠٠٢٧٠ ٠٫٠٠٢٨۴ ٠٫٠٠٠٧۴ ٠٫٠١٢۵٩ ൺ඀ൾ

٠٫٠٢٩٨١ ٠٫٠٣١٣١ ٠٫٠٠١٨۴ ٠٫٠١٠٠۵ ඐൾං඀ඁඍ

−٠٫٠۴۵٩٩ −٠٫٠۴٨٣١ −٠٫٠٠٩٣۶ −٠٫٠٠٧٩٨ ඁൾං඀ඁඍ

−٠٫٠۵١٨٣ −٠٫٠۵۴۴۴ ٠٫٠٠٢۵٧ −٠٫٠٢٨۴۶ ඇൾർ඄

−٠٫٠٢٧٠٣ −٠٫٠٢٨٣٩ ٠٫٠٠١٠٨ ٠٫٠٢۶٧٨ ർඁൾඌඍ

٠٫٠٢٢۵٠ ٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠٠٠۵٣ ٠٫٠١٨۵۶ ൺൻൽඈආൾඇ

−٠٫٠۵٢٠۶ −٠٫٠۵۴۶۴ ٠٫٠٠٩٣۵ ٠٫٠١٩١٧ ඁංඉ

−٠٫٠١١٧۴ −٠٫١٢٣٣ −٠٫٠١١٣٣ −٠٫٠١۶٧۶ ඍඁං඀ඁ

−٠٫٠۴١۴٨ −٠٫٠۴٣۵۶ −٠٫٠٠۶٨١ −٠٫٠٠۴۶۴ ඄ඇൾൾ

−٠٫٠١۵٧٧ −٠٫٠١۶۵٧ ٠٫٠٠٣٣٧ −٠٫٠٨۵۶٨ ൺඇ඄අൾ

−٠٫٠٠۶۴٣ −٠٫٠٠۶٧۵ −٠٫٠٠۴٩٢ −٠٫٠۵۵٠۵ ൻංർൾඉඌ

−٠٫٠٠٠۶٠ −٠٫٠٠٠۶٣ −٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠٣٣٨۶ ൿඈඋൾൺඋආ

−٠٫١١٢٩٢ −٠٫١١٨۶٠ −٠٫٠١۴٣۶ ٠٫٠٠٧٣۴ ඐඋංඌඍ



٧١ شده افراز مدل

شده افراز مدل ۴ . ٢
ب·یرید. نظر در زیر به صورت افرازی بررسͬ، مورد مسئله  کلیت دادن دست از بدون

β⊤ =

(
β⊤١

... β⊤٢
)

و Xn =

(
Xn١

... Xn٢
)

و بوده i = ١,٢ ،pi × ١ اندازه در زیربردار βi و n × pi اندازه در زیرماتریس Xni به طوری که
.p٢ ≥ ٠ و p١ ≥ ٠ ،p = p١ + p٢

نوشته شود زیر به صورت ͬ تواند م (١ . ١) خطͬ مدل
yn = Xn١β١ +Xn٢β٢ + εn. (۵۵ . ٢)

گویند. افرازشده مدل ،(۵۵ . ٢) رگرسیونͬ مدل به
باشد. ΁نزدی β٠٢ ثابت مقدار به β٢ ͬ شود م فرض و است علاقه مورد پارامتر β١ اینجا، در
دادن کاهش حالت این در .β٠٢ = o کنید فرض برود، دست از مسئله کلیت اینکه بدون
اطلاعات معمولا، ͬ شود. م β١ برآوردگر بهبود به منجر برآورد، رویه  در پارامتر فضای بعد

صورت به غیرنمونه ای
Ho : β٢ = o v.s. HA : β٢ ̸= o, (۵۶ . ٢)

ترتیب به β٢ و β١ چندعاملͬ، آزمایش های طرح در مثال، ΁ی عنوان به ͬ شود. م فرمول بندی
اثرهای همه  که باشید علاقه مند است مم΄ن ͬ دهد. م نشان را متقابل اثرهای و اصلͬ اثرهای

باشید. اصلͬ اثرهای برآورد دنبال به فقط و نباشند ͬ دار معن متقابل
رابطه در Mn(b) = o معادله ͺپاس ،M محدودنشده برآوردگر ،(١ . ١) رگرسیونͬ مدل برای
افراز β̂uM

= (β̂
uM⊤

١ , β̂
uM⊤

٢ )⊤ زیر به صورت (۵۵ . ٢) افرازشده مدل  اساس بر که است (٢ . ١)
مدل در را β̂

uM

١ برآوردگر مختلف ͬ های ویژگ (١٩٨۵) سن و سینگر و (١٩٧٧) جرکووا ͬ شود. م
نموده اند. بررسͬ (۵۵ . ٢) افرازشده

کنید فرض

Cn = X⊤
nXn =

X⊤
n١Xn١ X⊤

n١Xn٢
X⊤

n٢Xn١ X⊤
n٢Xn٢

 =

Cn١١ Cn١٢
Cn٢١ Cn٢٢

 . (۵٢ . ٧)

با است برابر (۵۵ . ٢) شده افراز مدل در β١ پارامتر OLS برآورگر ،(١ . ١) مدل مشابه
β̂
Ols

١ = Cn١١X⊤
n١yn.



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٧٢
به صورت ریج عامل است کافͬ ،β١ برای معمولͬ ریج برآوردگر آوردن به دست منظور به

Rn١(λn) = [Ip١ + λC−١
n١−[٢·١١

ͬ شود: م زیر برآوردگر به منجر که شود تعریف
β̂
Rdg

١ (λ) = Rn(λ)β̂
Ols

١ .

برآوردگر ،UME در ریج عامل کردن ضرب از β١ پارامتر هم خطͬ به نسبت استوار برآوردگر
ͬ آید: م به دست زیر به صورت β١ پارامتر برای ریج M محدودنشده

β̂
uM

١ (λ) = Rn١(λ)β̂
uM

١ .

بود. خواهد مفید ریج M بهبودیافته برآوردگرهای تمامͬ کردن تعریف برای استراتژی این
این در .(β٢ = o دی·ر، عبارت (به است yn = Xn١β١ + ϵn محدودشده ، (۵۵ . ٢) مدل

است: زیر معادله ͺپاس گویند، β١ پارامتر RME را آن که β١ پارامتر M برآوردگر ،β̂M

١ حالت،
Mn١(b١) = (M١(b), . . . ,Mp١(b))

⊤ =

n∑
i=١

x١iψ
(
yi − x⊤

n١ib١
)
= o, (۵٢ . ٨)

β١ پارامتر  RME دادن نشان برای β̂rM

١ نماد از است. Xn١ ماتریس سطر iامین ،x١i آن در که
که ندارد لزومͬ ،(۴ . ٢) رابطه با (۵٢ . ٨) رابطه مقایسه در است ذکر به لازم ͬ شود. م استفاده
محاسبات انجام در (۵٢ . ٨) رابطه از قسمت این در بنابراین باشد٧ مقیاس هم پایای آزمون آماره
هم باز نباشد، مقیاس هم پایای آزمون آماره اگر حتͬ دهیم نشان تا ͬ کنیم م کنیم مͬ استفاده

ͬ کنیم. م پیدا دست مطلوبی نتایج به و گرفته صورت برآوردگرها بهبود
صورت به ͬ تواند م β١ پارامتر M محدودشده  برآوردگر ،(٢٠٠۶) هم΄اران و احمد اساس بر

شود: نوشته زیر
β̂
rM

١ = β̂
uM

١ +C−١
n١١Cn١٢β̂

uM

٢ .

کنید فرض اکنون،
M̂

R

n٢ =

n∑
i=١

x٢iψ
(
yi − x⊤١iβ̂

rM

١
)

اگر است. Xn٢ ماتریس سطر iامین ،x٢i آن در که
σ̂٢
ψ =

١
n− p١

n∑
i=١

ψ٢ (yi − x١iβ̂
rM

١
)
,

Ho : β٢ = o فرضیه  کردن آزمون برای مناسب آزمون آماره  ،(١٩٩۶) سن و جرکووا از استفاده با
شود نوشته زیر صورت به ͬ تواند م H١ : β ̸= o مقابل در

LM
n١ =

[M̂
R

n٢]⊤C−١
n١·٢٢[M̂

R

n٢]
σ̂٢
ψ

.



٧٣ شده افراز مدل

به صورت ͬ دهند، م نشان β̂sM

١ نماد با را آن که β١ پارامتر M استاین نوع انقباضͬ برآوردگر
ͬ شود: م تعریف زیر

β̂
sM

١ = β̂
rM

١ + (١ − c[LM
n١−[١)(β̂uM

١ − β̂
rM

١ )

= β̂
uM

١ − c[LM
n١−[١(β̂uM

١ − β̂
rM

١ )

با برابر اغلب و کند تغییر [٠,٢(p٢ − ٢)) بازه ی در آن دامنه و است انقباضͬ پارامتر c آن در که
.p٢ ≥ ٣ ͬ  شود م فرض بنابراین، ͬ شود. م گرفته نظر در c = p٢ − ٢

بخشید. بهبود PRSME با را SME ͬ توان م ،(١٩٧٢) هم΄اران و سالو ΁تکنی بردن به کار با
ͬ شود: م تعریف زیر به  صورت β١ پارامتر برای برآوردگر این

β̂
sM+

١ = β̂
rM

١ + (١ − c[LM
n١−[١)+

(
β̂
uM

١ − β̂
rM

١
)

= β̂
sM

١ − (١ − c[LM
n١−[١)I(LM

n١ < c)
(
β̂
uM

١ − β̂
rM

١
)

با دارد. UME از کوچ΄تری مجانبی استاندارد انحراف RME باشد، برقرار β٢ = o وقتͬ
به باشد. ناسازگار و اریب حالت ها از بسیاری در است مم΄ن RME ،β٢ ̸= o برای وجود، این
͹صال و سن مشابه ͬ دهند، م نشان β̂

PTM

١ نماد با که را β١ پارامتر PTME معمولا دلیل، این
ͬ کنند: م تعریف زیر به صورت (١٩٨٧)

β̂
ptM

١ = β̂
uM

١ I
(
LM
n١ > Ln١,α

)
+ β̂

rM

١ I
(
LM
n١ ≤ Ln١,α

)
= β̂

uM

n١ − (β̂
uM

n١ − β̂
rM

n١ )I(LM
n < Ln١,α) (۵٢ . ٩)

توزیع صورت به مجانبی، به طور است. LM
n١ صفر توزیع از بالایی ١٠٠α٪ چندک Ln١,α آن در که
ͬ باشد. م صفر فرضیه  تحت آزادی درجه  p٢ با ͬ  دو ک

مشابه ،p٢ ≥ ٣ اگر وجود، این با .p٢ ≥ ١ است کافͬ ،PTME تعریف برای کنید دقت
با که IPTRME را ریج M بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر ͬ توان م ،(١٩٧٢) هم΄اران و سالو

نمود: تعریف زیر ش΄ل به ͬ شود، م داده نشان β̂iptM

١ نماد
β̂
iptM

١ = β̂
sM

١ I
(
LM
n١ > Ln١,α

)
+ β̂

rM

١ I
(
LM
n١ ≤ Ln١,α

)
.

همسای·ͬ ،M برآوردگر به نسبت استاین نوع برآوردگر کمتر مخاطره  از موثر بازه  آن جایی که از
ͬ شود. م کوچ΄تر موثر، بازه این ͬ شود م بزرگ تر n که همان طور است. β٢ = o از کوچ΄ͬ

تعریف K(n) به صورت موضعͬ مقابل فرضیه های از دنباله ا ی ،β٢ = o فرضیه برای معمولا
ͬ گردد: م

K(n) : β٢ = β٢(n) = n−
١٢ ξ, ξ = (ξp١+١, . . . , ξp)⊤ ∈ Rp٢ .

ͬ یابد. م کاهش H٠ : ξ = o به H٠ فرضیه  بنابراین
قضیه و لم چندین ،(١٩٨۵) سن و سینگر اساس بر آزمون، آماره توزیع یافتن برای ابتدا در

ͬ شوند:  م بیان لازم فرضیه های ابتدا، است. نیاز مورد



ریج M پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٧۴
دارند f متقارن چ·الͬ تابع با F پیوسته مطلقا توزیع تابع خطا، تصادفͬ متغیرهای (الف‐ ١)

است.  موجود آن مشتق های به طوری که
است: زیر به صورت فیشر اطلاع متناهͬ و مثبت معین ماتریس دارای ،F توزیع تابع (الف‐ ٢)

I(f) = (Iij(f)) =

(∫ [
f ′i(ε)f

′
j(ε)

f(ε)

]٢
f(ε)d(ε)

)
.

limn→∞max١≤i≤n x⊤
ni

(
X⊤

nXn

)−١
xni = limn→∞ x⊤

niC
−١
n xni = o (ب‐ ١)

است.  مثبت معین ماتریس C که limn→∞ n−١Cn = C (ب‐ ٢)
ی΄نوا، تابع ψjها که ͬ باشد م ψ(x) =

∑s
j=١ ψj(x) ش΄ل به غیرثابت تابع ،ψ امتیاز تابع (ج)

هم چنین ͬ باشد. م ψ′
j مشتق با R در کرانداری بازه روی پیوسته مطلقا و ∫پله ای

ψ(x)f(x)dx = ٠
σ٢
ψ =

∫
ψ٢ (x) f(x)dx <∞

γ =

∫
ϕ′(x)f(x)dx = −

∫
ψ (x) f ′(x)dx <∞.

(ب‐ ٢)، و (ب‐ ١) فرضیه های تحت .١ . ۴ . ٢ لم
n−

١٢Mn (b)
D→ Np

(
o, σ٢

ψC
)
. (۶٢ . ٠)

شود. استفاده آ. ٣ . ٢ و آ. ٣ . ١ قضیه های از کافیست ،(۴ . ٢) تعریف اساس بر برهان.
است. کراندار احتمال در n ١٢

∥∥∥β̂uM

n − β
∥∥∥ عبارت (١٩٧٧ (جرکووا، .٢ . ۴ . ٢ لم

(ب‐ ٢) (ب‐ ١)، (الف‐ ٢)، (الف‐ ١)، فرض های تحت (١٩٨۵ سن، و (سینگر .٣ . ۴ . ٢ لم
(ج)، و

P

 sup
√
n
∥∥∥β̂uM

n −β
∥∥∥≤K n

− ١٢
∥∥∥Mn(β̂

uM

n )−Mn(β)− nγC(β̂
uM

n − β)
∥∥∥ ≥ ε

→ ٠.

(ج)، و (ب‐ ٢) و (ب‐ ١) و (الف‐ ٢) (الف‐ ١)، فرض های تحت .١ . ۴ . ٢ قضیه
n

١٢
(
β̂
uM

n − β
)

D→ Np

(
o, η٢C−١) , (۶٢ . ١)

.η٢ = σ٢
ψ/γ

٢ آن در که
مشابهͬ مجانبی توزیع n ١٢ (γC)

(
β̂
uM

n − β
عبارت( ،٣ . ۴ . ٢ و ٢ . ۴ . ٢ لم های اساس بر برهان.

p توزیع دارای n
١٢
(
β̂
uM

n − β
) بنابراین است. Np

(
o, σ٢

ψC
) همان که دارد n−

١٢Mn(b) با
ͬ باشد. م σ٢

ψγ
−٢C−٢C = η٢C−١ واریانس‐کوواریانس ماتریس و o میانگین با نرمال متغیره
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(ج)، و (ب‐ ٢) و (ب‐ ١) و (الف‐ ٢) (الف‐ ١)، فرض های تحت .١ . ۴ . ٢ نتیجه
n

١٢
(
β̂
uM

n١ − β
)

D→ Np١
(
o, η٢C−٢·١١١

)
, η٢ = σ٢

ψ/γ
٢. (۶٢ . ٢)

(ج)، و (ب‐ ٢) و (ب‐ ١) و (الف‐ ٢) (الف‐ ١)، فرض های تحت .٢ . ۴ . ٢ قضیه
n

١٢
(
β̂
rM

n١ − β١
)

D→ Np١
(
o, η٢C−١١١

)
, (۶٢ . ٣)

مشابه n
١٢ (γC١١)

(
β̂
uM

n١ − β١
) عبارت مجانبی توزیع ،٢ . ۴ . ٢ و ٣ . ۴ . ٢ لم های طبق برهان.

است. Np١
(
o, σ٢

ψC١١
) همان که ͬ باشد م n− ١٢Mn١(b)

مجانبی توزیع دارای LM
n١ آزمون آماره  ،K(n) کلاس و نظم شرایط برقراری تحت .٣ . ۴ . ٢ قضیه

آن در که است ∆٢ = η−٢δ⊤C١·٢٢δ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه p٢ با غیرمرکزی ͬ دو ک
و δ = C−١١١ C١٢ξ

η٢ =

∫
R ψ

٢(y)dF (y)∫
R ψ(x){−f ′(x)/f(x)}dF (x)

, f ′(x) =
df(x)

dx
.

به صورت ͬ توان م را Mn(b) بردار برهان.

Mn(b) = Mn(b١, b٢) =
n∑
i=١

xiψ
(
yi − x⊤١ib١ − x⊤٢ib٢

)
= (Mn١(b١, b٢),Mn٢(b١, b٢)) ,

آن در که نمود بازنویسͬ
Mn١(b١, b٢) =

n∑
i=١

x١iψ
(
yi − x⊤١ib١ − x⊤٢ib٢

)
Mn٢(b١, b٢) =

n∑
i=١

x٢iψ
(
yi − x⊤١ib١ − x⊤٢ib٢

)
.

،١ . ۴ . ٢ لم اساس بر

n−
١٢

Mn١(b١, b٢)
Mn٢(b١, b٢)

 D→ Np

o

o

 , η٢
C١١ C١٢
C٢١ C٢٢

 . (۶۴ . ٢)

معادله ͺپاس که باشد H٠ فرضیه تحت β١ پارامتر M محدودشده برآوردگر β̂
rM

١ کنید فرض
ملاحظه اکنون، .M̂n٢

(
β̂
rM

١
)

= Mn٢
(
β̂
rM

١ ,o
) کنید تعریف است. Mn١

(
β̂
rM

١ ,o
)

= o

ͬ شود م
n−

١٢M̂n٢
(
β̂
rM

١
)

= n−
١٢
{
Mn٢

(
β١ + (β̂

rM

١ − β١),o
)

−Mn٢(β١,o)− nγC٢١
(
β̂
rM

١ − β١
)}

+ n−
١٢
{
Mn٢(β١,o)

+nγC٢١
(
β̂
rM

١ − β١
)}

. (۶۵ . ٢)
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احتمال در HA یا H٠ فرضیه های از ΁ی هر تحت (۶۵ . ٢) در عبارت اولین ،٣ . ۴ . ٢ لم اساس بر
مجانبی توزیع همان β̂

rM

n١ − β١ که ͬ دهد م نتیجه ٣ . ۴ . ٢ لم براین، علاوه هم·راست. صفر به
بنابراین، دارد. را n− ١٢ (γ−١C−١١١ )Mn١(β١,o)

n−
١٢M̂n٢

(
β̂
rM

n١
)
= n−

١٢
{
Mn٢(β١,o) +C٢١C−١١١ Mn١(β١,o)

}
+ op(١). (۶۶ . ٢)

میانگین بردار با متغیره p٢ نرمال ،n− ١٢M̂n٢
(
β̂
rM

n١
) توزیع که است بدیهͬ ،(۶۴ . ٢) رابطه طبق

بنابراین است. C٢٢ −C٢١C−١١١ C١٢ = C١·٢٢ واریانس‐کوواریانس ماتریس و o

nM̂n٢
(
β̂
rM

n١
)
C−١·١٢٢M̂n٢

(
β̂
rM

n١
)

η٢
D→ χ٢

p٢ . (۶٢ . ٧)
است. آزادی درجه p٢ با χ٢ توزیع دارای LM

n١ آ. ٣ . ٣، قضیه از استفاده با
مقابل، موضعͬ فرضیه  های تحت

n
١٢
(
β̂
uM

٢ − β٢
)

D→ Np٢
(
C−١١١ C١٢δ, η٢C−١٢٢

)
.

که گرفت نتیجه ͬ توان م است، n ١٢
(
β̂
uM

٢ − β٢
) مشابه n ١٢Mn٢(b١, b٢) توزیع

n−
١٢M̂n٢

(
β̂
rM

١
)
∼ Np٢

(
C−١١١ C١٢ξ, η٢(C٢٢ −C٢١C−١١١ C١٢)

)
.

بنابراین،
nM̂n٢

(
β̂
rM

١
)
C−١·١٢٢M̂n٢

(
β̂
rM

١
)

η٢
D→ χ٢

p٢(∆
٢),

∆٢ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه p٢ با χ٢ توزیع دارای LM
n١ .∆٢ = η−٢ξ⊤C−٢·١١١ξ آن در که

است.

ریج M بهبودیافته برآوردگرهای ١ . ۴ . ٢
PRSRM و SRM ،IPTRM ،PTRM ،RRM ،URM برآوردگرهای ،(٢٠١١) کیبریا و ͹صال مشابه

به صورت PRSM و SM ،IPTM ،PTM ،RM ،UM برآوردگرهای در R١(λ) ضرب با به ترتیب
β̂
uM

١ (λ) = R١(λ)β̂
uM

١ ,

β̂
rM

١ (λ) = R١(λ)β̂
rM

١ ,

β̂
ptM

١ (λ) = R١(λ)β̂
ptM

١ ,

β̂
iptM

١ (λ) = R١(λ)β̂
iptM

١ ,

β̂
sM

١ (λ) = R١(λ)β̂
sM

١ ,

β̂
sM+

١ (λ) = R١(λ)β̂
sM+

١ .

بهتر برآوردگر این که ͬ شود م نتیجه ١۴ . ٢ . ٣ ‐ ٢ . ٣ . ٩ قضیه های به توجه با ͬ شوند. م تعریف
ملاحظه ͬ توان م را (٢٠١٧b) هم΄اران و نوروزی راد مقاله بیشتر، جزییات برای ͬ کند. م رفتار

نمود.
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ریج پارامتر انتخاب ٢ . ۴ . ٢
پیشنهادی روش مشابه است. رگرسیون این در موضوعات مهم ترین از ی΄ͬ ، ریج پارامتر انتخاب
پیشنهاد ،λ استوار،  ریج پارامتر تعیین برای زیر تکراری روش ،(١٩٧۵) هم΄اران و هورل
λ٠ = ps٢

[(
β̂
uM

١
)⊤ (

β̂
uM

١
)]−١ به صورت λ٠ نقطه  از تکرار روش، این اساس بر ͬ گردد. م

اساس  بر λiها و ͬ شود م شروع
λi = ps٢

[(
β̂
uM

١ (λi−١)
)⊤ (

β̂
uM

١ (λi−١)
)]−١

متوقف تکرار ͬ کند. م مشخص را تکرار فرآیند تعداد ،λi مقادیر در تغییرات ͬ شوند. م محاسبه
اگر ͬ شود م

λi − λi−١
λi−١

< ϵ,

برآورد برای ͬ تواند م β̂
uM

١ (λi) فرآیند، پایان در ͬ باشد. م ΁کوچ کافͬ اندازه به ϵ مثبت ثابت که
شود. گرفته به کار β

شبیه سازی مطالعه  ٣ . ۴ . ٢
p١ بردار ،β١ = (١, . . . , ١)⊤ که است بعدی p بردار β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ شبیه سازی، طرح در
سایر مولفه اش، آخرین جز به که است تایی p٢ بردار β٢ = (٠, . . . , ٢∆,٠)⊤ و ی΁ ها از تایی
انحراف با معادل ∆٢ > ٠ است. صفر بردار β٢ باشد، ∆٢ = ٠ وقتͬ است. صفر آن مولفه های
گرفته نظر در ١٠ و ۵ ،٣ ،٢٫۵ ،٢ ،١٫۵ ،١ ،٠٫۵ ،٠ به صورت را ∆٢ مقادیر است. صفر فرضیه  از
نشان ∆٢ > ٠ و شده اند تولید صفر فرضیه  از داده ها که ͬ دهد م نشان ∆٢ = ٠ است. شده
مخاطره  تکرار، بار ١٠٠٠ از پس آمده اند. به دست مقابل فرضیه  اساس بر داده ها که ͬ دهد م
M برآوردگرهای برای مخاطره ها بنابراین، شده اند. محاسبه شده برآورد رگرسیونͬ پارامترهای

آمده اند. به دست شده پیشنهاد ریج
شد. گرفته به کار ͺپاس متغیر از مشاهده n تولید برای زیر پیشنهادی مدل

yi = Xi١β١ +Xi٢β٢ + ϵi (۶٢ . ٨)
است. i = ١,٢ ازای به piبعدی بردار ΁ی βi آن در که

است شده تولید زیر ϱN (٠,٩) + (١ − ϱ)N (٠, ١) آمیزه نرمال توزیع از ϵi خطای متغیر
تولید با هم خطͬ مختلف درجه های .(١٩٩۵ (سیمپسون، است پرت داده های درصد ϱ که
هرچه ͬ آید. م به دست ρ مقادیر برای (۶٢ . ٨) رابطه  در داده شده مدل از مستقل متغیرهای

است. بیشتر توضیحͬ متغیرهای بین هم خطͬ) (نرخ باشد، وابستگͬ بزرگتر ρ مقدار
برآوردگر از ͬ توان م ،sn برآورد منظور به (١٩٨٠) هتمانسپرگر و شرادر روش اساس بر

sn = ٢٫١ × med(|r∗i |)
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به دست باقیمانده  اساس بر باقیمانده ها قدرمطلق بزرگترین تای n−p+١ ،|r∗i | که کرد استفاده

است. داده ها میانه  med(·) و هستند LAD برآوردگر برازش از آمده
به صورت برآوردگرها نسبی MSE تکرار، N برای

RMSE
(
β̂
∗M
١ (λ)

)
=

MSE(β̂uM

١ (λ))

MSE(β̂∗M
١ (λ))

=
١
N

∑N
i=١(β̂

uM(i)

١ (λ)− β١)⊤(β̂
uM(i)

١ (λ)− β١)
١
N

∑N
i=١(β̂

∗M(i)

١ (λ)− β١)⊤(β̂
∗M(i)

١ (λ)− β١)
.

ͬ تواند م β̂
M∗(i)
١ (λ) و است مرحله iامین در ریج M برآوردگر β̂uM(i)

١ (λ) آن در که ͬ شود م بیان
پیشنهادی برآوردگر برتری ،΁ی از بیشتر نسبی MSE باشد. پیشنهادی برآوردگرهای از ΁هری

ͬ دهد. م نشان URME بر  را
هم چنین و n = ۵٠, ١٠٠ نمونه  حجم ،ρ = ٠٫٨, ٠٫٩, ٠٫٩٩, ٠٫٩٩٩ برای شده مطرح فرآیند
کارایی ،ρ و n مختلف ترکیب های برای است. شده تکرار بار ١٠٠٠ ،σ٢ = ١ خطای واریانس

آمده اند. به دست (p١, p٢) = (٢,٣), (٢,۵) حالت های در ،ϱ = ٠٫٢ ازای به نسبی

،ϱ = ٠٫٢ ،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ۵٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی :٢ . ١٢ جدول
.(p١, p٢) = (٢,٣) ،λ = ٠٫۵

برآوردگرها
PRSRME SRME IPTRME PTRME RRME URME ∆٢ ρ

١٫٢٠٧٩ ١٫٠۴۴١ ١٫۴٨۵٠ ١٫۴۶١٨ ١٫۵٩١٧ ١ ٠

٠٫٨
١٫١٩٣٩ ١٫٠۴٣٩ ١٫۴٣١٨ ١٫۴١٣٣ ١٫۵١۵١ ١ ٠٫۵
١٫٢٠٣٩ ١٫٠۵٠٢ ١٫۴١۶٠ ١٫٣٩۶۵ ١٫۴٩١۴ ١ ١
١٫١۴۶۵ ١٫٠٢١٩ ١٫٢١٧٠ ١٫١٩١٩ ١٫٣٠٠٧ ١ ٢
١٫٠٣١٣ ١٫٠١۶٩ ٠٫٧٧٩٠ ٠٫٧۵٠١ ٠٫۶٨٣٢ ١ ۵
١٫٠٠۵٧ ١٫٠٠۵٧ ٠٫٨۵٢٣ ٠٫٨٣۵۴ ٠٫٢۴۵۵ ١ ١٠
١٫٢٣۵٣ ١٫٠٣٧٨ ١٫۵٢۶۶ ١٫۴٩۶٩ ١٫۶٨١٨ ١ ٠

٠٫٩
١٫٢٣۵٩ ١٫٠٧٢٩ ١٫۵١٧٠ ١٫۴٨۶۴ ١٫۶۴٨١ ١ ٠٫۵
١٫٢٢٧۵ ٠٫٩٨٣۵ ١٫۴٨٩٠ ١٫۴۶٠۴ ١٫۶٢٩٠ ١ ١
١٫٢٠٣٩ ١٫٠۵٨٢ ١٫٣٨٨٢ ١٫٣۵٣۴ ١٫۵۴٩۴ ١ ٢
١٫٢١٩٧ ٠٫٨٣٩٩ ١٫۴۶٨۴ ١٫۴۴٣٩ ١٫۵٩۶٧ ١ ۵
١٫٠٠٢٠ ١٫٠٠١٢ ٠٫۶٨٧٩ ٠٫۶۶۵۶ ٠٫٣٧١۵ ١ ١٠
١٫٢۶۴١ ٠٫٨۴٧٨ ١٫۵٧١٢ ١٫۵٢۵۴ ١٫٨٢۶٩ ١ ٠

٠٫٩۵
١٫٢۶١۶ ١٫١۵٢٢ ١٫۵٧٨۴ ١٫۵٣۴۵ ١٫٨١٠١ ١ ٠٫۵
١٫٢۶۵٨ ٠٫٢٨۵۵ ١٫۵۵١٨ ١٫۵٠٧٠ ١٫٧۶٩٠ ١ ١
١٫٢۵٢٧ ٠٫٧٩۶٨ ١٫۵٣۵۶ ١٫۵٠۶١ ١٫۶٧٣٠ ١ ٢
١٫١۴٨۴ ٠٫٨٢٩٨ ١٫١۴٧١ ١٫١٠۶٨ ١٫٢۶١٧ ١ ۵
١٫٠٣٣٣ ٠٫٨٣٩۴ ٠٫٧۴١١ ٠٫٧١۴٨ ٠٫۶١۵٧ ١ ١٠
١٫٢٩٧٢ ٠٫۵١٠٣ ١٫۶١٢٢ ١٫۵٣٣٠ ٢٫٢٣٣۴ ١ ٠

٠٫٩٩
١٫٣١۵۶ ٠٫٣٣٧۶ ١٫۶۵٣۵ ١٫۵٨۶٢ ٢٫١٨٨١ ١ ٠٫۵
١٫٢٨۶٠ ٠٫١٩٠۵ ١٫۵٧۴٣ ١٫۵٠٣١ ٢٫١۵٩۴ ١ ١
١٫٣١٩٠ ٠٫١۶٨٧ ١٫۵٩۵٢ ١٫۵٢٧٠ ٢٫١٣٩٧ ١ ٢
١٫٢۵٢٢ ٠٫۶۵۴٩ ١٫۴٣٧٨ ١٫٣٨٠۵ ١٫٨۵٧٣ ١ ۵
١٫٢٠٣٩ ٠٫٧٠٢٧ ١٫٢۶٢٨ ١٫٢٠٩١ ١٫۴٣٨٨ ١ ١٠



٧٩ شده افراز مدل

،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ١٠٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی :٢ . ١٣ جدول
.(p١, p٢) = (٢,٣) ،λ = ٠٫۵ ،ϱ = ٠٫٢

برآوردگرها
PRSRME SRME IPTRME PTRME RRME URME ∆٢ ρ

١٫٢٠۴۴ ١٫٠٢۶٠ ١٫۴٨٩١ ١٫۴۶٩٣ ١٫۵٩٠٩ ١ ٠

٠٫٨
١٫١٩٣٠ ١٫٠٧٩٨ ١٫۴٠۴٨ ١٫٣٧٧٩ ١٫۵٣۵١ ١ ٠٫۵
١٫١۴۴١ ٠٫٨۵١٨ ١٫٢٧٨٧ ١٫٢۵۵٠ ١٫٣۶١٣ ١ ١
١٫٠۶٧٠ ١٫٠١٨۴ ٠٫٩۵٩٣ ٠٫٩٣٣۴ ٠٫٩٩١٣ ١ ٢
١٫٠٠۶۵ ٠٫٩٩٣١ ٠٫٨٢٩٧ ٠٫٨٠۶٧ ٠٫٣۵۴٢ ١ ۵
١٫٠٠٣٣ ١٫٠٠٣٣ ١٫٠٠٣٣ ١٫٠٠٠٠ ٠٫١٠٢٣ ١ ١٠
١٫٢٣٢۴ ٠٫٨۴١٩ ١٫۵٣٨۴ ١٫۵١٠۶ ١٫۶٧٩۵ ١ ٠

٠٫٩
١٫٢٢۴٣ ٠٫۶۵٢٢ ١٫۴٨٢٣ ١٫۴۴٧٣ ١٫۶۵٢۵ ١ ٠٫۵
١٫٢٠٨۶ ١٫٠۴٨١ ١٫۴٢٢٢ ١٫٣٩٣۵ ١٫۵۴١٩ ١ ١
١٫١٣٣۴ ١٫٠۴٩١ ١٫١٣٧٢ ١٫١١٠١ ١٫٢١٠۶ ١ ٢
١٫٠٠٨۶ ٠٫٩٩۴٢ ٠٫٧۶٢۶ ٠٫٧٣۴١ ٠٫۵۵٨٢ ١ ۵
١٫٠٠۶١ ١٫٠٠۶١ ٠٫٩٨٧٣ ٠٫٩٧٩٢ ٠٫١٧۴۶ ١ ١٠
١٫٢۵١٧ ٠٫۵٠٩٣ ١٫۵۶۵١ ١٫۵٢۵٧ ١٫٧۶١۶ ١ ٠

٠٫٩۵
١٫٢١٨۴ ٠٫٧٩۶١ ١٫۴۶۴١ ١٫۴٢٩۶ ١٫۶۶١۴ ١ ٠٫۵
١٫٢١۵۴ ٠٫٩٨١٠ ١٫۴۵٨۴ ١٫۴٢٩۵ ١٫۶٠١٢ ١ ١
١٫١٧٢۵ ٠٫۴٣۴٧ ١٫٢٧٨١ ١٫٢۴٢٩ ١٫۴٢١٩ ١ ٢
١٫٠۶۵۵ ٠٫۴۴٩٣ ٠٫٩٠٧٣ ٠٫٨٧٨٩ ٠٫٩٠۴۶ ١ ۵
١٫٠٠٨۴ ١٫٠٠٢٨ ٠٫٧٣٢٩ ٠٫٧٠٩۶ ٠٫٣۵٨٩ ١ ١٠
١٫٢۶٢۵ ٠٫۶۴۴٧ ١٫۵٢٨۵ ١٫۴۶٧٧ ٢٫٠١٢٨ ١ ٠

٠٫٩٩
١٫٢۵٩١ ٠٫۵۴٩٩ ١٫۵١۶٧ ١٫۴۶٨٧ ١٫٨٩۶٣ ١ ٠٫۵
١٫٢۴٨٨ ٠٫٨۴۵٨ ١٫۴٨٣٣ ١٫۴٣١٨ ١٫٨۴۵١ ١ ١
١٫٢٢٨۶ ٠٫٨٨۶٢ ١٫۴٣۶٧ ١٫٣٨۶۶ ١٫٧٧٩۶ ١ ٢
١٫١٧٠٩ ٠٫٨٣٩۵٣ ١٫٢۶٣٠ ١٫٢١۵٣ ١٫۵١۶٩ ١ ۵
١٫٠٨٢١ ٠٫٩١٧۶ ٠٫٩٢٠٩ ٠٫٨٨٩۵ ٠٫٨٨۴۵ ١ ١٠

ͬ شود. م آورده به دست زیر نتایج ،١۵ . ٢ . ١٢‐٢ جدول های اساس بر
حالت های برای URM برآوردگر بر همیشه آن مخاطره  و است ناپایدار کاملا SRME رفتار (١)
(به برآوردگرها سایر ͬ یابد. م تسلط URME بر و ندارد برتری (p١, p٢) = (٢,٣), (٢,۵)
برای حتͬ URME از بهتر ( PRRM و IPTRM ،PTRM ،RRM برآوردگرهای دی·ر، عبارت
PTRME بر IPTRME همیشه ͬ کند. م رفتار H٠ فرضیه  پیرامون p٢ و p١ ΁کوچ مقادیر
رفتار ضعیفͬ به طور برآوردگرها این دوی هر ͬ شود، م بزرگتر ∆٢ وقتͬ دارد. برتری

ͬ کنند. م
نسبت انقباضͬ برآوردگرهای مخاطره  شود، بیشتر (p١, p٢) پارامترهای بعدهای هرچه (٢)
باقͬ مخاطره کمیت ΁نزدی مخاطره نظر از را خود تسلط SRME است. کمتر URME به
به نسبت IPTRME و PTRME مخاطره  برتری بزرگͬ که بود خواهد پایدار و ͬ گذارد م

ͬ شود. م کوچ΄تر URME
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،ϱ = ٠٫٢ ،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ۵٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی :١۴ . ٢ جدول
.(p١, p٢) = (٢,۵) ،λ = ٠٫۵

برآوردگرها
PRSRME SRME IPTRME PTRME RRME URME ∆٢ ρ

١٫١٧۶۵ ١٫١٧٢٣ ١٫۴٨٣١ ١٫۴٣٨٣ ١٫۶٩۶٨ ١ ٠

٠٫٨
١٫١۶٩٨ ١٫١۶۴٣ ١٫۴٣١٩ ١٫٣٨۵٩ ١٫۶٧٣٧ ١ ٠٫۵
١٫١۵۶٨ ١٫١۵١۶ ١٫۴٠۴٢ ١٫٣۵۶١ ١٫۶۵٧٣ ١ ١
١٫١۴٢٠ ١٫١٣٣۵ ١٫٢١٣١ ١٫١۵٧۶ ١٫۴٣٣١ ١ ٢
١٫٠۵۶۵ ١٫٠۵۶۵ ٠٫٨٧٩٨ ٠٫٨٣٩۴ ٠٫۶۶١٩ ١ ۵
١٫٠٢٠٧ ١٫٠٢٠٧ ٠٫٩٨۵۵ ٠٫٩۶٢٠ ٠٫٢۴١٠ ١ ١٠
١٫٢١٢۵ ١٫٢٠٨٣ ١٫۵۶٢٩ ١٫۴٩٢٠ ١٫٩٧٧۶ ١ ٠

٠٫٩
١٫٢٠٠٩ ١٫١٩٨٠ ١٫۵۶۶٣ ١٫۵٠٠٨ ١٫٩۴۴۶ ١ ٠٫۵
١٫١٨٢٩ ١٫١٧٢٩ ١٫٣٨٩٩ ١٫٣٢٨٠ ١٫٧٧١٧ ١ ١
١٫١۶۶۴ ١٫١۶٢٣ ١٫٣۴٣٣ ١٫٢٧۶۵ ١٫۶٧٨۵ ١ ٢
١٫١٠٣٠ ١٫٠٩٩١ ٠٫٩۶١٨ ٠٫٩١٣١ ٠٫٩۴۶٧ ١ ۵
١٫٠۴٢٠ ١٫٠۴٢٠ ٠٫٨٧١۶ ٠٫٨٣٢۶ ٠٫٣۶٣٧ ١ ١٠
١٫١٩٨٧ ١٫١٨٩٠ ١٫۴٩٣٠ ١٫۴١۵٢ ٢٫٠٢٨۶ ١ ٠

٠٫٩۵
١٫٢٠٨۶ ١٫١۴٧۵ ١٫۵٢١۶ ١٫۴۴۶۶ ١٫٩٨٢۵ ١ ٠٫۵
١٫١٩٠٧ ١٫١٨٨١ ١٫۴٨٣٨ ١٫۴١۴٧ ١٫٩٢۵٧ ١ ١
١٫١٨٠٩ ١٫١۶٩۴ ١٫٣٩٣۶ ١٫٣٢٨۴ ١٫٧٧۴۴ ١ ٢
١٫١٣۶۴ ١٫١١٨۵ ١٫١۴٨٠ ١٫٠٨٧۵ ١٫٣١٨٧ ١ ۵
١٫٠۶٧۵ ١٫٠۶۶۴ ٠٫٨۵٧٠ ٠٫٨١۴۵٨ ٠٫۶١٨۴ ١ ١٠
١٫١٧١۵ ١٫١۶١٧ ١٫۴٣٨٨ ١٫٣٧۶١ ١٫٧٨٣٣ ١ ٠

٠٫٩٩
١٫١۶۵۶ ١٫١۶٢۵ ١٫۴٣٨٧ ١٫٣٩١١ ١٫٧٠۶٣ ١ ٠٫۵
١٫١۵٩٨ ١٫١۵٨٢ ١٫٣٧۶٩ ١٫٣٢٠۵ ١٫۶٩٩۴ ١ ١
١٫١۵٩٠ ١٫٠٧٧٢ ١٫٣١٩٧ ١٫٢۶۴٢ ١٫۵۵۵١ ١ ٢
١٫٠٧۴١ ١٫٠۵٩٨ ٠٫٩٠٧۶ ٠٫٨۶۴٣ ٠٫٨۴٢٩ ١ ۵
١٫٠٢۵۵ ١٫٠٢۵۵ ٠٫٩٢١٠ ٠٫٨٩٣۵ ٠٫٣٢٣۴ ١ ١٠

برآوردگرها تمامͬ یابد، افزایش ρ هم خطͬ، درجه  وقتͬ شده، تولید جدول های تمامͬ در (٣)
ͬ دهد. م بهبود را برآوردگر و کاهش را مخاطره انقباضͬ، نوع به جز

این با دارد. را بهتری کارایی انقباضͬ برآوردگرهای تمام ،∆٢ = ٠ صفر، فرضیه تحت (۴)
ͬ گردد. م کاسته برآوردگر کارایی از شود، بزرگتر ∆٢ وقتͬ وجود،

که همان طور ،ρ و p٢ ،p١ ΁کوچ مقادیر برای حتͬ یابد، افزایش n نمونه حجم هرچه (۵)
شود. بهتر برآوردگرها کارایی ͬ رفت م انتظار

دارد. برتری URME بر PRRME برآوردگرها، همه  بین در (۶)



٨١ شده افراز مدل

،α = ٠٫٠۵ ،σ٢ = ١ ،n = ١٠٠ حالت در پیشنهادی برآوردگرهای نسبی کارایی :١۵ . ٢ جدول
.(p١, p٢) = (٢,۵) ،λ = ٠٫۵ ،ϱ = ٠٫٢

برآوردگرها
PRSRME SRME IPTRME PTRME RRME URME ∆٢ ρ

١٫١۵۵٠ ١٫١۵١٧ ١٫٣٩۶٨ ١٫٣۴٣٠ ١٫۶٩۵٠ ١ ٠

٠٫٨
١٫١۵٢٠ ١٫١۴٧۵ ١٫۴٠۵۵ ١٫٣۶۶٨ ١٫۵٩٨٧ ١ ٠٫۵
١٫١۴٢٣ ١٫١۴١٨ ١٫٣٠۵٢ ١٫٢۶١۵ ١٫۵١٨٧ ١ ١
١٫٠٨۶٧ ١٫٠٨٢۴ ١٫٠۴٧٠ ١٫٠٠۶٧ ١٫٠٩۴٩ ١ ٢
١٫٠٢٢٨ ١٫٠٢٢٨ ٠٫٩٢۴٧ ٠٫٨٩۶٩ ٠٫٣٩۵۵ ١ ۵
١٫٠٠٣٨ ١٫٠٠٣٨ ١٫٠٠٣٨ ١٫٠٠٠٠ ٠٫١١٢۴ ١ ١٠
١٫١٩۴۴ ١٫١٨٩١ ١٫۴٧٣٣ ١٫۴١٨١ ١٫٨٠٣٩ ١ ٠

٠٫٩
١٫١٧٨٩ ١٫١٧۵٣ ١٫۴٧٣۴ ١٫۴٢٢٧ ١٫٧۴۵٢ ١ ٠٫۵
١٫١۴٩٣ ١٫١٣۶۶ ١٫٢٨٧٣ ١٫٢۴٠۶ ١٫۵٠٧٧ ١ ١
١٫١٢٣٢ ١٫١١٢۴ ١٫١۶١۶ ١٫١١٣٩ ١٫٣٢۴٨ ١ ٢
١٫٠٣٣٨ ١٫٠٣٣۴ ٠٫٨۵١٠ ٠٫٨١٨٣ ٠٫۵٩٩٧ ١ ۵
١٫٠٠٨۴ ١٫٠٠٨۴ ٠٫٩٧۵٧ ٠٫٩۶٣۴ ٠٫٢٠٢٣ ١ ١٠
١٫١٨٠۵ ١٫١۵٧٣ ١٫۴٢۵۶ ١٫٣۵۵۴ ١٫٩٣٧۴ ١ ٠

٠٫٩۵
١٫١٩۴٣ ١٫١٨۵٨ ١٫۴٧۵۵ ١٫۴١۵٠ ١٫٨۵۵۴ ١ ٠٫۵
١٫١٧٧۵ ١٫١۶٣٠ ١٫۴۴٨٢ ١٫٣٨٩۵ ١٫٨١١٣ ١ ١
١٫١۵٧۴ ١٫١۵٢١ ١٫٣٠٠٢ ١٫٢۴٧۴ ١٫۵٨۴٠ ١ ٢
١٫٠٧۵٩ ١٫٠۶٢۵ ٠٫٩٣٢٢ ٠٫٨٩٣٩ ٠٫٨۵٢٨ ١ ۵
١٫٠١۵٢ ١٫٠١۵٢ ٠٫٨۴۴١ ٠٫٨٢٠٨ ٠٫٣٣١٩ ١ ١٠
١٫١٨٩۶ ١٫٠۶۴٠ ١٫۴٠٣١ ١٫٣٣٢٧ ٢٫٠٠٧۴ ١ ٠

٠٫٩٩
١٫١٧٨۵ ١٫١١۴۶ ١٫۴١۵۵ ١٫٣۴۵۵ ١٫٩٧٩٩ ١ ٠٫۵
١٫١٧۵١ ١٫٠۵٧٧ ١٫٣٧٩۵ ١٫٣١٠٩ ١٫٩۶٢٧ ١ ١
١٫١۶۶۶ ١٫١۶۴١ ١٫٣۶٨١ ١٫٣٠۴٣ ١٫٨٨٧۵ ١ ٢
١٫١۵٠٩ ١٫١۴٨۶ ١٫٢٣۴۴ ١٫١٧٨۶ ١٫۵٨٨۴ ١ ۵
١٫١١۴٠ ١٫١٠٠٢ ١٫٠٣۵٢ ٠٫٩٩٠۶ ١٫٠٢١١٨ ١ ١٠

باشد، نرمال غیر خطاها توزیع و دارد وجود هم خطͬ ͬ که حالت در نتیجه، ΁ی به عنوان
،ͽواق در گردد. استفاده β١ برآورد برای IPTRM و PRRM برآوردگرهای از که ͬ شود م پیشنهاد
ͬ توان نم ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد برآوردها این ساختن برای ابزار ΁ی عنوان به فقط SRME

بهتر IPTRME ͬ اوقات گاه است. بهتر برآوردگرها این از ΁کدام ی که کرد بیان صریحͬ به طور
ͬ رسد م به نظر شود، گرفته فاصله صفر فرضیه  از وقتͬ .PRSRME اوقات گاهͬ و کند مͬ رفتار

ͬ کند. م رفتار بهتر PRSRM برآوردگر که

بدن چربی داده های مجدد تحلیل ۴ . ۴ . ٢
معرفͬ کامل به طور ۶٧ صفحه در که ͬ کنیم م تحلیل را بدن چربی داده های مجددا اینجا در
شده مطرح تکراری روش از استفاده با که λ = ٠٫٢٢ ازای به ریج M و M برآوردگرهای شدند.

است. شده گزارش ١۶ . ٢ جدول در است، آمده به دست ٢ . ۴ . ٢ بخش در
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بدن چربی داده های مجموعه برای ریج M و M برآوردگرهای :١۶ . ٢ جدول
ریج M M متغیرها نماد

−۴٣١٫۴۴ −۴۴٢٫٠۴ ൽൾඇඌංඍඒ β١
٠٫٠٠٢٩ ٠٫٠٠٠٧۴ ൺ඀ൾ β٢
٠٫٠٣٢٧ ٠٫٠٠١٨۴ ඐൾං඀ඁඍ β٣
−٠٫٠۵٠٢ −٠٫٠٠٩٣۶ ඁൾං඀ඁඍ β۴
−٠٫٠۵٧٢ ٠٫٠٠٢۵٧ ඇൾർ඄ β۵
−٠٫٠٢٩٨ ٠٫٠٠١٠٨ ർඁൾඌඍ β۶
٠٫٠٢۴٧ ٠٫٠٠٠۵٣ ൺൻൽඈආൾඇ β٧
−٠٫٠۵٧٨ ٠٫٠٠٩٣۵ ඁංඉ β٨
−٠٫٠١٢٣ −٠٫٠١١٣٣ ඍඁං඀ඁ β٩
−٠٫٠۴۵٣ −٠٫٠٠۶٨١ ඄ඇൾൾ β١٠
−٠٫٠١٧۵ ٠٫٠٠٣٣٧ ൺඇ඄අൾ β١١
−٠٫٠٠۶ −٠٫٠٠۴٩٢ ൻංർൾඉඌ β١٢
−٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠٠۵ ൿඈඋൾൺඋආ β١٣
−٠٫١٢۴ −٠٫٠١۴٣۶ ඐඋංඌඍ β١۴

اندازه گیری در متغیرها همه  نیست نیازی که زد حدس ͬ توان م ،١۶ . ٢ جدول نتایج اساس بر
ͬ توان م ͬ کنیم) م فرض (البته بود. خواهد اضافͬ متغیر هشت و باشند دخیل بدن چربی درصد
نظر در را Ho : β٢ = o صفر فرضیه  و برد به کار آمده اند به دست  NSI  طبق که را حدس این

که گرفت
β =

(
β١

... β٢
)⊤

=

(
β٩, β١٠, β١١, β١٢, β١٣, β١۴

... β١, β٢, β٣, β۴, β۵, β۶, β٧, β٨
)⊤

.

استراتژی های که یابد تغییر کوواریانس ساختار در متغیرها چینش باید ابتدا که کنید دقت
شود. برده به  کار ما

برآوردگرهای ͬ شود. م داده برازش علاقه مورد متغیرهای پیش·ویی برای خطͬ رگرسیون مدل
و شده محاسبه رگرسیونͬ پارامترهای برای PRSRM و SRM ،IPTRM ،PTRM ،URM ،UM

است. آمده به دست ١٠ تایی متقابل اعتبارسنجͬ خطای میانگین اساس بر برآوردگرها کارایی
ͬ کند. م تغییر مختلف اجراهای در شده برآورد پیش·ویی خطای متقابل، اعتبارسنجͬ در
١٠٠٠ تعداد است. شده محاسبه پیش·ویی خطاهای میانگین و تکرار بار ١٠٠٠ بنابراین، فرآیند
تغییر هیچ که معنͬ بدین شود پایدار استانداردها انحراف تا است بزرگ کافͬ اندازه  به اجرا
٢ . ١٧ حدول در نسبی پیش·ویی خطای مقادیر نشود. مشاهده بزرگ مقادیر برای توجهͬ قابل

است. شده بیان

بدن چربی داده مجموعه پیشنهادی برآوردگرهای RPE مقادیر  :٢ . ١٧ جدول
PRSRME SRME IPTRME PTRME RRME برآوردگرها
١٫٠٠١١٠١ ١٫٠٠١١٠١ ١٫٠٠١١٠۴ ١٫٠٠٠٩٧٣ ١٫٠٠٠٩٧٩ RPE

URME از بهتر IPTRME و PRSRME ،SRME برآوردگرهای ͬ شود، م ملاحظه که همان طور
ͬ کنند. م رفتار RRME و



٨٣  نتیجه گیری

٢ . ۵ نتیجه گیری
مجموعه در پرت داده و هم خطͬ همزمان که گرفت قرار بررسͬ مورد مسئله ای فصل، این در
غیرقطعͬ پیشین اطلاع کردیم فرض هم چنین داشت. وجود مدل بندی در توضیحͬ متغیرهای
استاین نوع انقباضͬ برآوردگر موقعیتͬ، چنین در دارد. وجود داده ها این در نیز پارامترها درباره 
عنوان به فقط استاین نوع برآوردگر از شد پیشنهاد راه حل، ΁ی عنوان به ͬ کند. م رفتار ضعیف
استفاده PRRME و IPTME شامل انقباضͬ برآوردگرهای از کلاس دو ساختن برای ابزار ΁ی

ͬ کند. م رفتار URME از بهتر که شود
اطلاع درستͬ تحت پیشنهادی برآوردگرهای برتری از تصویری شبیه سازی، نتایج طبق

( Ho : β = o صفر، فرضیه (مشابه β = o پیشین
β̂
rM

(λ) ≻ β̂
iptM

(λ) ≻ β̂
ptM

(λ) ≻ β̂
sM+

(λ) ≻ β̂
sM

(λ) ≻ β̂
uM

( HA : β ̸= o مقابل فرضیه (مشابه β ̸= o تحت
β̂
sM+

(λ) ≻ β̂
sM

(λ) ≻ β̂
uM

(λ) ≻ β̂
iptM

(λ) ≻ β̂
ptM

(λ) ≻ β̂
rM

(λ)

ͬ دهد. م نشان مخاطره میزان بودن کمتر منظر از را تسلط ≻ که
ͬ دار معن رگرسیونͬ مدل آن گاه باشد، درست Ho : β = o صفر فرضیه اگر است ذکر به لازم
نوآوری اما ندارند کارایی نشده اند معرفͬ مجموعه این در که برآوردگرهایی از هیچ کدام و نبوده
(نادرست) اطلاع از که است این است) شده پرداخته آن به فصل ها تمامͬ در (که مجموعه این
مخاطره، میزان بودن کمتر منظر از که دادیم ارایه را برآوردگرهایی و کردیم استفاده β = o

اطلاع برای کارایی افزایش ادعای این داشتند. معمول برآوردگرهای به نسبت بیشتر کارایی
مدل که ͬ دهد نم نشان Ho : β١ = o صفر فرضیه ͬ که صورت در است. برقرار نیز β٢ = o

در رگرسیونͬ مسايل تحلیل و متغیر انتخاب در زیادی کاربرد بل΄ه نیست ͬ دار معن رگرسیون
دارد. بالا بعد





٣ فصل
پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای

لاسو برآوردگر
معرفͬ، پیشنهادی برآوردگرهای است. شده مطرح لاسو برآوردگر در انقباضͬ دوباره ایده فصل، این در
مقاله های فصل، این از شده  اند. تحلیل واقعͬ مثال و شبیه سازی مطالعه ΁ی در و بررسͬ آن  ها ͬ های ویژگ
است. شده نتیجه (٢٠١۵b) هم΄اران و نوروزی راد و (٢٠١٧a) آرشͬ و نوروزی راد ،(١٣٩۶) آرشͬ و نوروزی راد

مقدمه ٣ . ١
فرضیه این اساس بر (١ . ١) خطͬ رگرسیون مدل در β پارامتر برآورد برای استاندارد روش های
وجود Cn وارون ͬ که صورت در باشد. وارون  پذیر و نامنفرد Cn = X⊤

nXn ماتریس که است
ترکیب ،OLS رگرسیونͬ روش ͬ شوند. نم برآورد به فرد منحصر به طور پارامترها باشد، نداشته
با ͬ کند. م کمینه را باقیمانده ها دوم توان مجموع که ͬ دهد م نتیجه را Xn از نااریب خطͬ
داشته وجود (هم خطͬ باشند همبسته به شدت یا باشد زیاد p متغیرها، تعداد اگر وجود، این
کاهش را پیش·ویی دقت که ͬ شود م بزرگ واریانس با برآوردهایی به منجر OLS برآوردگر باشد)،

از:  عبارتند پیشنهادی روش های حالت این در ͬ دهد. م
،(٢٠٠٢ (میلر، زیرمجموعه بهترین انتخاب روش مانند متغیر، (١) انتخاب

جزئͬ، خطͬ رگرسیون یا اصلͬ مولفه های رگرسیون مانند بعد، کاهش روش های (٢)
(١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، لاسو ،(١٩٧٠ کنارد، و (هورل ریج مانند هموارسازی روش های  (٣)

٨۵



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٨۶
از ͬ توان م باشد، بهینه مدل یافتن هدف متغیر، p برای مم΄ن مدل های بین از اگر
انتخاب یا پیش انتخاب استفاده، مورد رهیافت رایج ترین نمود. استفاده متغیر انتخاب روش
معیار ΁ی طبق متغیرها از کوچ΄تر مجموعه  ΁ی به سادگͬ روش، این در است. زیرمجموعه
وقتͬ ͬ شود. م داده برازش انتخابی متغیرهای این به (استاندارد)  مدلͬ و ͬ شود م انتخاب
روش های ͬ شود. م پیچیده محاسباتͬ لحاظ از رهیافت این باشد، (١٠٠ از (بزرگتر بزرگ p
انتخاب از: عبارتند روش ها این از برخͬ دارد. وجود مسئله این با مواجهه برای متفاوتͬ
که معنͬ بدین هستند. ناپایدار روش ها این اما گام. به گام روش یا پس رو انتخاب پیش رو،
این .(١٩٩۶ (برایمن، ͬ شود م برآورد در بزرگͬ تغییرات به منجر داده ها در اندکͬ تغییرات

ͬ کند. م استفاده ͬ ماند) م زنده  یا ͬ میرد م (متغیر سخت تصمیم قاعده  ΁ی از روش
استفاده جزئͬ خطͬ رگرسیون یا اصلͬ مولفه های رگرسیون مانند روش هایی از دوم رهیافت
ͬ کند م انتخاب را توضیحͬ متغیرهای از خطͬ ترکیب های از اندکͬ تعداد روش ها این ͬ کند. م
از استفاده ͬ کند. م استفاده اصلͬ متغیرهای جای·زین عنوان به خطͬ ترکیب های این از و
است دشوار مدل ها این تفسیرپذیری اغلب اما است منطقͬ پیش·ویی، منظور به مدل ها این

.(٢٠٠٩ هم΄اران، و (هیستͬ
انتخاب روش از آمده به دست برآوردهای با مقایسه در ضرایب هموارسازی، روش های در
با برآوردی بنابراین، و است پیوسته رهیافت، این ͬ شوند. م منقبض زیرمجموعه، بهترین
خطای هم چنین و ͬ آید م به دست زیرمجموعه بهترین انتخاب برآوردهای از کمتری واریانس
افزایش را پیش·ویی دقت اغلب انقباضͬ، روش های ͬ دهد. م کاهش را کلͬ مدل پیش·ویی

ͬ دهد. م
صفر دقیقا را اضافͬ متغیرهای و کرده منقبض صفر به سمت را ضرایب لاسو، برآوردگر
بهترین و استاین نوع انقباضͬ لاسو، برآوردگرهای بین مقایسه ای (٢٠١۶) هنسن ͬ کند. م
برآوردگر که گرفت نتیجه وی داد. انجام دوم توان های کمترین مخاطره اساس بر انتخاب
مطالعه  در هم چنین ندارد. برتری دی·ری بر ی΄نواخت به طور استاین نوع برآوردگر و لاسو
از بخشͬ در و است حساس نسبتا مدل پارامترهای به لاسو برآوردگر که داد نشان شبیه سازی
ذکر به لازم دارد. OLS برآوردگر به نسبت بیشتری نسبتا مخاطره لاسو برآوردگر پارامتر، فضای
تطبیقͬ لاسوی مانند دی·ری جای·زین برآوردگرهای از ͬ توان م لاسو، برآوردگر بر علاه است

کرد. استفاده ... و (٢٠٠۵ هیستͬ، و (ژو Enet ،(٢٠٠١ لͬ، و (فن SCAD ،(٢٠٠۶ (ژو،
پارامترها برآورد در اطلاعات سایر از نمونه، از آمده به دست اطلاعات بر علاوه ͬ که هنگام
انقباضͬ دوباره موضوع حالت، این در دارد. به همراه پرباری نتایج معمولا است، شده استفاده
آمده به دست UPI یا NSI اساس   بر که برآوردگری به سمت لاسو، برآوردگر و ͬ شود م مطرح
همان که زیرفضا ΁ی سمت به را لاسو برآورد فصل این در حقیقت در ͬ شود. م منقبض است،

ͬ کنیم. م منقبض است، محدودیت



٨٧ مقدمه

لاسو پایه بر انقباضͬ برآوردگرهای ٣ . ١ . ١
محدودنشده برآوردگر را آن پس، این از نیست، UPI به وابسته لاسو برآوردگر جایی که آن از

شد. خواهد استفاده آن نمایش برای β̂uLso نماد از و نامیده (ULE) لاسو
داشته وجود محدودیت عنوان به مدل پارامترهای روی NSI که است مم΄ن موارد برخͬ در

نمود: بیان زیر صورت به بتوان را غیرنمونه ای اطلاعات کنید فرض باشند.

Hβ = h (٣ . ١)

است. معلوم ثابت های از q× ١ بردار h و (q ≤ p) ،q سطری کامل رتبه  با q× p ماتریس H که
(RLE) لاسو محدودشده برآوردگر کند، صدق (٣ . ١) رابطه  در لاسو برآوردگر چنان چه
به نسبت ،β پارامتر OLS محدودشده برآوردگر مشابه ͬ شود. م داده نشان β̂rLso با و شده نامیده
ͬ شود: م پیشنهاد زیر به صورت لاسو محدودشده برآوردگر ،(٢٠٠۶ ،͹صال) Hβ = h محدودیت

β̂
rLso

= β̂
uLso −C−١

n H⊤(HC−١
n H⊤)−١(Hβ̂

uLso − h).

نوع انقباضͬ برآوردگر ،(PTLE) لاسو اولیه آزمون برآوردگر شده، بیان استراتژی اساس بر
زیر صورت به به ترتیب (PRLE) لاسو استاین نوع مثبت جزء برآوردگر و (SLE) لاسو استاین

بود: خواهند

β̂
ptLso

= β̂
uLso − (β̂

uLso − β̂
rLso

)I(Ln ≤ Ln,α) (٣ . ٢)
β̂
sLso

= β̂
uLso − cnL−١

n (β̂
uLso − β̂

rLso
), (٣ . ٣)

β̂
sLso+

= β̂
sLso − (١ − cnL−١

n )I(Ln ≤ cn)(β̂
uLso − β̂

rLso
) (۴ . ٣)

است. Ho فرضیه  تحت ،Hβ = h آزمون برای ،Ln آزمون آماره توزیع αام چندک Ln,α که
بر β̂sLso آن در که ͬ شود م انتخاب گونه ای به بازه ΁ی در و است انقباضͬ ثابت cn همین طور،
انتخاب آن برای m(q−٢)/(m+٢) مقدار ͬ شود م پیشنهاد باشد. داشته برتری β̂uLso برآوردگر

.m = n− p که شود
این بهبودی به منجر که نمود جای·ذاری β̂

sLso با ͬ توان م را β̂uLso اولیه، آزمون برآوردگر در
را بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر اساس این بر (١٩٧٢) هم΄اران و سالو ͬ شود. م برآوردگر
به صورت (IPTLE) لاسو بهبودیافته اولیه  آزمون برآوردگر دادند. پیشنهاد OLS برآوردگر مشابه

نمود: تعریف ͬ توان م زیر

β̂
iptLso

= β̂
sLso − (β̂

sLso − β̂
rLso

)I(Ln ≤ Ln,α)

= β̂
ptLso − cnL−١

n I(Ln > Ln,α)(β̂
uLso − β̂

rLso
)



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٨٨

برآوردگرها ویژگͬ ٣ . ٢
،٢ . ٣ . ١ بخش مشابه پیشنهادی بهبودیافته برآوردگرهای مجانبی خواص آوردن به دست برای

ب·یرید. نظر در زیر به صورت را موضعͬ مقابل فرضیه های مجموعه
K(n) : Hβ = h+

ξ√
n
, ξ = (ξ١, . . . , ξp)⊤ ̸= o (۵ . ٣)

کلاس از خاصͬ حالت را (٣ . ١) ͬ توان م ،Hβ = h ͬ دهد م نتیجه ξ = o انتخاب که آن جا از
استفاده (٢ . ١٨) و (١۶ . ٢) رابطه های از به ترتیب ADR و ADB محاسبه برای دانست. K(n)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت برآوردگرها  ADQB  .شود ͬ م
ADQB(β̂∗

) = σ−٢ [ADB(β̂∗
)
]⊤

C
[
ADB(β̂∗

)
] (۶ . ٣)

آماره ͬ توان م هم چنین باشند. برقرار ٢ . ٣ بخش در (٢) و (١) نظم شرایط کنید فرض
به صورت را آزمون

Ln =
(Hβ̂

uLso − h)⊤(HC−١
n H⊤)−١(Hβ̂

uLso − h)

s٢
L

(٣ . ٧)
آن در که گرفت نظر در

s٢
L =

١
m
(y −Xβ̂

uLso
)⊤(y −Xβ̂

uLso
) (٣ . ٨)

ماتریس ΁ی C اگر ،n→ ∞ ͬ که هنگام K(n) کلاس در نظم، شرایط برقراری با .٣ . ٢ . ١ قضیه
است: برقرار زیر نتایج λn = o(n١/٢) ازای به باشد، وارون  پذیر

(١) √
n(β̂

uLso − β)
D→ W

(٢) √
n(β̂

rLso − β)
D→ W −C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)

(٣) √
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
D→ C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)

(۴) lim
n→∞

P (Ln ≤ x) = Hq(x;∆
٢)

(۵) √
n(β̂

ptLso − β)
D→ W −C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)I(L ≤ Lα)

(۶) √
n(β̂

sLso − β)
D→ W − cC−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)L−١

(٧) √
n(β̂

iptLso − β)
D→ W −

(
cL−١ + (١ − cL−١)I(L ≤ Lα)

)
×C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)

(٨) √
n(β̂

sLso+ − β)
D→ W −

(
cL−١ + (١ − cL−١)I(L ≤ c)

)
×C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)

،∆٢ = σ−٢ξ⊤(HC−١H⊤)ξ = σ−٢δ⊤δ ،δ = C−١H⊤(HC−١H⊤)−١ξ آن در که
L =

(HW + ξ)⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ)

σ٢
.W ∼ Np(o, σ

٢C−١) و



٨٩ برآوردگرها ویژگͬ
بردار به ازای که دادند نشان (٢٠٠٠) فو و نایت قضیه، این (١) قسمت اثبات منظور به برهان.

آن گاه ،λn/√n→ λ٠ > ٠ اگر ،u = (u١, . . . , up)⊤ دلخواه
√
n(β̂

uLso − β)
D→ argminu (V (u)) ,

آن در که
V (u) = −٢u⊤V + u⊤Cu+ λ٠

p∑
j=١

[uj sgn(βj)I(βj ̸= ٠) + |uj |I(βj = ٠)] ,

.V ∼ Np(٠, σ٢C) و
با هم توزیع که argminuV (u) = C−١V بنابراین و λ٠ = ٠ ،λn = o(n١/٢) ͬ که حالت در

ͬ باشد. م W ∼ Np

(
o, σ٢C−١)

،(٣ . ٢) رابطه طبق ،(٢) اثبات به منظور
√
n(β̂

rLso − β) =
√
n(β̂

uLso − β)

−
√
nC−١

n H⊤(HC−١
n H⊤)−١[H(β̂

uLso − β) + (Hβ − h)]

=
√
n(β̂

uLso − β)

−nC−١
n H⊤(nHC−١

n H⊤)−١[H√
n(β̂

uLso − β) +
√
n(Hβ − h)],

قضیه، این (١) قسمت و آ. ٣ . ٣  قضیه از استفاده با
√
n(β̂

rLso − β)
D→ W −C−١H⊤(HC−١H⊤)−١[HW + δ].

نوشت ͬ توان م (٣) اثبات برای
√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

) =
√
n(β̂

uLso − β̂
uLso

+C−١
n H⊤(HC−١

n H⊤)−١(Hβ̂
uLso − h))

= C−١
n H⊤(HC−١

n H⊤)−١(H√
n(β̂

uLso − β) + δ).

است. برقرار (٢) قسمت و آ. ٣ . ٣ قضیه اساس بر نتیجه
نوشت: زیر به صورت را Ln آزمون آماره ͬ توان م ،(۴) اثبات )برای

H(
√
n(β̂

uLso
− β) +

√
n(Hβ − h)

)⊤
)(H(nC−١

n )H⊤)−١ (H(
√
n(β̂

uLso
− β) +

√
n(Hβ − h)

)
s٢
L

.

(٣ . ٩)
تحت بنابراین، دارد. W متغیر مشابه مجانبی توزیع √

n(β̂
uLso − β) ،(١) قسمت اساس بر

است. هم توزیع زیر عبارت با (٣ . ٩) کسر صورت نظم، شرایط و K(n) کلاس
(HW + ξ)⊤(HC−١H⊤)−١(HW + ξ).

هم·راست L به Ln آزمون آماره آ. ٣ . ٣، قضیه طبق هم·راست. σ٢ به S٢
L که است بدیهͬ طرفͬ از

∆٢ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه q با ͬ دو ک توزیع ،L داد  نشان ͬ توان م به سادگͬ که
ͬ باشد. م



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٩٠
طبق ،I(Ln ≤ Ln(α))

D→ I(L ≤ Lα) که ͬ شود م استفاده حقیقت این از ،(۵) اثبات برای
است هم·را زیر رابطه  به توزیع در √

n(β̂
uLso − β) آ. ٣ . ٣، قضیه و (٣) و (١) قسمت

W −C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + δ)I(L ≤ Lα).

،(۶) اثبات برای
√
n(β̂

sLso − β) =
√
n(β̂

uLso − β)− cn
√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)L−١
n .

نوشت ͬ توان م آ. ٣ . ٣، قضیه  بردن به کار و cn D→ c ،L−١
n

D→ L ،(٣) و (١) قسمت به توجه با
√
n(β̂

sLso − β)
D→ W − c

[
C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HW + δ)

]
L−١.

،(٧) اثبات برای
√
n(β̂

iptLso − β) =
√
n
(
β̂
ptLso − β − cn

√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)L−١
n I(Ln > Ln(α))

)
.

است. ساده √
n(β̂

iptLso − β) اثبات I(Ln > Ln(α))
D→ I(L > Lα) ،(۵) قسمت مشابه

نمود: بازنویسͬ زیر به صورت را PRLE ͬ توان م
β̂
sLso+

= β̂
uLso − (cnLn + (١ − cnLn)I(Ln ≤ cn))(β̂

uLso − β̂
rLso

).

(٨) قسمت آ. ٣ . ٣، قضیه بردن به کار و (١) قسمت به بنا و Ln → L ،cn → c آن جایی که از
ͬ شود. م اثبات به راحتͬ

،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های مجموعه تحت .٣ . ٢ . ١ لم
(١) √

n(Hβ̂
uLso − h)

D→ Nq(ξ, σ
٢(HC−١H⊤))

(٢)
 √

n(β̂
uLso − β)

√
n(Hβ̂

uLso − h)

 D→ Np+q

٠
ξ

 , σ٢
 C−١ C−١H⊤

HC−١ HC−١H⊤


(٣) √

n(β̂
rLso − β)

D→ Np(−δ, σ٢A)

(۴) √
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
D→ Np(δ, σ

٢(C−١ −A))

(۵)
 √

n(β̂
rLso − β)

√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)

 D→ N٢p
−δ

δ

 , σ٢
A ٠

٠ C−١ −A





٩١ برآوردگرها ویژگͬ
نوشت: ͬ توان م ،(١) قسمت اثبات برای برهان.

√
n(Hβ̂

uLso − h) =
√
n(Hβ̂

uLso −Hβ +Hβ − h)

= H
(√

n(β̂
uLso − β)

)
+
√
n(H − h). (٣ . ١٠)

همان که است W متغیر با هم توزیع √
n(β̂

uLso − β) عبارت ،٣ . ٢ . ١ قضیه  (١) قسمت طبق
با هم توزیع (٣ . ١٠) عبارت نرمال، توزیع ͬ های ویژگ به بنا ͬ باشد. م Np(o, σ

٢C−١) توزیع
بنابراین و است HW + ξ

√
n(Hβ̂

uLso − h)
D→ Nq(ξ, σ

٢(HC−١H⊤)). (٣ . ١١)
بدین گردد. محاسبه Cov

(√
n(β̂

uLso − β),
√
n(Hβ̂

uLso − h)
کافیست( ،(٢) قسمت اثبات در

نوشت ͬ توان م منظور
Cov(

√
n(β̂

uLso − β),
√
n(Hβ̂

uLso − h))

= Cov(
√
n(β̂

uLso − β),
√
n(H(β̂

uLso − β) +Hβ − h))

= Var(
√
n(β̂

uLso − β))H⊤ +Cov(
√
n(β̂

uLso − β), ξ) = σ٢C−١H.

میانگین با نرمال توزیع مجانبی به طور √n(β̂rLso − β) عبارت ،(٣ . ٢) رابطه  به بنا
o−C−١H(HC−١H⊤)−١ξ = −δ,

که دارد σ٢C−١ − σ٢C−١H⊤(HC−١H⊤)−١HC−١ = A واریانس‐کوواریانس ماتریس و
ͬ شود. م کامل (٣) قسمت اثبات و ͬ شود م نتیجه قضیه همین (٢) قسمت از به راحتͬ

(٣ . ٢) رابطه اساس بر را √
n(β̂

uLso − β̂
rLso

) عبارت ͬ توان م ،(۴) قسمت اثبات برای
نرمال توزیع ͬ های ویژگ به بنا که نوشت C−١

n H⊤(HC−١H⊤)
(√

nHβ̂
uLso − h

) به صورت
واریانس‐ ماتریس و δ میانگین با نرمال توزیع دارای مجانبی به طور قضیه، این (١) قسمت و

کوواریانس
σ٢C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HC−١H⊤)(HC−١H⊤)−١HC−١ = σ٢(C−١ −A)

داد نشان باید فقط ،(۵) قسمت اثبات به منظور ͬ باشد. م
Cov

(√
n(β̂

rLso − β),
√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
)
= ٠.

منظور بدین
Cov

(√
n(β̂

rLso − β),
√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
)

= Cov
(√

n(β̂
uLso − β)− (

√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)),
√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
)

= Cov
(√

n(β̂
uLso − β),

√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
)
−Var

(√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
)



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٩٢
= Cov

(√
n(β̂

uLso − β),C−١
n H⊤(HC−١H⊤)−١√n(Hβ̂

uLso − h)
)

−Var
(√

n(β̂
uLso − β̂

rLso
)
)
,

به ،n→ ∞ وقتͬ که
σ٢C−١

n H⊤(HC−١H⊤)−١HC−١ − σ٢(C−١ −A) = σ٢(C−١ −A)− σ٢(C−١ −A) = ٠
ͬ شود. م کامل اثبات و ͬ کند م میل

به دست زیر به صورت برآوردگرها ADB عبارت های ،٣ . ٢ . ١ قضیه فرض های تحت .٣ . ٢ . ٢ قضیه
ͬ آید: م

ADB(β̂uLso
) = o,

ADB(β̂rLso
) = −δ,

ADB(β̂ptLso
) = −δHq+٢

(
Lα;∆٢) ,

ADB(β̂sLso
) = −cδE

[
χ−٢
q+(٢∆)٢

]
,

ADB(β̂sLso+
) = ADB(β̂sLso

)− δE
[
(١ − cχ−٢

q+(٢∆)٢)I(χ٢
q+(٢∆)٢ ≤ c)

]
,

ADB(β̂iptLso
) = ADB(β̂ptLso

)− cδE
[
χ−٢
q+(٢∆)٢

]
−cδE

[
χ−٢
q+(٢∆)٢I(χ٢

q+(٢∆)٢ ≤ Lα)
]

.c = lim
n→∞

cn = q − ٢ آن در که
کلͬ ش΄ل دوباره ،٢ فصل در M‐ریج بهبودیافته برآوردگر های ͬ های ویژگ اثبات مشابه برهان.
در زیر به صورت را باشند آن از خاصͬ حالت پیشنهادی برآوردهای تمامͬ که را برآوردگرها از

ب·یرید: نظر
β̂
∗Lso

= β̂
uLso − g(Ln)(β̂

uLso − β̂
rLso

)

= β̂
uLso −C−١H⊤(HC−١H⊤)−١(HuLso − h).

است. ULE ،β̂∗Lso
= β̂

uLso آن گاه ،g(Ln) = ٠ اگر (الف)
است. RLE ،β̂∗Lso

= o = β̂
rLso آن گاه ،g(Ln) = ١ اگر (ب)

است. PTLE ،β̂∗Lso
= β̂

ptLso آن گاه ،g(Ln) = I(Ln ≤ Ln,α) اگر (ج)
است. SLE ،β̂∗Lso

= β̂
sLso آن گاه ،g(Ln) = cnL−١

n اگر (د)
است. PRSLE ،β̂∗Lso

= β̂
sLso+ آن گاه ،g(Ln) = cL−١

n + (١ − cnL−١
n )I(Ln ≤ cn) اگر (ه)

است. IPTLE ،β̂∗Lso
= β̂

iptLso آن گاه ،g(Ln) = cL−١
n + (١ − cnL−١

n )I(Ln ≤ Ln,α) اگر (ه)



٩٣ برآوردگرها ویژگͬ
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Ln و

Ln =
(Hβ̂

uLso − h)⊤(HC−١
n H⊤)−١(Hβ̂

uLso − h)

s٢
L

,

آن در که
s٢
L =

١
m
(y −Xβ̂

uLso
)⊤(y −Xβ̂

uLso
),

∆٢ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه q با ͬ دو ک توزیع دارای ،٣ . ٢ . ١ قضیه (۴) قسمت طبق و
است.

نوشت: ͬ توان م برآوردگرها ADBهای محاسبه برای اکنون،
ADB(β̂∗Lso

) = lim
n→∞

E
[√

n
(
β̂
∗Lso − β

)]
= lim

n→∞
E
[√

n
(
β̂
uLso − g(Ln)(β̂

uLso − β̂
rLso

)− β
)]

= lim
n→∞

E
[√

n
(
β̂
uLso − β

)]
− lim
n→∞

E
[√

ng(Ln)(β̂
uLso − β̂

rLso
)
]

= ADB(β̂uLso
)− lim

n→∞
E
[√

ng(Ln)(β̂
uLso − β̂

rLso
)
]

= ADB(β̂uLso
)

− lim
n→∞

C−١
n H(HC−١

n H⊤)−
١٢

×E
[√

n(HC−١
n H⊤)−

١٢ (Hβ̂
uLso − h)g(Ln)

]
. (٣ . ١٢)

در با طرفͬ از .ADB(β̂uLso
) = ٠ لذا E [√n(β̂uLso − β)

]
= ٠ ،٣ . ٢ . ١ قضیه (١) قسمت طبق

آ. ٢ . ۵، قضیه و (٣ . ١١) رابطه اساس بر ،Z =
√
n(HC−١

n H⊤)−
١٢ (Hβ̂

uLso − h) گرفتن نظر
با ͬ شود م برابر (٣ . ١٢) رابطه

ADB(β̂∗Lso
) = ٠ − δE

[
g(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
. (٣ . ١٣)

ͬ شود. م کامل اثبات (٣ . ١٣) رابطه های در برآوردگر هر با متناظر g توابع از ΁ی هر جای·ذاری با

به دست زیر به صورت برآوردگرها ADQB عبارت های ،٣ . ٢ . ١ قضیه فرض های تحت .٣ . ٢ . ١ نتیجه
ͬ آید: م

ADQB(β̂uLso
) = ٠,

ADQB(β̂rLso
) = ∆٢,

ADQB(β̂ptLso
) = ∆٢{Hq+٢(Lα;∆٢)}٢,

ADQB(β̂sLso
) = c٢∆٢ {E [χ−٢

q+(٢∆)٢
]}٢

,

ADQB(β̂sLso+
) = ∆٢ {cE [χ−٢

q+(٢∆)٢
]
− E

[
(١ − cχ−٢

q+(٢∆)٢)I(χ٢
q+(٢∆)٢ ≤ c)

]}٢
,

ADQB(β̂iptLso
) = ∆٢

{
Hq+٢(Lα;∆٢)− cE

[
χ−٢
q+(٢∆)٢

]
−cE

[
χ−٢
q+(٢∆)٢I(χ٢

q+(٢∆)٢ ≤ Lα)
]}٢



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٩۴
هستند: زیر به صورت برآوردگرها ADR ،٣ . ٢ . ١ قضیه فرض های تحت .٣ . ٢ . ٣ قضیه

ADR(β̂uLso
) = σ٢ tr(C−١),

ADR(β̂rLso
) = σ٢ tr(C−١ −A) + δ⊤δ,

ADR(β̂ptLso
) = σ٢ tr(C−١)− σ٢ tr(C−١ −A)Hq+٢(Lα;∆٢) + δ⊤δZ(α;∆٢),

ADR(β̂sLso
) = σ٢ tr(C−١)− cσ٢ tr(C−١ −A)X(∆٢) + c(c+ ۴)δ⊤δ,

ADR(β̂sLso+
) = ADR(β̂sLso

)− δ⊤δQ(∆٢)− σ٢ tr(C−١ −A)

×E
[
(١ − cχ−٢

q+٢((٢∆)٢I(χ٢
q+(٢∆)٢ ≤ c)

]
ADR(β̂iptLso

) = ADR(β̂ptLso
)

−σ٢ tr(C−١ −A)
{
cX(∆٢) + c٢E

[
χ−۴
q+(٢∆)٢I(χ٢

q+(٢∆)٢ ≤ Lα)
]}

+cδ⊤δ

{
cE
[
χ−۴
q+۴(∆٢)

]
+ ٢E [χ−٢

q+(٢∆)٢
]
− ٢E [χ−٢

q+۴(∆٢)
]

+ cE
[
χ−۴
q+۴(∆٢)I(χ٢

q+۴(∆٢) ≤ Lα)
]
− ٢E [χ−٢

q+(٢∆)٢I(χ٢
q+(٢∆)٢ ≤ Lα)

]}
آن در که

A = C−١ −C−١H⊤(HC−١H⊤)−١HC−١

و
Z(α;∆٢) = ٢Hq+٢(Lα;∆٢)−Hq+۴(Lα;∆٢),
X(∆٢) = ٢E [χ−٢

q+(٢∆)٢
]
− cE

[
χ−۴
q+(٢∆)٢

]
,

Q(∆٢) = ٢E [(١ − cχ−٢
q+(٢∆)٢)I(χ٢

q+(٢∆)٢ ≤ c)
]

− E
[
(١ − cχ−٢

q+۴(∆٢))٢I(χ٢
q+۴(∆٢) ≤ c)

]
.

نوشت ͬ توان م ،(٢ . ١٨) رابطه  ،ADR تعریف طبق برهان.
ADR(β̂∗Lso

) = lim
n→∞

E

[
n
(
β̂
∗Lso − β

)⊤ (
β̂
∗Lso − β

)]
= lim

n→∞
E

[
n
(
β̂
uLso − g(Ln)(β̂

uLso − β̂
rLso

)− β
)⊤

(
β̂
uLso − g(Ln)(β̂

uLso − β̂
rLso

)− β
)]

= lim
n→∞

E

[(
nβ̂

uLso − β
)⊤ (

β̂
uLso − β

)]
−٢ lim

n→∞
E

[
n
(
β̂
uLso − β

)⊤
(β̂

uLso − β̂
rLso

)g(Ln)
]

+ lim
n→∞

E
[
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)⊤(β̂
uLso − β̂

rLso
)g(L٢

n)
]

= ADR(β̂uLso

n )

−٢ lim
n→∞

E

[
n
(
β̂
uLso − β̂

rLso
+ β̂

rLso − β
)⊤

(β̂
uLso − β̂

rLso
)g(Ln)

]
+ lim
n→∞

E
[
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)⊤(β̂
uLso − β̂

rLso
)g(L٢

n)
]
. (١۴ . ٣)



٩۵ برآوردگرها ویژگͬ
جای·زین نهایت در و ͬ شود م حساب جداگانه (١۴ . ٣) رابطه عبارت های از ΁ی هر اکنون

منظور، بدین ͬ گردند. م
lim
n→∞

E

[
n
(
β̂
uLso − β̂

rLso
+ β̂

rLso − β
)⊤

(β̂
uLso − β̂

rLso
)g(Ln)

]
=

lim
n→∞

E

[
n
(
β̂
uLso − β̂

rLso
)⊤

(β̂
uLso − β̂

rLso
)g(Ln)

]
+ lim
n→∞

E

[(√
n(β̂

rLso − β)
)⊤ (√

n(β̂
uLso − β̂

rLso
)
)
g(Ln)

]
. (١۵ . ٣)

که آن جایی از
β̂
uLso − β̂

rLso
= C−١

n H⊤(HC−١H⊤)−١(Hβ̂
uLso − h),

قضیه طبق صورت این در شود، گرفته نظر در Z⊤ = (HC−١H⊤)−١/٢(Hβ̂
uLso−h) کافیست

با است برابر (١۵ . ٣) رابطه اول عبارت آ. ٢ . ۶
tr
(
C−١H⊤(HC−١H⊤)−١/٢(HC−١H⊤)−١/٢HC−١)E [g(χ٢

q+(٢∆)٢)
]

+δ⊤δE
[
g(χ٢

q+۴(∆٢))
]
.

بین کوواریانس بودن صفر و ،٣ . ٢ . ١ لم (۵) قسمت به بنا نرمال، توزیع ͬ های ویژگ به بنا
از مستقل متغیرها این که ͬ شود م نتیجه ،√n(β̂uLso − β̂

rLso
) و √

n(β̂
rLso − β) متغیرهای

به صورت را (١۵ . ٣) رابطه دوم عبارت ͬ توان م و ی΄دی·رند
lim
n→∞

E
[(√

n(β̂
rLso − β)

)(√
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)
)
g(Ln)

]
=

lim
n→∞

E
[√

n(β̂
rLso − β)⊤

]
lim
n→∞

E
[√

n(β̂
uLso − β̂

rLso
)g(Ln)

]
=

− δ⊤ lim
n→∞

C−١H⊤(HC−١H⊤)−١/٢E
[
(HC−١H⊤)−١/٢(Hβ̂

uLso − h)g(Ln)
]
=

− δ⊤δE
[
g(χ٢

q+(٢∆)٢)
]

ͬ شود. م نتیجه آ. ٢ . ۵ قضیه در Z = (HC−١H⊤)−١/٢(Hβ̂
uLso−h) انتخاب از آخر خط نوشت.
با است برابر (١۵ . ٣) رابطه  بنابراین

tr(C−١ −A)E
[
g(χ٢

q+(٢∆)٢)
]
+ δ⊤δ

{
E
[
g(χ٢

q+۴(∆٢))
]
− E

[
g(χ٢

q+(٢∆)٢)
]}

. (١۶ . ٣)
ͬ توان م را (١۴ . ٣) رابطه در lim

n→∞
E
[
n(β̂

uLso − β̂
rLso

)⊤(β̂
uLso − β̂

rLso
)
عبارت[ دی·ر، طرف از

به صورت
lim
n→∞

(HC−١
n H⊤)−١/٢H⊤C−١

n

×E
[
n((HC−١

n H⊤)−١/٢(Hβ̂
uLso − h))⊤((HC−١

n H⊤)−١/٢(Hβ̂
uLso − h))g(L٢

n)
]

×C−١
n H(HC−١

n H⊤)−١/٢ (٣ . ١٧)
بنابراین شود، گرفته نظر در Z⊤ = (HC−١H⊤)−١/٢(Hβ̂

uLso − h) کافیست دوباره نوشت.
به صورت را (٣ . ١٧) ͬ توان م آ. ٢ . ۵ قضیه اساس بر

tr(C−١ −A)E
[
g(χ۴

q+٢)
]
+ δ⊤δE

[
g(χ۴

q+۴)
] (٣ . ١٨)



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٩۶
به صورت را برآوردگرها ADR ͬ توان م (١۴ . ٣) رابطه در (٣ . ١٨) و (١۶ . ٣) جای·ذاری از نوشت.

ADR(β̂∗Lso
) = ADR(β̂uLso

)− ٢ tr
(
C−١ −A

)
E
[
g(χ٢

q+٢)
]

−٢δ⊤δ {E [g(χ٢
q+۴)

]
− E

[
g(χ٢

q+٢)
]}

+ tr(C−١ −A)E
[
g(χ۴

q+٢)
]
+ δ⊤δE

[
g(χ۴

q+۴)
]

= ADR(β̂uLso
)− tr(C−١ −A)

{٢E [g(χ٢
q+٢)

]
− E

[
g(χ۴

q+٢)
]}

+ δ⊤δ
{
E
[
g(χ۴

q+۴)
]
− ٢E [g(χ٢

q+۴)
]
+ ٢E [g(χ٢

q+٢)
]}

. (٣ . ١٩)

(٣ . ١٩) رابطه های در برآوردگر هر با متناظر g توابع از ΁ی هر کردن جانشین با آورد. به دست
ͬ شود. م کامل اثبات

و بیان را مرتبط قضیه های ،١۴ . ٢ . ٣ ‐ ٢ . ٣ . ٩ قضیه های همانند ͬ توان م فصل این در
آرشͬ و نوروزی راد و (١٣٩۶) آرشͬ و نوروزی راد مقاله به ͬ توان م تکرار، عدم برای و کرد اثبات

کرد. اشاره (٢٠١٧a)

شبیه سازی مطالعه ٣ . ٣
پیشنهاد برآوردگرهای نسبی کارایی مونت کارلو،  شبیه سازی ΁ی از استفاده با بخش، این در

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد شده
واریانس‐کوواریانس ماتریس و µ = o میانگین بردار با متغیره pنرمال توزیع از X ماتریس
که شده اند گرفته نظر در ρ با برابر Σ ماتریس غیرقطری عناصر آن در که ͬ شود، م ایجاد Σ
ͬ شود م فرض هستند. ١ هم·ͬ اصلͬ قطر روی عناصر و است پذیرفته را ٠٫٩ و ٠٫٢ ،٠ مقادیر

بپذیرد. را ٢٠ و ١۵ ،١٠ مقادیر p پارامترها، تعداد و n = ١٠٠ مشاهده ها، تعداد
انتخابی آن ها مهم ترین از ی΄ͬ گرفت. نظر در h و H برای ͬ توان م متفاوتͬ انتخاب های
متغیرها، از بعضͬ که ͬ کند م ادعا متخصص ΁ی گاهͬ ͬ شود. م متغیر انتخاب به منجر که است

ͬ دهد. نم قرار تاثیر تحت را رگرسیونͬ مدل
پیش·ویی در متغیرها از بعضͬ که است این معادل β٢ = o آن گاه ،β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ اگر
oq و ١p−q آن در که β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ = (١⊤p−q,o⊤

q )
⊤ کنید فرض ͬ شود. م گرفته نادیده مدل

هستند. q و p− q ابعاد با به ترتیب صفر و ١ بردارهای
به صورت صفر فرضیه  از انحراف میزان پیشنهادی، برآوردگرهای رفتار برررسͬ به منظور
.β = β٠ آن گاه ،∆٢ = ٠ اگر .β٠ = (١⊤p−q,o⊤

q )
⊤ آن در که ͬ شود، م تعریف ∆٢ = ∥β − β٢٢∥٠

بردار ∆ = (∆٢, . . . ,∆٢)⊤ که ͬ شود م گرفته نظر در β = (١⊤p−q,∆⊤)⊤ بردار ،∆٢ > ٠ به ازای
صفر فرضیه از انحراف درجه  ͬ یابد، م افزایش ∆٢ مقدار ͬ که هنگام است. ∆٢ مقادیر از qتایی

است. شده گرفته نظر در ∆٢ برای ۵ و ١ ،٠٫۵ ،٠٫١ ،٠ مقدار ͷپن ͬ شود. م بیشتر



٩٧ شبیه سازی مطالعه

اول مولفه p− q که است pتایی بردار ΁ی β کنید فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون
استاندارد نرمال خطای با (١ . ١) مدل از ͺپاس متغیر است. صفر مولفه، q بقیه و ΁ی عدد آن

است. شده تولید
به صورت β̂∗Lso دلخواه پیشنهادی برآوردگر نسبی  MSE  معیار

RMSE(β̂∗
) =

MSE(β̂uLso
)

MSE(β̂∗Lso
)
.

پیشنهادی برآوردگر مخاطره باشد، ΁ی از بزرگتر کارآیی مقدار چنان چه ͬ شود. م محاسبه
است. لاسو برآوردگر مخاطره از کمتر

برآوردگر به نسبت شده ارائه برآوردگرهای نسبی کارآیی عددی مقادیر ٣ . ١‐٣ . ٣ جداول در
است. شده گزارش تکرار بار ١٠٠٠ برای لاسو

p مختلف مقادیر و q = p− ۶ ،ρ = ٠ ثابت، ٢∆های برای برآوردگرها نسبی کارایی های :٣ . ١ جدول
∆٢ p ULE RLE PTLE SLE PRSLE IPTLE

٠
١٠ ١ ١٫۶٣ ١٫۵٢ ١٫٢۴ ١٫٣۵ ١٫۵۵
١۵ ١ ٢٫٣٢ ٢٫١٩ ١٫٧۵ ٢٫٠۵ ٢٫٢٧
٢٠ ١ ٣٫۵١ ٢٫٩٩ ٢٫۴۴ ٢٫٩٩ ٢٫٣٢

٠٫١
١٠ ١ ١٫۵٧ ١٫۴۶ ١٫٢١ ١٫٣٢ ١٫۴٩
١۵ ١ ٢٫١٩ ٢٫٠٢ ١٫۶۶ ١٫٩۵ ٢٫١١
٢٠ ١ ٣٫۴٨ ٢٫٩٢ ٢٫۴٠ ٢٫٩٩ ٣٫٢٨

٠٫۵
١٠ ١ ٠٫٨۵ ٠٫٨۶ ١٫٠۵ ١٫٠٧ ٠٫٩٠
١۵ ١ ١٫۵۶ ١٫۴٢ ١٫٣٧ ١٫۵۴ ١٫۵٢
٢٠ ١ ٢٫٨۶ ٢٫٣۵ ٢٫١٩ ٢٫۵٨ ٢٫٧١

١
١٠ ١ ٠٫٣٧ ٠٫٩٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٩٢
١۵ ١ ٠٫٨٣ ٠٫٨٧ ١٫١٢ ١٫١۴ ٠٫٩۶
٢٠ ١ ١٫٨١ ١٫۴٣ ١٫٨١ ١٫٩٠ ١٫٧٧

۵
١٠ ١ ٠٫٠٢ ١٫٠٠ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨
١۵ ١ ٠٫٠۶ ١٫٠٠ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨ ٠٫٩٨
٢٠ ١ ٠٫١٣ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠ ١٫٠٠



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ٩٨

مقادیر و q = p − ۶ ،ρ = ٠٫٢ ثابت، ٢∆های ازای به برآوردگرها نسبی کارایی های :٣ . ٢ جدول
p مختلف

∆٢ p ULE RLE PTLE SLE PRSLE IPTLE

٠
١٠ ١ ١٫٩۵ ١٫٧١ ١٫٣۴ ١٫۴۴ ١٫٧٨
١۵ ١ ٢٫٧٠ ٢٫٣٧ ١٫٩٠ ٢٫٢٨ ٢٫۵۶
٢٠ ١ ۴٫٧٢ ٣٫۵۵ ٢٫٩٨ ٣٫۶٣ ۴٫٢٧

٠٫١
١٠ ١ ١٫٩٣ ١٫۶١ ١٫٣٣ ١٫۴٠ ١٫۶٩
١۵ ١ ٢٫۶٩ ٢٫٣٠ ١٫٩٢ ٢٫٢١ ٢٫۵١
٢٠ ١ ۴٫٧٢ ٣٫٣٩ ٢٫٩٧ ٣٫۶٢ ۴٫٢٢

٠٫۵
١٠ ١ ٠٫٩٧ ٠٫٩٢ ١٫١٧ ١٫١٨ ١٫٠٣
١۵ ١ ١٫٨٧ ١٫٣٠ ١٫٧٠ ١٫٧۴ ١٫۶٨
٢٠ ١ ٣٫٧۴ ١٫٩٣ ٢٫٧۵ ٢٫٩١ ٣٫٠٠

١
١٠ ١ ٠٫٣٧ ٠٫٩٩ ١٫٠٨ ١٫٠٨ ١٫٠٧
١۵ ١ ٠٫٨۴ ٠٫٩٧ ١٫٣٧ ١٫٣٧ ١٫٣٠
٢٠ ١ ١٫٨۵ ١٫٠٧ ٢٫١٠ ٢٫١٠ ١٫٩٢

۵
١٠ ١ ٠٫٠٢ ١٫٠٠ ٠٫٩٩ ٠٫٩٩ ٠٫٩٩
١۵ ١ ٠٫٠۴ ١٫٠٠ ١٫٠٢ ١٫٠٢ ١٫٠٢
٢٠ ١ ٠٫٨۵ ١٫٠٠ ١٫١٣ ١٫١٣ ١٫١٣

مقادیر و q = p − ۶ ،ρ = ٠٫٩ ثابت، ٢∆های ازای به برآوردگرها نسبی کارایی های :٣ . ٣ جدول
p مختلف

∆٢ p ULE RLE PTLE SLE PRSLE IPTLE

٠
١٠ ١ ۶٫٧۶ ٣٫٣۴ ١٫٨۶ ١٫٨۶ ۴٫٠٠
١۵ ١ ٨٫۴٨ ۶٫۴۴ ۴٫٣۵ ۴٫٩٩ ٧٫۵۵
٢٠ ١ ١۴٫٧۴ ١۴٫۴٨ ۶٫١۴ ١١٫٣٢ ١۴٫۶٨

٠٫١
١٠ ١ ۶٫٣۵ ٢٫٩۵ ١٫٨٢ ١٫٨٢ ٣٫۶٠
١۵ ١ ٨٫٣٢ ۵٫٧٧ ۴٫٢٨ ۴٫۶٨ ٧٫١٠
٢٠ ١ ١۴٫١٢ ١٢٫۵۶ ۵٫٩۶ ١٠٫۶٩ ١٣٫۶٨

٠٫۵
١٠ ١ ٣٫٢٨ ١٫٣٩ ١٫۶٩ ١٫۶٩ ١٫٨٨
١۵ ١ ۵٫۴١ ٢٫٧١ ٣٫٨۶ ٣٫٩٣ ۴٫٢٢
٢٠ ١ ١٠٫۴٠ ٧٫١٠ ۶٫٧٧ ٨٫۶٨ ٩٫۵٢

١
١٠ ١ ١٫١٩ ٠٫٩٧ ١٫۵۵ ١٫۵۵ ١٫٣٧
١۵ ١ ٢٫۵٠ ١٫٢۶ ٣٫١۴ ٣٫١۴ ٢٫۴۶
٢٠ ١ ۵٫٢٩ ٢٫۵٧ ۶٫٣۴ ۶٫۵٨ ۴٫٨٠

۵
١٠ ١ ٠٫٠٢ ١٫٠٠ ٠٫٨٧ ٠٫٨٧ ٠٫٨٧
١۵ ١ ٠٫٠٧ ١٫٠٠ ١٫۵٨ ١٫۵٨ ١٫۵٨
٢٠ ١ ٠٫١٩ ١٫٠٠ ٢٫۶٩ ٢٫۶٩ ٢٫۶٩



٩٩ آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های تحلیل
آورد. به دست را زیر نتیجه های ͬ توان م جداول مقادیر به دقیق تر نگاهͬ با

ͬ کند. م رفتار برآوردگرها سایر از بهتر RLE ،(∆٢ = ٠) است برقرار صفر فرضیه ͬ که هنگام (١)
ͬ شود. م کاسته برآوردگر این کارایی از شویم، دور صفر فرضیه از چه هر

فرضیه  از هرچه دقیق تر به عبارت ͬ یابد. م کاهش نسبی کارایی عدد ∆٢ مقدار افزایش با (٢)
است. یافته کاهش ULE به پیشنهادی برآوردگرهای برتری میزان شده ایم، دور صفر

ͬ کند. م رفتار بهتر لاسو محدودنشده برآورگر مواردی در حتͬ
ͬ باشد. م نیز همبستگͬ درجه  از متاثر برآوردگرها برتری میزان ، (٢) نتیجه  با ارتباط در (٣)
برتری بر صفر فرضیه  از شدن دور تاثیر شود بیشتر همبستگͬ درجه  هرچه ͬ که معن بدین
لاسو برآوردگر ،ρ = ٠ حالت در مثال، عنوان به ͬ یابد. م کاهش پیشنهادی برآوردگرهای
ρ = ٠٫٩ ازای به ͬ که صورت در دارد برتری پیشنهادی برآوردگرهای بر ∆٢ = ۵ ازای به

ͬ کند. م تغییر برتری این
درجه  افزایش با دی·ر، عبارت به ͬ یابد. م افزایش نسبی کارآیی عدد ،ρ اندازه  افزایش با (۴)
از نشان که ͬ شود م بیشتر لاسو به نسبت پیشنهادی برآوردگر مخاطره همبستگͬ،

ͬ باشد. م رفته به کار استراتژی مطلوبیت
بر پیشنهادی برآوردگرهای برتری میزان موارد، تمامͬ در پارامتر، بعد شدن زیاد با (۵)

ͬ یابد. م افزایش لاسو برآوردگر
با دارد. IPTL و PTL برآوردگرهای برتری میزان بر مستقیمͬ تاثیر α ͬ داری معن ͹سط (۶)

ͬ یابد. م کاهش نسبی کارایی عدد ،α افزایش
برتری دی·ری بر لاسو استاین نوع انقباضͬ و لاسو اولیه آزمون برآوردگرهای از ΁ی هیچ (٧)

دارد. برتری لاسو استاین نوع برآوردگر بر همواره جزء مثبت برآوردگر ندارند.
رفتار برآوردگرها سایر از بهتر صفر فرضیه ΁نزدی لاسو اولیه آزمون بهبودیافته برآوردگر (٨)
از بهتر لاسو استاین نوع مثبت جزء برآوردگر شود، بیشتر ∆٢ مقدار چه هر ͬ کند. م

ͬ کنند. م میل مشترک مقدار ΁ی به نهایت در و ͬ کند م رفتار IPTLE

آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های تحلیل ۴ . ٣
آمری΄ا ایالت n = ۵٠ شامل که (١٩٨٨ هم΄اران، و (ب΄ر آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های از
لاسو پایه بر بهبودیافته پیشنهادی برآوردگرهای کارایی دادن نشان برای است، متغیر p = ٩ و

است. شده استفاده



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ١٠٠
به امید ،Lංൿൾ Eඑඉ ،ͺپاس متغیر تا است شده داده برازش داده ها به خطͬ رگرسیون مدل
درآمد ،Iඇർඈආൾ نفر)؛ (هزار جمعیت ،Pඈඉඎඅൺඍංඈඇ ،ͬتوضیح متغیرهای حضور در را زندگͬ،
،Mඎඋൽൾඋ نوشتن)؛ و خواندن برای ناتوانͬ (درصد بی سوادی نرخ ،Iඅඅංඍൾඋൺർඒ (دلار)؛ سرانه
دانش·اهͬ تحصیلات که باسوادانͬ درصد ،HS Gඋൺൽ نفر؛ ١٠٠٠٠٠ هر ازای به خودکشͬ نرخ
زمین مساحت ،Aඋൾൺ صفر؛ زیر دمای با سال هر در روزها تعداد میانگین ،Fඋඈඌඍ ندارند؛
توصیفͬ آماره های کرد. مدل بندی بتوان جمعیت، برحسب شاخصͬ ،Dൾඇඌංඍඒ و مربع) (مایل

است. شده داده نشان ۴ . ٣ جدول در متغیرها

آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های متغیرهای از توصیفͬ آماره های :۴ . ٣ جدول
بیشینه سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها نماد
٧٣٫۶٠ ٧١٫٨٩ ٧٠٫٨٨ ٧٠٫۶٧ ٠٫۶٢ ۶٧٫٩۶ Lංൿൾ.Eඑඉ

٢١١٩٨ ۴٩۶٨ ۴٢۴۶ ٢٨٣٨ ١٠٨٠ ٣۶۵ Pඈඉඎඅൺඍංඈඇ β١
۶٣١۵ ۴٨١۴ ۴۴٣۶ ۴۵١٩ ٣٩٩٣ ٣٠٩٨ Iඇർඈආൾ β٢
٢٫٨٠ ١٫۵٧ ١٫١٧ ٠٫٩۵٠ ٠٫۶٢۵ ٠٫۵٠ Iඅඅංඍൾඋൺർඒ β٣
١۵٫١٠ ١٠٫۶٧ ٧٫٣٨ ۶٫٨۵٠ ۴٫٣۵ ۶٧٫٩۶ Mඎඋൽൾඋ β۴
۶٧٫٣٠ ۵٩٫١۵ ۵٣٫١١ ۵٣٫٢۵ ۴٨٫٠۵ ٣٧٫٨٠ HS.Gඋൺൽ β۵
١٨٨٫٠٠ ١٣٩٫٧۵ ١٠۴٫۴۶ ١١۴٫۵٠ ۶۶٫٢۵ ٠٫٠٠ Fඋඈඌඍ β۶
۵۶۶۴٣٢ ٨١١۶٣ ٧٠٧٣۶ ۵۴٢٧٧ ٣۶٩٨۵ ١٠۴٩ Aඋൾൺ β٧
٩٧۵٫٠١ ١۴۴٫٢٨ ١۴٩٫٢٢ ٧٣٫٠١ ٢۵٫٣٣ ٠٫۶۴ Dൾඇඌංඍඒ β٨

ماتریس تعیین شده، پیشنهاد برآوردگرهای استراتژ ی های چالش های از ی΄ͬ آن جایی که از
و سادگͬ منظور به اینجا در دارد، قبلͬ مطالعات یا متخصص نظر به نیاز و است h بردار و H

ماتریس ΁ی H ماتریس ͬ شود م فرض پارامترها، این نادرست انتخاب از ناشͬ خطای از دوری
باشد. ٧ × ٧ همانͬ

h بردار برای فرضͬ حالت دو صفر، فرضیه نادرستͬ یا درستͬ تاثیر دادن نشان به منظور
ͬ شود: م گرفته نظر در

صفر، فرضیه حالت،  این در .h = (٠, ٠, ١٠, ٠٫٢, ٠٫٧, ٠٫٠۶, ٠)⊤ کنید فرض اول: حالت
ͬ دار معن مدل در Aඋൾൺ و Iඇർඈආൾ ،Pඈඉඎඅൺඍංඈඇ حضور که است معنͬ بدین و Ho : β = h

نیستند.
عبارت صفر فرضیه  صورت این در که .h = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)⊤ کنید فرض دوم: حالت
مدل برازش برای شده بیان متغیرهای از ΁هیچ ی که است معنͬ بدین و Ho : β = o از است

نیستند. مناسب



١٠١ آمری΄ا ایالات ارقام و آمار داده های تحلیل
آمده به دست متقابل اعتبارسنجͬ ١٠تایی خطای میانگین از استفاده با برآوردگرها کارآیی
در ͺپاس متغیر پیش·ویی و واقعͬ مقدار بین اختلاف دوم توان پیش·ویی، خطای است.

ͬ  شود. م تکرار بار ١٠٠٠ فرآیند، این است. آزمون داده های مجموعه
ͺپاس متغیر پیش·ویی و واقعͬ مقدار بین اختلاف دوم توان ، پیش·ویی خطاهای میانگین

ͬ  شود: م تعریف زیر به صورت RPE و ͬ شوند م محاسبه

RPE(β̂∗Lso
) =

Ave(PE(β̂uLso
))

Ave(PE(β̂∗Lso
))

و PTL و ،PRSL ،SL ،RL برآوردگرهای از ی΄ͬ β̂∗Lso و ͬ دهد م نشان را میانگین Ave آن در که
ͬ دهد. م نشان را نتایج ۵ . ٣ جدول است. α = ٠٫٠۵ به ازای IPTL

آمری΄ا ایالت های ارقام و آمار داده در برآوردگرها نسبی پیش·ویی خطاهای جدول :۵ . ٣ جدول
دوم   حالت اول حالت متغیرها
١٫٠٠٠٩٠٩۶ ٢٢٫٢٣٩٩٧٠٢ RLE

١٫٠٠٠۵٢٨٢ ١٫٠٠٠٠۵٩١ PTLE

١٫٠٠٠٢٣٩۴ ١٫٠١٨٠٠٩١ SLE

١٫٠٠٠۵۵٠١ ١٫٠١٨٠٧٠٢ PRSLE

١٫٠٠٠٣٩۵٧ ١٫٠١٧٩٩۴٠ IPTLE

که گرفت نتیجه ͬ توان م هستند، ΁ی از بزرگتر هم·ͬ ۵ . ٣ جدول اعداد که آن جایی از
اما دارند. لاسو برآوردگر به نسبت کمتری پیش·ویی خطای میانگین پیشنهادی برآوردگرهای
برآوردگر حالت دو هر در برآوردگرها، همه  بین در گرفت نتیجه ͬ توان م دقیق تر، نگاهͬ با
با اما است درست تقریبا صفر فرضیه حالت، این در زیرا دارد را رفتار بهترین لاسو، محدودشده
بهتر برآوردگرها، سایر با مقایسه در لاسو استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر وجود، این
حدس ۵ . ٣ جدول نتایج به بنا ͬ کند. م پیش·ویی را مدل پارامترهای بردار برآوردگرها سایر از
برآوردگرهای وجود این با اما است درست تر اول حالت در شده مطرح ادعای که ͬ شود م زده
و ͬ کنند م رفتار ͺپاس متغیر پیش·ویی در لاسو برآوردگر از بهتر حالت دو هر در پیشنهادی
برآوردگرها این از اطمینان با ͬ توان م دارد،  وجود شده مطرح ادعای مورد در تردید ͬ که  هنگام

نمود. استفاده
برآوردگرهای کارآیی ،۵ . ٣ جدول نتایج اساس بر که بیاید پیش گمان این است مم΄ن
است ضروری نکته این به توجه ندارد. چندانͬ برتری لاسو برآوردگر با مقایسه در بهبودیافته
بالایی بسیار کارآیی همزمان به طور پارامترها برآورد و متغیر انتخاب دلیل به لاسو برآوردگر که
منقبض دوباره اساس بر آن از بهتر برآوردگری که داشت انتظار نباید لذا و دارد پیش·ویی در
دوباره جهت صفر فرضیه درست انتخاب طرفͬ از شود. حاصل زیرفضا ΁ی سمت به کردن
نظر از استفاده بدون مثال این در و است برخوردار بسزایی اهمیت از لاسو کردن منقبض
فرض را خاص زیرفضای شده ارائه برآوردگرهای رفتار چ·ونگͬ نمایش برای تنها و متخصص



لاسو برآوردگر پایه بر بهبودیافته برآوردگرهای ١٠٢
پیشنهادی برآوردگرهای کارآیی افزایش در زیرفضا مناسب و درست انتخاب است بدیهͬ کردیم.

دارد. زیادی تاثیر

نتیجه گیری ۵ . ٣
مخاطره حسب بر بهتر برآوردگرهای دستیابی به منجر لاسو برآورد فرآیند در UPI بردن به کار
صفر، فرضیه آزمون آماره دارد، وجود تردید اطلاعات این مورد در آن جایی که از ͬ شود. م کمتر

است. برخوردار جدید برآوردگرهای معرفͬ در بسزایی اهمیت از Ho : Hβ = h

بهتر لاسو اولیه آزمون بهبودیافته و لاسو استاین نوع انقباضͬ جزءمثبت برآوردگرهای
سمت به  را لاسو برآوردگر دوباره برآوردگرها، این ͽواق در ͬ کنند. م رفتار برآوردگرها سایر از
نظر از برآوردگرها این کارایی کاربردی، مثال ΁ی در ͬ کند. م منقبض غیرنمونه ای اطلاعات
از کمتر پیشنهادی برآوردگرهای پیش·ویی خطای شد مشاهده که گردید بررسͬ پیش·ویی

است. لاسو برآوردگر



۴ فصل
رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای

LAD

برآوردگرهای ساختن برای لازم اطلاعات به دستیابی برای استوار جریمه شده برآوردگرهای از فصل، این در
متغیرهای راستای در (ب) و ͺپاس متغیر راستای در (الف) پرت داده های که حالتͬ در استوار انقباضͬ
معرفͬ، برآوردگرها حالت، دو هر در است. شده استفاده باشد، داشته وجود اهرمͬ نقاط همان یا توضیحͬ
مقاله های فصل، این از شده اند. تحلیل واقعͬ مثال و شبیه سازی مطالعه ΁ی در و بررسͬ آن  ها ͬ های ویژگ
است. شده نتیجه (٢٠١۶) آرشͬ و نوروزی راد و (٢٠١٧a) هم΄اران و نوروزی راد ،(٢٠١٨) هم΄اران و نوروزی راد

مقدمه ١ . ۴
قدر کمترین برآوردگر است، OLS برآوردگر از پایدارتر اوقات گاهͬ که برآوردگر نوع ساده ترین
مطلق قدر مجموع کردن کمینه با روش این در برآوردها ͬ باشد. م (LAD) انحراف ها مطلق

دی·ر عبارت به ͬ آیند. م به دست باقیمانده ها مقادیر

β̂
LAD

= argminβ


n∑
i=١

|εi|

 = argminβ


n∑
i=١

|yi − x⊤
i β|

 (١ . ۴)

١٠٣



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٠۴
نقطه است. استوار y ͺپاس متغیر غیرعادی مقادیر با مشاهدات به نسبت LAD رگرسیون
تحمل ͬ تواند م را پرت داده های از ٢٩٪ حدود در بنابراین و ١ − ٢√/١ ≈ ٠٫٢٩ آن، فروریزش
پذیره اینکه بدون و است سازگار √

n و OLS برآوردگر از بیشتر ٢۶٪    ،LAD   برآوردگر کارایی کند.
.(١٩٩١ (پولارد، است نرمال مجانبی به طور باشد، داشته وجود خطاها توزیع برای خاصͬ

باشد، (لاپلاس) دوگانه نمایی توزیع ΁ی از هم توزیع و مستقل متغیرهای εi خطاهای اگر
رگرسیون که است x⊤

i β نقطه در y میانه کلͬ، حالت در است. β پارامتر MLE ،β̂LAD آن گاه
ͬ شود. م نامیده نیز چندکͬ رگرسیون برای خاصͬ حالت میانه،

منحنͬ برازش اما است، رگرسیونͬ روش های بین در روش مشهورترین  ،OLS روش چه، اگر
کمترین «اصل عنوان با را مقاله اش لژاندر شد. ظاهر OLS برآوردگر از زودتر قرن نیم تقریبا LAD

برازش برای LAD ΁تکنی از ،(١٧۵٧) بوس΄ویچ اما کرد منتشر ١٨٠۵ سال در دوم» توان های
در غیرعادی نمودارهای مشهورترین از ی΄ͬ نمودار، آن و کرد استفاده نقطه چند به خط ΁ی
نوزدهم قرن به استوار برآوردگرهای تاریخچه  ،ͽواق در .(١٩۶١ (آیزنهارت، شد هجدهم قرن

ͬ گردد. برم
١٩٧٩؛ استی·ر، و گراس ١٩٧٧؛ هم΄اران، و جنتل ١٩٧۶؛ فرام، و (آمسترانگ LAD رگرسیون
با و نامید موقعیت ها» «روش را آن (١٨١٨) لاپلاس که است برآوردگری (١٩٧٩ چن، و آن

.(١٩٧٣ (استی·لر، است شده گرفته به کار مختلف اسامͬ
عبارت (به L١‐نرم زیرا شود مͬ شناخته نیز L١ رگرسیون به اوقات گاهͬ ،LAD برآوردگر

ͬ کند. م کمینه را خطاها) مطلق قدر مجموع دی·ر،
این آوردن به دست برای باید البته و است حساس پرت داده های وجود به LAD برآوردگر
عددی روش های برای اینکه به توجه با نمود. پرداخت را محاسبات پیچیدگͬ هزینه  برآوردگرها،
اولیه ال·وریتم ΁ی به ندارد، وجود (١ . ۴) رابطه کمینه سازی مسئله  کردن حل برای مشخصͬ
با ͬ توان م را ال·وریتم این است. بارودالا‐رابرتس سیمپل΄س ال·وریتم رایج، روش است. نیاز
بسته  در lad تابع یا (١٩٧٣ رابرتس، و (باروداله quantreg بسته  rq تابع و R نرم افزار از استفاده

کرد. اجرا (٢٠١۵ (اسوریو، L1pack بسته  در lad تابع یا (٢٠١۵ هم΄اران، و (تالبرت Blossom

نقاط اگر وجود، این با است. مناسب بسیار پهن دم  خطاهای توزیع  برای LAD برآوردگر
شدیدا و بوده OLS برآوردگر از بدتر برآوردگر این شود، مشاهده توضیحͬ متغیرهای در اهرمͬ
وجود توضیحͬ متغیرهای در اهرمͬ نقاط ͬ که حالت در است. حساس اهرمͬ نقاط وجود به
روش، این مورد در بیشتر جزئیات برای است. شده پیشنهاد موزون LAD برآورد روش دارد،
ببینید. را (٢٠٠۶) هم΄اران و گیلونͬ (١٩٩٧)؛ روسو و هوبرت (١٩٩٢)؛ مورگنهالر و الیس
(به هستند بزرگ افراطͬ به طور که است مشاهداتͬ وزن از کاستن روش، این در اصلͬ ایده 
کاهش برآورد فرآیند بر پرت داده های تاثیر بنابراین، و ͬ باشد م اهرمͬ) نقاط دی·ر، عبارت

ͬ یابد. م



١٠۵ مقدمه

استوار ͺپاس متغیرهای در پرت داده های حضور به نسبت LAD برآوردگر که آن جایی از لذا،
تحت تاثیر را برآوردگر این به شدت پیش·و، متغیرهای بین در پرت داده های وجود اما است
پیشنهاد WLAD رگرسیونͬ برآوردگر مسئله، این برای راه حلͬ یافتن منظور به ͬ دهد. م قرار

رابطه که شده است
n∑
i=١

wi

∣∣∣yi − x⊤
i β
∣∣∣ ,

معیار ΁ی از استفاده با که هستند وزن هایی (٠ < wi < ١) wiها آن در که ͬ کند م کمینه را
رگرسیون کاهش دهد. را اهرمͬ نقاط وزن که ͬ شود م انتخاب به گونه ای و تعیین xi روی استوار
نقطه تعیین گرفت. درنظر تغییریافته داده های روی LAD رگرسیون عنوان به ͬ تواند م WLAD

با LAD رگرسیون از فروریزش نقطه تعیین با مشخص، وزن های با LAD رگرسیون فروریزش
داده های اساس بر رو، این از .x̃i = wixi و ỹi = wiyi که است متناظر (x̃i, ỹi) داده های

ͬ شود. م محاسبه به راحتͬ WLAD برآوردگر تغییریافته،
پارامترهای روی محدودیت دادن قرار با NSI یا UPI انقباضͬ برآوردگر های رهیافت در معمولا
کارشناس نظر طریق از محدودیت ها ͬ شود م فرض معمولا ͬ کنند. م ایجاد را زیرمدل ها مدل،
به دست پیشین) (اطلاعات قبلͬ داده های و گذشته آزمایش های یا غیرنمونه ای) (اطلاعات
برآوردگرهای رهیافت در فرعͬ اطلاعات از استفاده ͬ شود، م مطرح اخیرا که ایده ای ͬ آیند. م
در را مناسب زیرمدل های ͬ توانند م متغیر انتخاب تکنی΁  های مثال، به عنوان است. انقباضͬ

کنند. شناسایی تنک مدل های
در که است شده  تجزیه β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ به صورت رگرسیونͬ پارامترهای بردار کنید فرض
p٢ بردار ΁ی β٢ بردار و اصلͬ متغیرهای به مربوط بعدی ١p بردار ،β١ = (β١, . . . , βp١)

⊤ آن
دیدگاه از که است مزاحم متغیرهای به مربوط β٢ = (βp١+١, . . . , βp)⊤ = (β١, . . . , βp٢)

⊤ بعدی
پارامتر بردار کردن مشخص ͬ شود. م گرفته نظر در صفر برابر و نگریسته آن به  تنک مدل های
ͬ کند. م تزریق انقباضͬ برآوردهای به را فرعͬ اطلاعات متغیر، انتخاب تکنی΁ های ΁کم به β٢
ͬ شوند م استفاده زیرمدل انتخاب برای که (... و BIC ،AIC (مانند اطلاع معیارهای
توزیع های دارای مدل خطاهای ͬ که حالت در ͬ آیند م به دست OLS برآوردگرهای اساس بر
چندین (١٩٩٠) تسای و هارویش ͬ یابد. م کاهش به شدت معیارها این کارایی هستند، دم پهن
روش ها آن اما کردند پیشنهاد LAD برآوردگرهای اساس بر مدل انتخاب برای کاربردی روش
زیرمجموعه بهترین یافتن باشد، زیاد نسبتا متغیرها، تعداد اگر دارند. نیز محدودیت هایی
وقت گیر محاسباتͬ، هزینه  (مثلا، بود خواهد سخت بسیار پیشنهادی مدل های تمام بین از

(... و بودن
ͬ تواند م که کردند پیشنهاد را انقباضͬ و متغیر انتخاب روش ΁ی (٢٠٠٧) هم΄اران و وانگ
برآوردگر مانند هم چنین و دهد انجام متغیر انتخاب و منقبض را ضرایب لاسو، رگرسیون مشابه
،ͽواق در است. استوار پهن دم های با خطاها یا ͅ ها پاس در پرت داده های وجود به نسبت LAD

بسازند. را LAD-LASSO برآوردگر تا ͬ کنند م ترکیب هم با را لاسو جریمه  و LAD رهیافت آن ها



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٠۶
به صورت جریمه شده LAD تابع کمینه کننده LAD-LASSO برآوردگر

n∑
i=١

∣∣∣yi − x⊤
i β
∣∣∣+ nλ

p∑
j=١

|βj |, (٢ . ۴)

ضرایب همه  برای لاسو که آن جایی از است. تنظیم کننده پارامتر λ > ٠ آن در که است،
توجهͬ قابل اریبی است مم΄ن آمده به دست نتیجه ͬ کند، م استفاده λ پارامتر از فقط رگرسیونͬ
هدف تابع (٢٠٠٧) هم΄اران و وانگ حقیقت، این از استفاده با .(٢٠٠١ لͬ، و (فن باشند داشته

به صورت را LAD-LASSO معیار و دادند تغییر را (٢ . ۴) رابطه  در
p∑
i=١

∣∣∣yi − x⊤
i β
∣∣∣+ n

p∑
j=١

λj |βj | (٣ . ۴)

ͬ دهد. م را متفاوتͬ تنظیم کننده  پارامترهای از استفاده ام΄ان ضریب، هر برای که کردند تعریف
است. (٢ . ۴) رابطه  کمینه   از کاراتر نتیجه شده، برآوردگر

:(٢٠٠٧ هم΄اران، و LAD-LASSO(وانگ برآوردگر محاسبه ال·وریتم
آورید. به دست i = ١,٢, . . . , n ،{(x⊤

i , yi)
} اساس بر را ،β̂LAD ،LAD برآوردگر :١ گام

.j = ١, . . . , n ،λ̂j = log(n)/(n|β̂LAD
j |) دهید قرار :٢ گام

مولفه ها سایر و ١ برابر آن مولفه  jامین که بسازید بعدی p بردار ،١ ≤ j ≤ p به ازای :٣ گام
بنامید. ej را آن و باشد صفر

ب·یرید نظر در i = ١, . . . , n + p به ازای را {(x∗⊤
i , yi)

} تقویت شده داده  مجموعه :۴ گام
به طوری که 

 (x∗⊤
i , y∗i ) = (xi, yi) ،١ ≤ i ≤ n هر به ازای (الف  )

.(x∗⊤
n+j , y

∗
n+j) = (nλjej , ٠) ،١ ≤ j ≤ p برای (ب)

است. {(x∗
i , yi)} جدید داده مجموعه برای LAD برآوردگر همان LAD-LASSO برآوردگر :۵ گام

مورد LAD-LASSO برآوردگر یافتن برای ͬ تواند م آماری  نرم افزار هر ال·وریتم این از استفاده با
مسئله به را LAD-LASSO برآوردگر یافتن مسئله  (٢٠١۴) امیرگلو اخیرا، گیرد. قرار استفاده

شود. حل ͬ تواند م سیمپل΄س روش با که داد نشان و کرد تبدیل ریاضͬ برنامه ریزی
از بهتر LAD برآوردگر کارایی باشد، داشته وجود پیش·و متغیرهای در اهرمͬ نقاط اگر
به و نیست لاسو از بهتر نیز LAD-LASSO برآوردگر کارایی بنابراین، است. OLS برآوردگر
LAD- روش (٢٠١٢) آرسلان .(٢٠٠۶ هم΄اران، و (گیلونͬ ͬ باشد نم استوار اهرمͬ نقاط حضور
WLAD-LASSO به نام دی·ری روش به L١ جریمه تابع با WLAD معیار کردن ترکیب با را LASSO

فضای در که مشاهداتͬ وزن WLAD معیار است. داده تعمیم رگرسیونͬ پارامترهای برآورد برای
ͺپاس متغیر در پرت داده های حضور به و ͬ دهد م کاهش را هستند دورافتاده پیش·و متغیرهای



١٠٧ LAD انقباضͬ برآوردگرهای
و ͺپاس متغیر در پرت داده های تاثیر تحت کمتر شده، نتیجه برآوردگر بنابراین است حساس

به صورت WLAD-LASSO برآوردگر ͬ گیرد. م قرار توضیحͬ متغیرهای در اهرمͬ نقاط

β̂
WLAD−LASSO

= argminβ

 n∑
i=١

wi|yi − x⊤
i β|+ n

p∑
j=١

λj |βj |

 ,

به دست i = ١, . . . , n برای xiها اساس بر که هستند وزن هایی wiها آن در که ͬ شود م تعریف
لاسوی هدف تابع در تنظیم کننده پارامترهای j = ١, . . . , p به ازای λjها، هم چنین آمده اند.
توضیحͬ متغیرهای در پرت مشاهده های ͬ شوند. م برآورد داده ها از استفاده با که است تطبیقͬ
انتظار بنابراین، بود. خواهند ΁آن هاکوچ متناظر وزن های رو این از دارند، زیادی فاصله های
باشد. استوار اهرمͬ نقاط و ͺپاس متغیر در پرت داده های برابر در آمده به دست برآورد که ͬ رود م
{(x̃i, ỹi) = (wixi, wiyi)} تقویت شده داده های از استفاده با به راحتͬ WLAD-LASSO برآوردگر
ͬ آید. م به دست LAD-LASSO محاسبه برای (٢٠٠٧) هم΄اران و وانگ پیشنهادی ال·وریتم در
از و ͬ شوند م گرفته ادیده نیستند، ͬ دار معن که متغیرهایی معمولͬ، رگرسیون مسئله در
اطلاعات انقباضͬ، برآورد در ͬ شود. م استفاده شده انتخاب متغیرهای فقط پایه بر مدلͬ
ضرایب تمامͬ و ͬ شود م استفاده برآورد فرآیند آن هادر دادن شرکت با نیز بی معنͬ متغیرهای
و متغیرها همه با کامل مدل ΁ی پایان، در ͬ کند. م منقبض مهم متغیرهای به سمت را
و محدودنشده برآوردهای داشت. خواهد وجود مهم متغیرهای مجموعه با زیرمدل ΁ی
برآوردهای ، آن ها ترکیب که ͬ آیند م به دست زیرمدل و کامل مدل  از به ترتیب محدودشده

ͬ سازد. م را انقباضͬ
ایده بردن به کار با WLAD و LAD رگرسیونͬ مدل های در انقباضͬ برآوردگر های ادامه، در

ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد مختلف زوایای آن هااز ͬ های ویژگ و شده مطرح فرعͬ اطلاعات

LAD انقباضͬ برآوردگرهای ٢ . ۴
ب·یرید نظر در را زیر خطͬ رگرسیون مدل

yn = Xnβ + εn = Xn١β١ +Xn٢β٢ + εn (۴ . ۴)
توزیع تابع و بوده n × p٢ و n × p١ ابعاد دارای Xn٢ و Xn١ ماتریس های به ترتیب آن در که

دارد. صفر میانه  F (ε) تصادفͬ، خطاهای بردار تجمعͬ
است. زیر هدف تابع کمینه کننده  (ULAD) LAD محدودنشده برآوردگر

∥yn −Xnβ∥١ . (۵ . ۴)
داده نشان β̂

uLAD
=
(
β̂
uLAD

١ , β̂
uLAD

٢
)⊤ با β پارامتر LAD محدودنشده  برآوردگر هم چنین،

است. β١ پارامتر ULAD برآوردگر β̂uLAD

١ بنابراین ͬ شود. م



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٠٨
کاهش yn = Xn١β١ + ε به (۴ . ۴) رابطه  مدل ،β٢ = o محدودیت گرفتن نظر در با
هدف تابع که است β̂rLAD

١ ،(RLAD) β١ پارامتر LAD محدودشده برآوردگر بنابراین، ͬ یابد. م
ͬ کند. م کمینه را ∥yn −Xn١β١∥١ جدید

دارد. بستگͬ Ho : β٢ = o فرضیه  درستͬ به فوق محدودشده مدل های از استفاده
ب·یرید: نظر در را زیر نظم شرایط

دارد، میانه در f(ε) پیوسته  مثبت چ·الͬ و است پیوسته F (ε) (١)

،C =

C١١ C١٢
C٢١ C٢٢

 دلخواه مثبت معین ماتریس به ازای Cn = X⊤
nXn کنید فرض (٢)

limn→∞ n−١C−١
n = C

max١≤i≤n x⊤
i C

−١
n xi = o(١)

ببینید. را (١٩٩٨) نایت و (١٩٩١) پولار بیشتر، آگاهͬ برای
√
n(β̂

uLAD − β) آن گاه ،n → ∞ اگر نظم، شرایط تحت (١٩٧٨ کرونکر، و (باست .٢ . ١ . ۴ لم
واریانس‐کوواریانس ماتریس و صفر میانگین بردار با متغیره p نرمال مجانبی توزیع دارای
به عبارت است، F دلخواه توزیع از نمونه ای میانه  مجانبی واریانس τ٢ آن در که است τ٢C−١

.τ = [٢f(٠)]−١ دی·ر،
√
n
(
β̂
uLAD − β

)
D→ Np

(
o, τ٢C−١) (۶ . ۴)

داریم نظم، شرایط درستͬ تحت .٢ . ١ . ۴ نتیجه
√
n
(
β̂
uLAD

١ − β١
)

D→ Np١
(
o, τ٢C−٢·١١١

) (٧ . ۴)
√
n
(
β̂
uLAD

٢ − β٢
)

D→ Np٢
(
o, τ٢C−١·١٢٢

) (٨ . ۴)
n× p١ اندازه های با Xn٢ و Xn١ ماتریس های به به ترتیب Xn ماتریس که کنید فرض برهان.

ͬ شوند: م افراز زیر به صورت Σ و µ اساس، این بر شود. افراز n× p٢ و

µ =

µ١(p١ × ١)
µ٢(p٢ × ١)

 Σ =

Σ١١(p١ × p١) Σ١٢(p١ × p٢)
Σ٢١(p٢ × p١) Σ٢٢(p٢ × p٢)

 .
اساس بر بنابراین، باشد. τ٢C−١ به صورت واریانس‐کوواریانس ماتریس که کنید فرض اکنون،

است: زیر به صورت شده افراز ماتریس های معکوس شور، متمم

τ٢
 C−٢·١١١ −C−٢·١١١C١٢C−١٢٢
−C−١·١٢٢C٢١C−١١١ C−١·١٢٢

 . (٩ . ۴)

ͬ شود. م حاصل دلخواه نتیجه ،٢ . ١ . ۴ لم طبق



١٠٩ LAD انقباضͬ برآوردگرهای
با است برابر Ho : β٢ = o صفر فرضیه  آزمون آماره  نظم، شرایط تحت .٢ . ١ . ۴ قضیه

Ln =

(
β̂
uLAD

٢
)⊤

C١·٢٢
(
β̂
uLAD

٢
)

τ٢ , τ = [٢f(٠)]−١, (١٠ . ۴)
است. آزادی درجه p٢ با مجانبی χ٢ توزیع دارای که

،٢ . ١ . ۴ نتیجه  اساس بر برهان.
√
n
(
β̂
uLAD

٢ − β٢
)
∼ Np٢

(
o, τ٢C−١·١٢٢

)
. (١١ . ۴)

ͬ  شود م نتیجه ب،  فرض  هم چنین و نرمال توزیع ͬ های ویژگ طبق )بنابراین،
β̂
uLAD

٢ − β٢
)⊤

C١·٢٢
(
β̂
uLAD

٢ − β٢
)

τ٢ , (١٢ . ۴)
(١٠ . ۴) رابطه  ͬ توان م و β٢ = o صفر،  فرضیه  تحت است. آزادی درجه p٢ با χ٢ توزیع دارای که

ͬ شود.  م کامل اثبات و گرفت نتیجه را
مجهول به توجه با است. وابسته τ٢ طریق از خطاها توزیع به آزمون آماره  که است بدیهͬ

نمود: استفاده زیر صورت به ناپارامتری برآوردگر از ͬ توان م توزیع، این بودن
f̂(e) =

١
h

١{|ei|≤h/٢},
.h→ ٠ ،n→ ∞ وقتͬ که است باندی پهنای h = hn آن در که

کنید فرض کلͬ، حالت در
f̂(e) =

١
h
K

(
e− ei
h

)
,

ͬ کند. م صدق ∫
K(u)du = ١ رابطه  در K(·) هسته  تابع که

برآوردگر به نسبت کمتری مجانبی واریانس RLAD برآوردگر باشد، برقرار Ho : β٢ = o وقتͬ
موارد، بعضͬ در و اریب است مم΄ن RLAD برآوردگر ،β٢ ̸= o به ازای وجود، این با دارد. ULAD

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت (PTLAD) LAD اولیه آزمون برآوردگر دلیل، به این باشد. ناسازگار
β̂
ptLAD

١ = β̂
uLAD

١ − (β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١ )I(Ln ≤ χ٢
p٢,α), p٢ ≥ ١,

α مقدار به شدیدا که آزمون نتیجه اساس بر و است گسسته برآوردگر ΁ی PTLAD برآوردگر
ͬ شود. م ساده LAD محدودشده یا محدودنشده برآوردگر دو از ی΄ͬ به همواره است، وابسته
WLAD اولیه آزمون برآوردگر از همواری نوع که LAD انقباضͬ برآوردگر مسئله، این بر غلبه برای

ͬ شود. م تعریف است،



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١١٠
و ͬ دهند م نشان β̂sLAD

١ نماد با را β١ پارامتر (SLAD) LAD استاین نوع انقباضͬ برآوردگر
به صورت

β̂
sLAD

١ = β̂
uLAD

١ − cL−١
n

(
β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١
)

= β̂
rLAD

١ + (١ − cL−١
n )
(
β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١
)
,

و ͬ کند م کمینه را برآوردگر این مخاطره که است انقباضͬ ثابت ΁ی c آن در که ͬ شود م تعریف
ͬ گیرند. م نظر در p٢ ≥ ٣ به ازای p٢ − ٢ با برابر را آن معمولا

مثبت جزء برآوردگر ،SLAD برآورگر در بیش انقباضͬ پدیده با رویارویی عدم منظور به
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ،(PRSLAD) ،LAD نوع‐استاین انقباضͬ

β̂
sLAD+

١ = β̂
rLAD

١ + (١ − cL−١
n )+(β̂

uLAD

١ − β̂
rLAD

١ ),

= β̂
sLAD

١ −
(١ − cL−١

n

)
(β̂

uLAD

١ − β̂
rLAD

١ )I(Ln ≤ c).

β̂
sLAD+

١ = β̂
sLAD

١ −
(١ − cL−١

n

)
(β̂

uLAD

١ − β̂
rLAD

١ )I(Ln ≤ c).

برآوردگرها ویژگͬ ٢ . ١ . ۴
ب·یرید: نظر در K(n) به صورت مقابل فرضیه های از دنباله ای

K(n) : β٢ = n−
١٢ ξ, ξ = (ξp١+١, . . . , ξp)⊤ ∈ Rp٢ (١٣ . ۴)

،K(n) گرفتن نظر در با .٢ . ٢ . ۴ لم
β̂
rLAD

١ = β̂
uLAD

١ +C−١١١ C١٢β̂
uLAD

٢

آن گاه باشند، برقرار نظم شرایط کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ قضیه
√
n
(
β̂
rLAD

١ − β١
)

D→ Np١
(
o, τ٢C−١١١

)
آن جایی که از برهان.

√
n
(
β̂
uLAD

١ − β١
)
∼ Np−q

(
o, τ٢C−٢·١١١

)
.(

β̂
uLAD

١ |β̂uLAD

٢ = β٢
شرطͬ( توزیع از باید ،RLAD برآوردگر مجانبی توزیع آوردن به دست برای

با است برابر X١|X٢ = x٢ توزیع آن جایی که از شود. استفاده
Np−q

(
µ١ +C١٢C−١٢٢(x٢ − µ٢),C١١ −C١٢C−١٢٢C٢١

)
. (١۴ . ۴)

ͬ آید. م به دست نظر مورد نتیجه (١۴ . ۴) رابطه  در (٩ . ۴) رابطه جای·ذاری با اکنون،



١١١ LAD انقباضͬ برآوردگرهای
به صورت بتوان را برآوردگر کلͬ ش΄ل کنید فرض

β̂
∗LAD

١ = β̂
uLAD

١ − g(Ln)
(
β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١
)
. (١۵ . ۴)

نوشت.
،β̂∗LAD

١ = β̂
uLAD

١ با است برابر ULAD برآوردگر آن گاه ،g(Ln) = ٠ اگر (الف)
است. RLAD برآوردگر ،β̂∗LAD

١ = o = β̂
rLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = ١ اگر (ب)
است. PTLAD برآوردگر همان ،β̂∗LAD

١ = β̂
ptLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = I(Ln ≤ Ln,α) اگر (ج)
است. SLAD برآوردگر همان ،β̂∗LAD

١ = β̂
sLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = cL−١
n اگر (د)

است. PRSLADE ،β̂∗LAD

١ = β̂
sLAD+

١ آن گاه ،g(Ln) = cL−١
n + (١− cL−١

n )I(Ln ≤ c) اگر (ه)
باشد. آزادی درجه  p٢ با χ٢ توزیع دارای و است شده تعریف (١٠ . ۴) رابطه در Ln و

برآوردگرها ADB ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های مجموعه در نظم شرایط تحت .٢ . ٣ . ۴ قضیه
با است برابر

ADB(β̂uLAD

١ ) = o

ADB(β̂rLAD

١ ) = −C−١١١ C١٢ξ = −δ

ADB(β̂ptLAD

١ ) = −δHp٢+٢(χ٢
p٢,α;∆

٢), ∆٢ = τ−٢ξ⊤C١·٢٢ξ
ADB(β̂sLAD

١ ) = −(p٢ − ٢)δE [χ−٢
p(٢∆)٢+٢

]
ADB(β̂sLAD+

١ ) = ADB(β̂sLAD

١ )

−δE
[(١ − (p٢ − ٢)χ−٢

p(٢∆)٢+٢
)
I
(
χ٢
p(٢∆)٢+٢ ≤ (p٢ − ٢))] ,

ͬ شود م نتیجه {K(n)

} موضعͬ، مقابل فرضیه  تحت ،(١۶ . ٢) رابطه  ،ADB تعریف با برهان.
ADB(β̂∗LAD

n ) = lim
n→∞

E
[√

n
(
β̂
∗LAD

١ − β١
)]

= lim
n→∞

E
[√

n
(
β̂
uLAD

١ − g(Ln)
(
β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١
)
− β١

)]
= lim

n→∞
E
[√

n
(
β̂
uLAD

١ − β١
)]

− lim
n→∞

E
[√

ng(Ln)
(
β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١
)]

= ADB(β̂uLAD

١ )− lim
n→∞

E
[√

ng(Ln)C−١١١ C١٢β̂
uLAD

٢
]

= ADB(β̂uLAD

١ )−C−١١١ C١٢ lim
n→∞

E
[√

ng(Ln)β̂
uLAD

٢
]
= −δE

[
g(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
.

ͬ شود. م نتیجه آ. ٢ . ۵ قضیه و δ تعریف از آخر خط



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١١٢
برآوردگرها ADQB ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های مجموعه در نظم شرایط تحت .٢ . ٢ . ۴ نتیجه

با است برابر
ADQB(β̂uLAD

١ ) = ٠
ADQB(β̂rLAD

١ ) = δ⊤C٢·١١δ
ADQB(β̂ptLAD

١ ) = δ⊤C٢·١١δ
{
Hp٢+٢(χ٢

p٢,α;∆
٢)
}٢

ADQB(β̂sLAD

١ ) = (p٢ − ٢(٢δ⊤C٢·١١δ
{
E
[
χ−٢
p(٢∆)٢+٢

]}٢

ADQB(β̂sLAD+

١ ) = δ⊤C٢·١١δ
{
(p٢ − ٢)E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢
]

−E
[(١ − (p٢ − ٢)χ−٢

p(٢∆)٢+٢
)
I
(
χ٢
p(٢∆)٢+٢ < (p٢ − ٢{[((٢

همه  برای ADQBها بنابراین .C٢·١١ = C١١ و C٢١C−١١١ C−١١١ C١٢ = o ،C١٢ = o به ازای
برآوردگرها ͬ شوند م باعث تغییرات، این همه  ͬ کنند. م پیدا کاهش صفر مشترک مقدار به ξها

.C١٢ ̸= o که ͬ شود م فرض ادامه در رو، این از شوند. ADQB‐معادل

برآوردگرهای کردن بررسͬ به منظور است. τ٢∆٢ از بی کران تابع β̂rLAD

١ برآوردگر ADQB مقدار
ͬ شود. م استفاده زیر ماتریسͬ نتایج از ،ADQB(β̂sLAD+

١ ) و ADQB(β̂sLAD

١ )

Chmin(τ
٢∆٢) ≤

τ٢ξ⊤C٢١C−١١١ C٢·١١C−١١١ C١٢ξ
ξ⊤C١·٢٢ξ

≤ Chmax(τ
٢C٢١C−١١١ C٢·١١C−١١١ C١٢C−١·١٢٢)

تا ͬ شود، م شروع صفر از ξ⊤C٢١C−١١١ C٢·١١C−١١١ C١٢ξ = ٠ نقطه  در ADQB(β̂sLAD

١ ) بنابراین،
∆٢ از نزولͬ ل·اریتم‐محدب تابعͬ E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢
] به اینکه توجه با و ͬ یابد م افزایش نقطه ΁ی

به ازای وجود، این با است. β̂sLAD

١ با مشابه β̂
sLAD+

١ رفتار ͬ یابد. م نزول صفر سمت به است،
ͬ گیرد. م قرار β̂

sLAD

١ منحنͬ زیر همچنان β̂
sLAD+

١ اریبی دوم توان منحنͬ ،∆٢ مقادیر همه 
مخاطره ها ADQR ،K(n) موضعͬ مقابل فرضیه های مجموعه در نظم شرایط تحت .۴ . ٢ . ۴ قضیه

با است برابر
ADR(β̂uLAD

١ ) = τ٢ tr(C−٢·١١١)
ADR(β̂rLAD

١ ) = τ٢ tr(C−١١١ ) + δ⊤δ

ADR(β̂ptLAD

١ ) = τ٢ tr(C−٢·١١١)− τ٢ tr(C٢١C−٢١١ C١٢)Hp٢+٢(χ٢
p٢,α;∆

٢)
+δ⊤δ

{٢Hp٢+٢(χ٢
p٢,α;∆

٢)−Hp٢+۴(χ٢
p٢,α;∆

٢)
}

ADR(β̂sLAD

١ ) = τ٢ {tr(C−٢·١١١)− (p٢ − ٢) tr(C٢١C−٢١١ C١٢C−١·١٢٢)
×
{٢E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢
]
− (p٢ − ٢)E [χ−۴

p(٢∆)٢+٢
]}}

+(p٢٢ − ۴)δ⊤δE [χ−۴
p٢+۴(∆٢)

]



١١٣ LAD انقباضͬ برآوردگرهای
ADR(β̂sLAD+

١ ) = ADR(β̂sLAD

١ )

+τ٢(p٢ − ٢) tr(C٢١C−١١١ C−٢١١ C١٢C−١·١٢٢)
×
{٢E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢I(χ٢
p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]

−(p٢ − ٢)E [χ−۴
p(٢∆)٢+٢I(χ٢

p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]}
−τ٢ tr(C٢١C−١١١ C−١١١ C١٢C−١·١٢٢)Hp٢+٢(p٢ − ٢∆;٢)
+δ⊤δ

{٢Hp٢+٢(p٢ − ٢∆;٢)−Hp٢+۴(p٢ − ٢∆;٢)
}

−(p٢ − ٢)δ⊤δ {٢E [χ−٢
p(٢∆)٢+٢I(χ−٢

p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]
−٢E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢I(χ−٢
p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]

+(p٢ − ٢)E [χ−۴
p(٢∆)٢+٢I(χ−٢

p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]}
،ADR تعریف بر بنا برهان.

ADR(β̂∗LAD

١ ) = lim
n→∞

E

[(
β̂
∗LAD

١ − β١
)⊤ (

β̂
∗LAD

١ − β١
)]

= lim
n→∞

E

[(
β̂
uLAD

١ − g(Ln)β̂
uLAD

١ − β١
)⊤ (

β̂
uLAD

١ − g(Ln)β̂
uLAD

n − β١
)]

= lim
n→∞

E

[(
β̂
uLAD

١ − β١
)⊤ (

β̂
uLAD

n − β١
)]

−٢ lim
n→∞

E

[
n
(
β̂
uLAD

١ − β١
)⊤

β̂
uLAD

١ g(Ln)
]

+ lim
n→∞

E
[
n[β̂

uLAD

١ ]⊤β̂
uLAD

١ g(L٢
n)
]

= ADR(β̂uLAD

١ )− ٢ lim
n→∞

E
[
n[β̂

uLAD

١ ]⊤β̂
uLAD

١ g(Ln)
]

+٢δ⊤ lim
n→∞

E
[√

nβ̂
uLAD

١ g(Ln)
]
+ lim
n→∞

E
[
n[β̂

uLAD

١ ]⊤β̂
uLAD

١ g(L٢
n)
]
.

(١۶ . ۴)
ͬ شود: م زیر نتیجه  به منجر (٢ . ١٨) رابطه 

ADR(β̂uLAD

١ ) = η٢ tr(C−١). (١٧ . ۴)
محاسبات کمͬ از بعد (١٧ . ۴) ،(١۶ . ۴) رابطه های هم چنین و آ. ٢ . ۶ و آ. ٢ . ۵ قضیه های اساس بر

ͬ شود م نتیجه جبری
ADR(β̂∗LAD

n ) = η٢ tr(C−١)
{١ − ٢E [g(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
+ E

[
g٢(χ٢

p+(٢∆)٢)
]}

+δ⊤δ
{٢E [χ٢

p+(٢∆)٢
]
− ٢E [χ٢

p+۴(∆٢)
]
+ E

[
g٢(χ٢

p+۴(∆٢))
]}

.

(١٨ . ۴)
ͬ آید. م به دست نتیجه (١٨ . ۴) و (٢ . ٢٠) رابطه  های در g توابع روابط از ΁ی هر جای·ذاری با

همه  بنابراین، و C٢·١١ = C١١ و C٢١C−٢١١ C١٢ = o ،C١٢ = o برای قضیه ۴ . ٢ . ۴ طبق
این همه  بنابراین، ͬ کنند. م پیدا کاهش τ٢ tr(C−١١١ ) مشترک مقدار به ،ξ هر برای ADQRها

.C١٢ ̸= o که ͬ شود م فرض ادامه، در شد. خواهند معادل ADQR ،تغییرات



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١١۴
برآوردگر بر PTLAD برآوردگر که ͬ شود م مشاهده ،ADR(β̂sLAD

١ ) با ADR(β̂sLAD+

١ ) مقایسه  با
است. برقرار اکید نامساوی ،ξ مقدارهای از برخͬ برای دارد. برتری ξ مقادیر همه  به ازای SLAD

است پارامتر فضای در β̂
uLAD

١ مجانبی مخاطره  از کوچ΄تر β̂
sLAD+

١ برآوردگر ADQR بنابراین،
از ∆٢ وقتͬ PTLAD برآوردگر ADQR ͬ آید. م به دست بالا کران شود، ΁نزدی ∞ به ∆٢ وقتͬ و

که ͬ دهد م نتیجه این ͬ شود. نزدی΁ م ADR(β̂uLAD

١ ) سمت به ی΄نوا به طور ͬ شود، م دور ٠
ADR(β̂sLAD+

١ ) ≤ ADR(β̂sLAD

١ ) ≤ ADR(β̂uLAD

١ ), ∀ξ ∈ Rp

برآوردگر از بهتر β̂sLAD+

١ و β̂
sLAD

١ بنابراین، است. برقرار اکید نامساوی ،ξ مقادیر برخͬ ازای به
مقدار است، آن ΁نزدی یا ∆٢ = ٠ وقتͬ ͬ کند. م رفتار ∆٢ شامل پارامتر فضای در uLAD

ͬ شود. م زیاد β̂
uLAD

١ مخاطره 
و بیان را مرتبط قضیه های ،١۴ . ٢ . ٣ ‐ ٢ . ٣ . ٩ قضیه های همانند ͬ توان م فصل این در

کرد. اشاره (٢٠١٧a) هم΄اران و نوروزی راد مقاله به ͬ توان م تکرار، عدم برای و کرد اثبات

شبیه سازی مطالعه ٢ . ٢ . ۴
برآوردگر با انقباضͬ برآوردگرهای کارایی مقایسه  برای مونت کارلو شبیه سازی فرآیند ΁ی از
آن خطای که ͬ شود م تولید (١ . ١) مدل  طبق ͺپاس متغیرهای ͬ شود. م استفاده LAD-LASSO

نشان ١ . ۴ نمودار است. شده تولید لاپلاس) (توزیع دوگانه استاندارد نمایی پهن دم توزیع از
است. نرمال توزیع از بیشتر لاپلاس توزیع در پرت داده های وجود احتمال که ͬ دهد م

.p١ = p − p٢ کنید فرض است. شده تولید بعدی p استاندارد نرمال توزیع از xi متغیر
منظور، بدین کنیم. آزمون را Ho : βi = ٠ فرضیه  علاقه مندیم i = p١ + ١, . . . , p هر به ازای
΁ی β١ = (١, . . . , ١)⊤ که ͬ شود م افراز β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ = (β⊤١ ,o⊤)⊤ به صورت پارامترها بردار
ͬ  شود م تکرار بار ١٠٠٠ شبیه سازی فرآیند هاست. ٠ از تایی p٢ بردار ΁ی o و ١ها از p١تایی بردار

آید. به دست پایداری نتایج تا
که ،∆٢ = ∥β−β(٠)∥٢٢ کنید فرض صفر، فرضیه  درباره  قطعیت عدم درجه  یافتن منظور به

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت β پارامتر ،β(٠) = (β⊤١ ,o) آن در
(β⊤١ ,

√
∆٢/p٢, . . . ,

√
∆٢/p٢).

ͬ که حال در است درست صفر، فرضیه  تحت پیشنهادی مدل که ͬ دهد م نتیجه ∆٢ = ٠ انتخاب
در ∆٢ مختلف مقادیر است. شده گرفته فاصله چه قدر فرضͬ، مدل از که ͬ کند م بیان ∆٢ > ٠

است. شده گرفته نظر در [٠,۴] بازه 
این در است. τ٢ یافتن به نیاز ،(١٠ . ۴) رابطه  در آزمون آماره  محاسبه  برای که کنید دقت
به توجه با و باشند شده تولید لاپلاس استاندارد توزیع از خطاها که ͬ کنیم م فرض ، قسمت

بود. خواهد ١/(۴ × (٠٫۵)٢) = ١ با برابر τ٢ است،  ٠ توزیع، این میانه  اینکه



١١۵ LAD انقباضͬ برآوردگرهای
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نرمال و لاپلاس توزیع های :١ . ۴ ش΄ل
β̂
∗
١ پیشنهادی برآوردگر RMSE ͬ شود. م محاسبه نسبی  MSE  معیار با مخاطره کارایی

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

RMSE(β̂uLAD

١ ) =
MSE(β̂uLAD

١ )

MSE(β̂∗
١)

(١٩ . ۴)

است. LAD-LASSO و PRLAD ،SLAD ،PTLAD ،RLAD برآوردگرهای از ی΄ͬ β̂∗
١ که

برتری درجه  دهنده  نشان باشد، ΁ی از بزرگتر چنان چه ،RMSE از آمده به دست مقدار
است. β̂uLAD

١ بر β̂∗
١ برآوردگر

برای LAD-LASSO و PRLAD ،SLAD ،PTLAD ،RLAD برآوردگرهای برای RMSE مقادیر
حالت های تمامͬ در نتایج اینکه به توجه با است. شده محاسبه α و p٢ ،p١ ،n مختلف مقادیر
نشان ١ . ۴ جدول در (p١, p٢) = (٣,۵) و n = ۵٠ برای نتایج تنها است، مشابه (n, p, p١) ترکیبی

است. شده داده
ͬ آید: م به دست زیر نتایج ،١ . ۴ جدول اساس بر

حالت های همه  در برآوردگر سایر از بهتر RLAD برآوردگر است، بدیهͬ :∆٢ = ٠ اول، حالت
ͬ کند. م عمل شبیه سازی مطالعه  در نظرگرفته شده در



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١١۶

PRLAD و SLAD ،PTLAD ،RLAD برآوردگرهای برای شده شبیه سازی RMSE مقادیر :١ . ۴ جدول
n = و۵٠ α = ٠٫٠۵ ،(p١, p٢) = (٣,۵) برای

برآوردگرها
PRLAD SLAD PTLAD RLAD ∆٢
٢٫٠٣٧ ١٫٢٩۵ ٢٫١۵٨ ٣٫۵۴٣ ٠٫٠٠
١٫۴۶٢ ١٫٢۶٧ ١٫٢٢٧ ١٫٩٩٢ ٠٫٢۵
١٫١۵۵ ١٫١۵٢ ٠٫٨١٧ ٠٫٨١٠ ٠٫۵٠
١٫٠٧۴ ١٫٠٧۴ ٠٫٨٩٣ ٠٫۴٢٩ ٠٫٧۵
١٫٠٣٩ ١٫٠٣٩ ٠٫٩٧۵ ٠٫٢٧٠ ١٫٠٠
١٫٠٣٠ ١٫٠٣٠ ١٫٠٠٠ ٠٫١٧٣ ١٫٢۵
١٫٠١٩ ١٫٠١٩ ١٫٠٠٠ ٠٫١٢٣ ١٫۵٠
١٫٠١۴ ١٫٠١۴ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٩۴ ١٫٧۵
١٫٠١٢ ١٫٠١٢ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٧٣ ٢٫٠٠
١٫٠١١ ١٫٠١١ ١٫٠٠٠ ٠٫٠۵۶ ٢٫٢۵
١٫٠٠۶ ١٫٠٠۶ ١٫٠٠٠ ٠٫٠۴٧ ٢٫۵٠
١٫٠٠۵ ١٫٠٠۵ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٣٧ ٢٫٧۵
١٫٠٠۶ ١٫٠٠۶ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٣١ ٣٫٠٠
١٫٠٠۵ ١٫٠٠۵ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٢٧ ٣٫٢۵
١٫٠٠۵ ١٫٠٠۵ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٢٣ ٣٫۵٠
١٫٠٠۴ ١٫٠٠۴ ١٫٠٠٠ ٠٫٠٢١ ٣٫٧۵
١٫٠٠٣ ١٫٠٠٣ ١٫٠٠٠ ٠٫٠١٨ ۴٫٠٠

RMSE مقدار ͬ شود، م دور صفر فرضیه  از محدودیت که چه قدر هر :∆٢ ̸= ٠ دوم، حالت
مقدار ͬ شود. م ΁ی از کمتر مقدارش، به سرعت و ͬ یابد م کاهش شدیدا RLAD برآوردگر
١ به ∆٢ = ٠ از شدن دور با ∆٢ دامنه در سرعت کمترین با PRLAD برآوردگر RMSE

مورد در دقیقͬ اطلاع ͬ که صورت در حتͬ ͬ دهد م نشان موضوع این ͬ شود. م ΁نزدی
مثبت جزء برآوردگر ،(β٢ ̸= o دی·ر، (به عبارت باشد نداشته وجود پارامتر زیرفضای

ͬ دهد. م نشان را برتری LAD استاین نوع انقباضͬ
n متفاوت مقدارهای به ازای ،LAD-LASSO برآوردگر با پیشنهادی برآوردگرهای هم چنین
برآوردگرهای که گرفت نتیجه ͬ توان م به آسانͬ است. آمده ٢ . ۴ جدول در نتایج است. p و
هم چنین ͬ کند. م رفتار بهتر است، بیشتر ،p٢ مزاحم، پارامترهای تعداد وقتͬ پیشنهادی
مقایسه در ͬ کند، م رفتار LAD محدودنشده برآوردگر از بهتر وجودی که با LAD-LASSO برآوردگر

دارد. بیشتری مخاطره شده ارائه برآوردگرهای با

رشد نرخ داده های تحلیل ٢ . ٣ . ۴
اقتصادی رشد نرخ های از مشاهده ١۶١ شامل (١٩٩۴ لͬ، و (بارو رشد نرخ داده  های مجموعه 
در داده مجموعه این است. ١٩٨۵ و ١٩٨٠ ،١٩٧۵ ،١٩٧٠ ،١٩۶۵ ،١٩۶٠ سال های در ملیت ها

دارد. وجود R نرم افزار در quantreg نرم افزاری بسته 



١١٧ LAD انقباضͬ برآوردگرهای

و p١ = ٣ به ازای uLAD برآوردگر به نسبت برآوردگرها شده شبیه سازی RMSE مقادیر :٢ . ۴ جدول
∆٢ = ٠

LAD-LASSO PRLAD SLAD PTLAD RLAD p٢ n

١٫٠۴٣ ٢٫١١٩ ١٫٠٣٨ ٢٫٢٩٩ ٣٫۶١١ ۵
۵٠١٫١٠۶ ٣٫٣۶۶ ١٫۴٧۶ ٢٫٧٨٨ ۶٫١٧٩ ١٠

١٫١٠٠ ۶٫٩٣٨ ١٫۴٣۴ ۵٫٧١٠ ١١٫۵١٨ ١۵
١٫٢٣١ ١۵٫٢٨٠ ١٫۵۶١١٫٨٣ ٧۴ ٢٠٫٨٧۴ ٢٠
١٫٠٩۶ ١٫٠٣٢ ١٫٨٢٩ ١٫٩٧۴ ٢٫٩٧٧ ۵ 

٨٠١٫١١٧ ٣٫١١۶ ٢٫١٢٢ ٢٫۶١٠ ۵٫۶۵٣ ١٠
١٫١٣٩ ۴٫۴۴٠ ١٫٩٠۴ ٣٫٠٢٧ ٩٫۵١۴ ١۵
١٫١٩٣ ۶٫٨٠۶ ٢٫٧۵۵ ۴٫٠١٢ ١۴٫٩٩۶ ٢٠
١٫٠۵٩ ١٫٩٠٣ ١٫۴۴۴ ٢٫٠۵٨ ٣٫١٠٩ ۵

١٠٠١٫١٣٩ ٣٫٢۴٨ ١٫٩٩۵ ٢٫٧۵٧ ۵٫٨٢٧ ١٠
١٫١٨٠ ۴٫۴۴۵ ٢٫٢٢۴ ٣٫١٢٩ ٨٫۴۵۶ ١۵
١٫٢١۶ ۶٫٣٣٠ ٣٫۴٣٢ ٣٫۵٨٠ ١٣٫٩۵٣ ٢٠
١٫١١٣ ١٫٨۵٧ ١٫٣٠٣ ٢٫٠٢٠ ٣٫١٧٣ ۵

١٢۵١٫١۵٣ ٣٫۵٣۶ ٢٫۴٧٨ ٣٫١۴۵ ۶٫١٣۴ ١٠
١٫١٧٣ ۴٫٠٨٩ ٢٫۴۵١ ٢٫٧۴٩ ٨٫٣٩٩ ١۵
١٫١٨۴ ۵٫۴۴٨ ٢٫٨٣٣ ٣٫١۵٣ ١٢٫٠٧٠ ٢٠

بین المللͬ اقتصادی رشد از توصیفͬ رشد، نرخ داده  های مجموعه در (١٩٩٩) ماچادو و کوئنکر
و اولیه آزمون برآورد (٢٠١٧) هم΄اران و یوزباشͬ اخیرا دادند. ارائه چندکͬ رگرسیون با را
و بررسͬ چندکͬ رگرسیونͬ مدل های برای داده مجموعه این در را نوع‐استاین انقباضͬ

داده اند. انجام چندکͬ جریمه شده روش های و برآوردگرها این بین مقایسه ای
ناخالص تولید سالیانه  تغییرات بین مدل ΁ی آوردن به دست برای بارو داده مجموعه
تحصیلات ،(MSE2) مردان متوسطه  تحصیلات توضیحͬ: متغیرهای و ඒ.ඇൾඍ ،(GDP) دولتͬ
،(MHE2) زنان دانش·اهͬ تحصیلات ،(FHE2) زنان دانش·اهͬ تحصیلات ،(FSE2) زنان متوسطه 
،(GEDY2) ،GDP به تحصیلات نسبت ،(INTR2) انسانͬ سرمایه  ،(LEXP2) زندگͬ به امید
سیاه بازار ،(GCONY2) GDP به عمومͬ مصرف نسبت ،(IY2) GDP به سرمایه گذاری نسبت
شده برده به کار (TTRAD2) تجارت رشد نرخ و (POL2) سیاسͬ بی ثباتͬ ،(LBLAK2) بیمه حق

است. شده داده نشان ٣ . ۴ جدول در متغیرها از توصیفͬ است.
در ونزوئلا و غنا بوستوانا، بنگلادش، استرالیا، مشاهده های که ͬ دهد م نشان ٢ . ۴ ش΄ل
ویسبرگ، و (کوک بنفرونͬ آزمون بردن به کار نتایج باشند. پرت داده  است مم΄ن ١٩٨۵ سال
هستند. پرت داده  ١٩٨٠ سال در بنگلادش هم چنین و مشاهدات این ͬ کند م تایید (١٩٨۴
مناسب LAD رگرسیون انجام برای و دارد وجود پرت داده های داده، مجموعه این در بنابراین،

است.



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١١٨

رشد نرخ داده  مجموعه  برای توصیفͬ آماره های :٣ . ۴ جدول
بیشینه  سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها پارامتر

٠٫٠٨ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ −٠٫٠۶ ඒ.ඇൾඍ

٩٫۵١ ٨٫۵٩ ٧٫٧٩ ٧٫٧۴ ۶٫٩٩ ۵٫٨٢ අ඀ൽඉ2 β١
۴٫٢٣ ١٫٢۵ ٠٫٩٧ ٠٫٧٢ ٠٫٣٢ ٠٫٠٢ ආඌൾ2 β٢
۴٫٢٠ ٠٫٩٧ ٠٫٧١ ٠٫۴٢ ٠٫١٣ ٠٫٠٠ ൿඌൾ2 β٣
٠٫٧١ ٠٫٠٩ ٠٫٠٨ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ൿඁൾ2 β۴
١٫٠١ ٠٫٢١ ٠٫١۶ ٠٫١١ ٠٫٠۴ ٠٫٠٠ ආඁൾ2 β۵
۴٫٣١ ۴٫٢۴ ۴٫٠۴ ۴٫٠۶ ٣٫٨٧ ٣٫۵۵ අൾඑඉ2 β۶
١۵٫٠۴ ١٫٨٧ ١٫۴۶ ٠٫۵۶ ٠٫٠٠ −١٫١٢ Iඇඍඋ2 β٧
٠٫٠٨ ٠٫٠۵ ٠٫٠۴ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ ඀ൾൽඒ2 β٨
٠٫۴٠ ٠٫٢٧ ٠٫٢٠ ٠٫٢٠ ٠٫١۴ ٠٫٠٢ Iඒ2 β٩
٠٫٢٨ ٠٫١٣ ٠٫١٠ ٠٫٠٨ ٠٫٠۵ ٠٫٠٠ ඀ർඈඇඒ2 β١٠
٢٫١٢ ٠٫٢۴ ٠٫١٩ ٠٫٠٧ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ අൻඅൺ඄2 β١١
٠٫٨٠ ٠٫٢٣ ٠٫١٧ ٠٫٠۵ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ඉඈඅ2 β١٢
٠٫١۴ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ −٠٫٠١ −٠٫٠٢ −٠٫١٢ ඍඍඋൺൽ2 β١٣
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رشد نرخ داده  مجموعه در پرت داده های شناسایی برای نمودارها :٢ . ۴ ش΄ل



١١٩ LAD انقباضͬ برآوردگرهای
بهترین به عنوان را ඍඍඋൺൽ2 ،඀ൾൽඒ2 ،ංඇඍඋ2 ،ൿඁൾ2 ،ආඌൾ2 متغیرهای LAD-LASSO برآوردگر
،ൿඌൾ2 ،අ඀ൽඉ یعنͬ شده حذف متغیرهای ͬ گیرد. م نظر در باشند، مدل در باید که متغیرهایی
و ͬ شوند م نامیده مزاحم متغیرهای به عنوان POL2 LBLAK2 ،GCONY2 ،ංඒ2 ،අൾඑඉ2 ،MHE2

فرضیه  این ͬ شوند. م آزمون است صفر مزاحم متغیرهای همه  ضریب که فرضیه این قالب در
ͬ شود. م گرفته نظر در زیر به صورت صفر

β̂٢ = (β١, β٣, β۵, β۶, β٩, β١٠, β١١, β١٢)⊤ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)⊤
ͬ گیرد. م نادیده را مزاحم متغیرهای که مدل زیر ΁ی و کامل مدل دارد: وجود مدل دو

انقباض مقدار تعیین برای که است نیاز آزمون آماره  به انقباضͬ، برآوردگرهای مطالعه برای
است. وابسته خطاها به که شده معرفͬ آزمون آماره  ،(١٠ . ۴) رابطه در ͬ شود. م گرفته به کار
در کنیم. برآورد را τ٢ آن اساس بر و کرده محاسبه را صفر نقطه  در چ·الͬ است لازم بنابراین
صفر در ١۶٫٧٣ تقریبی مقدار با دم پهن توزیعͬ که باقیمانده ها توزیع برآورد ͬ توان م ،٣ . ۴ ش΄ل

شود. زده تقریب ٠٫٠۵٩٧ با است مم΄ن τ٢ بنابراین، کرد. مشاهده را است
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بارو داده  مجموعه در LAD برآوردگرهای باقیمانده های چ·الͬ :٣ . ۴ ش΄ل
که ͬ  گردد م انتخاب مدلͬ زیر ابتدا، ͬ آیند: م به دست مرحله دو در انقباضͬ برآوردهای
مرحله، دومین در است. آمده به دست LAD-LASSO برآوردگر نتیجه  اساس بر آن متغیرهای
برآوردهای و شده گرفته نظر در محدودشده مدل به عنوان اول مرحله  در آمده به دست مدل زیر

ͬ آیند. م به دست انقباضͬ



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٢٠
متقابل اعتبارسنجͬ ١٠تایی روش از مدل پیش·ویی خطای آوردن به دست برای ادامه، در
١٠تایی متقابل اعتبارسنجͬ RPE و  رگرسیونͬ ضرایب برآورد ۴ . ۴ جدول ͬ شود. م استفاده
نیز و LAD استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء محدودشده، محدودنشده، برآوردگرهای برای را

ͬ دهد. م نشان تکرار بار ١٠٠٠ در LAD-LASSO

بارو داده مجموعه آن هابرای کارایی و ضرایب برآورد :۴ . ۴ جدول
LAD-LASSO PRLAD RLAD ULAD پارامتر

٠٫٠١٣٨٩ ٠٫٠٢٣٨٢ ٠٫٠١٣٨٠ ٠٫٠٢۶٩١ β٢
−٠٫٠١۶١٧ −٠٫٠٢۴٣۵ −٠٫٠١٧٧۵ −٠٫٠٢۶٣٩ β۴
−٠٫٠٢٧٢١ −٠٫٠۴۶٩٢ −٠٫٠٢۶۶٧ −٠٫٠۵٣١٧ β٧
٠٫٠٠٢۴٢ ٠٫٠٠٣٩٩ ٠٫٠٠٢٧۶ ٠٫٠٠۴٣٧ β٨
−٠٫٠٠١١٣ ٠٫٠٠٠٩٣ −٠٫٠٠٧٣۵ ٠٫٠٠١٠۴ β١٣

١٫٠٧ ١٫٠۶ ١٫١۴ ١٫٠٠ RPE

فرضیه این اساس بر زیرا دارد را کارایی بیشترین ،RLAD برآوردگر ،۴ . ۴ جدول اساس بر
جزء برآوردگر بر PTLAD برآوردگر است. درست مدل ΁ی زیر‐مدل، که است آمده به دست
بیشتری کارایی پیشنهادی، برآوردگرهای دی·ر، به عبارت دارد. برتری LAD استاین نوع مثبت

دارند. LAD-LASSO برآوردگر به نسبت

موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای ٣ . ۴
که ͬ شود م نامیده (UWLAD) ،WLAD محدودنشده برآوردگر کامل، مدل در WLAD برآوردگر

ͬ دهند. م نشان β̂uWLAD
=
(
β̂
uWLAD

١ , β̂
uWLAD

٢
)⊤ نماد با شده افراز حالت در

بنابراین، ͬ یابد. م تقلیل yn = Xn١β١ + εn به (۴ . ۴) مدل ،Ho : β٢ = o فرضیه تحت
کمینه کننده ͬ شود، م داده نشان β̂rWLAD

١ نماد با که (RWLAD) ،WLAD محدودشده برآوردگر
است: زیر هدف تابع

n∑
i=١

wi

∣∣∣yi − x⊤١iβ١
∣∣∣ .
ب·یرید: نظر در را زیر نظم شرایط

نقطه در F که کنید فرض است. هم توزیع F توزیع تابع با و هستند مستقل εi خطاهای (١)
.f(٠) = F ′(٠) > ٠ و است مشتق پذیر بار دو ٠

که هستند معلومͬ مثبت مقدارهای wi هم چنین و W = diag(w١, . . . , wn) کنید فرض (٢)
ͬ کنند. م صدق max{wi} = O(١) شرط در

.limn→∞ n−١X⊤
nWXn = C ،C =

C١١ C١٢
C٢١ C٢٢

 مثبت معین ماتریس به ازای (٣)



١٢١ موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای
،n→ ∞ وقتͬ نظم، شرایط تحت

√
n
(
β̂
uWLAD − β

)
D−→ Np(o, τ

٢C∗),

.τ = [٢f(٠)]−١ و C∗ = C−١(X⊤W ٢X)C−١ آن در که
است: زیر به صورت Ho : β٢ = o صفر فرضیه آزمون آماره بنابراین

Ln =

(
β̂
uWLAD

٢
)⊤

C∗١·٢٢
(
β̂
uWLAD

٢
)

τ٢ , C∗١·٢٢ = C∗٢٢ −C∗٢١C∗١−١١C∗١٢.

است. χ٢
p٢ مجانبی توزیع دارای Ln نظم، شرایط و Ho صفر فرضیه تحت

به نسبت کمتری مجانبی واریانس RWLAD برآوردگر باشد، برقرار Ho : β٢ = o وقتͬ
اریب است مم΄ن RWLAD برآوردگر ،β٢ ̸= o به ازای وجود، این با دارد. UWLAD برآوردگر
(PTWLAD) WLAD اولیه آزمون برآوردگر دلیل، به این باشد. ناسازگار موارد، بعضͬ در و

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
β̂
ptWLAD

١ = β̂
uWLAD

١ − (β̂
uWLAD

١ − β̂
rWLAD

١ )I(Ln ≤ χ٢
p٢,α), p٢ ≥ ١,

مقدار به شدیدا که آزمون نتیجه اساس بر و است دوضابطه ای برآوردگر ΁ی PTWLAD برآوردگر
غلبه برای ͬ پذیرد. م را WLAD محدودشده یا محدودنشده برآوردگر دو فقط است، وابسته α
است، WLAD اولیه آزمون برآوردگر از همواری نوع که WLAD انقباضͬ برآوردگر مسئله، این بر

ͬ شود. م تعریف
نشان β̂

sWLAD

١ نماد با را β١ پارامتر (SWLAD) WLAD استاین نوع انقباضͬ برآوردگر
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و ͬ دهند م

β̂
sWLAD

١ = β̂
uWLAD

١ − cL−١
n

(
β̂
uWLAD

١ − β̂
rWLAD

١
)

= β̂
rWLAD

١ + (١ − cL−١
n )
(
β̂
uWLAD

١ − β̂
rWLAD

١
)
, p٢ ≥ ٣,

است. انقباضͬ ثابت c = p٢ − ٢ که
بهبود را SWLAD برآوردگر (PRSWLAD) ،WLAD استاین نوع انقباضͬ جزء مثبت برآوردگر

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و ͬ بخشد م
β̂
sWLAD+

١ = β̂
rWLAD

١ + (١ − cL−١
n )+(β̂

uWLAD

١ − β̂
rWLAD

١ )

= β̂
sWLAD

١ −
(١ − cL−١

n

)
(β̂

uWLAD

١ − β̂
rWLAD

١ )I(Ln ≤ c).



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٢٢
شود، توجه WLAD-LASSO و WLAD انقباضͬ برآوردگرهای بین مشترک ͬ های ویژگ به اگر
انقباضͬ روش های مشابه دیدگاه ΁ی از WLAD-LASSO برآوردگر نتیجه که ͬ شود م ملاحظه
منقبض دم پهن خطاهای تحت صفر برآوردگر به سمت را WLAD برآوردگر دو هر آن ها است،

هستند: متفاوت زیر موارد در آن ها دی·ر، جهت از اما ͬ کند. م
همه کردن رفتار با خودکار به طور را متغیر انتخاب و برآورد WLAD-LASSO برآوردگر (١)
دارد. بستگͬ تنظیم کننده پارامتر مقدار به و ͬ دهد م انجام ی΄سان به صورت متغیرها

ͬ کند. م انتخاب را پیش·وها از زیرمجموعه ای
تجربه های مانند اضافͬ اطلاعات اساس بر مجموعه زیر ΁ی انقباضͬ WLAD برآوردگر روش (٢)

ͬ کند. م انتخاب متغیرها ماهیت یا قبلͬ

برآوردگرها ویژگͬ ٣ . ١ . ۴
آزمون آماره ،ξ ̸= o که β٢ = ξ ثابت، مقابل فرضیه برای نظم، شرایط تحت کلͬ، حالت در
،n افزایش با ξ ̸= o ثابت فرضیه برای بنابراین، ͬ کند. م میل بی نهایت به احتمال در Ln

β٢ وقتͬ وجود، این با هستند. برابر β̂uWLAD

١ با احتمال در β̂
sWLAD+

١ و β̂
sWLAD

١ ،β̂ptWLAD

١
موضعͬ مقابل فرضیه از دنباله ای ͬ توان م باشند، داشته قرار o از انقباضͬ همسای·ͬ ΁ی در

ب·یرید: نظر در زیر به صورت را K(n)

K(n) : β٢ = n−
١٢ ξ, ξ = (ξ١, . . . , ξp٢)

⊤ ∈ Rp٢ . (٢٠ . ۴)
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت β١ پارامتر از β̂∗

١ دلخواه برآوردگر ΁ی ADQB

ADQB(β̂∗
١) = τ−٢ (ADB(β̂∗

١)
)⊤

C∗٢·١١
(

ADB(β̂∗
١)
)
. (٢١ . ۴)

ͬ شود. م بیان زیر قضیه برآوردگرها مجانبی ͬ های ویژگ آوردن به دست برای
و K(n) موضعͬ مقابل فرضیه  های مجموعه تحت (١٩٨٢ باست، و (کوئنوکر .٣ . ١ . ۴ قضیه

نظم، شرایط
β̂
rWLAD

١ = β̂
uWLAD

١ +C∗−١١١ C∗١٢β̂
uWLAD

٢ + oP (n
−١/٢).

و √
n(β̂

uWLAD

٢ − β٢)
√
n(β̂

rWLAD

١ − βrWLAD١ )

 D→ Np

o
o

 ,
τ٢C∗−١·١٢٢ o

o τ٢Σ∗∗

 ,

آن در که
Σ∗∗ = Σ١٢ = Σ⊤٢١ = C∗−٢·١١١ −C∗−١١١ C∗١٢C∗−١·١٢٢C∗٢١C∗−١١١ .



١٢٣ موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای
بنابراین،

√
n(β̂

uWLAD

١ − β١)
√
n(β̂

uWLAD

١ − β̂
rWLAD

١ )
√
n(β̂

rWLAD

١ − β١)

 D−→ N٣p١




o

γ

−γ

 , τ٢


C∗−٢·١١١ Ω١٢ Σ١٢
Ω٢١ Ω∗∗ o

Σ١٢ o Σ∗∗


 .

آن در که
γ = −C∗−١١١ C∗١٢ξ
Ω∗∗ = Ω١٢ = Ω⊤٢١ = C∗−١١١ C∗١٢C∗−١·١٢٢C∗٢١C∗−١١١

برآوردگرها کلͬ ش΄ل آن گاه باشد، Ln از تابعͬ g(Ln) کنید فرض محاسبات، سادگͬ برای
به صورت

β̂
∗WLAD

١ = β̂
uWLAD

١ − g(Ln)
(
β̂
uWLAD

١ − β̂
uWLAD

١
)
,

است.
.β̂∗WLAD

١ = β̂
uWLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = ٠ اگر (١)
.β̂∗WLAD

١ = β̂
uWLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = ١ اگر (٢)
.β̂∗WLAD

١ = β̂
ptWLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = I(Ln ≤ χ٢
p٢,α) اگر (٣)

.β̂∗WLAD

١ = β̂
sWLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = cL−١
n اگر (۴)

.β̂∗WLAD

١ = β̂
prWLAD

١ آن گاه ،g(Ln) = cL−١
n + (١ − cL−١

n )I(Ln ≤ c) اگر (۵)
داریم ،٣ . ١ . ۴ قضیه فرض  های تحت .٣ . ٢ . ۴ قضیه

ADB(β̂uWLAD

١ ) = o

ADB(β̂rWLAD

١ ) = −C∗−١١١ C∗١٢ξ = γ

ADB(β̂ptWLAD

١ ) = Hp٢+٢(χ٢
p٢,α,∆

٢)γ
ADB(β̂sWLAD

١ ) = (p٢ − ٢)γE [χ−٢
p(٢∆)٢+٢

]
, ∆٢ = τ−٢ξ⊤C∗٢٢٫١ξ

ADB(β̂sWLAD+

١ ) = ADB(β̂sWLAD

١ )

+γE
[(١ − (p٢ − ٢)χ−٢

p(٢∆)٢+٢
)
I
(
χ٢
p(٢∆)٢+٢ < (p٢ − ٢))] ,

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت β̂∗
١ دلخواه برآوردگر ADB عبارت های برهان.

ADB(β̂∗WLAD

١ ) = lim
n→∞

E
(√

n
(
β̂
∗WLAD

١ − β١
))

= lim
n→∞

E
(√

n
(
β̂
uWLAD

١ − g(Ln)
(
β̂
uWLAD

١ − β̂
uWLAD

١
)
− β١

))



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٢۴
= lim

n→∞
E
(√

n
(
β̂
uWLAD

١ − β١
))

− lim
n→∞

E
(√

ng(Ln)
(
β̂
uWLAD

١ − β̂
uWLAD

١
))

= ADB(β̂uWLAD

١ )− lim
n→∞

E
(√

ng(Ln)C∗−١١١ C∗١٢β̂
uWLAD

٢
)

= ADB(β̂uWLAD

١ )−C∗−١١١ C∗١٢ lim
n→∞

E
(√

ng(Ln)β̂
uWLAD

٢
)

= γE
(
g(χ٢

p+(٢∆)٢)
)
.

ͬ شود. م نتیجه آ. ٢ . ۶ قضیه از آخر خط
هستند: زیر به صورت برآوردگرها ADQB ،٣ . ١ . ۴ قضیه فرض  های تحت .٣ . ١ . ۴ نتیجه

ADQB(β̂uWLAD

١ ) = ٠
ADQB(β̂rWLAD

١ ) = ξ⊤Υξ

ADQB(β̂ptWLAD

١ ) = ξ⊤Υξ
{
Hp٢+٢(χ٢

p٢,α,∆
٢)
}٢

ADQB(β̂sWLAD

١ ) = (p٢ − ٢(٢ξ⊤Υξ
{
E
[
χ−٢
p(٢∆)٢+٢

]}٢

ADQB(β̂sWLAD+

١ ) = ξ⊤Υξ ×
{
(p٢ − ٢)E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢
]

+E
[(١ − (p٢ − ٢)χ−٢

p(٢∆)٢+٢
)
I
(
χ٢
p(٢∆)٢+٢ < (p٢ − ٢{[((٢

,

.Υ = τ−٢C∗٢١C∗−١١١ C∗٢·١١C∗−١١١ C∗١٢ آن در که
مقدار به ADQB همه بنابراین .C∗٢·١١ = C∗١١ و C∗٢١C∗−١١١ C∗−١١١ C∗١٢ = o ،C∗١٢ = o به ازای

.C∗١٢ ̸= o که ͬ شود م فرض نتیجه، در ξهاست. همه برای صفر مشترک
بررسͬ به منظور ͬ باشد. م ξ⊤Υξ از بی کران تابع ΁ی β̂

rWLAD

١ برآوردگر ADQB مقدار
نتیجه از ،ADQB(β̂sWLAD+

١ ) و ADQB(β̂sWLAD

١ )

Chmin(τ
٢ΥC∗−١·١٢٢) ≤ τ٢ξ⊤Υξ

ξ⊤C∗١·٢٢ξ
≤ Chmax(τ

٢ΥC∗−١·١٢٢),

بیشترین و کوچ΄ترین به ترتیب Chmax(τ
٢ΥC∗−١·١٢٢) و Chmin(τ

٢ΥC∗−١·١٢٢) که ͬ شود م استفاده
ξ⊤Υξ = ٠ نقطه در صفر از ADQB(β̂sWLAD

١ ) بنابراین، ͬ باشد. م τ٢ΥC∗−١·١٢٢ ویژه مقدار
΁ی E

[
χ−٢
p(٢∆)٢+٢

] تابع که آن جایی از سپس ͬ یابد م افزایش نقطه ΁ی به ͬ شود، م شروع
منحنͬ ͬ باشد. م β̂

sWLAD

١ مشابه β̂
sWLAD+

١ رفتار است. ∆٢ از نزولͬ ل·اریتم‐محدب تابع
است. β̂sWLAD

١ منحنͬ زیر β̂
sWLAD+

١ برآوردگر ،∆٢ مقادیر تمام به ازای اریبی دوم توان
با: است برابر برآوردگرها ADR آن گاه باشد، برقرار ٣ . ١ . ۴ قضیه فرض های اگر .٣ . ٣ . ۴ قضیه
ADR(β̂uWLAD

١ ) = τ٢ tr(C∗−٢·١١١)
ADR(β̂rWLAD

١ ) = τ٢ tr(C∗−١١١ ) + γ⊤γ



١٢۵ موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای
ADR(β̂ptWLAD

١ ) = ADR(β̂uWLAD

١ )− τ٢Hp٢+٢(χ٢
p٢,α,∆

٢) tr(Ω∗∗)

+
(٢Hp٢+٢

(
χ٢
p٢,α,∆

٢)−Hp٢+۴
(
χ٢
p٢,α,∆

٢)) tr(γ⊤γ
)

ADR(β̂sWLAD

١ ) = ADR(β̂uWLAD

١ )− τ٢ ((p٢ − ٢) tr(Ω∗∗)
(٢E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢
]

−(p٢ − ٢)E [χ−۴
p(٢∆)٢+٢

]))
+ (p٢٢ − ۴)γ⊤γE

[
χ−۴
p٢+۴(∆٢)

]
ADR(β̂sWLAD+

١ ) = ADR(β̂sWLAD

١ )

+τ٢(p٢ − ٢) tr(WΩ∗∗)
(٢E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢I(χ٢
p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]

−(p٢ − ٢)E [χ−۴
p(٢∆)٢+٢I(χ٢

p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)])
−τ٢ tr(Ω∗∗)Hp٢+٢(p٢ − ٢∆,٢)
+γ⊤γ

(٢Hp٢+٢(p٢ − ٢∆,٢)−Hp٢+۴(p٢ − ٢∆,٢)
)

−(p٢ − ٢)γ⊤γ
(٢E [χ−٢

p(٢∆)٢+٢I(χ−٢
p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]

− ٢E [χ−٢
p(٢∆)٢+٢I(χ−٢

p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]
+(p٢ − ٢)E [χ−۴

p(٢∆)٢+٢I(χ−٢
p(٢∆)٢+٢ ≤ p٢ − ٢)]) .

ͬ شود. م محاسبه زیر به صورت پیشنهادی برآوردگرهای برای ADR عبارت های برهان.
ADR(β̂∗WLAD

١ ) = lim
n→∞

E

(
n
(
β̂
∗WLAD

١ − β١
)⊤ (

β̂
∗WLAD

١ − β١
))

= lim
n→∞

E

(
n
(
β̂
uWLAD

١ − g(Ln)β̂
uWLAD

١ − β١
)⊤

(
β̂
uWLAD

١ − g(Ln)β̂
uWLAD

١ − β١
))

= lim
n→∞

E

(
n
(
β̂
uWLAD

١ − β١
)⊤ (

β̂
uWLAD

١ − β١
))

−٢ lim
n→∞

E

(
n
(
β̂
uWLAD

١ − β١
)⊤

β̂
uWLAD

١ g(Ln)
)

+ lim
n→∞

E
(
n(β̂

uWLAD

١ )⊤β̂
uWLAD

١ g(L٢
n)
)

= ADR(β̂uWLAD

١ )− ٢ lim
n→∞

E
(
n(β̂

uWLAD

١ )⊤β̂
uWLAD

١ g(Ln)
)

+٢ξ⊤W lim
n→∞

E
(√

nβ̂
uWLAD

١ g(Ln)
)

+ lim
n→∞

E
(
n(β̂

uWLAD

١ )⊤β̂
uWLAD

١ g(L٢
n)
)
,

.ADR(β̂uWLAD

١ ) = τ٢ tr(C∗−٢·١١١) آن در که
برآوردگر ADR ͬ توان م ،β̂uWLAD

١ برآوردگر ADR عبارت  و آ. ٢ . ۶ و آ. ٢ . ۵ قضیه از استفاده با
به صورت را β̂

∗
١ دلخواه

ADR(β̂∗WLAD

١ ) = τ٢ tr(C∗−٢·١١١)
{١ − ٢E(g(χ٢

p+(٢∆)٢)
)
+ E

(
g٢(χ٢

p+(٢∆)٢)
)}

+γ⊤γ
{٢E(χ٢

p+(٢∆)٢
)
− ٢E(χ٢

p+۴(∆٢)
)
+ E

(
g٢(χ٢

p+۴(∆٢))
)}

.

ͬ شود. م کامل بالا رابطه در g توابع از ΁ی هر جای·ذاری با قضیه اثبات نوشت.
همه ازای به  ADR بنابراین و C∗٢·١١ = C∗١١ و C∗٢١C∗−١١١ C∗−١١١ C∗١٢ = o ،C∗١٢ = o وقتͬ
مجانبی به طور برآوردگرها همه ͬ کند. م پیدا کاهش τ٢ tr(C∗−١١١ ) مشترک مقدار به ،ξ مقادیر

.C∗١٢ ̸= o کنید فرض بنابراین، هستند. کران دار و برابر مخاطره های



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٢۶
ADR(β̂ptWLAD

١ ) و ADR(β̂uWLAD

١ ) برای ADR اختلاف ،Ho فرضیه تحت و C∗١٢ ̸= o اگر
اساسͬ مسئله ΁ی مخاطره آوردن به دست بنابراین، ͬ باشد. χ٢)٢+Hp٢م

p٢,α, ٠) tr(Ω∗∗) به صورت
ی΄نوا به طور βptWLAD١ مخاطره ͬ شود، م دور صفر از ∆٢ وقتͬ است. ٌصحیح Ho وقتͬ است
برتری مقدار محاسبه ͬ رسد. م بیشینه مقدار به رسیدن از بعد βuWLAD١ برآوردگر مخاطره به

است. دشوار β̂
uWLAD

١ بر β̂ptWLAD

١ برآوردگر
همه به ازای که ͬ شود م مشاهده ،ADR(β̂sWLAD

١ ) با ADR(β̂sWLAD+

١ ) کردن مقایسه با
،ξ مقادیر از بعضͬ برای و دارد برتری β̂

sWLAD

١ برآوردگر بر β̂
sWLAD+

١ برآوردگر ،ξ مقادیر
مخاطره از کمتر پارامتر فضای کل در β̂

sWLAD+

١ مخاطره بنابراین، است. برقرار اکید نامساوی
مخاطره این برای بالایی حد کند، میل بی نهایت سمت به ∆٢ وقتͬ و است β̂uWLAD

١ برآوردگر
به ی΄نوا به طور β̂

sWLAD+

١ برآوردگر ADR مقدار ͬ شود، م دور صفر از ∆٢ وقتͬ ͬ شود. م پیدا
که ͬ دهد م نتیجه این کند. مͬ میل ADR(β̂uWLAD

١ )

ADR(β̂sWLAD+

١ ) ≤ ADR(β̂sWLAD

١ ) ≤ ADR(β̂uWLAD

١ ),

در β̂
sWLAD+

١ و β̂
sWLAD

١ برآوردگرهای بنابراین، است. برقرار ξها از برخͬ برای اکید نامساوی
ͬ کند. م رفتار β̂

uWLAD

١ برآوردگر از بهتر است، شده ایجاد ∆٢ با که پارامتر فضای کل
اثبات و بیان را مرتبط قضیه های ،١۴ . ٢ . ٣ ‐ ٢ . ٣ . ٩ قضیه های همانند ͬ توان م اینجا در

کرد. اشاره (٢٠١٨) هم΄اران و نوروزی راد مقاله به ͬ توان م تکرار، عدم برای و کرد

شبیه سازی مطالعه ٣ . ٢ . ۴
ب·یرید. نظر در را p = ١٠, ١۵,٢٠,٢۵ مقادیر باشد. ٠٫٢ مقدار با آلودگͬ نرخ ϱ کنید فرض

ͬ شوند: م تولید زیر به صورت (x١i, y١i) اول مولفه تا n−m

کنید. تولید متغیره p نرمال توزیع از را X١ بعدی (n−m)× p طرح ماتریس (١)
واقعͬ مقدار است. β١ پارامتر برآورد هدف، ب·یرید. نظر در را Ho : β٢ = o صفر فرضیه (٢)
(٢٫٢−,١٫٨, ١٫٣, ١, ١, ١)⊤ و β١ = (٢٫٢−,١٫٨, ١٫٣)⊤ با برابر را β = (β⊤١ ,β⊤٢ )⊤ پارامتر بردار
بیشتری نمونه های صفرهاست. از p٢ × ١ بردار o که ب·یرید نظر در β٢ = o هم چنین و
ͬ شود. م تولید است، شده گرفته نظر در ٢ و ٠ بین بازه در که ∆٢ متفاوت مقادیر برای
داده های کار این با کنید. تولید آزادی) درجه ١ با t (توزیع کوشͬ توزیع از را ε خطای (٣)

ͬ شود. م ایجاد y جهت در پرت
کنید. تولید i = ١, . . . , n−m به ازای y١i = x⊤١iβ + εi مدل از را ͺپاس متغیر (۴)



١٢٧ موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای
ͬ کند. م تولید زیر به صورت را (x٢i,y٢i) شده، آلوده داده m بعدی، مرحله

کنید. تولید Np(۵,٢٠Ip×p) توزیع از را x٢i توضیحͬ متغیرهای بردار (١)
εi توزیع آن در که ͬ شود م تولید y٢i = x⊤٢iβ٢ + εi مدل از y٢i ،i = ١, . . . ,m به ازای (٢)

است. (٣) مرحله مشابه
به صورت ،i = ١, . . . , n برای داده ای مجموعه تا ͬ شود م ترکیب هم با بالا داده  مجموعه دو
اینجا در هدف، ͬ شود. م تکرار بار ۵٠٠٠ شبیه سازی فرآیند حالت، هر برای آید. به دست (xi, yi)
زیرا است ∆٢ = ٠ برای جریمه شده برآوردگر و ∆٢ ≥ ٠ برای انقباضͬ برآوردگرهای رفتار بررسͬ
رحیم، و (احمد کند برآورد به درستͬ ∆٢ > ٠ برای را مدل پارامترهای ͬ تواند نم برآوردگر این
و شده شبیه سازی مدل بین فاصله پیشنهادی، برآوردگرهای رفتار بررسͬ منظور به .(٢٠١٢

.β(٠) = (β⊤١ ,o⊤)⊤ که ͬ شود م تعریف ∆٢ = ||β − β(٠)||٢٢ به صورت Ho فرضیه تحت مدل
کارایی است. MSE مطالعه، این در β̂

∗
١ دلخواه برآوردگر مخاطره رفتار مقایسه معیار

ͬ آید. م به دست β̂uWLAD

١ برآوردگر MSE به β̂∗
١ برآوردگر MSE نسبت از پیشنهادی برآوردگرهای

دی·ر،  به عبارت
RMSE(β̂∗

١) =
MSE(β̂uWLAD

١ )

MSE(β̂∗
١)

,

و PRSWLAD ،SWLAD ،PTWLAD ،RWLAD برآوردگرهای از ΁ی هر ͬ تواند م β̂
∗
١ آن در که

برآوردگر برتری درجه ،١ از بزرگتر RMSE مقدار که ͬ شود م مشاهده باشد. WLAD-LASSO

ͬ دهد. م نشان β̂uWLAD

١ برآوردگر به نسبت را β̂
∗
١ دلخواه

PRSWLAD ،SWLAD ،PTWLAD ،RWLAD برآوردگرهای RMSE مقدارهای ۵ . ۴ جدول در
نمونه حجم های برای ∆٢ = ٠ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت WLAD-LASSO هم چنین و

است. شده گزارش p١ = ٣,۶ و n = ۵٠,٧۵, ١٠٠, ١۵٠
به صورت ∆٢ > ٠ به ازای (ϱ = ٠٫٢) اهرمͬ نقاط ٢٠٪ و کوشͬ توزیع با خطاهای برای نتایج

ͬ شود: م خلاصه زیر
اتفاق ∆٢ = ٠ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت برآوردگرها تمامͬ RMSE بیشینه (١)
∆٢ = ٠ حالت در برآوردگرها سایر بر RWLAD که ͬ شود م نتیجه ۵ . ۴ جدول  از ͬ افتد. م
افزایش ∆٢ وقتͬ دی·ر، به عبارت است. نااریب حالت، این در برآوردگر این زیرا دارد برتری
RMSE نتیجه، در ͬ شود. م بی کران و بیشتر نیز RWLAD برآوردگر مخاطره ͬ کند، م پیدا
جدول در نتیحه این که ͬ کند م میل صفر به سمت و کرده پیدا کاهش RWLAD برآوردگر

است. مشهود ۶ . ۴



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٢٨

∆٢ = ٠ و p١ = ٣ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت برآوردگرها RMSE مقادیر :۵ . ۴ جدول
WLAD-LASSO PRSWLAD SWLAD PTWLAD RWLAD p٢ n p١

١٫١٣ ١٫٢٩ ١٫٢٠ ١٫٢٣ ١٫٨٨ ۵
۵٠

٣

١٫٣٨ ١٫٣٢ ١٫٢٩ ١٫١٢ ١٫٩۴ ١٠
٢٫١۶ ١٫۶۶ ١٫۶٠ ١٫٢٢ ٢٫٩٧ ١۵
١٫٢٠ ١٫٢٩ ١٫٠۴ ١٫٢٩ ١٫۵١ ۵

٧۵١٫٢۵ ١٫٣١ ١٫٢۵ ١٫١۶ ١٫۵۵ ١٠
١٫٧١ ١٫۵۶ ١٫۵١ ١٫٢١ ٢٫٠٨ ١۵
١٫١٨ ١٫٣٠ ١٫١١ ١٫٣٢ ١٫۴٢ ۵

١٠٠١٫٢۴ ١٫٣٧ ١٫١٨ ١٫٣٠ ١٫۴۶ ١٠
١٫۶١ ١٫۵١ ١٫۴٣ ١٫٢٧ ١٫٨٠ ١۵
١٫١٣ ١٫٢۵ ١٫٠٠ ١٫٢٧ ١٫٣١ ۵

١۵٠١٫٢٧ ١٫٣٧ ١٫١۴ ١٫٣٧ ١٫۴٠ ١٠
١٫۵٢ ١٫۵٢ ١٫۴١ ١٫٣۶ ١٫۶٨ ١۵
٠٫٨٩ ١٫٢٢ ١٫٢١ ١٫٠۶ ١٫٨۶ ٩

۵٠

۶

١٫٧٢ ١٫۵۶ ١٫۵٣ ١٫١۴ ٣٫۶٩ ١۴
١٫۵١ ١٫٢٩ ١٫٢٩ ١٫١٨ ۶٫۴١ ١٩
١٫٠٢ ١٫۴٢ ١٫١٩ ١٫٢٧ ١٫٧٠ ٩

٧۵١٫٢١ ١٫۵٣ ١٫۴٩ ١٫١٧ ٢٫١٨ ١۴
١٫٨١ ١٫۶۴ ١٫۶٠ ١٫١٨ ٢٫۵٧ ١٩
١٫٠١ ١٫٢٨ ١٫١۵ ١٫٢١ ١٫٣۶ ٩

١٠٠١٫٢۶ ١٫۵٠ ١٫۴٢ ١٫٢۴ ١٫٧٣ ١۴
١٫۵٢ ١٫٧٣ ١٫۵٢ ١٫۴۶ ١٫٩۶ ١٩
١٫٠۶ ١٫٢۶ ١٫٠٣ ١٫٢۴ ١٫٢٩ ٩

١۵٠١٫١۶ ١٫۴٢ ١٫٣١ ١٫٣٠ ١٫۵١ ١۴
١٫٢٧ ١٫۴۵ ١٫٣٩ ١٫٢۴ ١٫۵٨ ١٩

،∆٢ ≥ ٠ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت پیشنهادی برآوردگرهای RMSE مقادیر :۶ . ۴ جدول
p٢ = ١۵ و p١ = ٣

PRSWLAD SWLAD PTWLAD RWLAD ∆٢
١٫۵١ ١٫۴٣ ١٫٢۶ ١٫٨٠ ٠
١٫۴٢ ١٫٣۶ ١٫١٧ ١٫۶٢ ٠٫٠٣
١٫٣٧ ١٫٣١ ١٫١٢ ١٫۵۴ ٠٫٠٧
١٫٣٣ ١٫٣٠ ١٫٠٨ ١٫۴٢ ٠٫١
١٫٢٧ ١٫٢۴ ١٫٠٢ ١٫٢٨ ٠٫١۵
١٫٢٣ ١٫٢٢ ١٫٠٠ ١٫١٩ ٠٫٢
١٫١٨ ١٫١٨ ٠٫٩۶ ١٫٠٣ ٠٫٣
١٫١۵ ١٫١۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩٣ ٠٫۴
١٫١١ ١٫١١ ٠٫٩٨ ٠٫٧٢ ٠٫٧
١٫٠٧ ١٫٠٧ ٠٫٩٩ ٠٫۵٧ ١٫٠
١٫٠۴ ١٫٠۴ ١٫٠٠ ٠٫٣۵ ٢٫٠

برآوردگر بر را خودشان برتری PRSWLAD و SWLAD برآوردگرهای که ͬ شود م ملاحظه (٢)
وقتͬ به خصوص، ͬ کنند. م حفظ PTWLAD برآوردگر بر ∆٢ از بزرگͬ بازه  در و UWLAD

PTWLAD برآوردگر از بهتر PRSWLAD و SWLAD برآوردگرهای کارایی ،n = ٧۵ و p١ = ٣



١٢٩ موزون LAD انقباضͬ برآوردگرهای
بهتر و پایدار SWLAD برآوردگر کارایی ،p٢ بزرگتر مقادیر برای است. ∆٢ ≥ ٠٫٠٧ برای

است. PTWLAD برآوردگر از
دی·ر برآوردگرهای با است، ΁کوچ دو هر p٢ و n ͬ که هنگام WLAD-LASSO برآوردگر (٣)
و SWLAD برآوردگرهای با مقایسه در WLAD-LASSO برآوردگر است. مقایسه قابل
در مدل پیچیدگͬ اگر ͬ کند. م رفتار بدتر ͬ کند، م پیدا افزایش p٢ و n ͬ که زمان PRSWLAD

مدل های برای SWLAD برآوردگر با مقایسه در WLAD-LASSO برآوردگر شود، گرفته نظر
نیست. بهتری انتخاب تنک،

΁کوچ مقادیر برای یعنͬ باشد، درست تقریبا صفر فرضیه وقتͬ PTWLAD برآوردگر (۴)
مقدار ،∆٢ بزرگتر مقادیر برای دارد. برتری PRSWLAD و SWLAD برآوردگرهای بر ،∆٢
مشاهده ͬ گیرد. م قرار ΁ی خط زیر و ͬ یابد م کاهش به سرعت برآوردگر این RMSE

به PRSWLAD و  SWLAD برآوردگرهای از سریع تر PTWLAD برآوردگر RMSE که ͬ شود م
کاهش PTWLAD برآوردگر برتری ͬ کند، م پیدا افزایش p٢ ͬ که هنگام هم·راست. ΁ی
دارد وجود نادقیقͬ زیرفضای اطلاعات ͬ که حالت در ͬ کند م تایید موضوع این ͬ یابد. م
ͬ کند. م حفظ را خود برتری اوقات گاهͬ PTWLAD برآوردگر ،(∆٢ > ٠ دی·ر، (به عبارت
ͬ کند. م رفتار SWLAD برآوردگر از بهتر PRSWLAD برآوردگر ͬ رفت، م انتظار که همان طور (۵)

متغیرهای با داده ها وقتͬ ͬ دهد. م نشان p٢ ≥ ٣٠ به ازای را شبیه سازی نتایج ٧ . ۴ جدول
با مقایسه در را کارایی بدترین WLAD-LASSO برآوردگر دارند، اهرمͬ نقاط زیاد، توضیحͬ
برآوردگرهای از استفاده مزیت های از ی΄ͬ نتیجه این دارد. PRSWLAD و SWLAD برآوردگرهای

هستند. کارا نیز بالا بعد برای که ͬ دهد م نشان را پیشنهادی انقباضͬ

و ∆٢ = ٠ به ازای UWLAD برآوردگر به نسبت پیشنهادی برآوردگرهای RMSE مقادیر :٧ . ۴ جدول
.p١ = ۶

WLAD-LASSO PRSWLAD SWLAD PTWLAD RWLAD p٢
١٫٧۶ ١٫۶٣ ١٫۶٢ ١٫١٣ ٢٫١۴ ٣٠
٣٫٠٩ ٢٫٣١ ٢٫٢۶ ١٫٢٨ ٣٫۶٩ ۴٠
٣٫٩۶ ١٫۴١ ١٫۴١ ١٫٠٠ ۵٫٠۴ ۶٠
١٠٫٢٧ ١٫١٩ ١٫١٩ ١٫٠٠ ١۵٫۵١ ٨٠

فضای کل در UWLAD برآوردگر بر PRSWLAD و SWLAD برآوردگرهای خلاصه، به طور
دارند. برتری پارامتر

بدن چربی داده های مجدد تحلیل ٣ . ٣ . ۴
ب·یرید. نظر در را ۶٧ صفحه در بدن چربی داده  های مجموعه



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٣٠
آورده بیشتری جزئیات این جا در بود، شده بررسͬ جلوتر خیلͬ مثال این که آن جایی از
۴٢ مشاهده در قد شده اند. حذف (١٨٣ و ۴٢ (مشاهده های مشاهدات از مورد دو ͬ شود. م
فرض هم چنین است. شده ثبت صفر ،١٨٣ مشاهده در بدن چربی و ͸این ٢٩٫۵ عجیبی به طور
برازش با تحلیل و تجزیه باشد. پیش·و متغیر با متناظر ضریب ،j = ١, . . . , ١٣ به ازای βj کنید
مدل OLS برآوردگر از استفاده با ابتدا ͬ شود. م آغاز داده ها مجموعه به خطͬ رگرسیون مدل ΁ی
اهرمͬ) نقاط و کوک فاصله (مانند تشخیصͬ بررسͬ ΁ی از مدل، این برای است. شده برارش
فاصله های زیرا هستند پرت مشاهده های ٨۵ و ٣٩ مشاهده های دهد نشان تا شده گرفته بهره
،١۵٨ ،١٠۵ ،٨۵ ،۵٣ ،۴١ ،٣٩ ،٣۶ ،٣١ مشاهده های و ͬ دهد م نشان را زیادی آن هامقدار کوک
اعتبار بنابراین، .( ببینید را ۴ . ۴ (ش΄ل ͬ دهد م تشخیص اهرمͬ نقاط به عنوان را ٢٠۴ و ١٧۴
است چالش برانگیز داده ها این برای مدل انتخاب معمولͬ روش های و OLS برآوردگر از استفاده

است. دقیق تر موزون) LAD برآوردگر (مانند استوار مدل انتخاب روش های ͬ که حال در
برابر در اما است، استوار ͺپاس متغیر در پرت داده های به نسبت LAD-LASSO برآوردگر
مناسب متغیرهای انتخاب برای WLAD-LASSO روش از بنابراین نیست، حساس اهرمͬ نقاط
chest ،neck ،height ،age متغیرهای که ͬ دهد م نشان روش، این بردن به کار ͬ شود. م استفاده
محدودشده فضای زیر بنابراین، هستند. بدن چربی درصد برای متغیرها مهم ترین abdomen و

با است برابر
β٢ = (β٢, β٧, β٨, β٩, β١٠, β١١, β١٢, β١٣)⊤ = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)⊤.
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یدن چربی داده های برای اهرمͬ نقاط و کوک فاصله :۴ . ۴ ش΄ل

کارایی های و استاندارد خطاهای برآوردها، محاسبه برای بوت استرپ بازنمونه گیری روش از
است. شده استفاده پیشنهادشده برآوردگرهای نسبی



١٣١ نتیجه گیری

بوت استرپ شبیه سازی اساس بر RMSE و ضرایب برای استاندارد) (خطای برآوردها :٨ . ۴ جدول
UWLAD برآوردگر به نسبت

WLAD-LASSO PRSWLAD SWLAD PTWLAD RWLAD UWLAD برآوردگرها
٠٫٠۶۵ ٠٫٠٧٢ ٠٫٠۶٨ ٠٫٠۶۶ ٠٫٠۵٩ ٠٫٠٩۵ β١
(٠٫٠٧۴) (٠٫٠۶٣) (٠٫٠٧٣) (٠٫٠۶٩) (٠٫٠۵۶) (٠٫٠٩٢) 
−٠٫۴٨٠ −٠٫۶٠٠ −٠٫۶٢٧ −٠٫۶١۶ −٠٫۶۴۶ −٠٫۵٠٣ β٣
(٠٫٣٧١) (٠٫٢٩۵) (٠٫٣۴۵) (٠٫٣١۶) (٠٫٢١٨) (٠٫۴۵۵)
−٠٫۴١٣ −٠٫۵۶٨ −٠٫۵٧٩ −٠٫۵۴٢ −٠٫۵٢٣ −٠٫۵٩٧ β۴
(٠٫۶۴۵) (٠٫۶٢٣) (٠٫۶٩۴) (٠٫۶۴١) (٠٫۵٩٣) (٠٫٨٣٧)
٠٫٠٣۵ ٠٫٠۵١ ٠٫٠۴١ ٠٫٠۵٠ ٠٫٠۵۶ ٠٫٠۶٠ β۵
(٠٫٢٠۵) (٠٫٢۵٩) (٠٫٢٨٨) (٠٫٢٧۴) (٠٫٢۶٢) (٠٫٢٩٧)
٠٫٨٨٨ ٠٫٨٣۵ ٠٫٨٢١ ٠٫٨٢۶ ٠٫٨١۴ ٠٫٨٨٨ β۶
(٠٫٢٢۵) (٠٫٢١٣) (٠٫٢۴٧) (٠٫٢٢۵) (٠٫٢٠۵) (٠٫٢۶٩)

١٫۵٩ ١٫٧٧ ١٫۴١ ١٫۶۴ ٢٫٠٠ ١٫٠٠ RMSE

B = ١٠٠٠ تعداد باشد. داده ها مجموعه D = {(yi,xi); i = ١, . . . ,٢۵٠} که کنید فرض
مجموعه از b = ١, . . . , B به ازای ،D∗b = (y∗bi ,x

∗b
i ) جای·ذاری با مستقل بوت استرپ نمونه

هر با متناظر RMSE و استاندارد خطاهای برآوردها، و ͬ شود م انتخاب مورد ٢۵٠ شامل داده ها
،SWLAD ،PTWLAD ،RWLAD ،UWLAD برآوردگرهای ͬ شود. م محاسبه بوت استرپ نمونه

ͬ آیند. م به دست شده بیان روش های اساس بر WLAD-LASSO برآوردگرهای و PRSWLAD

دارد. همخوانͬ (٧ . ۴‐۵ . ۴ (جدول های شبیه سازی نتایج با ٨ . ۴ جدول در شده ارائه نتایج

ͬ کند. م رفتار WLAD-LASSO برآوردگر از بهتر LAD استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر
مدل در بی  اهمیت توضیحͬ متغیرهای زیرا دارد برتری برآوردگرها همه بر RWLAD برآوردگر

هستند. نامرتبط واقعا کامل،

نتیجه گیری ۴ . ۴
لاسو، مشابه که کردند معرفͬ را رگرسیونͬ (٢٠٠٧) هم΄اران و وانگ استوار، رگرسیون در
از آمده به دست اطلاعات فصل، این در ͬ دهد. م انجام متغیر انتخاب و ضرایب انقباض همزمان
مثبت جزء برآوردگر نام به جدیدی برآوردگر تا کرده ترکیب رگرسیونͬ کامل مدل با را مدل این
برآوردگر کارآیی که داد نشان شبیه سازی مطالعه  آید. به دست LAD استاین نوع انقباضͬ
برآوردگر پیش  گویی خطای است. مجانبی حالت در برآوردگرها سایر از بیشتر پیشنهادی

بود. LAD-LASSO و LAD برآوردگرهای از کمتر واقعͬ مثال ΁ی تحلیل در پیشنهادی
نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگرهای دارد، وجود اهرمͬ نقاط داده ها در ͬ که حالت در
WLAD استاین نوع انقباضͬ برآوردگر از بهتر که شده اند پیشنهاد PRSWLAD ،WLAD استاین
از بهتر ،Ho : β٢ = o صفر، فرضیه نزدی΄ͬ در WLAD اولیه آزمون برآوردگر ͬ کند. م رفتار



LAD رگرسیون در بهبودیافته برآوردگرهای ١٣٢
بهتر PTWLAD و SWLAD برآوردگر دو هر ͬ کند. م رفتار PRSWLAD و SWLAD برآوردگرهای
مدل در بی معنͬ توضیحͬ متغیرهای تعداد که زمانͬ به ویژه ͬ کند م رفتار UWLAD برآوردگر از
SWLAD برآوردگرهای از بیشتری کارایی WLAD-LASSO برآوردگر دی·رِ، به عبارت باشد. زیاد

باشد. کم بی معنͬ توضیحͬ متغیرهای تعداد وقتͬ دارد PRSWLAD و



۵ فصل
آینده پژوهش های برای پیشنهادات

هم΄اران و نوروزی راد و (٢٠١۶) آرشͬ و نوروزی راد ،(٢٠١۶) نوروزی راد و آرشͬ مقاله های مرور به فصل، این
دارد. اختصاص هستند، اولیه ایده ΁ی به صورت هنوز که (٢٠١۵a)

مقدمه ١ . ۵
مختلف پذیره های با خطͬ رگرسیون مختلف مدل های در انقباضͬ برآوردگرهای رساله، این در
در انقباضͬ ΁تکنی از ͬ توان م که دارند وجود متعددی مسائل هنوز اما است شده بررسͬ
از ͬ گردد. م دوم توان مخاطره حسب بر بهتر برآوردگرهای به منجر که نمود استفاده آنها
گرفته قرار مطالعه مورد رساله این در که رگرسیونͬ مدل های به ͬ توان م دی·ری دیدگاه های

نگریست. است،
بهینه سازی دیدگاه از مسئله این به اگر شدند. معرفͬ لاسو انقباضͬ برآوردگرهای فصل ٣ در
این ͬ گردد. م مطرح انقباضͬ برآوردگرهای به دستیابی برای دی·ری رهیافت آن گاه کرد، نگاه

شد. ارائه (٢٠١۵a) هم΄اران و نوروزی راد مقاله  در اولیه ایده
از آمده به دست فرعͬ اطلاعات گرفتن نظر در با LAD انقباضͬ برآوردگرهای فصل  ۴، در
با ͬ توان م دارد. دشواری هایی همواره آزمون آماره یافتن شدند. معرفͬ LAD-LASSO برآوردگر
انقباضͬ برآوردگرهای آن، اساس بر و پیدا را مناسب آزمون آماره عددی، روش های از استفاده

است. شده ارائه (٢٠١۶) آرشͬ و نوروزی راد مقاله  در ایده، این نمود. مطرح را

١٣٣



آینده پژوهش های برای پیشنهادات ١٣۴
برآوردگرهای دارد. وجود بالا بعد با داده هایی ذخیره سازی ام΄ان تکنولوژی، پیشرفت با اخیرا
در که مقاله ای در است. برخوردار بسیاری جذابیت از بالا بعد رگرسیونͬ مدل در انقباضͬ
مقاله این در شده اند. مطرح برآوردگرها این است، شده ارائه ایران آمار کنفرانس سیزدهمین
محدودشده برآوردگر به عنوان لاسو برآوردگر و محدودنشده برآوردگر به عنوان ریج برآوردگر از

است. آمده به دست برآوردگر دو این ترکیب با بهتری برآوردگر و است شده استفاده

بهینه سازی دیدگاه از لاسو انقباضͬ برآوردگر ٢ . ۵
فرمول بندی خاطͬ محدودیت های برخͬ حضور در را لاسو برآوردگر دی·ری به روش ͬ توان م

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م راستا، این در کرد.

min
β


n∑
i=١

(yi −
p∑
j=١

βjxij)
٢
 s.t.


∑p

j=١ |βj | ≤ t

Hβ = h

است زیر محدودشده هموارسازی Lp مسئله با معادل که
min
β
f(β) s.t. Hβ = h (١ . ۵)

نامیده لاسو محدودشده برآوردگر بالا، رابطه ͺپاس .f(β) = ∥y −Xβ∥٢٢ + λ ∥β∥١ آن در که
ͬ شود. م

مجموعه با متناظر Z ماتریس از ستون m ،ZA کنید فرض ،Z دلخواه ماتریس برای
باقیمانده ستون های با متناظر ZĀ ترتیب همین به دهد. نشان را m اندازه با A اندیس گذار
دادن دست از بدون استفاده، مورد نمادهای دادن کاهش برای دارد. همخوانͬ Z ماتریس
که به طوری است Z ماتریس از ستون m اولین با متناظر A که کنید فرض مسئله کلیت

 .Z = [ZA,ZĀ]

 
به صورت را βA بردار  ،A اندیس گذار مجموعه هر برای  (٢٠١٢ هم΄اران، و (جیمز .٢ . ١ . ۵ لم

کنید  تعریف زیر
βA = argminβ||y∗ −X∗β||٢٢ + λ||β||١ + λ||H−١

A (h−HĀβA)||١.

اندیس گذار مجموعه هر برای آن گاه،  .X∗ = XĀ −XAH
−١
A HĀ و y∗ = y −XAH

−١
A β که   

است.  زیر به صورت (١ . ۵) مسئله ͺپاس باشد، معکوس پذیر CA اینکه شرط به  ،A دلخواه

β =

H−١
A (h−HĀβA)

βA


 



١٣۵ بهینه سازی دیدگاه از لاسو انقباضͬ برآوردگر
شود. مͬ بیان βA پارامتر بردار محاسبه برای ساده تری و بهتر روش ادامه در  

بیان زیر به صورت βA,s پارامتر بردار ،s بردار و  ،A اندیس گذار  مجموعه هر برای  .٢ . ٢ . ۵ لم
ͬ شود.  م

βA,s = argminA,s||β̃ −X∗β||٢٢ + λ||β||١, (٢ . ۵)
ͬ کند. م صدق رابطه این در که است ماتریسͬ X− و   ،β̃ = y∗ + λX−(H−١

A HĀ)
⊤s که 

βA = βA,s آن گاه ،s = sgn(β̄A,s) اگر ،A  اندیس گذار مجموعه هر برای آن گاه  .X∗⊤X− = I

امین i که است a دلخواه بردار بعد همان از بردار ΁ی sgn(a) و β̄A,s = H−١
A (h −HĀ,s) که

ͬ پذیرد. م را −١ یا ١ مقادیر از ی΄ͬ ai علامت اساس بر آن، مولفه
 

که شوند انتخاب به گونه ای s و A اگر ،٢ . ٢ . ۵ و ٢ . ١ . ۵ لم های از استفاده با  .٢ . ١ . ۵ نتیجه
(١ . ۵) بهینه سازی مسئله ͺپاس آن گاه ،s = sgn(β̄A,s) و باشد پذیر معکوس HA ماتریس

 ̂βrL
=
[
β̄A,s,βA,s

به صورت ⊤[
شرط این درباره تردید نباشد. برقرار است مم΄ن Hβ = h خطͬ محدودیت واقعیت در  
به رود. بین از  HA : Hβ ̸= h فرضیه مقابل در Ho : Hβ = h فرضیه کردن آزمون با ͬ تواند م
برای شود. انتخاب  .Ho قبول یا رد براساس  ،β̂rL یا β̂L برآوردگرهای از ی΄ͬ نتیجه ΁ی عنوان

است.  شده تعریف زیر صورت به Ln آزمون آماره  ،Ho کردن آزمون

Ln =
(Hβ̂Ols − h)⊤(HC−١H⊤)−١(Hβ̂

Ols − h)

s٢ (٣ . ۵)
مجانبی توزیع Ln آزمون آماره  ،Ho فرضیه تحت  .s٢ a.s→ σ٢ و OLS برآوردگر واریانس s٢ که  

دارد. آزادی درجه q با ͬ دو ک
صورت به لاسو اولیه آزمون برآوردگر لاسو محدودشده و محدودنشده برآوردگرهای ترکیب با

ͬ شود:   م تعریف زیر
β̂
ptL

= β̂
rL
I(Ln < χ٢

q,α) + β̂
L
I(Ln > χ٢

q,α)

= β̂
L − (β̂

L − β̂
rL
)I(Ln < χ٢

q,α). (۴ . ۵)
است.  χ٢

q توزیع بالایی چندک χ٢
q,α که  

از رهایی منظور به است. وابسته  α معناداری ͹سط به شدیدا لاسو اولیه آزمون برآوردگر
ͬ شود م پیشنهاد Ln و β̂

rL ،β̂L پایه بر زیر انقباضͬ برآوردگر  α پارامتر به برآوردگر این وابستگͬ
ͬ شود.   م بیان زیر به صورت لاسو استاین نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
sL

= β̂
L − c(β̂

L − β̂
rL
)L−١

n , c =
(q − ٢)m
m+ ٢ ,m = n− p, q ≤ p (۵ . ۵)



آینده پژوهش های برای پیشنهادات ١٣۶
جزء برآوردگر بنابراین کند. عبور β̂

rL لاسو شده محدود برآوردگر از است مم΄ن β̂
sL برآوردگر  

با  بود خواهد برابر لاسو استاین نوع انقباضͬ مثبت
β̂
sL+

= β̂
rL

+ {١ − cL−١
n }I(Ln > c)(β̂

L − β̂
rL
)

= β̂
sL − (١ − cL−١

n )I(Ln ≤ c)(β̂
L − β̂

rL
) (۶ . ۵)

 

عددی روش های دیدگاه از LAD انقباضͬ برآوردگر ٣ . ۵
کرد پیشنهاد را زیر آزمون آماره  (٢٠٠٨) هم΄اران و چن ،LAD رگرسیونͬ مدل های در

Ln = ∥yn −Xn١β̂
rLAD∥١ − ∥yn −Xβ̂

uLAD∥١. (٧ . ۵)
ب·یرید. نظر در را نظم پذیره های دوباره

دارد، میانه در f(ε) پیوسته  مثبت چ·الͬ و است پیوسته F (ε) (١)

،C =

C١١ C١٢
C٢١ C٢٢

 دلخواه مثبت معین ماتریس به ازای (٢)
limn→∞ n−١C−١

n = C

max١≤i≤n x⊤
i C

−١
n xi = o(١)

هستند هم توزیع و مستقل نامنفͬ تصادفͬ متغیرهای . . . ،ω٢ ،ω١ تصادفͬ وزن های (٣)
هستند. مستقل {xi, ei} و {ωi} دنباله های و E[ω١] = Var(ω١) = ١ به طوری که

تحت باشد. برقرار (٢) و (١) پذیره های کنید فرض (٢٠٠٨ هم΄اران، و (چن .٣ . ١ . ۵ قضیه
صفر، فرضیه 

Ln
D→ χ٢

p−q/{۴f(٠)} (٨ . ۵)
ͬ شود. م بیان توزیع تقریب جدید روش چ·الͬ، برآورد عدم منظور به

ͬ شود: م بیان مرحله سه در ال·وریتم
،n اندازه  به تصادفͬ نمونه  دارید. اختیار در را {(xi, yi) : i = ١,٢, . . . , n} داده مجموعه :١ مرحله
به عنوان کنید، تولید ΁ی واریانس و میانگین با توزیع ΁ی از داده مجموعه از مستقل
نشان ω = (ω١, . . . , ωn) نماد با تصادفͬ نمونه  این استاندارد. نمایی توزیع از مثال،
نامیده (DES) داده‐نمونه و جاسازی داده مجموعه در تصادفͬ نمونه  این ͬ دهند. م

.(xi, yi, ωi) ،i ∈ {١, . . . , n} به ازای که ͬ شود م



١٣٧ عددی روش های دیدگاه از LAD انقباضͬ برآوردگر
کنید فرض به ترتیب کامل، و صفر) (فرضیه  شده محدود مدل های تحت :٢ مرحله

β̂
w−rLAD

١ = argminβ∥ω(yn −Xn١β)∥١
β̂
w−uLAD

= argminβ∥ω(yn −Xnβ)∥١

کنید تعریف :٣ مرحله
L∗
n =

n∑
i=١

wi|yi − xiβ̂
w−rLAD

١ | −
n∑
i=١

wi|yi − xiβ̂
w−rLAD|

−

 n∑
i=١

wi|yi − xiβ̂
rLAD

١ | −
n∑
i=١

wi|yi − xiβ̂
uLAD|

 (٩ . ۵)

ͬ شود. م استفاده Ln توزیع تقریب برای L∗
n آزمون آماره 

این از استفاده اعتبار باشد، برقرار (٣) پذیره اگر که کردند بیان (٢٠٠٨) هم΄اران و چن
است. تایید مورد Ln توزیع تقریب برای را روش

{ω١, . . . , ωn} نمونه  از تصادفͬ مولفه  ΁ی بار هر ،DES طرح در کنید دقت .٣ . ١ . ۵ ملاحظه
روش ΁ی نه و است بازنمونه گیری روش ΁ی نه روش، این شد. جاسازی داده ها مجموعه در

بوت استرپ.
برآوردگر از کمتری مجانبی واریانس rLAD برآوردگر باشد، درست β٢ = o فرضیه  وقتͬ
اریب است مم΄ن β̂

rLAD

١ حالت ها از بسیاری در ،β٢ ̸= o به ازای وجود، این با دارد. uLAD

با (ptLAD) LAD اولیه  آزمون برآوردگر ΁ی که است مطلوب دلیل، این به باشد. ناسازگار و
شود. ساخته Ho صفر، فرضیه  رد یا قبول اساس بر β̂rLAD

١ یا β̂uLAD

١ برآوردگر دو از ی΄ͬ انتخاب
با است برابر β١ پارامتر ptLAD ͬ شود. م داده نشان β̂ptLAD

١ نماد با برآوردگر این
β̂
ptLAD

١ = β̂
uLAD

١ I (Ln > Lα) + β̂
rLAD

١ I (Ln ≤ Lα) ,

= β̂
uLAD

١ − (β̂
uLAD

١ − β̂
rLAD

١ )I(Ln ≤ Lα), (١٠ . ۵)
١)ام − α) چندک با ͬ تواند م که است صفر فرضیه  تحت Ln توزیع بالایی ١٠٠α٪ چندک Lα که

ͬ شود. م زده تقریب (٩ . ۵) رابطه ی L∗
n آزمون آماره  شده  تولید مقدار ١٠٠٠٠ از



آینده پژوهش های برای پیشنهادات ١٣٨

بالا بعد در انقباضͬ برآوردگرهای ۴ . ۵
معمولا β پارامتر برآوردگر .εn ∼ Np(o, σ

٢In) آن در که ب·یرید نظر در را (١ . ١) رگرسیونͬ مدل
گرفته نظر در ثابت n و p) p < n ΁کلاسی رگرسیون در اگرچه، ͬ شود. م گرفته نظر در OLS

p حتͬ و کند رشد n با p که دارد وجود موقعیت هایی معمولا واقعͬ، مثال های در شده اند)،
اجازه آماردانان به آماری روش های در پیشرفت ها اخیرا کند. میل n از سریع تر بی نهایت به
به طور p متغیرها، تعداد آن، در که کنند جمͽ آوری را بالا بعد با داده ها مجموعه تا ͬ دهد م
نوع این از .p ≫ n دی·ر، به عبارت است، بیشتر n نمونه ها، تعداد به نسبت ملاحظه ای قابل
امور نجوم، ،΁ژنومی تصویر، پردازش اطلاعات، فن آوری مانند علوم از بسیاری در داده ها
برای ͬ تواند نم ΁کلاسی آمار ابزارهای اینکه به توجه با ͬ شود. م استفاده ... و بازاریابی مالͬ،
روش های است، سوال برانگیز  C ماتریس معکوس پذیری مثلا شود، استفاده بالا بعد با مسائل
در (٢٠١١) شن و وانگ و (٢٠١١) ون د گیر و بولمن مانند بسیاری نویسندگان توسط جدید

شده اند. معرفͬ اخیر دهه های
داد ه های در مثال، برای است. پیچیده تر ثابت n بزرگ، p به ازای p ≫ n بالا بعد حالت
ͬ که حال در است. ۵٠ از کمتر معمولا (n) نمونه  تعداد و هزاران (p) ژن ها تعداد می΄روس΄وپی،
از یا و ͬ یابد م افزایش n با p و ͬ کند م تغییر n که ͬ شود م فرض بالا، بعد مطالعات بیشتر در

است. ثابت n که ب·یرید نظر در را حالتͬ فصل، این در است. n مرتبه 
ریج برآوردگر است، p > n ͬ که هنگام (١ . ١) مدل در Cn معکوس پذیری کردن برطرف برای
پارامتر آن در که است OLS برآوردگر برای خوبی جای·زین ،(١٩٧٠) کنارد و هورل پیشنهادی

است. وابسته p به ریج
بدین تنکͬ، است. تنک مدل، که ͬ کنند م فرض معمولا محققین بالا، بعد رگرسیون در
دقیقا آن ها ضریب بنابراین و ندارند مشارکتͬ ͺپاس متغیر در متغیرها از برخͬ که است معنͬ
استفاده بعد کاهش روش های از ابتدا بالا، بعد داده های با مواجهه برای نتیجه، در است. صفر
.(١٩٩۶ (تیبشیرانͬ، است لاسو برآوردگر از استفاده بعد، کاهش روش های از ی΄ͬ ͬ شود. م
است مم΄ن چه اگر دارند، تاثیر ͺپاس متغیر روی بر هنوز متغیرها از برخͬ واقعیت، در اما،
متغیر انتخاب روش ΁ی دی·ر، عبارت به نباشد. مهم متغیرهای تاثیر به بزرگͬ آن تاثیر مقدار
کلͬ گرفتن نادیده ͬ گیرد. م نادیده کلا را بی اهمیت متغیرهای اغلب شده، پذیرفته نسبتا
این اگر وجود، این با ندارد. ارزشͬ چندان شدن، صفر به آن ها اجبار یا بی اهمیت متغیرهای
از بسیاری در را کلͬ پیش گویی خطای است مم΄ن باشند، داشته وجود مدل در متغیرها

دهد. کاهش می΄روس΄وپی داده های تحلیل و تجزیه  مانند آزمایش ها
روش های (٢٠١۵) احمد و یوزباشͬ و (٢٠١٢) هم΄اران و رحیم ،(٢٠١٢) هم΄اران و فلاح پور
باقͬ مدل در دو هر بی اهمیت، و بااهمیت متغیرهای ͬ دهد م اجازه که را استاین نوع انقباضͬ

برده اند. به کار خود مطالعات در را بمانند،



١٣٩ بالا بعد در انقباضͬ برآوردگرهای
متغیر انتخاب روش ΁ی که است فرعͬ اطلاعات گیری به کار ما استراتژی اطلاعات، این با
استفاده با ادامه، در ͬ کند. م استفاده پیش گویی بهبود برای استاین نوع انقباضͬ روش های در
برآوردگر اساس بر  ͬ رگرسیون مدل در β مجهول پارامترهای بردار مورد در پیشین اطلاعات از

ͬ شود. م بخشیده بهبود برآورد مسئله  p > n بالای بعد حالت در لاسو
ͬ گیرد، دربرم را ͺپاس متغیر پیش·ویی در مهم متغیرهای فقط که داده ها برای پیشنهادی مدل
مدل ͬ گیرد، م نظر در را متغیرها همه  ͬ که مدل هم چنین ͬ شود. م نامیده محدودشده مدل
با را محدودشده و محدودنشده برآوردهای استاین نوع انقباضͬ روش ͬ نامند. م محدودنشده

ͬ کند. م ترکیب هم
مانند روش ها سایر با ͬ تواند م که است مستقل متغیرهای ضرایب بردار β٠ کنید فرض
نوشته β روی β = β٠ محدودیت به صورت است مم΄ن مورد این آید. به دست پیشین اطلاعات
آید، به دست داده ها اساس بر فقط و پیشین اطلاعات گرفتن نظر در بدون که برآوردگری شود.
برآوردگر محدودنشده، برآوردگر رگرسیونͬ، مدل این در ͬ شود. م نامیده محدودنشده برآوردگر

ͬ دهند. م نشان β̂Rdg
= β̂

U نماد با را آن و است ریج
کنار را بی اهمیت متغیرهای سایر و ͬ کند م انتخاب را مهم متغیرهای لاسو برآوردهای

آید. به دست زیر به صورت ͬ تواند م فرعͬ اطلاعات بنابراین، ͬ گذارد. م
β٠ = β̂

Lso
= β̂

R (١١ . ۵)
ͬ شود. م نامیده (RE) محدودشده برآوردگر که

.(٢٠١١ ژو، و (لو ͬ شود م پیشنهاد زیر آزمون Ho : β = β٠ فرضیه  بررسͬ برای
Gn,p =

(yn −Xnβ̂
Rdg

)⊤(yn −Xnβ̂
Rdg

)

λ٢
p(β̂

Rdg − β٠)⊤(diag(Cn))−١(β̂Rdg − β٠)/p
. (١٢ . ۵)

دادند نشان (٢٠١١) ژو و لو است. Cn قطری عناصر با قطری ماتریس ΁ی diag(Cn) آن در که
است، ثابت n نمونه حجم و p → ∞ وقتͬ Gn,p آزمون آماره  زیر، پذیره  های گرفتن نظر در با
رد را Ho فرضیه  Gn,p آزمون آماره  ،α ͬ داری معن ͹سط در بنابراین، است. هم·را χ٢

n توزیع به
است. χ٢

n توزیع αام چندک ،χ٢
n,α که Gn,p > χ٢

n,α اگر ͬ کند م
به طوری که دارد وجود bp×١ بردار ΁ی بزرگ، کافͬ به انداز ه p به ازای .١/λp = o(١) (الف)
p× ١ مرتبه از b مولفه  هر که دارد وجود ϵ > ٠ ثابت این، بر علاوه .β = X⊤

nXnb

است. O(١/p١+ϵ) به صورت
.σp = o(λ٠٫۵

p ) و p−ϵ · λp = o(١) که ͬ شوند م انتخاب به گونه ای λp و σp (ب)
هستند. ناهمبسته مستقل، متغیرهای p همه  (ج)

،i = ١, . . . , n به ازای کنید فرض و باشد Cn ناصفر ویژه مقدار iامین ،ωi کنید فرض (د)
و p−ϵ/٢λp/σp = o(١) ،i = ١, . . . , n هر ازای به که ͬ شود م انتخاب طوری λp .ωi > ٠

.ωi = o(λp)



آینده پژوهش های برای پیشنهادات ١۴٠
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت β پارامتر β̂S استاین،  نوع انقباضͬ برآوردگر

β̂
S

= β٠ +
{

١ − c

Gn,p

}(
β̂
U − β٠

)
= β̂

U − c

Gn,p

(
β̂
U − β٠

)
, (١٣ . ۵)

به ازای ͬ کند. م کمینه را برآوردگر دوم توان مخاطره که است بهینه ثابت مقدار c آن در که
.c = n− ٢ ͬ شود م فرض ،n ≥ ٣

برخͬ ͬ شود م باعث ͬ شود، م تعیین c ثابت و Gn,p آزمون آماره  اساس بر که انقباض مقدار
به منجر که ͬ شود م منفͬ {١ − kG−١

n,p

} انقباضͬ عامل ،cG−١
n,p > ١ اگر شوند. صفر ضرایب از

برای ͬ شود. م تعبیر بیش انقباضͬ به آن از که ͬ شود م ضرایب از برخͬ علامت شدن معکوس
آن و ͬ شود م گرفته نظر در β̂

S و β̂
U از محدبی ترکیب کنیم، جلوگیری بیش انقباضͬ از اینکه

ͬ گردد: م تعریف زیر به صورت که ͬ نامند م (PSS) استاین نوع انقباضͬ مثبت جزء برآوردگر را
β̂
S+

= β̂
S −

(
١ − c

Gn,p

)
(β̂

U − β٠)I(Gn,p ≤ k) (١۴ . ۵)

در که بیش انقباضͬ کردن کنترل برای β̂S+ ͬ شود م تاکید دوباره، .s+ = max {٠, s} آن در که
بر PSS برآوردگر کارآیی روی بر ادامه، در ͬ رود. م به کار دارد، وجود استاین نوع برآوردگر ذات

ͬ گردد. م تمرکز β̂U نشده محدود برآوردگر

دی·ر ایده های ۵ . ۵
شود، گرفته نظر در تصادفͬ یا ثابت ͬ تواند م Xn ماتریس (١ . ١) رگرسیونͬ مدل در •
نامیده آمیخته مدل ΁ی تصادفͬ، و ثابت ضرایب دو هر با چندگانه رگرسیونͬ مدل ΁ی
پژوهشͬ موضوع ͬ تواند م جریمه شده آمیخته مدل های در انقباضͬ برآوردگرهای ͬ شود. م

باشد. آینده در
را آن ͬ توان م است. ثابت و مشخص Xnها واریانس که است شده فرض رساله، این در •
واریانس که است شده فرض هم واریانس مدل های در داد. تعمیم نا هم واریانسͬ ایده به
واریانس که ͬ دهد م اجازه نا هم واریانسͬ باشد. ثابت Xn مقادیر همه برای خطاها
دارد. کاربردی مسائل از بسیاری در بیشتری دقت که باشد وابسته Xn به به شدت
درآمد با افراد از بیشتر دارند، بالاتری در آمد که  ͬ کسان برای اغلب هزینه  ها واریانس
روی را دوم توان های کمترین روش ͬ کند م پیشنهاد (٢٠٠٨) تفالیس است. پایین
با مقایسه در را ͺپاس متغیر بزرگتر مقادیر تاثیر روش، این برد. به  کار خطاها از درصدی
نیز و انقباضͬ برآوردگرهای ارائه ͬ دهد. م کاهش معمولͬ دوم توان های کمترین روش

باشد. دی·ری پژوهش موضوع ͬ تواند م مدل این در جریمه شده برآوردگرهای



١۴١ دی·ر ایده های

برآوردگرهای بررسͬ دی·ر، عبارت به است. انعطاف پذیر مدلͬ چندگانه، خطͬ رگرسیون مدل •
رگرسیونͬ مدل های سایر در آسانͬ به را آن ها تعمیم مدل، این در رگرسیونͬ ضرایب
مدل ترتیبی، همبستگͬ مدل ،(SUR) نامرتبط ظاهر به رگرسیونͬ مدل های قبیل از
این درباره بیشتر آگاهͬ برای ͬ نماید. م ام΄انپذیر برابر همبستگͬ با مدل و ناهمپراش،
جایلز و سریواستاوا (١٩٧٨)؛ تیلور (١٩۴٨)؛ اندرسون (١٩۶٢)؛ زلنر ترتیب به مدل ها

ببینید. را (١٩٩٩) کوراتا و (١٩٨٧)
... و (١٩٨۶ هم΄اران، و (همپل هامپل مانند دی·ری توابع از هوبر تابع به جای ͬ توان م •

داد. قرار مقایسه مورد را آن ها نتایج و کرد استفاده ٢ فصل در نیز
گرفت. نظر در چوله توزیع های را خطا توزیع ͬ توان م •





پیوستآ
اساسͬ قضایای و لم ها  تعاریف،

استفاده مورد رساله این مطالب از بعضͬ اثبات در که قضایا و تعاریف از تعدادی بخش این در
کرد. مشاهده (١٩٨٢) سیرل در ͬ توان م را مطالب این است. شده بیان اند، گرفته قرار

ماتریس ها جبر آ. ١
γn ،. . . ،γ١ ویژه بردارهای و λn ،. . . ،λ١ ویژه مقادیر با n×n ماتریس ΁ی A اگر آ. ١ . ١. قضیه

آن گاه i = ١, . . . , n ،λ١ = max {λi} و λn = min {λi} که طوری به باشد،
A = λ١γ١γ⊤١ + · · ·+ λnγnγ

⊤
n , In = γ١γ⊤١ + · · ·+ γnγ

⊤
n .

همچنین
sup
x

(
x⊤Ax

x⊤x

)
= λ١, inf

x

(
x⊤Ax

x⊤x

)
= λn.

بنابراین
λn = min {λi} ≤ x⊤Ax

x⊤x
< max {λi} = λ١.

است معکوس پذیر D ماتریس که باشند مثبت نیمه معین ماتریس دو D و C اگر آ. ١ . ٢. قضیه
آن گاه، هستند. (m×m) دو هر و

Chmin(CD−١) ≤ x⊤Cx

x⊤Dx
≤ Chmax(CD−١).

١۴٣



اساسͬ قضایای و لم ها ١۴۴ تعاریف،

و A دلخواه ماتریس ویژه مقدار بزرگترین و کوچ΄ترین ترتیب، به Chmax(A) و Chmin(A) که
است. بعدی m ستونͬ بردار x

آن گاه باشند، Ap×p ماتریس ویژه مقادیر λp ،. . . ،λ١ کنید فرض آ. ١ . ٣. قضیه
(١) det(A) =

∏p
i=١ λi.

(٢) tr(A) =
∑p

i=١ λi.

است. A ماتریس صفر مخالف ویژه مقادیر تعداد برابر A رتبه (٣)
باشند. صفر غیر آن ویژه  مقادیر همه  اگر تنها و اگر است نامنفرد A ماتریس (۴)

هستند. حقیقͬ آن ویژه  مقادیر آن گاه باشد، متقارن A ماتریس اگر (۵)
آن ویژه  مقادیر همه  اگر تنها و اگر است مثبت) معین (نیمه مثبت معین A ماتریس (۶)

باشند. (نامنفͬ) مثبت
ͬ باشند. م ی΄سان ویژه مقادیر دارای P−١AP و A آن گاه باشد، نامنفرد ماتریس ΁ی P اگر (٧)
ͬ باشند. م ی΄سان ویژه مقادیر دارای C⊤AC و A آن گاه باشد، متعامد ماتریس ΁ی H اگر (٨)

آن گاه باشند. نامنفرد ماتریس دو B و A کنید فرض آ. ١ . ۴. قضیه
است.) اس΄الر k) (kA)−١ = k−١A−١ (١)

(AB)−١ = B−١A−١ (٢)
.A−١ = diag(a−١١١ , . . . , a−١

pp ) آن گاه A = diag(a١١, . . . , app) اگر (٣)
دو Dq×p ،Bp×p آن در ١−(A+BCD)که = A−١ −A−١B(C−١ +DA−١B)−١DA−١ (۴)

است. نامنفرد ماتریس Cq×q و هستند ماتریس

است، شده افراز A =

 A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

 صورت به که A(p× p) متقارن ماتریس برای (۵)

A−١ =

 A−٢·١١١ −A−٢·١١١A١٢A−١٢٢
−A−١٢٢A٢١A−٢·١١١ A−١·١٢٢


=

 A−٢·١١١ −A−١١١ A١٢A−١·١٢٢
−A−١·١٢٢A٢١A−١١١ A−١·١٢٢

 , (آ. ١)

ͬ شود م (فرض .A١·٢٢ = A٢٢ − A٢١A−١١١ A١٢ ،A٢·١١ = A١١ − A١٢A−١٢٢A٢١ که
باشند). موجود A−١·١٢٢ و A−٢·١١١ ، A−١٢٢ ، A−١١١ ماتریس های

ͬ شود. م نامیده A٢٢ شور متمم A٢·١١ و A١١ شور متمم A١·٢٢



١۴۵ ها توزیع و ریاضͬ توابع

باشد شده افراز زیر به صورت A مثبت معین ماتریس کنید فرض آ. ١ . ۵. قضیه

A =

 A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

 ,

آن گاه ،A٢·١١ = A١١ −A١٢A−١٢٢A٢١ اگر است. q × q ماتریس A١١ که
A−٢·١١١ = A−١١١ +A−١١١ A١٢A−١·١٢٢A٢١A−١١١ .

ماتریس آن گاه باشد. متقارن ماتریس ΁ی Ap×p کنید فرض طیفͬ). (تجزیه آ. ١ . ۶ قضیه
که طوری به دارد وجود H متعامد

A = HDH⊤,

است. A ماتریس ویژه مقادیر آن قطر روی درایه های که است قطری ماتریس D و
ماتریس با تصادفͬ بردار Y p×١ و ثابت Bm×p و Ak×p ماتریس های کنید فرض آ. ١ . ٧. قضیه

آن گاه ،w = BY و z = AY همچنین باشد، Σ کوواریانس
Cov(z) = Cov(AY ) = AΣA⊤,

Cov(z,w) = Cov(AY ,BY ) = AΣB⊤.

ماتریس و µ میانگین بردار با تصادفͬ بردار Y ثابت، متقارن ماتریس A اگر آ. ١ . ٨. قضیه
آن گاه باشند، Σ واریانس‐کوواریانس

E(Y ⊤AY ) = tr(AΣ) + µ⊤Aµ.

ها توزیع و ریاضͬ توابع آ. ٢
شده اشاره آنها به رساله این در که آماری توزیع چند احتمال چ·الͬ تابع ش΄ل بخش این در

ͬ شود. م بیان است،
به صورت گاما تابع ،(n− ٢/(١ از بزرگتر t حقیقͬ مقدار هر ازای به گاما). (تابع آ. ٢ . ١ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر
Γ(a) =

∫ ١
٠ ya−١ exp{−y}dy = (a− ١)!.

ͬ شود م تعریف زیر به صورت بتا تابع ،b و a حقیقͬ مقدار دو هر ازای به بتا). (تابع آ. ٢ . ٢ تعریف
B(a, b) =

∫ ١
٠ xa−١)١ − x)b−١dx =

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.



اساسͬ قضایای و لم ها ١۴۶ تعاریف،

،. . . ،b١ و ap ،. . . ،a١ حقیقͬ مقادیر ازای به .( یافته تعمیم هندسͬ فوق (تابع آ. ٢ . ٣ تعریف
شود مͬ تعریف زیر به صورت تعمیم یافته فوق هندسͬ تابع ،bq

pFq(a١, . . . , ap; b١, . . . , bq; z) =
∞∑
٠

(a١)k . . . (ap)k
(b١)k . . . (bq)k

× zk

k!
,

ͬ باشد. م (a)k = a(a+ ١) · · · (a+ k − ١) آن در که
با متغیره p نرمال توزیع دارای X تصادفͬ بردار متغیره). چند نرمال (توزیع آ. ٢ . ۴ تعریف
نشان X ∼ Np(µ,Σ) نماد با را آن و است Σ واریانس‐کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار

باشد زیر صورت به آن احتمال چ·الͬ تابع هرگاه ͬ دهند، م
f(x) =

١
(٢π)p/٢ | Σ |١/٢ exp

{
−(x− µ)⊤Σ−١(x− µ)

٢
}
, x,µ ∈ Rp,Σ ∈ Rp×p.

باشد، Y ∼ Np(µ,Σ) و ثابت متقارن ماتریس Ap×p ثابت، Bk×p ماتریس اگر آ. ٢ . ١. قضیه
.BΣA = o اگر فقط و اگر مستقلند هم از BY و Y ⊤AY آن گاه

و Y ⊤AY آن گاه باشد، Y ∼ Np(µ,Σ) و ثابت متقارن ماتریس های B و A اگر آ. ٢ . ٢. قضیه
.AΣB = o اگر فقط و اگر مستقلند هم از Y ⊤BY

توزیع دارای U = X⊤X آ ن گاه باشد، X ∼ Np(٠, I) اگر مرکزی). ͬ دو ک (توزیع آ. ٢ . ۵ تعریف
چ·الͬ تابع و ͬ دهند م نشان U ∼ χ٢

p نماد با را آن که است آزادی درجه p با مرکزی ͬ دو ک
است: زیر به صورت آن احتمال

f(u) =
u

p١−٢
٢ p٢Γ( p٢)

exp

{
−u
٢
}
, u > ٠.

U = X⊤X متغیر آن گاه باشد، X ∼ Np(µ, Ip) اگر غیرمرکزی). ͬ دو ک (توزیع آ. ٢ . ۶ تعریف
نماد با و دارد ∆٢ = ١٢µ⊤µ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه p با مرکزی غیر ͬ دو ک توزیع

ͬ باشد: م زیر به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع ͬ دهند. م نشان U ∼ χ٢
p(∆

٢)

f(u) =

∞∑
k=٠

P (K = k)gp+٢k(u),

احتمال چ·الͬ تابع gp+٢k(u) و δ٢ میانگین با پواسن توزیع از تصادفͬ متغیر ΁ی K آن در که
است. آزادی درجه p+ ٢k با مرکزی ͬ دو ک

A اگر فقط و اگر است Y ⊤AY ∼ χ٢
r (∆

٢) آن گاه باشد، Y ∼ Np(µ,σ
٢Ip) اگر آ. ٢ . ٣. قضیه

.∆٢ = µ⊤Aµ

٢σ٢ آن در که باشد r رتبه با خودتوان
آن گاه باشد Y ∼ Np(µ,Σ) و r رتبه با ثابت متقارن ماتریس Ap×p کنید فرض آ. ٢ . ۴. قضیه
در که باشد خودتوان AΣ که است آن باشد Y ⊤AY ∼ χ٢

r (∆
٢) که آن برای وکافͬ لازم شرط

.∆ = µ⊤Aµ٢ آن



١۴٧ هم·رایی ها

توزیع از بعدی p بردار Z = (Z١, . . . ,Zp)
⊤ کنید فرض (١٩٧٨ باک، و (جاج آ. ٢ . ۵. قضیه

،ϕ پذیر اندازه تابع هر به ازای باشد. Np(µ, Ip)

E
[
Zϕ(Z⊤Z)

]
= µE

[
ϕ(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
.

توزیع از بعدی p بردار Z = (Z١, . . . ,Zp)
⊤ کنید فرض (١٩٧٨ باک، و (جاج آ. ٢ . ۶. قضیه

،ϕ پذیر اندازه تابع هر به ازای باشد. Np(µ, Ip)

E
[
ZZ⊤ϕ(Z⊤Z)

]
= IpE

[
ϕ(χ٢

p+(٢∆)٢)
]
+ µµ⊤E

[
ϕ(χ٢

p+۴(∆٢))
]
.

آن گاه باشند، ی΄دی·ر از مستقل U٢ ∼ χ٢
p٢ و U١ ∼ χ٢

p١ اگر مرکزی). فیشر (توزیع آ. ٢ . ٧ تعریف
V ∼ Fp١,p٢ نماد با را آن که است آزادی درجه p٢ و p١ با مرکزی فیشر توزیع دارای V =

U١/p١
U٢/p٢

ͬ باشد م زیر به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع و دهند مͬ نشان

f(v) =
١

B(
p١٢ ,

p٢٢ )
×

p
p١٢١ p

p٢٢٢ v
p١٢ −١

(p٢ + p١v)
p١+p٢٢

, v > ٠.

ی΄دی·ر از مستقل U٢ ∼ χ٢
p٢ و U١ ∼ χ٢

p١(∆
٢) اگر مرکزی). غیر فیشر (توزیع آ. ٢ . ٨ تعریف

مرکزی غیر پارامتر و آزادی درجه p٢ و p١ با مرکزی فیشر توزیع دارای V =
U١/p١
U٢/p٢ آن گاه باشند،

به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع و ͬ دهند م نشان V ∼ Fp١,p٢(∆
٢) نماد با را آن که است ∆٢

ͬ باشد م زیر

f(v) =١ F١
(p١ + p٢(٢ ;

p١٢ ;

p٢∆١
٢p٢ v١ +

p١
p٢ v

×
v

p١٢ −١( p١
p٢ )

p١٢

B(
p١٢ ,

p٢٢ )(١ +
p١
p٢ v)

(p١+p٢)

٢
exp{−∆٢}.

هم·رایی ها آ. ٣
غیرقابل پیشامدهای از دنباله ΁ی داشت انتظار ͬ توان م که را ایده این تصادفͬ هم·رایی های

ͬ کنند. م فرمول بندی گیرند، قرار ال·و ΁ی در تصادفͬ ذاتا یا پیش بینͬ
به . . . ،X٢ ،X١ مقدار حقیقͬ تصادفͬ متغیرهای دنباله توزیع). در (هم·رایی آ. ٣ . ١ تعریف

اگر است توزیع در هم·را ،X تصادفͬ متغیر
lim
n→∞

Fn(x) = F (x) ∀x ∈ R,

است. پیوسته F و X و Xn تصادفͬ متغیرهای از تجمعͬ توزیع تابع ترتیب به F و Fn آن در که
ͬ شود. م استفاده توزیع در هم·رایی دادن نشان برای Xn

D→ X نماد از
متغیر به احتمال در تصادفͬ متغیرهای {Xn} دنباله احتمال). در (هم·رایی آ. ٣ . ٢ تعریف

اگر است هم·را ،X تصادفͬ
∀ε > ٠ lim

n→∞
P (|Xn −X| > ε) = ٠.



اساسͬ قضایای و لم ها ١۴٨ تعاریف،

این اوقات گاهͬ ͬ شود. م استفاده احتمال در هم·رایی دادن نشان برای Xn
P→ X نماد از

ͬ دهند. م نشان plimn→∞Xn = X به صورت را هم·رایی
در غیرمعمول مشاهده ΁ی احتمال که است این احتمال در هم·رایی تعریف اساسͬ ایده
احتمال در هم·رایی مفهوم ͬ شود. م کوچ΄تر و ΁کوچ آن، جمله های افرایش با دنباله ΁ی
کمیت به احتمال در اگر است سازگار برآوردگر ΁ی مثال، برای ͬ شود. م استفاده بسیار آمار در

باشد. هم·را برآوردشده
هم·رای ،X تصادفͬ متغیر به {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله .(a.s. (هم·رایی آ. ٣ . ٣ تعریف

اگر است (a.s.) کامل تقریبا
P
(
lim
n→∞

Xn = X
)
= ١.

این اوقات گاهͬ ͬ شود. م استفاده توزیع در هم·رایی دادن نشان برای Xn
a.s.→ X نماد از

ͬ دهند. م نشان plimn→∞Xn = X به صورت را هم·رایی
΁ی به آن آرگومان وقتͬ را تابع ΁ی حدی رفتار که است ریاضͬ نماد ΁ی بزرگ O نماد
توابع مجانبی رفتار مقایسه برای معمولا و ͬ دهد م نشان ͬ کند، م میل بی نهایت یا ثابت مقدار

ͬ رود. م به کار
تعریف حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه ای روی که باشند توابعͬ g و f کنید فرض آ. ٣ . ۴. تعریف
باشد داشته وجود M مثبت ثابت اگر فقط و اگر f(x) = O(g(x)) ،x → ∞ وقتͬ شده اند.
قدرمطلق برابر M حداکثر f(x) مطلق قدر ،x بزرگ کافͬ به اندازه مقادیر برای به طوری که
وجود x٠ حقیقͬ عدد و M مثبت حقیقͬ عدد اگر f(x) = O(g(x)) دی·ر، به عبارت باشد. g(x)

به طوری که باشد داشته
∀x ≥ x٠ |f(x)| ≤M |g(x)|.

که ͬ شود م بیان سادگͬ به فقط و ͬ شود نم گرفته نظر در x→ ∞ پذیره معمولا
f(x) = O(g(x)).

تعریف حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه ای روی که باشند توابعͬ g و f کنید فرض آ. ٣ . ۵. تعریف
N ثابت ،ε مثبت ثابت برای که است معنͬ بدین f(x) = o(g(x)) ،x → ∞ وقتͬ است. شده

که به طوری دارد وجود
∀x ≥ N |f(x)| ≤ ε|g(x)|.

ͬ کند. م پیدا افزایش f(x) از سریعتر بسیار g(x) که ͬ کند م بیان f(x) = o(g(x)) عبارت
برای o و است برقرار M ثابت ΁ی حداقل برای O که است این در o و O تفاوت کنید دقت
بیان O نماد از قوی تری عبارت o نماد راستا، این در باشد. برقرار ε ΁کوچ مثبت ثابت هر

نیست. برقرار آن عکس اما است نیز O(g) باشد، o(g) که تابعͬ هر ͬ کند. م
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رابطه باشد، غیرصفر مشخص، نقطه ΁ی همسای·ͬ در حداقل یا باشد، غیرصفر g(x) اگر
با است معادل f(x) = o(g(x))

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ٠.

نماد ،an ثابت های از متناظر مجموعه و Xn تصادفͬ متغیرهای مجموعه برای آ. ٣ . ۶. تعریف
به Xn/an مقادیر کند، میل مناسبی حد به n ͬ که هنگام که است معنͬ بدین Xn = op(an)

شود نوشته Xn/an = op(١) به صورت ͬ تواند م Xn = op(an) معادل، به طور باشد. هم·را صفر
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Xn = op(١) که

∀ε > ٠ lim
n→∞

P (|Xn| ≥ ε) = ٠.
نماد ،an ثابت های از متناظر مجموعه و Xn تصادفͬ متغیرهای مجموعه برای آ. ٣ . ٧. تعریف
به عبارت هستند. کران دار تصادفͬ به طور Xn/an مقادیر که است معنͬ بدین Xn = Op(an)

به طوری که دارند وجود M,N > ٠ متناهͬ اعداد ،ε > ٠ هر برای دی·ر،
∀n > N P (|Xn/an| > M) < ε.

آن گاه:  شود استفاده حد تعریف از اگر است. جزئͬ Op و op تعریف های بین تفاوت
∀ε ∃Nε, δε P (|Xn| ≥ δε) ≤ ε ∀n > Nε :Op(١)

∀ε, δ ∃Nε,δ, δε P (|Xn| ≥ δ) ≤ ε ∀n > Nε,δ :op(١)
باشد داشته وجود بزرگ) (نسبتا δ ΁ی باید تصادفͬ، کرانداری برای دارد. قرار δ در تفاوت
برای دی·ر، به عبارت باشد. (δε (اینجا، ε به وابسته ͬ تواند م δ و کند صدق نامساوی در که
باشد. برقرار δ دلخواه ΁کوچ مقدار هر برای باید بل΄ه مقدار ΁ی برای فقط نه عبارت هم·رایی
ͬ کند، م پیدا افزایش نمونه حجم وقتͬ که باشد کراندار باید که است معنͬ بدین حالت، این در
به عبارت .Op(١) آن گاه باشد، op(١) دنباله ΁ی اگر راستا، این در ͬ شود. م کوچ΄تر آن کران

نیست. برقرار آن عکس اما ͬ دهد م نتیجه را تصادفͬ کرانداری احتمال، در هم·رایی دی·ر،
X = (X١, . . . , Xk) و Xn = (Xn١, . . . , Xnk) کنید فرض کرامر‐والد). (قضیه آ. ٣ . ١ قضیه
و اگر هم·راست مجانبی به طور X به توزیع در Xn آن گاه باشند. بعدی k تصادفͬ بردارهای

،(t١, . . . , tk) دلخواه بردار به ازای اگر فقط
k∑
i=١

tiXni
D→

k∑
i=١

tiXi.

مستقل تصادفͬ متغیرهای ... و X٢ ،X١ کنید فرض هاج΁‐سیداک). (قضیه آ. ٣ . ٢ قضیه
ثابت ها بردار an = (an١, . . . , ann) اگر باشند. σ٢ متناهͬ واریانس و µ میانگین با هم توزیع و

ͬ کند، م میل بی نهایت به سمت n وقتͬ به طوری که باشد
max١≤i≤n

a٢
ni∑n

j=١ a٢
nj

→ ٠,



اساسͬ قضایای و لم ها ١۵٠ تعاریف،

n∑آن گاه
i=١ ani(Xi − µ)

σ
√∑n

j=١ a٢
nj

D→ N (٠, ١).

تصادفͬ ماتریس های از دنباله ای {Yn} و {Xn} کنید فرض اسلاس΄ͬ). (قضیه آ. ٣ . ٣ قضیه
آن گاه باشد، هم·را c ثابت به احتمال در Yn و X تصادفͬ متغیر به توزیع در Xn اگر باشد.

Xn + Yn
D→ X + c

XnYn
D→ cX

Xn/Yn
D→ X/c, c ̸= ٠.

خاص توابع برخͬ آ. ۴
است، متقارن چوله تابع ΁ی F : Rn → R متغیره n تابع هر متقارن). چوله (تابع آ. ۴ . ١ تعریف

دی·ر به عبارت دهد. تغییر دلخواهͬ تبدیل هر تحت را مولفه ها علامت اگر
F (x١, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = −F (x١, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn).

است. متغیر دو از تابعͬ کرونکر دلتای تابع ریاضیات، در کرونکر). دلتای (تابع آ. ۴ . ٢ تعریف

بود. خواهد صفر با برابر صورت این غیر در و باشند برابر متغیرها اگر ͬ پذیرد، م را ١ مقدار تابع

δij =


٠ i ̸= j

١ i = j

متغیر هاست. از تکه ای‐خطͬ تابع δij کرونکر دلتای که
با برابر مولفه هایی In همانͬ ماتریس خطͬ، جبر در .δ٣ ٣ = ١ و δ١ ٢ = ٠ مثال، به عنوان

ͬ پذیرد). م را n ،. . . ،١ مقادیر j و i که Iij = δij) دارد کرونکر دلتای
شده تعریف حقیقͬ بردارهای فضای از محدب زیرمجموعه ΁ی روی که f تابع آ. ۴ . ٣. تعریف
ͬ شود م نامیده سوپرمحدب یا ل·اریتم‐محدب تابع پذیرد، مͬ را مثبت مقادیر فقط و است

باشد. محدب تابع ΁ی f تابع با ل·اریتم تابع ترکیب ،log o f = log(f(x)) اگر
همچنان ترکیب اگر بنابراین ͬ کاهد، م اولیه تابع تحدب از توجهͬ قابل به طور ل·اریتم، تابع
محدب تابع ΁ی ابتدا از f اولیه تابع که است معنͬ بدین کند، حفظ را بودن محدب ویژگͬ

است. شده استفاده سوپرمحدب واژه از بنابراین و است بوده
log o f و exp صعودی تابع از ترکیبی زیرا است محدب تابع ΁ی f ل·اریتم‐محدب تابع
مثلا نیست. درست مطلب این عکس اما است. محدب تابع ΁ی است شده فرض که است
محدب تابع log o g : x → log x٢ = ٢ log |x| اما است محدب تابع ΁ی g : x → x٢ کنید فرض
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‐ ل·اریتم تابع x→ exp{x٢} دی·ر، طرف از نیست. ل·اریتم‐محدب تابع g بنابراین و نیست
ل·اریتم‐محدبِ ، تابع معروفترین است. محدب تابع x→ log exp{x٢} = x٢ زیرا است محدب

ͬ باشد. م حقیقͬ اعداد روی گاما تابع





پیوستب
رایانه ای برنامه های از  گزیده ای

٢ . ١ نمودار

#Fucntion E[\chi_{p+2}^{-2} (\Delta^2)]

Echi2.2<-function(p,D){

r=seq(0,50,1); exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r)))}

#Fucntion E[\chi_{p+2}^{-4} (\Delta^2)]

Echi2.4<-function(p,D){

r=seq(0,50,1);

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r))*(1/(p+2*r-2)))}

#Fucntion E[\chi_{p+4}^{-2} (\Delta^2)]

Echi4.2<-function(p,D){

r=seq(0,50,1);

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r-2)))}

#Fucntion E[\chi_{p+4}^{-4} (\Delta^2)]

Echi4.4<-function(p,D){

r=seq(0,50,1);

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r))*(1/(p+2*r+2)))}
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#Fucntion E[\chi_{p+2}^{-2} (\Delta^2) I(\chi_{p+2}^2(D)<c)]

EchiI2.2<-function(p,D){

c=p-2

r=seq(0,50,1);

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r))*pchisq(c,df=p+2*r))}

#Fucntion E[\chi_{p+2}^{-4} (|Delta^2) I(\chi_{p+2}^2(D)<c)]

EchiI2.4<-function(p,D){

c=p-2

r=seq(0,50,1)

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r))

*(1/(p-2+2*r))*pchisq(c,df=p-2+2*r))}

#Fucntion E[\chi_{p+4}^{-2} (\Delta^2) I(\chi_{p+4}^2(D)<c)]

EchiI4.2<-function(p,D){

c=p-2

r=seq(0,50,1)

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r+2))

*pchisq(c,df=p+2*r+2))}

#Fucntion E[\chi_{p+4}^{-4} (\Delta^2) I(\chi_{p+4}^2(D)<c)]

EchiI4.4<-function(p,D){

c=p-2

r=seq(0,50,1)

exp(-(D/2))*sum((1/factorial(r) )*((D/2)^r)*(1/(p+2*r+2))*(1/(p+2*r))

*pchisq(c,df=p+2*r))}

Echi2.2<-Vectorize(Echi2.2)

Echi2.4<-Vectorize(Echi2.4)

Echi4.2<-Vectorize(Echi4.2)

Echi4.4<-Vectorize(Echi4.4)

EchiI2.2<-Vectorize(EchiI2.2)

EchiI2.4<-Vectorize(EchiI2.4)

EchiI4.2<-Vectorize(EchiI4.2)

EchiI4.4<-Vectorize(EchiI4.4)

H=function(p,nu,alpha,D){ # H_{nu}(\chi_p^2(\alpha);Delta2)

a=qchisq(alpha,df=p,lower.tail=FALSE)

pchisq(a,df=nu,ncp=D,lower.tail=TRUE)}
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h1 <- function(p,D){

c=p-2;

c * Echi2.2(p,D) + pchisq(c,df=p+2,ncp=D,lower.tail=TRUE) - c * EchiI2.2(p,D)}

h2 <- function(p,alpha,D){

2*H(p,p+2,alpha,D)-H(p,p+4,alpha,D)}

h3 <- function(p,D){

c=p-2; 2 * Echi2.2(p,D) - c*Echi2.4(p,D)}

h4 <- function(p,D){

c=p-2; s1 = 2*pchisq(c,df=p+2,ncp=D,lower.tail=TRUE) - 2 * c * EchiI2.2(p,D)

s2 = pchisq(c,df=p+4,ncp=D,lower.tail=TRUE) - 2 * c * EchiI4.2(p,D)

+ (c^2) * EchiI4.4(p,D)

return(s1 - s2)}

B1=function(p,D){

c=p-2; pchisq(c,df=p+2,ncp=D,lower.tail=TRUE)-c*EchiI2.2(p,D) }

B2=function(p,D){

c=p-2

pchisq(c,df=p+2,ncp=D,lower.tail=TRUE)-2*c*EchiI2.2(p,D)

+(c^2)*EchiI2.4(p,D)}

ADB_U=function(p,k,eta,alpha,D) ((k^2)*eta*D)/((1+k)^2)

ADB_PT=function(p,k,eta,alpha,D){

com = (eta*D)/((1+k)^2)

dif = (k^2)+((H(p,p+2,alpha,D))^2)+(2*k*H(p,p+2,alpha,D))

return(com * dif)}

ADB_S=function(p,k,eta,alpha,D){

c=p-2; com = (eta*D)/((1+k)^2)

dif = (k^2)+(2*c*k*Echi2.2(p,D))+((c^2)*((Echi2.2(p,D))^2))

return(com * dif)}

ADB_PR=function(p,k,eta,alpha,D){

c=p-2; com = (eta*D)/((1+k)^2)

dif = (k^2)+(2*k*h1(p,D))+((h1(p,D))^2)

return(com * dif)}

############

# Figure 1 #

############
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rm(list=ls())

set.seed(2231346)

library(reshape)

library(ggplot2)

multiplot <- function(..., plotlist=NULL, file, cols=1, layout=NULL) {

library(grid)

# Make a list from the ... arguments and plotlist

plots <- c(list(...), plotlist)

numPlots = length(plots)

# If layout is NULL, then use 'cols' to determine layout

if (is.null(layout)) {

layout <- matrix(seq(1, cols * ceiling(numPlots/cols)),

ncol = cols, nrow = ceiling(numPlots/cols)) }

if (numPlots==1) {

print(plots[[1]])

} else {

grid.newpage()

pushViewport(viewport(layout = grid.layout(nrow(layout), ncol(layout))))

# Make each plot, in the correct location

for (i in 1:numPlots) {

# Get the i,j matrix positions of the regions that contain this subplot

matchidx <- as.data.frame(which(layout == i, arr.ind = TRUE))

print(plots[[i]], vp = viewport(layout.pos.row = matchidx$row,

layout.pos.col = matchidx$col))}}}

D.vec=seq(0,20,1)

p=5;k=0.1;eta=1;alpha=0.01

ADQB1.a <- matrix(0,nr = length(D.vec), nc = 4)

colnames(ADQB1.a) <- c("URME", "PTRME" , "SRME" , "PRRME")

ADQB1.a[,1] <- ADB_U(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB1.a[,2] <- ADB_PT(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB1.a[,3] <- ADB_S(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB1.a[,4] <- ADB_PR(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB1.a <- as.data.frame(cbind(D.vec,ADQB1.a))

ADQB1.a <- melt(ADQB1.a, id = "D.vec", variable_name = "Estimators")
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# Plot

a1 = ggplot(ADQB1.a, aes(x = D.vec , y = value )) +

geom_line(aes(linetype = Estimators),size = 0.1) +

geom_point(aes(shape = Estimators))+

labs(title = bquote( paste(alpha ==.(alpha))),x=expression(Delta^2),

y= "ADQB")+

theme_classic()+

theme(legend.background = element_rect(colour = "black"))+

theme(legend.position = c(0.9, .75))+

ylim(0,3.2)

D.vec=seq(0,20,1)

p=5;k=0.1;eta=1;alpha=0.05

ADQB2.a <- matrix(0,nr = length(D.vec), nc = 4)

colnames(ADQB2.a) <- c("URME", "PTRME" , "SRME" , "PRRME")

ADQB2.a[,1] <- ADB_U(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB2.a[,2] <- ADB_PT(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB2.a[,3] <- ADB_S(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB2.a[,4] <- ADB_PR(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB2.a <- as.data.frame(cbind(D.vec,ADQB2.a))

ADQB2.a <- melt(ADQB2.a, id = "D.vec", variable_name = "Estimators")

# Plot

a2 = ggplot(ADQB2.a, aes(x = D.vec , y = value )) +

geom_line(aes(linetype = Estimators),size = 0.1) +

geom_point(aes(shape = Estimators))+

labs(title = bquote( paste(alpha ==.(alpha))),x=expression(Delta^2),

y= "ADQB")+

theme_classic()+

theme(legend.background = element_rect(colour = "black"))+

theme(legend.position = "none")+

ylim(0,3.2)

D.vec=seq(0,20,1)

p=5;k=0.1;eta=1;alpha=0.1

ADQB3.a <- matrix(0,nr = length(D.vec), nc = 4)

colnames(ADQB3.a) <- c("URME", "PTRME" , "SRME" , "PRRME")
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ADQB3.a[,1] <- ADB_U(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB3.a[,2] <- ADB_PT(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB3.a[,3] <- ADB_S(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB3.a[,4] <- ADB_PR(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB3.a <- as.data.frame(cbind(D.vec,ADQB3.a))

ADQB3.a <- melt(ADQB3.a, id = "D.vec", variable_name = "Estimators")

# Plot

a3 = ggplot(ADQB3.a, aes(x = D.vec , y = value )) +

geom_line(aes(linetype = Estimators),size = 0.1) +

geom_point(aes(shape = Estimators))+

labs(title = bquote( paste(alpha ==.(alpha))),x=expression(Delta^2),

y= "ADQB")+

theme_classic()+

theme(legend.background = element_rect(colour = "black"))+

theme(legend.position ="none")+

ylim(0,3.2)

D.vec=seq(0,20,1)

p=5;k=0.1;eta=1;alpha=0.2

ADQB4.a <- matrix(0,nr = length(D.vec), nc = 4)

colnames(ADQB4.a) <- c("URME", "PTRME" , "SRME" , "PRRME")

ADQB4.a[,1] <- ADB_U(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB4.a[,2] <- ADB_PT(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB4.a[,3] <- ADB_S(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB4.a[,4] <- ADB_PR(p,k,eta,alpha,D.vec)

ADQB4.a <- as.data.frame(cbind(D.vec,ADQB4.a))

ADQB4.a <- melt(ADQB4.a, id = "D.vec", variable_name = "Estimators")

# Plot

a4 = ggplot(ADQB4.a, aes(x = D.vec , y = value )) +

geom_line(aes(linetype = Estimators),size = 0.1) +

geom_point(aes(shape = Estimators))+

labs(title = bquote( paste(alpha ==.(alpha))),x=expression(Delta^2),

y= "ADQB")+

theme_classic()+

theme(legend.background = element_rect(colour = "black"))+
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theme(legend.position ="none")+

ylim(0,3.2)

multiplot(a1, a3, a2, a4, cols=2)

٢ . ٣ جدول
require(MASS);require(robustlmm);require(mnormt);library(formattable)

rm(list=ls()) #clear the environment

set.seed(12345432)

N=1000

n=50;

rho2<-c(0.85,0.999)

lambda<-c(0.1,0.2)

D2<-c(0,0.01,0.1,0.5,1,2,5,10,20,30)

length(D2)

p=30; sigma=1; alpha=0.1;n.res<-n-p+1

mat.UM<-mat.RUM<-mat.RRM<-mat.RPTM<-mat.RSM<-mat.PRM<-

mat.RIPM<-matrix(0,nc=N,nr=p)

r.UM<-r.RUM<-r.RRM<-r.RPTM<-r.RSM<-r.PRM<-r.RIPM<-matrix(0,nc=1,nr=N)

Result.mat<-matrix(0,nrow = (length(D2)*length(rho2)),ncol = 8)

for(iter.rho in 1:length(rho2)){

Z=matrix(rnorm(n*(p+1)),nr=n,nc=p+1)

X=matrix(0,nr=n,nc=p)

for(i in 1:n){

for(j in 1:p){

X[i,j]=(sqrt(1-rho2[iter.rho]))*Z[i,j]+sqrt(rho2[iter.rho])*Z[i,p+1]}}

for(iter.D2 in 1:length(D2)){

beta=matrix(c(0,0,0,0,D2[iter.D2]),nr=p,nc=1)

for(iter.lam in 1:length(lambda)){

for(iter in 1:N){

e=matrix(n*lambda[iter.lam]*rnorm(n,mean=0,sd=5)+

(1-n*lambda[iter.lam])*rnorm(n,mean=0,sd=1),nr=n,nc=1)

Y=X%*%beta+e

data=cbind.data.frame(X,Y)

fit=lm(Y~.,data=data)
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res.order<-sort(abs(fit$residuals))

s.n<-2.1*median(res.order[((n-n.res)+1):n])

fit.m=rlm(X,Y,maxit = 10000)

U.M<-as.matrix(fit.m$coefficients)

C=(t(X)%*%X)/n

M<-function(b) apply(huberPsi@psi((Y-X%*%b)/s.n, 1.345)*X,2,sum)/sqrt(n)

#fit.rm<-rlm(X,Y,maxit = 100000)

R.M<-rep(0,p)#as.matrix(fit.rm$coefficients)

S2<-sum(((huberPsi@psi((Y-X%*%R.M)/s.n, 1.345))^2))/n

Te.M<-(t(M(R.M))%*%solve(C)%*%M(R.M))/S2; Te.M<-drop(Te.M)

U.Te.M<-qchisq(alpha,df=p,ncp=0,lower.tail = FALSE)

D=U.M-R.M

PT.M<-U.M*as.integer(Te.M>U.Te.M)+R.M*as.integer(Te.M<=U.Te.M)

c=(p-2)

s<-fit.m$s

S.M<-R.M+(1-(c/Te.M))*D

#IPT.M<-S.M*as.integer(Te.M>U.Te.M)+R.M*as.integer(Te.M<=U.Te.M)

PR.S.M<-R.M+max((1-(c/Te.M)),0)*D

k1<-drop((p*s)/(t(U.M)%*%U.M))

R<-function(k) solve(diag(1,p)+k*solve(C))

R.U.M<-R(k1)%*%U.M

R.R.M<-R(k1)%*%R.M

R.PT.M<-R(k1)%*%PT.M

R.S.M<-R(k1)%*%S.M

R.PR.S.M<-R(k1)%*%PR.S.M

# R.IPT.M<-R(k1)%*%IPT.M

mat.RUM[,iter]<-R.U.M

mat.RRM[,iter]<-R.R.M

mat.RPTM[,iter]<-R.PT.M

mat.RSM[,iter]<-R.S.M

mat.PRM[,iter]<-R.PR.S.M

# mat.RIPM[,iter]<-R.IPT.M

r.RUM[iter,]<-t(mat.RUM[,iter]-beta)%*%(mat.RUM[,iter]-beta)

r.RRM[iter,]<-t(mat.RRM[,iter]-beta)%*%(mat.RRM[,iter]-beta)
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r.RPTM[iter,]<-t(mat.RPTM[,iter]-beta)%*%(mat.RPTM[,iter]-beta)

r.RSM[iter,]<-t(mat.RSM[,iter]-beta)%*%(mat.RSM[,iter]-beta)

r.PRM[iter,]<-t(mat.PRM[,iter]-beta)%*%(mat.PRM[,iter]-beta)

r.RIPM[iter,]<-t(mat.RIPM[,iter]-beta)%*%(mat.RIPM[,iter]-beta) }

risk.RUM=apply(r.RUM,2,mean)

risk.RRM=apply(r.RRM,2,mean)

risk.RPTM=apply(r.RPTM,2,mean)

risk.RSM=apply(r.RSM,2,mean)

risk.PRM=apply(r.PRM,2,mean)

result=cbind(mean(risk.RUM),mean(risk.RRM),mean(risk.RPTM),

mean(risk.RSM),mean(risk.PRM))

#plot(result[1,])

R.E.1=result[,1]/result[,1]

R.E.2=result[,1]/result[,2]

R.E.3=result[,1]/result[,3]

R.E.4=result[,1]/result[,4]

R.E.5=result[,1]/result[,5]

if(iter.rho==1){

if(iter.lam==1){

Result.mat[iter.D2,iter.lam]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2,iter.lam+1]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2,iter.lam+2]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2,iter.lam+3]<-R.E.5}

else{

Result.mat[iter.D2,iter.lam+3]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2,iter.lam+4]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2,iter.lam+5]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2,iter.lam+6]<-R.E.5}}

if(iter.rho==2){

if(iter.lam==1){

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+1]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+2]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+3]<-R.E.5}
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else{

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+3]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+4]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+5]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+10,iter.lam+6]<-R.E.5}}

if(iter.rho==3){

if(iter.lam==1){

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+1]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+2]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+3]<-R.E.5}

else{

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+3]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+4]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+5]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+20,iter.lam+6]<-R.E.5}}

if(iter.rho==4){

if(iter.lam==1){

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+1]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+2]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+3]<-R.E.5}

else{

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+3]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+4]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+5]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+30,iter.lam+6]<-R.E.5}}

if(iter.rho==5){

if(iter.lam==1){

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+1]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+2]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+3]<-R.E.5}

else{
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Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+3]<-R.E.2

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+4]<-R.E.3

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+5]<-R.E.4

Result.mat[iter.D2+40,iter.lam+6]<-R.E.5}} }}}

Result.mat

۵ . ٣ جدول
library(datasets)

data(state)

data <- data.frame(state.x77,row.names=state.abb,check.names=T)

summary(data)

p=7

X=as.matrix(data[,-4])

Y=as.matrix(data[,4])

H=diag(1,7,7)

#First

#h=matrix(c(0,0,10,0.2,0.7,0.06,0),nc=1)

#Second

h=matrix(c(0,0,0,0,0,0,0),nc=1)

q=nrow(H)

alpha1=0.01;alpha2=0.05;alpha3=0.10

EST<-function(data){

X=as.matrix(data[,-c(4,9)])

Y=as.matrix(data[,4])

n=nrow(X)

p=ncol(X)

m=n-p

K=((q-2)*m)/((m+2))

C=t(X)%*%X

C.Inv=solve(C)

ols<-C.Inv%*%t(X)%*%Y

s=cv.glmnet(X,Y)$lambda.min

fit=glmnet(X,Y,alpha=1)

UL=coef(fit,s=s)
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UL<-as.matrix(UL) [-1]

RL<-UL-C.Inv%*%t(H)%*%solve(H%*%C.Inv%*%t(H))%*%(H%*%UL-h)

s2=(t(Y-X%*%ols)%*%(Y-X%*%ols))/m

t.S<-((t(H%*%ols-h)%*%solve(H%*%C.Inv%*%t(H))%*%(H%*%ols-h))/s2)

t.s<-drop(t.S)

U.L.1=qchisq(alpha1,q,lower.tail=FALSE)

U.L.2=qchisq(alpha2,q,lower.tail=FALSE)

U.L.3=qchisq(alpha3,q,lower.tail=FALSE)

if(as.integer(t.S <= U.L.1)==1) PTL1=RL else PTL1=UL

if(as.integer(t.S <= U.L.2)==1) PTL2=RL else PTL2=UL

if(as.integer(t.S <= U.L.3)==1) PTL3=RL else PTL3=UL

a=as.numeric(K/t.S)

SL=UL-a*(UL-RL)

PRL=SL-(1-a)*as.integer(t.S <= K)*(UL-RL)

if(as.integer(t.S > U.L.1)==1) IPTL1=PTL1-a*(UL-RL) else IPTL1=PTL1

if(as.integer(t.S > U.L.2)==1) IPTL2=PTL2-a*(UL-RL) else IPTL2=PTL2

if(as.integer(t.S > U.L.3)==1) IPTL3=PTL3-a*(UL-RL) else IPTL3=PTL3

result=cbind(ols,UL,RL,PTL1,PTL2,PTL3,SL,PRL,IPTL1,IPTL2,IPTL3)

colnames(result)<-c("OLS","UL","RL","PTL1","PTL2","PTL3","SL","PRL","IPTL1",

"IPTL2","IPTL3")

return(result)}

k=5#fold

# sample from 1 to k, nrow times (the number of observations in the data)

p=7

N.BOOT=200

mat.ols<-mat.UL<-mat.RL<-mat.PTL1<-mat.PTL2<-mat.PTL3<-mat.SL<-mat.PRL

<-mat.IPTL1<-mat.IPTL2<-mat.IPTL3<-matrix(0,nc=k,nr=p)

r.ols<-r.UL<-r.RL<-r.PTL1<-r.PTL2<-r.PTL3<-r.SL<-r.PRL<-r.IPTL1<-r.IPTL2

<-r.IPTL3<-matrix(0,nc=k,nr=N.BOOT)

for(j in 1:N.BOOT){

data$id <- sample(1:k, nrow(data), replace = TRUE)

list <- 1:k

for(i in 1:k){

trainingset <- subset(data, id %in% list[-i])
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testset <- as.matrix(subset(data, id %in% list[i]))

testset.x<-testset[,-c(4,8)]

testset.y<-testset[,4]

mat.ols[,i]<-EST(trainingset)[,1]

mat.UL[,i]<-EST(trainingset)[,2]

mat.RL[,i]<-EST(trainingset)[,3]

mat.PTL1[,i]<-EST(trainingset)[,4]

mat.PTL2[,i]<-EST(trainingset)[,5]

mat.PTL3[,i]<-EST(trainingset)[,6]

mat.SL[,i]<-EST(trainingset)[,7]

mat.PRL[,i]<-EST(trainingset)[,8]

mat.IPTL1[,i]<-EST(trainingset)[,9]

mat.IPTL2[,i]<-EST(trainingset)[,10]

mat.IPTL3[,i]<-EST(trainingset)[,11]

r.ols[j,i]<-t(testset.x%*%mat.ols[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.ols[,i]-testset.y)

r.UL[j,i]<-t(testset.x%*%mat.UL[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.UL[,i]-testset.y)

r.RL[j,i]<-t(testset.x%*%mat.RL[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.RL[,i]-testset.y)

r.PTL1[j,i]<-t(testset.x%*%mat.PTL1[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.PTL1[,i]-testset.y)

r.PTL2[j,i]<-t(testset.x%*%mat.PTL2[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.PTL2[,i]-testset.y)

r.PTL3[j,i]<-t(testset.x%*%mat.PTL3[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.PTL3[,i]-testset.y)

r.SL[j,i]<-t(testset.x%*%mat.SL[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.SL[,i]-testset.y)

r.PRL[j,i]<-t(testset.x%*%mat.PRL[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.PRL[,i]-testset.y)

r.IPTL1[j,i]<-t(testset.x%*%mat.IPTL1[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.IPTL1[,i]-testset.y)

r.IPTL2[j,i]<-t(testset.x%*%mat.IPTL2[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.IPTL2[,i]-testset.y)
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r.IPTL3[j,i]<-t(testset.x%*%mat.IPTL3[,i]-testset.y)%*%

(testset.x%*%mat.IPTL3[,i]-testset.y)} }

risk.ols=apply(r.ols,1,mean)

risk.UL=apply(r.UL,1,mean)

risk.RL=apply(r.RL,1,mean)

risk.PTL1=apply(r.PTL1,1,mean)

risk.PTL2=apply(r.PTL2,1,mean)

risk.PTL3=apply(r.PTL3,1,mean)

risk.SL=apply(r.SL,1,mean)

risk.PRL=apply(r.PRL,1,mean)

risk.IPTL1=apply(r.IPTL1,1,mean)

risk.IPTL2=apply(r.IPTL2,1,mean)

risk.IPTL3=apply(r.IPTL3,1,mean)

result=cbind(mean(risk.ols),mean(risk.UL),mean(risk.RL),mean(risk.PTL1),

mean(risk.PTL2),mean(risk.PTL3),mean(risk.SL),mean(risk.PRL),mean(risk.IPTL1),

mean(risk.IPTL2),mean(risk.IPTL3))

colnames(result)<-c("OLS","UL","RL","PTL1(0.01)","PTL2(0.05)","PTL3(0.10)",

"SL","PRL","IPTL1(0.01)","IPTL2(0.05)","IPTL3(0.10)")

rownames(result)<-c("mean")

result

r1<-c(result[1,2]/result[1,3],result[1,2]/result[1,5],

result[1,2]/result[1,7],result[1,2]/result[1,8])

r2<-c(result[1,2]/result[1,3],result[1,2]/result[1,4],

result[1,2]/result[1,7],result[1,2]/result[1,8])

r3<-c(result[1,2]/result[1,3],result[1,2]/result[1,6],

result[1,2]/result[1,7],result[1,2]/result[1,8])

r1;r2;r3

۵ . ۴ جدول
rm(list=ls())

#set.seed(12242)

set.seed(2231346)

# fitting LAD regression model

library(quantreg)
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library(mvtnorm)

library(smoothmest)

library(MASS)

library(xtable)

#Values

n=50 #Number of observations

p1=3 #Number of nonzero Covariates

####################################

tau2=(1/(2*dt(0, df=1, ncp=0)))^2 # Cauchy-distribution

############################################################

# Calculating Weight

weights = function(X){

n = nrow(X)

w = RD = numeric(n)

for(i in 1:n){

RD[i] = t(X[i,]-cov.mve(X)$center)%*%solve(cov.mve(X)$cov)%*%

(X[i,]-cov.mve(X)$center)

w[i]= min(1,p/RD[i]) }

w }

p2.vec=c(5,10,15) #Number of zeros

mse.unres= rep(0,length(p2.vec));

mse.res= rep(0,length(p2.vec));

mse.pt=rep(0,length(p2.vec));

mse.shr= rep(0,length(p2.vec));

mse.pshr=rep(0,length(p2.vec));

mse.lasso=rep(0,length(p2.vec));

delta=0

###################################################

for (k1 in 1:length(p2.vec)){

print(k1)

p=p1+p2.vec[k1]

# generating covariates

n1 = floor(n*0.8); n2 = n - n1

X1=matrix(rmvnorm(n1,rep(0,p),diag(1,p,p)),nr=n1,nc=p)
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X2=matrix(rmvnorm(n2,rep(5,p),diag(25,p,p)),nr=n2,nc=p)

X = rbind(X1,X2)

W=weights(X)

beta= c(rep(1,p1), rep(0,p-p1))

m=5000

bias.un.res=matrix(0,m,p1)

bias.res=matrix(0,m,p1)

un.res=matrix(0,m,p1)

res=matrix(0,m,p1)

pt.est=matrix(0,m,p1)

bias.pt= matrix(0,m,p1)

shr.est=matrix(0,m,p1)

bias.shr.est= matrix(0,m,p1)

positive.shr.est=matrix(0,m,p1)

bias.positive.shr.est=matrix(0,m,p1)

lasso.est=matrix(0,m,p1)

bias.lasso= matrix(0,m,p1)

for ( k in 1 : m){

#generating error

e=matrix(rt(n, df=1, ncp=0),nr=n,nc=1) # Cauchy-distribution

Y=X%*%beta+e

mdata= data.frame(Y,X)

#unrestricted LAD estimate

upfit= rq(Y ~ X-1,data=mdata,tau=0.5,weights = W)

unres.coef=c(upfit$coef[1:p1])

un.res[k,]= unres.coef

bias.un.res[k,]= (unres.coef-beta[1:p1])^2

#restricted LAD estimate

uprfit=rq(Y ~ X[,1:p1]-1,data=mdata,tau=0.5,weights = W)

res.coef=c(uprfit$coef,delta[k1],rep(0,p2.vec[k1]-1))[1:p1] #delta[k1]

res[k,]= res.coef

bias.res[k,]= (res.coef-beta[1:p1])^2

# Calculating C and its partition matrices

C=(t(X)%*%diag(W)%*%X)/n
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W.d = diag(W)

C.s = solve(C)%*%(t(X)%*%W.d%*%W.d%*%X)%*%solve(C)

index=c(1:p1)

C11=C.s[index,index]

C12=C.s[index,-index]

C21=C.s[-index,index]

C22=C.s[-index,-index]

C22.1=C22-C21%*%solve(C11)%*%C12

L.test= t(c(upfit$coef[(p1+1):p]))%*%C22.1%*%c(upfit$coef[(p1+1):p])/tau2

############################################

alpha=0.05

# finding priliminary test estimator

KK2= ifelse(L.test<qchisq(alpha,p2.vec[k1],lower.tail = FALSE),1,0)

pt.est1=unres.coef- (KK2)*(unres.coef-res.coef)

pt.est[k,]= pt.est1

bias.pt[k,]=(pt.est1 - beta[1:p1])^2

#####################################################

# finding shrinkage estimate for regression model

q=p2.vec[k1]

shr.est1= res.coef+(1-(q-2)/L.test)*(unres.coef-res.coef)

shr.est[k,]= shr.est1

bias.shr.est[k,]=(shr.est1 - beta[1:p1])^2

################################################################

# finding positive shrinkage estimate for regression model

positive.shr.est1= res.coef+ max(0, (1-(q-2)/L.test))*(unres.coef-res.coef)

positive.shr.est[k,]=positive.shr.est1

bias.positive.shr.est[k,]=(positive.shr.est1-beta[1:p1])^2

#####################################################

# finding Weighted LAD-LASSO

tau=0.5

lam=numeric(p)

e.mat=matrix(0, nr=p, nc=p)

lad=upfit$coef

for(j in 1:p){
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lam[j]= log(n)/(n*abs(lad[j]))

e.mat[j,j]=1 }

Xw = W*X

Yw = W*Y

Xnew=rbind(Xw, matrix(n*lam*e.mat,nr=p))

Ynew=rbind(Yw,matrix(rep(0,p),nr=p))

datanew=as.data.frame(cbind(Xnew,Ynew))

Out=rq(Ynew ~ Xnew-1,data=datanew,tau)

lad.lasso1=coefficients(Out)[1:p1]

lasso.est[k,]=lad.lasso1

bias.lasso[k,]=(lad.lasso1-beta[1:p1])^2 }

mse.unres[k1]=sum((apply(bias.un.res,2,mean)))+ sum(diag(var(un.res)))

mse.res[k1]= sum((apply(bias.res,2,mean)))+ sum(diag(var(res)))

mse.pt[k1]= sum((apply(bias.pt,2,mean)))+ sum(diag(var(pt.est)))

mse.shr[k1]=sum((apply(bias.shr.est,2,mean)))+ sum(diag(var(shr.est)))

mse.pshr[k1]= sum((apply(bias.positive.shr.est,2,mean)))+

sum(diag(var(positive.shr.est)))

mse.lasso[k1]= sum((apply(bias.lasso,2,mean)))+ sum(diag(var(lasso.est)))

}

RMSE.RES=mse.unres/mse.res

RMSE.PT=mse.unres/mse.pt

RMSE.SE=mse.unres/mse.shr

RMSE.PSE=mse.unres/mse.pshr

RMSE.LASSO= mse.unres/mse.lasso

result<-round(cbind(RMSE.RES,RMSE.PT,RMSE.SE,RMSE.PSE,RMSE.LASSO),3)

rownames(result) <- c("5","10","15")

xtable(result)
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Inefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناکارا
Nonsingular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامنفرد.
Heteroscedastic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهمپراش
Positive semidefinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت نیمه معین
Serial correlation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیبی همبستگͬ
Homoscedastic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم واریانس یا هم پراش
Collinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همخطͬ
Exact Collinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل همخطͬ
Partial Collinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناقص همخطͬ



Abstract

In this thesis, the uncertain prior (non-sample) information has been used in penalized linear (ridge

and LASSO) and robust penalized linear (M ridge) models, which are resulted in preliminary test,

shrinkage Stein-type and its positive rule estimators. The characteristics of these estimators have

been derived by considering some linear restrictions on the parameter space. Also, the available

auxiliary information has helped the estimation procedure to obtain shrinkage estimators, when

outliers and leverage points in dataset are present. In all above models, the achieved results are

validated by some simulation studies and real data analyses. The results confirm the introduced

shrinkage estimators outperform the natural estimators in the aforementioned specific models.

Keywords: Multiple Linear regression models, LASSO, Preliminary test estimator, Ridge,

Robust estimator, Shrinkage Estimator.
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