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آفرید که خدایی به تقدیم

... را عشق را، معرفت را، علم را، عقل را، انسان را، جهان

دمید وجودم در را عشقشان که کسانͬ به و

مراحل تمامͬ در فراوان تلاش و عشق با که مادرم ام، زندگͬ گاه تکیه و امید بزرگترین
راهم بدرقه همیشه خیرش دعای و بود من همراه زندگͬ

است وجودم بخش گرمͬ و گرامͬ دلم در یادشان همواره که برادرم و پدرم بزرگ روح

بودند. من هم·ام و همراه ها سختͬ در که عزیزم برادران و خواهران

ز



قدردانͬ و تش΄ر

دریای در را کوچ΄ش ی بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
آموزگارانͬ ناب اندیشه های دریچه از را آن وسعت تا ساخت قطره ای اندیشه، بی΄ران
به حاضر رساله بنده نوازی هایش سایه سار در که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ
که آورم جا به بزرگوارانͬ از را سپاس مراتب تا ͬ دانم م لازم خود بر است، رسیده انجام

ͬ رسید. نم انجام به رساله این هرگز نبود، یاری·رشان دست اگر
گرانقدرم و محترم استاد های راهنمایی و زحمات از است شایسته بسͬ درابتدا
اینجانب رساله راهنمایی و فرموده زحمت تقبل که جعفری حیدر سید دکتر آقای جناب
ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با و اند پذیرفته را

نمایم. سپاس·زاری و تش΄ر
جناب درفشه، محمدرضا دکتر آقای جناب بزرگوار اساتید از فراوان درود و تقدیر با
دریغشان بی لطف با که خورسندی مهدی دکتر آقای جناب و هاشمͬ ابراهیم دکتر آقای
معتمدنژاد احمد دکتر آقای جناب از همچنین، شدند. متقبل را رساله این داوری زحمت

سپاس·زارم. گرفتند، عهده بر را جلسه این هدایت زحمت که
این رساندن انجام به در مرا نوعͬ به که کسانͬ همه خدمت خالصانه تش΄ر درآخر و

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد نموده اند؛ یاری مهم

پورقبادی کبری
١٣٩۶ اسفند
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چ΄یده
که است G های راس مجموعه با ساده گرافͬ ،P(G) ،G گروه دار جهت غیر توانͬ گراف
،m مثبت صحیح اعداد از برخͬ ازای به اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو آن در
حاصل توانͬ گراف همانͬ راس حذف از که است گرافͬ محض، توانͬ گراف .x = ym یا y = xm

گروه محض توانͬ های گراف برای رساله این در دهیم. مͬ نمایش P∗(G) با را آن و شود مͬ
راس بین کوتاه مسیرهای هستند، همبند ها گراف نوع این که زمانͬ متناوب و متقارن های
نشان شوند. مͬ مشخص ها گراف نوع این قطر برای هایی کران و شوند مͬ تعیین گراف های
،n ≥ ١۶ برای و ،diam(P∗(S١۵)) = ١٢ ،diam(P∗(S٩)) = diam(P∗(S١٠)) = ١۴ که دهیم مͬ
اگر ،n ≥ ۵١ برای همچنین، .۶ ≤ diam(P∗(Sn)) ≤ ١٠ آنگاه باشد، همبند P∗(Sn) گراف اگر
های گراف قطرهای انتها، در .۶ ≤ diam(P∗(An)) ≤ ١١ آنگاه باشد، همبند P∗(An) گراف
مشخص n ≥ ٣ ازای به P∗(Dn) محض توانͬ های گراف و n ≥ ٢ ازای به P∗(Qn) محض توانͬ

شوند. مͬ
کواترنیون، گروه متناوب، گروه متقارن، گروه قطر، محض، توانͬ گراف کلیدی: کلمات

دووجهͬ گروه
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١ فصل
مقدمات و نیازها پیش

پیش·فتار

برای کارآمد روش های از ی΄ͬ ریاضیات مختلف شاخه های بین موجود مفاهیم کردن مرتبط
پیشینه ی دارای جبری Ͱش به ترکیبیاتͬ Ͱش دادن نسبت ͬ باشد. م مفاهیم آن کردن بررسͬ
گروه ی به کیلͬ گراف دادن نسبت تناظرها این ͬ ترین قدیم از ی΄ͬ ͬ باشد. م طولانͬ نسبتاً
با آمد. بدست تناظر این از کننده ای خیره نتایج و گرفت انجام کیل١ͬ توسط که ͬ باشد م
را توانͬ گراف جمله از متنوعͬ های گراف توان مͬ متناهͬ های گروه ساختارهای از استفاده
در هم و گراف نظریه در هم جالبی نتایج سپس و کرده تعریف گروه ی عناصر مجموعه روی
صورت این در باشد. متناهͬ گروه ی G کنیم فرض آورد. دست به متناهͬ های گروه نظریه
ساده گرافͬ شود، مͬ داده نشان P(G) نماد با که G گروه به وابسته دار جهت غیر توانͬ گراف
از توانͬ ها آن از ی΄ͬ هرگاه مجاورند، راس دو و هستند گروه عناصر آن های راس که است
متناهͬ گروه روی توانͬ گراف ی متناهͬ گروه روی محض توانͬ گراف ی باشد. دی·ری
بار اولین شود. مͬ داده نشان ،P∗(G) با و است آمده دست به همانͬ راس حذف از که است
کردند تعریف ها گروه نیم برای را ها گراف نوع این ،[١٨] ،[١٧] ،[١۶] هم΄ارانش و کلارو٢

1 Cayley
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مقدمات و نیازها پیش ٢
اصلͬ خواص ،[٩] هم΄ارانش و ٣ چاکرابارتͬ پرداختند. ها آن خواص از برخͬ مطالعه به و
را P(G) های یال تعداد نموده بررسͬ را متناهͬ های گروه دار جهت غیر توانͬ های گراف
همبندی مورد در ،[١٠] ۴ پنی·رهͬ و چاکرابارتͬ نمودند. محاسبه G متناهͬ گروه ی برای
کواترنیون گروه و دووجهͬ گروه متناهͬ، دوری های گروه های گراف بودن مسط و راسͬ
گراف با متناهͬ آبلͬ های گروه که دادند نشان ،[٧] ،[٨] ۶ قوش و ۵ کامرون کردند. بحث
دارای که متناهͬ گروه دو که داند نشان همچنین، باشند. ی΄ریخت باید ی΄ریخت توانͬ های
و ٧ تمیژ دارند. مرتبه هر از ی΄سانͬ عناصر تعداد هستند ی΄ریخت دار جهت غیر های گراف
مشخص را متناهͬ های گروه نیم روی توانͬ گراف های کلاس از برخͬ ،[٢۵] ٨ ساتانیتن
محض توانͬ گراف و توانͬ های گراف خواص از برخͬ ،[٢٠] هم΄ارانش و فر مقدم کردند.
توانͬ گراف ی در ها یال تعداد کردند ثابت ،[٢٣] هم΄ارانش و پورقلͬ کردند. مطالعه را
مرتبه با متناهͬ دوری گروه روی توانͬ گراف ی در ها یال تعداد از متناهͬ ساده گروه روی
٢‐همبند ،P∗(Sn) که دادند نشان ،[۶] هم΄ارانش و ٩ بابولونͬ است. مساوی یا کمتر ی΄سان
ای چندجمله ،[١۴] اشرفͬ و حمزه باشند. اول غیر n − ١ و n یا n = ٢ اگر وتنها اگر است
فرخͬ و آبادی دوست آوردند. دست به را متناهͬ های گروه از برخͬ توانͬ گراف مشخصه
متناوب گروه و متقارن گروه جمله از ها گروه از برخͬ محض توانͬ های گراف همبندی ،[١٢]

دادند. ارائه آنها برای بالایی کران و کردند مشخص را
و ها مثال و مقدماتͬ تعاریف از برخͬ اول فصل در است. فصل چهار شامل رساله این
دارند مطالب بهتر فهم در مهمͬ نقش که گراف نظریه و ها گروه نظریه از مقدماتͬ های قضیه
،[١] منابع در آنها برهان و شود مͬ ارائه اثبات بدون فصل این قضایا کلیه کنیم. مͬ بیان را

است. موجود [٢۶] ،[٢] ،[٣]
نباشند اول هیچ΄دام n−١ و n ،n ≥ ٩ صحیح عدد هر ازای به کنیم مͬ فرض دوم فصل در
مسیرهای از برخͬ همچنین، پردازیم. مͬ متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر بررسͬ به و

که دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ مشخص را متقارن گروه محض توانͬ گراف در کوتاه

diam(P∗(S٩)) = diam(P∗(S١٠)) = ١۴, diam(P∗(S١۵)) = ١٢

.۶ ≤ diam(P∗(Sn)) ≤ ١٠ ،n ≥ ١۶ ازای به و
،n/٢ ،n−٢ ،n−١ ،n اعداد از ی هیچ که طوری به ،n ≥ ٩ کنیم مͬ فرض سوم فصل در
P∗(An) متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر بررسͬ به و نباشند اول (n−٢)/٢ و ،(n− ٢/(١

3Chakrabarty
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٣
نشان و کنیم مͬ مشخص را گراف نوع این در کوتاه مسیرهای از برخͬ همچنین، پردازیم. مͬ

.۶ ≤ diam(P∗(An)) ≤ ١١ ،n ≥ ۵٢ ازای به که دهیم مͬ
مͬ مشخص را کواترنیون و دووجهͬ های گروه محض توانͬ گراف قطر چهارم فصل در

کنیم.



مقدمات و نیازها پیش ۴

ها گروه نظریه در اولیه وقضایای تعاریف ١ . ١
باشد. غیرخالͬ ای مجموعه ی X و ١ همانͬ عضو با گروه ی G کنیم فرض .١ . ١ . ١ تعریف
مͬ نشان x • g علامت با را آن که X از ی΄تایی عضو X از x هر و G از g هر ازای به کنیم فرض

که: طوری به باشد داشته وجود دهیم
.x • ١ = x ،X از x هر ازای به (i)

.x • (g١g٢) = (x • g١) • g٢ ،X از x هر و G از g٢, g١ هر ازای به (ii)

در سهولت برای نامیم. مͬ X بر G عمل را • و کند مͬ عمل X بر G گوییم صورت این در
.xg نوشت خواهیم معمولا x • g جای به نوشتن،

صورت به تزویج عمل صورت این در باشد. دلخواه گروهͬ G کنیم فرض .١ . ١ . ٢ تعریف
،x ∈ G هر برای صورت این در شود. مͬ تعریف x • g = xg = g−١xg

Cx = {xg|g ∈ G}

گوییم. G در x تزویج رده را
H مرکزساز صورت این در باشد. آن از زیرگروهͬ H و گروه ی G کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان CG(H) نماد با را G در
CG(H) = {g ∈ G|gx = xg, ∀x ∈ H}.

عدد ازای به آنگاه G = ⟨a⟩ و باشد n مرتبه از دوری گروه ی G کنیم فرض .١ . ١ . ١ قضیه
.gcd(n, k) = ١ اگر تنها و اگر است G مولد ak ،k طبیعͬ

اویلر تابع φ که φ(n) با است برابر n مرتبه از G متناهͬ گروه مولدهای تعداد .١ . ١ . ١ گزاره
است.

(به باشد. همریختͬ ی φ : H → K و دلخواه گروه دو K و H کنیم فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
عمل H ×K دکارتͬ ضرب حاصل در دهیم.) مͬ نشان φh با را φ با h تصویر ،H از h هر ازای

کنیم: مͬ تعریف را زیر دوتایی
(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١φh٢k٢)).

و H مستقیم نیم حاصلضرب را گروه این دهد. مͬ گروه ی φ فوق عمل با H ×K مجموعه
کردن مشخص که حالتͬ در و دهند مͬ نشان H ×φ K علامت با را ان و نامیم مͬ عمل با K

دهیم. مͬ نشان H ⋉K با را K و H مستقیم نیم حاصلضرب نباشد، نیاز مورد φ



۵ ها گروه نظریه در اولیه وقضایای تعاریف
X از پوشا و ی به ی نگاشت هر است. تهͬ غیر مجموعه ی X کنیم فرض .۵ . ١ . ١ تعریف

نامیم. مͬ X روی جای·شت ی را X به
نیز g ◦ f یعنͬ آنها ترکیب صورت این در باشند، X روی هایی جای·شت g و f کنیم فرض

شود: مͬ تعریف چنین g ◦ f ضابطه ها جای·شت مبحث در است. X روی جای·شتͬ
∀x ∈ X g ◦ f(x) = g(f(x)).

است. گروه ی ها نگاشت ترکیب عمل با X روی های جای·شت تمام مجموعه .١ . ١ . ٢ گزاره
دهیم. مͬ نمایش SX با را آن و نامیم مͬ X مجموعه تقارن گروه را گروه این

n درجه از متقارن گروه را SX گروه X = {١,٢, · · · , n} متناهͬ مجموعه برای .۶ . ١ . ١ تعریف
دهیم. مͬ نمایش Sn با را آن و نامیم مͬ

صورت: این در X = {١,٢, · · · , n} و α ∈ Sn کنیم فرض .١ . ١ . ٧ تعریف
مͬ داشته نگه ثابت α توسط x گوییم گاه آن α(x) = x باشیم داشته x ∈ X برای اگر (الف)
و دهیم مͬ نشان F (α) با را دارد مͬ نگه ثابت α که را نقاطͬ تمام مجموعه و شود

.fα = |F (α)|

و شود مͬ داده حرکت α توسط x گوییم گاه آن α(x) ̸= x باشیم داشته x ∈ X برای اگر (ب)
مͬ نشان S(α) با و نامیم مͬ α محمل را دهد مͬ حرکت α که را نقاطͬ تمام مجموعه

:ͽواق در دهیم.

S(α) = X − F (α).

آنها دوی هر توسط X عضو هیچ هرگاه نامیم مͬ هم از جدا Sn از β و α های جای·شت (پ)
.S(α) ∩ S(β) = ∅ دی·ر عبارت به نشود. داده حرکت

شوند. مͬ جا به جا هم با Sn در هم از جدا جای·شت دو هر .١ . ١ . ٣ گزاره
X = {١,٢, · · · , n} از متمایزی عنصرهای (r ≥ ١ (با xn, · · · , x٢, x١ کنید فرض .١ . ١ . ٨ تعریف
نامیم: مͬ r‐دور یا r طول به دور ی را زیر ضابطه با Sn از π جای·شت صورت این در باشند

π(xi) = xi+١, ١ ≤ i ≤ r − ١,
π(xr) = x١,

π(xj) = xj , ∀j > r,

توان مͬ را xr, · · · , x١ عناصر است، چ·ونه X عناصر روی π اثر که این دادن نشان برای
دهیم. قرار دایره محیط روی ترتیب به
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r طول با دور :١ . ١ ش΄ل
خلاصه است. r مرتبه از π که است واض گوییم. مͬ r طول به دور ی π به علت این به

باشد: چنین تواند مͬ بالا دور نویسͬ
π = (x١, x٢, · · · , xr)

π دور توسط عناصر این که معناست بدان اند، نشده ظاهر بالا دور در X از عناصری اگر
گیریم. مͬ نظر در همانͬ جای·شت ی را ١ طول به دور هر شوند. مͬ داشته نگه ثابت

مͬ n ی درجه از متناوب گروه را Snدر زوج های جای·شت همه ی مجموعه .١ . ١ . ٩ تعریف
.| An |= n!

٢ که شود مͬ دیده سادگͬ به دهیم. مͬ نمایش An نماد با و نامیم
آید. مͬ پدید ٣ طول به دورهای توسط An متناوب گروه .۴ . ١ . ١ گزاره

به باشد. هم از جدا دورهای به α تجزیه α = α١α٢ · · ·αk و α ∈ Sn کنیم فرض .١ . ١ . ١٠ تعریف
اگر باشند. mk, · · · ,m٢,m١ طول از ترتیب به αk, · · · , α٢, α١ های دور کنیم مͬ فرض علاوه
همه αiها به α تجزیه در ب·یریم، نظر در نیز را ١ طول به دورهای شده بیان ضرب حاصل در
m١ ≤ m٢ ≤ که ایم نوشته چنین را α که کنیم فرض شد. خواهند ظاهر n, · · · ,٢, ١ اعداد ی
m١ +m٢ + · · ·+mk = n آن در که را (m١,m٢, · · · ,mk) مرتب kتایی صورت این در · · · ≤ mk

نامیم. مͬ α دوری ساختار
صورت این در π ∈ Sn و باشد Sn در دلخواه دور ی α = (i١, i٢, · · · , ir) کنیم فرض

απ = (πi١, πi٢, · · · , πir)

است. α مزدوج
باشند. ی΄سان دوری ساختار دارای اگر وتنها اگر اند مزدوج Sn در جای·شت دو .١ . ١ . ٢ قضیه

است. ی΄ریخت Sn متقارن گروه از زیرگروهͬ با n مرتبه از G متناهͬ گروه هر .١ . ١ . ١ نتیجه
است. ی΄ریخت An+٢ متناوب گروه از زیرگروهͬ با n مرتبه از G متناهͬ گروه هر .١ . ١ . ٢ نتیجه



٧ گرافها
آن توان مͬ و است ٢n مرتبه از گروهͬ منتظم ضلعͬ n ی های تقارن گروه .١ . ١ . ١١ تعریف
گروه را گروه این کرد. تولید b−١ab = a−١ و an = b٢ = ١ روابط به مشروط b و a عناصر با را

دهیم. مͬ نمایش Dn با و نامیم مͬ ٢n مرتبه دووجهͬ
کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را کواترنیون گروه .١ . ١ . ١٢ تعریف

Qn = ⟨a, b : a٢n = b۴ = ١, an = b٢, ba = ba−١ = ba٢n−١⟩

گوییم. ۴n مرتبه از نیون کواتر گروه را Qn گروه

گرافها ١ . ٢
V (Γ) = های راس مجموعه از متش΄ل یال m و راس n با Γ ساده گراف .١ . ٢ . ١ تعریف
جفت ی یال هر آن در که است E(Γ) = {e١, · · · , em} های یال مجموعه و {v١, · · · , vn}
مجاور v و u آنگاه ،uv ∈ E(G) اگر .uv نویسیم مͬ {u, v} یال جای به هاست. راس از نامرتب

هستند.
مجموعه ی و V (G) های راس مجموعه ی از متش΄ل Γ دار جهت گراف ی .١ . ٢ . ٢ تعریف
مͬ (u, v) یال جای به هاست. راس از مرتب جفت ی یال هر آن در که است E(G) های یال
از «یالͬ یعنͬ ،u → v نویسیم مͬ uv ∈ E(G) که وقتͬ است. آن سر v و دم u که ،uv نویسیم

دارد». وجود v به u
گفته راس آن به متصل یال های تعداد به v راس ی درجه Γ ساده گراف در .١ . ٢ . ٣ تعریف

شود. مͬ داده نمایش deg(v) با و ͬ شود م
به است، f : V (Γ١) → V (Γ٢) دوسویی نگاشت ی Γ٢ به Γ١ از ی΄ریختͬ ی .۴ . ١ . ٢ تعریف
Γ٢ با Γ١ گوییم مͬ صورت این در .f(u)f(v) ∈ E(Γ٢) اگر تنها و اگر uv ∈ E(Γ١) که طوری

.Γ١ ∼= Γ٢ نویسیم مͬ و است ی΄ریخت
این در ،E(Γ١) ⊆ E(Γ) و V (Γ١) ⊆ V (Γ) هرگاه گوییم Γ گراف زیر را Γ١ گراف .۵ . ١ . ٢ تعریف

.Γ١ ⊆ Γ نویسیم مͬ حالت
.V (Γ١) = V (Γ) هرگاه نامیم مͬ فراگیر زیرگراف ی را Γ از Γ١ زیرگراف .۶ . ١ . ٢ تعریف

مشمول Γ یال هر که طوری به است Γ١ مانند زیرگرافͬ Γ از القایی گراف زیر ی .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد. E(Γ١) به متعلق V (Γ١) در

با که Γ از است زیرگرافͬ ،Γ− {v} از منظور باشد، Γ راس v و گراف ی Γ اگر .١ . ٢ . ٨ تعریف
آید. مͬ دست به است، v آن انتهای که هایی یال و v راس حذف

اگر آید. مͬ دست به e یال حذف از که است Γ زیرگراف ،Γ− e از منظور باشد، Γ یال e هرگاه
است. Γ به uv یال افزودن Γ + e از منطور باشد، e = uv و باشند Γ غیرمجاور راس دو v و u
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ی را Γ های راس از v٠v١v٢ · · · vk ی دنباله باشد، گراف ی Γ کنید فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

باشد. گراف در یال ی vivi+١ ،٠ ≤ i ≤ k − ١ ازای به هرگاه گوییم k طول با گشت
نشود. تکرار راسͬ هیچ که است k طول به گشت ی ،k طول به مسیر ی .١ . ٢ . ١٠ تعریف

سایر و است ی΄سان آن انتها و ابتدا راس فقط که است گشت ی دور ی .١ . ٢ . ١١ تعریف
متمایزند. ها راس

v و u پایانͬ نقاط با مسیر ی ,u‐مسیر v ی Γ از v و u راس دو ازای به .١ . ٢ . ١٢ تعریف
است.

داشته وجود مسیر ی آن راس دو هر بین هرگاه نامیم مͬ همبند را Γ گراف .١ . ٢ . ١٣ تعریف
باشد.

باشند. مجاور رأس دو هر درآن که صورتͬ در نامیم مͬ کامل را Γ ساده گراف .١۴ . ١ . ٢ تعریف
دهیم. مͬ نمایش Kn با را راس n با کامل گراف ی

شود، مͬ داده نمایش d(u, v) با که Γ گراف در v و u راس دو بین فاصله .١۵ . ١ . ٢ تعریف
بین مسیری هیچ و نباشد همبند گراف اگر .Γ در ,u‐مسیر v کوتاهترین طول از است عبارت

است. نامتناهͬ تعریف مطابق d(u, v) باشد، نداشته وجود v و u

diam(Γ) با که ،Γ از راس دو بین فاصله بیشترین از است عبارت Γ گراف قطر .١۶ . ١ . ٢ تعریف
شود. مͬ داده نمایش



٩ گپ برنامه با مختصری آشنایی

گپ برنامه با مختصری آشنایی ١ . ٣
گرفته “ Group Algorithm Programming ” کلمات ابتدای از که ١٠ گپ عبارت
صورت به افزارها نرم از ١١ بسته ی گپ هاست. گروه نظریه محاسباتͬ سیستم ی است شده
مفهوم این به آزاد عبارت است. جبرمجرد در محاسبات انجام برای ١٣ توسعه قابل و ١٢ آزاد باز،
خود عامل سیستم روی بر را آن آزادی به دارد اجازه کاربر و است رای·ان برنامه این که است
این به پذیر توسعه مفهوم باشند. مͬ باز کاربر تغییر و امتحان برای ها برنامه تمام و کند نصب
به ها آن از و نوشته را خود مشخص های برنامه گپ از استفاده با است قادر کاربر که است معنا
برنامه نوشتن کند. استفاده خود عامل سیستم روی بر گپ برنامه از جدیدی بسته ی عنوان
١٩٨٨ سال در برنامه این از ۴ . ٢ نسخه شد. آغاز ١۴ نیوبیوزر سرپرستͬ تحت ١٩٨۵ سال در گپ
کامل بازنویسͬ ی بعد های سال در شد. منتشر ١٩٩٢ سال در برنامه این از ٣ . ١ نسخه و
شد. منتشر ١٩٩٩ سال در برنامه این از ١ . ۴ نسخه و گرفت صورت گپ از ها برنامه تکمیل و
در تغییرات جدیدترین است. شده منتشر اخیر های سال در برنامه این از دی·ری های نسخه
دارای گپ برنامه آورد. دست به www.gap.system.org سایت از توان مͬ را افزار نرم این

باشد. مͬ ها بسته و ١۵ مرکزی هسته اصلͬ، بخش دو

شود. مͬ تقسیم قسمت چهار به خود مرکزی هسته •
است. شده نوشته C برنامه در که ١۶ هسته (١)

باشد. مͬ دی·ر محاسبات و جبری ابزار که گپ توابع از بزرگ مجموعه ی (٢)
مجموعه ها، گروه از هایی نسخه شامل که ها گروه نظریه اطلاعات از مجموعه ی (٣)
غیره و (١٠٢۴ مرتبه از گروه استثنای به ) ٢٠٠٠ از کمتر مرتبه از متناهͬ های گروه

آورد. دست به ها بسته طریق از توان مͬ را ها گروه از تر بزرگ مجموعه است.
فایل و pdf صورت به مستندات این گپ. افزار نرم از استفاده به مربوط های متن (۴)

باشند. مͬ دسترس در متنͬ
بسته این دارند. را گپ هسته به الحاق توانایی که هستند هایی برنامه گپ های بسته •
توان مͬ فراخوانͬ صورت در و شوند مͬ فراخوانͬ LoadPackage دستور توسط ها
با ها بسته این از نوع ی هستند. متداول ش΄ل دو به ها بسته کرد. استفاده ها آن از

10GAP
11Package
12Open-Source
13Extensible
14Joachim Neubuser
15Core
16Kernel
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های برنامه به چون ها بسته این از دی·ر نوع شود. مͬ فعال گپ برنامه کار به شروع
شوند. مͬ فعال ( ١٧ یونی΄س (معمولا خاصͬ عامل سیستم در هستند، وابسته خروجͬ
تمام اما شود مͬ فعال ١٨ ویندوز عامل سیستم در GRAPE بسته که داشت توجه باید

هستند. دسترسͬ قابل ١٩ لینوکس عامل سیستم در فقط آن ام΄انات
شود. مͬ شروع بزرگ حروف با گپ برنامه در دستور هر

گپ مقدماتͬ های دستور از برخͬ جدول :١ . ١ جدول

کاربرد دستور
دهد. مͬ ارائه را i عدد اول های عامل لیست FactorsInt(i)
دهد مͬ ارائه را i مجموعه در مقدار بیشترین Maximum(i)

دهد مͬ ارائه را i عدد صحیح جزء Int(i)
دهد. مͬ ارائه را m مرتبه از گروه n‐مین SmallGroup(<m>،n)

دهد مͬ ارائه را m مرتبه از های گروه ی همه NumberSmallGroups(<m>)
دهد مͬ ارائه را m مرتبه از های گروه تعداد AllSmallGroups(<m>)

دهد. مͬ نمایش را i مقدار برنامه اجرای از بعد Print(i)

17Unix
18 ٌWindows
19Linux



٢ فصل
متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر

در که است G های راس مجموعه با ساده گرافͬ ،P(G) ،G گروه دار جهت غیر توانͬ گراف
y = xm ،m مثبت صحیح اعداد از برخͬ ازای به اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز راس دو آن
مͬ حاصل توانͬ گراف همانͬ راس حذف از که است گرافͬ محض، توانͬ گراف .x = ym یا
های گراف همبندی فرخͬ و آبادی دوست ،[١٢] در دهیم. مͬ نمایش P∗(G) با را آن و شود
گروه محض توانͬ گراف قطر برای بالایی کران و کردند مشخص را متقارن گروه محض توانͬ

دادند: ارائه متقارن
و n اگر وتنها اگر است همبند P∗(Sn) ،n ≥ ٩ کنیم فرض (٢ . ۴ قضیه ،[١٢]) .٢ . ٠ . ١ قضیه

.diam(P∗(Sn)) ≤ ٢۶ آنگاه باشد، همبند P∗(Sn) اگر بعلاوه، نباشند. اول هیچ΄دام n− ١
بررسͬ به و نباشند اول هیچ΄دام n−١ و n که طوری به n ≥ ٩ کنیم مͬ فرض فصل این در
که مقدماتͬ بیان به اول بخش در پردازیم. مͬ P∗(Sn) متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر
در کوتاه مسیرهای از برخͬ دوم بخش در پردازیم. مͬ هستند، نیاز مورد بعدی های بخش در
مسیرها این از استفاده با سوم بخش در و کنیم مͬ مشخص را متقارن گروه محض توانͬ گراف

که دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ تعیین را متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر های کران
diam(P∗(S٩)) = diam(P∗(S١٠)) = ١۴, diam(P∗(S١۵)) = ١٢

.۶ ≤ diam(P∗(Sn)) ≤ ١٠ ،n ≥ ١۶ ازای به و



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ١٢

مقدمات ٢ . ١
که طوری به x, y ∈ G\{١} و باشد متناهͬ گروه ی G کنیم فرض (٢.١ لم ،[١٢]) .٢ . ١ . ١ لم

.d(x, y) = ٢ دی·ر، عبارت به .x ∼ xy ∼ y صورت این در .gcd(o(x), o(y)) = ١ و xy = yx

است. برقرار ح΄م بنابراین y ∈ ⟨xy⟩ و x ∈ ⟨xy⟩ چون برهان.
اگر باشد. هم از جدا p‐دورهای به α تجزیه α = α١ · · ·αr و α ∈ Sn کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ لم
دلخواه دورهای ازای به آنگاه gcd(q, p) = ١ و q ≤ r که طوری به q اول عدد باشد داشته وجود
τ q = αj١αj٢ · · ·αjq ،S(τ) = S(αj١αj٢ · · ·αjq) که دارد وجود τ pq‐دور ،αjq و αjq−١ , · · · , αj١

است. دو برابر α جای·شت تا τp فاصله و
دهیم مͬ قرار و αjq = (iq١, iq٢, · · · , iqp) ،· · · ،αj١ = (i١١, i١٢, · · · , i١p) کنیم مͬ فرض برهان.
وجود پس gcd(q, p) = ١ چون .τ = (i١١, i٢١, · · · , iq١, i١٢, i٢٢, · · · , iq٢, · · · , i١p, i٢p, · · · , iqp)

.α ∼ ταjq+١
l · · ·αr

l ∼ τp صورت این در αj
lq = αj که طوری به l طبیعͬ عدد دارد

باشد. هم از جدا p‐دورهای به α تجزیه α = α١ · · ·αr و α ∈ Sn کنیم فرض .٢ . ١ . ١ نتیجه
وجود σ q‐دور آنگاه ،gcd(q, p) = ١ و q ≤ r که طوری به q اول عدد باشد داشته وجود اگر

است. دو برابر α جای·شت تا آن فاصله که دارد
طوری به p اول عدد باشد داشته وجود اگر باشد. m‐دور ی α ∈ Sn کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ لم

دارد. وجود α از دو فاصله با p‐دور ی آنگاه ،gcd(p,m) = ١ و p ≤ fα که
مͬ نظر در را γ = (i١, · · · , ip) p‐دور ،i١, · · · , ip ∈ F (α) متمایز عنصرهای ازای به برهان.
،٢ . ١ . ١ لم به بنا درنتیجه شوند. مͬ جا جابه هم با γ و α پس ،S(α)∩S(γ) = ∅ چون گیریم.

.α ∼ αγ ∼ γ

ترانهش دو هر بین ۴ حداکثر طول به مسیر ی ،n ≥ ٧ ازای به P∗(Sn) در ([١٢] ) .۴ . ٢ . ١ لم
دارد. وجود

ازای به صورت این در باشند. Sn در ترانهش دو (u′, v′) و (u, v) کنیم مͬ فرض برهان.
دارد. وجود γ = (v١, v٢, v٣) ٣‐دور ،v١, v٢, v٣ ∈ F ((u, v)) ∩ F ((u′, v′)) متمایز عنصرهای

بنابراین
(u, v) ∼ (u, v)γ ∼ γ ∼ (u′, v′)γ ∼ (u′, v′).



١٣ متقارن گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
آنگاه نباشند، اول هیچ΄دام n− ١ و n که طوری به n ≥ ٩ کنیم فرض ([١٢] ) .٢ . ١ . ١ قضیه

است. همبند P∗(Sn)

p‐دورهای به π تجزیه π = π١ · · ·πk و باشد p اول مرتبه از عضو ی π کنیم مͬ فرض برهان.
آنگاه دارد، وجود مسیر ی ترانهش ی با p‐دور هر بین که دهیم مͬ نشان باشد. هم از جدا

گیریم: مͬ نظر در را زیر حالت دو شود. مͬ نتیجه ح΄م ،۴ . ٢ . ١ لم به بنا
٣ ≤ fπ آنگاه k = ٢,٣ اگر است. واض نتیجه آنگاه k = ١ اگر .p = ٢ کنیم مͬ فرض (١)
.π ∼ πγ ∼ γ ∼ γπ١ ∼ π١ صورت این در دارد. وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا پس
.π ∼ τπi۴ · · ·πk ∼ τ٢ که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا آنگاه k ≥ ۴ اگر
برابر τ٢ از آن فاصله که دارد وجود (u, v) ٢‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا پس ،fτ٢ ≥ ٢ چون

دارد. وجود (u, v) و π بین همبندی مسیر ی درنتیجه، است. دو
لم به بنا n ≥ p + ٢ چون آنگاه k = ١ اگر باشد. فرد عدد ی p کنیم مͬ فرض حال (٢)
لم به بنا آنگاه k ≥ ٢ اگر .π ∼ π(u, v) ∼ (u, v) که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣

باشد. مͬ دو π از آن فاصله که دارد وجود ٢ مرتبه از τ جای·شت ،٢ . ١ . ٢

متقارن گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای ٢ . ٢
اول مرتبه از جای·شت ی با P∗(Sn) در جای·شت هر مناسب، توان ی با که است بدیهͬ
متقارن گروه در اول مرتبه از عنصرهای بین کوتاه مسیرهای یافتن با ما بنابراین است. مجاور
ی مرتبه که هم از جدا جای·شت دو فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به توجه با کنیم. مͬ شروع را خود کار
هر با فرد مرتبه از جای·شت ی فاصله بخصوص است. دو برابر است اول هم به نسبت آنها
های جای·شت بین فاصله محاسبه با را خود کار ابتدا باشد. مͬ دو آن با جدا هم از ترانهش
گروه توانͬ گراف عنصرهای بین همبندی ایجاد برای سپس، کنیم. مͬ شروع دو مرتبه از
حداقل که فرد مرتبه از های جای·شت با و فرد مرتبه از های جای·شت با را خود کار متقارن،

دهیم. مͬ ادامه دارند مͬ نگه ثابت را عنصر دو
کنیم فرض براین، علاوه .d(α, β) ≤ ٨ آنگاه باشند، ٢ مرتبه از دو هر α, β ∈ Sn اگر .٢ . ٢ . ١ لم

:α = α١ · · ·αt

.d(α, β) ≤ ۴ آنگاه دارند، نگه ثابت را عنصر سه حداقل β و α اگر (١)
.d(α, β) ≤ ۴ آنگاه دارد، نگه ثابت را αi٣ و αi٢ ،αi١ جفت سه عناصر β اگر (٢)

.d(α, β) ≤ ۶ آنگاه ، n ≥ ٢۵ اگر (٣)



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ١۴
وجود γ′ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا آنگاه ،fα ≥ ٣ اگر .β = β١ . . . βt′ کنیم مͬ فرض برهان.
که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا آنگاه ،fβ ≥ ٣ اگر است. دو α از آن فاصله که دارد
،٢ . ١ . ١ لم به بنا صورت این در ،u, v ∈ F (γ) ∩ F (γ′) کنیم مͬ فرض است. دو β از آن فاصله
.d(α, β) ≤ ٨ پس است. ٢ ،γ′ از (u, v) فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر γ و (u, v) فاصله
که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا و t ≥ [(n− ٢/(٢] آنگاه ، fβ ≥ ٣ و fα ≤ ٢ اگر

است. دو برابر β از آن فاصله
بنا .|S(αi١αi٢αi٣) ∩ S(γ)| ≥ ١ که دارند وجود αi٣ و αi٢ , αi١ دورهای ،n ≥ ١٠ که زمانͬ
α ∼ ταi۴ · · ·αit ∼ τ٢ ،S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به
ترانهش u, v ∈ F (τ) ∩ F (γ) متمایز عنصرهای ازای به صورت این در .|S(τ) ∪ S(γ)| ≤ ٨ و
فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر γ و (u, v) فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود (u, v)

.d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو برابر τ٢ و (u, v)

به بنا .|S(γ) ∩ S(αi١αi٢)| ≥ ٢ که دارند وجود αi٢ و αi١ دورهای ،n = ٩ که زمانͬ
چون .α ∼ ταi۴ ∼ τ٢ و S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم
دارد وجود (u, v) ترانهش u, v ∈ F (τ) ∩ F (γ) متمایز عنصرهای ازای به ،|S(τ) ∪ S(γ)| ≤ ٧
برابر γ و (u, v) فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر τ٢ و (u, v) فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا که
.t′ ≥ [(n− ٢/(٢] و t ≥ [(n− ٢/(٢] آنگاه ،fβ ≤ ٢ و fα ≤ ٢ اگر .d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو

و S(βj١) ⊂ S(αi١αi٢) که دارند وجود βj٢ و ،βj١ ،αi٣ ،αi٢ ،αi١ دورهای ،n ≥ ١۵ که زمانͬ
و S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(βj٢) ⊂ S(αi٢αi٣)

S(σ) = S(βj١βj٢βj٣) که دارد وجود ۶ طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .α ∼ ταi۴ · · ·αit ∼ τ٢
.|F (τ)∩F (σ)| ≥ ٢ پس ،n ≥ ١۵ چون .|S(τ)∩S(σ)| > ٣ بنابراین .β ∼ σβj۴ · · ·βjt′ ∼ σ٢ و
،٢ . ١ . ١ لم به بنا که دارد وجود (u, v) ترانهش u, v ∈ F (τ) ∩ F (γ) متمایز عنصرهای ازای به
بنابراین است. دو برابر σ٢ و (u, v) فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر τ٢ و (u, v) فاصله
،αi٢ ،αi١ دورهای ،n = ٩ که زمانͬ .t, t′ ≥ ۴ و n < ١۵ کنیم مͬ فرض حال .d(α, β) ≤ ٨
دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .|S(αi١αi٢αi٣) ∩ S(βj١βj٢βj٣)| ≥ ۵ که دارند وجود βj٣ و βj٢ ،βj١ ،αi٣
با σ دور ترتیب، همین به .d(α, τ٢) = ٢ و S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) که دارد وجود ۶ طول به τ

.d(β, σ٢) = ٢ و S(σ) = S(βj١βj٢βj٣) که دارد وجود ۶ طول
(u, v) ترانهش u, v ∈ F (τ)∩F (σ) متمایز عنصرهای ازای به لذا ،|F (τ)∩F (σ)| ≥ ٢ چون
(u, v) فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر τ٢ و (u, v) فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود
،βj١ ،αi٣ ،αi٢ ،αi١ دورهای ،n = ١٠ که زمانͬ .d(α, β) ≤ ٨ بنابراین است. دو برابر σ٢ و
.S(βj٣) ∩ S(αi٣) ̸= ∅ و S(βj١) ⊂ S(αi١αi٢) ،S(βj١) ⊂ S(αi١αi٢) که دارند وجود βj٣ و βj٢
بنا .d(α, τ٢) = ٢ و S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا
بنابراین .d(β, σ٢) = ٢ و S(σ) = S(βj١βj٢βj٣) که دارد وجود ۶ طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به
u, v ∈ F (τ) ∩ F (σ) متمایز عنصرهای ازای به ،|F (τ) ∩ F (σ)| ≥ ٢ چون .|S(τ) ∩ S(σ)| ≥ ۴
ترتیب، همین به است. دو برابر σ٢ و (u, v) فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود (u, v) ترانهش



١۵ متقارن گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
.d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو برابر τ٢ و (u, v) فاصله

،u١, u٢, u٣ ∈ F (α) ∩ F (β) متمایز عنصرهای ازای به پس ،|F (α) ∩ F (β)| ≥ ٣ چون (١)
دو برابر β و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا گیریم. مͬ نظر در را γ = (u١, u٢, u٣) ٣‐دور

.d(α, β) ≤ ۴ بنابراین است. دو برابر α و γ فاصله ترتیب، همین به است.
به بنا .S(αi١αi٢αi٣) ∩ S(β) = ∅ که دارند وجود αi٣ و αi٢ ،αi١ دورهای کنیم مͬ فرض (٢)
به بنا .d(α, τ٢) = ٢ و S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم

.d(α, β) ≤ ۴ پس است. دو برابر τ٢ و β فاصله ،٢ . ١ . ١ لم
|F (α)∩F (β)| < کنیم مͬ فرض لذا .d(α, β) ≤ ۴ ،(١) به بنا آنگاه ،|F (α)∩F (β)| ≥ ٣ اگر (٣)
است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ اگر .٣
۵‐دور ،y١, · · · , y۵ ∈ F (α)∩F (γ) ازای به نتیجه در .fα ≥ ٢۵− ١۴ = ١١ ،t < ٨ برای
همین به است. دو برابر δ و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد .وجود δ = (y١, · · · , y۵)

.d(α, β) ≤ ۶ پس است. دو برابر α و δ فاصله ترتیب،
بنا .(∪i۵

k=i١S(αk)) ∩ S(γ) = ∅ که دارند وجود αi۵ و αi۴ , · · · , αi١ دورهای ،t ≥ ٨ برای
.d(α, τ٢) = ٢ و S(τ) = S(αi١ · · ·αi۵) که دارد وجود ١٠ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به

.d(α, β) ≤ ۶ پس است. دو برابر γ و τ٢ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا

p که باشند ٢ و p اول مرتبه از ترتیب به Sn از دلخواه عنصر دو β و α کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ لم
کرد. مشخص زیر جدول صورت به را d(α, β) کران توان مͬ صورت این در است. فرد



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ١۶

زوج مرتبه با جای·شت با فرد مرتبه با جای·شت بین فاصله تعیین جدول :٢ . ١ جدول
d(α, β) n p fβ fα حالت
≤ ١٠ ≥ ٩ ≥ ٢ ١.١
≤ ٨ > ٩ ≥ ٣ ≥ ٢ ٢.١
≤ ۶ ≥ ١۵ < ٣ ≥ ٢ ٣.١
≤ ١٠ ≥ ٩ ≥ ٣ < ٢ ١.٢
≤ ٨ ≥ ١۵ ٣ ≥ ٣ < ٢ ٢.٢
≤ ٨ ≥ ١۶ ̸= ٣ ≥ ٣ < ٢ ٣.٢
≤ ١٠ ≥ ٩ < ٣ < ٢ ۴.٢
≤ ٨ ≥ ١۶ ̸= ٣ < ٣ < ٢ ۵.٢
≤ ٨ ≥ ١۵ ٣ < ٣ < ٢ ٣

.β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
α از آن فاصله که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fα ≥ ٢ کنیم مͬ فرض (١)

است. دو برابر
.d(α, β) ≤ ١٠ پس ،d((u, v), β) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ١ لم به بنا (١.١)

که زمانͬ است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،fβ ≥ ٣ چون (٢.١)
فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(δ) ⊆ F (γ)∩F ((u, v)) که دارد وجود δ ۵‐دور ،n > ٩
بدین است. دو برابر (u, v) و از δ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر γ و δ

.d(α, β) ≤ ٨ ترتیب
S(βj١βj٢βj٣)∩{u, v} = که دارند وجود βj٣ و βj١ , βj٢ پس ،n ≥ ١۵ و fβ < ٣ چون (٣.١)

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین .d((u, v), β) ≤ ۴ ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا .∅
.d(α, δp) = ٢ که دارد وجود ٢p طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (٢)

.d(α, β) ≤ ١٠ بنابراین ،d(δp, β) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ١ لم به بنا (٢.١)
دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون (٢.٢)
وجود λ ۵‐دور بنابراین .|F (δ)∩F (γ)| ≥ ۵ پس ،|S(δ)∪S(γ)| ≤ ٩ چون است.
به است. دو برابر γ و λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(λ) ⊆ F (δ) ∩ F (γ) که دارد

.d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو برابر δ٣ و از λ فاصله ترتیب، همین



١٧ متقارن گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
،(٣)٢ . ٢ . ١ لم به بنا ،n ≥ ٢۵ چنانچه .m = ٢ یا n ≥ ٢۵ کنیم مͬ فرض ابتدا (٣.٢)

.d(α, β) ≤ ٨ پس .d(δp, β) ≤ ۶
٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون .p = ١١ و n = ٢٢ کنیم مͬ فرض
δi۴ ،· · · ،δi١ پس ،p > ٧ چون است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ

که دارد وجود τ ۵‐دور لذا .S(γ) ∩ S(δi١ , · · · , δi۵) = ∅ که دارند وجود δi۵ و
دو برابر γ و τ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .d(δp, τ) = ٢ و S(δi١ , · · · , δi۵) = S(τ)

.d(α, β) ≤ ٨ پس است.
٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون .m ≥ ٣ و n < ٢۵ کنیم مͬ فرض حال
وجود αi٢ و αi١ پس ،fα < ٢ چون است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ

٢p طول از δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا همچنین، .|S(αi١αi٢) ∩ S(γ)| ≥ ٢ که دارند
،|S(δ) ∪ S(γ)| ≤ ٢p + ١ چون .S(δ) = S(αi١αi٢) و d(α, δp) = ٢ که دارد وجود
.S(λ) ⊆ F (δ) ∩ F (γ) که دارد وجود λ ۵‐دور بنابراین .|F (δ) ∩ F (γ)| ≥ ۵ پس

.d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو برابر δp و γ از λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
.d(α, β) ≤ ١٠ پس ،d(δp, β) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ١ لم به بنا (۴.٢)

،٢ . ٢ . ١ لم به بنا ،n ≥ ٢۵ برای .m = ٢ یا n ≥ ٢۵ کنیم مͬ فرض ابتدا (۵.٢)
چون .p = ١١ و n = ٢٢ کنیم مͬ فرض .d(α, β) ≤ ٨ پس .d(δp, β) ≤ ۶
که دارند وجود δj۵ و δj۴ ،· · · ،δj١ ،βj٣ ،βj٢ ،βj١ نتیجه در .m′ ≥ ١٠ پس fβ < ٣

.(∪i٣
k=i١S(βk)) ∩ (∪j۵

k′=j١S(δk′)) = ∅

S(τ) = و d(β, τ٢) = ٢ که دارد وجود ۶ طول با τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا حال
و d(δp, σ٢) = ٢ که دارد وجود ١٠ طول با σ دور ترتیب، همین به .S(βj١βj٢βj٣)

.d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو برابر τ٢ و σ٢ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .σ۵ = δj١ · · · δj۵
و αi١ ،βj٣ ،βj٢ ،βj١ صورت این در .m ≥ ٣ و n < ٢۵ کنیم مͬ فرض حال
δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .|F (βj١βj٢βj٣) ∩ F (αiαi′)| ≥ ۵ که دارند وجود αi′

ترتیب، همین به S(δ) = S(αiαi′) و d(α, δp) = ٢ که دارد وجود ٢p طول به
چون .S(λ) = S(βj١βj٢βj٣) و d(β, λ٢) = ٢ که دارد وجود ۶ طول با λ دور
بنا .S(γ) ⊆ F (δ)∩F (λ) که دارد وجود γ ۵‐دور ،|F (βj١βj٢βj٣)∩F (αiαi′)| ≥ ۵
دو برابر δp و γ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر λ٢ و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به

.d(α, β) ≤ ٨ پس است.
که طوری به دارند وجود αi٢ و αi١ ،βj٣ ،βj٢ ،βj١ پس fβ < ٣ و fα < ٢ چون (٣)
|S(αi١αi٢)∩ بنابراین .S(αi٢)∩ S(βj٣) ̸= ∅ و S(βj٢) ⊂ S(αi١αi٢) ،S(αi١)∩ S(βj١) ̸= ∅

d(α, δ٣) = ٢ که دارد وجود ۶ طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(βj١βj٢βj٣)| ≥ ۴
d(β, λ٢) = که دارد وجود ۶ طول از λ دور ترتیب، همین به .S(δ) = S(αi١αi٢) و
.|F (δ) ∩ F (λ)| ≥ ۵ پس |S(δ) ∪ S(λ)| ≤ ٨ چون .S(λ) = S(βj١βj٢βj٣) و d(α, δ٣) = ٢



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ١٨
λ٢ و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(γ) ⊆ F (δ) ∩ F (λ) که دارد وجود γ ۵‐دور بنابراین

.d(α, β) ≤ ٨ پس است. دو برابر δ٣ و γ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر

باشند. q و p فرد اول مرتبه از ترتیب به Sn از دلخواه جای·شت دو β و α کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ لم
کرد. مشخص زیر جدول صورت به را d(α, β) کران توان مͬ صورت این در

فرد مرتبه با جای·شت دو بین فاصله تعیین جدول :٢ . ٢ جدول
d(α, β) n q p fβ fα حالت
≤ ٨ ≥ ٩ ≥ ٢ ≥ ٢ ١
≤ ١٢ ≥ ٩ < ٢ ≥ ٢ ١.١
≤ ٨ ≥ ١۵ ٣ < ٢ ≥ ٢ ٢.١
≤ ٨ ≥ ٩ ≥ ۵ < ٢ ≥ ٢ ٣.٢
≤ ١٢ ≥ ٩ < ٢ < ٢ ١.٢
≤ ٨ ≥ ١۵ ٣ ٣ < ٢ < ٢ ٢.٢
≤ ١٠ ≥ ٢۵ ≥ n−١۴ ≥ n−١٢ < ٢ < ٢ ٣.٢
≤ ٨ ≥ ١۶ < ٢ < ٢ ۴.٢

.β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا fα ≥ ٢ چون (١)
برابر β از آن فاصله که دارد وجود (u′, v′) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٢ چون (١.١)

.d(α, β) ≤ ٨ پس .d((u′, v′), (u, v)) ≤ ۴ ،٢ . ٢ . ١ لم به بنا است. دو
{u, v} ∩ که طوری به دارند وجود βi٢ و βi١ بنابراین ،m′ > ۴ پس fβ < ٢ چون (٢.١)
و d(β, τ٣) = ٢ که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا و S(βi١βi٢) = ∅

.d(α, β) ≤ ٨ پس .d((u, v), τ٣) ≤ ۴ ،(١)٢ . ٢ . ١ لم به بنا .S(τ) = S(βi١βi٢)

.τ q = τ١ · · · τq و d(β, τ q) = ٢ که دارد وجود ٢q طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (٣.١)
لم به بنا .(∪j٣

t=j١S(τt))∩ {u, v} = ∅ که دارند وجود τj٣ و τj٢ ،τj١ پس q ≥ ۵ چون
.d(α, β) ≤ ٨ پس .d((u, v), τ q) ≤ ۴ ،(٢)٢ . ٢ . ١

.d(α, δp) = ٢ که دارد وجود ٢p طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (٢)



١٩ متقارن گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
،٢ . ٢ . ١ لم به بنا .d(β, γq) = ٢ که دارد وجود ٢q طول به γ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (١.٢)

.d(α, β) ≤ ١٢ پس .d(δp, γq) ≤ ٨
|S(δ) ∪ چون .d(β, λ٣) = ٢ که دارد وجود ۶ طول به λ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (٢.٢)
،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(γ) ⊆ F (δ) ∩ F (λ) که دارد وجود γ ٣‐دور ،S(λ)| ≤ ١٢
پس است. دو برابر δ٣ و γ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر λ٣ و γ فاصله

.d(α, β) ≤ ٨
.d(β, λq) = ٢ که دارد وجود ٢q طول به λ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا ،m′ ≥ ٢ چون (٣.٢)

.d(α, β) ≤ ١٠ پس .d(λq, δp) ≤ ۶ ،(٣)٢ . ٢ . ١ لم به بنا
که زمانͬ .m′ ≥ ٢ و m ≥ ٢ پس fβ < ٢ و fα < ٢ چون .n ≥ ٢١ کنیم مͬ فرض ابتدا (۴.٢)
γ٢ = β٢β۴ · · ·βm′ ،γ١ = β٣β۴ · · ·βm′ ،α′ = α٣ · · ·αm کنیم مͬ فرض ،m′ ≥ ٣ و m ≥ ٣
|(S(α′) ∩ S(γ١)) ∪ (S(α′) ∩ S(γ٢)) ∪ (S(α′) ∩ S(γ٣))| ≥ ٧ چون .γ٣ = β١β۴ · · ·βm′ و
٢p طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .|S(α′) ∩ S(γj)| ≥ ٣ که دارد وجود γjای پس
٢q طول به σ دور ترتیب، همین به .S(τ) = S(α١α٢) و d(α, τp) = ٢ که دارد وجود
لم به بنا |F (τ)∩ F (σ)| ≥ ٣ چون .S(σ) = S(β)− S(γj) و d(β, σq) = ٢ که دارد وجود

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین .d(τp, σq) ≤ ۴ ،(١)٢ . ٢ . ١
که دارد وجود ٢p طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .m = ٢ کنیم مͬ فرض حال
βj٢ و βj١ ،δi٣ ،δi٢ ،δi١ آنگاه m′ ≥ ۶ اگر .S(δ) = S(α) و δp = δ١ · · · δp ،d(α, δp) = ٢
وجود ٢q طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(δi١δi٢δi٣) ∩ S(βj١βj٢) = ∅ که دارند وجود
لم به بنا S(δi١δi٢δi٣) ∩ S(σ) = ∅ چون .S(σ) = S(βj١βj٢) و d(β, σq) = ٢ که دارد

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین .d(δp, σq) ≤ ۴ ،(٢)٢ . ٢ . ١
دارند وجود βj٢ و βj١ ،δi٢ ،δi١ پس p > ١٠ و |{βiβj | i ̸= j}| = ١٠ چون m′ = ۵ اگر
پس S(δi٣) ⊂ S(βj٢βj٣) که دارند وجود βj٣ و δi٣ همچنین، .S(δi١δi٢) ⊂ S(βj١βj٢) که
دارد وجود ٢q طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا نتیجه، در .S(δi١δi٢δi٣) ⊂ S(βj١βj٢βj٣)

،(٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا S(δi١δi٢δi٣)∩S(σ) = ∅ چون .S(σ) = S(βj۵βj۶) و d(β, σq) = ٢ که
.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین .d(δp, σq) ≤ ۴

که دارند وجود αi٢ و αi١ ،βj٢ ،βj١ آنگاه q = ٣ اگر .p = ۵ و n = ١۶ کنیم مͬ فرض
وجود ١٠ طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .|S(αi٢)∩S(βj١βj٢)| ≥ ٢ و S(αi١)∩S(βj١) ̸= ∅

دارد وجود ۶ طول به λ دور ترتیب، همین به .d(α, δ۵) = ٢ و S(δ) = S(αi١αi٢) که دارد
.|F (δ) ∩ F (λ)| ≥ ٣ ،|S(δ) ∪ S(λ)| ≥ ١٣ چون .d(β, λ٣) = ٢ و S(λ) = S(βj١βj٢) که

.d(α, β) ≤ ٨ پس .d(δ۵, λ٣) ≤ ۴ ،(١)٢ . ٢ . ١ لم به بنا حال
به بنا .|(F (α) ∪ S(αi)) ∩ (F (β) ∪ S(βj))| ≥ ٣ که دارند وجود βj و αi آنگاه q = ۵ اگر
به .S(δ) = S(α) − S(αi) و d(α, δ۵) = ٢ که دارد وجود ١٠ طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ٢٠
.S(λ) = S(β) − S(βj) و d(β, λ۵) = ٢ که دارد وجود ١٠ طول به λ دور ترتیب، همین

.d(α, β) ≤ ٨ پس .d(δ۵, λ۵) ≤ ۴ ، (١)٢ . ٢ . ١ لم به بنا |F (δ) ∩ F (λ)| ≥ ٣ چون

های طول با هم از جدا دور دو حداقل ضرب حاصل α, β ∈ Sn کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ نتیجه
،٩ ≤ n < ١۵ ازای به و d(α, β) ≤ ١٠ ،n ≥ ١۵ ازای به صورت این در باشند. متفاوت

.d(α, β) ≤ ١٢
،fαz ≥ ٢ و p‐دورهاست حاصلضرب αz ،z مانند مثبت صحیح عدد ی ازای به برهان.
،z′ مانند مثبت صحیح عدد ی ازای به ترتیب، همین به است. اول عدد ی p که جایی
که صورتͬ در است. اول عدد ی q که جایی ،fβz′ ≥ ٢ و q‐دورهاست حاصلضرب βz′

و o(βz′) که درصورتͬ .d(αz, βz′) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ١ لم به بنا باشند، زوج دو هر o(αz) و o(βz′)

o(αz) کنیم فرض .d(αz, βz′) ≤ ٨ ،٢ . ٢ جدول از (١) حالت به بنا باشند، فرد دو هر o(αz)

از (٣.١) و (٢.١) های حالت به بنا n ≥ ١۵ ازای به صورت این در باشد. زوج o(βz′) و فرد
جدول از (١.١) حالت به بنا ،٩ ≤ n < ١۵ ازای به همچنین .d(αz, βz′) ≤ ٨ ،٢ . ١ جدول
،٩ ≤ n < ١۵ ازای به و d(α, β) ≤ ١٠ ،n ≥ ١۵ ازای به نتیجه در .d(αz, βz′) ≤ ١٠ ،٢ . ١

.d(α, β) ≤ ١٢

متقارن های گروه محض توانͬ گراف قطر های کران ٢ . ٣

کنیم. مͬ مشخص را متقارن های گروه محض توانͬ گراف قطر های کران بخش این در
.diam(P∗(Sn)) ≤ ١۴ ،n = ٩, ١٠ ازای به (١) .٢ . ٣ . ١ نتیجه

.diam(P∗(S١۵)) ≤ ١٢ (٢)

اول دو هر o(β) و o(α) اگر باشند. Sn از دلخواه عنصر دو β و α کنیم مͬ فرض . برهان.
α کنیم فرض .d(α, β) ≤ ١٢ ،٢ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ ،٢ . ٢ . ١ های لم به بنا صورت این در باشند،
صورت این در باشند. متفاوت های طول با هم از جدا دور دو حداقل ضرب حاصل دو هر β و
.d(α, β) ≤ ١٠ ،n = ١۵ ازای به و d(α, β) ≤ ١٢ ،٩ ≤ n < ١۵ ازای به ٢ . ٢ . ١ نتیجه به بنا
،β ∼ βo(β)/q صورت این در نباشد. اول عددی o(β) و باشد اول عدد ی o(α) کنیم مͬ فرض
به ،٢ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ ،٢ . ٢ . ١ های لم به بنا باشد. مͬ o(β) اول عامل کوچ΄ترین q که جایی
ازای به پس .d(α, βo(β)/q) ≤ ١٠ ،n = ١۵ ازای به و d(α, βo(β)/q) ≤ ١٢ ،٩ ≤ n < ١۵ ازای
o(β) و o(α) کنیم مͬ فرض .d(α, β) ≤ ١١ ،n = ١۵ ازای به و d(α, β) ≤ ١٣ ،٩ ≤ n < ١۵



٢١ متقارن های گروه محض توانͬ گراف قطر های کران
کوچ΄ترین ترتیب به q و p که جایی ،β ∼ βo(β)/q و α ∼ αo(α)/p صورت این در نباشند. اول
ازای به ،٢ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ ،٢ . ٢ . ١ های لم به بنا حال باشند. مͬ o(β) و o(α) اول های عامل
به پس .d(αo(α)/p, βo(β)/q) ≤ ١٠ ،n = ١۵ ازای به و d(αo(α)/p, βo(β)/q) ≤ ١٢ ،٩ ≤ n < ١۵
کامل برهان بنابراین .d(α, β) ≤ ١٢ ،n = ١۵ ازای به و d(α, β) ≤ ١۴ ،٩ ≤ n < ١۵ ازای

است.
لازم که را قضیه و لم چند ابتدا محض، توانͬ گراف قطر پایین کران کردن مشخص برای

کنیم. مͬ بیان داریم
مرتبه از عنصرهایی y و x اگر باشد. همبند P∗(G) و متناهͬ گروه ی G کنیم فرض .٢ . ٣ . ١ لم
که x٠ = x, x١, · · · , x٢t = y عنصرهای دارند وجود و d(x, y) = ٢t آنگاه ⟨x⟩ ̸= ⟨y⟩ و باشند اول
،i ∈ {٠, ١, · · · , t− ١} که i هر ازای به و باشد مͬ اول ،i ∈ {٠, ١, · · · , t} که i هر ازای به o(x٢i)
جایی است، مجاور xi+١ با xi ،i ∈ {٠, ١, · · · ,٢t − ١} هر برای و o(x٢i+١) = o(x٢i)o(x٢i+٢)

است. مثبت صحیح عدد ی t که
شرایط در که اول مرتبه از y و x متمایز عنصر دو و نباشد درست ح΄م کنیم مͬ فرض برهان.
دارا را مم΄ن مقدار حداقل t = d(x, y) > ٠ که کنیم مͬ انتخاب طوری را نکنند صدق لم
نتیجه در باشد. مم΄ن مسیر کوتاهترین x = x٠ − x١ − · · · − xt = y کنیم مͬ فرض باشد.
اول مرتبه از b مانند عنصر ی ⟨x٢⟩ صورت این در .⟨x٢⟩ ⊆ ⟨x٣⟩ و ⟨x٢⟩ ⊆ ⟨x١⟩ ،⟨x٠⟩ ⊆ ⟨x١⟩
ی x = x٠ − bx٠ − b− x٣ − · · · − xt = y اما است. متمایز o(x٠) با b مرتبه که طوری به دارد
که کنند، نمͬ صدق لم شرایط در y و b که صورتͬ در d(b, y) = t − ٢ حال باشد. مͬ مسیر

است. تناقض
p اول عدد ی حداقل n ∈ N\{١} ازای به ((١٢۴∼ ص ،[١١]) چبیشف (قضیه .٢ . ٣ . ١ قضیه

دارد. وجود ٢n و n بین
جدا t‐دورهای به α تجزیه α = α١ . . . αm و α ∈ Sn کنیم فرض (.٢ قضیه ،[١٩]) .٢ . ٣ . ٢ لم

باشد. هم از
.CSmt(α)

∼= (Zt)
m ⋊ Sm و ⟨αi⟩ ∼= Zt ،١ ≤ i ≤ m که i هر ازای به صورت این در

.diam(P∗(S١۵)) = ١٢ و diam(P∗(S٩)) = diam(P∗(S١٠)) = ١۴ .٢ . ٣ . ٣ لم
.d(α, β) ≤ ١۴ ،٣ . ٣ . ١ لم به بنا .α, β ∈ S٩ و n = ٩ کنیم مͬ فرض : (١ (حالت برهان.

این در .β = (١,۴,٧,٢,۵,٨,٣,۶,٩) و α = (١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨,٩) کنیم مͬ فرض ادعا:
.d(α, β) ≥ ١۴ صورت

بایست مͬ β و α پس هستند ماکسیمال دوری زیرگروههای ⟨β⟩ ،⟨α⟩ چون ادعا: برهان
کنیم مͬ فرض .β ∼ β٣ و α ∼ α٣ بنابراین باشند. مجاور ٩ یا ٣ مرتبه از عنصرهایی با
طوری به دارد وجود β٣ و α٣ بین مسیر ی ،٢ . ٣ . ١ لم به بنا .β٣ = β١β٢β٣ و α٣ = α١α٢α٣



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ٢٢
به بنا هستند. اول عدد دو ضرب حاصل یا اول عدد ی مرتبه از مسیر داخلͬ عنصرهای که
با که ٣p مرتبه از عنصرهای تنها نتیجه در .CS٩(α

٣) ∼= (⟨α١⟩× ⟨α٢⟩× ⟨α٣⟩)⋊S٣ ،٢ . ٣ . ٢ لم
هستند. مشابه دوری ساختار دارای هم·ͬ که هستند ۶ مرتبه از باشند مͬ مجاور عنصر این
و α٢ = (j١, j٢, j٣) ،α١ = (i١, i٢, i٣) که صورتͬ در است، ۶ مرتبه از τα٣٢ مثال عنوان به
دارد وجود S٩ در ۶ طول با σ دور مشابه طور به .d(α, τ٣) = ٣ پس .τ = (i١, j١, i٢, j٢, i٣, j٣)
.|S(τ)∩S(σ)| = ۴ و τ٣ ̸= σ٣ پس ،|S(αi)∩S(βj)| = ١ ،i, j هر ازای به چون .d(β, σ٣) = ٣ که

.d(τ٣, σ٣) ≥ ۴ نتیجه، در
σ٣ و τ٣ بین مسیر ی ،٢ . ٣ . ١ لم به بنا صورت این در .d(τ٣, σ٣) = ۴ کنیم مͬ فرض
عدد دو ضرب حاصل یا اول عدد ی مرتبه از مسیر داخلͬ عنصرهای که طوری به دارد وجود
τ٣ ∼ γ ∼ δ ∼ که دارند وجود γ, λ, δ ∈ S٩ عنصرهای o(τ٣) = o(σ٣) = ٢ چون هستند. اول
پس |S(γ)| < ٩ چون است. اول عدد ی q که جایی ،o(δ) = q و o(γ) = o(λ) = ٢q ،λ ∼ σ٣
ازای به اما .γ٢ = γ١γ٢ = δ = λ٢ = λ١λ٢ پس .γ٣ = τ٣ زیرا است ۶ مرتبه از دور ی γ .q = ٣
.d(τ٣, σ٣) ̸= ۴ نتیجه در است. تناقض که ،|S(γ) ∩ S(λ)| = ۴ و |S(αi) ∩ S(βj)| = ١ ،i, j هر
به مسیر ی τ٣ ∼ γ ∼ δ١ ∼ δ ∼ δ٢ ∼ λ ∼ σ٣ و d(τ٣, σ٣) = ۶ کنیم مͬ فرض اکنون
و d(τ٣, σ٣) ≥ ٨ بنابراین است. تناقض ی که S(γ) = S(λ) صورت این در باشد. ۶ طول

.d(α, β) = ١۴ نتیجه در .d(α, β) ≥ ١۴
است. ١ حالت شبیه دقیقا برهان صورت این در n = ١٠ کنیم مͬ فرض : (٢ (حالت
.d(α, β) ≤ ١٢ ،٣ . ٣ . ١ لم به بنا .α, β ∈ S١۵ و n = ١۵ کنیم مͬ فرض : (٣ (حالت

و α = (١,٢,٣,۴,۵,۶,٧)(٨,٩, ١١, ١٠, ١٢, ١٣, ١۴) کنیم مͬ فرض ادعا:
.d(α, β) ≥ ١٢ صورت این در .β = (١,٣,۵,٧,٩, ١١, ٢)(١٣,۶,۴, ١٠,٨, ١٢, ١۵)

از عنصرهایی با عنصرها این β و α دوری ساختار به توجه با ⟨β⟩ ،⟨α⟩ چون ادعا: برهان
است. ١۴ طول به دور ی α′ که جایی ، α ∼ α′ صورت این در هستند. مجاور ١۴ یا ٧ مرتبه
٢ مرتبه از عنصرهای و ٧ مرتبه از عنصرهای S١۵ در ١۴ از دور ی با مرتبط عنصرهای تنها
همین به .α′ ∼ α′٧ بنابراین دارند. تعلق ⟨α⟩ به هم·ͬ ٧ مرتبه از عنصرهای که هستند،
و α′٧ = α١ · · ·α٧ کنیم مͬ فرض .β′ ∼ β′٧ و β ∼ β′ که دارد وجود ١۴ طول به β′ دور ترتیب،
عنصرهای که طوری به دارد وجود β′٧ و α′٧ بین مسیر ی ،٢ . ٣ . ١ لم به بنا .β′٧ = β١ · · ·β٧
،٢ . ٣ . ٢ لم به بنا هستند. اول عدد دو ضرب حاصل یا اول عدد ی مرتبه از مسیر داخلͬ
عضو کمترین با ٢p مرتبه از عنصرهای تنها نتیجه در .CS١۵(α

′٧) ∼= (⟨α١⟩ × · · · × ⟨α٧⟩)⋊ S٧
هستند. مشابه ساختار دارای هم·ͬ که هستند ۶ مرتبه از باشند مͬ مجاور عنصر این با که
و α٢ = (j١, j٢, j٣) ،α١ = (i١, i٢, i٣) که صورتͬ در باشد، مͬ ۶ مرتبه از τα٣٢ مثال عنوان به
دارد وجود S١۵ در ۶ طول از σ دور مشابه طور به .d(α, τ٣) = ۴ پس .τ = (i١, j١, i٢, j٢, i٣, j٣)
.|S(τ)∩S(σ)| ≤ ۵ و τ٣ ̸= σ٣ پس ،|S(αi)∩S(βj)| = ١ ،i, j هر ازای به چون .d(β, σ٣) = ۴ که

.d(τ٣, σ٣) ≥ ۴ لذا
لم به بنا .S(γ) ⊆ F (τ)∩F (σ) که دارد وجود γ ٣‐دور پس ،n− |S(τ)∪S(σ)| ≥ ٣ چون



٢٣ متقارن های گروه محض توانͬ گراف قطر های کران
بنابراین است. دو برابر σ٣ و γ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر τ٣ و γ فاصله ،٢ . ١ . ١

.d(α, β) = ١٢ نتیجه در .d(α, β) ≥ ١٢
.diam(P∗(Sn)) ≥ ۶ ،n ≥ ١۶ ازای به .۴ . ٢ . ٣ لم

کنیم مͬ فرض .[n/٢] < p < n که دارد وجود p مانند اولͬ عدد چبیشف، قضیه به بنا برهان.
α = (١, · · · , p) و β = (n, n− ١, · · · , n− p+ ١).

o(α) = چون است. مثبت صحیح عدد ی t آن در که ،d(α, β) = ٢t ،٢ . ٣ . ١ لم به بنا
α ∼ γ٢ ∼ γ ∼ که دارند وجود Sn در γ٢ و γ١ ،γ آنگاه t = ٢ اگر .d(α, β) > ٢ پس o(β) = p

.γ ∈ CSn(α)∩CSn(β) بنابراین است. اول q که جایی ،o(γ) = q و o(γ١) = o(γ٢) = pq ،γ١ ∼ β

γ ∈ S{١,··· ,n−p} ∩ پس q ∤ p و CSn(β) = ⟨β⟩ × S{١,··· ,n−p} ،CSn(α) = ⟨α⟩ × S{p+١,··· ,n} چون
است. کامل برهان پس .d(α, β) ≥ ۶ بنابراین است. تناقض که S{p+١,··· ,n} = ١

.diam(P∗(Sn)) ≤ ١٠ ،n ≥ ١۶ ازای به .٢ . ٣ . ٢ قضیه
o(β) و o(α) اگر .α = α١ · · ·αt و باشند Sn از دلخواه عنصر دو β و α کنیم مͬ فرض برهان.
و α کنیم مͬ فرض .d(α, β) ≤ ١٠ ،٢ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ ،٢ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه باشند، اول
نتیجه به بنا صورت این در باشند. متفاوت های طول با دور دو حداقل ضرب حاصل دو هر β

صورت این در نباشند. اول o(β) و o(α) کنیم مͬ فرض .d(α, β) ≤ ١٠ ،n ≥ ١۶ ازای به ٢ . ٢ . ١
o(β) و o(α) اول های عامل کوچ΄ترین ترتیب به q و p که جایی ،β ∼ βo(β)/q و α ∼ αo(α)/p

fαo(α)/p ≥ ٢ یا m ≥ ٣ لذا .βo(β)/q = β١ · · ·βm′ و αo(α)/p = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض هستند.
.d(αo(α)/p, βo(β)/q) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ ،٢ . ٢ . ١ های لم به بنا .fβo(β)/q ≥ ٢ یا m′ ≥ ٣ و

.d(α, β) ≤ ١٠ بنابراین
،β ∼ βo(β)/q = β١ · · ·βm′ صورت این در نباشد. اول o(β) اما باشد اول o(α) کنیم مͬ فرض
عدد ی o(α) چون .m′ ≥ ٣ یا fβo(β)/q ≥ ٢ لذا باشد. o(β) اول عامل کوچ΄ترین q که جایی
،٢ . ٢ . ١ لم به بنا آنگاه باشند، زوج دو هر q و o(α) اگر .t ≥ ٢ یا fα ≥ ٢ پس است اول
،٢ . ٢ جدول از (٣.٢) حالت که دهیم نشان است کافͬ صورت این درغیر .d(α, βo(β)/q) ≤ ٨
مͬ فرض .d(α, βo(β)/q) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ های لم به بنا صورت این در دهد. نمͬ رخ
است o(β) اول عامل ی ٣ یا ٢ صورت این در .m′ ≤ ۴ و fβo(β)/q < ٢ ،t = ٢ ،fα < ٢ کنیم
،n ≥ ١۶ ازای به پس .d(α, β) ≤ ٩ و d(α, βo(β)/q) ≤ ٨ بنابراین است. تناقض که q ≥ ۵ و

.diam(P∗(Sn)) ≤ ١٠

گروه محض توانͬ گراف قطر برای بهتری کران ،n ≥ ١۶ از برخͬ ازای به بخش، این در
دهیم. مͬ ارائه P∗(Sn) متقارن
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α = α١ . . . αm که طوری به باشند q و p اول مرتبه از ترتیب به Sn از β و α کنیم فرض .۵ . ٢ . ٣ لم
،m′ > ٩ و q = ٣ یا m′ > ٢p+ ١ و q ̸= ٣ اگر .٢ < p ≤ q و m > ٢ که جایی ،β = β١ . . . βm′ و

.d(α, β) ≤ ۶ آنگاه
α از آن فاصله که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،|F (α) ∩ F (β)| ≥ ٢ اگر برهان.

.d(α, β) ≤ ۴ پس است. دو برابر β و (u, v) فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر
.|S(αlαl′)∩S(βj١)| ≥ ٢ که دارند وجود βj١ و αl′ ،αl آنگاه ،fα < ٢ و |F (α)∩F (β)| < ٢ اگر
S(αlαl′) ⊆ که طوری به شوند مͬ ظاهر βjها از تا t در حداکثر S(αlαl′) عناصر درنتیجه،
،βi١ پس ،m′ − t ≥ ٣ چون .q > ٣ کنیم مͬ فرض حال .t ≤ ٢p − ١ و S(βj١ · · ·βjt) ∪ F (β)

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه ،S(βi١βi٢βi٣) ∩ S(αlαl′) = ∅ که دارند وجود βi٣ و βi٢
(∪i۵

t=i١S(βt)) ∩ که دارند وجود βi۵ و βi۴ ،· · · ،βi١ پس ،m′ − t ≥ ۵ چون ،q = ٣ ازای به
.d(α, β) ≤ ۶ نتیجه در ،S(αlαl′) = ∅

که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا آنگاه ،fα ≥ ٢ و |F (α) ∩ F (β)| < ٢ اگر
S(βi١βi٢βi٣) ∩ که دارند وجود βi٣ و βi٢ ،βi١ پس ،m′ ≥ ۵ چون است. دو برابر α از آن فاصله

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه ،S((u, v)) = ∅

(∪i۵
t=i١S(βt)) ∩ که دارند وجود βi۵ و βi۴ ،· · · ،βi١ پس ،m′ ≥ ٧ چون ،q = ٣ ازای به

.d(α, β) ≤ ۶ نتیجه در ،S((u, v)) = ∅

است. فرد q که طوری به باشند ٢ و q اول مرتبه از ترتیب به Sn از β و α کنیم فرض .۶ . ٢ . ٣ لم
.d(α, β) ≤ ۶ آنگاه ،[n−١

p′ ] > ٢p′ + ١ و باشد n(n− ١) اول عامل بزرگترین p′ اگر
آنگاه ،αβ = βα اگر که است بدیهͬ .β = β١ . . . βm′ و α = α١ . . . αm کنیم مͬ فرض برهان.

.αβ ̸= βα کنیم مͬ فرض .d(α, β) = ٢ ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا آنگاه ،fα ≥ ٢ اگر

است.
بنا پس و S(βj١βj٢βj٣) ∩ S((u, v)) = ∅ که دارند وجود βj٣ و βj٢ ،βj١ آنگاه ،m′ ≥ ۵ اگر •

.d(β, (u, v)) ≤ ۴ ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم به
.d(β, (u, v)) ≤ ۴ ،(١)٢ . ٢ . ١ لم به بنا پس ،|F (β) ∩ F ((u, v))| ≥ ٣ آنگاه ،m′ < ۵ اگر •

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه
.|S(α)| ≥ n− ١ و m = |S(α)|/q زیرا ،m ≥ ۵ آنگاه fα < ٢ اگر

دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا آنگاه ،fβ ≥ ٣ اگر •
لم به بنا پس .S(γ)∩ S(αi١αi٢) = ∅ که دارند وجود αi٢ و αi١ پس ،m ≥ ۵ چون است.
به بنا .S(τ) = S(αi١αi٢) و d(α, τ q) = ٢ که دارد وجود Sn در ٢q طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢

.d(α, β) ≤ ۶ نتیجه در است. دو برابر τ q و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم



٢۵ متقارن های گروه محض توانͬ گراف قطر های کران
βj١ و αi٢ ،αi١ نتیجه در .m′ > ٢q+ ٢ پس .|S(β)| = ٢m′ ≥ mq− ٢ آنگاه ،fβ < ٣ اگر •
tتا در حداکثر S(αi١αi٢) عنصرهای کنیم مͬ فرض .S(βj١) ⊂ S(αi١αi٢) که دارند وجود
t ≤ صورت این در .S(αi١αi٢) ⊆ S(βj١ · · ·βjt) ∪ F (β) که طوری به شود ظاهر βjها از
S(βs١βs٢βs٣)∩S(αi١αi٢) = که دارند وجود βs٣ و βs٢ ،βs١ درنتیجه .m′−t ≥ ٣ و ٢q−١
و d(α, τ) = ٢ که دارد وجود Sn در ٢q طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا همچنین، .∅

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین .d(β, τ) ≤ ۴ ،(٢)٢ . ٢ . ١ لم به بنا .S(τ) = S(αi١αi٢)

آنگاه ،[n−١
p′ ] > ٢p′ + ١ اگر باشد. n(n − ١) اول عامل بزرگترین p′ فرض .٢ . ٣ . ٢ نتیجه

.diam(P∗(Sn)) ≤ ٨
نظر در را زیر حالت سه .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm ،α, β ∈ Sn کنیم مͬ فرض برهان.

گیریم: مͬ
.fβ ≥ ٢ یا m′ > ٢p′ + ١ و fα ≥ ٢ یا m > ٢p′ + ١ آنگاه باشند اول o(β) و o(α) اگر (١)

،fβ ≥ ٢ و fα ≥ ٢ که صورتͬ در .fβ ≥ ٢ و fα ≥ ٢ ،o(β) > ٢ ،o(α) > ٢ کنیم مͬ فرض
همین به است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا
،(١)٢ . ٢ . ١ لم به بنا است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود (u′, v′) ترانهش ترتیب،

.d(α, β) ≤ ٨ پس ،d((u, v), (u′, v′)) ≤ ۴
o(β) و o(α) اگر .d(α, β) ≤ ٨ ،٢ . ٢ . ١ لم به بنا باشند، زوج دو هر o(β) و o(α) اگر
،۶ . ٢ . ٣ لم به بنا صورت این درغیر .d(α, β) ≤ ٨ ،۵ . ٢ . ٣ لم به بنا باشند، فرد دو هر

.d(α, β) ≤ ٨
اول های عامل کوچ΄ترین ترتیب به q و p ، نباشند اول o(β) و o(α) کنیم مͬ فرض (٢)
α′ = α

o(α)
p = کنیم مͬ فرض .β ∼ β

o(β)
q و α ∼ α

o(α)
p صورت این در باشند. o(β) و o(α)

.β′ = β
o(β)
q = β١ · · ·βm٢ و α١ · · ·αm١

نتیجه در .d(α′, β′) ≤ ۶ ،۶ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه ،q = ٢ یا p = ٢ اگر
.d(α, β) ≤ ٨

دارد وجود (u, v) ترانهش ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fα′ ≥ ٢ اگر .٢ < p ≤ q کنیم مͬ فرض
فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا آنگاه ،S(β′) ∩ {u, v} = ∅ اگر است. دو برابر α′ از آن فاصله که

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه است. دو برابر β′ و (u, v)

وجود آنگاه ،|F (β′) ∩ F ((u, v))| ≥ ٣ اگر .q ̸= ٣ و S(β′) ∩ {u, v} ̸= ∅ کنیم مͬ فرض
،٢ . ١ . ١ لم به بنا صورت این در .x, y, z ∈ F (β′) ∩ F ((u, v)) متمایز عنصرهای دارند
دو برابر β′ و (x, y, z) فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر (u, v) و (x, y, z) فاصله

.d(α, β) ≤ ٨ و d(α′, β′) ≤ ۶ درنتیجه است.



متقارن گروه محض توانͬ گراف قطر ٢۶
نتیجه در .m٢q = |S(β′)| ≥ n − ٢ زیرا ،m٢ ≥ ۵ آنگاه ،|F (β′) ∩ F ((u, v))| < ٣ اگر
لم به بنا .{u, v} ∩ S(βi١βi٢βi٣) = ∅ که طوری به دارند وجود βi٣ و βi٢ ،βi١ دورهای
لم به بنا .d(β′, τ q) = ٢ و S(τ) = S(βi١βi٢βi٣) که دارد وجود ٣q طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢

.d(α, β) ≤ ٨ و d(α′, β′) ≤ ۶ درنتیجه است. دو برابر τ q و (u, v) فاصله ،٢ . ١ . ١
به آنگاه ،|F (β′) ∩ F ((u, v))| ≥ ۵ اگر .q = ٣ و S(β′) ∩ {u, v} ̸= ∅ کنیم مͬ فرض
وجود λ = (x١, · · · , x۵) ۵‐دور ،x١, · · · , x۵ ∈ F (β′)∩F ((u, v)) متمایز عنصرهای ازای
(u, v) و λ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر β′ و λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد.

.d(α, β) ≤ ٨ و d(α′, β′) ≤ ۶ درنتیجه است. دو برابر
نتیجه در .٣m٢ = |S(β′)| ≥ n − ٢ زیرا ،m٢ ≥ ٧ آنگاه ،|F (β′) ∩ F ((u, v))| < ۵ اگر
،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .{u, v}∩S(βi١ · · ·βi۵) = ∅ که دارند وجود βi۵ و βi۴ ،· · · ،βi١ دورهای
،٢ . ١ . ١ لم به بنا .d(β′, τ٣) = ٢ و S(τ) = S(βi١ · · ·βi۵) که دارد وجود ١۵ طول به τ دور
درنتیجه است. دو برابر (u, v) و τ٣ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر β′ و τ٣ فاصله

.d(α, β) ≤ ٨ و d(α′, β′) ≤ ۶
،۵ . ٢ . ٣ لم به بنا .m٢ > ٢p′ + ١ و m١ > ٢p′ + ١ آنگاه fβ′ < ٢ و fα′ < ٢ اگر

.d(α, β) ≤ ٨ و d(α′, β′) ≤ ۶
اول عامل کوچ΄ترین p که جایی ،α ∼ α

o(α)
p آنگاه باشد، اول o(β) و نباشد اول o(α) اگر (٣)

.d(α, β) ≤ ٧ درنتیجه ،d(α o(α)
p , β) ≤ ۶ قبل حالت مشابه باشد. o(α)

. است. کامل برهان نتیجه در
.diam(P∗(Sn)) ≤ ٨ ،٢ . ٣ جدول عددهای از ی هر ازای به .٢ . ٣ . ١ مثال



٢٧ متقارن های گروه محض توانͬ گراف قطر های کران

کنند مͬ صدق قبل قضیه شرایط در که ١٠٠٠ از کمتر عددهای :٢ . ٣ جدول
[
n− ١
p

] ٢p+ ١ n(n− ١) اول های عامل n

١۵ ١١ ٢,٢,٢,٢,٣,٣,٣,٣,۵ ٨١
١٧ ١۵ ٢,٣,٣,۵,۵,۵,٧ ١٢۶
٣٢ ١۵ ٢,٢,٢,٢,٢,٣,٣,۵,۵,٧ ٢٢۵
٣۴ ٢٣ ٢,٢,٢,٢,٢,٢,٢,٣,۵,٧, ١١ ٣٨۵
۴٠ ٢٣ ٢,٢,٢,٣,٣,۵,٧,٧, ١١ ۴۴١
۴٩ ٢٣ ٢,٢,٣,٣,٣,۵,٧,٧, ١١ ۵۴٠
۴٨ ٢٧ ٢,٢,٢,٢,٣,۵,۵,۵,۵, ١٣ ۶٢۵
۵١ ٢٧ ٢,٢,٣,٣,٣,۵,۵, ١٣, ١٣ ۶٧۶
۴٢ ٣۵ ٢,٣,۵,٧, ١١, ١٣, ١٧ ٧١۵
۵۶ ٢٧ ٢,٢,٢,٣,٣,٣,٣,٣,٣,٧, ١٣ ٧٢٩
۴٨ ٣۵ ٢,٢,٢,٢,٢,٢,٧,٧, ١٣, ١٧ ٨٣٣
۵۵ ٣۵ ٢,٢,٢,٣,٣,۵, ١١, ١٣, ١٧ ٩٣۶
۵٠ ٣٩ ٢,٢,٢,٣, ١١, ١١, ١٧, ١٩ ٩۶٩

شود. مͬ حاصل زیر قضیه ،٣ . ٣ . ١ لم و ،٢ . ٣ . ٢ نتیجه ،٢ . ٣ . ٢ قضیه به بنا
آنگاه ،[n−١

p ] > ٢p+ ١ اگر باشد. n(n− ١) اول عامل بزرگترین p کنیم فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه
.۶ ≤ diam(P∗(Sn)) ≤ ١٠ صورت این درغیر ،۶ ≤ diam(P∗(Sn)) ≤ ٨





٣ فصل
متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر

مشخص را متناوب گروه محض توانͬ های گراف همبندی فرخͬ و آبادی دوست ،[١٢] در
دادند: ارائه متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر برای بالایی کران و کردند

اگر تنها و اگر است همبند P∗(An) ،n ≥ ٩ کنیم فرض (. ٧ . ۴ قضیه ،[١٢]) .٣ . ٠ . ١ قضیه
اگر بعلاوه، نباشند. اول (n − ٢/(٢ و (n − ٢/(١ ،n/٢ ،n − ٢ ،n − ١ ،n اعداد از ی هیچ

.diam(P∗(An)) ≤ ٢٢ و باشد همبند P∗(An)

،n/٢ ،n−٢ ،n−١ ،n اعداد از ی هیچ که طوری به ،n ≥ ۵١ کنیم مͬ فرض فصل این در
مͬ P∗(An) متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر بررسͬ به نباشند اول (n−٢)/٢ و (n−١)/٢
های بخش در که مقدماتͬ بیان به اول بخش در است. بخش سه شامل فصل این پردازیم.
گراف نوع این در کوتاه مسیرهای از برخͬ دوم بخش در پردازیم. مͬ هستند نیاز مورد بعدی
تعیین را گراف قطر های کران مسیرها این از استفاده با سوم بخش در و کنیم مͬ مشخص را
سوم بخش انتهای در همچنین، .۶ ≤ diam(P∗(An)) ≤ ١١ که دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ

کنیم. مͬ مشخص متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر بالای کران برای بهتر اعتبار ی

مقدمات ٣ . ١
در باشد. هم از جدا p‐دورهای به α تجزیه α = α١ · · ·αm و α ∈ An کنیم فرض .٣ . ١ . ١ لم

.m ≥ ٣ یا fα ≥ ٣ صورت این



متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر ٣٠
هیچ΄دام (n−٢)/٢ و (n−١)/٢ ،n/٢ ،n−٢ ،n−١ ،n چون .fα ≤ ٢ کنیم مͬ فرض برهان.

.m ≥ ٣ پس نیستند اول
جایی باشد هم از جدا p‐دورهای به α تجزیه α = α١ · · ·αm و α ∈ An کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ لم

.d(α, τp) = ٢ که دارد وجود An در ٢p مرتبه از τ جای·شت آنگاه m ≥ ۴ اگر باشد. فرد p که
مͬ قرار .αm = (im١, im٢, · · · , imp) ،· · · ،α١ = (i١١, i١٢, · · · , i١p) کنیم مͬ فرض برهان.
کنیم مͬ فرض .τ٢ = (i٣١, i۴١, i٣٢, i۴٢ · · · , i٣p, i۴p) ،τ١ = (i١١, i٢١, i١٢, i٢٢ · · · , i١p, i٢p) دهیم

.αj
٢l = αj که طوری به α ∼ ταi۵

l · · ·αm
l ∼ τp صورت این در .τ = τ١τ٢

جایی باشد هم از جدا p‐دورهای به α تجزیه α = α١ · · ·αm و α ∈ An کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ لم
صورت: این در باشد. فرد p که

αi٢q و αi٣ ،αi٢ ،αi١ ازای به آنگاه ،q ̸= p و q ≤ [
m

٢ ] که باشد داشته وجود q اول عدد اگر (١)
.S(σ) = S(αi١ · · ·αi٢q) و d(α, σ) = ٢ که دارد وجود An در q مرتبه از σ جای·شت

که دارد وجود An در ٢ مرتبه از δ جای·شت αi۴ و αi٣ ،αi٢ ،αi١ ازای به آنگاه m ≥ ۴ اگر (٢)
.S(δ) = S(αi١αi٢αi٣αi۴) و d(α, δ) = ٢

τ q١ = و S(τ١) = S(α١ · · ·αq) که دارد وجود ٢pq طول به τ١ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (١) برهان.
و S(τ٢) = S(αq+١ · · ·α٢q) که دارد وجود ٢pq طول به τ٢ دور ترتیب، همین به .α١ · · ·αq

α ∼ ταi٢q+١
l · · ·αim

l ∼ τ٢p صورت این در .τ = τ١τ٢ کنیم مͬ فرض .τ q٢ = αq+١ · · ·α٢q
.d(α, σ) = ٢ صورت این در σ = τ٢p دهیم مͬ قرار .αj

lq = αj که طوری به
به .τ٢١ = α١α٢ و S(τ١) = S(α١α٢) که دارد وجود ۴p طول به τ١ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا (٢)
فرض .τ٢٢ = α٣α۴ و S(τ٢) = S(α٣α۴) که دارد وجود ۴p طول به τ٢ دور ترتیب، همین
.αj

٢l = αj که طوری به α ∼ ταi۵
l · · ·αim

l ∼ τ٢p صورت این در .τ = τ١τ٢ کنیم مͬ
.d(α, δ) = ٢ صورت این در δ = τ٢p دهیم مͬ قرار

جایی باشد هم از جدا p‐دورهای به α تجزیه α = α١ · · ·αm و α ∈ An کنیم فرض .۴ . ٣ . ١ لم
تا آن فاصله که دارد وجود ٢ مرتبه از σ جای·شت آنگاه ،m ≥ ٢ و fα > ١ اگر باشد. فرد p که

.|S(σ)| = ٢p+ ٢ و است دو برابر α جای·شت
τ١٢ = و S(τ١) = S(αi١αi٢) که دارد وجود ٢p طول به τ١ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا برهان.
صورت این در .τ = τ١(u, v) کنیم فرض u, v ∈ F (α) متمایز عنصرهای ازای به .αi١αi٢
صورت این در σ = τp دهیم مͬ قرار .αj

٢l = αj که طوری به α ∼ ταi٣
l · · ·αm

l ∼ τp

.d(α, σ) = ٢



٣١ مقدمات
آنگاه ،gcd(٢, r) = ١ و ۴ ≤ fα اگر باشد. An در r مرتبه از جای·شتͬ α کنیم فرض .۵ . ٣ . ١ لم

دارد. وجود α از دو فاصله با ٢ مرتبه از جای·شتͬ
نظر در را γ = (i١, i٢)(i٣, i۴) جای·شت ،i١, i٢, i٣, i۴ ∈ F (α) متمایز عنصرهای ازای به برهان.
لم به بنا درنتیجه شوند. مͬ جا جابه هم با γ و α پس ،S(α) ∩ S(γ) = ∅ چون گیریم. مͬ

.α ∼ αγ ∼ γ ،٢ . ١ . ١
دو هر بین چهار حداکثر طول با مسیر ی P∗(An) در n ≥ ١٠ ازای به ([١٢]) .۶ . ٣ . ١ لم

دارد. وجود ٣‐دور
و |S(α) ∪ S(β)| ≤ ۶ چون باشند. An در ٣ طول به دورهایی β و α کنیم مͬ فرض برهان.
i١, i٢, i٣, i۴ ∈ F (α)∩F (β) متمایز عنصرهای ازای به بنابراین .|F (α)∩F (β)| ≥ ۴ پس ،n ≥ ١٠
همین به است. دو برابر α و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود γ = (i١, i٢)(i٣, i۴) جای·شت

.d(α, β) ≤ ۴ درنتیجه، است. دو برابر β و γ فاصله ترتیب،
جای·شت ی بین شش حداکثر طول با مسیر ی P∗(An) در n ≥ ١٠ ازای به ([١٢]) .٣ . ١ . ٧ لم

دارد. وجود ٣‐دور، ی با ٢ مرتبه از
بنا fα ≥ ٣ اگر باشد. An در ٢ مرتبه از جای·شت ی α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
فرض آنگاه fα ≤ ٢ اگر است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به
دهیم مͬ قرار .α۴ = (i۴١, i۴٢) و α٣ = (i٣١, i٣٢) ،α٢ = (i٢١, i٢٢) ،α١ = (i١١, i١٢) کنیم مͬ

صورت این در .π = (i١١, i٢١, i٣١, i١٢, i٢٢, i٣٢)(i۴١, i۴٢)

α ∼ πα۵ · · ·αm ∼ π٢ ∼ π٢α۴α۵ ∼ α۴α۵ ∼ α۴α۵(i١١, i٢١, i٣١) ∼ (i١١, i٢١, i٣١).

.d(α, γ) ≤ ۶ بنابراین
ی بین هشت حداکثر طول با مسیر ی P∗(An) در n ≥ ١١ ازای به ([١٢]) .٣ . ١ . ٨ لم

دارد. وجود ٣‐دور، ی با ٣ مرتبه از جای·شت
بنا آنگاه |S(α)| ≥ ١٢ اگر باشد. ٣ مرتبه از جای·شت ی α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
به τ٢ دور ترتیب، همین به .S(τ) = S(α١α٢) که دارد وجود ۶ طول به τ١ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به
لم به بنا .α ∼ τ١τ٢α۵−١ · · ·αm

−١ ∼ τ١٣τ٢٣ بنابراین .S(τ) = S(α٣α۴) که دارد وجود ۶ طول
.m = ٢ یا ٣ آنگاه |S(α)| < ١٢ اگر است. شش حداکثر ٣‐دور ی از τ١٣τ٢٣ فاصله ،٣ . ١ . ٧
n ≥ ١١ چون .τ٢ = α١α٢ و S(τ) = S(α١α٢) که دارد وجود ۶ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا
آنگاه m = ٣ اگر پس دارد. وجود (u, v) ترانهش u, v ∈ F (α) متمایز عنصرهای ازای به پس
است. شش حداکثر ٣‐دور ی از τ٣(u, v) فاصله ،٣ . ١ . ٧ لم به بنا .α ∼ τ(u, v)α٣ ∼ τ٣(u, v)
.α ∼ τ(u, v) ∼ τ٣(u, v) آنگاه m = ٢ اگر است. هشت حداکثر ٣‐دور ی از α فاصله بنابراین
ی از α فاصله بنابراین است. شش حداکثر ٣‐دور ی از τ٣(u, v) فاصله ،٣ . ١ . ٧ لم به بنا

است. هشت حداکثر ٣‐دور



متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر ٣٢

α جای·شت بین ده حداکثر طول با مسیر ی P∗(An) در n ≥ ١١ ازای به ([١٢]) .٣ . ١ . ٩ لم
دارد. وجود ٣‐دور، ی با ،(p > ٣) p مرتبه از

است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا آنگاه fα ≥ ٣ اگر برهان.
لم به بنا .d(α, τp) = ٣ که دارد وجود ٣p طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا آنگاه fα ≤ ٢ اگر
حداکثر ٣‐دور ی از α فاصله بنابراین است. هشت حداکثر ٣‐دور ی از τp فاصله ،٣ . ١ . ٨

است. ده

،n/٢ ،n−٢ ،n−١ ،n اعداد از ی هیچ که طوری به n ≥ ٩ کنیم فرض ([١٢]) .٣ . ١ . ١ قضیه
است. همبند P∗(An) صورت این در نباشند اول (n− ٢/(٢ و (n− ٢/(١

و ٣ . ١ . ٨ ،٣ . ١ . ٧ های لم به بنا آنگاه باشد اول α مرتبه اگر .α ∈ An کنیم مͬ فرض برهان.
مͬ فرض نباشد اول α مرتبه اگر دارد. وجود همبندی مسیر ی ٣‐دور ی و α بین ،٣ . ١ . ٩
،٣ . ١ . ٧ های لم به بنا .α ∼ α

o(α)
p صورت این در باشد، o(α) اول عامل کوچ΄ترین p کنیم

ی و α بین پس دارد وجود همبندی مسیر ی ٣‐دور ی و α
o(α)
p بین ،٣ . ١ . ٩ و ٣ . ١ . ٨

مسیر ی ٣ طول به دور دو هر بین ،۶ . ٣ . ١ لم به بنا دارد. وجود همبندی مسیر ی ٣‐دور
است. همبند شرایط این در P∗(An) بنابراین دارد. وجود چهار حداکثر طول با

متناوب گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای ٣ . ٢
ازای به است. هم از جدا دورهای از تجزیه ی یا دور ی α ∈ An جای·شت هر دانیم مͬ
اول مرتبه از جای·شت ی با P∗(An) در جای·شت هر که داد نشان توان مͬ مناسب توان ی
مرتبه با عنصرهای بین کوتاه مسیرهای از برخͬ کنیم مͬ سعͬ بخش، این در است. مجاور

کنیم. مشخص را متناوب گروه محض توانͬ گراف در اول

.d(α, β) ≤ ۶ صورت این در باشند ٣ مرتبه از An در جای·شت دو β و α کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ لم

گیریم. مͬ نظر در را زیر حالت سه .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
که دارد وجود An در ٢ مرتبه از δ جای·شت ،۵ . ٣ . ١ لم به بنا ،fα ≥ ۴ کنیم مͬ فرض (١)

است. دو برابر α از آن فاصله



٣٣ متناوب گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
β و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا آنگاه ،S(δ) ∩ S(β) = ∅ اگر .fβ ≥ ۴ کنیم مͬ فرض (١.١)

.d(α, β) ≤ ۴ بنابراین است. دو برابر
متمایز عنصرهای ازای به آنگاه ،n − |S(β) ∪ S(δ)| ≥ ۵ و S(δ) ∩ S(β) ̸= ∅ اگر
به بنا دارد. وجود λ = (i١, i٢, i٣, i۴, i۵) ۵‐دور ،i١, i٢, i٣, i۴, i۵ ∈ F (β) ∩ F (δ)

بنابراین .d(λ, β) = ٢ ترتیب، همین به است. دو برابر δ و λ ،٢ . ١ . ١ فاصله لم
وجود βj٩ و βj٨ ،βj٧ ،βj۶ دورهای و m′ > ٨ صورت، این غیر در .d(α, β) ≤ ۶
وجود ١۵ طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(δ) ⊆ S(βj۶ · · ·βj٩)∪F (β) که دارند
δ و σ٣ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(σ) = S(βj١ · · ·βj۵) و d(β, σ٣) = ٢ که دارد

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر
وجود βj۵ و βj۴ ،· · · ،βj١ دورهای ،m′ > ١۶ چون .m′ > ١۶ آنگاه fβ < ۴ اگر (٢.١)
دارد وجود ١۵ طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(δ)∩S(βj١ · · ·βj۵) = ∅ که دارند
دو برابر δ و σ٣ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(σ) = S(βj١ · · ·βj۵) و d(β, σ٣) = ٢ که

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است.
لم به بنا ،fβ ≥ ۴ چون .m > ١۶ صورت این در ،fα < ۴ و fβ ≥ ۴ کنیم مͬ فرض (٢)
چون است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود An در ٢ مرتبه از γ جای·شت ،۵ . ٣ . ١
به بنا .S(γ) ∩ S(αj١ · · ·αj۵) = ∅ که دارند وجود αj۵ و αj۴ , · · · ،αj١ دورهای ،m > ١۶
بنا .S(τ) = S(αj١ · · ·αj۵) و d(α, τ٣) = ٢ که دارد وجود ١۵ طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر γ و τ٣ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به
جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .m > ١۶ و m′ > ١۶ آنگاه ،fβ < ۴ و fα < ۴ کنیم مͬ فرض (٣)
دورهای پس ،|S(τ)| = ١٢ و m′ > ١۶ چون .d(α, τ٣) = ٢ که دارد وجود ۶ مرتبه از τ
،m′ > ١۶ چون .S(τ) ⊆ S(βj١ · · ·βjt) ∪ F (β) که دارند وجود βjt و βjt−١ ،· · · ،βj١
که دارد وجود ١۵ طول به σ دور βjt+۵ و βjt+۴ ،· · · ،βjt+١ ازای به ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا
دو برابر τ٣ و σ٣ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(σ) = S(βjt+١ · · ·βjt+۵) و d(β, σ٣) = ٢

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است.

.d(α, β) ≤ ۶ صورت این در باشند ٢ مرتبه از An در β و α کنیم فرض .٣ . ٢ . ٢ لم
گیریم. مͬ نظر در را زیر حالت سه .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.

برابر α از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا .fα ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (١)
است. دو

برابر β و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا ،S(γ)∩ S(β) = ∅ اگر .fβ ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (١.١)
.d(α, β) ≤ ۴ بنابراین است. دو



متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر ٣۴
متمایز عنصرهای ازای به آنگاه ،|F (β) ∩ F (γ)| ≥ ۵ و S(γ) ∩ S(β) ̸= ∅ اگر
لم به بنا دارد. وجود λ = (i١, i٢, i٣, i۴, i۵) ۵‐دور ،i١, i٢, i٣, i۴, i۵ ∈ F (β)∩F (γ)

است. دو برابر β و λ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر γ و λ فاصله ،٢ . ١ . ١
βj١٣ و βj١٢ ،βj١١ دورهای پس m′ > ٢٣ صورت، این غیر در .d(α, β) ≤ ۶ بنابراین
در σ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا .S(γ) ⊆ S(βj١١βj١٢βj١٣)∪F (β) که دارند وجود
.S(σ) = S(βj١ · · ·βj١٠) و است دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود ۵ مرتبه از An

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر γ و σ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
وجود βj١٣ و βj١٢ ،βj١١ دورهای پس ،m′ > ٢٣ چون .m′ > ٢٣ آنگاه ،fβ < ٣ اگر (٢.١)
An در σ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا .S(γ) ⊆ S(βj١١βj١٢βj١٣) ∪ F (β) که دارند
بنا .S(σ) = S(βj١ · · ·βj١٠) و است دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود ۵ مرتبه از

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر γ و σ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به
دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون .fα < ٣ و fβ ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (٢)
αj١٢ ،αj١١ دورهای بنابراین ،m > ٢٣ پس ،fα < ٣ چون است. دو برابر β از آن فاصله که
σ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا .S(γ) ⊆ S(αj١١αj١٢αj١٣)∪F (β) که دارند وجود αj١٣ و
.S(σ) = S(αj١ · · ·αj١٠) و است دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود ۵ مرتبه از An در

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر γ و σ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا .m > ٢٣ و m′ > ٢٣ آنگاه ،fβ < ٣ و fα < ٣ کنیم مͬ فرض (٣)
،βj١ دورهای است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود ٣ مرتبه از An در τ جای·شت
پس |S(τ)| = ١٢ چون .S(τ) ⊆ S(βj١ · · ·βjt) ∪ F (β) که دارند وجود βjt و βjt١ ،· · ·
وجود ۵ مرتبه از An در σ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا ،m′ − t > ١٠ چون .t ≤ ١٢
،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(σ) ⊆ S(β)− S(βj١ · · ·βjt) و است دو برابر β از آن فاصله که دارد

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر τ و σ فاصله

.d(α, β) ≤ ۶ صورت این در باشند ٣ و ٢ مرتبه از ترتیب به An در β و α کنیم فرض .٣ . ٢ . ٣ لم

گیریم. مͬ نظر در را زیر حالت چهار .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
و α فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا ،S(α) ∩ S(β) = ∅ اگر .fβ ≥ ۴ و fα ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (١)
آنگاه ،|F (α) ∩ F (β)| ≥ ۵ چنانچه .S(α) ∩ S(β) ̸= ∅ کنیم مͬ فرض است. دو برابر β
λ = (i١, i٢, i٣, i۴, i۵) ۵‐دور ،i١, i٢, i٣, i۴, i۵ ∈ F (β) ∩ F (α) متمایز عنصرهای ازای به
و λ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر α و λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود
لم به بنا ،fα ≥ ٣ چون ،|F (α)∩F (β)| < ۵ اگر .d(α, β) ≤ ۴ بنابراین است. دو برابر β



٣۵ متناوب گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
،βj١ آنگاه ،m′ ≥ ٧ اگر است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣
جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(γ) ∩ S(βj١βj٢βj٣βj۴) = ∅ که دارند وجود βj۴ و βj٣ ،βj٢
.S(τ) = S(βj١ · · ·βj۴) و است دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود ٢ مرتبه از An در τ

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر τ و γ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
v١, v٢, v٣, v۴ /∈ S(γ) ∪ متمایز عنصرهای ازای به |F (β) ∩ F (γ)| ≥ ۴ آنگاه ،m′ < ٧ اگر
دو برابر γ و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود δ = (v١, v٢)(v٣, v۴) جای·شت ،S(β)

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر β و δ فاصله ترتیب، همین به است.
لم به بنا صورت این در .m′ > ١۶ و m > ٢٣ آنگاه ،fβ < ۴ و fα < ٣ کنیم مͬ فرض (٢)
چون .d(α, τ٢) = ٢ صورت این در که دارد وجود ۶ مرتبه از An در τ جای·شت ،٣ . ١ . ٢
بنا .S(τ)∩ S(βj١ · · ·βj۵) = ∅ که دارند وجود βj۵ و βj۴ ،· · · ،βj١ دورهای پس m′ > ١۶
.S(σ) = S(βj١ · · ·βj۵) و d(β, σ٣) = ٢ که دارد وجود ١۵ طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر τ٢ و σ٣ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
لم به بنا fβ ≥ ۴ چون .m > ٢٣ صورت این در ،fβ ≥ ۴ و fα < ٣ کنیم مͬ فرض (٣)
،m > ٢٣ چون .d(δ, β) = ٢ که دارد وجود ٢ مرتبه از An در δ جای·شت ،۵ . ٣ . ١
لم به بنا .S(δ) ∩ S(αi١ · · ·αi۶) = ∅ که دارند وجود αi۶ و αi۵ ،· · · ،αi١ دورهای پس
و است دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود ٣ مرتبه از An در τ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣
.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر τ و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(τ) = S(αi١ · · ·αi۶)

γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا .m′ > ١۶ صورت این در ،fβ < ۴ و fα ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (۴)
و βj٣ , βj٢ , βj١ دورهای پس ،m′ > ١۶ چون است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود
از An در σ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(γ)∩ S(βj١βj٢βj٣βj۴) = ∅ که دارند وجود βj۴
فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(σ) = S(βj١βj٢βj٣βj۴) و d(β, σ٣) = ٢ که دارد وجود ۶ مرتبه

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر σ٣ و γ

در . (٣ < q) که باشند q و ٣ اول های مرتبه از ترتیب به An در β و α کنیم فرض .۴ . ٣ . ٢ لم
.d(α, β) ≤ ٨ صورت این

گیریم. مͬ نظر در را زیر حالت سه .β = β١ · · ·βm′ کنیم مͬ فرض برهان.
α از آن فاصله که دارد وجود ٢ مرتبه از δ دور ،۵ . ٣ . ١ لم به بنا ،fα ≥ ۴ کنیم مͬ فرض (١)

.|S(δ)| = ۴ و است دو برابر
β از آن فاصله که دارد وجود γ′ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (١.١)
ازای به و |F (γ′)∩F (δ)| ≥ ۴٠ پس n ≥ ۵٢ و |S(γ′)∪S(δ)| ≤ ٧ چون است. دو برابر



متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر ٣۶
λ = (i١, i٢, i٣, i۴, i۵) ۵‐دور ،i١, i٢, i٣, i۴, i۵ ∈ F (γ′) ∩ F (δ) متمایز عنصرهای
فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر γ′ و λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین است. دو برابر δ و λ

٣q‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا .q ≥ ١١ یا q < ١١ صورت این در ،fβ < ٣ کنیم مͬ فرض (٢.١)
اگر .σq = σ١ · · ·σq کنیم فرض است. دو برابر β از آن σq فاصله که دارد وجود σ

به بنا .S(δ)∩S(σi١ · · ·σi۵) = ∅ که دارند وجود σi۵ و σi۴ ،· · · ،σi١ دورهای ،q ≥ ١١
.S(τ) = S(σi١ · · ·σi۵) و d(σq, τ٣) = ٢ که دارد وجود ١۵ مرتبه از τ دور ،٢ . ١ . ٣ لم

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین است. دو برابر δ و τ٣ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
به |S(σ)∪S(δ)| ≥ ۵ پس ،|S(σ)∪S(δ)| ≤ ٣q+۴ چون .m′ ≥ ۵ آنگاه q < ١١ اگر
λ = (i١, i٢, i٣, i۴, i۵) ۵‐دور ،i١, i٢, i٣, i۴, i۵ ∈ F (γ′)∩F (δ) متمایز عنصرهای ازای
فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر σq و λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین است. دو برابر δ و λ

σ ٣q‐دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .m′ ≥ ٣ صورت این در fβ < ٣ و fα ≤ ٣ کنیم مͬ فرض (٢)
بنابراین .d(α, σq) ≤ ۶ ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا است. دو برابر β از آن σq فاصله که دارد وجود

.d(α, β) ≤ ٨
آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا .fβ ≥ ٣ و fα ≤ ٣ کنیم مͬ فرض (٣)

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین .d(α, γ) ≤ ۶ ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا است. دو برابر β از

.٣ ̸= p ≤ q که باشند q و p اول های مرتبه از ترتیب به An در β و α کنیم فرض .۵ . ٣ . ٢ لم
.d(α, β) ≤ ٨ آنگاه fβ ≥ ٣ یا fα ≥ ٣ اگر

گیریم. مͬ نظر در را حالت سه .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا fα ≥ ٣ چون .fβ ≥ ٣ و fα ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (١)
دارد وجود γ′ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون است. دو برابر α از آن فاصله که
است. چهار حداکثر γ′ و γ بین فاصله ،۶ . ٣ . ١ لم به بنا است. دو برابر β از آن فاصله که

.d(α, β) ≥ ٨ بنابراین
دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا fα ≥ ٣ چون .fβ < ٣ و fα ≥ ٣ کنیم مͬ فرض (٢)
همچنین .m′ ≥ ٣ ،٣ . ١ . ١ لم به بنا ،fβ < ٣ چون است. دو برابر α از آن فاصله که
که دارد وجود σ ٣q‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا .|S(γ) ∩ S(βj١)| ≥ ١ که دارد وجود βj١ دور
.|S(γ)∪S(σ)| ≤ ٣q+٢ و |S(γ)∩S(σ)| ≥ ١ پس .S(σ) = S(βj١βj٢βj٣) و d(β, σq) = ٢
،v١, v٢, v٣, v۴ ∈ F (σ)∩F (γ) متمایز عنصرهای ازای به پس |F (σ)∩F (γ)| ≥ ۴ نتیجه، در



٣٧ متناوب گروه محض توانͬ گراف در کوتاه مسیرهای
است. دو برابر γ و λ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود λ = (v١, v٢)(v٣, v۴) جای·شت

.d(α, β) ≤ ٨ نتیجه در است. دو برابر σq و λ فاصله ترتیب، همین به
از آن σq فاصله که دارد وجود σ ٣q‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا .q ≥ ١٣ آنگاه ،m′ = ٣ اگر
σi٣ ،σi٢ ،σi١ دورهای ،q ≥ ١٣ چون .σq = σ١ · · ·σq کنیم مͬ فرض است. دو برابر β
An در τ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(γ) ∩ S(σi١σi٢σi٣σi۴) = ∅ که دارند وجود σi۴ و
،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(τ) = S(σi١σi٢σi٣σi۴) و d(σq, τ q) = ٢ که دارد وجود ٢q مرتبه از

.d(α, β) ≤ ٨ بنابراین است. دو برابر γ و τ q فاصله
دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون .fβ ≥ ٣ و fα < ٣ کنیم مͬ فرض (٣)
دارد وجود αi دور و m > ٣ ،٣ . ١ . ١ لم به بنا fα < ٣ چون است. دو برابر β از آن فاصله که
d(α, τp) = ٢ که دارد وجود ٣p طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .|S(αi١)∩S(γ)| ≥ ١ که
ازای به و |F (τ) ∩ F (γ)| ≥ ۴ درنتیجه، .S(γ) ∩ S(τ) ≥ ١ پس .S(τ) = S(αi١αi٢αi٣) و
وجود δ = (v١, v٢)(v٣, v۴) جای·شت ،v١, v٢, v٣, v۴ ∈ F (τ) ∩ F (γ) متمایز عنصرهای
برابر γ و δ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر τp و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد.

.d(α, β) ≤ ٨ نتیجه، در است. دو

به باشند ،٣ ̸= p ≤ q q و p اول های مرتبه از ترتیب به An از β و α کنیم فرض .۶ . ٣ . ٢ لم
،m′ > ٣ اگر .d(α, β) ≤ ١٠ آنگاه m′ = ٣ اگر .fα < ٣ و fβ < ٣ ،β = β١ · · ·βm′ که طوری

.d(α, β) ≤ ٨
دارد وجود ٣q طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .m′ = ٣ کنیم مͬ فرض اول: حالت برهان.
٣‐دورها از ضربی حاصل σq صورت این در σq = σ١ · · ·σq کنیم مͬ فرض .d(β, σq) = ٢ که
.d(α, τp) = ٢ که دارد وجود ٣p طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .p > ٣ کنیم فرض است.
پس ،d(τp, σq) ≤ ۶ ،٣ . ٢ . ١ لم به بنا است. ٣‐دورها از ضربی حاصل τp صورت این در
دارد وجود ٣ مرتبه از τ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا .p = ٢ کنیم مͬ فرض .d(α, β) ≤ ١٠

.d(α, β) ≤ ١٠ پس ،d(τ, σq) ≤ ۶ ،٣ . ٢ . ٣ لم به بنا .d(α, τ) = ٢ که
α′ = کنیم مͬ فرض آنگاه ،p > ٣ اگر .m′ > ٣ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض دوم: حالت
.γ۴ = β٣β۵ · · ·βm′ و γ٣ = β٢β۵ · · ·βm′ ،γ٢ = β١β۵ · · ·βm′ ،γ١ = β۴β۵ · · ·βm′ ،α۴ · · ·αm

چون
|(S(α′) ∩ S(γ١)) ∪ (S(α′) ∩ S(γ٢)) ∪ (S(α′) ∩ S(γ٣)) ∪ (S(α′) ∩ S(γ۴))| ≥ (m− ٣)p ≥ ١٣,

.|(S(α′) ∩ S(γj))| ≥ ۴ که دارد وجود γj دور
.S(τ) = S(α١α٢α٣) و d(α, τp) = ٢ که دارد وجود ٣p طول به τ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا
.S(σ) = S(β) − S(γj) و d(β, σq) = ٢ که دارد وجود ٣q طول به σ دور ترتیب، همین به



متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر ٣٨
جای·شت v١, v٢, v٣, v۴ ∈ F (σq) ∩ F (τp) متمایز عنصرهای ازای به ،|F (τ) ∩ F (σ)| ≥ ۴ چون
ترتیب، همین به است. دو برابر τp و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود δ = (v١, v٢)(v٣, v۴)
به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .p = ٢ اگر .d(α, β) ≤ ٨ نتیجه در است. دو برابر σq و δ فاصله
،٣ . ٢ . ٣ لم به بنا ٣‐دورهاست. از ضربی حاصل σq و d(β, σq) = ٢ که دارد وجود ٣q طول

.d(α, β) ≤ ٨ نتیجه، در .d(α, σq) ≤ ۶

متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر های کران ٣ . ٣
کنیم. مͬ مشخص را متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر های کران ابتدا بخش این در

.diam(P∗(An)) ≤ ١١ آنگاه باشد، همبند P∗(An) اگر .٣ . ٣ . ١ نتیجه
باشد، اول y و x های مرتبه اگر باشند. An در دلخواه عنصر دو y و x کنیم مͬ فرض برهان.
فرض .d(x, y) ≤ ١٠ ،۶ . ٣ . ٢ و ۵ . ٣ . ٢ ، ۴ . ٣ . ٢ ،٣ . ٢ . ٣ ،٣ . ٢ . ٢ ،٣ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه
کنیم مͬ فرض .y ∼ yo(y)/q پس باشد، o(y) اول عامل کوچ΄ترین q و نباشد اول o(y) کنیم مͬ
اگر .m′ ̸= ٣ یا fyo(y)/q ≥ ٣ ،m′ = ٣ پس باشد. q‐دورها به yo(y)/q تجزیه yo(y)/q = y١ · · · ym′

.x ∼ xo(x)/p آنگاه باشد، o(x) اول عامل حداقل p و نباشد اول o(x)
،m = ٣ درنتیجه، باشد. p‐دورها به xo(x)/p تجزیه xo(x)/p = x١ · · ·xm کنیم مͬ فرض
،۶ . ٣ . ٢ و ۵ . ٣ . ٢ ، ۴ . ٣ . ٢ ،٣ . ٢ . ٣ ،٣ . ٢ . ٢ ،٣ . ٢ . ١ های لم به بنا .m ̸= ٣ یا fxo(x)/p ≥ ٣
،٣ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه باشد، اول o(x) اگر .d(x, y) ≤ ١٠ بنابراین .d(xo(x)/p, yo(y)/q) ≤ ٨
.d(x, y) ≤ ١١ بنابراین .d(x, yo(y)/q) ≤ ١٠ ،۶ . ٣ . ٢ و ۵ . ٣ . ٢ ، ۴ . ٣ . ٢ ،٣ . ٢ . ٣ ،٣ . ٢ . ٢

.diam(P∗(An)) ≤ ١١ درنتیجه،
.diam(P∗(An)) ≥ ۶ آنگاه باشد، همبند P∗(An) اگر .٣ . ٣ . ١ لم

کنیم مͬ فرض .[n/٢] < p < n که دارد وجود p مانند اولͬ عدد چبیشف، قضیه به بنا برهان.
α = (١, · · · , p) و β = (n, n− ١, · · · , n− p+ ١).

o(α) = چون است. مثبت صحیح عدد ی t آن در که ،d(α, β) = ٢t ،٢ . ٣ . ١ لم به بنا
α ∼ γ٢ ∼ γ ∼ که دارند وجود Sn در γ٢ و γ, γ١ آنگاه t = ٢ اگر .d(α, β) > ٢ پس o(β) = p

.γ ∈ CSn(α)∩CSn(β) بنابراین است. اول q که جایی ،o(γ) = q و o(γ١) = o(γ٢) = pq ،γ١ ∼ β

γ ∈ S{١,··· ,n−p} ∩ پس q ∤ p و CSn(β) = ⟨β⟩ × S{١,··· ,n−p} ،CSn(α) = ⟨α⟩ × S{p+١,··· ,n} چون
.diam(P∗(An)) ≥ ۶ پس .d(α, β) ≥ ۶ بنابراین است. تناقض که S{p+١,··· ,n} = ١



٣٩ متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر های کران
به اگر .٣ < q که باشند q اول عدد و ٣ مرتبه از ترتیب به An در β و α کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢ لم

.d(α, β) ≤ ۶ آنگاه ،[n−٢
p′ ] ≥ ٣p′ + ٢ ،n(n− ١)(n− ٢) اول عامل بزرگترین p′ ازای

،٢ . ١ . ١ لم به بنا آنگاه αβ = βα اگر .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
در را زیر حالت ͷپن اثبات ادامه برای و αβ ̸= βα کنیم فرض است. دو برابر هم از ها آن فاصله

گیریم. مͬ نظر
v١, v٢, v٣, v۴ ∈ متمایز عنصرهای ازای به آنگاه ،|F (α)∩F (β)| ≥ ۴ و fβ ≥ ٣ ،fα ≥ ۴ اگر (١)
α و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود δ = (v١, v٢)(v٣, v۴) جای·شت ،F (α) ∩ F (β)

.d(α, β) ≤ ۴ بنابراین است. دو برابر β و δ فاصله ترتیب، همین به است. دو برابر
،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون .m > ٧ آنگاه ،|F (α)∩F (β)| < ۴ و fβ ≥ ٣ ،fα ≥ ۴ اگر (٢)
،αi١ دارند وجود ،m ≥ ٧ چون است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور
از τ جای·ست ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(γ) ∩ S(αi١ · · ·αi۴) = ∅ که طوری به αi۴ و αi٣ ،αi٢
.S(γ) ∩ S(τ٣) = ∅ پس .S(τ) = S(αi١ · · ·αi۴) و d(α, τ٣) = ٢ که دارد وجود ۶ مرتبه
برابر هم از ها آن فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا پس شوند، مͬ جا جابه هم با τ٣ و γ بنابراین

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو
در δ جای·شت ،۵ . ٣ . ١ لم به بنا ،fα ≥ ۴ چون .m′ > ٧ آنگاه ،fβ < ٣ و fα ≥ ۴ اگر (٣)
،βj١ دورهای ،m′ > ٧ چون است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود ٢ مرتبه از An

٣q طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(δ) ∩ S(βj١βj٢βj٣) = ∅ که دارند وجود βj٣ و βj٢
به بنا و S(σ) ∩ S(δ) = ∅ بنابراین .S(σ) = S(βj١βj٢βj٣) و d(β, σq) = ٢ که دارد وجود

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو برابر σq و δ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم
وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣ چون .m > ٧ آنگاه ،fβ ≥ ٣ و fα < ۴ اگر (۴)
وجود αi۴ و αi٣ ،αi٢ ،αi١ دورهای ،m ≥ ٧ چون است. دو برابر β از آن فاصله که دارد
دارد وجود ۶ طول به τ جای·شت ،۵ . ٣ . ١ لم به بنا .S(γ) ∩ S(αi١ · · ·αi۴) = ∅ که دارند
،٢ . ١ . ١ لم به بنا و S(τ) ∩ S(γ) = ∅ بنابراین .S(αi١ · · ·αi۴) = S(τ) و d(α, τ٣) = ٢ که

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو برابر τ٣ و γ فاصله
،βj١ ،αi٢ ،αi١ دورهای صورت این در .m′ > ٧ و m > ١۶ آنگاه ،fβ < ٣ و fα < ۴ اگر (۵)
S(βj٣) ∩ و |S(βj٢) ∩ S(αi١αi٢)| ≥ ٢ ،S(αi١) ∩ S(βj١) ̸= ∅ که دارند وجود βj٣ و βj٢
و d(β, σq) = ٢ که دارد وجود ٣q طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا .S(αi٢) ̸= ∅

چون .t ≤ ٣q − ٢ و S(γ) ⊂ S(αi١ · · ·αit) ∪ F (α) بنابراین .S(σ) = S(βj١βj٢βj٣)

دارند وجود αit+۴ و αit+٣ ،αit+٢ ،αit+١ دورهای درنتیجه، .m− t ≥ ۴ پس m ≥ ٣q+٢
۶ مرتبه از An در τ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(σ)∩ S(αit+١αit+٢αit+٣αit+۴) = ∅ که
S(τ)∩S(σ) = ∅ بنابراین .S(τ) = S(αit+١αit+٢αit+٣αit+۴) و d(α, τ٣) = ٢ که دارد وجود

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو برابر τ٣ و σq فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا و



متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر ۴٠

.q > ٣ و ٣ ̸= p ≤ q باشند، q و p اول مرتبه از ترتیب به An از β و α کنیم فرض .٣ . ٣ . ٣ لم
.d(α, β) ≤ ۶ آنگاه ،[n−٢

p′ ] ≥ ٣p′ + ٢ ،n(n− ١)(n− ٢) اول عامل بزرگترین p′ ازای به اگر

فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا αβ = βα اگر .β = β١ · · ·βm′ و α = α١ · · ·αm کنیم مͬ فرض برهان.
در را زیر حالت ͷپن اثبات ادامه برای و αβ ̸= βα کنیم مͬ فرض است. دو برابر هم از ها آن

گیریم. مͬ نظر
،v١, v٢, v٣ ∈ F (α)∩F (β) عنصرهای ازای به ،|F (α)∩F (β)| ≥ ٣ و fβ ≥ ٣ ،fα ≥ ٣ اگر (١)
به است. دو برابر γ و α فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا دارد. وجود γ = (v١, v٢, v٣) ٣‐دور

.d(α, β) ≤ ۴ بنابراین است. دو برابر β و γ فاصله ترتیب، همین
پس ،mp + m′q > p′(٣p′ + ٢) آنگاه ،|F (α) ∩ F (β)| < ٣ و fβ ≥ ٣ ،fα ≥ ٣ اگر (٢)
چون .m′ ≥ ٧ کنیم مͬ فرض .m′ ≥ ٧ یا m ≥ ٧ نتیجه، در ،m+m′ > ٣p′ + ٢ ≥ ١٧
چون است. دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fα ≥ ٣
به بنا .S(γ)∩S(βj١ · · ·βj۴) = ∅ که دارند وجود βj۴ و βj٣ ،βj٢ ،βj١ دورهای پس ،m′ ≥ ٧
.S(δ) = S(βj١ · · ·βj۴) و d(β, δq) = ٢ که دارد وجود ٢q مرتبه از δ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو برابر γ و δq فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا
وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fα ≥ ٣ چون .m′ > ٧ آنگاه ،fβ < ٣ و fα ≥ ٣ اگر (٣)
βj۴ و βj٣ ،βj٢ ،βj١ دورهای پس m′ > ٧ چون است. دو برابر α از آن فاصله که دارد
٢q مرتبه از δ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(γ) ∩ S(βj١ · · ·βj۴) = ∅ که دارند وجود
برابر γ و δq فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(δ) = S(βj١ · · ·βj۴) و d(β, δq) = ٢ که دارد وجود

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو
چون .m > ١۶ ،p = ٢ ازای به و m > ٧ ،p > ٣ ازای به آنگاه ،fβ ≥ ٣ و fα < ٣ اگر (۴)

است. دو برابر β از آن فاصله که دارد وجود γ ٣‐دور ،٢ . ١ . ٣ لم به بنا ،fβ ≥ ٣
دارند وجود αj۴ و αj٣ ،αj٢ ،αj١ دورهای پس m > ٧ چون .p > ٣ کنیم مͬ فرض (۴.١)
دارد وجود ٢p مرتبه از δ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(γ)∩S(αj١ · · ·αj۴) = ∅ که
دو برابر γ و δp فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(δ) = S(αj١ · · ·αj۴) و d(α, δp) = ٢ که

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است.
وجود αj١٠ و αj٩ ،· · · ،αj١ دورهای پس m > ١۶ چون .p = ٢ کنیم مͬ فرض (۴.٢)
١٠ مرتبه از δ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم به بنا .S(γ) ∩ S(αj١ · · ·αj١٠) = ∅ که دارند
δ٢ فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا .S(δ) = S(αj١ · · ·αj١٠) و d(α, δ٢) = ٢ که دارد وجود

.d(α, β) ≤ ۶ درنتیجه، است. دو برابر γ و



۴١ متناوب گروه محض توانͬ گراف قطر های کران
زیر حالت دو قسمت این اثبات برای .m′ > ٧ آنگاه ،fβ < ٣ و fα < ٣ کنیم مͬ فرض (۵)

گیریم. مͬ نظر در
که دارند وجود βj٢ و βj١ ،αi٣ ،αi٢ ،αi١ دورهای آنگاه .p > ٣ کنیم مͬ فرض (۵.١)
به بنا .S(αi٣) ∩ S(βj٢) ̸= ∅ و |S(αi٢) ∩ S(βj١βj٢)| ≥ ٢ ،S(αi١) ∩ S(βj١) ̸= ∅

.S(δ) = S(αi١αi٢αi٣) و d(α, δp) = ٢ که دارد وجود ٣p طول به δ دور ،٢ . ١ . ٢ لم
m′ ≥ ٣p + ٢ چون .t ≤ ٣p − ٢ و S(δ) ⊂ S(βj١ · · ·βjt) ∪ F (β) درنتیجه،
S(δ) ∩ که دارند وجود βjt+۴ و βjt+٣ ،βjt+٢ ،βjt+١ دورهای و m′ − t ≥ ۴ پس
وجود ٢q مرتبه از An در τ جای·شت ،٣ . ١ . ٢ لم به بنا .S(βjt+١βjt+٢βjt+٣βjt+۴) = ∅

،S(τ) ∩ S(δ) = ∅ پس .S(τ) = S(βjt+١βjt+٢βjt+٣βjt+۴) و d(β, τ q) = ٢ که دارد
.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر τ q و δp فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا

دارند وجود βj٣ و βj٢ ،βj١ ،αi٢ ،αi١ دورهای و m > ١۶ آنگاه ،p = ٢ کنیم مͬ فرض (۵.٢)
به بنا .S(βj٣) ∩ S(αi٢) ̸= ∅ و |S(βj٢) ∩ S(αi١αi٢)| ≥ ٢ ،S(αi١) ∩ S(βj١) ̸= ∅ که
.S(σ) = S(βj١βj٢βj٣) و d(β, σq) = ٢ که دارد وجود ٣q طول به σ دور ،٢ . ١ . ٢ لم
٢m ≥ n − ٢ ≥ چون .t ≤ ٣q − ٢ و S(σ) ⊂ S(αi١ · · ·αit) ∪ F (α) درنتیجه،
دورهای و ،m− t > ١٠ بنابراین .m ≥ ۶q + ۴ ≥ ٣q + ١٠ پس q ≥ ۵ و q(٣q + ٢)
به بنا .S(σ) ∩ S(αit+١ · · ·αit+١٠) = ∅ که دارند وجود ،αit+١٠ و αit+٩ ،· · · ،αit+١
دو برابر α از آن فاصله که دارد وجود ۵ مرتبه از An در δ جای·شت ،(١)٣ . ١ . ٣ لم
فاصله ،٢ . ١ . ١ لم به بنا ،S(σ) ∩ S(δ) = ∅ پس .S(δ) = S(αit+١ · · ·αit+١٠) و است

.d(α, β) ≤ ۶ بنابراین است. دو برابر σq و δ

در .[n−٢
p′ ] ≥ ٣p′ + ٢ و باشد n(n − ١)(n − ٢) اول عامل بزرگترین p′ کنیم فرض .۴ . ٣ . ٣ لم

.diam(P∗(An)) ≤ ٨ صورت این

o(y) و o(x) کنیم مͬ فرض باشند. An از دلخواه عنصر دو y و x کنیم مͬ فرض برهان.
صورت این در باشند. o(y) و o(x) اول های عامل کوچ΄ترین ترتیب به q و p و نباشند اول
،٣ . ٢ . ٣ و ٣ . ٢ . ٢ ،٣ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه ،pq ≤ ٩ اگر .y ∼ yo(y)/q و x ∼ xo(x)/p

.d(x, y) ≤ ٨ بنابراین .d(xo(x)/p, yo(y)/q) ≤ ۶
بنابراین .d(xo(x)/p, yo(y)/q) ≤ ۶ ،٣ . ٣ . ٣ و ٣ . ٣ . ٢ های لم به بنا آنگاه ،pq > ٩ اگر

.d(x, y) ≤ ٨
،٣ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه ،o(x)o(y) ≤ ٩ اگر باشند. اول o(y) و o(x) کنیم مͬ فرض
،٣ . ٣ . ٣ و ٣ . ٣ . ٢ های لم به بنا آنگاه ،o(x)o(y) > ٩ اگر .d(x, y) ≤ ۶ ،٣ . ٢ . ٣ و ٣ . ٢ . ٢

.d(x, y) ≤ ۶
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q که جایی ،y ∼ yo(y)/q صورت این در نباشد. اول o(y) و باشد اول o(x) کنیم مͬ فرض
٣ . ٢ . ٢ ،٣ . ٢ . ١ های لم به بنا آنگاه ،o(x)o(yo(y)/q) ≤ ٩ اگر است. o(y) اول عامل کوچ΄ترین
،٣ . ٣ . ٣ و ٣ . ٣ . ٢ های لم به بنا انگاه ،o(x)o(yo(y)/q) > ٩ اگر .d(x, yo(y)/q) ≤ ۶ ،٣ . ٢ . ٣ و

است. کامل برهان .d(x, y) ≤ ٨ درنتیجه .d(x, yo(y)/q) ≤ ۶
افزار نرم از توانید مͬ کنند، مͬ صدق بالا قضیه شرایط در که عددهایی ی مشاهده برای
جدول در کنید. استفاده است، شده درج پیوست در آنچه به شبیه برنامه، ی نوشتن و گپ
شده ذکر عدد هر برای قضیه شرایط همراه به دارند را شرایط این که عددهایی از برخͬ زیر

است.

کنند مͬ صدق قبل قضیه شرایط در که ١٠٠٠٠ از کمتر عددهای :٣ . ١ جدول
[
n− ٢
p

] n(n− ١)(n− ٢) اول های عامل n

٨٧ ٢,٢,٢,٣,٣,٣,٣,۵,۵,٧, ١١, ١٧, ١٧,٢٣ ٢٠٢۵
١٢٧ ,٢,٢,٢,٢,٢,٢,٢,٣,٣,٣,٣,٣,۵, ١١, ١٣, ١٧, ١٩ ٢۴٣٢
١١٢ ٢,٢,٢,٢,٢,٣,٣,۵,۵,۵,٧, ١٣, ١٩, ١٩,٢٩ ٣٢۵٠
١۴٢ ٢,٢,٢,٣,٣,٣,۵,٧,٧, ١١, ١٣,٢٣,٢٣,٣٧ ۵٢٩٢
١٩٢ ٢,٢,٢,٢,٢,٢,٢,٣,۵,٧,٧, ١١, ١٧, ١٩,٢٩,٣٧ ٧١٠۶
١۶١ ٢,٢,٢,٢,٣,٣,٧, ١١,٢٣,٢٩,٢٩,۴٣,۴٧ ٧۵۶٩
٣٣٧ ٢,٢,٢,٢,٣,٣,٣,٣,۵,۵,٧,٧, ١١, ١١, ١٣, ١٣,٢٩ ٩٨٠٢

شود. مͬ حاصل زیر قضیه ،۴ . ٣ . ٣ و ٣ . ٣ . ١ های لم به بنا و ،٣ . ٣ . ١ نتیجه به بنا
،[n−٢

p ] ≥ ٣p+ ٢ اگر باشد. n(n− ١)(n− ٢) اول عامل بزرگترین p کنیم فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
.۶ ≤ diam(P∗(An)) ≤ ١١ صورت، این درغیر ،۶ ≤ diam(P∗(An)) ≤ ٨ آنگاه



۴ فصل
های گروه محض توانͬ گراف قطر

کواترنیون و دووجهͬ

و باشد مͬ کواترنیون و دووجهͬ های گروه محض توانͬ گراف قطر بیان فصل این هدف
دوم بخش در و دووجهͬ گروه محض توانͬ گراف قطر اول بخش در است. بخش دو شامل

کنیم. مͬ مشخص را کواترنیون گروه محض توانͬ گراف قطر

دووجهͬ گروه محض توانͬ گراف قطر ١ . ۴

است ٢n مرتبه از ناآبلͬ گروه ی Dn = ⟨a, b⟩ دووجهͬ گروه ،n ≥ ٣ صحیح عدد هر برای
شود: مͬ تولید زیر شرایط با b و a عنصر دو توسط که

(i) o(a) = n, o(b) = ٢;
(ii) ba = a−١b = an−١b.
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دووجهͬ گروه توانͬ گراف ساختار
صورت دراین .|H| = n که است Dn از دوری زیرگروه ی H = ⟨a⟩ پس ،o(a) = n چون

پس an = e = b٢ چون است. P(Dn) از همبند زیرگراف P(⟨a⟩)

(ab)٢ = a(ba)b = a(an−١b)b = e

و
(an−١b)٢ = an−١(ba)an−٢b = an−١(an−١b)an−٢b = (an−٢b)٢.

داریم روند این دادن ادامه با
(an−١b)٢ = (an−٢b)٢ = · · · = (a٢b)٢ = (a٢b) = e.

e برابر یا عضو خود با برابر {b, ab, a٢b, · · · , an−١b} مجموعه عضوهای از ی هر توان بنابراین
از ی هیچ با که است a از توانͬ با برابر ai هر توان ١ ≤ i ≤ n− ١ هر ازای به همچنین، است.
صورت به P(Dn) گراف نمودار رو این از نیست. برابر {b, ab, a٢b, · · · , an−١b} مجموعه اعضای

باشد. مͬ زیر

.n ≥ ٣ برای P(Dn) :١ . ۴ ش΄ل

.diam(P∗(Dn)) = ∞ آنگاه ،n ≥ ٣ اگر .١ . ١ . ۴ قضیه
گروه توانͬ گراف قطر پس است مجاور همانͬ عنصر با Dn از دلخواه عنصر هر چون برهان.
بنا صورت این در است، ناهمبند گراف همانͬ، عنصر حذف با چون است. دو برابر دووجهͬ

است. نامتناهͬ دووجهͬ گروه محض توانͬ گراف قطر گراف، قطر تعریف به



۴۵ کواترنیون گروه توانͬ گراف قطر

کواترنیون گروه توانͬ گراف قطر ٢ . ۴
است ۴n مرتبه از ناآبلͬ گروه ی Qn = ⟨a, b⟩ کواترنیون گروه ،n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای

شود: مͬ تولید زیر شرایط با b و a عنصر دو توسط که
(i) o(a) = ٢n, an = b٢;
(ii) ba = ba−١ = ba٢n−١.

کواترنیون گروه توانͬ گراف ساختار
،١ ≤ i ≤ ٢n− ١ ازای به

(aib)٢ = ai−١(ab)aib = ai−١(ba٢n−١)aib = (ai−١b)٢.

بنابراین
(a٢n−١b)٢ = (a٢n−٢b)٢ = (a٢n−٣b)٢ = · · · = (anb)٢ = (an−١b)٢ = · · · = (a٢b)٢ = (ab)٢ =

b٢ = an.

،١ ≤ i ≤ ٢n− ١ ازای به گیریم مͬ نتیجه a٢n = e که این به توجه با و فوق رابطه از
(aib)٣ = (aib)٢(aib) = an+ib

(an+ib)٣ = (an+ib)٢(an+ib) = aib

باشند: مͬ Qn های زیرگروه تنها هم·ͬ، زیر های مجموعه بنابراین
،H١ = {e, an, b, anb},H٢ = {e, an, ab, an+١b},H٣ = {e, an, a٢b, an+٢b}, · · ·
Hn = {e, an, an−١b, a٢n−١b}, H = ⟨a⟩.

هر ازای به همانͬ راس حذف با بنابراین .|H| = ٢n و |Hj | = ۴ ،١ ≤ j ≤ n ازای به که
زیر ی P∗(⟨a⟩) گراف و باشد مͬ K٣ صورت به کامل گراف ی P∗(Hi) گراف ،١ ≤ j ≤ n

در است. متصل an راس در تنها P∗(Hi) های گراف تمام با که است P∗(Qn) از القایی گراف
ی هیچ an بجز طرفͬ از است. فوق های زیرگراف ی همه برای اتصال نقطه ی an راس ͽواق
این از نیست. مجاور {b, ab, a٢b, · · · , a٢n−١b} مجموعه اعضای از ی هیچ با a های توان از

است: زیر صورت به P∗(Qn) گراف نمودار رو
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.n ≥ ٢ برای P∗(Qn) :٢ . ۴ ش΄ل
صورت این در .n ≥ ٢ کنیم فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه

.diam(P∗(Qn)) = ٢ آنگاه باشد، زوج n اگر (١)
.diam(P∗(Qn)) = ٣ آنگاه باشد، فرد n اگر (٢)

که صورتͬ در باشند. Qn از متمایز و غیرهمانͬ عنصر دو y و x کنیم مͬ فرض برهان.
کنیم مͬ فرض حال .d(x, y) = ٢ پس ،x ∼ an ∼ y آنگاه x, y ∈ {b, ab, a٢b, · · · , a٢n−١b}

.d(x, y) ≤ ٢ پس x ∼ a ∼ y صورت این در x, y ∈ ⟨a⟩

مجاورند هم با که است واض آنگاه باشد، زوج دو هر مرتبه اگر باشد. زوج n کنیم مͬ فرض
مجاورند عنصرها ی همه با مولدها چون شود، مͬ محسوب مولد باشد فرد ی΄ͬ مرتبه اگر و

.d(x, y) = ١ باشد زوج n که صورتͬ در بنابراین هستند. مجاور هم با پس
.x ≁ y آنگاه y = a٢ و x = an اگر صورت این در باشد. فرد n کنیم مͬ فرض

است، مجاور ⟨a⟩ از an عنصر با تنها x چون آنگاه y = a٢ و x ∈ {b, ab, a٢b, · · · , a٢n−١b} اگر
.d(x, y) = ٣ بنابراین .x ∼ an ∼ a ∼ y پس
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آ پیوست
گپ های برنامه

در که دهند مͬ نشان را اعدادی که شود مͬ ارائه شده اجرا گپ های برنامه فصل این در
دو اجرای عددهای کنند. مͬ صدق قبل های فصل های گراف قطر بهتر کران های لم شرایط
صدق ،۴ . ٣ . ٣ لم و ،٢ . ٣ . ٢ نتیجه شرایط در که عددهایی تعداد بین مقایسه برای اول برنامه

است. شده ارائه کنند مͬ
دارند: را ،٢ . ٣ . ٢ نتیجه شرایط که اعداد از برخͬ یافتن برای شده اجرا گپ برنامه

gap> for i in[24..5000] do

> t:=FactorsInt( i*( i-1));

> p:= Maximum(t);

> k:= Int((i-1)/p);

> m:=(2*p+1);

> if k> m then Print(”i=”,i,” k=”, k,” m=”, m);

> fi;

> od;

i=81 k=16 m=11

i=126 k=17 m=15



گپ های برنامه ۵٠
i=225 k=32 m=15

i=385 k=34 m=23

i=441 k=40 m=23

i=540 k=49 m=23

i=625 k=48 m=27

i=676 k=51 m=27

i=715 k=42 m=35

i= 729 k=56 m=27

i=833 k=48 m=35

i=936 k=55 m=35

i=969 k=50 m=39

i=1001 k=76 m=27

i=1089 k=64 m=35

i=1105 k=48 m=47

i=1156 k=67 m=35

i=1197 k=52 m=47

i=1216 k=63 m=39

i=1225 k=72 m=35

i=1275 k=74 m=35

i=1288 k=55 m=47

i=1331 k=70 m=39

i=1445 k=76 m=39

i=1496 k=65 m=47

i=1521 k=80 m=39

i= 1540 k=81 m=39

i=1701 k=100 m=35

i=1716 k=131 m=27

i=1729 k=90 m=39

i=1863 k=80 m=47

i=2001 k=68 m=59

i=2002 k=69 m=59

i=2016 k=65 m=63

i= 2024 k=87 m=47

i=2025 k=88 m=47



۵١
i=2058 k=121 m=35

i=2080 k=159 m=27

i=2176 k=75 m=59

i=2185 k=94 m=47

i=2205 k=76 m=59

i=2233 k=72 m=63

i= 2262 k=77 m=59

i=2300 k=99 m=47

i=2376 k=125 m=39

i=2401 k=342 m=15

i=2431 k=142 m=35

i=2432 k=127 m=39

i=2465 k=84 m=59

i=2500 k=147 m=35

i= 2601 k=152 m=35

i=2640 k=91 m=59

i=2646 k=115 m=47

i=2737 k=118 m=47

i=2755 k=94 m=59

i=2784 k=95 m=59

i=2850 k=77 m=75

i=2926 k=153 m=39

i= 2945 k=94 m=63

i=2976 k=95 m=63

i=3025 k=274 m=23

i=3060 k=133 m=47

i=3136 k=165 m=39

i=3146 k=85 m=75

i=3220 k=87 m=75

i=3249 k=112 m=59

i= 3250 k=171 m=39

i=3256 k=87 m=75

i=3367 k=90 m=75

i=3381 k=146 m=47



گپ های برنامه ۵٢
i=3451 k=118 m=59

i=3510 k=121 m=59

i=3520 k=153 m=47

i=3553 k=96 m=75

i= 3565 k=114 m=63

i=3626 k=97 m=75

i=3627 k=98 m=75

i=3690 k=89 m=83

i=3751 k=120 m=63

i=3773 k=92 m=83

i=3774 k=101 m=75

i=3876 k=125 m=63

i= 3888 k=169 m=47

i=3969 k=128 m=63

i=4000 k=93 m=87

i=4060 k=99 m=83

i=4096 k=315 m=27

i=4186 k=135 m=63

i=4200 k=221 m=39

i=4225 k=324 m=27

i= 4256 k=115 m=75

i=4257 k=98 m=87

i=4264 k=103 m=83

i=4301 k=100 m=87

i=4375 k=624 m=15

i=4551 k=110 m=83

i=4625 k=124 m=75

i=4641 k=160 m= 59

i=4675 k=114 m=83

i=4693 k=204 m=47

i=4761 k=206 m=47

i=4774 k=111 m=87

i=4785 k=164 m=59

i=4901 k=168 m=59



۵٣
i=4902 k=113 m=87

i=4914 k= 289 m=35

i=4921 k=120 m=83

i=4960 k=159 m=63

i=4961 k=120 m=83

i=4992 k=161 m=63.



گپ های برنامه ۵۴
دارند: را ۴ . ٣ . ٣ لم شرایط که اعداد از برخͬ یافتن برای شده اجرا گپ برنامه

gap> for i in[52..10000] do

> t:=FactorsInt(i*(i-1)*(i-2));

> p:= Maximum(t);

> k:=Int((i-2)/p);

> m:=(3*p+2);

> if k> m then Print(”i=”,i,” k=”, k,” m=”, m);

> fi;

> od;

i=2025 k=87 m=71

i=2432 k=127 m=59

i=3250 k=112 m=89

i=5292 k=142 m=113

i=7106 k=192 m=113

i=7569 k=161 m=143

i=9802 k=337 m=89



Aabstract

The power graph of a group G is the simple graph P(G), with vertex-set G and vertices x

and y are adjacent, if and only if x ̸= y and either y = xm or x = ym for some positive integer

m. The proper power graph of G, denoted by P∗(G), is the graph obtained from P(G) by delet-

ing the vertex 1. In this thesis, we determine the diameter bound of P∗(Sn) for which P∗(Sn) is

connected. We show that diam(P∗(S9)) = diam(P∗(S10)) = 14, diam(P∗(S15)) = 12, and

6 ≤ diam(P∗(Sn)) ≤ 10 for n ≥ 16. We also describe a number of short paths in these power

graphs.

We obtain that 6 ≤ diam(P∗(An)) ≤ 11 for n ≥ 51, when P∗(An) is connected. We also de-

scribe a number of short paths in these power graphs.

We assign the diameter of P∗(Qn) for n ≥ 2 and diameter of P∗(Dn) for n ≥ 3.

Keywords: Alternating groups,Symmetric group, Diameter, Proper power graph.
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