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را زیستن پاک که مادرم و پدر به تقدیم
آموختند... من به

د



من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که عزیزم، مادر و پدر از
و گذشته اند غفلت هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم
برای داشت بی چشم یاوری و یار زندگͬ عرصه های تمام در
حجت دکتر آقای جناب دارم. را تشͺر کمال بوده اند، من
راهنما اساتید قوتمند، مهدی آقای جناب و طهرانͬ احسنͬ
ظلمت و هستید جان ͬͺتاری بخش روشنایی شما مشاور: و
و مهربانͬ گویم سپاس چͽونه ͬ بخشͬ. م نور را اندیشه

است. یقین و عشق از سرشار که را شما لطف

جمالͬ پروانه
١٣٩۶ بهمن

ه



نامه تعهد
دانشͽاه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی جمالͬ پروانه اینجانب
، زمان متغیر تاخیر ͷی با تاخیری های سیستم پایداری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد طهرانͬ احسنͬ حجت راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیͽر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی
“ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانشͽاه
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته
جمالͬ پروانه
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مالͺیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چͺیده
پایدار تأخیر تجزیه ی روش از استفاده با را تأخیری سیستم های داریم قصد نامه پایان این در
ͷی ͬ شود. م تنظیم α پارامتر توسط نابرابر بازه دو به تأخیر زمانͬ فاصله تجزیه، از استفاده کنیم.با
خطͬ ماتریسͬ نامساوی آوردن بدست برای جدید تأخیر به وابسته ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابع
زمانͬ تأخیر بالای کران بیشترین روی کاری محافظه کاهش به منجر این که ͬ کنیم م تعریف

ͬ شود. م
،ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس روش مستقیم، لیاپانوف روش زمانͬ، تأخیر سیستم کلیدی: کلمات
کرونکر، ناورداهای برداری، همدم فرم خطͬ، ماتریسͬ نامساوی لیاپانوف‐رازومیخین، روش

تأخیر به وابسته پایداری مجانبی، پایداری زمان، با متغیر تأخیر فاصله

ز
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١ فصل
مقدماتͬ مباحث و تعاریف

مقدمه ١ . ١
از ͬͺی . است مواجه گوناگون فرضيات با مطالعه مورد سيستم امروزی، كاربردهای اغلب در
دیͽر به عبارت ͬ کنیم. م تعریف را آن  ادامه در که است سیستم ١ بودن علͬ معمول، فرضیات این
حال، زمان در سیستم حالت متغیر تغییرات نرخ كه ͬ شود م فرض سیستم ها طراحͬ و تحلیل در
حال زمان حالت متغيرهای توسط یͺتا به طور و بوده گذشته زمان در حالت ازمتغیرهای مستقل
وجود بر فرض نيز سيستمها ͬͺدينامی معادلات در ẋ(t) = f(t, x(t)) ریاضͬ بیان به یا بشود، تعیین
علاوه بر كه است وقتͬ آن ͬ ترین وعموم است جاری زمان در آن ها مشتقات و حالت متغيرهای
در اما باشد. داشته وجود نيز جزئͬ ديفرانسیلͬ معادلات معمولͬ، ديفرانسیلͬ معادلات وجود
تعدادی شامل فرآيندها، يا سیستم ها اغلب واقعͬ مدل که مͬشويم متوجه موشͺافانه تر بررسͬ ͷی
وضعیت های تاثير عدم مسائل از تعدادی در همچنين مͬباشد. نيز گذشته زمان در وضعیت ها از
ͬͺفیزی اقتصادی، بيولوژی، شيميایی، فرآيندهای نظير فرآيندهایی است، بی معنͬ گذشته زمان
به عنوان مͬباشند. مسائلͬ چنین این درگير نوعͬ به خود ،ͬͺتریͺال و ͬͺانیͺم سيستمهای
به نمͬتواند وجه هيچ به اقتصادی مسائل زمینه در مشخص حالت متغير ͷی تغييرات مقدار مثال
ͷی رشد ميزان يا و نباشد وابسته ديͽر حالت متغيرهای يا و حالت متغير آن گذشته تغييرات مقادير
موضوع، اين نمͬباشد.اگرچه گذشته ازحالت های تاثير بدون بيولوژی فرايند ͷی در خاص باكتری

١Causality



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ٢
دهه های در بیشتر سیستم ها این چنین طراحͬ و تحليل تئوری اما ͬ باشد م شفاف و روشن کاملا
متغيرهای گذشته تاثيرات سيستم، از شده ارائه مدل در چنانچه . است داشته محسوسͬ رشد اخير
تغييريافته سيستمها اين بر حاكم ͬͺدينامی معادلات و رياضͬ ادبيات نماييم نيزاعمال را حالت
به تغييرات اين البته یابد. تغيير يافته ساختار گونهای به بایستͬ لازم ͬ های وطراح تحليل تمامͬ و
كاملا́ مشͺلات به سيستمها این گونه پايداری تحليل نظير مواردی در بعضاً و نبوده يͺسان نسبت
استنباط مفاهيم به توجه با پس ͬ نماييم. م برخورد معمولͬ سیستم های به نسبت غيرمتناسبی
اين ͬͺدينامی معادلات آرگومان در كه گفت مͬتوان (TDS)،١ تأخیرزمانͬ سيستمهای از شده
)نيز زمان شده داده شيفت شده( داده زمان متغيرتغییر زمان، متغير وجود بر علاوه سيستمها،
جاری حالت متغيرهای تعيين در سيستم حالت متغيرهای گذشته اثرات بهطوريͺه داشته وجود
كه شده باعث تأخیری ͬͺدينامی سيستم معادلات ظاهری شͺل دليل بههمين . نمود خواهد بروز
سيستمهای : نظیر نامهایی به مͬتوان مثال عنوان گیرد.به تعلق سیستم ها اين به ديͽری عناوين
و ۵ آرگومانͬ شیفت با ۴،معادلات تأخیری ٣،سیستم های موروثͬ های ٢سیستم اثرثانوی، با
در (ODEs)ͬمعمول دیفرانسیل معادلات نام نمود. (FDEs)۶اشاره تابعͬ ديفرانسيل معادلات
برخلاف كه است آن در آنها اصلͬ تفاوت كه گرفته قرار تابعͬ ديفرانسيل معادلات نام مقابل
دليل مͬباشند. نامتناهͬ بعد دارای تابعͬ، ديفرانسيل معادلات معمولͬ، ديفرانسيل معادلات
معمولͬ ديفرانسیلͬ معادله ͷی منحصربفرد حل برای اگر مثال به عنوان كه است اين نيز آن اصلͬ
اما مͬباشد ͷی بعد دارای يا اول مرتبه مزبور، معادله آن گاه باشيم داشته نياز اوليه شرط ͷی به تنها
اولیه ای تابع ͷی به نياز معادله، بفرد منحصر حل جهت متناظر، تابعͬ ديفرانسیلͬ معادله ͷی در
كه مͬشود باعث امر همين كه بوده نقطه بينهايت دارای اوليه تابع اين ديͽر به عبارت . باشد

شوند.[١۴] نامتناهͬ بعد دارای معادلات این گونه

تاریخچه ١ . ١ . ١
مسائل به راجع اغلب كه گرديد آغاز هجدهم قرن از زمانͬ تأخیر سیستم های اوليه تحقيقات
داشت. ادامه بيستم قرن شروع تا پراكنده به صورت مطالعات اين بود. سيستم ها این گونه هندسͬ
گرديد آغاز (١٩٢٠) ٧ ولترا توسط پيشرفتهتری به صورت تأخیری سیستم های مطالعات زمان، اين
شͺارچͬ و شͺار مدل های همچنين و ͷوالاستیͺويس و اكولوژی سیستم های به وی مطالعات كه
راجع بيشتر قبل سال ١٧٠ در آمده بدست نتایج وی،اغلب زمان تا حقیقت در . داشت ارتباط ٨

١time dely Systems
٢Systems with after Effect
٣Hereditary Systems
۴Retaliatory Systems
۵equations with Deviating Argument
۶ Functional Differential Equations
٧Vito Volterra
٨Predator-Prey Models



٣ مقدمه
كه بود شده باعث امر همين كه مͬگرديد مربوط خاص بسيار معادلات از ويژه ای خواص به
برای جامع منطقͬ تئوریهای و واحد ریاضͬ ساختار ͷی معمولͬ، ͬͺدينامی معادلات برخلاف
کلͬ خطͬ ديفرانسیلͬ معادلات از تعدادی ولترا باشد. نداشته وجود تأخیری سيستم های تمامͬ
را انرژی تابع مفهوم سپس و نمود فرموله بودند نيز سيستم گذشته حالت متغيرهای شامل كه را
نمود سعͬ انرژی تابع اين بررسͬ با او کرد. معرفͬ ͬͺفيزی سيستمهای از بعضͬ مدل های برای

نمايد.[١۴] پيش آينده زمانهای برای را سيستم مجانبی رفتار كه
از بودند، شرقͬ اروپای از تاخيری سيستم های كنترل پيشͽام دانشمندان اكثر زمان، از دوره اين در
خطͬ های سیستم رگولاسيون زمينه در ١ زیپͺین نظير: افرادی نام به توان مͬ محققان اين جمله
لياپانوف پايداری زمينه در ۴ رازومیخین ، ٣ ͬͺکراسوفس ،٢ هالانͬ ، زمان(١٩۴١) با نامتغير
و ۶ پوسیͺات کننده های كنترل مانند مسائلͬ ۵در اسمیت و (دهه۵٠‐٦٠) نوسانات تئوری و
ͬͺمینورس سال ها همان در نمود. ١٩۵٩)اشاره ١٩۵٧تا (از اسمیت بینͬ پیش الͽوریتم همچنین
مͺانيزم در كه داد انجام ͷاتوماتی هدايت و ͬ ها کشت پايدارسازيی زمينه در را مطالعاتͬ (١٩۶٠)٧
همین از ͬ داد. م نشان را ايشان كار اهميت امر، همين كه بود شده لحاظ تأخير اثرات آن  ها، ͷفيدب
جدیدی منشاء و آمد به وجود سیستم  ها این گونه کنترل زمینه در زیادی علاقه مندی بعد، به سال ها
دار(معادلات تأحیر حالت متغیرهای تئوری اثرات با دیفرانسیلͬ معادلات تئوری توسعه درجهت

گردید. تابعͬ) دیفرانسل
آن از كه كرد ايجاد بعد به ۶٠ دهه از متحده ايالات در نيز را خاصͬ علاقمندی موضوع اين
کاربردهای ،(١٩۵۴)٩ دانسͺین همͺاری با ابتدا ايشان برد. نام ٨را بلمن تحقیقات ͬ توان م جلمه
مقالاتͬ به صورت اقتصاد و بيولوژی زمينه در گذشته زمان متغيرهای شامل معادلات از را مختلفͬ
خطͬ معادلات برای را خوبی ساختار يافته تئوری ͷی توانستند آن ها همچنين نمودند. ارائه
نمايند. باز پايداری مباحث آغاز برای را مسيری سپس و نموده استخراج ثابت ضرايب با تأخيری
جامع تری بهصورت را سيستم این گونه تحليل فركانسͬ ١٠مسیر کوک اتفاق به بلمن آن، از بعد
با نيز متعدد كتاب  های دوره، اين دانشمندان تحقیقات با كرد(١٩۶٣). منتشر کتاب ͷی در
در (١٩۶٧)١١ میشͺیس کتاب به توان مͬ جمله ازآن گردید. نوشته تأخيری سیستم های موضوع
را کلͬ اوليه پايه های ايشان كه نمود اشاره تأخيری مؤلفه های با ديفرانسيلͬ معادلات تئوری زمينه

١ Y.Z.Zypkin
٢Halanay
٣ Krasovskii
۴ Elsgoltz Razumikhin
۵O.J.M.Smith
۶posicast
٧Minorsky
٨Bellman
٩Danskin

١٠cook
١١A.D. Myshkis



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ۴
كتابی انتشار باعث هال١ با بلمن همͺاری آن، به دنبال برداشتند. تأخيری خطͬ سیستم های برای
اين تحقيقات (١٩٧١).ادامه گرديد زمانͬ تأخير خطͬ سیستم های زمانͬ حوزه تحليل زمينه در
دانشمندان تحقيقات و شد سیستم ها این گونه رياضͬ ساختار گرفتن شͺل بهتر باعث دانشمندان
و مقالات ميان، اين گرديد.در منتشر مختلف کتاب های در منظم ساختاری به صورت گذشته،
ͬͺکراسوفس پايداری مباحث ايشان .[١۴] برخورداراست فوقالعاده ای ازاهميت هال كتاب های
استفاده با ديͽران و نمود تدوين و جمع آوری منظمͬ به صورت لياپانوف تابعͬ تئوری قالب در را
به خصوص تأخيری سيستمهای پايداری سيستم زمينه در را خود تحقيقات موجود، ازتئوری های

. نمودند آغاز سیستم ها، اين خطͬ حوزه در
خطͬ سيستم های به راجع بيشتر آمده به عمل تحقيقات كه است این است ذكر به لازم كه آن چه
تئوریهای گسترش باعث آن ها، پايداری مسائل به ویژه سيستمها اين مختلف مباحث و بوده
خطͬ سيستمهای طراحͬ و تحليل زمينه در تحقيقات بعد، به ١٩٨٠ سال های از گردید. زيادی
اواخر در بود. بيشتر ازهمه سيستمها اين پايداری تحليل سهم به طوريͺه يافت گسترش تأخيری
جهت را كافͬ شرايط كه نمايند استخراج را لياپانوفͬ تابعͬهای توانستند دانشمندان بيستم، قرن
كه زمينه اين در دانشمندان تلاش بيشتر اما دهند. ارائه خطͬ نوع از تأخيری سیستم های پايداری
به را مقالات از زيادی حجم به طوريͺه بوده مقاوم پايداری تحليل مسير در دارد ادامه نيز امروزه
فرانسوی مؤسسه ͷی را امروز تحقيقاتͬ مركز مهمترين بتوان شايد است. داده اختصاص خود

است. داشته زمینه این در فعالیت های اخير سال ١٠ اين در كه دانست

آن اثرات و تأخیر اهمیت ١ . ٢
و علاقمندی باعث چيزی ”چه كه آن است ͬ آيد م به وجود محققان ذهن در كه سوالͬ مهمترين
را مختلف ديدگاه سه توان مͬ ”البته است؟ شده تأخيری های سيستم موضوع روي خاص توجه

: كرد مطرح سوأل این به پاسخ در

ͬͺدینامی مشخصه بهبود اهميت همچنين و مساله اين است. كاربردی مساله ͷی ثانوی، اثر .١
بͽيريم نظر در سیستم هایی بررسͬ جهت را مدل ها كه سازد مͬ وادار را ما سيستم ͷی
در را تأخير اثرات بایستͬ بنابراين باشد. واقعͬ پروسه به ͷنزدی بسيار رفتارشان كه
پروسههایی شد بيان نيز قبلا́ كه همان طور کنیم. لحاظ پروسه ها این گونه طراحͬ و تحليل
،ͬͺانیͺم،ͬͺپزش اقتصادی، اكولوژی، شيميائͬ، بيولوژی، هوافضا، هوانوردی، نظير:
هم چنین مͬباشند. سيستمها این چنین دسته از جمعيت دينامیͷ های و فيزيولوژی ،ͬͺفیزی
تأخیر ايجاد باعث معمولا˟ دارند وجود ͷفیدب حلقههای در كه ومحرکهایی سنسورها

مͬشوند.
١Hale



۵ آن اثرات و تأخیر اهمیت
ساده ترین نيز، لزوم صورت در زيرا ندارند كننده كنترل در چندانͬ استفاده هنوز تأخيرها .٢
اثرات گرفتن، نادیده البته باشد. متناهͬ ابعاد با سيستمهای با آنها تقريبی جايͽزینͬ راه،
نوسانات و پايداری در بدی نتايج به منجر حالات اكثر در زيرا باشد نمͬ کلͬ حل راه تأخير،
كنترل، در را مزايایی ͬ تواند م تأخير كاربرد كه است داده نشان اخير مطالعات اما شود. مͬ

باشد. داشته ODEs سیستم های پايدارسازی نظير
مدل هایی به صورت ͬ توانند م TDSs تأخيری، ͬͺدينامی معادلات بررسͬ پيچيدگͬ از جدا .٣
با مͬتوان ديͽر، به عبارت شوند. ظاهر جزئͬ ديفرانسيل معادلات در نامتناهͬ، ابعاد با
معادلات بيان جهت را سادهتری مدل های ديفرانسيل، معادلات در تأخير مقدار كردن وارد

داد. ارائه جزئͬ ديفرانسيل
دهد. نشان را سيستم ها اين مطالعه  اهميت كه  نمود بيان ͬ توان م نيز ديͽری ͬ تر جزئ دلايل

تأخیری سیستم های کنترل ١ . ٢ . ١
آنها كنترلͬ مسائل به مربوط تأخيری سيستم های زمينه در تحقيقاتͬ باز و مهم مباحث از ͬͺي
ͬ باشد، م تأخيری سيستم های پايداری  آناليز رساله، اين اصلͬ هدف اينكه به توجه با البته ͬ باشد. م
بيان خلاصه خيلͬ طور به را دارد وجود سیستم ها اين كنترل در كه  ͬ مسائل علت همين به

ͬ نماييم. م
١١ طͬ كه گرفت قرار بررسͬ مورد وسيعͬ به طور ۵١ دهه اواخر در تأخيری سیستم های كنترل
وجود تاكنون كه عملͬ روش های است.اصولا˟ گرفته صورت چشمͽيری تحقيقات گذشته، سال
ͬ كردند. م صرف نظر را تأخير از ناشͬ قطعیت های عدم كه بوده تقریب های اساس بر است داشته
روش دو كلͬ به طور ͬ باشد. نم مطمئنͬ روش ها زمان، با متغير تأخيرهای برای روش ها اين مسلماً
و [۵] بوده ١ لغزان مد كنترل روش ͬͺي است؛ گرفته قرار بررسͬ مورد سیستم ها اين كنترل در
مد كنترل برای ͬ توان م خلاصه به طور كه را نتايجͬ ͯ باشد[١۵]. م ٢ زمانͬ تأخير كنترل ديͽری

ͬ باشد: م زير بصورت داد ارائه لغزان
حالت مشابه لغزان، مد كنترل دارد، وجود آن ها حالت متغير در تأخير كه سيستم  های برای .١

ͬ باشد. م پيچيده تر مربوطه محاسبات و طراحͬ البته كه است ODEsسیستم های
از هنوز موضوع اين كه شده پيچيده تر مسئله باشد، داشته وجود تأخير ورودی در اگر اما .٢

ͬ باشد. م تحقيق حال در و مطرح مسائل
به صورتͬ ͷتكني نيز گرديد مطرح ٩٠ دهه در ابتدا (TDC)كه زمانͬ تأخير كنترل روش در اما
اضافͬ اغتشاشات اثر به طوریͺه ͬ نمایند م وارد كنترل طراحͬ در را h ͷكوچ تأخير ͷي كه است

١ Sliding Mode Control
٢ Time-Delay Control



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ۶
دهند. كاهش )را است ناشناخته ديناميͺهای دهنده نمايش كه ) d(k)

مسائل از ͯͺي سيستم های تأخيری، كنترل مسئله كه آن است مقوله اين در اهميت قابل نكته
تحليلͬ مبانͬ كه زيرا است، روشن هم آن دليل دارد. قرار راه ابتدای در هنوز كه است تحقيقاتͬ
باعث امر همين و داشته بيشتری تحقيقات به نياز پايداری  مباحث به خصوص سيستم ها اين
در تحقيقاتͬ باز مسئله چندين باشد. داشته كندی حركت سیستم ها، اين كنترلͬ تحقيقات شده
اشاره مورد سه به اجمالͬ به صورت قسمت، اين در كه گيرد قرار توجه مورد ͬ تواند م زمينه اين

ͬ نماييم: م

تأخیری ورودی های کاربرد ١ . ٢ . ٢
نظر در را تأخيردار حالت متغيرهای تنها گرديده اند طراحͬ امروز به تا كه كنترل كننده هايی
سيستم ها  يی  عمل در اما بوده اند. تأخير بدون خروجͬ و ورودی سیͽنال های كه بطوری گرفته
هستند. تأخيری ورودی با زيرسيستم هايی دارای كه دارند وجود ͬͺترواپتيͺال رديا ب های نظير
دارای تأخيری، حالت متغيرهای داشتن بر علاوه آزادی درجه دو ميز زيرسيستم مثال به عنوان
اكثر سیستم هایی، چنين وجود با ͬ باشد. م نيز تصوير پردازش سيستم زير از تأخيری ورودی
گرفته نظر در زير به صورت كنترلͬ قانون يعنͬ شده اند. طراحͬ حافظه١ بدون كنترل كننده ها،

ͬ شود: م
u(t) = Kx(t)

حالت متغيرهای به دسترسͬ كه سيستم هايی اكثر برای كه اين است مشͺل و مهم سوال ͷي اما
با نمود، پيدا دست تأخيری متغيرهای به ͬ توان م تنها به عبارتͬ، يا و ندارد وجود آن ها لحظه های
زیپͺین نظير افرادی توسط بار اولين سوال اين نمود؟! كنترل را پروسه ͬ توان م طراحͬ نوع چه
عملͬ، هم و تئوری لحاظ از هم آنها مثال براي گرفت. قرار بررسͬ مورد اسمیت سپس و

گرفتند:[٣٢] نظر در زير خطͬ به صورت را سيستم هایی

ẋ(t) = A٠(t)x(t) +A١(t− h) +B٠u(t) +B١u(t− h)

این .(B٠ = ٠) مثال برای نباشند کنترل پذیر (A٠ + A١, B٠) یا و (A٠, B٠) کردند فرض آن در كه
نمود استفاده B١(t − h) جمله از بایستͬ مناسبی کنترلͬ قانون محاسبه جهت که معناست بدان
انجام تحقيقات اكثر در و ͬ باشد م نادر بسيار نموده ا  ند اعمال را شرطͬ اين چنين كه مقالاتͬ كه
به عنوان را آن و شده نظرگرفته در اغتشاشͬ جمله ͷي به صورت تأخيری، كنترلͬ قسمت نيز، شده

ننمودند. لحاظ مؤثر کنترلͬ ورودی  ͷي
١Memoryless Controllers



٧ سیستم ها ساختاری خواص روی بر تأخیر اثرات
شده توزیع سیستم های تأخیری پیاده سازی ١ . ٢ . ٣

سيستم های برای توزيع شده تأخيری كنترل كننده های به راجع متعددی مقالات هفتاد، دهه در
توجه با است ممͺن كنترل كننده هايی اين چنين شبيه سازی گرديد. منتشر گسسته تأخير دارای
به نسبت بودن مقاوم اما شوند. ظاهر مقاوم١ به صورت پارامتری، قطعيت های عدم وجود به
گسسته سازی شود. گرفته نظر در تحقيقاتͬ مهم مسئله ͷی ͬ تواند م نمونه برداری زمان دوره
ناپايداری باعث ͯͽهم ͬ توانند م شبيه سازی در نمو  نه برداری زمان تغيير و توزيع شده تأخيرهای
جهت را لازم شرايط بتوانند كه است صورتͬ به زمينه اين در اخير تحقيقات گردند[٣٢]. سيستم

آورند. بدست ديجيتالͬ پياده سازی

تأخير مقدار برحسب كنترل ۴ . ١ . ٢
تأخير به عنوان ورودی كه است پروسه هايی كنترل زمينه، اين در تحقيقاتͬ باز مسائل از ديͽر ͬͺي
گرفت:[٣٢] نظر در را زير ͬͺدينامي معادله ͬ توان م مثال براي كه ͬ شود م گرفته نظر در سيستم

ẋ(t) = g[x(t− ku(t)] u(t) ≥ u٠ ≥ ٠

كنترل كه دارد وجود بˀرِش فرايندهای نظير ͬͺفيزي پروسه های از بعضͬ در معادلاتͬ اين چنين
حل مورد در جدی تئوری مبحث هيچ تاكنون زيرا است، تحقيقاتͬ مهم مسائل از ͬͺي آنها
اورلو تحقیقات است(به نگردیده ارائه آن ها کافͬ و لازم شرایط استخراج و معادلات اين گونه

شود). ٢(١٩٨٠)مراجعه

سیستم ها ساختاری خواص روی بر تأخیر اثرات ١ . ٣
سعͬ بخش این در که بوده آن رویت پذیری و کنترل پذیری ویژگͬ سيستم، هر مهم خواص از ͬͺی
جهت لذا گردد. بررسͬ نيز تأخيری سيستم های برای ویژگͬ دو این اجمالͬ، کاملا́ به طور شده
جمع با گيرند. قرار مقایسه مورد FDEs ، ODEs حالت دو در ͬ ها ویژگ این است بهتر مطلب، درک
رویت پذیری و کنترل پذیری ویژگͬ دو از عمده اختلاف دو ͬ توان م شده انجام تحقیقات  بندی

نمود.[١۶] بيان زیر صورت به را معمولͬ سيستمهای با تأخيری سيسیتمهای
کنترل پذیری مفهوم ODEs حالت در ͬ باشد: م حالت متغيرهای به مربوط اختلاف اولين .١
نقطه ͷی به t١ + h زمان در و کرده حرکت tزمان  ١ از x(t) حالت متغیر که معناست بدین
به x(t١) حالت رسیدن یعنͬ کنترل پدیری، معنای دیͽر به عبارت برسد. حالت فضای از
تابعͬ مدل ͷی با ما تأخیری حالت  در اما ͬ باشد. م u محدود کنترل توسط x(te) حالت

١Robust
٢Orlov



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ٨
بدین تأخيری سیستم های در کنترل پذیری واقعͬ مفهوم دیͽر، به عبارت هستيم. مواجه
فاصله  در x(tj) به kihi ≤ ti ≤ (ki + ١)h زمانͬ فاصله در x(ti) وضعیت تابع که معناست

ͬ شود. داده م سوق u محدود کنترل توسط kjhj ≤ tj ≤ (kj + ١)h زمانͬ
خطͬ تأخيری، مدل اگر مثال به عنوان است. کنترلͬ فرامین به اجرای مربوط اختلاف دومين .٢
دسترسͬ زمان مینيمم ͷی آمدن به وجود باعث سيستم در موجود تأخيرهای آن گاه باشد
ͷی نظر، مورد سیستم به آن اعمال و کنترل سیͽنال محاسبه برای اینکه یعنͬ خواهند شد.

ͬ باشد. م نیاز زمانͬ حداقل
داده اند انجام را تحقيقاتͬ متعددی محققان تأخيری، سيسیتم های پذیری کنترل مبحث مورد در
اما . نموده اند تعریف را طيفͬ و تقریبی ضعيف، مطلق، قوی، کنترل پذیری نظیر مفاهیمͬ و
زمان کوچͺترین بتوان که ا ست آن تأخیری سیستم های کنترل پذیری مورد در مطلب مهمترین
Rnبرسند. فضای x١در مطلوب مقدار به شده داده حالت متغیرهای که کرد پیدا طوری را t١ ممͺن
سيستم های که تفاوت این با داد ارائه ͬ توان م سيستم ها این رویت پذیری برای نیز مشابه ای تعریف
پایدار سیستم ها نوع این معمول طور به زیرا نمود خارج تعریف این از را خنثͬ نوع از تأخيری
حال در بیش و کم امروزه که ͬ شود م مطرح مجانبی رویت کننده های مسئله این رو از و نبوده

است. تحقيق

سیستم ها پایداری روی بر تأخیر تأثیر ١ . ٣ . ١
ممͺن است تأخير زیرا است روز تحقيقاتͬ بحث ͷی تأخيری سيستمهای پایداری روی تأخير تأثير
حتͬ شود. بسته  حلقه سیستم های در ناپایداری) و نوسان (مانند پيچيده ای رفتارهای بروز باعث
این یا و باشد کافͬ سيستم ها از بعضͬ کردن ناپایدار برای است ممͺن نيز ͷکوچ تأخير ͷی
متغيرهای اگر همچنين شود. سيستم پایدارسازی باعث بزرگ تأخير ͷی که دارد وجود امͺان
تحليل آید. به وجود آشفته رفتار ͷی است ممͺن باشند غيرخطͬ تابع ͷی دارای تأخيری حالت
شده زمان با متغير نوع از تأخيرها اولا˟ که ͬ شود م مشͺل تر وقتͬ تأخيری سيسیتم های پایداری
امر همين باشد. خنثͬ سيستم تأخير نوع ثالثاً بوده، غيرخطͬ صورت به تأخيری معادلات ثانياً
به وجود تأخيری سيستمهای پایداری بررسͬ و بحث برای زیادی مسيرهای که است شده موجب
این برای را پایداری ناحیه  دو محققان پایداری، نواحͬ مطالعه پيچيدگͬ جهت به همچنين آید.
”پایداری دیͽر ناحیه و تأخیر” از مستقل ”پایداری به مربوط ناحیه ͷی گرفته اند، نظر در سيستم ها
تأخیر مقدار آن در که است شرایطͬ آوردن بدست هدف اول نوع در ͬ باشد. م تأخیر” به وابسته

است. دوم نوع راحت تراز پایداری اول نوع بررسͬ بنابراین ندارد. اثر



٩ تعاریف
است. [۶] مرجع از بخش این تعاریف تمام

تعاریف ۴ . ١
مقادیر به وابسته فقط لحظه هر در آن خروجͬ که است سیستمͬ علͬ سیستم .١ . ۴ . ١ تعریف

نباشد. وابسته آینده به و باشد ورودی گذشته و حال
روی از بتوان که ͬ شود م گفته مشاهده یا پذیر رویت سیستمͬ به کنترل، نظریه در .٢ . ۴ . ١ تعریف
متغیرهای روی از دیͽر، عبارت به کرد. مجاسبه را حالت متغیرهای سیستم، خروجͬ متغیرهای

آورد. به دست را سیستم کلͬ رفتار ͬ توان م خروجͬ
در یا و باشد مثبت ویژه اش مقادیر تمامͬ هرگاه گوییم معین مثبت را A ماتریس .١ . ۴ . ١ قضیه

کند: صدق زیر شرایط
AT = A یعنͬ باشد Aمتقارن .١

∀x ̸= ٠ x ∈ Rn xTAx > ٠ .٢
: گاه هر گوییم معین مثبت نیمه را A ماتریس .٣ . ۴ . ١ تعریف

AT = A یعنͬ باشد Aمتقارن .١
∀x ̸= ٠ x ∈ Rn xTAx ≥ ٠ .٢

حقیقͬ تابع ͷی d و نقاط از مجموعه ای X آن در که (X, d) مرتب زوج .۴ . ۴ . ١ تعریف
هرگاه: گویند ͷمتری فضای ͷی ͬ باشد م d : X× X −→ R

باشد) ͬ تواند نم منفͬ هیچ گاه ,d(p(فاصله q) ≥ ٠ .١
باشند) ͬͺی شͬء دو هر اگر تنها و اگر است صفر (فاصله d(p, q) = ٠ ⇐⇒ p = q .٢

است) تقارنͬ خاصیت دارای همواره p،q مقادیر به داشتن بستگͬ (بدون d(q, p) = d(p, q) .٣
حمار) قضیۀ یا مثلث (نامساوی d(p, q) + d(q, r) ≥ d(p, r) .۴
ͬ کند. م بیان را فاصله مفهوم شهودی طور به خاصیت ها این

و X روی متر ͷی dx که ͬ گیریم، م نظر در (Y, dy) و (X, dx) ͷمتری فضای دو .۵ . ۴ . ١ تعریف
و حقیقͬ K ≥ ٠ اگر گویند پیوسته لیپ شیتز f : X → Y تابع ͷی Y مجموعه روی متر ͷی dy

باشیم: داشته X در X٢ و X١ هر برای به طوریͺه، داشته باشد وجود ثابت
dy(f(x١), f(x٢)) ≤ Kdx(x١, x٢)



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١٠
مثبت حقیقͬ K ͷی اگر است پیوسته لیپ شیتز f : R −→ R حقیقͬ تابع ͷی خاص، طور به

داشته باشیم: x٢ و x١ همه برای به طوریͺه، باشد داشته وجود
|f(x١)− f(x٢)| ≤ K|x١ − x٢|

بͽیرید: نظر در را زیر گسسته سیستم .۶ . ۴ . ١ تعریف
x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)

حالت نام به x(k٠) دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان اگر گویند کنترل پذیر را فوق سیستم
منظور رساند. te لحظه در تعادل حالت نام به x(ke) مانند دیͽر دلخواه بردار به k٠ لحظه در اولیه
باشد کنترل تحت حاصل سیستم رفتار که است به گونه ای u(k) ورودی انتخاب سیستم کنترل از

ترتیب: این به
lim
t→∞

x → x(ks)

هم چنین و
lim
t→∞

y → y(ks)

به را کنترل  پذیری ماتریس (۶ . ۴ . ١) معادلات با شده توصیف سیستم برای .٧ . ۴ . ١ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت

Q =
[
B AB A٢B · · ·An−١B

]
فقط و اگر است کنترل پذیر کاملا (۶ . ۴ . ١) معادلات با شده توصیف خطͬ سیستم .٢ . ۴ . ١ قضیه

دیͽر به عبارت یا کند تولید را Rn فضای سیستم کنترل پذیری ماتریس ستون های اگر
rank(Q) = n



١١ تأخیری سیستم از مدل هایی

تأخیری سیستم از مدل هایی ۵ . ١
:[۶] است زیر شرح به تأخیری سیستم از نمونه ͷی

آب دوش :١ . ١ شͺل

از Td دلخواه مقدار به دستیابی به مایل و است گرفتن دوش حال در شخصͬ کنید فرض
ورودی آن با و است میͺسر ما عملͽر واقع در ͬ باشد. م میͺسر چرخاندن با آب حرارت درجه
با t لحظه در T (t).کنیم کنترل را فرد سر روی آب دمای ͬ خواهیم م و ͬ کنیم م وارد را کنترلͬ
و ͬ کشد م طول h زمان مقدار برسد فرد سر به و شود رد لوله داخل از تا ͬ کنیم م تنظیم میͺسر
تغییرات کنید فرض تأخیر. لحظه h با یعنͬ است T (t − h) ͬ کند م دریافت فرد که آبی دمای
با متناسب دسته چرخش سرعت حالیͺه در باشد دسته چرخش زاویه با متناسب حرارت درجه

است: ثابت تأخیر با زیر معادله بنابراین است. T (t)− Td

Ṫ (t) = −k(T (t− h)− Td) k ∈ R



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١٢
نمونه‐داده١ سیستم های کنترل

سیستم

کننده D/Aکنترل A/D

u(t) = u(tk) x(t)

x(tk)u(tk) = Kx(tk)

نمونه‐داده سیستم :١ . ٢ شͺل

دارای سیستم ها این ͬ باشند. م دیجیتال کنترل سیستم های به مربوط نمونه‐داده سیستم های
x(t) باید دلیل همین به است دیجیتال سیستم کنترل کننده چون هستند، پیوسته دیفرانسیل معادله
به آنالوگ حالت از نمونه ها ͬ گذرد م A\D مرحله از این که از بعد باشد. گسسته ͬ کنیم، م وارد که
همان را بعدی نمونه های شد گرفته که نمونه ͷی واقع در ͬ شوند. م گسسته و تبدیل دیجیتال

ͬ رسد. م ما به دست بعدی نمونه تأخیر، ͷی از بعد و نداریم لحظه
است: زیر شͺل به سیستم معادله

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

هستند. ثابت ماتریس های B و Aو کنترلͬ ورودی u(t) ، حالت بردار x(t) ∈ Rn

u(t) = ud(tk) tk ≤ t ≤ tk+١ ٠ = t٠ < t١ < · · · tk < · · ·

u(t) = kx(tk) tk ≤ t ≤ tk+١

ẋ(t) = Ax(t) +Bkx(tk) t ∈ [tk, tk+١] k ∈ Z+

ͬ شود م مدل کنترلͬ ورودی در تأخیر به صورت سیͽنال ها نمونه برداری بین زمان
ẋ(t) = Ax(t) +Bkx(t− τ(t)) τ(t) = t− tk t ∈ [tk, tk+١]

١Sampled-Data Systems



٢ فصل
و تأخیردار سیستم های بر مروری

ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های

گفته معمولͬ سیستم های برای لیاپانوف مستقیم روش مورد در مقدمه ای فصل،ابتدا این در
به آن از پس ͬ شود م بیان آن ها به مربوط مفاهیم و تأخیردار سیستم های آن از پس ͬ شود م
لیاپانوف‐ و ٢ͬͺلیاپانوف١‐کراسوفس روش دو از استفاده با تأخیردار سیستم های پایداری آنالیز
سیستم های پایداری تحلیل در خطͬ نامساوی کاربرد به توجه با پایان در ͬ پردازیم. م رازومیخین٣

ͬ شود. م بیان آن خواص بعضͬ و خطͬ ماتریسͬ نامساوی های تأخیردار،

پایداری) لیاپانوف(قضایای مستقیم روش ٢ . ١
لیاپانوف ١٩ قرن روسͬ دانشمند به منسوب سیستم ها پایداری تحلیل روش های از ͬͺی [٢]

است.
معادله دیفرانسیل

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) (٢ . ١)
١ Lyapunov
٢Krasovskii
٣Razumikhin



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ١۴
بͽیرید. نظر در را

u(t) = ٠ برای گاه هر است (٢ . ١) دیفرانسیل معادله تعادل نقطه را xe نقطه [٢] .٢ . ١ . ١ تعریف
.t هر برای f(x(t), ٠, t) = ٠ باشیم داشته

بنویسیم: ͬ توانیم م است ثابتͬ بردار تعادل نقطه این که به خاطر هم چنین
ẋ(t) = ٠ = f(xe(t), ٠, t)

سیستم است.اگر (٢ . ١) ͬͺدینامی معادله به ماندگار حالت ثابت پاسخ نشان دهنده نقطه تعادل
ͬ آید. م بدست  زیر Axe = ٠ معادله از تعادل نقطه باشد خطͬ

است. خطͬ سیستم برای تعادل نقطه ͷی همواره مختصات مبدأ که ͬ است بدیه
.٢ . ١ . ٢ تعریف

بͽیرید. نظر در را زیر سیستم حالت دیفرانسیل معادله •
ẋ(t) = f(x(t), ٠, t) (٢ . ٢)

اگر: گویند پایدار لیاپانوف مفهوم به xe تعادل نقطه
∀t٠, ∃δ(ϵ) > ٠, ∥x(t٠)− xe∥ < δ(ϵ)

باشد. برقرار ∥x(t)− xe∥ < ϵ ،t ≥ t٠ کلیه ی برای پس
ناشͬ سیستم پاسخ اگر گویند پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل حالت دیͽر به عبارت

نشود. خارج تعادل حالت از هیچ گاه xe ͷنزدی اولیه حالت هر از
است. لیاپانوف) پایداری به (نسبت پایداری از ͬ تر عمل و قوی تر نوع ١ مجانبی پایداری •

آن: بر علاوه و بوده لیاپانوف پایدار اولا گاه هر گوییم مجانبی پایدار را (٢ . ٢) سیستم
که: باشد داشته وجود ρ(t٠) > ٠ ͷی t٠ مقادیر کلیه برای

∥x(t٠)− xe∥ < ρ ⇒ lim
t→∞

∥x(t)− xe∥ = ٠

اطلاع مجانبی پایداری آن گاه باشد زیاد تعادل نقطه از سیستم حالت اولیه انحرافات اگر
سیستم است ممͺن زیاد انحراف با واقع در داد نخواهد را سیستم پاسخ رفتار از زیادی
پایداری محدوده ی بزرگترین اندازه دانستن عمل در بنابراین باشد داشته ناپایدار رفتاری

است. لازم مجانبی
آن جذب ناحیه دیͽر عبارت به ٢گویند جذب ناحیه مجانبی پایداری محدوده بزرگترین به •
اینکه یا و ͬ گردد م آغاز مجانبی پایدار حرکت های آن در که است حالت فضای از قسمت

است. مجانبی پایدار باشد گرفته سرچشمه جذب ناحیه از حرکتͬ هر
١Asymptotic Stability
٢Region of Attraction



١۵ پایداری) لیاپانوف(قضایای مستقیم روش
lim
t→∞

∥x− xe∥ = ٠ اولیه شرط هر ازای به و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به سیستم ͷی اگر •
باشد، فضا کجای هر در اولیه شرایط که چرا ١گویند سراسری مجانبی پایدار آن به باشد،

است. پایدار سیستم

زمان با ناپذیر تغییر خطͬ سیستم های پایداری ٢ . ١ . ١
است: لیاپانوف مفهوم به پایدار ٢(LTI)زیر زمان با ناپذیر تغییر خطͬ سیستم

ẋ(t) = Ax(t)

: اگر فقط و اگر
داشته باشد غیر مثبت حقیقͬ قسمت های Aماتریس ویژه مقادیر کلیه الف:

جمله ای چند صفرهای است، صفر آن ها حقیقͬ قسمت های که ویژه مقادیر از دسته آن ب:
باشند. A مشخصه

حقیقͬ قسمت های A ویژه مقادیر کلیه اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار بالا LTI سیستم
داشته باشد منفͬ اکیداً

پایداری تحلیل برای لیاپانوف مختلف روش های ٢ . ١ . ٢
دارد: وجود لیاپانوف روش به پایداری تحلیل برای روش دو

( سازی خطͬ لیاپانوف( اول روش •
مستقیم) لیاپانوف(روش دوم روش •

سپس و شده خطͬ سیستم ابتدا ͬ سازی، خط با لیاپانوف اول روش در باشد، غیرخطͬ سیستم اگر
غیرخطͬ سیستم باشد، پایدار شده خطͬ سیستم اگر ͬ شود. م بررسͬ شده خطͬ سیستم پایداری

است. پایدار ͬ سازی خط نقطه ی حول هم
به ͬ توان م راحتͬ به و ندارد سازی خطͬ به نیازی و است ͬ تر کل و بهتر لیاپانوف دوم روش

داد. توسعه تأخیردار سیستم های جمله از مختلف سیستم های

لیاپانوف دوم روش
پاسخ محاسبه ی به نیازی که است غیرخطͬ و خطͬ سیستم های برای کلͬ روش ͷی روش این
اگر است، انرژی تابع روش این اساس ندارد. سیستم ویژه مقادیر محاسبه ی یا سیستم معادله
داخل در سیستم در شده ذخیره انرژی آن گاه داشته باشد، مجانبی پایدار تعادل حالت ͷی سیستم

١Global Asymptotic Stability
٢Linear Time-Invariant Systems



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ١۶
برسد. تعادل حالت در آن مقدار حداقل به سرانجام تا یافته کاهش زمان افزایش با جذب حوزه

را انرژی تابع خواص باید بنابراین شده، گرفته الهام انرژی تابع از لیاپانوف تابع اینکه به توجه با
تابع بنابراین . است مثبت همیشه سیستم در شده ذخیره انرژی که ͬ دانیم م مثلا باشد. داشته
تابع زمان گذشت با پایدار سیستم برای دیͽر طرف از (V > ٠) باشد. مثبت باید هم لیاپانوف
پایدار سیستم تا شود کم زمان گذر در هم لیاپانوف تابع باید بنابراین ͬ شود. م کم همیشه انرژی

.( V̇ < ٠ ) گردد
اسͺالر تابع اگر است مجانبی پایدار ẋ = f(x) سیستم لیاپانوف). مجانبی (پایداری ٢ . ١ . ١ قضیه

که: باشد داشته وجود ( ( V (x) لیاپانوف( (تابع
باشد. پیوسته آن اول جزئͬ مشتقات و پیوسته تعادل نقطه حول محدوده در V (x) .١

x ̸= ٠ برای V (x) > ٠ .٢
V (٠) = ٠ .٣

x ̸= ٠ برای V̇ = dV (x)
dt < ٠ .۴

است، سراسری مجانبی پایدار سیستم ͷی لیاپانوف). سراسری مجانبی (پایداری ٢ . ١ . ٢ قضیه
به طوریͺه داشته باشد وجود لیاپانوف تابع ͷی و داشته باشد پایدار تعادل نقطه ͷی اگر تنها و اگر

:
باشد. پیوسته آن اول جزئͬ مشتقات و پیوسته تعادل نقطه حول محدوده در V (x) .١

x ̸= ٠ برای V (x) > ٠ .٢
V (٠) = ٠ .٣

∀∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞ .۴
x ̸= ٠ برای V̇ = dV (x)

dt < ٠ .۵
نیست. سیستم از مسیر ͷی V̇ = ٠ آن در که حالت فضای در هندسͬ مͺان هر .۶



١٧ پایداری) لیاپانوف(قضایای مستقیم روش
است. لیاپانوف دوم روش با آونگ سیستم پایداری بررسͬ هدف مثال این در .٢ . ١ . ١ مثال

ساده آونگ :٢ . ١ شͺل
لیاپانوف روش با ولͬ است پایدار تعادلش نقطه در سیستم که است معلوم مثال ͷفیزی از

ͬ کنیم. م بررسͬ نیز
است: زیر صورت به سیستم دیفرانسیل معادله

mlθ̈ +Blθ̇ +mg sin θ = ٠

لولا بلبرینگهای اصطͺاک B
معادله تا n به ، را n مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی حل راحتͬ برای کلͬ حالت در وزن نیروی mg

ͬ شود. م حالت فضای همان که ͬ کنیم م تبدیل ͷی مرتبه
ͬ کنیم: م تعریف کار این برای

x١ = θ =⇒ ẋ١ = θ̇ = x٢

x٢ = θ̇ =⇒ ẋ٢ = θ̈ = −g
l sin θ −

B
m θ̇ = −g

l sinx١ − B
mx٢

کردیم. تقسیم ͷی مرتبه دیفرانسیل معادله تا دو به را دو مرتیه دیفرانسل معادله ͷی ما
آورد. بدست آسانͬ به ͬ توان م را انرژی تابع پس

V =
١
٢mv٢ +mgl(١ − cos θ) v = lx٢ = lθ̇

V̇ =
١
٢ml٢ × ٢x٢ẋ٢ +mgl(ẋ١ sinx١) = −Bl٢x٢٢ ≤ ٠

است. مجانبی پایدار ما سیستم پس V̇ ≤ ٠ پس

خطͬ پیوسته سیستم های پایداری تحلیل ٢ . ١ . ٣
باشد. V = xTPx برابر ẋ = Ax سیستم برای لیاپانوف تابع کنید فرض

سیستم دهیم نشان اینکه برای حال V (٠) = ٠ و بود خواهد V > ٠ باشد، معین مثبت P > ٠ اگر



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ١٨
داریم: .V̇ < ٠ دهیم نشان باید است مجانبی پایدار

V̇ = ẋTPx+ xTPẋ = xTATPx+ xTPAx = xT [ATP + PA]x < ٠

ATP + PA است قرار باشد. برقرار ATP + PA < ٠ نامساوی باید مجانبی پایداری برای حال
باشد: معین منفͬ ماتریس ͷی برابر ͬ کنیم م فرض پس باشد، منفͬ معین ماتریس ͷی

ATP + PA+Q = ٠ P,Q > ٠

ATP + PA = −Q Q > ٠ ⇒ −Q < ٠

آورد. بدست را P ماتریس ͬ توان م متلب از استفاده با حال

آورید: بدست زیر سیستم برای را P ماتریس .٢ . ١ . ٢ مثال

ẋ١ = −x١ − ٢x٢

ẋ٢ = x١ − ۴x٢

x =

x١
x٢

 ẋ =

ẋ١
ẋ٢

 =⇒ ẋ =

−١ −٢
١ −۴

x

مثلا: کنیم فرض Q معین ماتریس ͷی باید لیاپانوف معادله ی حل برای حالا

Q =

١ ٠
٠ ١



ATP +PA+Q = ٠ =⇒

−١ ١
−٢ ۴

p١١ p١٢
p١٢ p٢٢

+

p١١ p١٢
p١٢ p٢٢

−١ −٢
١ −۴

+

١ ٠
٠ ١

 =

٠ ٠
٠ ٠


ͬ آید: م بدست زیر به صورت P ماتریس فوق معادله حل با

P =

−٢٣۶٠ ٧۶٠
− ٧۶٠ ١١۶٠


ͬ توان م نیز A ماتریس ویژه مقادیر روی از البته است. مجانبی پایداری بالا سیستم بنابراین

است. پایدار سیستم که داد تشخیص

λ(A) = −٣−,٢ < ٠



١٩ پایداری) لیاپانوف(قضایای مستقیم روش

خطͬ گسسته سیستم پایداری ۴ . ٢ . ١
بͽیرید: نظر در را زیر سیستم

x(k + ١) = Ax(k)

به طوریͺه: داشته باشیم V : Rn → Rn لیاپانوف تابع ͷی اگر است کلͬ مجانبی پایدار سیستم این
V (x) > ٠, x ̸= ٠ .١

V (٠) = ٠ .٢
x(k) هر برای V (x(k + ١))− V (x(k)) < ٠ .٣

ͬ کنیم: م انتخاب لیاپانوف تابع عنوان به را تابع کنید فرض
V (x) = x(k)TPx(k), P > ٠ ⇒ V (x) > ٠, V (٠) = ٠

∆V = V (x(k + ١))− V (x(k)) = xT (k + ١)Px(k + ١)− x(k)TPx(k)

= x(k)TATPx(k)− x(k)TPx(k) = xT [ATPA− P ]x < ٠

ATPA− P = −Q, Q > ٠ =⇒ ATPA− P +Q = ٠, P,Q > ٠

آورید: بدست زیر سیستم برای را P ماتریس .٢ . ١ . ٣ مثال

x(k + ١) =
 ٠ ١
−٠٫۵ −١

x

مثلا: کنیم فرض Q معین ماتریس ͷی باید لیاپانوف معادله ی حل برای حالا

Q =

١ ٠
٠ ١


ATPA− P +Q = ٠ ٠ ١

−٠٫۵ −١

p١١ p١٢
p١٢ p٢٢

 ٠ ١
−٠٫۵ −١

−

p١١ p١٢
p١٢ p٢٢

+

١ ٠
٠ ١

 =

٠ ٠
٠ ٠


آورد. بدست را P ͬ توان م فوق معادله حل با

P =

 ١١۵ ٨۵
٨۵ ٢۴۵





ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ٢٠

مستقیم روش و ͬ (TDSs)عمومͬ زمان تأخیر سیستم های ٢ . ٢
لیاپانوف

بͽیرید درنظر را زیر تأخیردار و سیستم غیرخطͬ [۶]
ẋ(t) = f(t, xt), t ≥ t٠, (٢ . ٣)

که است زمان با متغیر نظر مورد سیستم
xt : [−h, ٠] → R : xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−h, ٠]
f : R× C[−h, ٠] → Rn

محلͬ صورت به دوم آرگومان به نسبت و پیوسته آرگومان دو هر به نسبت غیرخطͬ تابع
x = ٠ تا کند صدق زیر شرط (٢ . ٣)در تابع که ͬ کنیم م فرض همچنین ͬ شود. م فرض لیپ شیتز

باشد، سیستم بدیهͬ پاسخ
f(t, ٠) = ٠

.

پایداری تحلیل مقدمات ٢ . ٢ . ١
را زیر متغییر تغییر کنیم، (٢ . ٣)بررسͬ سیستم y(t)ͬغیربدیه پاسخ در را پایداری بخواهیم اگر

ͬ دهیم: م انجام
z(t) = x(t)− y(t)

ͬ شود م زیر سیستم به منجر که
ż(t) = f(t, zt + yt)− f(t, yt) (۴ . ٢)

پاسخ هر پایداری بررسͬ بنابراین است. z(t) = بدیه٠ͬ جواب دارای یافته متغیر تغییر سیستم
یافته(٢ . ۴) متغیر تغییر سیستم بدیهͬ پاسخ پایداری بررسͬ به ͬ توان م را سیستم(٢ . ٣) غیربدیهͬ
پاسخ ها تمام پایداری معادل بدیهͬ پاسخ پایداری خطͬ، سیستم های برای هم چنین داد. کاهش

است.

.٢ . ٢ . ١ تعریف
δ = δ(ϵ) ͷی،t٠ ∈ R زمان هر ازای به اگر است یͺنواخت پایدار (٢ . ١) معادله دیفرانسیل •
نتیجه گرفت بتوان t ≥ tزمان های٠ تمام برای ∥xt٠∥c < δ(ϵ) از که وجود داشته باشد چنان

∥xt٠∥ = ∥ϕ∥ = maxθ∈[a,b]|ϕ(θ)| داریم .∥x(t)∥ < ϵ



٢١ لیاپانوف مستقیم روش
داشته وجود چنان δa > ٠ ͷی و باشد یͺنواخت پایدار اگر است مجانبی پایدار سیستم •
به ∥xt٠∥c < δa هر برای که به طوری یاشد داشته وجود T (δ, η) ͷی η > هر٠ برای که باشد

.∥x(t)∥ < η گرفت نتیجه بتوان t ≥ t٠ + T (δa, η) ازای
داشته را دلخواه ولͬ محدود مقدار هر بتواند δa اگر است کلͬ یͺنواخت مجانبی پایدار

باشد.

لیاپانوف مستقیم روش ٢ . ٣
سیستم های عملͺرد یا و پایداری تحلیل برای مؤثر روش ͷی تأخیر، بدون سیستم های مانند

است. لیاپانوف مستقیم روش تأخیردار
تشͺیل نظر مورد سیستم برای را لیاپانوفͬ تابع که است این صورت به لیاپانوف مستقیم روش
شود منفͬ عبارت هر مشتق و باشد مثبت لیاپانوف تابع عبارت هر اینکه شرط دو اگر ͬ دهیم م

ͬ شود. م پایدار نظر مورد سیستم باشد برقرار
کرد[٢٢]. پیدا توسعه تأخیردار سیستم های برای روش دو به لیاپانوف مستقیم روش ١٩۵۶ سال در
لیاپانوف٢و تابعک های ١برای ͬͺکراسوفس روش لیاپانوف، مستقیم روش با زمانͬ تحلیل روش دو

ͬ باشد. م لیاپانوف۴ توابع رازومیخین٣برای روش
روش در و شده استفاده V (t, xt) ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابعک های از ͬͺکراسوفس روش در

ͬ شود. م استفاده V (t, x(t)) لیاپانوف توابع از رازومیخین
از لیاپانوف روش مستقیم تعمیم واقع در (LKF)۵ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابعک های از استفاده
تأخیردار سیستم های برای مناسبی حالت ͬ تواند م xt این که به خاطر است TDSبهODE سیستم های

باشد.

تأخیری سیستم های برای ͬͺکراسوفس روش ٢ . ٣ . ١
ẋ(t) = f(t, xt), t ≥ t٠ بͽیرید: نظر در روبرو سیستم برای را زیر پیوسته تابعک

V : R× C[−h, ٠] → R

نشان xτ (t, ϕ) با xt = ϕ اولیه شرایط با بالا سیستم پاسخ τ ≥ t زمان های برای کنید فرض
زیر شͺل به غیرخطͬ مسیر در بالا تابعک راست۶ سمت بالای مشتق صورت این در داده شود.

١Krasovskii
٢Lyapunov Functionals
٣Razumikhin
۴Lyapunov Function
۵Lyapunov-Krasovskii Functionals
۶Right Upper Derivative



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ٢٢
ͬ شود: م تعریف

V̇ (t, ϕ) = lim sup
∆t→٠+

١
∆t [V (t+∆t, xt+∆t(t, ϕ))− V (t, ϕ)] (۵ . ٢)

یعنͬ ͬ یابد نم افزایش t  تغییر با xt که ͬ دهد م نشان V̇ (t, xt) بودن غیرمثبت شهودی به لحاظ
است. پایدار سیستم

غیر خطͬ تابع این که، فرض با [۶] .( ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس (قضیه ٢ . ٣ . ١ قضیه
شرط یعنͬ کند نگاشت محدود مجموعه ͷی به را خود محدود آرگومان f : R×C[−h, ٠] → Rn

توابع و باشد داشته را بودن شیتز لیپ
بوده sمثبت > ٠ تمام برای v(s)وu(s) هم چنین و باشند غیرکاهشͬ و پیوسته u, v, w : R+ → R+

است یͺنواخت (٢ . ٣)پایدار غیرخطͬ سیستم بدیهͬ پاسخ این صورت در .u(٠) = v(٠) = ٠ و
مثبت که باشد، داشته وجود V : R×C[−h, ٠] → R به صورت مثبت معین پیوسته تابعک ͷی اگر

و ͬ شود م تعریف
u(|ϕ(٠)) ≤ V (t, ϕ) ≤ v(∥ϕ∥c) (۶ . ٢)

∥ϕ∥c = maxθ∈[a,b]|ϕ(θ)| که
باشد. غیرمثبت غیرخطͬ(٢ . ٣) سیستم راستای در آن مشتق چنانکه آن

V̇ (t, ϕ) ≤ −w(|ϕ(٠)|) (٢ . ٧)
یͺنواخت مجانبی پایدار بدیهͬ پاسخ این صورت در باشد، w(s) > ٠ ،s > ٠ هر برای اگر حال

است.
١ پایدارمجانبی سراسری بدیهͬ پاسخ این صورت در باشد، lims→∞ u(s) = ∞ اگر به علاوه

است.
بͽیرید: نظر در زمان با نامتغیر و اسͺالر غیرخطͬ سیستم .٢ . ٣ . ١ مثال
ẋ(t) = −ax٣(t)− a١x٣(t− h), a > ٠, a١ ∈ R

کنید: انتخاب زیر شͺل به را لیاپانوف تابعک
V (ϕ) =

ϕ۴(٠)
٢a +

∫ ٠

−h
ϕ۶(s)ds.

داریم این صورت در باشد |a١| > a کنید فرض
V (x١) =

x۴(t)
٢a +

∫ ٠

−h
x۶(t+ s)ds =

x۴(t)
٢a +

∫ t

t−h
x۶(s)ds.

١Globall



٢٣ لیاپانوف مستقیم روش
که: دارد وجود α > ٠ ͷی باید پایداری برای این صورت در

V̇ (xt) =
d

dt
V (xt) =

٢x٣(t)
a

ẋ(t) + x۶(t)− x۶(t− h)

= −[x۶(t) + ٢a١
a

x٣(t− ۶) + x۶(t− h)]

=
[
x٣(t) x٣(t− h)

]−١ −a١
a

−a١
a −١

 x٣(t)
x٣(t− h)

 ≤ −α|x(t)|۶

است. مجانبی پایدار تأخیر از مستقل سیستم ،|a١| ≤ a داشته باشیم اگر بنابراین
است. مجانبی پایدار زیر سیستم |a١| ≤ a برای کلͬ حالت در

ẋ(t) = −ax٢p−١(t)− a١x٢p−١(t− h)

تأخیری سیستم های برای برای رازومیخین روش ٢ . ٣ . ٢
با V (X) = xTPx مرسوم شͺل به لیاپانوف تابع که است شͺل این به رازومیخین روش ایده

ͬ شود. گرفته م نظر در P > ٠
باشد: ͬ گون١زیر بیض داخل ما اولیه تابع کنیم فرض

V (x(t٠ + θ)) = xT (t٠ + θ)Px(t٠ + θ) ≤ δ, ∀θ ∈ [−h, ٠]

رازومیخین روش ایده :٢ . ٢ شͺل
این صورت در شود خارج ͬ گون بیض از tبخواهد ≥ t٠ برای و

xT (t+ θ)Px(t+ θ) ≤ xT (t)Px(t) ∀θ ∈ [−h, ٠]

زیر حالت های تمام برای و ẋ(t) = f(t, xt) راستای در لیاپانوف تابع مشتق اگر بنابراین
xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−h, ٠]

ͬ کنند: م برآورده را زیر رازومیخین شرط که
V (x(t+ θ)) ≤ V (x(t)), θ ∈ [−h, ٠]

١Ellipsoid



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ٢۴
فرمول دادن برای کرد. نخواهد ترک را xT (t)Px(t) ≥ δ ͬ گون بیض سیستم پاسخ باشد، منفͬ
روی V مشتق و ͬ گیریم م نظر در V : R × Rn → R+ مشتق پذیر تابع رازومیخین، روش دقیق

ͬ شود م تعریف زیر به صورت (٢ . ٣)x(t)
V̇ (t, x(t)) =

d

dt
V (t, x(t)) =

∂V (t, x(t))

∂x
+

∂V (t, x(t))

∂x
f(t, xt)

غیر خطͬ تابع این که، فرض با .( ‐رازومیخین لیاپانوف (قضیه ٢ . ٣ . ٢ قضیه
توابع و کند نگاشت محدود مجموعه ͷی به را خود محدود fآرگومان : R× C[−h, ٠] → Rn

بوده sمثبت > ٠ تمام برای v(s)وu(s) هم چنین و باشند غیرکاهشͬ و پیوسته u, v, w : R+ → R+

است یͺنواخت (٢ . ٣)پایدار غیرخطͬ سیستم بدیهͬ پاسخ این صورت در .u(٠) = v(٠) = ٠ و
داشته باشد وجود زیر به صورت معین مثبت مشتق پذیر تابع ͷی اگر

u(|x|) ≤ V (t, x) ≤ v(|x|) (٢ . ٨)
ͬ کند: م صدق زیر شرط در سیستم(٢ . ٣) راستای در آن مشتق به طوریͺه

V̇ (t, x(t)) ≤ −w(|x(t)|) if V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ V (t, x(t)) ∀θ ∈ [−h, ٠] (٢ . ٩)
ρ(s)چنان > ٠ به صورت و s > برای٠ غیرکاهشͬ تابع ͷی و w(s) > ٠ ،s > ٠ هر برای اگر حال

برقرارباشد زیر شرط که وجود داشته باشد
V̇ (t, x(t)) ≤ −w(|x(t)|) if V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ ρ(V (t, x(t))) ∀θ ∈ [−h, ٠] (٢ . ١٠)

است. یͺنواخت مجانبی پایدار پاسخ صورت این در
است. پایدارمجانبی کلͬ بدیهͬ پاسخ این صورت در باشد، lims→∞ u(s) = ∞ اگر به علاوه

خطͬ مثلثͬ نامساوی های بر مروری ۴ . ٢
شروط به منجر (ODE)معمول١ͬ دیفرانسیل معادلات با سیستم های برای لیاپانوف مستقیم روش
سیستم های پایداری شروط قدیمͬ کارهای اکثر در ͬ شود. م LMI٢ خطͬ ماتریسͬ نامساوی
معادلات این حل روش چون ͬ کرند م استخراج ریͺاتͬ یا لیاپانوف معادلات به صورت را خطͬ
برای موثر عددی الͽوریتم های نبودن دسترس در خاطر به بیشتر مساله این علت داشتند. را

بوده است. حلLMIها
نامساوی ͷی ͬ شوند م استفاده بهینه کنترل در وسیعͬ طور به که ریͺاتͬ معادلات .١ . ۴ . ٢ تعریف

است: زیر به صورت آن نمایش است. ماتریسͬ
ATP + PA+ PBR−١BTP +Q < ٠

هستند. مجهول Q = QT و R = RT ،P = P T و معلوم B و A ماتریس های آن در که
١Ordinary Differential Equations
٢Linear Matrix Equality



٢۵ خطͬ مثلثͬ نامساوی های بر مروری
ͬ شود: م بیان زیر به صورت خطͬ ماتریسͬ نامساوی ͷی .٢ . ۴ . ٢ تعریف

F (x) = F٠ + x١F١ + x٢F٢ + ·+ xnFn = F٠ +
m∑
i=١

xiFi > ٠ (٢ . ١١)

یعنͬ: است معین مثبت F (x) که این است بیانگر نامساوی این Fi ،xi ∈ Rmآن در که
zTF (x)z > ٠ ∀z ̸= ٠ z ∈ Rn

ͷیF (x) .بنابراین است متغیر x و هستند متقارن و ثابت Fi, i = ٠, ١, ٢, · · · ,m ماتریس های
Fشرط (x) برای ،اگر است اکید خطͬ نامساوی ͷی (٢ . ١١) نامساوی xاست. از خطͬ تابع
گفته اصطلاحا ͬ شود م غیراکید خطͬ ماتریسͬ نامساوی باشد. نیاز مورد بودن معین نیمه مثبت

باشد. ناتهͬ {x | F (x) > ٠} مجموعه ماتریسͬ(٢ . ١)شدن١ͬاگر نامساوی ͬ شود م
.١ . ۴ . ٢ ۴مثال + x١ + ٢x٢ x٢ + x٣ + ٢

x٢ + x٣ + ٢ ٣x٢ + x۴

 ⇐⇒

۴ ٢
٢ ٠

+x١

١ ٠
٠ ٠

+x٢

٢ ١
١ ٣

+x٣

٠ ١
١ ٠

+x۴

٠ ٠
٠ ١



LMI ترفندهای و خواص ١ . ۴ . ٢
محدب

گفته محدب C مجموعه ͷی است. بودن محدب LMIخاصیت مهم خواص مهمترین از ͬͺی
یا و داشته باشد Cقرار مجموعه در هم چنان مجموعه این در نقطه دو بین پاره خط اگر ͬ شود م
که است LMIاین خواص مهم ترین از ͬͺی.λx+ (١ − λy) ∈ C، x, y ∈ C هر دیͽربرای به عبارت

است. محدب مجموعه ͷی {x | F (x) > ٠} مجموعه

LMI ترفندهای ٢ . ۴ . ٢
ناشͬ مسائل این نمود، فرموله LMI مسئله به صورت ͬ توان م را کنترل در مسائل از بسیاری اگرچه
این تبدیل برای ͬ تواند م که دارد وجود خاص ترفند هایی است. غیرخطͬ ماتریس نابرابری از
کنترل در اغلب که ترفندها از برخͬ شود. استفاده LMI مناسب الͽوی به غیرخطͬ نابرابری ها ی

ͬ شوند. م توصیف مناسب مثال های با ͬ شود م استفاده
متغیر تغییر

شود. خطͬ غیرخطͬ، ماتریس نامساوی است ممͺن غالبا جدید، متغیرهای تعریف با
حالت: پس خورد کننده ی کنترل سنتز .٢ . ۴ . ٢ مثال

در A+BF ∈ Rn×nماتریس ویژه مقادیر همه به طوری که است F ∈ Rm×nماتریس تعیین ما هدف
١feasible



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ٢۶
نشان ͬ توان م لیاپانوف، نظریه از استفاده با باشد. مختصات صفحه موهومͬ محور چپ قسمت
به طوریͺه است P ∈ Rn×nمثبت معین ماتریس ͷی و F ماتریس کردن پیدا معادل این که داد

باشد: برقرار زیر نامساوی
(A+BF )TP + P (A+BF ) < ٠

یا
ATP + PA+ F TBTP + PBF < ٠

Q = P−١ در را فوق معادله طرف دو هر هستند. غیرخطͬ دارند PوF که جملاتͬ که کنید توجه
داریم: ͬ کنیم، م ضرب

QAT +AQ+QF TBT +BFQ < ٠
بنابراین است غیرخطͬ هنوز است.اما F و Q > ٠ متغیرهای با جدید ماتریسͬ نامساوی این

داریم: ͬ گیریم، م نظر در را L = FQ تغییرمتغیر دوباره
QAT +AQ+ LTBT +BL < ٠

حل از بعد ͬ کند. م فراهم L ∈ Rm×n و Q > ٠ جدید متغیرهای در LMI بودن امͺان پذیر مسئله این
و F = LQ−١ جایͽذاری با ͬ توان م را Pلیاپانوف متغیر و F حالت پس خورد ماتریس فوق، LMI

بیاوریم. بدست P = Q−١

دسته لم این ͬ باشد م شور لم ابزار کلیدی ترین از ͬͺی LMI نظریه در .(١ شور (لم ١ . ۴ . ٢ لم
به ͬ دهد م رخ کنترلͬ مسائل از بسیاری در معمول طور به را غیرخطͬ نامساوی های از وسیعͬ

ͬ نماید. م تبدیل خطͬ نامساوی ͷی
از: است عبارت غیرخطͬ نامساوی این

C > ٠ A−BC−١BT > ٠

از دسته این شر، لم است.طبق وابسته x به خطͬ به صورت B Aو = AT , C = CT آن در که
: با است معادل خطͬ ماتریسͬ نامساوی های

 A B

BT C

 > ٠

است خطͬ x به نسبت z(x) آن در که |z(x)| < ٠ ماتریسͬ نرم قید مثال عنوان به .٣ . ۴ . ٢ مثال
نوشت: زیر LMI صورت به شور لم از استفاده با ͬ توان م

I − ZZT > ٠ ⇔

 I Z(x)

Z(x)T I

 > ٠
١ Lemma Schur Complement



٢٧ یالمیپ ابزار جعبه از استفاده با خطͬ ماتریسͬ نامساوی حل

خطͬ سیستم های پایداری به LMI رویͺرد ٣ . ۴ . ٢
بͽیرید: نظر در را زیر خطͬ سیستم

ẋ = Ax x ∈ Rn

V (x) = xTPx ٠ < P = P T ∈ Rn داریم: روبرو لیاپانوف تابع به توجه با
از مشتق گیری با λmin(P )|x|٢ ≤ V (x) ≤ λmax(P )|x|٢ داریم:

داریم: سیستم مسیرهای راستای در لیاپانوف تابع
d

dt
V (x(t)) = ٢xTPẋ(t) = ٢xT (t)PAx(t) = xT (t)[PA+ATP ]x(t)

ͬ باشد م زیر به صورت LMI ͷی لیاپانوف پایداری شرط
P > ٠ ATP + PA < ٠

ابزار جعبه از استفاده با خطͬ ماتریسͬ نامساوی حل ۵ . ٢
یالمیپ

جعبه بر علاوه دارند زیادی اهمیت کنترلͬ مسائل در خطͬ ماتریسͬ نامساوی های که آن جایی از
اکثر است، یالمیپ ابزار جعبه از استفاده آن و دارد وجود آن  ها حل برای دیͽری روش متلب ابزار
ابزار جعبه از استفاده با شوند مͬ استفاده ناشناخته های پارامتر محاسبه برای که متلب برنامه های
است. محدب و بهینه سازی مسائل برای پیشرفته مدل سازی افزار نرم ͷی یالمیپ است. یالمیپ
به آوردیم بدست را LMI که شͺلͬ همان به که است این متلب به نسبت یالمیپ مزایای از ͬͺی

میدهیم. یالمیپ به شͺل همان
یالمیپ: ابزار جعبه پایه ای دستورات از برخͬ

گیری تصمیم متغیرهای تعریف ١ . ۵ . ٢
توسط متغیرها این یالمیپ در هستند. سازی بهینه مسئله هر در مهمͬ جز گیری تصمیم متغیرهای

به صورت: ͬ شوند م تعریف sdpvar
sdpvar(m,n,'type','field')

ͬ خواهیم م اگر است متقارن ماتریس یالمیپ فرض پیش ͬ کند، م مشخص را ماتریس نوع type
: مثال عنوان به ͬ کنیم. م وارد را full دستور type جای به باشد نامتقارن ما ماتریس

X1=spdvar(2,2 )

ͬ دهد. م ما به متقارن ٢ × ٢ ماتریس ͷی



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ٢٨
محدودیت ها تعریف ٢ . ۵ . ٢

مثال: به عنوان ͬ کنیم. م تعریف را قیدها constraint دستور از استفاده با
است مثبت معین ماتریس ͷی X ماتریس ͬ کند، م تعریف ماتریس برای را محدودیت ͷی زیر کد

است. منفͬ معین ماتریس ͷی Y ماتریس و
X=spdvar(n,n);

Y=spdvar(n,n);

constraint[X>0,Y<0]

یا
constraint[X>0]+[Y<0];

پذیری حل یا سازی بهینه مسئله حل ٣ . ۵ . ٢
دستور با ͬ توان م را سازی بهینه مسئله شد، مشخص محدودیت ها و متغیرها تمام که هنگامͬ

کرد. حل solvesdp

solvesdp=optimize(C,objective ,option)

: صورت این در نشوند مشخص آخر ورودی دو اگر
sol=optimize(C)

ͷی اگر اما ͬ کند. م حل محدودیت هاست داخل LMIهای همان که را ١ پذیری حل مسئله
ͬ دهیم. م قرار objective در را شود مینیمم باید که هدفͬ تابع آن باشیم، داشته سازی بهینه مسئله

مثال: عنوان به
LMIهای حل بر کنیم(علاوه مینیمم را X ماتریس اصلͬ قطر روی درایه های مجموع ͬ خواهیم م

بنویسیم: باید ،optimize دستور از قبل صورت این در (C داخل
objective=trace(X)

ͬ توانند م نام ها این داد قرار حل و هدف تابع قیود، متغیرها، روی بر ͬ توان م اسمͬ هر البته
کنند. تغییر

شود داده تغییر ͬ تواند م که است یالمیپ توسط مسئله حل تنظیمات دارای هم option گزینه
حل نوع گزینه، این با ͬ توان م مثلا شوند. استفاده فرض پیش مقادیر تا نشود وارد اینکه یا

مثال: برای کرد. تعیین را (solver)کننده
١feasibility



٢٩ یالمیپ ابزار جعبه از استفاده با خطͬ ماتریسͬ نامساوی حل
options=sdpsettings('solver','masek')

بیان یالمیپ به بالا دستور کرد. استفاده sdpsettings دستور از باید options تولید برای همیشه
کند. حل masek کننده حل با را مسئله باید که ͬ کند م

مجهول مقادیر عددی مقادیر محاسبه ۴ . ۵ . ٢
شود محاسبه مجهولات عددی مقادیر آن خروجͬ از باید ،optimize دستور با مسئله حل از بعد

ͬ شود: م انجام value دستور با کار این که
X_v=value(X)

ͬ کند. م ذخیره Xv متغیر در آمده بدست یالمیپ توسط را X شده محاسبه مقدار دستور این
آمده بدست مقدار value(X) مسئله حل از بعد اما ندارد مقداری و است متغیر همیشه X واقع در

ͬ کند. م فراهم را مسئله حل از
کنید. بررسͬ را خطͬ سیستم پایداری .١ . ۵ . ٢ مثال

باشد: برقرار برایش زیر نامساوی های که است پایدار سیستمͬ
P > ٠, ATP + PA < ٠

کرد: ترکیب زیر LMI فرم به ͬ توان م را نامساوی ATPدو + PA 0

0 −P



است: زیر صورت به A =

 0 ١
−٢ −٣

 برای پایداری مسئله برای زیر متلب کد



ͬ خطͬ ماتریس نامساوی  های و تأخیردار سیستم های بر مروری ٣٠

%solution of Lyapunov Inequality A'P+PA<0, P>0

clear all

%System Matrix

A=[0,1;-2,-3];

%Define unknown variables

n=size(A,1);

P=spdvar(n,n);

M1=[A'*p+P*A zeros(n,1) zeros(n,1) -P];

const=[M1<0];

solvesdp(const);

P=double(P)



٣ فصل
با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری

ثابت تأخیر

بیان برداری همدم فرم و اشلون فضای و کرونکر ناورداهای از مقدمه ای فصل این ابتدای در
استفاده با سپس و ͬ کنیم م معرفͬ را ثابت تأخیر با تأخیرزمانͬ معادلات انواع ادامه در ͬ شود م
فرم از استفاده با و ͬ آوریم م در تأخیر بدون سیستم های شͺل به را آن ها افزوده بردار تعریف از

ͬ کنیم. م پایدار را سیستم ها این برداری همدم

برداری همدم فرم و کرونکر ناورداهای بر مقدمه ای ٣ . ١
:[١] ͬ گیریم م نظر در را زیر کنترل پذیر خطͬ سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٣ . ١)
ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به زمانͬ گسسته حالت در یا و

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) (٣ . ٢)
به بعد با حقیقͬ و ثابت ماتریس های B و A ماتریس های و u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn که به طوری

rank(B) = m همچنین و n×m و n× n ترتیب
٣١



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ٣٢
ͬ توان م را سیستم کنترل پذیری ماتریس بͽیرید، نظر در را (A,B) کنترل پذیر زوج .٣ . ١ . ١ تعریف

داد: نمایش زیر صورت به
Q =

[
B,AB,A٢B, · · · , Ap١−١b١, Ap١−٢b٢, · · · , Apm−١bm

] (٣ . ٣)
از bi متناظر ستونͬ بردار به pi هر که pi ،(i = ١, ٢, · · · ,m) اعداد ،rank(Q) = n به طوری که

همچنین ͬ نامند. م (A,B) زوج کرونکر ناورداهای را ͬ شود م مربوط B ماتریس

m∑
i=١

pi = n , ١ ≤ pi ≤ n. (۴ . ٣)

اختلاف هرگاه ͬ نامند م منظم را (A,B) پذیر کنترل زوج کرونکر ناورداهای .٣ . ١ . ٢ تعریف
ناورداهای مینیمم و ماکزیمم بین اختلاف اگر و باشد ͷی برابر حداکثر آن ها مینیمم و ماکزیمم

ͬ نامند. م نامنظم را آن ها باشد واحد از بیشتر (A,B) کنترل پذیر زوج کرونکر
ͬ کنیم: م تعریف

ϑ = max{p١, p٢, · · · , pm} (۵ . ٣)
حالت فضای از غیرصفر بردار هر زیرا ͬ نامند م سیستم کنترل پذیری اندیس را ϑ این صورت در

رساند. تعادل حالت به گسسته سیستم برای زمان واحد ϑ حداکثر در ͬ توان م را
ناورداهای از خاصͬ حالت برابرند هم با کرونکر ناورداهای که حالتͬ در ͬ شود م ملاحظه
تعادل حالت به را سیستم متفاوت ورودی های با ͬ توان نم حالت این در که ͬ باشد م منظم کرونکر
زیرا آید. بدست سیستم حالت کنترل برای فرد به منحصر ورودی های از مجموعه ای و رساند

معادلات بین اگر x(ϑ) = xe باشد xe دلخواه بردار سیستم تعادل حالت کنید فرض
x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) , (i = 0, ١, ٢, · · · , ϑ− ١) (۶ . ٣)

داشت خواهیم کنیم حذف را x(ϑ− ١) ،· · · ، x(٢) ،x(١) بردارهای
x(ϑ)−Aϑx(0) = Aϑ−١Bu(٠) + · · ·+ABu(ϑ− ٢) +Bu(ϑ− ١) (٣ . ٧)

دیͽر عبارت به

x(ϑ)−Aϑx(0) =
[
B,AB, · · · , Aϑ−١B

]

u(ϑ− ١)
u(ϑ− ٢)

...
u(0)

 (٣ . ٨)

ͬ که صورت در است معکوس پذیر مربعͬ ماتریس ͷی فوق دستگاه ضرایب ماتریس اینکه به توجه با
ورودی بردار برای فردی به منحصر جواب دستگاه این آن گاه شوند، اختیار دلخواه به x(٠) و xe



٣٣ برداری همدم فرم و کرونکر ناورداهای بر مقدمه ای
داشت. خواهد

ضرایب ماتریس دارای دستگاه نباشند برابر هم با (A,B) زوج کرونکر ناورداهای ͬ که صورت در
بود. خواهد ورودی مجهول بردار برای متعددی جواب های دارای پس است کامل رتبه غیرمربعͬ
حالت پس خورد ماتریس باشند برابر هم با (A,B) زوج کرونکر ناورداهای ͬ که حالت در همچنین

زیرا: بود خواهد به فرد منحصر k

است. X مجهول برای به فردی منحصر جواب دارای زیر معادله کنیم ثابت است کافͬ
(A+BX)ϑ = 0 (٣ . ٩)

زیر صورت به را کرونکر ناورداهای B ماتریس ستون های جابجایی با ͬ توان م لزوم صورت در
ساخت. مرتب

p١ ≥ p٢ ≥ · · · ≥ pm (٣ . ١٠)
جایͽزین است m×m جایͽشتͬ ماتریس ͷی P که BP ماتریس با را B ماتریس معادل به طور یا

ساخت.
و است کنترل پذیر نیز (BP,A) زوج آن گاه باشد کنترل پذیر (A,B) زوج اگر [١] .٣ . ١ . ١ قضیه

برعکس
(BP,A) زوج کنترل پذیری ماتریس Q̄ و (B,A) زوج کنترل پذیری ماتریس Q ͬ کنیم م فرض برهان.

آن گاه باشد
Q =

[
B,AB, · · · , An−١B

] (٣ . ١١)
Q̄ =

[
BP,ABP, · · · , An−١BP

]
که تفاوت این با است Q همان Q̄ گفت ͬ توان م است نگاشت ماتریس ͷی P که آن جایی از
و است n برابر نیز Q̄ رتبه آن گاه باشد n برابر Q رتبه اگر و است شده جابجا آن ستون های

برعکس.
برابر (BP,A) زوج کنترل پذیری اندیس با (B,A) زوج کنترل پذیری اندیس [١] .٣ . ١ . ٢ قضیه

یعنͬ است،
max{p١, p٢, · · · , pm} = max{p̄١, p̄٢ · · · , p̄m}

.
آن گاه K٠ ∈ {K|(A+BK)ϑ = 0} و باشد معکوس پذیر ماتریس Pm×m اگر [١] .٣ . ١ . ٣ قضیه

P−١K٠ ∈ {K|(A+BK)ϑ = 0}



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ٣۴
که کنیم فرض برهان.

(A+BK٠)ϑ = 0

نوشت ͬ توان م پس
(A+BPP−١K٠)ϑ = 0

ͬ شود م نتیجه اینجا از و
P−١K٠ ∈ {K|(A+BK)ϑ = 0}

ͬ شود. م اثبات آسانͬ به نیز آن عکس و
همان حل با (B,A) زوج برای حالت پس خورد روش به سیستم کنترل مساله حل .٣ . ١ . ١ نتیجه

باشد معکوس پذیر ماتریس P هرگاه است معادل (BP,A) زوج برای مساله
شده باشند مرتب زیر به صورت و باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهای ͬ کنیم م فرض

p١ ≥ p٢ · · · ≥ pm

q + ١ برابر کرونکر ناورداهای از تا r ͬ گیریم م نتیجه منظم کرونکر ناورداهای تعریف به توجه با
بود خواهد q برابر دیͽر sتای و

p١ = p٢ = · · · = pr = q + ١ pr+١ = pr+٢ = · · · = pm = q (٣ . ١٢)
آن در که

q = [
n

m
] n = mq + r s = m− r (٣ . ١٣)

بنابراین
p١ + p٢ + · · · pm = r(q + ١) = (r + s)q = n

داریم و است s = ٠ آن گاه باشد r = m اگر
rq + r = m(q + ١) = n

با است برابر کنترل پذیری اندیس و
ϑ = q + ١ =

n

m
= [

n

m
] (١۴ . ٣)

برابرند. هم با کرونکر ناورداهای همه که است خاصͬ حالت که
با است برابر کنترل پذیری اندیس و q = [ nm ] و n = mq + r داشت خواهیم باشد r < m اگر

ϑ = [
n

m
] + ١



٣۵ اشلون استاندارد ‐فرم حالت فضای تشابهͬ تبدیلات

اشلون استاندارد ‐فرم حالت فضای تشابهͬ تبدیلات ٣ . ٢
به سیستم حالت معادله است. شده تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهͬ تبدیل T کنید فرض

صورت
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١۵ . ٣)

شود تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط سیستم حالت بردار کنید فرض حال است.
یعنͬ

x̂(t) = T−١x(t) (١۶ . ٣)
درنتیجه

x(t) = T x̂(t) (٣ . ١٧)
داشت خواهیم (١۵ . ٣) معادله در جایͽذاری با

T ˙̂x(t) = ATx̂(t) +Bu(t)

داشت خواهیم T−١ در بالا معادله طرفین ضرب با
˙̂x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t) (٣ . ١٨)

عوض T−١B با B و T−١AT با A که تفاوت این با است (١۵ . ٣) معادله مشابه بالا سیستم معادله
ͬ کنیم م تعریف است، شده

B̂ = T−١B , Â = T−١AT (٣ . ١٩)
داشت خواهیم (٣ . ١٨) معادله در جایͽذاری با

˙̂x(t) = Âx(t) + B̂u(t) (٣ . ٢٠)
رابطه به توجه با باشد (صفر) تعادل به آن حالت رساندن و سیستم حالت کنترل هدف، اگر
بدیهͬ صورت این در رساند، صفر به را x̂(t) حالت بردار جدید حالت فضای در ͬ توان م (٣ . ٢٠)
حل بدین سان رسید. خواهد تعادل به است اولیه فضای در حالت بردار که نیز x(t) که است
را T ماتریس است. ارز هم (B̂, Â) زوج با مسأله همان حل با (B,A) زوج با نظر مورد مسأله
ترتیب این به کرد، مشخص کنترل پذیری ماتریس از استفاده با به فردی منحصر صورت به ͬ توان م
بنابراین ͬ دهیم، م قرار T تبدیل ماتریس ستون های را Q ماتریس خطͬ مستقل ستون n اولین که

T = (B,AB, . . . , Aq−١B,Aqb١, . . . , Aqbr) (٣ . ٢١)



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ٣۶
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را (B,A) زوج اشلون استاندارد فرم حال

(B̂, Â) = (T−١B, T−١AT ) = T−١(B,A(B,AB, . . . , Aq−١B,Aqb١, . . . , Aqbr))

= T−١(B,AB, . . . , Aq−١B,Aqb١, . . . , Aqbr, A
qbr+١, . . . , Aqbm, Aq+١b١, . . . , Aq+١br)

= T−١(T,Aqbr+١, . . . , Aqbm, Aq+١b١, . . . , Aq+١br)

= (In, T
−١Aq(br+١, . . . , bm, Ab١, . . . , Abr))

= (In, V ) (٣ . ٢٢)
ͬ آید، م به دست زیر صورت به که است n×m ستونͬ بردار ͷی V بطوریͺه

vi = T−١Aqbi+r i = ١, ٢, . . . , s (٣ . ٢٣)
vj = T−١Aq+١bj−s j = s+ ١, . . . ,m (٢۴ . ٣)

r×m غیرمربعͬ بلوک ͷی و m×m مربعͬ بلوک q به ͬ تواند م (B̂, Â) زوج سطرهای حقیقت در
شود: افراز زیر مطابق

B̂ =



Im

. . .

0m×m

. . .

...
. . .

0m×m

. . .

0r×m



, Â =



0m×r | 0m×r | . . . | 0m×r | V (١)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

In | 0m×r | . . . | 0m×r | V (٢)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

... ... ... ... ... ... ... ... ...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0m×r | 0m×r | . . . | 0m×r | V (q)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0r×m | 0r×m | . . . | Ir | V (q+١)



(٢۵ . ٣)

ماتریس ͷی V (q+١) و است m × m مربعͬ ماتریس ͷی (i = ١, ٢, . . . , q) ،V (i) هر که به طوری
است. r ×m مستطیلͬ

و (B,A) زوج روی تشابهͬ سطری عملیات انجام با عددی طور به ͬ تواند م اشلون استاندارد فرم
آید. بدست A ماتریس روی تنها تشابهͬ، ستونͬ عملیات آن دنبال به

Tتبدیل ماتریس شود انجام n × n واحد ماتریس ͷی روی بر مشابه ستونͬ عملیات اگر حال
تبدیل برای دیͽر عبارت به ͬ آید. م بدست به سادگͬ کنترل پذیری ماتریس تشͺیل به احتیاج بدون
زیر تشابهͬ عملیات و ͬ گیریم م نظر در را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس (B̂, Â) به (B,A) زوج

ͬ کنیم: م تعریف را
ستون ضرب یا تقسیم آن به دنبال و k ̸= 0 اسͺالر کمیت به Q از سطر ͷی تقسیم یا ضرب ‐ (١)

A ماتریس از متناظر
Row(i) → Row(i)× k onQ



٣٧ اولیه برداری همدم فرم
Column(i) → Column(i)/k onA

از مضرب همان جمع آن به دنبال و آن jام سطر از Q ماتریس iام سطر از مضربی تفاضل ‐ (٢)
A ماتریس iام ستون با A ماتریس jام ستون

Row(j) → Row(j)− kRow(i) onQ

Column(i) → Column(i) + kColumn(j) onA

iام ستون و jام ستون جابجایی آن به دنبال و Q ماتریس از jام سطر و iام سطر جابجایی ‐ (٣)
A ماتریس از

Row(i) ↔ Row(j) onQ

Column(j) ↔ Column(i) onA

ͷی حل منظور به گاوسͬ حذف فرآیند در تشابهͬ عملیات مانند تشابهͬ عملیات این واقع در
ͬ که درحال ͬ شود م انجام سطری عملیات تنها آنجا در که تفاوت این با است، خطͬ معادله دستگاه
Q̂ = [B̂, Â, T−١] بدین سان شود، انجام نیز A ماتریس در باید آن با متناظر ستونͬ عملیات اینجا در
تبدیل ماتریس شود ذخیره In ماتریس در ستونͬ عملیات اگر که است ذکر قابل ͬ آید. م بدست

آمد. خواهد بدست T
اشلون استاندارد فرم باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهای ͬ که صورت در که است توجه قابل

بود. خواهد منظم صورت به
Q̂ = (B̂, Â) = (In, V ) (٢۶ . ٣)

پشت منظم به صورت In ماتریس ستون های دیͽر باشند نامنظم کرونکر ناورداهای ͬ که حالت در اما
ͬ شوند. م پخش Q̂ ماتریس در بلͺه ͬ شوند نم مرتب یͺدیͽر سر

بردارهای مشͺل این رفع برای نیست، مناسب کنترل قوانین تعیین برای اشلون استاندارد فرم
تبدیل سطری بردارهای به مناسب تبدیل ͷی انتخاب با را اشلون استاندارد فرم واحد غیر ستونͬ
کنترل قوانین تعیین برای که ͬ شود م ثابت و است معروف برداری همدم فرم به فرم این ͬ کنیم م
فرم ͬ آید م بدست اشلون استاندارد فرم از مستقیما که برداری همدم فرم و بود خواهد مفید بسیار

ͬ شود. م نامیده اولیه برداری همدم

اولیه برداری همدم فرم ٣ . ٣
سیستمͬ حالت بردار و است شده تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهͬ خطͬ تبدیل S کنید فرض

یعنͬ، شود، تبدیل جدید فضای به S−١ تبدیل ماتریس توسط است اشلون استاندارد فرم به که
x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t) (٣ . ٢٧)



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ٣٨
داشت خواهیم (٣ . ٢٠) معادله در x̂(t) جایͽذاری با

S ˙̃X(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t) (٣ . ٢٨)
داشت خواهیم S−١ در بالا معادله طرفین ضرب با

˙̃X(t) = S−١ÃSx̃(t) + S−١B̂u(t) (٣ . ٢٩)
ͬ دهیم م قرار

Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS (٣ . ٣٠)
B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B (٣ . ٣١)

داشت خواهیم (٣ . ٢٩) معادله در جایͽذاری با
˙̃X(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (٣ . ٣٢)

(٣ . ٣٢) سیستم معادله حل بود. خواهد اولیه برداری همدم فرم به (B̃, Ã) زوج که گونه ای به
است. (١۵ . ٣) سیستم معادله حل با هم ارز

به را Â در V ستونͬ بردارهای ͬ توان م (B,A) زوج روی تشابهͬ عملیات از استفاده با به علاوه
ͬ دهیم: م انجام را زیر گام های منظور بدین ساخت، تبدیل سطری بردارهای

ͬ کنیم. م افراز Is و Ir واحد بلوک های به را (B̂, Â) زوج در Im واحد بلوک هر ‐ (١)

Im =


Ir | 0

. . . . . . . . .

0 | Is


ͬ کنیم. م افراز V (i)

sm و V
(i)
rm به را Â در V (i), (i = ١, ٢, . . . , q) مربعͬ بلوک هر ‐ (٢)

V (i)
mm =


V

(i)
rm

. . .

V
(i)
sm


ͬ کنیم م افراز V (q+١)

rr و V
(q+١)
rs به را V

(q+١)
rm مستطیلͬ بلوک ‐ (٣)

V (q+١)
rm =

[
V

(q+١)
rs | V

(q+١)
rr

]
ستونͬ عملیات انجام با بͽیریم نظر در اسͺالر ͷی مانند را V (i) اگر حال

Column(j)− V (i)Column(j− ١) (٣ . ٣٣)
سطری عملیات آن به دنبال و Â روی

Row(j− ١) + V (i)Row(j) (٣۴ . ٣)



٣٩ اولیه برداری همدم فرم
گوشه از را V (i) بلوک های ͬ  توان م (B̂, Â) روی j = i, i−١, . . . , ٢ و i = q+١, q, . . . , ٢ هر ازای به
برداری همدم فرم را (B̃, Ã) صورت این در داد. انتقال (B̂, Â) بالای قسمت به Â راست سمت

ͬ نامند. م اولیه
بود: خواهد زیر صورت به اولیه برداری همدم فرم بنابراین

B̃ =



Ir , V
(q+١)
rs

−−−−

0sr , Is

−−−−

0rm

−−−−

0rm

−−−−
...

−−−−

0rm



(٣۵ . ٣)

Ã =



V
(q+١)
rr | V̄

(q)
rm | . . . | V̄

(٢)
rm | V̄

(١)
rm

−− −− −− −− −− −− −− −− −−

0sr | V
(q)
sm | . . . | V

(٢)
sm | V

(١)
sm

−− −− −− −− −− −− −− −− −−

Ir | 0rm | . . . | 0rm | 0rm

−− −− −− −− −− −− −− −− −−

0sr | Is | . . . | 0sm | 0sm

−− −− −− −− −− −− −− −− −−
... |

... |
... |

... |
...

−− −− −− −− −− −− −− −− −−

0rr | 0rm | . . . | Ir | 0rm



(٣۶ . ٣)

واحد ماتریس روی (٣۴ . ٣) مشابه سطری عملیات اگر این بر علاوه

In = diag{Ir, Is, Ir, Is . . . , Ir} (٣ . ٣٧)

(٣ . ٣٧) واحد ماتریس روی (٣ . ٣٣) مشابه ستونͬ عملیات اگر و S−١ تشابهͬ ماتریس شود انجام



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۴٠
ͬ دهد. م دست به زیر مطابق را است) بالامثلثͬ ماتریس ͷی (که S تشابهͬ ماتریس شود، انجام

(٣ . ٣٨)

S =



Ir | −V
(q+١)
rm | −V

(q)
rm | . . . | −V

(٢)
rm

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−

0sr | Is , 0sr | −V
(q)
sm | . . . | −V

(٢)
sm

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−

0rr | 0rs , Ir | 0rs , 0rr | . . . | −V
(٣)
rm

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−

0sr | 0ss , 0sr | Is , 0sr | . . . | −V
(٣)
sm

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−
... |

... |
... |

... |
...

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−

0rr | 0rs , 0rr | 0rs , 0rr | . . . | −V
(q+١)
rm

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−

0sr | 0ss , 0sr | 0ss , 0sr | . . . | Is , 0sr

−− −− −−−− −− −−−− −− −− −− −−−−

0rr | 0rs , 0rr | 0rs , 0rr | . . . | 0rs , Ir


تنها ͬ که درصورت ͬ ماند م باقͬ تغییر بدون V (q+١)

rm , V
(i)
sm , (i = ١, ٢, . . . , q) عملیات این درنتیجه

داریم Ã در
V̄ (i)
rm = V (i)

rm + V (q+١)
rs V (i)

sm , i = ١, ٢, . . . , q (٣ . ٣٩)
بدست ماتریس های هستند منحصربه فرد V

(q+١)
rm , V

(i)
rm , V

(i)
sm , (i = ١, ٢, . . . , q) که آن جایی  از

ندارد. اثری هیچ آخر نتیجه در مقدماتͬ تشابهͬ عملیات ترتیب و هستند منحصربه فرد نیز آمده
داریم: باشند مساوی کرونکر ناورداهای ͬ که درحالت است توجه جالب

p١ = q = [n/m] , r = 0 , s = m

نتیجه در
V (q+١)
rs = 0 , V (q+١)

rr = 0 , V̄ (i)
rm = 0 , i = ١, ٢, . . . , q (۴٣ . ٠)

و
V (i)
sm = V (i)

mm , i = ١, ٢, . . . , q i = ١, ٢, · · · , q (۴٣ . ١)
ساعت عقربه های گردش جهت در درجه ٩٠ ازای به Ã ماتریس در V ستونͬ بردار این صورت در

ͬ مانند. م باقͬ تغییر بدون عناصرش همه و ͬ کند م دوران



۴١ اولیه برداری همدم فرم
منحصربه فرد صورت به اولیه برداری همدم فرم هستند مساوی کرونکر ناورداهای ͬ که حالت در بنابراین

بود: خواهد زیر

B̃ =



Im

. . .

0mm

. . .

...
. . .

0mm

. . .

0mm



, Ã =



V (q) | V (q−١) | . . . | V (٢) | V (١)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Im | 0mm | . . . | 0mm | 0mm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

... |
... |

... |
... |

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0mm | 0mm | . . . | 0mm | 0mm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0mm | 0mm | . . . | Im | 0mm



(۴٣ . ٢)

دیͽر عبارت به

B̃ =


Im

0(n−m)×m

 , Ã =


V (q) V (q−١) . . . V (٢) V (١)

In−m , 0(n−m)×m

 (۴٣ . ٣)

و گرفته نظر در را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس ابتدا (B̂, Â) به (B,A) تبدیل برای حقیقت در
یعنͬ شود، تبدیل اشلون استاندارد فرم به تا داده انجام آن روی را تشابهͬ عملیات

Q̂ = [B̂, Â, T−١]

همدم فرم به را آن تشابهͬ عملیات از استفاده با و گرفته نظر در را Q̂ = [B̂, Â, In] ماتریس سپس
یعنͬ ͬ کنیم، م تبدیل برداری

Q̂ = [B̂, Â, S−١]

کلͬ طور به و
Q = [B,A, In]

T−١
−−→ Q̂ = [B̂, Â, T−١] s−١

−−→ Q̃ = [B̃, Ã, s−١T−١]

صورت به باشند منظم کرونکر ناورداهای ͬ که حالت در برداری همدم فرم که

B̃ =


D0

0(n−m)×m

 , Ã =


G0

In−m , 0(n−m)×m

 (۴۴ . ٣)

ماتریس پایین بلوک در In−m ماتریس ستون های باشند نامنظم کرونکر ناوردهای ͬ که حالت در و
ͬ شوند. م پخش Ã



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۴٢
است شده نوشته آن براساس که کامپیوتری برنامه و برداری همدم فرم محاسبه به مربوط الͽوریتم

است. آمده ضمیمه در
برای مشابه به طور و ͬ شود م تعریف u(t) = Kx(t) به صورت کنترل قانون (١۵ . ٣) معادله برای

معادله و (٣ . ٣٢) معادله
x̃(k + ١) = Ãx̃(k) + B̃u(k) (۴۵ . ٣)

به صورت کنترل قانون
u(t) = K̃x̃(t) (۴۶ . ٣)

برداری همدم فرم به شده تبدیل سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس K̃ که ͬ شود م تعریف
داریم (۴۶ . ٣) معادله در x̃(t) جای به (TS)−١x(t) جایͽذاری با است، اولیه

u(t) = K̃s−١T−١x(t) (۴٣ . ٧)
ͬ آید م به دست زیر به صورت معمولͬ سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس بنابراین

Kp = K̃s−١T−١ (۴٣ . ٨)
ͬ شود. م نامیده (B,A) زوج اولیه حالت خورد پس ماتریس Kp که

صفرند: ͬͽهم Γ̃ = Ã+ B̃k̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به

Γ̃ = Ã+ B̃k̃ =


G0

In−m , 0(n−m)×m

+


B0

0(n−m)×m

 [−D−١
0 G0]

=


G0

In−m , 0(n−m)×m

+


G0

0(n−m)×m



=


0m×n

In−m , 0(n−m)×m

 (۴٣ . ٩)

اصلͬ قطر روی درایه های همه که است مثلثͬ پایین ماتریس ͷی حاصل ماتریس که آنجایی از
صفرند. برابر ͬͽهم Γ̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر صفرند برابر آن

Γ̃ حقیقت در و است اصلͬ قطر زیر در Ir بلوک ͷی و Im بلوک q− ١ شامل Γ̃ ماتریس همچنین
توانͬ پوچ اندیس که است واضح جوردن ماتریس خواص به توجه با و است بلوکͬ جوردن فرم به

برابر Γ̃ ماتریس
ϑ = p١ = q + ١ (۵٣ . ٠)



۴٣ گسسته سیستم های در تأخیر انواع
است.

خورد پس ماتریس به موسوم K = K̃s−١T−١ = D−١
0 G0S

−١T−١ ماتریس شد گفته آنچه بنابر
همه یعنͬ دارد، را (B̃, Ã) فضای در K̃ ماتریس خواص همان که است (B,A) فضای در حالت
برده صفر به K حالت خورد پس ماتریس توسط Γ = A + BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر
خواص تشابهͬ تبدیلات زیرا بود، خواهد ϑ = p١ = q + ١ نیز آن توانͬ پوچ اندیس و ͬ شود م

ͬ دهند. نم تغییر را ماتریس
ͬ نماییم: م مطرح را اولیه حالت خورد پس ماتریس تعیین چͽونگͬ الͽوریتم حال

ranh(B) = m و آن ها اندازه های n,m و A,B ماتریس های : ورودی
ͬ دهیم. م تشͺیل را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس ‐ ١ گام

ارائه آن (الͽوریتم ͬ سازیم. م را Q̂ = [B̂, Â, T−١] ستونͬ و سطری تشابهͬ عملیات با ‐ ٢ گام
شد)

ͬ سازیم. م را Q̃ = [B̃, Ã, S−١T−١] داده ادامه را ستونͬ و سطری تشابهͬ عملیات ‐ ٣ گام
شد) ارائه آن (الͽوریتم

ͬ نامیم. م G0 را Ã اول سطر m و D0 را B̃ اول سطر m ‐ ۴ گام
ͬ دهیم. م تشͺیل را K̃ = −D−١

0 G0 ‐ ۵ گام
ͬ آوریم. م به دست را (B,A) سیستم ١ اولیه حالت خورد پس ماتریس Kp = K̃S−١T−١ ‐ ۶ کام

گسسته سیستم های در تأخیر انواع ۴ . ٣
ͬ شود: م تقسیم دسته سه به زمانͬ ثابت تأخیر با خطͬ متغیره چند سیستم های

زیر به صورت سیستم حالت معادله حالت این در باشد، ورودی متغیر در تأخیر زمانیͺه (الف)
ͬ شود: م توصیف

x(k + ١) = A٠x(k) +B٠u(k) +B١u(k − ١) +B٢u(k − ٢) + · · ·+BLu(k − L)

است: زیر شͺل به حالت معادله باشد حالت متغیر در تأخیر ͬ که زمان (ب)

x(k + ١) = A٠x(k) +A١x(k − ١) +A٢x(k − ٢) + · · ·+B٠u(k)

توصیف زیر صورت به سیستم حالت معادله باشد ورودی و حالت متغیر در تأخیر ͬ که وقت (ج)
ͬ شود: م

x(k + ١) = A٠x(k) +A١x(k − ١) + · · ·+Arx(k − r) +B٠u(k) + · · ·+BLu(k − L)

١primary state feedback natrix



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۴۴
(ب) موارد به  اجمالͬ و کوتاه  ͬ نگاه و ͬ پردازیم م حالت متغیر در تأخیر بررسͬ به فصل این در

خواهیم داشت (ج) و

ورودی متغیر تأخیرثابت با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ١ . ۴ . ٣
سیستم هایی شامل اول ͬ شوند. رده م تقسیم دسته دو به ورودی تأخیر با خطͬ متغیره چند سیستم های
تک    سیستم های را سیستم ها این که ͬ افتند، م تأخیر به مشابه مقداری با ورودی ها تمام که است
به مختلف مقادیر با ورودی ها آن در که است سیستم هایی شامل دوم رده ͬ نامند؛ م تأخیری
کنترل قوانین بحث ابتدا ͬ شوند.در م شناخته  چند تأخیر سیستم های عنوان با و ͬ افتند، م تأخیر
جزئیات ذکر با چندتأخیر سیستم های برای سپس و هستند، تأخیر تک متغیره چند سیستم ها برای
پیشنهاد زمانͬ تأخیر سیستم های برای را افزوده بردار روش ١ ͷکوپ ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد
برای کنترل قوانین طراحͬ در ایشان ایده از [١٩] محققان از دیͽر تعدادی آن از پس و کرد
که ، حالت افزوده بردار پایه بر سنتز ͷی اساس، این بر کردند استفاده زمانͬ تأخیر سیستم های
اخیرا شده است. ارائه ͬ شود م دیͽر روش  های به نسبت سیستم رفتار از روشنͬ درک به منجر

داده اند. توسعه را روش این [٢١] تهرانͬ و کرباسͬ

پیاده سازی و طراحͬ ٢ . ۴ . ٣
بͽیرید: نظر در را ورودی متغیر در ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم حالت معادله

x(k + ١) = A٠x(k) +B٠u(k) +B١u(k − ١) (۵٣ . ١)
پس خورد ماتریس و ͬ کنیم م پایدار را سیستم سپس و درآورده تأخیر بدون فرم به را سیستم ابتدا
تعداد کنید فرض ͬ دهیم. م بسط را روش کلͬ حالت در آن از پس . ͬ آوریم م بدست را حالت

که داریم [١٩] در است. n حالت ها تعداد و m ورودی ها
u(k − ١) = ٠ (k < ١)

k = ٠ برای بنابراین،
x(١) = A٠x(٠) +B٠u(٠)

بزرگ ͬ تواند م حالت افزوده بردار با سیستم حالت فضای حال است. حالت اولیه بردار x(٠) که
صورت به جدید حالت بردار [١٩].بنابراین باشند قبلͬ ورودی بردارهای شامل که گونه ای به شود

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر

X(k) =

 x(k)

u(k − ١)

 (۵٣ . ٢)
١ Kopcke



۴۵ گسسته سیستم های در تأخیر انواع
و

X(k + ١) =
 x(k + ١)

u(k)


شود. تبدیل تأخیر بدون سیستم ͷی به (۵٣ . ١) سیستم بالا افزوده بردارهای از استفاده با

X(k + ١) = ĀX(k) + B̄u(k) (۵٣ . ٣)
که

Ā =

 A٠ B١
0mn 0mm

 (۵۴ . ٣)

و است، (n+m)× (n+m) باز حلقه سیستم افزوده ماتریس ͷی

B̄ =

 B٠
Im

 (۵۵ . ٣)

برای ͬ توان م مطلوب بهینه کنترل قانون ͷی پس است. (n+m)×m بعد از ورودی ماتریس ͷی
روش نامه پایان این در شود. یافت استاندارد روش های از ͷی هر با (۵٣ . ٣) در شده ارائه سیستم
که این صورت به شده است. استفاده حالت پس خورد آوردن دست به برای بل[٢٠] و کرباسͬ
بدست را T−١٠ تبدیل ماتریس و B̄، Ā ماتریس های برداری همدم فرم تشابهͬ تبدیلات وسیله به

هستند زیر فرم به که ͬ آوریم م

B̃ =

 D٠
0n−m,m

 Ã =

 G٠
In−m, 0n−m,m

 (۵۶ . ٣)

است: زیر صورت به (Ã, B̃) جفت برای حالت پس خورد ماتریس
K̃ = −D−١٠ G٠

با: است برابر (A,B) جفت برای حالت خورد پس ماتریس همچنین و
K = K̃S−١T−١

داریم: ثابت تأخیر با تأخیری سیستم برای کلͬ حالت در
x(k + ١) = A٠x(k) +B٠u(k) +B١u(k − ١) +B٢u(k − ٢) + · · ·+BLu(k − L) (۵٣ . ٧)

که داریم
u(k − l) = ٠ (k < l)



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۴۶
ik برای بنابراین،

x(k + ١) = A٠x(٠) +B٠u(٠)
است: زیر فرم به حالت افزوده بردار است. سیستم اولیه حالت بردار x(٠) که

X(k) =



x(k)

u(k − ١)
...
...

u(k − l)


(۵٣ . ٨)

X(k) =



x(k + ١)
u(k)

...

...
u(k − l + ١)


ͬ شود م تبدیل زیر تأخیر بدون سیستم ͷی به (۵٣ . ٧) سیستم بالا افزوده های بردارهای با بنابراین

X(k + ١) = ĀX(k) + B̄u(k)

Ā =



A٠ B١ B٢ · · · BL−١ BL

0 0 0 · · · 0 0

0 I 0 · · · 0 0

0 0 I · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 I 0


و

B̄ =
[
B٠ I 0 0 · · · 0

]T
. ͬ آورد م بدست را حالت پس خورد ماتریس ͬ توان م بالا در شده ذکر روش مطابق

بͽیرید: نظر در را زیر ورودی تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم .١ . ۴ . ٣ مثال
x٠(k + ١) = A٠x٠(k) +B٠u(k) +B١u(k − ١) (۵٣ . ٩)

است: زیر به صورت (A٠, B١) که

A٠ =


١۶ −١٢ ١١
۵ ١ ٣

−٢۶ ٢٠ −١٨

 B٠ =


٣ ٣
٠ ١
−۵ −۵

 (۶٣ . ٠)



۴٧ گسسته سیستم های در تأخیر انواع
است: زیر به صورت سیستم افزوده بردار

X(k) =

 x(k)

u(k − ١)



X(k + ١) =
 x(k + ١)

u(k)


ͬ شود: م تبدیل زیر صورت به تأخیر بدون سیستم ͷی به (۵٣ . ٩) سیستم بنابراین

x(k + ١) = Āx(k) + B̄u(k)

است: زیر صورت به B̄ و Ā که

Ā =



١۶ −١٢ ١١ ٣ ٣
۵ ١ ٣ ٠ ١

−٢۶ ٢٠ −١٨ −۵ −۵
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


B̄ =



٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
١ ٠
٠ ١


است: زیر به صورت T تبدیل ماتریس و (Ã, B̃) برداری همدم فرم

Ã =



−٢ −۴ ٢
٠ ١ ١
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١


B̄ =



١ ١
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠



T−١٠ =



۶ −۴ ۴ ١ ١
۵ ١ ٣ ٠ ١
٢ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠
۵ ٠ ٣ ٠ ٠


هستند: زیر به صورت B−١٠ و G٠ پس

B−١٠ =

 ١ −١
٠ ١

 G٠ =

 −٢ −۴ ٢
٠ ١ ١


است: زیر به صورت K ماتریس حال

K =

 ٣۵ −٣ ٢٢ ٢ ٧
−٧ −١ −۴ ٠ −١





ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۴٨
ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های دیͽر انواع بررسͬ ٣ . ۴ . ٣

کدام هر افزوده بردار و ͬ پردازیم م ورودی و حالت متغیر و حالت متغیر در تأخیر بررسͬ به حال
ͬ کنیم. م معرفͬ را

باشد حالت متغیر در تأخیر اگر
ͬ شود: م تعریف زیر کلͬ به صورت حالت بردار در تأخیر با تأخیری سیستم  حالت معادله

(۶٣ . ١)
x(k+١) = A٠x(k)+A١x(k−١)+A٢x(k−٢)+· · ·+Arx(x−r)+Bu(k) =

r∑
i=٠

Aix(k−i)+Bu(k)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به سیستم برای افزوده بردار

X(k) =



x(k)

x(k − ١)
...

x(k − r + ١)
x(k − r)


و

X(k + ١) =


x(k + ١)
x(k)

...
x(k − r + ١)


ͬ شود: م زیر به صورت تأخیر بدون معادله ͷی به (۶٣ . ١) معادله بنابراین

X(k + ١) = ĀX(k) + B̄U(k)

که:

Ā =



A٠ A١ A٢ · · · Ar−١ Ar

I 0 0 · · · 0 0

0 I 0 · · · 0 0
... ... ... · · ·

... ...
0 0 0 · · · I 0


و

B̄ =

[
B٠ 0 0

... 0
]T



۴٩ گسسته سیستم های در تأخیر انواع
: به صورت فوق سیستم برای کنترل قانون

u(k) = Kx(k)

است.

باشد ورودی و حالت متغیر در تأخیر ͬ که زمان
است: زیر فرم به حالت این سیستم

x(k + ١) = A٠x(k) +A١x(k − ١) + · · ·+Arx(k − r) +B٠u(k) + · · ·+BLu(k − L)

تبدیل تأخیر بدون فرم به را سیستم و ͬ نویسیم م را سیستم افزوده بردار ابتدا بالا روش مطابق
ͬ کنیم م

است: زیر به صورت سیستم افزوده بردار

X(k) =



x(k)

x(k − ١)
...

x(k − r)

u(k − ١)
u(k − ٢)

...
u(k − l)


و

X(k + ١) =



x(k + ١)
x(k)

...
x(k − r + ١)

u(k)

u(k − ١)
...

u(k − L+ ١)


ͬ شود: م زیر به  صورت تأخیر بدون معادله ͷی به سیستم معادله بنابراین

X(k + ١) = ĀX(k) + B̄U(k)

که



ثابت تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۵٠

Ā =



A٠ A١ · · · Ar−١ Ar B١ B٢ · · · BL−١ BL

I 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
... ... · · ·

... ... ... ... · · ·
... ...

0 0 · · · In 0 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 Im 0 · · · 0 0
... ... · · ·

... ... ... . . . · · ·
... ...

0 0 · · · 0 0 0 0 · · · Im 0


و

B̄ =
[
B٠ 0 0 · · · I 0 0

]T
ͬ آوریم درم برداری همدم فرم به آن را ابتدا یعنͬ ͬ کنیم م پایدار را سیستم شده گفته روش مطابق حال

ͬ آوریم. م به دست را سیستم حالت پس خورد ماتریس آن از پس و



۴ فصل
با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری

تأخیرمتغیر
تجزیه١ رویͺرد طریق از زمان متغیر تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری به فصل این در

ͬ کنیم. م پایدار را سیستم و ͬ پردازیم م

تجزیه روش درباره کوتاه مقدمه ای ١ . ۴
سیستم های و مخابرات تولید، سیستم های مانند عملͬ، سیستم های از بسیاری در اغلب زمانͬ تأخیر
است ضعیف عملͺرد و بی ثباتͬ مهم منبع زمانͬ تأخیر که آن جایی ͬ دهد.از م رخ · و اقتصادی

است. کرده معطوف خود به را زیادی توجهات

[١٨ ،١٠ ،٨] در زمانͬ پیوسته سیستم های برای کننده ها کنترل سنتز و تحلیل و تجزیه
تأخیر بدون سیستم های به ͬ توان م را زمانͬ گسسته تأخیری سیستم های که ͬ دانیم م آمده است.
به شده داده توضیح قبل فصل در تفصیل به و سیستم هاست این قوت نقطه که کرد تبدیل
برای پایداری نتایج ͬ توانید م شده است. سیستم هایی چنین پایداری به کمتری توجه دلیل همین
سیستم های برای روش این اما کنید.، مشاهده [٣٨ ،۴ مراجع[٣، در را زمانͬ گسسته سیستم های

١Decomposition

۵١



تأخیرمتغیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۵٢
به نیست. مناسب است کار موضوع که متغیر زمان تأخیر با سیستم هایی و نامعلوم تأخیر با
چه گسسته های سیستم چه تأخیر به وابسته سیستم های پایداری شͺل به زیادی توجهات تازگͬ
است. شده حاصل تأخیر به وابسته پایداری برای زیادی معیارهای ١٧]و ،٨] است شده پیوسته
ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابع ͷی انتخاب تأخیر به وابسته پایداری آوردن بدست برای کلیدی نکته
کافͬ و لازم )شرط CQLF) ١ کامل دو درجه ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابع ͷی وجود است. (LKF)
حداکثر ͬ توانیم م (CQLF) از استفاده با است. زمانͬ تأخیر سیستم  های مجانبی پایداری برای
را است پایداری برای تحلیلͬ تأخیر حد به ͷنزدی بسیار که (MAUB) ٢ تأخیر بالای کران مجاز
ͷی و جزئͬ دیفرانسیل معادلات پیچیده سیستم ͷی به منجر CQLF حال هر به آوریم. بدست
ساده تر پایداری توسعه منظور به بنابراین، ͬ شود. م بینهایت بعد با (LMI) خطͬ ماتریسͬ نامساوی
کردند. استفاده LMI مرتبه کردن محدود برای CQLF جای به LKF فرم از محققان از بسیاری
جدید تحلیل و تجزیه روش های از برخͬ موجود، نتایج محافظه کاری کاهش برای این بر علاوه
ماتریس روش ،[١١ ،١٠ توصیف گر[٨، سیستم تحلیل روش مثال عنوان است.به شده پیشنهاد
ͬ توان م ورودی‐خروجͬ رویͺرد و [٢٨ ،٢۴ ماتریسͬ[١٧، نامساوی روش ،[٣۶ آزاد[١٢، وزن
LKF تغییر کردن بررسͬ با پایداری معیارهای از بسیاری روش ها، این از استفاده کرد.با اشاره

ͬ آید. م بدست زمانͬ تأخیر کامل فاصله ͷی در
تأخیر فاصله کمتر، کاری محافظه شرایط آوردن بدست برای [٣٨ ،٣۶] در روش این برخلاف
لیاپانوف‐ تابع به وابسته تأخیر فاصله این گونه ͬ شود م تقسیم مساوی بازه زیر چند به زمانͬ
زیر روی شده تعریف ID-D LKF تغییرات بازبینͬ است.با شده ساخته (ID-D LKF)٣ͬͺکراسوفس
بین اصلͬ تفات که است ذکر به لازم ͬ آید. م بدست تأخیر به وابسته جدید معیارهای ها، بازه
متفاوت بازه های زیر روی متفاوت وزن های با ماتریس هایی که ͬ دهد م اجازه ، ID-D LKF و LKF

را تأخیر به وابسته شرایط پایداری معیارهای ID-D LKF که ͬ رود م انتظار بنابراین شود. گرفته
کند. حفظ

زیر دو به زمانͬ پیوسته سیستم های تأخیر تقسیم [٣۶]در یانگ و ژو ایده از گرفتن الهام با
متغیر تأخیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری تحلیل برای جدید روش ͷی نامساوی مجموعه

آمده است. بدست زمان
k]و − hM , k − α− ١] نامساوی بازه زیر دو به ID-D LKF در [k − hM , k − ١] تأخیر زمانͬ فاصله
با جدید ID-D LKF است. تنظیم پارامتر ͷی ، ٠ < α < hM که ͬ شود م تقسیم [k − α, k − ١]
بخشͬ اثر نشان برای است. شده ساخته مختلف های بازه زیر در وزن مختلف های ماتریس

است. آمده سه بخش در عددی مثال پیشنهادی روش

١ complete quadratic Lyapunov-Krasovskii functional
٢ maximum allowable upper bound
٣Intervaldelay-dependent LKF
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مسئله تعریف ٢ . ۴
بͽیرید: نظر در زمان با متغیر تأخیر با را زیر سیستم

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k − h(k)) (١ . ۴)
B ∈ Rn×n و A ∈ Rn×n های ماتریس و ͬ باشد م k لحظه در سیستم حالت بردار x(k) ∈ R که
ما و است سیستم زمانͬ تأخیر دهنده نشان که است مثبت صحیح عدد ،h(k) و هستند ثابت

ͬ کند: م صدق زیر رابطه در و است وابسته زمان به ͬ کنیم م فرض
٠ ≤ h(k) ≤ hM (٢ . ۴)

تضمین برای کافͬ شرایط کردن بنا ما است.هدف متناهͬ مثبت و صحیح عدد و معلوم hM که
سیستم(۴ . ١) تأخیر به وابسته پایداری کردن

لم در شده ارائه نتایج اصلͬ نتایج اثبات برای باشد. داشته کمتری کاری محافظه نتایج که
ͬ کنیم. م دنبال را زیر

داریم: R > ٠ هر .برای y(k) = x(k + ١)− x(k)کنید فرض [٣۶] .٢ . ١ . ۴ لم

−(hM − hm)

k−١−hm∑
m=k−hM

yT (m)Ry(m) ≤

x(k − hm)

x(k − hM )

T −R R

R −R

x(k − hm)

x(k − hM )


=

[
x(k − hm)− x(k − hM )

]T
R
[
x(k − hm)− x(k − hM )

]

گسسته سیستم های برای ͬͺکراسوفس‐ لیاپانوف روش ٢ . ١ . ۴
ͬ کنیم: م تعریف

xk(j)
∆
= x(k + j), j = −h, · · · ,−١, ٠

به طوری که باشد داشته وجود V : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
بار h+١

تابعک و β و α مثبت اعداد اگر .٢ . ٢ . ۴ لم
باشیم: داشته ͬ کند م صدق (١ . ۴) معادله در که x(t) هر برای و K = ٠, ١, ٢, · · · هر برای

٠ ≤ V (xk) ≤ β{maxj∈[h,٠]|x(k + j)|} (٣ . ۴)
و

V (xk+١)− V (xk) ≤ −α|x(k)| (۴ . ۴)
است. مجانبی پایدار (١ . ۴) سیستم آن گاه
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داریم: (۴ . ۴) معادله از برهان.

k∑
j=٠

(V (xj+١)− V (xj)) = V (xk+١)− V (x٠) ≤ −α
k∑

j=٠
|x(j)|٢

داشته را (۴ . ۴) رابطه است کافͬ ͬ کند م صدق (٢ . ۴) و (١ . ۴) رابطه در که x(k) برای بنابراین،
باشیم:

|x(k)|٢ ≤
k∑

j=٠
|x(j)|٢ ≤ ١

α
V (x٠) ≤

β

α
maxj∈[h,٠]|ϕ(j)|٢ ∀k ∈ Z+ (۵ . ۴)

.(maxj∈[h,٠]|ϕ(j)|٢)باشد ͷکوچ اولیه شرایط اگر است ͷکوچ کافͬ اندازه به (۵ . ۴) نامساوی
اگر علاوه به 

∞∑
j=٠

|x(j)|٢ ≤ ١
α
V (x٠) < ∞

.j −→ ∞ برای |x(j)|٢ −→ ٠ این رو از

پایدار (٢ . ۴)‐(١ . ۴) سیستم ، ٠ < α < hM و (hM > ٠) hM اسͺالرهای برای .٢ . ١ . ۴ قضیه
داشته وجود ،(i = ١, ٢, ٣) Qi = QT

i , Zi = ZT
i ، P = P T > ٠ ماتریس های اگر است مجانبی

باشد: برقرار زیر LMI که باشد

Φ =



Φ١١ Φ١٢ ٠ ٠ Φ١۵
∗ Φ٢٢ Φ٢٣ ٠ Φ٢۵
∗ ∗ Φ٣٣ Φ٣۴ ٠
∗ ∗ ∗ Φ۴۴ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ Φ۵۵


< ٠ (۶ . ۴)

Ψ =



Ψ١١ Ψ١٢ Ψ١٣ ٠ Ψ١۵
∗ Ψ٢٢ Ψ٢٣ Ψ٢۴ Ψ٢۵
∗ ∗ Ψ٣٣ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ Ψ۴۴ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ Ψ۵۵


< ٠ (٧ . ۴)

که:
Φ١١ = ATPA− P +Q١ +Q٣ −

١
α
(Z١ + Z٣),

Φ١٢ = ATPB +
١
α
+ (z١ + z٣), Φ١۵ = (A− I)TU١,

Φ٢٢ = BTPB −Q٣ −
١
α
(٢Z١ + Z٣), Φ٢٣ =

١
α
Z١,Φ٢۵ = BTU١,



۵۵ مسئله تعریف
Φ٣٣ = −Q١ +Q٢ −

١
α
Z١ −

١
hM − α

Z٢,Φ٣۴ =
١

hM − α
Z٢,

Φ۴۴ = −Q٢ −
١

hM − α
Z٢,Φ۵۵ = −U١,

Ψ١١ = Φ١١, Ψ١٢ = ATBP, Ψ١٣ =
١
α
(Z١ + Z٣), Ψ١۵ = (A− I)TU٢,

Ψ٢٢ = BTPB −Q٣ −
١

hM − α
(٢Z٢ + Z٣), Ψ٣٣ =

١
hM − α

(Z٢ + Z٣),

Ψ٢۴ =
١

hM − α
Z٢, Ψ٢۵ = BTU٢,

Ψ٣٣ = −Q١ +Q٢ −
١
α
(Z١ + Z٣)−

١
hM − α

(Z٢ + Z٣),

Ψ۴۴ = −Q٢ −
١

hM − α
Z٢, Ψ۵۵ = −U٢

U١ = αZ١ + (hM − α)Z٢ + αZ٣, U٢ = αZ١ + (hM − α)Z٢ + hMZ٣

ͬ سازیم: م زیر صورت به را LKF تأخیر به وابسته فاصله برهان.

V (x) = V١(x) + V٢(x) + V٣(x) (٨ . ۴)

که:

V١(k) = xT (k)Px(k) (٩ . ۴)

V٢(k) =
k−١∑

i=k−α

xT (i)Q١x(i) +
k−١−α∑

i=k−endhM

xT (i)Q٢x(i)

+

k−١∑
i=k−h(k)

xT (i)Q٣x(i)
(١٠ . ۴)

V٣(k) =
−١∑

i=−α

k−١∑
j=k+i

yT (j)Z١y(j) +
−١−α∑
i=−hM

k−i∑
j=k+i

yT (j)Z٢y(j)

+
−١∑

i=−h(k)

k−١∑
j=k+i

yT (j)Z٣y(j)
(١١ . ۴)

در [k − hM , k − ١] تأخیر .فاصله Zi = ZT
i > ٠(i = ١, ٢, ٣) و Qi = QT

i ≥ ٠ ،P = P T > ٠ که
که و [k − α, k − ١] و [k − hM , k − α − ١] ͬ شود: م تقسیم زیر نامساوی بازه زیر دو به LKF
محاسبه را ∆Vi(k) = Vi(k + ١) − Vi(k) دیفرانسل است. تنطیم پارامتر ͷی α که ٠ < α < hM
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ͬ کنیم. م

∆V١(k) = V١(k + ١)− V١(k) = xT (k + ١)Px(k + ١)
= [Ax(k) +Bx(k − h(k))]TP [Ax(k) +Bx(k − h(k))]− xT (k)Px(k)

= xT (k)ATPAx(k) + xT (k)ATPBx(k − h(k)) + xT (k − h(k))BTPAx(k)

+ xT (k − h(k))BTPAx(k) + xT (k − h(k))BTPBx(k − h(k))− xT (k)Px(k)

= xT (k)[ATPA− P ]x(k) + xT (k − h(k))BTPBx(k − h(k))

+ ٢xT (k)ATPBx(k − h(k))

(١٢ . ۴)
∆V٢(k) = V٢(k + ١)− V٢(k)

V٢(k + ١) =
k∑

i=k+١−α

xT (i)Qix(i) +

k−α∑
i=k+١−hM

xT (i)Q٢x(i) +
k∑

i=k+١−h(k)

xT (i)Q٣x(i)

V٢(k) =
k−١∑

i=k−α

xT (i)Q١x(i) +
k−١−α∑
i=k−hM

xT (i)Q٢x(i) +
k−١∑

i=k−h(k)

xT (i)Q٣x(i)

∆V٢(k) =
k∑

i=k+١−α

xT (i)Qix(i) +
k−α∑

i=k+١−hM

xT (i)Q٢x(i) +
k∑

i=k+١−h(k)

xT (i)Q٣x(i)

− [

k−١∑
i=k−α

xT (i)Q١x(i) +
k−١−α∑

i=k−endhM

xT (i)Q٢x(i) +
k−١∑

i=k−h(k)

xT (i)Q٣x(i)]

∆V٢(k) = xT (k)Q١x(k)− xT (k − α)Q١x(k − α) + xT (k − α)Q٢x(k − α)

− xT (k − hM )Q٢x(k − hM ) + xT (k)Q٣x(k)− xT (k − h(k))Q٣x(k − h(k))

(١٣ . ۴)

∆V٣(k) = V٣(k + ١)− V٣(k)

V٣(k + ١) =
−١∑

i=−α

k∑
j=k+i+١

yT (j)Z١y(j) +
−١−α∑
i=−hM

k−i+١∑
j=k+i+١

yT (j)Z٢y(j)

+
−١∑

i=−h(k)

k∑
j=k+i+١

yT (j)Z٣y(j)

V٣(k) =
−١∑

i=−α

k−١∑
j=k+i

yT (j)Z١y(j) +
−١−α∑
i=−hM

k−i∑
j=k+i

yT (j)Z٢y(j)

+

−١∑
i=−h(k)

k−١∑
j=k+i

yT (j)Z٣y(j)

∆V٣(k + ١) =
−١∑

i=−α

k∑
j=k+i+١

yT (j)Z١y(j) +
−١−α∑
i=−hM

k−i+١∑
j=k+i+١

yT (j)Z٢y(j)
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+
−١∑

i=−h(k)

k∑
j=k+i+١

yT (j)Z٣y(j)− [
−١∑

i=−α

k−١∑
j=k+i

yT (j)Z١y(j)

+

−١−α∑
i=−hM

k−i∑
j=k+i

yT (j)Z٢y(j) +
−١∑

i=−h(k)

k−١∑
j=k+i

yT (j)Z٣y(j)]

∆V٣(k) =
−١∑

i=−α

[yT (k)Z١y(k)− yT (k + i)Z١y(k + i)] (١۴ . ۴)

+

−١−α∑
i=−hM

[yT (k)Z٢y(K)− yT (k + i)Z٢y(k + i)]

+

−١∑
i=−h(k)

[yT (k)Z٣y(k)− yT (k + i)Z٣y(k + i)]

= αyT (k)Z١y(k)−
−١∑

i=−α

yT (k + i)Z١y(k + i) + (hM − α)yT (k)Z٢y(k)

−
−١−α∑
i=−hM

yT (k + i)Z٢y(k + i) + h(k)yT (k)Z٣y(k)−
−١∑

i=−h(k)

yT (k + i)Z٣y(k + i)

∆V٣(k) = yT (k)[αZ١ + (hM − α)Z٢ + h(k)Z٣]y(k)−
k−١∑

m=k−α

yT (m)Z١y(m) (١۵ . ۴)

−
k−١−α∑

m=k−hM

yT (m)Z٢y(m)−
k−١∑

m=k−h(k)

yT (m)Z٣y(m) (١۶ . ۴)

است. h(k) ∈ [α+ ١, hM ] یا h(k) ∈ [٠, α] ،k ∈ Z+ هر برای که، ͬ دانیم م (٢ . ۴) رابطه از اکنون
ͬ کنیم: م تعریف را زیر مجموعه دو

Ω١ = {k : h(k) ∈ [٠, α], k ∈ Z+} (١٧ . ۴)

Ω٢ = {k : h(k) ∈ [α+ ١, hM ], k ∈ Z+} (١٨ . ۴)
ͬ کنیم: م بحث k ∈ Ω٢ و k ∈ Ω١ موارد برای ∆V (k) تغییرات ما ادامه، در

.٠ ≤ h(k) ≤ α یعنͬ ،k ∈ Ω١ برای اول: حالت
k−١∑

m=k−α

yT (m)Z١y(m) =

k−١−h(k)∑
m=k−α

yT (m)Z١y(m) +
k−١∑

m=k−h(k)

yT (m)Z١y(m) (١٩ . ۴)

∆V٣(k) = yT (k)[αZ١ + (hM − α)Z٢ + h(k)Z٣]y(k)−
k−١−h(k)∑
m=k−α

yT (m)Z١y(m)

−
k−١∑

m=k−h(k)

yT (m)(Z١ + Z٣)y(m)−
k−١−α∑

m=k−hM

yT (m)Z٢y(m)

(٢٠ . ۴)
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داریم: ،(٢ . ١ . ۴) لم از استفاده با ،α− h(k) ≤ α و h(k) ≤ α ،Z١ + Z٣ > ٠ چون
−

k−١∑
m=k−h(k)

yT (m)(Z١ + Z٣)y(m)

≤ −١
h(k)

[x(k)− x(k − h(k))]T (Z١ + Z٣)[x(k)− x(k − h(k))]

≤ ١
α
xT (k)(−Z١ − Z٣)x(k) +

١
α

٢xT (k − h(k))Z١x(k − α)

+
١
α
xT (k − h(k))(−Z١ − Z٣)x(k − h(k))

(٢١ . ۴)

−
k−١−h(k)∑
m=k−α

yT (m)Z١y(m)

≤ −١
α− h(k)

[x(k − h(k))− x(k − α)]TZ١[x(k − h(k))− x(k − α)]

≤ ١
α
xT (k − h(k))(−Z١)x(k − h(k)) +

١
α

٢xt(k − h(k))Z١x(k − α)

+
١
α
xT (k − α)(−Z١)x(k − α)

(٢٢ . ۴)

−
k−١−α∑

m=k−hM

yT (m)Z٢y(m)

≤ −١
hM − α

[x(k − α)− x(k − hM )]TZ٢[x(k − α)− x(k − hM )]

≤ ١
hM − α

xT (k − α)(−Z٢)x(k − α) +
١

hM − α
٢xT (k − α)Z٢x(k − hM )

+
١

hM − α
xT (k − hM )(−Z٢)x(k − hM )

(٢٣ . ۴)

ͬ سازد: م را زیر رابطه (٢٣ . ۴) ‐(١٢ . ۴) رابطه های کردن ترکیب با
∆V (k) ≤ ζT (k)Φ̂ζ(k)

Φ̂ =


Φ١١ + (A− I)TU١(A− I) Φ̂١٢ + (A− I)TU١B ٠ ٠

∗ Φ̂٢٢ +BTU١B Φ̂٢٣ ٠
∗ ∗ Φ̂٣٣ Φ̂٣۴
∗ ∗ ∗ Φ̂۴۴

 (٢۴ . ۴)

ζ(k) =
[
xT (k) xT (k − h(k)) xT (k − α) xT (k − hM )

]T
روی شور لم از استفاده با است. ∆V (k) آن گاه باشد Φ̂ < ٠ اگر ،k ∈ Ω١ برای که، است واضح

ͬ آوریم: م دست به را Φ ماتریس ،Φ̂

Φ̂ =


Φ١١ + (A− I)TU١(A− I) Φ̂١٢ + (A− I)TU١B ٠ ٠

∗ Φ̂٢٢ +BTU١B Φ̂٢٣ ٠
∗ ∗ Φ̂٣٣ Φ̂٣۴
∗ ∗ ∗ Φ̂۴۴

 < ٠
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جداسازی از بعد

Φ̂ =


Φ١١ Φ١٢ ٠ ٠
∗ Φ٢٢ Φ٢٣ ٠
∗ ∗ Φ٣٣ Φ٣۴
∗ ∗ ∗ Φ۴۴

+


(A− I)T

BT

٠
٠

U١U−١١ U١
[
A− I B ٠ ٠

]
< ٠

Φ̂ =


Φ١١ Φ١٢ ٠ ٠
∗ Φ٢٢ Φ٢٣ ٠
∗ ∗ Φ٣٣ Φ٣۴
∗ ∗ ∗ Φ۴۴


︸ ︷︷ ︸

A

+


(A− I)TU١

BTU١
٠
٠


︸ ︷︷ ︸

BT

U−١١︸︷︷︸
c−١

[
U١(A− I) U١B ٠ ٠

]
︸ ︷︷ ︸

B

< ٠

ͬ کنیم: م اعمال را شور لم حال

A+BC−١BT < ٠ ⇔

A BT

B −c

 < ٠

=⇒ Φ =



Φ١١ Φ١٢ ٠ ٠ (A− I)TU١
∗ Φ٢٢ Φ٢٣ ٠ BTU١
∗ ∗ Φ٣٣ Φ٣۴ ٠
∗ ∗ ∗ Φ۴۴ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ −U١


< ٠

.h(k) ∈ [٠, α] و Φ < ٠ اگر است برقرار ∆V (k) < که٠ دید ͬ توان م آسانͬ به شور لم از استفاده با
،به شور لم از استفاده با ،α + ١ ≤ h(k) ≤ hM یعنͬ ،k ∈ Ω٢ برای مشابه طور به دوم: حالت

. Ψ < ٠ اگر است برقرار ∆V (k) < که٠ دید ͬ توان م سادگͬ
باشند، برقرار (٧ . ۴) ‐(۶ . ۴) اگر k ∈ Z+ همه برای که ببینیم ͬ توانیم م ما ، بالا بحث از

ͬ شود. م کامل اثبات که ،∆V (k) < ٠

α یافتن الͽوریتم ٢ . ٢ . ۴
ͬ دهد.شرایط م ارائه hM تأخیر بالای کران به وابسته پایدار نتیجه ͷی (٢ . ١ . ۴) قضیه .٢ . ١ . ۴ تبصره
عددی افزارهای نرم با آسانͬ به ͬ توان م بنابراین و است شده بیان LMI حسب بر قضیه(۴ . ٢ . ١)

شود. بررسͬ
تقسیم زیر نامساوی زیربازه دو به ID-D LKF در [k − hM , k − ١] تأخیری فاصله .٢ . ٢ . ۴ تبصره

است. تنظیم پارامتر ٠ < α < hM که ،[k − α, k − ١] و [k − hM , k − α− ١] ͬ شود: م



تأخیرمتغیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۶٠
ͬ شود م استفاده مختلف زیربازه های در لیاپانوف توابع در وزن آزاد ماتریس های نتیجه، در
گرفته نظر در کامل صورت به ͬ توان م است x(k − α) یافته تأخیر حالت داخل که اطلاعاتͬ و
زیر از استفاده با به علاوه، داریم. سیستم از بیشتری اطلاعات بازه زیر تقسیم با یعنͬ شود،
از که حالتͬ به نسبت هستند ∆V٣(k) در که جمله هایی از بعضͬ بالای کران لم(۴ . ٢ . ١) و بازه ها
بازه روی h(k) تأخیر ͬ شوند. م زده تخمین دقیق تری به صورت ͬ شود م استفاده قبلͬ روش های
بالای کران های hM و α به طوریͺه کمتر محافظه کاری با زیربازه دو به ͬ توان م را ٠ ≤ h(k) ≤ hM

٠ < h(k) ≤ hM و ٠ ≤ h(k) ≤ α بازه زیر دو به تأخیر بازه بنابراین کرد. تقسیم باشند بازه دو این
ͬ شود. م تقسیم

را MAUB مجاز بالای کران بیشترین ͬ تواند م (٢ . ١ . ۴) قضیه در شده ارائه تجزیه روش بنابراین
دهد. افزایش

ارائه (٧ . ۴) ‐(۶ . ۴) به مربوط (٠ < α < hM ) α متناظر مقادیر جستجوی برای الͽوریتم ͷی
آورد. بدست ͬ توان م آسانͬ به ͬ توان م را hMمجاز بالای کران بیشترین به طوری که است شده

الͽوریتم:
ͬ گیریم. م نظر در α = ٠ hو = ٠ اول. گام •

.h = h+ ١ دو. گام •
.α = α+ ١ سه. گام •

به و α = ٠ ،αm = α سپس باشد، امͺان پذیر١ (٧ . ۴) ‐(۶ . ۴) نامساوی اگر چهار. گام •
میرویم. پنج گام به این صورت غیر در میرویم؛ دو گام

میرویم. سه گام به این صورت، غیر در α؛ = h− ١ اگر پنجم. گام •
است. αm تنظیم پارامتر مقدار کمترین و hM = h− ١ تأخیر بیشترین شش. گام •

١feasible



۶١ عددی مثال های

عددی مثال های ٣ . ۴
به دیͽر روش های با که قبلͬ نتایج با آمده بدست شده است.نتایج ارائه مثال هایی بخش، این در

شده است. مقایسه است آمده دست
و بͽیرید نظر در (٢ . ۴) رابطه در که h(k) زمان متغیر تأخیر با سیستم(۴ . ١) .٣ . ١ . ۴ مثال

A =

٠٫٨ ٠
٠ λ

 , B =

−٠٫١ ٠
−٠٫١ −٠٫١

 , λ ∈ {٠٫٩١, ٠٫٩٧}

لیستͬ (٢ . ۴) جدول است. شده گرفته نظر در [٣۵] و [٢٣] در سیستم λ).این = اول(٠٫٩١ حالت
از نتایجͬ مقایسه، است.برای (٢ . ١ . ۴) قضیه از آمده بدست تأخیر مجاز بالای کران حداکثر از

شده است. بهتری نتایج باعث (٢ . ١ . ۴) قضیه که است آمده است.واضح جدول در [٢٣ ،٣۵]

λ = ٠٫٩١ برای متفاوت روش های براساس تأخیر مجاز بالای کران مقایسه
hM روش
۴١ [٢٣]
۴٢ [٣۵] نتیجه

α = ١٩, · · · , ٣٠ برای ۴۶ (٢ . ١ . ۴) قضیه

تأخیر مجاز بالای کران :١ . ۴ جدول



تأخیرمتغیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۶٢
%%%%%% Example 1 %%%%%%%%

lambda = 0.91;

A = [0.8 0;0 lambda];

B = [-0.1 0;-0.1 -0.1];

alpha = 19;

h = 46;

[flag,P,Q1,Q2,Q3,Z1,Z2,Z3] = stojanovic(A,B,h,

alpha)

P =

۴۶٧٫٩٧ ٧٫٠١۴١
٧٫٠١۴١ ٧٫٣٨٢۴

 Q١ =

 ٢٩٫۵٠۵ −٠٫٠٢١٧٣۴
−٠٫٠٢١٧٣۴ ٠٫٠٠٠١١٨٨


Q٢ =

 ١۶٫١۶٧ ٠٫٠١١٩٧٧
٠٫٠١١٩٧٧ ٠٫٠۵٧٧٩٢

Q٣ =

١٠٨٫٩۵ ١٫٣٩٢
١٫٣٩٢ ٠٫٧١٧٠۶


Z١ =

 ١٫۵٨١٢ ٠٫٢٧١۵۶
٠٫٢٧١۵۶ ١٫٢۶٨٢


Z٢ =

 ١٫٣۴۶٩ ٠٫۶۴١٧۶
٠٫۶۴١٧۶ ١٫۵۴٨٨


Z٣ =

٠٫۶٧۶۶٩ ٠٫٠١١٩٧۶
٠٫٠١١٩٧۶ ٠٫٠۴۵۵۴١



λ = ٠٫٩٧ برای متفاوت روش های براساس تأخیر مجاز بالای کران مقایسه
hM روش
۴ [١٢] ͷی قضیه
٨ [١١] سه قضیه
٨ [١٠] دو لم
١٠ [۴] ͷی قضیه

α = ٩, ١٠, ١١ ١٧برای (٢ . ١ . ۴) قضیه

تأخیر مجاز بالای کران :٢ . ۴ جدول
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(λ = ٠٫٩٧) دوم حالت

%%%%%% Example 1 %%%%%%%%

lambda = 0.97;

A = [0.8 0;0 lambda];

B = [-0.1 0;-0.1 -0.1];

alpha = 11;

h = 46;

[flag,P,Q1,Q2,Q3,Z1,Z2,Z3] = stojanovic(A,B,h,alpha)

P =

 ٨٫٢٨٠٢e+ ٨ −١٫٨٨۴٨e− ٩
−١٫٨٨۴٨e− ٩ ١٫١۵٩۴e− ١۶

Q١ =

 ١٫٠۶۴٧e+ ٠٨ −٣٫٩٣۴۴e− ١٠
−٣٫٩٣۴۴e− ١٠ −٣٫٩٨١٩e− ١٨



Q٢ =

 ۶٫٢٣۴۴e+ ٠٧ −٢٫٣٠٨٩e− ١٠
−٢٫٣٠٨٩e− ١٠ ١٫٣٣٨٢e− ١٨


Q٣ =

٩٫٧١٧۶e+ ٧ ١٫٣٧٧e− ١٠
١٫٣٧٧e− ١٠ ٢٫٠١۵۴e− ١٧

Z١ =

 ١٫۶٩٠١e+ ٠٧ ٢٫٨٢٢٩e− ٠٩
٢٫٨٢٢٩e− ٠٩ ١٫۵٠٧٩e− ١۶


Z٢ =

 ۴٫٧٠۵١e+ ۶ ٣٫٣٢٢٣e− ١٠
٣٫٣٢٢٣e− ١٠ ١٫٠۴١٣e− ١٧

Z٣ =

 ٣٫٧١٧۴e+ ٠۶ −١٫٣٩٧۵e− ٠٩
−١٫٣٩٧۵e− ٠٩ ١٫۵٠٢١e− ١٧





تأخیرمتغیر با زمانͬ گسسته سیستم های پایداری ۶۴

گیری نتیجه ۴ . ۴
برای تأخیر به وابسته پایداری شروط آوردن بدست مسئله نامه پایان این در .١ . ۴ . ۴ نتیجه
لیاپانوف‐ تابع ͷی است. گرفته قرار بررسͬ مورد صفر غیر تأخیر دارای سیستم  های از کلاسͬ
بازه زیر تا دو به تأخیر بازه تقسیم از استفاده با است شده محاسبه تأخیر به وابسته ͬͺکراسوفس
این محاسبه برای مدل تبدیل و آزاد وزنͬ ماتریس های دارد. α تنظیم پارامتر ͷی که نامساوی
مثال های است. رسیده خوبی جواب های به همه این با نشده استفاده تأخیر به وابسته شروط
دارای دارد وجود مراجع در که روش های با مقایسه در شده ارائه روش ͬ دهند م نشان عددی

ͬ رسیم. م قبول قابل تأخیر ماکزیمم به بنابراین است کمتری کاری محافظه



آ  پیوست
 ضمیمه

کامپیوتری برنامه های آ  . ١
سوم فصل مثال برنامه

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A

% This program obtains :

% (1)- The Standard form

% (2)- The primary vector companion form

% (3)- The feedback matrix F

% (4)- The transformation matrix T

% (5)- The Kronecker invariants

% **************************************************

%

clear all;close all;clc

A =

[16,-12,11,3,3;5,1,3,0,1;-26,20,-18,-5,-5;0,0,0,0,0;0,0,0,0,0];



۶۶ ضمیمه
B = [0,0;0,0;0,0;1,0;0,1];

t0=cputime;

disp(' This is the given plant matrix A') %line

1

disp(' ********************************') %line

2

A %line 3

disp(' This is the given input matrix B') %line

4

disp(' ********************************') %line

5

B %line 6

[n,m]=size(B); %line

7

r=n+m;

Q=[B,A];

T1=eye(n); %line

10

% The Echelon form of Q

% ----------------------

i=1;j=1; tol=1e-6;

while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;

if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);

j=j+1;

else

% perform the similarity operations

% swap i-th row with k-th row:

o1

% divide the pivot row
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o2

% subtract multiples of the pivot row

o3

i=i+1 ;

j=j+1;

end

end

% **********************************************

% Now compute the Standard echelon form !

% ----------------------------------------------

s=1;

while s < n

i=s+1 ;

for j=i:r

if Q(i,j)~=0

for k=1:s

if Q(k,j)~=0

t=Q(k,j);

Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

end

end

break

end

end

s=s+1;

end

%

*****************************************************************

% choice=input(' do you want the kronecker invariants

displayed ,y/n %','s')



۶٨ ضمیمه
% if choice=='y'

kronk3

% end

%

*****************************************************************

% The vector companion form

for i=n:-1:m+1

for k=i:r

if Q(i,k)==1

for j=k+1:r

t=Q(i,j);

Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);

T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);

end

break

end

end

end

%

***************************************************************

% choice=input('do you want the prim. vec comp form displayed ,y/

n%','s')

% if choice=='y'

% disp(' The standard Vector Companion form ')

% disp(' ********************************** ')

Q

% end

% ....................................................

disp(' This is the transformation matrix,T1')

disp(' ************************************')
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T1

% disp(' press any key to continue ')

% ****************************************************

% pause

% The Feed-back matrix , F

B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])

B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)

G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;

Fp=F1*T1;

% **************************************************************

disp(' This is the primdry feedback law ')

disp(' ******************************** ')

Fp

% **************************************************************

%disp(' The closed loop matrix A+B*F ')

%disp(' **************************** ')

gama=A+B*Fp

% **************************************************************

%choice=input(' do you want to check the resultfeed ,y/n ','s')

%if choice=='y'

% g=gama^p(1);

% for i=1:n

% for j=1:n

% if abs(g(i,j))<tol

% g(i,j)=0;

% end

% end

% end

%end

%fprintf(' This is g=(A+B*F)^%g',p(1))

%disp(' **************************')

%g

% **************************************************************



٧٠ ضمیمه
% generating parametric feed-back laws

% q=fix(n/m);

% if p(1)==q

% disp(' The feed-back law is unique ! ')

% disp(' ***************************** ')

% disp(' The kronecker invariants are all

equal ')

%disp(' ************************************** ')

% else

% allfeeds

% end

% **************************************************************

t1=cputime-t0

(٣ . ١ . ۴) مثال برنامه
% This function evaluates the feasibility of LMIs

% (3.4) and (4.4) for given matrices A and B and

parameters hM and alpha

function flag = stojanovic(A,B,hM,alpha)

nx = size(A,1);

P = sdpvar(nx,nx); Q1 = sdpvar(nx,nx);

Q2 = sdpvar(nx,nx); Q3 = sdpvar(nx,nx);

Z1 = sdpvar(nx,nx);

Z2 = sdpvar(nx,nx); Z3 = sdpvar(nx,nx);

U1 = alpha*Z1+(hM-alpha)*Z2+alpha*Z3;

U2 = alpha*Z1+(hM-alpha)*Z2+hM*Z3;

phi11 = A'*P*A-P+Q1+Q3-(Z1+Z3)/alpha;

phi12 = A'*P*B+(Z1+Z3)/alpha;

phi15 = (A-eye(nx))'*U1;

phi22 = B'*P*B-Q3-(2*Z1+Z3)/alpha;

phi23 = Z1/alpha;
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phi25 = B'*U1;

phi33 = -Q1+Q2-Z1/alpha-Z2/(hM-alpha);

phi34 = Z2/(hM-alpha);

phi44 = -Q2-Z2/(hM-alpha);

phi55 = -U2;

zz = zeros(nx);

phi = [phi11 phi12 zz zz phi15;...

phi12' phi22 phi23 zz phi25;...

zz phi23' phi33 phi34 zz;...

zz zz phi34' phi44 zz;...

phi15' phi25' zz zz phi55];

si11 = phi11;

si12 = A'*P*B;

si13 = (Z1+Z3)/alpha;

si15 = (A-eye(nx))'*U2;

si22 = B'*P*B-Q3-(2*Z2+Z3)/(hM-alpha);

si23 = (Z2+Z3)/(hM-alpha);

si24 = Z2/(hM-alpha);

si25 = B'*U2;

si33 = -Q1+Q2-(Z1+Z3)/alpha -(Z2+Z3)/(hM-alpha);

si44 = -Q2-Z2/(hM-alpha);

si55 = -U2;

si = [si11 si12 si13 zz si15;...

si12' si22 si23 si24 si25;...

si13' si23' si33 zz zz;...

zz si24' zz si44 zz;...

si15' si25' zz zz si55];

Constraints = [ P>=0 ]+...

[ Q1>=0 ]+[ Q2>=0 ]+[ Q3>=0 ]+...

[ Z1>=0 ]+[ Z2>=0 ]+[ Z3>=0 ]+...

[ phi<=0 ]+[ si<=0 ];

options = sdpsettings('verbose',0);

solK=optimize(Constraints ,[],options);

Pv=value(P);
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Q1v=value(Q1);Q2v=value(Q2);Q3v=value(Q3);

Z1v=value(Z1);Z2v=value(Z2);Z3v=value(Z3);

%%%%%%%%% checking feasibility %%%%%%%%%%

U1v = alpha*Z1v+(hM-alpha)*Z2v+alpha*Z3v;

U2v = alpha*Z1v+(hM-alpha)*Z2v+hM*Z3v;

phi11v = A'*Pv*A-Pv+Q1v+Q3v-(Z1v+Z3v)/alpha;

phi12v = A'*Pv*B+(Z1v+Z3v)/alpha;

phi15v = (A-eye(nx))'*U1v;

phi22v = B'*Pv*B-Q3v-(2*Z1v+Z3v)/alpha;

phi23v = Z1v/alpha;

phi25v = B'*U1v;

phi33 = -Q1v+Q2v-Z1v/alpha-Z2v/(hM-alpha);

phi34v = Z2v/(hM-alpha);

phi44v = -Q2v-Z2v/(hM-alpha);

phi55v = -U2v;

phiv = [phi11v phi12v zz zz phi15v;...

phi12v' phi22v phi23v zz phi25v;...

zz phi23v' phi33 phi34v zz;...

zz zz phi34v' phi44v zz;...

phi15v' phi25v' zz zz phi55v];

si11v = phi11v;

si12v = A'*Pv*B;

si13v = (Z1v+Z3v)/alpha;

si15v = (A-eye(nx))'*U2v;

si22v = B'*Pv*B-Q3v-(2*Z2v+Z3v)/(hM-alpha);

si23v = (Z2v+Z3v)/(hM-alpha);

si24v = Z2v/(hM-alpha);

si25v = B'*U2v;

si33v = -Q1v+Q2v-(Z1v+Z3v)/alpha -(Z2v+Z3v)/(hM-alpha);

si44v = -Q2v-Z2v/(hM-alpha);
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si55v = -U2v;

siv = [si11v si12v si13v zz si15v;...

si12v' si22v si23v si24v si25v;...

si13v' si23v' si33v zz zz;...

zz si24v' zz si44v zz;...

si15v' si25v' zz zz si55v];

if max(eig(phiv))<0 && max(eig(siv))<0 && min(eig(Pv))

>=0 && min(eig(Q1v))>=0 && min(eig(Q2v))>=0 && min(

eig(Q3v))>=0 && min(eig(Z1v))>=0 && min(eig(Z2v))>=0

&& min(eig(Z3v))>=0

flag = 1;

else

flag = 0;

end

end

%%%%%% Example 1 %%%%%%%%

lambda = 0.91;

A = [0.8 0;0 lambda];

B = [-0.1 0;-0.1 -0.1];

for h = 2:100

temp = 0;

for alpha = 1:h-1

if stojanovic(A,B,h,alpha)==1

alfa = alpha;

break

end

if alpha == h-1

temp = 1;

end

end



٧۴ ضمیمه
if temp == 1

alpham = alfa;

hM = h-1;

break

end

end

alpham

hM

(؟؟) مثال برنامه
%%%%%% Example 1 %%%%%%%%

lambda = 0.97;

A = [0.8 0;0 lambda];

B = [-0.1 0;-0.1 -0.1];

for h = 2:100

temp = 0;

for alpha = 1:h-1

if stojanovic(A,B,h,alpha)==1

alfa = alpha;

break

end

if alpha == h-1

temp = 1;

end

end

if temp == 1

alpham = alfa;

hM = h-1;

break

end

end

alpham

hM



٧۵ نمایه

نمایه آ  . ٢
نام نماد

تابعͬ دیفرانسیل معادلات FDEs

معمولͬ دیفرانسیل معادلات ODEs

تأخیری دیفرانسیل معادلات TDEs

زمانͬ تأخیری کنترل روش TDC

زمان با ناپذیر تغییر LTI

ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابعک LKF

خطͬ مثلثͬ نامساوی LMI

دو درجه ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابع CQLF

متوسط ورودی درجه d

مجاز بالای کران حداکثر MAUB

ͬͺلیاپانوف‐کراسوفس تابع به وابسته تأخیر فاصله ID −DLKF

تنظیم پارامتر α

تأخیر بالای کران hM

مثبت معین ماتریس P

ترانهاده T

متقارن عناصر ∗

نمایه آ  . ١: جدول
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Aabstract

In this thesis, we intend to stabilize the delay system using the decomposition method. Using
the decomposition approach, the time-delay interval is divided into two unequal intervals by the
parameter α is set. We define a new delayed Lyapunov-Krasovskii function for obtaining a linear
matrix inequality, which leads to a decrease in conservatism on the maximum boundary of the time
delay.

keywords: Time delay system, direct Lyapunovmethod, Lyapunov-Krasovskymethod, Lyapunov-
Razumykhin method, linear matrix inequality, comonomer form, Kronecker invariance, variable
delay time with time, asymptotic stability, delayed stability
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