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نࢆوॵم. او خ࢖ق ଘ ೯دक़ت ච໔ یاলم ৔وਮ࣪ق آنૢه اঃید ଘ او॥ت، از دارم ଦ ଽ ଒ ا॥ت و৯دی ೯دا ઍ࡙ख़وص ণپاس
را ণپاس ජ໑ا঺ࢋ ห ਗی داৣم لازم ऒୀود ا॥ت، رণیده ا৅جام ଘ حاණر ଓฬ پایان ৗوازی ী୓ش ঻نده سار ଢسا భ ଒ اਯࣨون ঁذا
ໆرکار ඟ໋ا৑قدرم اণتاد از ا঻تدا ਖ৶ی رণید. ا৅جام ଘ ଓฬ پایان اଌن ಪࣤود، یاریࢂඟشان د॥ت ඟ໋ا ଒ آورم جا ଘ ୁرদوارا਩ی از

دارم. را ণپاس ෼ل ،௭دا ࠱ھده ୀ را ଓฬ پایان اଌن راঘ࣒ماਪی زॐ࢟ت ଒ دනසر৅ج اঀھام دන඿ر خاৣم
।خاوت ریای ਟی ق ચॡدا ز৯دজ࣓م धضای భ ઒अورشان ଒ ਗی ঍࣒م ৎقد৤م భما و ৮در ଘ ز৯دজ࣓م، ඼෻ঙا୓ن ඼ෙय़باන෕رଌن ଘ را ඟ໕آ ণپاس

ا॥ت. রوده

رامش·ر محمˁد
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ه



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی رامش·ر محمˁد اینجانب
وابسته بیمه های حق با بیمه ΁ریس مدل های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، بیمه شرکت سرمایه ی به
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.

شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا

نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.

بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در

آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده

افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
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نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م

ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و





چ΄یده
آینده  برای دقیق مدل های پیش بینͬ در را مهمͬ نقش مالͬ ریاضیات امروز، اقتصاد در
کاملا ͬ توان م مالͬ بازارهای در خصوصا ͬ کند. م ایفا مختلف، بخش های در گذاری سرمایه
بازگشت نرخ و ΁ریس میزان مالͬ ریاضیات ͽواق در کرد. لمس اکنون و گذشته در را تأثیر این

ͬ کند. م تعیین را سرمایه
جامعه مختلف بخش های سرمایه گذاری در ویژه ای و مهم نقش بیمه شرکت های امروزه
صنعت، سلامت، چون مسائلͬ به ͬ توان م آن جمله از دارند. اقتصادی) چه و اجتماعͬ (چه

نمود. اشاره ... و تجارت
حق بیمه، شرکت سرمایه  مورد در تعاریفͬ همچنین و پایه تعاریف ابتدا ما پایان نامه این در
از استفاده با ͬ کنیم. م بررسͬ را آن نتایج سپس و کرده بیان آن ورش΄ستگͬ احتمال و بیمه
در ͬ کنیم. م ارائه بیمه شرکت ΁ریس میزان آوردن به دست برای را روشͬ آمده به دست نتایج
به رسیدن راه حل های گرین، اپراتور روش از استفاده با مرزی، مقدار مسئله ی براساس ͽواق

ͬ دهیم. م توسعه را بیمه شرکت ΁ریس میزان

΁ریس بیمه، شرکت سرمایه ش΄ست، احتمال تصادفͬ، مدل های کلیدی: کلمات

ح





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

فصلͬ، بازارهای مدلسازی رامش·ر(١٣٩۴)، محمˁد و ͷدسترن الهام اسحقͬ، سیدحسن .١
.١٣٩۴ شهریور یزد،۴٧٣‐۴٧٠، دانش·اه ایران، ریاضͬ کنفرانس ششمین و چهل

ی
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١ فصل
مقدمه

پذیری اندازه و اندازه ١ . ١
فرض است. [٧] و [٢٧] و [١] و [٢۶] ͽمراج از آمده بعد بخش و بخش این در که مفاهیمͬ
X نظر مرد مجموعه ی مجموعه های زیر از ناتهͬ دسته ای C و ناتهͬ مجموعه ای X ͬ کنیم م

باشد.

اشتراک های تحت C اگر ͬ گیریم م نظر در X مجموعه های زیر از حلقه نیم ΁ی را C .١
مجزای دوبه دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر C عضو دو هر تفاضل و بسته متناهͬ

باشد. C

اجتماع های Cتحت اگر ͬ گیریم م نظر Xدر مجموعه ی مجموعه های زیر از حلقه ΁ی Cرا .٢
باشد. بسته تفاضل و متناهͬ

اگر ͬ گیریم م نظر در X مجموعه ی مجموعه های زیر از جبر) (نیم میدان نیم ΁ی را C .٣
از متناهͬ اجتماعͬ با برابر عضو هر م΄مل و بوده بسته متناهͬ اشتراک های تحت C

باشد. C مجزای دوبه دو اعضای

اجتماع های تحت C اگر ͬ گیریم م نظر در X های مجموعه زیر از σ‐میدان ΁ی را C .۴
باشد. بسته عضو هر م΄مل و (شمارا) شمارش پذیر



مقدمه ٢

C روی اندازه ΁ی از منظور باشد مجموعه ها زیر از دلخواه و ناتهͬ دسته ای C کنیم فرض
کند. صدق زیر شرایط در که گونه ای به است C دامنه با µ مانند تابعͬ

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر برای (١

به باشد C مجزای دوبدو اعضای نامتناهͬ)از یا (متناهͬ ای دنباله ،{An, n ≥ ١} هرگاه (٢
.µ(∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (∪∞
n=١An) ∈ C که طوری

کوچ΄ترین شمول) رابطه ی Xباشد.(طبق مجموعه های زیر از دلخواه Cدسته ای کنیم فرض
صورت به و ͬ نامیم م Cتوسط شده تولید σ‐میدان Xرا مجموعه های زیر از C شامل σ‐میدان

Cاست. شامل σ‐میدان های تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم ͬ دهیم. م نشان σ(C)
C توسط شده تولید σ‐میدان باشد. ها بازه تمام دسته ی C و (Rn (یا X = R کنیم فرض
یا [a, b] یا [a, b) صورت به بازه ها تمام دسته ی ͬ دهیم. م نشان B با و گوییم بورل σ‐میدان را
اعداد آنها انتهای و ابتدا که شعاع هایی مجموعه ی یا و هستند گویا اعداد a, b آن در که (a, b)

Bاند. مولد هم·ͬ باشند، گویا

مجموعه های توسط شده تولید σ‐میدان توپولوژی΄ͬ، فضای ΁ی در الف) .١ . ١ . ١ ملاحظه
ͬ دهیم. م نشان B وبا ͬ نامیم م بورل راσ‐میدان باز

مجموعه های همه ی حاوی که است σ‐میدانͬ کوچ΄ترین بورل، مجموعه های دسته ی ب)
است. باز

اندازه ای µ Xو مجموعه های زیر میدان)از یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم Cمجموعه ای اگر
‐σ و µ(A) < ∞ ،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهͬ ،C روی را µ اندازه باشد. C روی
که طوری به باشد داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله ای هرگاه گوییم متناهͬ

.µ(An) <∞،n هر برای و X = ∪∞
n=١An

ای اندازه µ و X های مجموعه زیر از حلقه ای نیم H و ناتهͬ مجموعه ای X کنید فرض
صورت به را A خارجͬ اندازه X از A دلخواه مجموعه ی زیر برای باشد. H روی σ‐متناهͬ

ͬ کنیم م تعریف زیر

µ∗(A) = inf{
∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In}

µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف) .١ . ١ . ٢ ملاحظه
آنگاه باشد دلخواه دنباله ای {An}n≥١ اگر ب)

µ∗(∪n≥١An) ≤
∑
n≥١

µ∗(An).



٣ پذیری اندازه و اندازه

داشته H در I هر برای اگر گوییم، اندازه پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه ی زیر
باشیم

µ(I) = µ∗(I ∩A) + µ∗(I −A)

µ Xو مجموعه های زیر میدان)از یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه ای C کنیم فرض
،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهͬ ،C سازه روی را µ اندازه باشد. C روی ای اندازه
داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله ای هرگاه گوییم σ‐متناهͬ و µ(A) < ∞

µ(An) <∞ ،n هر برای و X = ∪∞
n=١An که طوری به باشد

داشته H در I هر برای اگر گوییم، اندازه پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه ی زیر
باشیم

µ(I) = µ∗(I ∩A) + µ∗(I −A)

اندازه پذیراند. H توسط شده تولید حلقه ی عضو هر و H عضو هر الف) .١ . ١ . ٣ ملاحظه
داریم X از B دلخواه مجموعه زیر هر برای آنگاه باشد، اندازه پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)

µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B −A).

مجموعه ΁ی از متش΄ل که ،(X,A) زوج از است عبارت پذیر اندازه  فضای ΁ی از منظور
مجموعه ی ΁ی را A عضو هر ͬ باشد. م X مجموعه های زیر از A σ‐میدان و X مانند ناتهͬ
فضای ΁ی (X,A) که است (X,A, µ) سه تایی اندازه، فضای ΁ی از منظور ͬ نامیم. م پذیر اندازه

است. Aمیدان‐σ روی اندازه ΁ی µ و اندازه پذیر
تقریبا است، شده تعریف (X,A, µ) اندازه ی فضای اعضای تمام برای که خاصیتͬ گوییم
اندازه نیستند، خاصیت آن دارای که نقاطͬ مجموعه ی اگر تنها و اگر است برقرار ١ یا جا همه

باشند. صفر µ اندازه ی دارای و پذیر
اندازه پذیر را f : (X,A , µ) → (Rn,B) تابع باشد، اندازه فضای ΁ی (X,A , µ) کنید فرض

هرگاه گوییم اندازه پذیر ‐A یا

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A , U ∈ B.

،Y توسط شده تولید FY σ‐ میدان ب·یرید. نظر در را Y : (Ω,F , P ) → (Rn,B) تابع
های مجموعه شامل Ω روی میدان ‐σ کوچ΄ترین

Y −١(B); B ∈ B,

دی·ر عبارت به ͬ باشد، م

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به
١Almost everywhere



مقدمه ۴

انتگرال
نشان χA با را A مجموعه  ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه ای مجموعه A اگر

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ o.w.

است. متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعͬ ساده تابع
ͬ توان باشد.م a١, a٢, . . . , an متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض
مجزا ها Ai که است روشن Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =

∑n
i=١ aiχAi نوشت

هستند.
µ اندازه ی به نسبت φ انتگرال اندازه پذیراند. Aiها ب·وییم اینکه با است معادل φ پذیری اندازه

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به ∫را
X
φdµ =

n∑
i=١

aiµ(Ai).

.٠ ×∞ = ٠ ͬ کنیم م قرارداد

باشد. نامنفͬ و پذیر اندازه تابعͬ fو اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) ͬ کنیم م فرض .١ . ١ . ١ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f ∫انتگرال

A
fdµ = sup{

∫
A
φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفͬ و ساده تابعͬ φ آن در که

دو به دو اعضای از دنباله ای A١, A٢, . . . و X روی اندازه پذیر تابع f کنیم فرض .۴ . ١ . ١ ملاحظه
داشت خواهیم این صورت در .A = ∪∞

i=١Ai و باشد A ∫مجزای
A
fdµ =

∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.

هرگاه گوییم انتگرال پذیر ،A اندازه پذیر مجموعه روی f نا منفͬ و اندازه پذیر تابع .١ . ١ . ٢ ∫قرارداد
A
fdµ <∞.

f دامنه از x هر برای f با متناظر باشد، دلخواه دامنه با حقیقͬ تابعͬ f اگر .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را f+ و f− توابع

f−(x) = max{−f(x), ٠} , f+(x) = max{f(x), ٠}.



۵ پذیری اندازه و اندازه

،f = f+ − f− این صورت در ͬ نامیم. م f مثبت جزء و منفͬ جزء به ترتیب را f+ و f−

همچنین نوشت. نا منفͬ اندازه پذیر تابع دو تفاضل به صورت ͬ توان م را اندازه پذیر تابع هر یعنͬ
اندازه پذیرند. نیز f+ و f− آن گاه باشد، اندازه پذیر f اگر است روشن .| f |= f+ + f− داریم

شده تعریف X روی که f تابع باشد. اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) کنید فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
هر برای این صورت در باشند. متناهͬ دو هر ∫ f+ و ∫ f− هرگاه گوییم، انتگرال پذیر را است

ͬ کنیم م تعریف A ∈ A∫
A
fdµ =

∫
A
f+dµ−

∫
A
f−dµ.

اگر فقط و اگر گویند [a, b] روی f اولیه ی تابع را G تابع .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد پیوسته [a, b] روی G(١

باشیم. داشته را زیر رابطه (a, b) در x هر برای (٢

G′(x) = f(x)

باشد پیوسته [a, b]روی fتابع انتگرال.اگر و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه .١ . ١ . ١ قضیه
آنگاه باشد [a, b] روی f اولیه تابع ΁ی Gو

∫ b

a
f(x)dx = G(b)−G(a)

ژوزف لهستانͬ ریاضیدان اسم به که است دترمینانͬ ، رونس΄ین ریاضیات، در .۶ . ١ . ١ تعریف
چند خطͬ استقلال تعیین برای دیفرانسیل معادلات در و است شده نام گذاری رونس΄ͬ هونه

ͬ رود. م کار به تابع
یا رونس΄ین هستند، I بازه روی n − ١ مرتبه تا مشتق دارای که fn, ..., f١ تابع n برای

زیر ماتریس دترمینان حاصل با است برابر که کنیم مͬ تعریف را W (f١, ..., fn)

W (f١, ..., fn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f١(x) f٢(x) · · · fn(x)

f ′١(x) f ′٢(x) · · · f ′n(x)

... ... ... ...
f
(n−١)
١ (x) f

(n−١)
٢ (x) · · · f

(n−١)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
مستقل بازه آن در fn, ..., f١ توابع ،I بازه در رونس΄ین مقدار بودن صفر مخالف صورت در

هستند. خطͬ
در شود. گرفته نظر در خطͬ وابستگͬ معنای به بازه ΁ی Wدر = ٠ که است آن رایج اشتباه
این رونکسین که داد نشان X٢, X | X | تابع دو به اشاره با ١٨٨٩ سال در پینو جوزپه که حالͬ
نیستند. ی΄دی·ر خطͬ وابسته ٠ همسای·ͬ هیچ در اما است، صفر برابر نقاط همه در تابع دو



مقدمه ۶

احتمال نظریه ١ . ٢
P (Ω) = که طوری به (Ω,F , P ) اندازه ی فضای از است عبارت احتمال فضای .١ . ٢ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م احتمال اندازه را P و پیشامد را F اعضای نمونه، فضای را Ω ،١

.١ . ٢ . ٢ تعریف
.P (A) = ٠ هرگاه ͬ نامیم م P‐ پوچ را A ∈ F مجموعه ی .١ . ٢ . ٣ توجه

هر زیر مجموعه های تمام شامل F هر گاه ͬ نامیم م تام یا کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضای
باشد. P‐ پوچ مجموعه ی

هر مجموعه های زیر کردن اضافه با ͬ توان م را (Ω,F , P ) احتمال فضای هر روشنͬ، به
نمود. کامل F به P‐ پوچ مجموعه ی

یقین به قریب A یا ͬ دهد م رخ ١ احتمال با A پیشامد ͬ گوییم م P (A) = ١ اگر .۴ . ١ . ٢ قرارداد
ͬ دهد. م رخ ٢ (a.s.)

زیر باشند. پذیر اندازه فضاهای (Ωn,Fn) ، . . . ،(Ω٢,F٢) ،(Ω١,F١) کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
.و . . ،F٢ ⊆ Ω٢ ،F١ ⊆ Ω١ رابرای Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn از F١ × F٢ × · · · × Fn های مجموعه
پذیر اندازه گوشه  راست Fn ∈ Fn ،. . . ، F٢ ∈ F٢،F١ ∈ F١ برای و گوشه راست Fn ⊆ Ωn

است. Ω١ ×Ω٢ × · · · ××Ωnروی میدان نیم ΁ی پذیر، اندازه راست گوشه های دسته  ͬ نامیم. م
را اندازه پذیر راست گوشه های میدان نیم توسط Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn در تولیدشده σ‐میدان

ͬ دهیم. م نشان F١ ⊗F٢ ⊗ · · · ⊗ Fn نماد با و نامیده حاصلضربی σ‐میدان

گوشه های راست نیم حلقه روی P اندازه باشد، Fi روی اندازه ΁ی Pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به اندازه پذیر

P (F١ × F٢ × · · · × Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× · · · × Pn(Fn).

الحاقͬ σ‐میدان Fباشد. زیرσ‐میدان های از ای دسته {Uα, α ∈ I} گیریم .۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به σ‐میدان ها از دسته این
∨
α∈I

Uα = σ(
∪
α∈I

Uα)

مفروض توپولوژی و احتمال فضای (Ω,F , P ) از منظور رساله، این در پس، این از .١ . ٢ . ٧ توجه
B که است بورل میدان ‐σ آن روی مفروض میدان ‐σ و استاندارد اقلیدسͬ فضاهای روی

است. R روی بورل σ‐میدان نشانگر نماد
٢almost surely



٧ احتمال نظریه

µ٢ اندازه به نسبت را µ١ اندازه Aباشند. روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ ͬ نویسیم م و گوییم پیوسته مطلقا

∀A ∈ A ; µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠.

روی σ‐متناهͬ اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض ٣ نی΄ودیم). رادن مشتق ) ١ . ٢ . ١ قضیه
وجود X روی f µ٢‐ انتگرال پذیر و A‐ اندازه پذیر تابع .µ١ ≪ µ٢ که طوری به باشند (X,A )

و f ≥ ٠ که دارد

∀a ∈ A , µ١(A) =
∫
A

f dµ٢.

(Ω,F) روی پذیر اندازه و حقیقͬ تابع هر باشد، احتمال فضایی (Ω,F ,P)اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف
ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر

X توزیع تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیری X اگر .١ . ٢ . ١٠ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ،x حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم، م نشان FX با را آن که

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع که است B روی X توسط القاشده اندازه ی PX آن در که

(Ω,F , P ) احتمال فضای روی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان E(X) نماد با و ͬ گوییم م X ریاضͬ امید را ∫ΩXdP باشد.

ͬ شود م تعریف به صورت طبیعͬ به طور g(X) مثل تصادفͬ، متغیر ΁ی از تابعͬ ریاضͬ امید

E(g(X)) =

∫
Ω
g(X)dP.

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان σ٢(X) با را X تصادفͬ متغیر واریانس
σ٢(X) = E

[
(X − E(X))٢

]
.

آن گاه ∫
Ω

|f (X(ω)) | dP (ω) <∞ و باشد اندازه پذیر f : R → R اگر کلͬ طور به

E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) dP (ω) =

∫
R

f(x)PX(x)dx.

٣Radon-Nikodym Derivation



مقدمه ٨

دو (اگر ͬ نامیم. م کواریانس را تصادفͬ متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه .١ . ٢ . ١٢ تعریف
امید که Y و X تصادفͬ متغیرهای برای شد) خواهد واریانس برابر کواریانس باشند ی΄ͬ متغیر

با است برابر کواریانس هستند E[Y ] = ν و E[X] = µ آنها ریاضͬ

cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] = E[(X − µ)(Y − ν)]

ͬ شود. م صفر آنها کواریانس باشند ناهمبسته تصادفͬ متغیر دو چنان که

کواریانس خواص
cov(X,X) = var(X) .١

cov(X,Y ) = cov(Y,X) .٢

a, b, c, d ∈ R هر برای .٣

cov(X, a) = ٠ (آ)
cov(aX, bY ) = abcov(X,Y ) (ب)

cov(X + a, Y + b) = cov(X,Y ) (ج)

΁ی r (که E(Xr) آنگاه باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .١ . ٢ . ١٣ تعریف
ͬ گوییم. م مبدا پیرامون r‐ام مرتبه گشتاور را است) طبیعͬ عدد

X گشتاور مولد تابع باشد fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .١۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان MX(t) علامت با را

MX(t) = E(etX)

هرگاه است Ω,F)مستقل , P ) مفروض احتمال فضای از B و A پیشامد دو .١۵ . ١ . ٢ تعریف
P (A ∩B) = P (A) · P (B).

‐σ هر گاه گوییم مستقل را X,Y : (Ω, F, P ) → (R, B) تصادفͬ متغیر دو .١۶ . ١ . ٢ تعریف
هر برای که معنا این به باشند، مستقل FY و FX یعنͬ Y و X توسط شده تولید  میدان های

باشیم. داشته B ∈ FY و A ∈ FX

P (A ∩B) = P (A) · P (B),

(FX = {X−١(B) : B ∈ B})

صورت این در باشند، مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X کنید فرض

E(XY ) = E(X)E(Y ).

آن ها وقوع احتمال که جاهایی م·ر باشد، برقرار جا همه در خاصیتͬ هرگاه .١ . ٢ . ١٧ تعریف
خاصیت اگر است. محتمل تقریباً نظر مورد خاصیت برقراری گوییم صورت این در است، صفر

ͬ دهیم. م نمایش یقین) به (قریب ”a.s.” نماد با را آن باشد برقرار بالا



٩ احتمال نظریه

تصادفͬ فرآیند ١ . ٢ . ١
مفروض میدان ‐σ همچنین ,Ω)است. F, P ) مفروض احتمال فضای بخش این سراسر در

است. بورل میدان ‐σ اقلیدسͬ فضاهای روی
را (Ω, F, P ) مشترک احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر های از {Xt}t∈I خانواده ی هم چنین
ناپذیر شمارش یا پذیر شمارش ͬ تواند م I گذار اندیس (مجموعه ی ͬ نامیم م ۴ تصادفͬ فرآیند

باشد).
هر ازاء به یعنͬ، است. تصادفͬ متغیر های از خانواده ای {X(t), t ∈ T} تصادفͬ فرآیند ΁ی
نامیده زمان معمول به طور را T گذار اندیس مجموعه است. تصادفͬ متغیر ΁ی X(t) ،t ∈ T

فرآیند باشد، شمارا T گذار اندیس مجموعه اگر ͬ خوانیم. م t زمان در ۵ فرآیند حالت را X(t) و
مقادیری ͬ نامیم. م ٧ زمان پیوسته را فرآیند باشد پیوسته T اگر و نامیده، ۶ زمان گسسته را
یا گسسته ͬ تواند م فضا این و نامیده ٨ حالات فضای را ͬ کند م اختیار X(t) تصادفͬ متغیر که
اندیس ها از دنباله هر ازاء به هرگاه است، ٩ مستقل نمو های دارای فرآیند گوییم باشد. پیوسته
X(t١)−X(t٠), X(t٢)−X(t١), . . . , X(tn)− تصادفͬ متغیر های ،t٠ < t١ < t٢ < · · · < tn مانند
برای X(t+ s)−X(t) اگر است ١٠ ایستا نمو های دارای گوییم و بوده، هم از مستقل X(tn−١)

باشد. ثابت توزیع دارای T به متعلق های t تمامͬ

شرطͬ امید ١ . ٢ . ٢
متغیری Y و F از σ‐ میدانͬ زیر D کنید فرض و باشد احتمال فضایی (Ω, F, P ) کنید فرض
D‐ اندازه پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی D شرط به Y امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ تصادفͬ،

داریم و ͬ دهیم م نشان E(Y |D) با را آن که است (Ω,F) روی

∀D ∈ D,

∫
D

E(Y |D)dP =

∫
D

Y dP.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به شرطͬ امید ، Y دلخواه انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر برای

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω), ٠} و Y +(ω) = max{Y (ω), ٠} ،ω هر برای آن در که

شرطͬ امید خواص
۴Stochastic Process
۵Process State
۶Discrete-Time
٧Continuouse-Time
٨State Space
٩Independent Increment

١٠Stationary Increment



مقدمه ١٠

آن گاه X ≥ ٠ اگر .١
E(X|D) ≥ ٠, a.s.

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s. .٢

a ∈ R هر برای .٣
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آنگاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X|D) = E(X), a.s.

D١ ⊆ D٢ اگر .۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

.۶
E(E(X|D)) = E(X), a.s.

چ·الͬ تابع ١ . ٢ . ٣
توزیعͬ که ͬ شود م اطلاق تابعͬ به احتمال چ·الͬ تابع احتمالات و آمار در .١ . ٢ . ١٨ تعریف
آن ریاضͬ تعریف که است نامنفͬ تابع این مقدار دهد. نمایش انتگرالͬ ش΄ل به را آماری
(X,A) اندازه فضای در آن مقدار که ب·یرید نظر در را X تصادفͬ متغیر است. زیر به صورت
به نسبت X چ·الͬ آنگاه است، (X,A) در X ∗ P اندازه آن احتمال توزیع و است شده تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر ش΄ل به نی΄ودیم رادون‐ مشتق واسطه به (X,A) در µ ͽمرج اندازه

f =
dX ∗ P
dµ

.

اندازه گیری قابل تابع هر ͬ تواند م f ، A ∈ A اندازه پذیر مجموعه هر ازای به دی·ر، عبارتͬ به
باشد. زیر ویژگͬ با

P [X ∈ A] =

∫
X−١A

dP =

∫
A
fdµ.

چ·الͬ تابع ͬ شود، م داده نسبت گسسته تصادفͬ متغیر ΁ی به که احتمالͬ خلاف بر
کند. اختیار نیز را ١ از بیشتر مقادیر ͬ تواند م احتمال

توزیع تابع از خاصیتͬ ۴ . ١ . ٢
مجموع باشند. هم از مستقل تصادفͬ تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف
تابع دهنده  نشان FS(s) کنیم فرض ͬ دهیم. م نشان S = X + Y با را تصادفͬ متغیر دو این



١١ احتمال نظریه

داریم توزیع تابع تعریف طبق باشد. S توزیع

FS(s) = P (S ≤ s) = P (X + Y ≤ s).

قانون طبق باشند، نامنفͬ مقادیر با گسسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر
داریم. کل احتمال

FS(s) =
∑
Y≤s

P (X + Y ≤ s | Y = y)P (Y = y)

=
∑
Y≤s

P (X ≤ s− y | Y = y)P (Y = y).
(١ . ١)

بنویسیم. زیر صورت به را اخیر مجموع ͬ توانیم م Y و X استقلال به توجه با

FS(s) =
∑
Y≤s

FX(s− y)fY (y). (١ . ٢)

کرد. محاسبه زیر ش΄ل به ͬ توان م را توزیع تابع این نظیر احتمال تابع

fS(s) =
∑
Y≤s

fX(s− y)fY (y).

برای مشابه به طور باشند نامنفͬ و پیوسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر حال
داریم. حالت این

FS(s) =

∫ s

٠
P (X ≤ s− y | Y = y)fY (y)dy

FS(s) =

∫ s

٠
FX(s− y)fY (y)dy

fS(s) =

∫ s

٠
fX(s− y)fY (y)dy.

(١ . ٣)

ͬ شوند م نامیده FY (y) و FX(x) توزیع توابع دوتایی ١١ پیچش (١ . ٣) و (١ . ٢) روابط احتمال در
توابع از جفت ΁ی برای ͬ توان م را پیچش ͬ کنیم. م استفاده FS(s) به جای FX ∗ FY نماد از و
را مستقل تصادفͬ متغیر n مجموع اگر حال کرد. تعریف احتمال چ·الͬ توابع یا احتمال
تابع F (k) و Xi توزیع تابع Fi کنیم فرض و ب·یریم نظر در S = X١ +X٢ + · · ·+Xn به صورت

داریم. را زیر رابطه باشد، X١ +X٢ + · · ·+Xk توزیع

F (٢) = F٢ ∗ F (١)

F (٣) = F٣ ∗ F (٢)

F (۴) = F۴ ∗ F (٣)

...
F (n) = Fn ∗ F (n−١)

(۴ . ١)

١١Convolution



مقدمه ١٢

توزیع تابع با توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیر n مجموع X١ +X٢ + · · ·+Xn اگر حال
داریم. را زیر رابطه باشد، F

F (n)(S) = Fn∗(S)

ͬ دهد. م نمایش را خودش با F (x) ام n پیچش Fn∗(S)

ͬ باشد. م زیر احتمال چ·الͬ تابع دارای که است پیوسته توزیعͬ نمایی توزیع .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

f(x;λ) =


λe−λx , x ≥ ٠,

٠ , x < ٠.
(۵ . ١)

از خاصͬ حالت نمایی توزیع ͬ باشد. م توزیع ریاضͬ) (امید میانگین وارون آن در λ پارامتر که
ͬ باشد. م θ = ١

λ برابر مقیاس پارامتر و k = ١ برابر ش΄ل پارامتر آن در که است ١٣ ١٢ گاما توزیع
استفاده خاص پیشامد ΁ی رخداد برای لازم زمان مدت زدن تخمین در بیشتر نمایی توزیع از
΁ی آغاز لرزه، زمین ΁ی رخداد تا اکنون) هم (از لازم زمان مدت نمونه، برای ͬ شود. م
هرگاه ͬ باشند. م نمایی توزیع با تصادفͬ متغیر های اشتباه، تلفنͬ تماس ΁ی دریافت جنگ،
دو بین زمان کننده توصیف به عنوان نمایی توزیع کند پیروی هم·ن پواسون فرآیند از پدیده ای
است پیوسته ای توزیع تنها نمایی توزیع ͬ شود. م ظاهر طبیعͬ به طور پواسون فرآیند در رویداد
ͬ شود. م گرفته به کار احتمال مسائل حل در بیشتر رو این از و دارد بی حافظ·ͬ خاصیت که
استفاده واقعͬ مسائل حل شیوه ساختن آسان و کردن مدل سازی برای توزیع این از همچنین
اتفاق گذشته در که را رویدادهایی که کرد تفسیر این طور ͬ توان م را تابع ویژگͬ این ͬ کنند. م

بدهیم. قرار زمان مبدا را بعد به حال زمان از و نگیریم نظر در ͬ توانیم م افتاده،
ͬ دهد. م نشان را نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع زیر ش΄ل

گوییم λ ≥ ٠ پارامتر با پواسون فرآیند ΁ی را {N(t), t ≥ ٠} شمارشͬ فرآیند .١ . ٢ . ٢١ تعریف
باشیم داشته هرگاه

،N(٠) = ٠ (١

s ≤ t زمانͬ مقدار هر و k صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مانا نموهای دارای Nt فرآیند (٢
P [N(t+∆)−N(t) = k] = P [N(s+∆)−N(s) = k], باشیم داشته ∆ > ٠ و

زمانͬ مقادیر و k > ٠ صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مستقل نمو های دارای Nt فرآیند (٣
و . . . و N(t٢) − N(t١) و N(t١) − N(t٠) تصادفͬ متغیرهای ٠ ≤ t٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tk

باشند. مستقل هم از N(tk)−N(tk−١)
١٢Gamma Distribution

kش΄ل پارامتر θو مقیاس پارامتر دو دارای و است پیوسته احتمالͬ توزیع های از ی΄ͬ گاما ١٣توزیع

توزیع با تصادفͬ kمتغیر مجموع با است معادل گاما توزیع آنگاه باشد طبیعͬ عددی k اگر ͬ باشد. م
. ١
θ پارامتر با نمایی



١٣ احتمال نظریه

نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ١ ش΄ل

است. زیر شرح به پواسون فرآیند  مهم خاصیت دو .١ . ٢ . ١ نتیجه
دارای t طول به زمانͬ فاصله  در پیشامد ها تعداد {N(t), t ≥ ٠} پواسون فرآیند هر در (١

داریم. را زیر رابطه s, t ≥ ٠ هر برای یعنͬ ͬ باشد م λt پارامتر با پواسون توزیع

P [N(t+ s)−N(s) = n] = e−λt (λt)
n

n! n = ٠, ١,٢, . . .

دومین اولین، وقوع زمان های دهنده ی نشان ترتیب به ٠ < T١ < T٢ < . . . کنیم فرض (٢
دو بین زمان های تصادفͬ متغیر که ͬ شود م ثابت صورت این در باشند پیشامد و...
توزیع دارای و مستقل ،λ پارامتر با پواسون فرآیند هر در Wi = Ti − Ti−١ یعنͬ پیشامد

هستند. ١
λ میانگین با نمایی ی΄سان

پواسون توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ٢ ش΄ل



مقدمه ١۴

هرگاه گوییم، ١۴ مرکب پواسون فرآیند ΁ی را {X(t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
{N(t), t ≥ ٠} آن در که داد، نشان X(t) =

∑N(t)

i=١ Yi به صورت t ≥ ٠ هر ازاء به را آن بتوان
و هستند، هم توزیع و مستقل متغیر های از خانواده ای {Yi, i = ١,٢, . . . } و پواسون فرآیند ΁ی
واریانس و میانگین ͬ شوند. م فرض مستقل {Yi, i = ١,٢, . . . } دنباله و {N(t), t ≥ ٠} فرآیند

.V ar[X(t)] = λtE[Y ٢] و E[X(t)] = λtE[Y ] از عبارتند ترتیب به X(t)

وقوع برای لازم زمان مدت که است پیوسته ای احتمالͬ توزیع ارلانگ توزیع .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
ارتباط دلیل به ͬ دهد. م نشان را هم) از مستقل نمایی n ͽجم (حاصل تصادفͬ کاملا واقعه n
چ·الͬ تابع دارای توزیع این است. بسیاری کاربرد های دارای گاما و نمایی توزیع های با آن

است. زیر به صورت احتمال
f(x) =

λkxk−١e−λx

(k − ١)! .

است. شده داده نمایش زیر در آن چ·الͬ تابع نمودار همچنین

ارلانگ توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ٣ ش΄ل

تجدید نظریه
به را پواسون فرآیند های که است احتمال نظریه از شاخه ای ١۵ تجدید نظریه .٢۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ دهد. م عمومیت اختیاری نگهداری زمان های
پیوسته فرآیند ΁ی ذاتاً پواسون فرآیند است. پواسون فرآیند یافته تعمیم ، ١۶ تجدید فرآیند
i صحیح عدد هر از شده نگهداری زمان های از ی΄سان مستقل توزیع که ͬ باشد م مارکوف
رویه در است. ΁ی احتمال با i + ١ بعدی صحیح عدد به رسیدن از قبل نمایی توزیع با
زمان های اینکه جز به کنیم تعریف صورت همین به را تجدید نظریه است مم΄ن رسمͬ غیر

١۴Compound Poisson Process
١۵Renewal Theory
١۶Renewal Process



١۵ احتمال نظریه

توزیع های مشخصات که باشید داشته توجه اند. شده گرفته ͬ تری عموم توزیع از شده نگهداری
شده نگهداری زمان های از ی΄سان) توزیع با مستقل تصادفͬ (متغیر های ی΄سان و مستقل

ͬ شوند. م حفظ
توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیر های پواسون فرآیند در ورود دو بین زمان های که ͬ دانیم م
ب·یریم نظر در را شمارشͬ فرآیندی که است آن طبیعͬ تعمیم ΁ی هستند. نمایی توزیع با
فرآیند چنین باشند. دلخواه توزیع با و توزیع هم و مستقل ورود، دو بین زمان های آن در که

ͬ نامند. م تجدید فرآیند ΁ی را شمارشͬ

توزیع و مستقل تصادفͬ متغیر های از دنباله ای S١, S٢, S٣, . . . کنید فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
زمان امین i به عنوان Si تصادفͬ متغیر ͬ کنیم م فرض .٠ < E[Si] <∞ مثل باشد ی΄سان شده

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت n > ٠ هر برای که باشد شده ثبت

Jn =

n∑
i=١

Si.

شناخته تجدید بازه به عنوان [Jn, Jn+١] بازه و است زمانͬ پرش امین n به مربوط Jn هر
ͬ شود. م داده زیر به صورت (Xt)t≥٠ تصادفͬ متغیر پس ͬ شود م

Xt =

∞∑
n=١

IJn≤t = sup{n : Jn ≤ t}.

داده رخ t زمان تا که است پرش تعداد کننده بیان و بوده مطرح شاخص تابع I به طوری که
ͬ شود. م خوانده تجدید فرآیند به عنوان و است

ͬ دهد. م نشان Jn پرش زمان های و Si شده داری نگه زمان های با را تجدید فرآیند زیر ش΄ل

Jn پرش زمان های و Si شده نگهداری زمان های با تجدید فرآیند :۴ . ١ ش΄ل

پارامتر با نمایی توزیع داراي χ تصادفͬ متغیر .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد. زیر صورت به آن چ·الͬ تابع هرگاه است، λ > ٠

f(x) = λe−λx , x > ٠ ⇒ χ : Exp(λ)



مقدمه ١۶

نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع :۵ . ١ ش΄ل

فاصله آنگاه کند، پیروی λ پارامتر با پواسون توزیع از پیشامدی وقوع دفعات تعداد اگر
تابع با نمایی توزیع داراي پواسون، تصادفͬ متغیر این از متـوالͬ اتفاق دو هر وقوع بین زمانͬ

چ·الͬ
fχ(x) = λe−λx , x > ٠

پیروي نمایی توزیع از نیز اتفاق اولین وقوع زمان تا صفر لحظه از (همچنین بود. خواهد
ͬ کند.) م

خانواده ای یعنͬ است. تصادفͬ فرآیند ΁ی تجدید فرآیند از مثالͬ به عنوان ١٧ براونͬ حرکت
هم·ͬ و است شده اندیس گذاری نامنفͬ حقیقͬ اعداد مجموعه با که تصادفͬ متغیر های از
نمو های با مارکفͬ خاصیت دارای فرآیند این شده اند. تعریف مشترک احتمال فضای ΁ی روی
مشتق نقطه ای هیچ در که است پیوسته ای مسیر های دارای همچنین است. مستقل و ایستا

ندارد.

وینر) (فرآیند استاندارد براونͬ حرکت ΁ی را {W (t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرایند .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
اگر گوییم

W؛ (٠) = ٠ (١

باشد؛ t− s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای s ≤ t برای W (t)−W (s) (٢

برای W (t٢)−W (t١),W (t٣)−W (t٢), . . . ,W (tn)−W (tn−١) تصادفͬ متغیر های (٣
است). مستقل نمو های دارای W (t) (گوییم باشند مستقل t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn

١٧Brownian Motion



١٧ احتمال نظریه

داشت خواهیم s < t برای فوق تعریف با

E[W (t)W (s)] = E[(W (t)−W (s) +W (s))W (s)]

= E[(W (t)−W (s)]E[W (s)] + E[W (s)٢] = ٠ + s = s

.s, tنیمم ͬ م = t ∧ s آن در که E[W (t)W (s)] = t ∧ s بنابراین

است. شده آورده [١] ͽمرج از فوق تعریف
فرآیند ΁ی بار هر که ͬ دهد م نشان ٨ تکرار با را استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی زیر ش΄ل

ͬ کنند. م حرکت به شروع صفر نقطه از آن ها همه و ͬ شود م تولید جدید

استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی :۶ . ١ ش΄ل

مارکف فرآیند
فرآیند ΁ی هستند. تصادفͬ فرآیند های از مهم رده ای مارکف فرآیند های .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
را آن اصطلاحاً و باشد نداشته بستگͬ آن گذشته به فرآیند آینده هرگاه گویند مارکف را تصادفͬ

ͬ گوییم. م بی حافظه فرآیند
کرد. بیان زیر صورت به ͬ توان م T = {٠, ١,٢, . . . } برای را مارکف شرط

P (Xn+١ = j|Xn = in, Xn−١ = in−١, . . . , X٠ = i٠) = P (Xn+١ = j|Xn = in)

j به i از وضعیت تغییر احتمال آن به که احتمال این .i٠ و . . . و in−و١ i و j و n مقدار هر برای
دارد. بستگͬ n به کلͬ حالت در ͬ شود، م گفته ای) مرحله ΁ی انتقال احتمال (یا گام ΁ی در



مقدمه ١٨

انتشار فرآیند
که dXt = α(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dXt تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب به .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
فرآیند و براونͬ حرکت مارکف، فرآیندهای گوییم. انتشار١٨ فرآیند باشد پیوسته مسیر ΁ی دارای

هستند. انتشار فرآیندهای از نمونه چند ΁اولن ب اورنشتاین‐

پر کاربرد بسیار که است انتگرالͬ تبدیل ΁ی ریاضیات در ١٩ لاپلاس تبدیل .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
،t حقیقͬ آرگومان با f(t) تابع از عمل·ری ͽواق در L{f(t)} نماد با لاپلاس تبدیل است.
بسیاری در که است آن تبدیل این مهم ویژگͬ است. s مختلط آرگومان با F (s) تابع به (t ≥ ٠)
با نیز F (s) آن یافته تبدیل در هستند، برقرار f(t) اصلͬ تابع روی بر که تغییراتͬ و رابطه ها از
تابع یا ریاضͬ توصیف که ب·یریم نظر در را سامانه ای اگر برقرار اند. منطقͬ و ساده رابطه ای
را جای·زینͬ تابع تا ͬ کند م ΁کم ما به آن لاپلاس تبدیل باشیم، داشته را آن خروجͬ و ورودی
است عملیاتͬ روش لاپلاس، تبدیل روش ͬ کند. م آسان تر را تابع این رفتار تحلیل که کنیم پیدا
لاپلاس تبدیل های ΁کم به باشد. سودمند خطͬ دیفرانسیلͬ معادلات حل در ͬ تواند م که
΁ی با جبری توابع به را نمایی توابع و سینوسͬ توابع نظیر متداول توابع از بسیاری ͬ توان م
مانند عملیاتͬ جای ͬ توانند م مختلط صفحات در جبری عملیات کرد. تبدیل مختلط متغیر
΁ی به ͬ توان م را خطͬ دیفرانسیل معادله ΁ی رو این از ب·یرند. را انتگرال گیری و مشتق گیری
به ͬ توان م را دیفرانسیل معادله جواب آن گاه کرد. تبدیل مختلط متغیر ΁ی با جبری معادله
تابع لاپلاس تبدیل آورد. به دست ساده کسر های به تجزیه روش یا لاپلاس تبدیل جدول ΁کم

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که است F (s) تابع t ≥ ٠ برای حقیقͬ اعداد مجموعه در f(t)

F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt.

ͬ اند. حقیق ω و σ که s = σ + iω که است مختلط عددی s پارامتر

تصادفͬ انتگرال گیری ۵ . ١ . ٢
توپولوژی و بورل σ‐میدان اقلیدسͬ، فضاهای روی مفروض σ‐میدان پایان نامه این سراسر در
است. ما مفروض احتمال فضای (Ω,F , P ) همچنین است استاندارد توپولوژی آن روی مفروض

ͬ های ویژگ با توابع از رده ای ،[٠,+∞)×Ω مجموعه روی f(t, w) توابع از P٢ رده .١ . ٢ . ٣١ تعریف
است. زیر

باشد. پذیر B‐اندازه × Fتابع ΁ی (t, w) → f(t, w) تابع ‐١

١٨Diffusion Process
١٩Laplace Transform



١٩ احتمال نظریه

باشد. Ft‐اندازه پذیر تابع ΁ی ،f(t, ٠) تابع t هر ازای به ‐٢

T ≥ ٠ هر برای ‐٣
E

(∫ T

٠
f٢(s, w)ds

)
< +∞

باشد. ‐انتگرال پذیر مربع و گیرنده ناپیشͬ اندازه پذیر، رده ای یعنͬ

آنگاه باشد ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر .١ . ٢ . ٢ قضیه
E

[(∫ T

٠
ϕ(t, w)dBt(w)

)٢]
= E

(∫ T

٠
ϕ٢(t, w)dt

)
به هستند موجود fnها مانند ساده توابع از دنباله ای آنگاه باشد f ∈ P٢ اگر .١ . ٢ . ٣ قضیه

است. برقرار زیر رابطه ،T هر برای که طوری

E

(∫ T

٠

(
f(s)− fn(s)

)٢
ds

)
→ ٠

آنگاه باشد ٠ ≤ s ≤ u < T و باشد f, g ∈ P٢ توابع کنید فرض .۴ . ١ . ٢ قضیه
کرد. افراز ͬ توان م را انتگرال بازه ‐١∫ T

s
fdBt =

∫ u

s
fdBt +

∫ T

u
fdBt

زیر رابطه تابع در ثابت عدد ضرب تصادفͬ انتگرال و تابع دو ͽجم تصادفͬ انتگرال برای ‐٢
داریم. ∫را t

s
(cf + g)dBt = c

∫ t

s
fdBt +

∫ T

s
gdBt

‐٣
E

(∫ t

s
fdBt

)
= ٠

ایتو بعدی ΁ی فرمول
ش΄ل به داریم، را آن انتشار فرآیند که تصادفͬ رابطه ΁ی مشتق محاسبه برای .۵ . ١ . ٢ قضیه

آنگاه باشد. Yt = g(t,Xt) و dXt = udt + vdBt کنید فرض است. زیر

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢

اینجا در که
(dBt)

٢ = dt , dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠

است.[٢٨]



مقدمه ٢٠

ایتو n‐بعدی فرمول
g : [٠,∞) × R٢ → R٢ و n‐بعدی انتگرال ΁ی dXt = udt + vdBt کنید فرض .۶ . ١ . ٢ قضیه

داریم و است تصادفͬ انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) آن گاه باشد. C٢ نگاشت ΁ی

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj ,

است.[٢٨] dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = و٠ dBidBj = δi,j اینجا در که

ایتو) قضیه (نتیجه .١ . ٢ . ٧ قضیه

دترمینان برای لایبنیتس فرمول
این ͬ دهد. م نشان را A = (aij)i,j=١,··· ,n مربعͬ ماتریس ΁ی دترمینانِ لایبنیتس، فرمولِ
از: است عبارت و است شده نام گذاری آلمانͬ ͬ دانِ ریاض لایبنیتس گوتفرید افتخارِ به فرمول

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=١
ai,σ(i),

Sn جای·شت هایِ گروه در جای·شت ها مخصوص̞ علامتِ تابع sgn که n×n ماتریس̞ ΁ی برایِ
ͬ گرداند. برم فرد جای·شت هایِ یا زوج جای·شت های برایِ ترتیب به را ١‐ یا ١+ مقدارِ که است
قرارداد با که است لوی‐چیویتا نماد از استفاده آن، نشان گذاری از دی·ر رایج شیوه ی ΁ی

ͬ شود: م تبدیل زیر رابطه ی به اینشتین جمͽ زنͬ

det(A) = ϵi١···inA١i١ · · ·Anin ,

دارد. بیشتری کاربرد فیزی΁ دانان بین در دوم فرمول که

توقف زمان ۶ . ١ . ٢
است. شده آوری ͽجم و تهیه [٣٢] و [٣١] ͽمراج از زیر شده تعریف مفاهیم

مارکفͬ) (زمان توقف٢٠ زمان تصادفͬ، فرآیند مطالعه ی در خصوص به احتمال، مبحث در
ͬ شود، م گرفته نظر در زمان حسب بر که تصادفͬ متغیر است. تصادفͬ زمان از خاص نوع ΁ی

ͬ دهد. م نشان را (بهره) سود از مشخصͬ تغییرات تصادفͬ فرآیند ΁ی در
کنید فرض مثال عنوان به ͬ کنند. م فرض شدن متوقف حالت برای معمولا را توقف زمان
هر در شرکت این ͬ کند، م سرمایه گذاری مختلفͬ زمینه های در سرمایه گذاری شرکت ΁ی که

٢٠Stopping Time



٢١ احتمال نظریه

احتمالͬ زمانͬ به دهد. دست از را خود سرمایه و بخورد ش΄ست است مم΄ن سرمایه گذاری
ͬ شود. م گفته توقف زمان شود ورش΄سته است مم΄ن شرکت این که

نیافتد اتفاق اصلا یا باشد بعدی لحظه ی ͬ تواند م توقف زمان ͬ زنید، م حدس که همانطور
نظر در صفر را حال زمان اگر ͽواق ͬ گوییم.در م بی نهایت زمان در رخداد آن به اصطلاحا که
کتاب اثبات های در اغلب توقف زمان بود. خواهد t ∈ ١,٢, ... به صورت توقف زمان بازه ب·یریم

است. شده استفاده (١٩٨٢) چانگ از زمان» پیوستگͬ «تداوم

با ) ͬ شود م نامیده توقف زمان {١,٢, ...} ∪ {∞} مقادیر با τ تصادفͬ متغیر .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
n = ١,٢, ... هر برای اگر ( F فیلتر

{τ = n} ∈ Fn. (۶ . ١)



مقدمه ٢٢

انتظار مورد شده ی تنزیل پنالتͬ تابع ١ . ٢ . ٧
صورت به را توقف زمان ͬ کنیم م تعریف .١ . ٢ . ٣٣ تعریف

τ−٠ = inf{t ≥ ٠ : Xt < ٠},

است. روین) زمان در کسری یا (سود ما ادعای Xt و توقف زمان τ که طوری به

داریم باشد، موجود x ≥ ٠ همه ی ازای به λµ/c که ͬ کنیم م فرض .١ . ٢ . ٨ قضیه

١ − P(τ−٠ <∞) = (١ − p)
∑
k≥٠

pkη∗k(x),

، x ≥ ٠ و p = λµ

c
که طوری به

η(x) =
١
µ

∫ x

٠
[١ − f(y)]dy,

با nتا) تعداد به x∗n = x ∗ x ∗ x ∗ ... ∗ x) k− fold حلقه ی ، η∗k که ͬ دانیم م ما ، k ≥ ٠ برای و
است. دیراک) توزیع (تابع η از η∗٠(dx) = δ٠(dx) که فرض این

و −Xτ−٠
و τ−٠ از مشترک توزیع که دید ͬ توان م دقت کمͬ با (١ . ٢ . ٨) قضیه ی دنبال به

زمان ͬ توانند م ترتیب به کمیت سه این هستند. مشترک توزیع دارای که) است (بدیهͬ Xτ−٠ −

شوند. نامیده روین از قبل مازاد و روین زمان در کسری روین،
پنالتͬ تابع ،١٩٩٨ سال در مقاله یشان بهترین با Shiu و Gerber اقایان بزرگ، دانشمند دو

دادند. ارائه ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به که را انتظار٢١ مورد شده ی تنزیل

سپس است. اندازه پذیر و کراندار f : (٠,∞)٢ → [٠,∞) تابع که ͬ کنیم م فرض .٣۴ . ١ . ٢ تعریف
X ≥ ٠ با برابر اولیه مازاد که وقتͬ و ، q ≥ ٠ بهره ی با انتظار مورد شده ی تنزیل پنالتͬ تابع

بود خواهد زیر صورت به باشد،

GS(x, q) = Ex[e
−qτ−٠ f(−Xτ−٠

, Xτ−٠ −)١(τ−٠ <∞)] (١ . ٧)

تنزیل (حق) قانون مثال برای است. Gerber−Shiu measure ما، واقعͬ بهره ی نهایت در
صورت به ͬ شود م نوشته (−Xτ−٠

, Xτ−٠ −) داده های زوج از پیوسته نمایی شده ی

K(q)(x, dy, dz) = Ex[e
−qτ−٠ ;−Xτ−٠

∈ dy,Xτ−٠ − ∈ dz], x, y, z ≥ ٠. (١ . ٨)

داشت خواهیم را زیر ساده رابطه ی Gerber − Shiumeasure برای
٢١expected discounted penalty function



٢٣ احتمال نظریه

GSf (x, q) =

∫
[٠,∞)

∫
[٠,∞)

f(y, z)K(q)(x, dy, dz). (١ . ٩)





٢ فصل
سرمایه گذاری های و مالͬ بازارهای

ریس΄ͬ

مقدمه ٢ . ١
کوتاهͬ توضیح ابتدا شویم، آشنا بورس مالͬ بازارهای با بیشتر اینکه برای بخش این ابتدای در
برای پیش بینͬ مدل های از بعضͬ آن ها، در سرمایه گذاری و بازارها از نوع این تاریخچه مورد در

ͬ شود. م بیان بیمه شرکت های سرمایه گذاری های و بازارها این
موارد بعضͬ در و بوده [٣٣ ،٢۶ ،٣٠ ،٢٨] منابع از اغلب فصل این در شده بیان مطالب

است. آمده نظر مورد منبع قضیه، ابتدای در هم

ایران و جهان در بهادار اوراق بورس پیدایش تاریخچه ٢ . ١ . ١
بازارهای اســتح΄ام و انعطافپذیری واســطه به وارده شــوکهای ͽدف و جهانͬ اقتصاد تنظیم
فعالیتهای اعظم بخش متمرکز) غیر و متمرکز از (اعم بازارها این اســت. میسر پیشــرفته
اوراق قرضــه، اوراق ارز، ســهام، گرفته اند. خود قبضه در را بشر مالͬ و تجاری تولیدی،
و کشاورزی محصولات برق) و گاز نفت، (انرژی اساسͬ، فلزات طلا، بیمهنامــه، وام، رهنͬ،
کالای مثال طور به حتͬ بازارهاســت. این فعالیت موضوع آنها متنــوع بسیار مشتقات و · · ·



ریس΄ͬ سرمایه گذاری های و مالͬ بازارهای ٢۶

متقاضیان و کننــدگان عرضه دارد. را خود خریداران نیز هوا سردی و گرمͬ چون نامتعارفͬ
(Speculators) ســفتهبازان و ͬ دهند م پوشــش بازارهــا این در را خود ΁ریســ (Hedgers) اصلͬ
گروه مͬباشند. سود کســب دنبال به اول گروه ΁ریســ پذیرش و بازار در نقدینگͬ ایجــاد با
خود کمخطر حرفه در که (Arbitrageurs)هســتند آربیتراژگران بازار، فعال عناصــر از سوم
به تعادل بازگشت موجب ســرعت به بازار دو در کالا ΁ی نرخ تفاوت از بهرهبرداری ضمن

مͬشوند. بازارها

و کالا فروش و خرید و قیمت گذاری که ͬ شود م اطلاق بازاری به بورس اقتصاد، علم در
بهادار اوراق و کالا بورس شامل کلͬ بندی طبقه ΁ی در و ͬ پذیرد م انجام آن در بهادار اوراق

است.

چنین این، بر علاوه است. پول کیف معنای به فرانسوی زبان در (Bourse) بورس واژه
بورس” واندر ” نام به مردی ΁بلژی بروژ شهر در میلادی پانزدهم قرن اوایل در که شده بیان
ͬ پرداختند. م بهادار اوراق و کالا ستد و داد به او خانه مقابل در شهر صرافان که ͬ کرده م زندگͬ
آن در تجاری و مالͬ اسناد و کالا پول، ستد و داد که م΄ان هایی کلیه به بعدها رو، این از

شد. گفته بورس ͬ گرفت، م صورت

بازار این در که است آن در فیزی΄ͬ، بازار با مالͬ‐ بازار ΁ی عنوان ‐به بورس بازار تفاوت
که است مقرراتͬ تابع بورس بازار ͬ گیرد. م قرار معامله مورد کالا، جای به قرضه اوراق و سهام
حقوق رعایت و بی نظمͬ از جلوگیری منظور به و ͬ شود م تعیین قانون گذار نهادهای توسط
شاهراه بهادار، اوراق و بورس بازارهای امروزه است. الزامͬ آن ها رعایت تقاضا، و عرضه طرفین
ͬ شود. م محسوب جهان در بهادار اوراق و کالا بورس حوزه در معاملات انجام و سرمایه گذاری

΁بلژی کشور انورس شهر در جهان، بهادار اوراق بورس مرکز اولین میلادی ١۴۶٠ سال
اوایل در هلند شرقͬ هند کمپانͬ سهام انتشار با بهادار اوراق بورس رسمیت اما شد. تاسیس
البته گرفت. ش΄ل هلند آمستردام بورس در میلادی ١۶٠٢ سال یعنͬ میلادی هفدهم قرن
سال در سهامͬ شرکت اولین بل΄ه ͬ آید، نم شمار به سهامͬ شرکت اولین شرقͬ هند کمپانͬ

شد. ایجاد روسیه در (muscovy) “ماس΄وی” نام با میلادی ١۵۵٣

تکامل یا ابداع موجب اقتصادی توســعه و اخیر دهههای طͬ جهانͬ اقتصاد دگرگونͬ
فیزی΄ـͬ داراییهـای سنتͬ معاملات گســترش بر علاوه اســت. گردیده مالͬ متعدد ابزارهای
معاملــه اختیار قراردادهــای ،(Futures) آتـͬ قرارداد شامـل ابـزارمشتقـه مبـادلات مالـͬ، و
که نحوی به است. یافته روزافزونͬ شــتاب (Swaps) معاوضهای قراردادهای ،و (Options)

طͬ در مͬباشند، باز موقعیت دارای که بازار در شده منتشر مشــتقه قراردادهای جاری ارزش
است. شده برآورد دلار تریلیون ۵٠ حدود در ٢٠٠۴ سال



٢٧ مقدمه

دنیا معتبر بورس های
،(WallStreet) استریت وال نام به خیابانͬ در دی·ر مهم بورس های از تعدادی و نیویورک بورس
برابر در مانعͬ ایجاد برای هلندی استعمارگران میلادی ١٧ قرن در قراردارد. نیویورک شهر در
که خیابانͬ جهت این از ساختند، دیواری منطقه، این دریایی دزدان و سرخپوستان حملات
مغازه ها و تجاری مراکز آن از پس شد. نامیده استریت وال شده ایجاد محل این در بعدها
بازار کارگزاران از تن ٢۴ توسط ١٧٩٢ سال در که وود” “باتن توافق نامه شد. ساخته آن در
در بازار این شد. رسمͬ طور به نیویورک بورس بازار تاسیس پایه شد، امضا استریت وال
عهده به بازار این ریاست کرد. کار به شروع استریت وال ۴٠ پلاک در ͽواق اجاره ای، ساختمانͬ
نیویورک بورس بازار دنیا، بورس بزرگترین و بود.معتبرترین استکهلم آنتونͬ نام به فردی
بازار اقتصادی اصلͬ شاخص شد. بنانهاده ١٧٩٢ سال در که ͬ شود م محسوب (NY SE)

ال΄ترونی΄ͬ صورت به بازار این مبادلات و معاملات است. (داوجونز) DowJones نیویورک،
جهان بورس بازار بزرگترین معاملات ارزش و بازار در سرمایه گذاری لحاظ به و ͬ پذیرد م انجام
حجم درصد ٨٢ و داوجونز صنعتͬ میانگین درصد ٩٠ از تلفیقͬ بازار این ͬ آید. م حساب به
در سهام معامله بازار بزرگترین عنوان به نیز (NASDAQ) نزدک بورس بازار است. SP بازار
شد. تاسیس نیویورک بورس بهادار اوراق معامله گران ملͬ انجمن توسط ١٩٧١ سال در آمری΄ا
،(TSE) توکیو بورس نمود، آغاز را خود فعالیت میلادی ١٨٠١ سال در که (LSE) لندن بورس
که ͬ آیند م حساب به دنیا در بورس مهم بازارهای دی·ر از پاریس بورس و فرانکفورت بورس

ͬ کنند. م ایفا اقتصاد در را مهمͬ نقش

ایران بورس
سفر با همزمان ١٣١۵ سال به ایران در بهادار اوراق و بورس تش΄یل برای تلاش ها اولین
تلاش این البته ͬ گردد؛ م باز بازار این قانونͬ مقررات تنظیم برای بلژی΄ͬ و هلندی کارشناسان
اتاق به ١٣٣٣ سال در فعالیت ادامه آنکه تا درآمد تعلیق حال به دوم جهانͬ جنگ شروع علت به
سرانجام گسترده، تحقیقات سال ١٢ از پس گردید. واگذار وقت معادن و صنایع و بازرگانͬ
سال همان اردیبهشت در و آماده بهادار اوراق بورس تش΄یل مقررات و قوانین ١٣۴۵ سال در
خود فعالیت ١٣۴۶ ماه بهمن در تهران بورس رسید. ملͬ شورای مجلس تصویب به آن لایحه
شرکت های سهام انتشار با آن از پس و کرد آغاز معدنͬ و صنعتͬ توسعه بانک سهام انتشار با را
و صنعتͬ مال΄یت گسترش سازمان قرضه اوراق خزانه، اسناد دولتͬ، قرضه اوراق پارس، نفت
١٣۵٧ انقلاب از پیش تا بورس مبادلات ارزش داد. ادامه را خود فعالیت آباد عباس قرضه اوراق
(با بنگاه ١٠۵ به بنگاه ۶ از پذیرفته شده شرکت های تعداد و رسید ریال میلیارد ٣۴ از بیش به
بانک، ٩ شدن ملͬ و ادغام با انقلاب از پس یافت. افزایش ( ریال میلیارد ٢٣٠ از بیش سرمایه
ایران، صنایع توسعه و حفاظت قانون تصویب نهایت در و بیمه شرکت چند شدن دولتͬ و ادغام
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طرفͬ از یافت. کاهش ١٣۶٧ سال در شرکت ۵۶ به بورس در شده پذیرفته شرکت های تعداد
معاملات حجم تا شد سبب ایران اقتصاد در آن از ناشͬ موجود ابهامات و تحمیلͬ جنگ بروز
یابد. کاهش ١٣۶٧ سال در ریال میلیارد ٩/٩ به ١٣۵٧ سال در ریال میلیارد ٣۴/٢ از سهام

ͬ شود. م محسوب تهران بورس عمر مدت طول در میزان کمترین آمار این
توسعه ساله ͷپن برنامه های در بورس فعالیت تجدید به توجه و تحمیلͬ جنگ پایان از پس
سازی فراهم سبب بهادار، اوراق بورس فعالیت احیای کشور، فرهنگͬ و اجتماعͬ اقتصادی،
حجم که طوری به گردید، سازی خصوصͬ سیاست های اجرای منظور به مناسب بستری
سال پایان در ریال میلیارد ١٠۴/٢٠٢ به ١٣۶٧ سال در ریال میلیارد ٩/٩ از بورس معاملات
شرکت ٢۴٩ به شرکت ۵۶ از نیز بورس در شده پذیرفته شرکت های دوره همین در رسید. ١٣٨٣
قانون ٩۴ ماده موجب به یافت. افزایش ١٣٨٣ سال در شرکت ۴٢٢ به آن از پس و ١٣٧۵ سال در
ایجاد برای را لازم کارهای تا شد موظف بورس شورای (١٣٧٩ ‐١٣٨٣) توسعه سوم برنامه
و بهادار اوراق ΁ال΄ترونی ستد و داد گرفتن انجام به منظور ایران سرمایه بازار رایانه ای شب΄ه
اساس بر همچنین دهد. انجام بین المللͬ و ملͬ ͹سط در اطلاع رسانͬ خدمات دادن پوشش
منطقه ای بورس های راه اندازی به دست تا شد مجاز بورس شورای توسعه، سوم برنامه ٩۵ ماده
بورس در مالͬ ابزارهای دی·ر شدن معامله قابل برای را لازم راه΄ارهای و بزند کشور ͹سط در
شاخص محاسبه به ͬ توان م ،١٣۶٩ سال در مهم اتفاقات دی·ر از نماید. فراهم بهادار اوراق
١٣٧٠ سال در واحد ۴٧٢ از شاخص این کرد. اشاره تهران بهادار اوراق بورس در سهام بهای

رسید. ١٣٨٣ سال در واحد ١٢١١٣ به
و داخلͬ مختلف عوامل سلسله از تاثیرپذیری با ١٣٨۴ سال در بهادار اوراق بورس فعالیت
شیب بورس، سازمان و وقت دولت تلاش های با که گردید مواجه کاهشͬ روند ΁ی با خارجͬ،
اما رسید واحد ٩۴۵٩ به ١٣٨۴ سال پایان در بورس بازار شاخص کرد. پیدا کاهش آن نزولͬ
واحد ٩٨٢١ مقدار به سال همان پایان در و ب·ذرد واحد ١٠٠٠٠ مرز از ١٣٨۵ سال در توانست
بورس ١٣٩٢ ماه دی سال از اقتصادی مش΄لات بروز و ایران علیه تحریم ها تشدید با رسید.
ماهه ٣ در بازار این شاخص است. بوده همراه بسیار فرودهای و فراز با تهران بهادار اوراق

رسید. واحد ۶٣٨١٠٫٣ به ١٣٩۴ خرداد ٣١ به منتهͬ
کشــور ســرمایه بازار نیست. ͽتصن یا تفنن ســر از ایران در مشــتقه ابزارهای از اســتفاده
مͬکند. طلب را پیشــرفته ای مالͬ متنهای انتشــار که است رســیده بالندگͬ از درجهای به
مͬدهد، ارائه را تنوعͬ مͬکند؛ حل را مش΄لͬ مͬدهد؛ ͺپاســ نیازی به مالͬ دارایی هر اینجا
طراحͬ بنابراین مͬکند؛ تجهیز را منابعͬ مͬدهد؛ کاهش را ریس΄ͬ مͬدهد؛ انتخاب حق یعنͬ
ایران اقتصاد در روشنͬ نیاز به مͬباید کشور سرمایه بازار برای مشتقه مالͬ ابزارهای از ΁ی هر
بورس در مثال برای ͬ شود. م احساس کاملا́ کشور فلزات بورس در مثلا́ نیاز این دهد. ͺپاس
شرکتها از بعضͬ مال΄ان توسط (EmbeddedOption) نهفته معامله اختیار ارائه بهادار اوراق
بازار ΁ریس تا است جدید مشتقه اوراق انتشار به نیاز بیانگر ١٣٨٣ ماه بهمن در شده پذیرفته

یابد. کاهش آن رکودی دوران در
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(OTC) فرابورس تاريخچه ٢ . ١ . ٢
(١٣٨۴/٩/١ (مصوب بهادار اوراق بازار قانون در بورس از خارج بازارهاي راه اندازي و تأسيس
از خارج بازار بهادار، اوراق بازار قانون ΁ی ماده از ٨ بند اساس بر و است شده پيش بينͬ
بهادار اوراق معاملات برای ΁ال΄ترونی غیر يا ΁ال΄تروني ارتباط شب΄ه قالب در بازاری بورس،
لغو و تعليق صدور بهادار، اوراق بازار قانون ۴ ماده طبق است. شده معرفͬ مذاکره، پايه بر
ماده در و است شده نهاده بورس عالͬ شورای عهده بر بورس از خارج بازارهای فعالیت های
مالͬ نهادهای و بورس ها تأسيس همانند بورس از خارج بازارهای تأسيس نيز قانون این ٢٨
سازمان نظارت تحت آن ها فعاليت و است بهادار اوراق و بورس سازمان نزد ثبت به منوط
مصوب بورس، از خارج بازارهای فعاليت دستورالعمل موجب به ترتيب، بدين ͬ شود. م انجام
جمهوری بهادار اوراق بازار قانون ۴ ماده ۵ بند اجرای در و بورس عالͬ شورای ١٣٨۶/۶/١٢
سازمان ١٣٨٧/٧/١٩ مورخ ۵٢٩۴۶/١٢١ شماره مجوز و ١٣٨۴ آذرماه مصوب ايران اسلامͬ
در ٣٣٢۴٨٣ شماره تحت ١٣٨٧/٨/٢٢ تاريخ در ايران فرابورس شرکت بهادار، اوراق و بورس
کرد. آغاز را خود فعاليت و رسید ثبت به تهران غيرتجاری مؤسسات و شرکت ها ثبت اداره
نحوه اجرایی دستورالعمل و پذیرش جهت نیاز مورد دستورالعمل های تصویب و تدوین از پس
مهرماه ۶ تاریخ در ایران فرابورس بازار لازم، زیرساخت های ایجاد و فرابورس معاملات انجام

کرد. آغاز را خود فعالیت رسمͬ طور به ١٣٨٨

چيست؟ فرابورس
سرمایه بازار در موجود خلاء پوشش هدف با که است جدیدی بهادار اوراق بازار فرابورس،

است. مختلفͬ کارکردهای دارای و شده تش΄یل
معاملهگرانͬ كــه هســتند رايانهای و تلفنͬ ارتباطات بر مبتنͬ شــب΄های صورت بازارها،بــه اين
در كنند. برقرار ارتباط هــم با حضوری طور به نمͬتوانند كه مͬســازند مرتبط همدي·ــر به را
و مالͬ مؤسسه ΁ی بين يا و مالͬ مؤسسات بين معاملات بیشــتر ،١(OTC)فرابورس بازار
يا خريد پيشنهادی قيمتهای عرضه با مالͬ مؤسسات مͬگيرد. صورت آن، مشتری شركت

مͬكنند. ايفا را «بازارساز» نقش فروش،
در يــا حقوقͬ دعاوی در و مͬشوند ضبط فرابورس بازارهای در تلفنͬ م΄المات معمولا˟،
مقايســه در معمولا˟ مͬگيرند. قــرار اســتناد مورد معاملهكنندگان، بين اختلافبرانگيز موارد
بورس در معاملهگران از بزرگتر بسیار ،(OTC) بازارهای در معاملهگران بورس، بازارهای با
اســت؛ معاملات بازار در بيشتر تســهيلات عرضه فرابورس، بازارهای مزيت مهمترين هســتند.
گفتگوی در مͬتوانند، راحتͬ به معاملهگران و نمͬکنــد تعيين بورس را قرارداد شــرايط زیرا

overthecountermarket:فرابورس ١بازارهای
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به كه مســألهای تنها برسند. بهينه حلهای راه به خود نيازهای ͽرف در ي΄دي·ر، با مستقيم
اين یعنͬ است؛ معامله طرفين اعتبار ΁ریس اســت، مطرح فرابورس بازارهای در جدی صورت
کردهاند، اتخــاذ تدابيری بورسها نكنند. عمل خود تعهدات به طرفين كه دارد وجود احتمال

باشند. نداشته نگرانͬ اعتباری ΁ریس از معامله، طرفين معمولا˟ كه

فرابورس: بازارهای با آشنایی
بازار چهار قالب در را آن فعالیت ایران، فرابورس در بهادار اوراق عرضه و پذیرش دستورالعمل
در و پذیرفته بهادار اوراق انواع مشارکت، اوراق و دوم اول، بازار در که است کرده تبیین مجزا

ͬ شود. م انجام بهادار اوراق عرضه تنها سوم، بازار

اول بازار
با گذاری سرمایه صندوق های واحدهای شرکت ها، سهام بر علاوه فرابورس اول بازار در
شده پذیرفته اوراق و شرکت ها سهام نوسان همچنین ͬ شوند. م معامله و پذیرش هم، نام
سهام بازار، این در است. شده پیش بینͬ مبنا حجم بدون درصد ۵ فرابورس اول بازار در
΁ی و ریال میلیارد ده حداقل آن شده ثبت سرمایه آخرین که ͬ شود م معامله شرکت هایی
واحدهای بازار این در باشد. نداشته انباشته زیان و گذشته آن بهره برداری زمان از سال
صندوق های سرمایه گذاری واحدهای و معامله قابل سرمایه گذاری صندوق های سرمایه گذاری
که دارند، را معامله ام΄ان شرطͬ به شده اند ثبت بورس سازمان نزد که ساختمان و زمین
سرمایه حداقل و ریال میلیارد ۵٠ معامله قابل سرمایه گذاری صندوق های سرمایه حداقل

باشند. نام با و ریال میلیارد ٢٠٠ مس΄ن و زمین صندوق های

دوم بازار
سهام بازار این در ͬ شوند. م پذیرفته عام سهام شرکت های سهام صرفا بازار، این در
سرمایه افزایش اجرای قصد که خاص سهامͬ شرکت های تأسیس، تازه دیده، زیان شرکت های
ͬ گیرند. م قرار مبادله مورد شده پذیرفته ΁کوچ شرکت های و دارند را عام سهامͬ به تبدیل و
΁ی حداقل آن شده ثبت سرمایه آخرین که ͬ شوند م معامله شرکت هایی سهام دوم بازار در

نباشد. تجارت قانون از قسمتͬ اصلاح قانونͬ لایحه ١۴١ ماده مشمول و ریال میلیارد

عرضه) سوم(بازار بازار
است بهاداری اوراق عمده معاملات انجام برای سودمند و شفاف ایمن، محلͬ عرضه بازار
از بهادار اوراق انواع پذیره نویسͬ انجام ندارد. را فرابورس در پذیرش شرایط یا ام΄ان که
ͬ آید. م حساب به عرضه بازار مهم ویژگͬ دی·ر تأسیس، شرف در عام سهامͬ شرکت های جمله
در اداری تشریفات انجام با و نبوده پذیرش فرایند گذارندن مستلزم بازار این در عرضه انجام
(عام، سهامͬ شرکت های سهام بلوک های فرابورس عرضه بازار در است. ام΄ان پذیر فرابورس،
افزایش از ناشͬ سهام عام، سهامͬ شرکت های سهام خرید حق تقدم (· · · و تعاونͬ خاص،
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سپرده گواهͬ پذیره نویسͬ مشارکت، اوراق و سهام پذیره نویسͬ عام، سهامͬ شرکت های سرمایه
قالب در اختراعات ثبت حق و بهره برداری امتیاز مستغلات، و املاک بانک ها، سرمایه گذاری

ب·یرد. قرار معامله مورد ͬ تواند م خاص سهامͬ شرکت های سهام

مشارکت) اوراق ) چهارم بازار
که · · · و بانکͬ سپرده گواهͬ مشارکت، اوراق جمله از شده تضمین درآمد با اوراق انواع
بازار این در پذیرش قابل باشد، مانده باقͬ آن ها رسید سر تا ماه سه حداقل پذیرش زمان در
انجام فرابورس طریق از منحصرا آن ها دوم دست معاملات پذیرش، از بعد که شرطͬ به بوده
اوراق جمله از سهام تعویض قابل مشارکت اوراق و شرکتͬ مشارکت اوراق صدور ام΄ان شود.
رهنͬ، مشارکت اوراق کنار در که ͬ شوند م محسوب مشارکت اوراق بازار در معامله قابل بهادار
چهارم بازار در خاص و عام گذاری سرمایه بانکͬ سپرده گواهͬ و ص΄وک اجاره، مشارکت اوراق

دارند. را معامله ام΄ان

پايه بازار
در پذيرش مراحل و شده اند درج فرابورس در صرفا كه است شركت هایی شامل پايه بازار
اين ͬ كند. م فراهم را آن ها معاملاتͬ تسهيلات صرفا فرابورس نكرده اند. طͬ را فرابورس
اجبار به بنا صرفا و ندارند را فرابورس به مربوطه گزارش های ارائه به چندانͬ الزام شركت ها

شده اند. درج پايه بازار در توسعه پنجم برنامه قانون

ایران فرابورس در شرکت ها پذیرش مزايای
ارزان و آسان مالͬ تأمين ‐١
سهام نقد شوندگͬ افزایش ‐٢

فرابورس در شده پذيرفته شرکت های مالياتͬ معافيت از بهره مندی ‐٣
هزينه کم و سريع آسان، بصورت سهام انتقال و نقل ‐۴

بالقوه و بالفعل سرمايه گذاران به عادلانه و هماهنگ رسانͬ اطلاع ‐۵
بانکͬ تسهيلات ساده تر اخذ و سهام وثيقه گذاری ام΄ان از بهره گيری ‐۶

شرکت اعتبار افزايش و جامعه اقشار از وسيعͬ طيف به محصولات و شرکت معرفͬ ‐٧
سپرده گواهͬ و مشارکت اوراق صدور ‐٨

(Derivatives) مشتقه قراردادهای ٢ . ١ . ٣
فیزی΄ͬ کالای از را خود ارزش که ͬ    شود م اطلاق مالͬ قراردادهای از نوعͬ به مشتقه قراردادهای
ساخت صنعت بهره، نرخ های کالا، سهام، ش΄ل به ͬ    تواند م پایه دارایی ͬ    گیرند. م پایه) (دارایی

باشد. دی·ر دارایی نوع هر یا ساز و
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مشتقه قراردادهای انواع
که ͬ    گیرند، م قرار معامله مورد اصلͬ قرارداد نوع چهار قالب در مشتقه اوراق امروزه

از : عبارت اند
(Futures) آتͬ قراردادهای ‐

(Forwards) سلف قراردادهای ‐
(Options) معامله اختیار قراردادهای ‐

(Swaps) معاوضه قراردادهای ‐

هستند: معامله قابل زیر م΄ان های در فوق مشتقه قراردادهای
بهادار اوراق بورس ‐ ١

کالا  بورس ‐٢
بورسͬ فرا بازار ‐٣

سنتͬ معاملاتͬ بازار ‐۴
ال΄ترونی΄ͬ معاملاتͬ بازار ‐۵

بهینه معاملاتͬ بازار ‐۶

مشتقه: قراردادهای انواع تشریح
(FuturesContracts) آتͬ قرارداد

شده (تعیین مشخص تاریخ ΁ی در که ͬ    کنند م تعهد طرف دو آن در که است قراردادی
    ͬ رسم بازار ضوابط طبق شده (تعیین مشخص قیمت ΁ی با و بورس)     ͬ رسم بازار ضوابط طبق
مبادله را بورس)     ͬ رسم بازار ضوابط طبق شده (تعیین مشخص کیفیت با کالا ΁ی بورس)
خریدار کنند. عمل قرارداد ضوابط طبق که هستند متعهد طرف دو قرارداد این در نمایند.
ثابت کالا قیمت که است نگران فروشنده و رود بالا آینده در کالا قیمت که است نگران معمولا
نوعͬ به و ͬ    گیرند م انجام بورس یا     ͬ رسم بازارهای در قراردادها این بیاید. پایین یا مانده
کالای پول قرارداد، نوع این در ͬ    دهند. م کاهش را آینده در کالا قیمت شدید نوسان های
انجام حسن جهت معامله طرف دو هر ولͬ ͬ    شود؛ نم پرداخت تحویل زمان تا معامله مورد
قرارداد انجام حسن تضمین وجه عنوان به پایاپای اتاق به ودیعه ای قرارداد، عقد هنگام معامله
دست (بازار بورس در دی·ران به واگذاری و معامله قابل آتͬ قراردادهای از برخͬ ͬ    سپارند. م
قرار استفاده مورد نیز بازی سفته ابزارهای عنوان به قراردادها نوع این بنابراین هستند. دوم)
دارد. وجود آتͬ قراردادهای معامله برای زيادی بورسهای مختلف، کشــورهای در ͬ    گیرند. م
بزرگترين از نمونه دو آمري΄ا، در (CME) شي΄اگو تجاری بورس و (CBOT ) شــي΄اگو بورس
قراردادهای «بورس اروپا در آتͬ های بورس بزرگترين از هســتند. آمري΄ا در آتͬ بورسهای
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است. (Eurex) یورکس بورس و (LIFFOE) لندن» لمللͯ بيـنا معامله اختيار اوراق و آتͬ
،(SaoPaulo) پائولو سائو در BolsadeMercadoriasyFutures شــامل بزرگ، بورسهای ساير
ســيدنͬ» آتͬ «بورس و سنگاپور» لمللͯ بينا «بورس توكيو»، بينالمللͬ مالͯ آتͬ «بورس
آن موضوع كه آتͬ قراردادهای از نوعͬ آتͬ، قراردادهای پیدایــش نحوه توضيح برای است.
يك ͬ كنيم. م اشاره ͬ شــود، م معامله (CME) شــي΄اگو تجاری بورس در و اســت «ذرت»
بــه را ذرت ٣ بوشل ۵،٠٠٠ خريد خود كارگزار به ٢ مارس ماه در اســت، مم΄ن ســرمايهگذار
شي΄اگو بورس گر معامله يك بــه فوراً باید دســتور اين دهد. ســفارش ژوئيه ماه در تحويل
به (Kensas) كنزاس در دي·ری سرمايهگذار همزمان دارد، ام΄ان شود. منتقل (CBOT )

سفارشات اين دهد. ســفارش ژوئيه ماه تحويل به را ذرت بوشــل ۵،٠٠٠ فروش خود، كارگزار
سر بر توافق و معاملهگر دو حضوری ملاقات با شود. منتقل شي΄اگو بورس معاملهگر به بايد نيز
نيويورکͬ ســرمايهگذار مͬشــود، گفته حالت اين در مͬشود. انجام معامله اين معين، قيمت
يـــا «موقعيـت اصطلاح بـه بخـــرد، را ژوئيه مـاه تحويـل غـــلات تـا اســـت، كـرده توافق كه
ماه تحويل غــلات تا اســت، كرده توافق كه دي·ر ســرمايهگذار و ۴ خريـد» معاملاتͬ ͽموضـ
مورد قيمت اســت. كرده اتخاذ ۵ فروش» معاملاتͬ ͽموضــ» اصطلاحاً بفروشــد، را ژوئيه
اين در ذرت بوشــل هر برای را قیمت ما مͬگويند. آتͬ» قرارداد «قيمت را طرفين توافق
قیمت، تعيين ســازوکارهای ســایر مانند قيمت، تعیین اين مͬكنيم. فرض ســنت مثال،١٧٠
آتͬ قرارداد فروشــندگان تعداد افزايش با كه معنا اين به مͬكند. تبعيت تقاضا و عرضه قانون از
خريداران اينكه تا مͬکند، پیــدا کاهش قيمت معين، زمــان در آن خريداران تعــداد به نســبت
ســان، همين به شود. برقرار فروشندگان و خريداران تعداد در تعادل شــده، بازار وارد جديدی

برحسب معاملات انجام تاريخ تنها، نه و است دلار معمولا˟ المللͬ بين بورس در محاسبات ٢مبنای

برحسب كه سال از معينͬ ماههای در فقط معاملات انجام مواردی در بل΄ه مͬشود، بيان میلادی تاریخ
است. ام΄انپذير شده، بيان میلادی تاریخ

در و انگليسͯ) گالن (معادل٨ متحده ايالات در غلات اندازهگيری حجمͬ واحد :Bushel ٣

است. ليتر حدود٣۶/۴
هيچ نداده، انجام معاملهای هيچ·ونه هنوز كه وزانه كار شروع در معاملهگر يك : longPosition۴

وارد آنكه محض به ولͯ ندارد، تعهدی هيچ دقيق تر عبارت به است؛ نکرده اتخاذ (Position) موضعͯ
گر معامله اين كند) خريداری غلات دلار ميليون ͷپن (مثلا́ نمايد، معامله انجام به شروع و شد بازار
و است مال΄يت معنای به دقیقا انگليسͬ زبان در Long واژه دارد. Long «فزونͬ» غلات مقدار این بر
خريداری را اينها مانند و ارز كالا، بهادار، اوراق كه مͬشود اطلاق فردی موقعيت به بورس واژگان در
مبادرت كه افرادی آتͬ، بازار در يابد. افزايش آن     ها قيمت كه دارد اميد مͬكند)، نگهداری يا (و كرده
ب·يرند، تحويل را پايه دارایی انقضا تاريخ در شوند، متعهد كه گونهای به كنند، آتͬ قرارداد خريد به

گرفتهاند. قرار Long موقعيت در مͬگوییم اصطلاحا
منعقد را اینها مانند و ارز كالا، بهادر، اوراق فروش قرارداد كه فردی موقعيت به :ShortPosition۵

گفته کسͬ به Short اصطلاحا آتͬ بازار در مͬگويند. Short اصطلاحا است، آن فاقد كه حالͬ در كرده،
(خريد جبرانͬ معامله يك طريق از هنوز و رسانده فروش به آتͬ بازار در آتͬ قرارداد تعدادی كه مͬشود،

است. نكرده مسدود بازار در را خود موقعيت آتͬ) قرارداد
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یافت. خواهد افزايش قيمت بخرند، را ژوئيه ماه تحويل ذرت بخواهند بيشتری معاملهگران اگر
نيويوركͯ ســرمايهگذار كه بود خواهد اين مزبور، اقدامات همــه نتيجه گفت مͬتوان اينجا در
ژوئيه ماه تحويل بوشل، هر بابت ســنت ١٧٠ قيمت با ذرت، بوشــل تا٠٠٠،۵ مͬکند، توافق
ذرت، بوشل ۵،٠٠٠ زمان، همان در كه مͬکند، موافقت (Kensas) كنزاسͬ سرمايهگذار و بخرد
يك در معاملهكننده طرف دو هر كه است ͹واض بفروشد. بوشل، هر برای ســنت قيمت١٧٠ با

شدهاند. وارد تعهدآور قرارداد
۶(ForwardContracts) آتͬ پیمان

است مشخص(توافقͬ تاریخ ΁ی در که ͬ    کنند م تعهد طرف دو آن در که است قراردادی
بازار ضوابط طبق است (توافقͬ مشخص قیمت ΁ی با بورس)     ͬ رسم غیر بازار ضوابط طبق
غیررسمͬ) بازار ضوابط طبق است (توافقͬ مشخص کیفیت با کالا ΁ی بورس)     ͬ رسم غیر
کنند . عمل قرارداد ضوابط طبق که هستند متعهد طرف دو قرارداد این در کنند. مبادله را
قیمت که است نگران فروشنده و رود بالا آینده در کالا قیمت که است نگران معمولا خریدار
صورت بورس از خارج یا     ͬ غیررسم بازارهای در قرارداد  ها این بیاید. پایین یا مانده ثابت کالا
در کالا تحویل زمان در مبل; کل معامله طرف دو بالای اعتبار علت به معمولا و ͬ    گیرند م
دو اين تمايز وجه اما اســت. آتͬ قرارداد شــبيه آتͬ پیمان های ͬ    شود. م پرداخت سررسید
بازارهای در آتͬ پيمانهای و مͬشــوند معامله بورس در آتͬ قراردادهای كه اســت، آن در
بانکهای بیشتر هستند. خارجͯ ارزهای اغلب، آتͬ پيمانهای در معامله، مورد فرابورس.
تدارک آتͬ» پيمـان «ميـــز عنوان با مخصوصͬ ميز خارجͬ، ارزهای مبادلات اتــاق در بــزرگ
انگليس پونــد مبادلات نرخ (٢ . ١) جـدول اســت. آتͬ پيمانهای معاملات مختص كه ديدهاند،
مͬدهد. نشــان است، کرده ارائه بزرگ بينالمللͬ بانک ΁ی كه را، (USD) آمري΄ا دلار و (GBP )

نرخ۵١١٨/١ با ٧ نقدی بــازار در را انگليس پوند است، حاضر بانک كه مͬدهد نشان اول ردیف
دوم ردیف بفروشد. پوند هر برای دلار ١/۵١٢٢ برابری نرخ با و بخــرد پوند هر برای دلار،
با و بخرد دلار ١/۵١٢٧ برابری نرخ با را آتͬ ماه ΁ی پوند است، حاضر بانک كه مͬدهد نشان
پوند است، حاضر كه مͬدهد نشان سوم ردیف است. فروش به حاضر دلار ١/۵١٣٢ برابری نرخ
از پس بفروشد. دلار ١/۵١۴٩ برابری نرخ با و بخرد دلار ١/۵١۴۴ برابری نرخ با را آتͬ ماه سه
΁ریســـ پوشــش برنامه راستای در اســت، مم΄ن بزرگ شــركت ΁ی ، جدول(٢ . ١) ملاحظه
دلار ميليــون ١۵١/٧٢ قيمـت به آتͬ ماه در۶ را انگليس پوند ميليون كنـد،١٠٠ توافـق خود

بفروشــد.

آتͬ پيمان را ForwardContracts و آتͬ قرارداد به را FuturesContracts : ForwardContracts۶

خاص قراردادهای به را Forwardو همسان يا ي΄سان قراردادهای به را Futureͬگاه كردهايم. ترجمه
كردهاند. ترجمه

لحظهای، بازارهای فوری، بازارهای محموله، تک بازارهای به اصطلاح اين :Spotmarkets٧

ترجمه نزدی΁ترين نقدی» «بازار مͬرسد نظر به است. شده ترجمه آزاد بازارهای و نقدی بازارهای
باشد. «اسپات» برای
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ارز نقدی مبادلات نرخ گزارش :٢ . ١ جدول

٢٠٠٠ ژوئن ١٩ مورخه به ارز وآتͬ نقدی مبادلات نرخ گزارش
خرید پیشنهادی نرخ فروش پیشنهادی نرخ

١٬۵١١٨ ١٬۵١٢٢ نقدی معامله
١٬۵١٢٧ ١٬۵١٣٢ ماهه ΁ی آتͬ پیمان
١٬۵١۴۴ ١٬۵١۴٩ ماهه سه آتͬ پیمان
١٬۵١٧٢ ١٬۵١٧٨ ماهه شش آتͬ پیمان

تجارت آتͬ پیمان های و معامله اختیار بازارهای در که دارند وجود معامله گران گروه سه
،΁ریس پوشــشدهندگان از: عبارت اند بازارها در معاملهگران از مهم گروه ســه این ͬ کنند. م
ريسك معرض در كه هستند موقعيتͯ در ريسك پوشــشدهندگان آربيتراژگران. و سفتهبازان
΁ریس اين حذف يا كاهش برای فوق قراردادهای از آنها داراییاند. قيمت تغيير با مرتبط
كنند. پيشبینͬ را دارایی قيمت آتͬ حركت كه دارند تمايل سفتهبازان كنند. مͬ استفاده
زيان يا سود بنابراین مͬكند. ايجاد اهرم نوعͯ معاملات اختيار و آتͬ پيمانهای و قراردادها
مختلف بازار چند يا دو بين قيمت تفاوت مزايای از آربيتراژگران مͬيابد. افزايش آنها بالقوه
آن نقدی قيمت با دارایی يك آتͬ قيمت كه کنند مشاهده اگر مثال، برای مͬكنند. استفاده

برمͬآيند. سود كسب درصدد بازار در متناسب موقعيتهای اتخاذ با است، نامتوازن

(Bai− Salaf) سلف قراردادهای
است) مشخص(توافقͬ تاریخ ΁ی در که ͬ    کنند م تعهد طرف دو آن در که است قراردادی
مبادله را است) (توافقͬ مشخص کیفیت با کالا ΁ی است) (توافقͬ مشخص قیمت ΁ی با و
خریدار کنند. عمل قرارداد ضوابط طبق که هستند متعهد طرف دو قرارداد این در کنند.
مانده ثابت کالا قیمت که است نگران فروشنده و رود بالا آینده در کالا قیمت که است نگران
ͬ    صورت اسلام کشورهای در بورس) از غیررسمͬ(خارج بازار در قراردادها این بیاید. پایین یا
ͬ    شود، م پرداخت کالا دهنده تحویل به ابتدا معامله مورد مبل; کل قراردادها این در ͬ    گیرند. م
معاملات ͬ    دهد. م تحویل را کالا سررسید، در و ͬ    گیرد م را پول ابتدا در کالا دهنده تحویل یعنͬ
قراردادهای و سلف معاملات میان البته ͬ    گیرند. م قرار آتͬ قراردادهای شمار در نوعͬ به سلف
بورس از خارج در کشورها اغلب در سلف معاملات که آنجا از دارد. وجود تفاوت هایی آتͬ
طرف دو بنابراین هستند. آتͬ قراردادهای در شده لحاظ استانداردهای فاقد ͬ    شود، م انجام
کنند. تنظیم توافقͬ صورت به خود نیاز براساس و دلخواه نحو به را قرارداد ͬ    توانند م معامله
دو هر از ودیعه عنوان به را مبلغͬ که دارد وجود تسویه) (نهاد پایاپای اتاق آتͬ، معاملات در
موجود پایاپای اتاق سلف قرارداد در که حالͬ در ͬ    کند، م دریافت قرارداد عقد هنگام در طرف
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کالا، بورس در آتͬ قراردادهای است. مسوول دی·ری به نسبت مستقیما طرف هر و نیست
خاصͬ ضوابط و مقررات تحت سلف بازارهای اما است، معاملات کمیته نظارت و مقررات تحت

نیستند.

(Bai− Istisna) استصناع قراردادهای
و است) (توافقͬ مشخص تاریخ ΁ی در که ͬ    کنند م تعهد طرف دو آن در که است قراردادی
کنند. مبادله را است) (توافقͬ مشخص کیفیت با کالا ΁ی است) (توافقͬ مشخص قیمت ΁ی با
معمولا خریدار کنند. عمل قرارداد ضوابط طبق که هستند متعهد طرف دو قرارداد این در
مانده ثابت کالا قیمت که است نگران فروشنده و رود بالا آینده در کالا قیمت که است نگران
ͬ    صورت اسلام کشورهای در بورس) از غیررسمͬ    (خارج بازار در قرارداد این بیاید. پایین یا
دهنده تحویل به سررسید تا قسطͬ صورت به معامله مورد مبل; کل قرارداد این در ͬ    گیرد. م

ͬ    شود. م پرداخت کالا

(SwapContracts) معاوضه ای قراردادهای
است)، مشخص(توافقͬ مدت برای که هستند متعهد طرف دو آن در که است قراردادی
تعیین نسبت به است) مشخص(توافقͬ کیفیت با را دارایی دو از حاصله ͽمناف یا دارایی دو
اولیه صاحبان به دارایی دو این ͽمناف یا دارایی دو قرارداد سررسید از پس کنند. معاوضه شده،
مالͬ یا غیره و چوب نفت، طلا، گندم، مثل فیزی΄ͬ ͬ    توانند م دارایی ها این ͬ    گردد. برم آن ها
طبق که هستند متعهد طرف دو قرارداد این در باشند. غیره و وام مشارکت، قرضه، اوراق مثل
ͬ    گیرند. م انجام بورس) از (خارج غیررسمͬ صورت به قرارداد این کنند. عمل قرارداد ضوابط

(OptionContracts) معامله اختيار قراردادهای
و ٨ خريد» «اختيار كرد؛ تقســيم دســته دو به را معامله اختيار حق مͬتوان کلͬ، طور به
مͬدهد،كــه آن دارنده به را الزام) نه (و حق اين ͽواق در خريد اختيار ΁ی . ٩ فروش» «اختيار
همين بــه بخرد. آن، از قبل يــا مشــخص تاريخ در و معين قيمت با را قرارداد موضوع دارایی
با را قرارداد موضوع دارایی كه مͬدهد، را حق این آن دارنده بــه فروش اختيار ΁ی ترتيب،
مͬشود، ذكر قرارداد در كه را قیمتͬ بفروشــد. آن از قبل يا و مشخصͬ تاريخ در و معين قيمت
انقضا» «تاريخ را،اصطلاحا قرارداد در شده ذكر تاريخ و ١٠ اعمال» «قيمت يا توافقͬ» «قيمت
اروپایی حالت دو به كدام هر فروش، يا خريد اختيار مͬگويند. ١١ معامله» اختيار «سررسيد يا
قابليت سررســيد تاريخ در فقط ١٢ اروپایی» «اختيــار قــرارداد مͬشــوند. تقســيم آمري΄ایی و

٨Call Option
٩Put Option

١٠Exercise price (strike price)
١١Exercise date or expiration date or maturity
١٢European option



٣٧ مقدمه

سررســيد تاريخ از قبل زمانͬ هر در ، ١٣ آمري΄ایی» «اختيار قرارداد كه حالͬ در دارد. اعمــال
است. اعمال قابل سررســيد تاريخ در يا

(CallOption) خرید اختیار الف)
مشخص مبلغͬ پرداخت از پس خرید) اختیار (خریدار اختیار صاحب که است قراردادی
زمانͬ تا که ͬ    کند م پیدا را حق این اختیار، فروشنده به ͬ    بورس) رسم بازار توسط شده (تعیین
با مشخص کیفیت با را ͬ    مشخص رسم دارایی ͬ    بورس)، رسم بازار توسط شده (تعیین مشخص
خریداری اختیار، فروشنده از بخواهد اگر ͬ    بورس) رسم بازار توسط شده (تعیین مشخص قیمت
خریدار که زمانͬ تا خرید اختیار فروشنده اجبار. نه است خرید امتیاز یا حق ΁ی تنها این کند؛
اختیار خریدار که زمانͬ ندارد. قرارداد این در تعهدی هیچ نکرده ، اجرا را خود حق خرید اختیار
انجام قرارداد طبق را تعهد که دارد اجبار خرید اختیار فروشنده کند، اجرا را خود حق خرید
در خرید اختیار فروشنده و است حق ΁ی دارای خرید اختیار خریدار دی·ر، عبارتͬ به دهد.
اختیار فروشنده برای احتمالͬ تعهد نوع ΁ی این ͬ    شود، م تعهد دارای حق این اجرای زمان
و ͬ    رود م بالا دارائͬ قیمت که ͬ    کند م فکر (خریدار) خرید اختیار صاحب ͬ    شود. م تلقͬ خرید
ͬ    در رسم صورت به قرارداد این ͬ    آید. م پایین دارائͬ قیمت که ͬ کند م فکر خرید اختیار فروشنده
به اختیار صاحب چنانچه ͬ    شوند. م معامله مالͬ و واقعͬ دارایی های روی به دنیا بورس های
پولͬ درون آن به که ͬ    شود م ایجاد حالتͬ کند، استفاده خود حق از بازار، قیمت های دلایل

ͬ    شود. م اطلاق (in The money)

(Putoption) فروش اختیار ب)
مشخص مبلغͬ پرداخت از پس فروش) اختیار (خریدار اختیار صاحب که است قراردادی
زمان تا که ͬ    کند م پیدا را حق این اختیار فروشنده به رسمͬ    بورس) بازار توسط شده (تعیین
قیمتͬ با مشخص کیفیتͬ با را مشخص دارایی ͬ    بورس) رسم بازار توسط شده (تعیین مشخص
این بفروشد. اختیار فروشنده به بخواهد اگر رسمͬ    بورس) بازار توسط شده (تعیین مشخص
اختیار خریدار که زمانͬ تا فروش اختیار فروشنده اجبار. نه است فروش امتیار یا حق ΁ی تنها
اختیار خریدار که زمانͬ ندارد. قرارداد این در تعهدی هیچ نکرده، اجرا را خود حق فروش
انجام قرارداد طبق را تعهد که دارد اجبار فروش اختیار فروشنده کند، اجرا را خود حق فروش

دهد.
(پیش زمان هر در بتواند برگه دارنده که شود بسته گونه ای به معامله اختیار قرارداد اگر
قرارداد برگ در اگر و آمری΄ایی» «اوراق را آن کند، استفاده خود حق از نهایی) سررسید از
را آن کند، استفاده حق آن از ͬ    تواند م انقضا زمان در تنها دارنده که باشد شده قید جمله این
نیز (بورس) دوم دست بازار در معامله قابل معامله اختیار گواهͬ ͬ    نامند. م اروپایی»، «اوراق

هست.
١٣American option
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«حق» آن دارنده به معامله» اختيار «ورقه ΁ی كه كنيم، تأكيد نكته اين بر است لازم
ويژگͬ، اين كند. كاری انجام به «ملزم» را او اينكه نه مͬدهد؛ را كاری انجام «اختیــار» یا
پيش ͽموض» با آتͬ قرارداد دارنــده اســت. آتͬ قراردادهای از معامله اختیار ورقه تمايز وجــه
ولــͬ مͬشود. متعهد آينده در مشخصͬ زمان در و معين قيمت با دارایی خريد به خريد»
زمــان در و معين قيمت با را پايه دارایی كه دارد را انتخاب اين ام΄ان خريــد» «اختيار دارنده
درباره كه الزاماتͬ جز به برندارد در هزينهای هيچ آتͬ قرارداد ΁ی انعقاد بخرد. آينده در معين
«قيمت يا معامله اختيار حـق هزينه بايد ســرمايهگذار ΁ی ولͬ دارد، وجــود وديعه» «حســاب

بپـردازد. را اختيـار» قـرارداد

بهره نرخ محاسبه
سادگͬ به موضوع تا کنیم شروع مثال با است بهتر بهره نرخ محاسبه چ·ونگͬ توضیح برای
اعلام ٢٠٪ ساليانه مثال برای را ساله ΁ي سپرده های بهره نرخ بانک كه وقتͬ باشد. فهم قابل
ابهامͬ هيچ معمولا˟ است، دقيق و ساده روشͬ كه بهره نرخ اندازه گيری فرمول خاطر به ͬ كند، م
٪٢٠بدين ســاليانه مركب بهره نرخ داشــت. نخواهد وجود بانکͬ سپرده بهره محاســبه مورد در
از بعد ١٠٠دلاری سپرده ΁ي و ͬ شود م محاسبه سال در بار ΁ي صورت به بهره كه معناســت،

ͬ رسد. م ١٢٠دلار به سال ΁ی

١/٢٠ × ١٠٠ = دلار١٢٠

سرمایه گذاری از حاصل سود یعنͬ ͬ شود؛ م بیان ماهه شش صورت به مرکب بهره نرخ وقتͬ
شش در مجددا اول ماهه شش بهره که شرط، این با البته است. ماه شش هر در ١٠٪ برابر

داشت خواهیم بنابراین باشد. شده سرمایه گذاری دوم ماهه

دوره پایان در سرمایه گذاری ارزش = ١٠٠ × ١٫١ × ١٫١ = دلار١٢١

سرمایه گذاری از حاصل سود یعنͬ ͬ شود؛ م بیان فصلͬ صورت به مرکب بهره نرخ که هنگامͬ
سرمایه گذاری بعد دوره های در مجددا حاصل، بهره های البته که است. ۵٪ ماه سه هر برای

داشت خواهیم لذا ͬ شوند. م

دوره پایان در سرمایه گذاری ارزش = ١٠٠ × (١٫٠۵)۴ = دلار١٢١٫۵۵

در ،R٪ سالیانه مرکب بهره نرخ با سال n برای A مبل; سرمایه گذاری فرض با کلͬ، حالت در
در سرمایه گذاری این نهایی ارزش شود، محاسبه سال در ی΁ بار به صورت بهره نرخ که صورتͬ

با است برابر سال پایان
A(١ +R)n



٣٩ فصلͬ بازارهای برای مدل ارائه

پایان در سرمایه گذاری نهایی ارزش شود، محاسبه سال در بار m صورت به بهره نرخ هرگاه و
ͬ شود. م محاسبه زیر رابطه از دوره

A
(
١ +

R

m

)mn

بیشتر مرکب بهره پرداخت دفعات تعداد یعنͬ کند، میل بی نهایت سمت به m متغیر هرگاه
محاسبه پیوسته صورت به بهره ͬ گویند م اصطلاحا کند، میل بی نهایت به سرانجام و شود
به R نرخ با سال n برای که A مبل; برای کلͬ، حالت در که داد نشان ͬ توان م است. شده

است. برقرار زیر رابطه باشد، شده سرمایه گذاری پیوسته صورت

دوره پایان در سرمایه گذاری ارزش = AeRn

است. e ≃ ٢٫٧١٨٢٨ آن در که

فصلͬ بازارهای برای مدل ارائه ٢ . ٢
‐΁بل مدل دارند، نزولͬ) یا (صعودی نمایی روندی که کالاهایی قیمت گذاری برای بازار در
ͬ کنیم م بررسͬ دارند تناوبی روند که را فصلͬ بازارهای مقاله این در است. مناسبی مدل شولز

است. آنها برای مناسبی مدل زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله ͬ کنیم م ادعا و

dXt = α sin(t)Xtdt+ σXtdWt.

از ی΄ͬ که است بازار برای مناسب مدل ΁ی ارائه مهم، اهداف از ی΄ͬ مالͬ ریاضیات در
شهرت بل΁‐شولز مدل به بازار در که است هندسͬ براونͬ مدل مدل ها شده ترین شناخته
dSt = عادی دیفرانسیل معادله در ΁ریس بدون کالای قیمت ͬ شود م فرض مدل این در دارد.
ریس΄ͬ کالای قیمت و ͬ کند م مشخص را بهره نرخ ،r ثابت عدد آن در که کند صدق rSt

براونͬ فرآیند Wt ͬ شود. م توصیف dXt = αXtdt + σXtdWt تصادفͬ دیفرانسیل معادله با
بازار تلاطم σ و هستند ثابت اعداد σ > ٠ و α Ω,F)است. , P احتمال( فضای روی استاندارد
معادله اختیارهای از بسیاری برای که است این بل΁‐شولز مدل محاسن از ͬ دهد. م نشان را
نشان تجربی شواهد اما آورد. به دست تحلیلͬ طور به را معامله اختیار قیمت تابع ͬ توان م
در علت همین به نیست. موفق چندان بازار واقعیت های با هم خوانͬ در مدل این که ͬ دهد م

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد مدل این از تعمیم هایی موارد از بسیاری
است، زیر معادله ی در Xt امیدریاضͬ حقیقت در که بل΁‐شولز مدل روند که است روشن

داریم زیرا است. نمایی
dXt = αXtdt+ σXtdWt

داریم را زیر رابطه (۵ . ١ . ٢) قضیه از درنتیجه

Xt = X٠ +
∫ t

٠
αXsds+

∫ t

٠
σXsdWs
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داریم فوق معادله طرفین از امیدریاضͬ گرفتن با حال

E(Xt) = E(X٠) + E(

∫ t

٠
αXsds) + E(

∫ t

٠
σXsdWs)

نتیجه در و
E(Xt) = x٠eαt

نزولͬ یا صعودی α مقدار به توجه با که است نمایی بازار روند بل΁‐شولز مدل در پس
ͬ شود. م

تناوبی مدل های ارائه اهمیت ٢ . ٣
صعودی روند نه مشخصͬ، زمان مدت در که ͬ شویم م مواجه مالͬ بازارهای با ͽمواق بعضͬ
این در این گونه اند. از فصلͬ بازارهای دارند. تناوبی روندی حقیقت در نزولͬ. نه و دارند
روندی فصل انتهای در و داشته صعودی روندی ابتدا (٢ . ١) ش΄ل مشابه قیمت فرآیند بازارها

ͬ شود. م تکرار همواره روند این و ͬ کند م طͬ را نزولͬ

تناوبی مدل :٢ . ١ ش΄ل

هستیم. بازارها این گونه برای مناسبی مدل یافتن دنبال به حال

شده ارائه فصلͬ مدل روابط ۴ . ٢
بازارهای در ریس΄ͬ سهام قیمت فرآیند برای مناسب تصادفͬ مدل های از ی΄ͬ * .١ . ۴ . ٢ قضیه

است. زیر فرم به فصلͬ

dXt = α sin(t)Xtdt+ σXtdWt. (٢ . ١)



۴١ شده ارائه فصلͬ مدل روابط

(۵ . ١ . ٢) قضیه و (٢ . ١) از ͬ آوریم. م بدست مفروض مدل برای را بازار کلͬ روند اکنون
داریم را زیر رابطه

Xt = X٠ +
∫ t

٠
α sin(s)Xsds+

∫ t

٠
σXsdWs.

داریم معادله طرفین از ریاضͬ امید گرفتن با

E(Xt) = E(X٠) + E(

∫ t

٠
α sin(s)Xsds) + E(

∫ t

٠
σXsdWs) (٢ . ٢)

فرآیند ͬ کنیم م محاسبه زیر صورت به را Xt خود ابتدا Xt امید آوردن دست به برای حال
Zt از اگر و است مثبت اکیدا Xt که بطوری ͬ گیریم م نظر در Zt = lnXt ش΄ل به را Z تصادفͬ

داریم ب·یریم، دیفرانسیل

dZ =
١
X
dX +

١
٢{− ١

X٢ }[dX]٢

داریم فوق معادله (٢ . ١) رابطه جاگذاری با حال

dZ = ١
X {α sin(t)Xtdt+ σXtdWt}

+ ١
٢{−

١
X٢ }{α sin(t)Xtdt+ σXtdWt}{α sin(t)Xtdt+ σXtdWt}

dZ = ١
X {α sin(t)Xtdt+ σXtdWt}

+ ١
٢{−

١
X٢ }{α٢ sin(t)٢X٢

t (dt)
٢ + (α sin(t)Xtdt)(σXtdWt)

+σ٢X٢
t (dWt)

٢}

که ͬ دانیم م [٢٨] چهارم فصل از


dt.dt = ٠

dWt.dt = ٠

dWt.dWt = dt

ͬ کنیم م بازنویسͬ را دیفرانسیل معادله ی بالا موارد گرفتن نظر در با

dZ = ١
X {α sin(t)Xtdt+ σXtdWt}+ ١

٢{−
١
X٢ }σ٢X٢

t dt

= {α sin(t)Xtdt+ σdWt} − ١
٢σ

٢dt

ͬ گیریم م نتیجه را زیر فرمول نهایت در
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dZ = (α sin(t)− ١
٢σ

٢)dt+ σdWt,

Z٠ = lnx٠.

داریم (٢ . ٢) رابطه به توجه با

Zt = lnx٠ + (α sin(t)− ١
٢σ

٢)t+ σWt (٢ . ٣)

ͬ گیریم م امید معادله از سپس و ͬ دهیم م قرار lnXt ،Zt جای به حال اولیه، فرض به توجه با

lnXt = lnx٠ + (α sin(t)− ١
٢σ

٢)t+ σWt

Xt = x٠e(α sin(t)− ١
٢σ

٢)t+σWt

⇒ E(Xt) = x٠e−α cos(t)

است. تناوبی فصلͬ، بازار کلͬ روند بنابراین

باشد. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب {Xu}u∈[s,t] کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه

dXt = µ(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt.

که زیر معادله در p آنگاه باشد. {Xu}u انتقال چ·الͬ تابع p(s, y; t, x) کنید فرض همچنین
.[٣٠ ،٢٨] ͬ کند م صدق است، معروف فوکر‐پلانک معادله به

pt(s, y; t, x) =A∗p(s, y; t, x), (t, x) ∈ (٠, T )× R

p(s, y; t, x) → δy, t ↓ s (۴ . ٢)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به A∗ عمل·ر (۴ . ٢) رابطه در

(A∗f)(t, x) = −
n∑

i=١

∂

∂xi
[µi(t, x)f(t, x)] +

١
٢

n∑
i,j=١

∂٢

∂xi∂xj
[Cij(t, x)f(t, x)].

به فوکر‐پلانک (٢ . ١)معادله ی تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای بالا، قضیه به توجه با
بود. خواهد زیر صورت

∂p

∂t
(s, y; t, x) =

١
٢
∂٢

∂x٢

[
σ٢x٢p(s, y; t, x)

]
− ∂

∂x
[α sin(t)xp(s, y; t, x)] .



۴٣ شده ارائه فصلͬ مدل روابط

نتیجه در
∂p

∂t
=

١
٢σ

٢x٢ ∂٢p
∂x٢ + (٢σ٢ − α sin(t))x

∂p

∂x
+ (σ٢ − α sin(t))p.

(Kac ‐ Feynman) .٣ . ۴ . ٢ قضیه
[٣٠ ،٢٨] باشد زیر معادله ی جواب F کنیم فرض



∂F

∂t
(t, x) + µ(t, x)

∂F

∂x
+

١
٢σ

٢(t, x)
∂٢F
∂x٢ (t, x) = ٠

F (T, x) = ϕ(x)

(۵ . ٢)

با است ارز هم فوق معادله ی

≡ Ft + µFx +
١
٢σ

٢Fxx = ٠

باشیم داشته و باشد L٢ عضو σ(s,Xs)
∂F
∂X (s,Xs) اگر


dXs = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dWs

Xt = x

(۶ . ٢)

است زیر صورت به فرمͬ دارای F آنگاه

F (t,Xt) = Et,x[ϕ(Xt)] (٢ . ٧)

اثبات
را دینکین یا ایتو عمل·ر کند؛ صدق Xt = x شرط در که ͬ گیریم م نظر در را {Xt}t فرآیند

داریم ͬ کنیم، م محاسبه {Xt}t برای

A = µ(t, x)
∂

∂x
+

١
٢σ

٢ ∂٢

∂x٢ (٢ . ٨)
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ͬ آید م در زیر فرم به ۵ . ٢ معادله ی سپس



∂F

∂t
(t, x) + A F = ٠

F (T, x) = ϕ(x)

(٢ . ٩)

F (T,XT ) = F (t,Xt) +

∫ T

t

[
∂F

∂s
(s,Xs) + µ

∂F

∂x
(s,Xs)

+
١
٢σ

٢∂٢F
∂x٢ (s,Xs)

]
ds+

∫ T

t
σ
∂F

∂x
(s,Xs)dWs

(٢ . ١٠)

داریم ایتو فرمول طبق طرفͬ از

F (T,XT )
?
= F (t,Xt) +

∫ T

t
[
∂F

∂s
(s,Xs) + A F (s,Xs)]ds+

∫ T

t
σ
∂F

∂t
(s,Xs)dWs (٢ . ١١)

داریم ٢ . ٩ رابطه ی از

F (T,XT ) = F (t,Xt) +

∫ T

t
σ
∂F

∂x
(s,Xs)dWs

ͬ گیریم م امید
−−−−−−−−→ E(F (T,XT )) = E(F (t,Xt)) +

٠︷ ︸︸ ︷
E( )

→ E(ϕ(XT )) = E(t,x)(F (t,Xt))
Xt=x
= F (t,Xt)

است. عدد ΁ی نیز F (t,Xt) پس است عدد ΁ی x ͬ دانیم م که طوری به

(٢ Kac ‐ Feynman) .۴ . ۴ . ٢ قضیه
[٣٠ ،٢٨] کند صدق زیر مرزی مسئله در F که ͬ کنیم م فرض

∂F

∂t
(t, x) + µ(t, x)

∂F

∂x
+

١
٢σ

٢(t, x)
∂٢F
∂x٢ (t, x)− rF (t, x) = ٠

F (T, x) = ϕ(x)

است زیر SDE جواب {Xs}s همچنین


dXs = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dWs

Xt = x

(٢ . ١٢)
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X که طوری به باشد، e−rsσ(s,Xs)
∂F
∂x (s,Xs) ∈ L ٢ فرآیند که ͬ کنیم م فرض همچنین

بود خواهد زیر صورت به F امید آنگاه است. تصادفͬ فرآیند ΁ی

F (t,X) = e−r(T−t)Et,x[ϕ(Xt)] (٢ . ١٣)

ͬ کنیم م محاسبه را زیر PDE حال



∂F

∂t
(t, x) +

١
٢σ

٢(t, x)
∂٢F
∂x٢ (t, x) = ٠

F (T, x) = X٢

(١۴ . ٢)

داریم (۴ . ۴ . ٢) قضیه طبق

F (t,X) = E[ϕ(XT )]

= E(X٢
T )

پس σ(t, x) = σ و µ = ٠ ،(١۴ . ٢) معادله طبق


dxs = ٠ds+ σdWs

Xt = x

(١۵ . ٢)

داشت خواهیم بنابراین

XT = x+

∫ T

t
σdWs = x+ σ(WT −Wt)

توزیع دارای نیز XT پس است N(٠, T − t) نرمال توزیع دارای (WT −Wt) اینکه به توجه با
است. σ٢(T − t) واریانس و x میانگین با نرمال

آربیتراژ فاقد بازار اگر کند. صدق (٢ . ١) مدل در شده داده بازار ͬ کنیم م فرض * .۵ . ۴ . ٢ قضیه
بود. خواهد زیر معادله ی جواب F (t, St) یعنͬ اختیار قیمت گذاری تابع باشد

Ft(t, s) + Fs(t, s) +
١
٢s

٢σ٢(t, s)Fss(t, s)− rF (t, s) = ٠

F (T, ST ) = ϕ(s).

(١۶ . ٢)

است. ΁ریس بدون دارایی بهره نرخ r از مقصود بالا مرزی مقدار مساله در
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زیر به صورت را قیمت گذاری تابع ͬ توان م Feynman − kac روش با قبل قضیه موجب به
آورد. بدست

F (t, s) = e−r(T−t)E[ϕ(s)] (٢ . ١٧)

⇒ F (t, s) = e−r(T−t)

∫ ∞

−∞
ϕ(sez)f(z)dz. (٢ . ١٨)

است (Z) ریس΄ͬ سهام قیمت شده نرمالایز فرآیند احتمال چ·الͬ تابع f اخیر عبارت در
زیر توزیع از (Z) پس ، (٢ . ٣) رابطه و قضیه این از قبل آمده دست به XT توزیع به توجه با که

ͬ کند. م پیروی

N [(r − ١
٢σ

٢)(T − t), σ
√
T − t]. (٢ . ١٩)



٣ فصل
بیمه شرکت دارایی نتایج و بررسͬ

بیمه شرکت ΁ریس ٣ . ١
ͽواق در ͬ دهیم. م ارائه بیمه شرکت ΁ریس میزان آوردن دست به برای را روشͬ فصل این در
مسئله ی برپایه آن مدل تحلیل و تجزیه و دارد بیمه پرتفوی مازاد به بستگͬ بیمه حق درآمد
این به توجه با ͬ شود. م انجام متغیر ضرایب با عادی خطͬ دیفرانسیل معادله روی مرزی
روشͬ درمقابل را بصری راه ΁ی تا ͬ دهد م اجازه ما به گرین اپراتور جبری ساختار موضوع،
پیشامد ΁ی روی مطالعه این دهیم. توسعه مجانبی کرامر و نمایی نوع حل های راه از دی·ر
و حقیقͬ آنالیز از بخش هایی به آن از قسمت هایی و است ΁ریس تئوری از ΁کلاسی نوع از
حق تئوری در [٣٧ است.[۵، نیازمند جبر همچنین و مجانبی آنالیز تابعͬ، آنالیز مختلط،
به t زمان در بیمه  سبد ΁ی از U(t) بیمه ی حق میزان عمومͬ ΁ریس مدل ،΁کلاسی بیمه ی

ͬ شود م توصیف زیر ش΄ل

U(t) = u+ ct−
N(t)∑
k=١

Xk (٣ . ١)

که است تجدید فرآیند ΁ی N(t) دریافتͬ، بیمه ی حق از ثابت نرخ ΁ی c که طوری به
توزیع های از دنباله ای (k ≥ ٠) .[٠, T ) زمانͬ فاصله ی طول در وارده ادعاهای تعداد شمارش
ͬ باشد. م fX چ·الͬ تابع با FX توزیع تابع آن ادعای اندازه ی که است (iid) هم توزیع و مستقل
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زمینه ی در مهم نکات از ی΄ͬ . ͬ دهیم م قرار زمان ادعاهای از دنباله ای را Tk(k ≥ ٠) iid
را ادعا پرتفوی، در موجود بیمه ی حق در نقاط برخͬ زمان در که است این احتمال بررسͬ

ͬ نامند. م (ورش΄ستگͬ) روین احتمال را آن که داد، نخواهد پوشش

ψ(u) = P (Tu <∞ | U(o) = u) (٣ . ٢)

و است پرتفوی اولیه سرمایه ی U(٠) = u ≥ ٠ که طوری به

Tu = inf{t ≥ ٠ : U(t) < ٠ | U(٠) = u} (٣ . ٣)

که است، انتظار مورد شده تنزیل (پنالتͬ) جریمه ی تابع ،(ψ) ͬ تر کل مقدار رابطه، این در
اتفاق ورش΄ستگͬ) (حاصل روین تاوان از قبل مازاد و روین در بودجه کسری دوی هر برای

ͬ افتد. م

Φ(u) = E
(
e−δTuω(U(Tu−, |U(Tu)|)١Tu<∞ | U(٠) = u

)
,

است. متغیره دو تابعͬ ω(x, y) پنالتͬ تابع و (تخفیف) تنزیل نرخ δ ≥ ٠ که به طوری
ͬ شود.[٩] م گرفته نظر در Gerber − Shiu تابع همان اغلب که است تابعͬ Φ(u) همچنین

͹واض این اگرچه است. شده بنا c ثابت نرخ با بیمه حق روی ΁کلاسی جمعͬ ΁ریس مدل
اغلب شود، گرفته نظر در رایج مازاد ͹سط روی وابسته بیمه ی حق مقدار با اگر که است

ͬ شود. م داده نشان زیر ش΄ل به (٣ . ١) ΁ریس فرآیند مورد، این در بود. خواهد ͬ تر واقع

U(t) = u+

∫ t

٠
p(u(s))ds−

N(t)∑
k=١

Xk (۴ . ٣)

حرکت φ(u, t) منحنͬ امتداد در قطعیت با ΁ریس فرآیند (ادعاها)، پرش ها این در بنابراین،
ͬ شود: م نتیجه زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله ی از که ͬ کند، م

∂φ

∂t
= p(u)

∂φ

∂u
; φ(u, ٠) = u. (۵ . ٣)

به وابسته بیمه ی حق برای ψ(u) درست ش΄ل اینکه برای دارد وجود کمͬ حالت های تنها
با هم·ن پواسون فرآیند ΁ی N(t) که (جایی کرامر‐لاندبرگ ΁ریس مدل بیافتد. اتفاق مازاد
روی ε بهره ی نرخ یعنͬ آن تفسیر که ، p(u) = c+ εu خطͬ بیمه ی حق تابع و است) λ شدت
ش΄ل که شده داده نشان [٢٢] در قبلا نمایی، ادعاهای مورد در دارد. وجود موجود، مازاد

بود خواهد زیر صورت به آن روین احتمال
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ψ(u) =
λε

λ/ε−١

µλ/εcλ/εexp(−µc/ε) + λε
λ/ε−١Γ(µcε ,

λ
ε )

Γ(
µ(c+ εu)

ε
,
λ

ε
), (۶ . ٣)

زمان با توسعه هایی (برای است ناقص گامای تابع Γ(η, x) =
∫∞
x tη−١e−tdt که به طوری

کرامر‐ ΁ریس مدل حقیقت، در .([۴] و [١٣ در[١٢، ͬ بینید م که روین، احتمال محدود
است زیر صورت به ، p(u) عمومͬ ی΄نواخت بیمه ی حق تابع نمایی ادعاهای با لاندبرگ

ψ(u) =

∫ ∞

u

γ٠λ
p(x)

exp{λq(x)− µx}dx, (٣ . ٧)

x > ٠ برای q(x) ≡ ∫ x
٠

١
p(y)dy و ١/γ٠ ≡ ١ + λ

∫∞
٠ p(x)−١exp{λq(x) − µx}dx که به طوری

روی΄رد مازاد، به وابسته بیمه ی حق برای چون ببینید.) [٢٣] ͬ شود.(در م فرض متناهͬ
معمول تجزیه ای روش های اگرچه و ͬ کند، نم کار تصادفͬ معادلات روی شده، ساخته احتمالͬ
رو به رو چالش ΁ی با بنابراین ͬ شوند، م پیچیده معادلات زیرا ͬ شوند م حل سختͬ به نیز

کنیم. استخراج فوق معادلات از را بهتر حل راه باید آن در که بود خواهیم
به رسیدن برای گرین اپراتور و مرزی مسئله ΁کم به را روشͬ ͬ خواهیم م ما رساله این در

است. ͬ تر کل روش های از جزئͬ روش، این که کنیم، مطرح سؤال هایمان ͺپاس
بعد اگرچه، .[٣] از را یافته رشد جبری اپراتور روش کرد خواهیم استخراج ما منظور این به
محصور ثابت ضرایب با (LODE) عمومͬ خطͬ دیفرانسیل معادلات وسیله ی به روش آنکه از
گسترش کنونͬ، مفاهیم به باتوجه را متغیر ضرایب با آمده دست به معادلات ما ͬ شود، م

داد. خواهیم
΁ریس مدل ΁ی در (Gerber − Shiu) Φ(u) تابع برای را مرزی مسئله ی ما بخش این در
آن، حل برای ͬ آوریم. م به دست دارند، منطقͬ لاپلاس تبدیل که ادعاهایی توزیع با تجدید
ما به روش این است. شده توصیف ادامه در که ͬ کنیم م استخراج را جدید نمادین روش ΁ی
مقادیر برای متغیر، ضرایب با ناهم·ن های LODE حل برای را انتگرال هایی تا ͬ دهد م اجازه
عمومͬ مجانبی بسط ΁ی ما نهایت در و بسازیم. پایدار حالت ΁ی تحت شده، داده اولیه ی

ͬ کنیم. م استخراج تجدید مدل چارچوب در شده تنزیل پنالتͬ تابع برای

شده مشتق مرزی مسئله
لاپلاس تبدیل N(t)دارای تجدید فرآیند از ورودی ادعاهای زمان با توزیع که ͬ کنیم م فرض
(گویا) منطقͬ لاپلاس تبدیل که ͬ کنیم م فرض ما مطلب، این سازی ساده برای است. منطقͬ
ش΄ل به را ثابت ضرایب با LODE ΁ی آن چ·الͬ تابع که طوری به دارد، ثابت شمارنده ی ΁ی

ͬ دهد م نتیجه زیر

L
(
d

dt

)
fτ (t) = ٠ (٣ . ٨)
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که به طوری است ، f (k)τ (t) = ٠(k = ٠, ..., n− ٢) صورت به هم·ن اولیه ی حالت های و

Lτ (x) = xn + αn−١x
n−١ + ...+ α٠. (٣ . ٩)

وقوع بین (زمان های τk ورود زمان های برای که گفت ͬ توان م کلͬ حالت در طور همین
دیفرانسیل معادله در که هستند fτ چ·الͬ تابع دارای ͬ افتند) م اتفاق ها Tk بین که ادعا هر
حاصل ضرب به را معادلات این ͬ توانیم م همچنین ͬ کند. م صدق ثابت ضرایب با معمولͬ

داریم. را زیر رابطه بالا مرتبه دیفرانسیل معادله هر برای یعنͬ کنیم، تجزیه اول فاکتور های

L
(
d

dt

)
fτ (t) =

n∑
j=٠

αj
dj

dtj
fτ (t) =

n∏
i=١

(
d

dt
+ βi

)
fτ (t) = ٠. (٣ . ١٠)

باشد. برقرار زیر رابطه یعنͬ هم·ن، اولیه شرایط و
f
(k)
τ (٠) = ٠ , (k = ٠, ١,٢, . . . , n− ٢)

f
(n−١)
τ (٠) = α٠

(٣ . ١١)

است. شده آورده زیر در که ناهم·ن اولیه شرایط یا
f
(k)
τ (٠) =Mk , (k = ٠, ١,٢, . . . , n− ٢)

f
(n−١)
τ (٠) = α٠

(٣ . ١٢)

هم·ن شرایط را باشند.(٣ . ١١) متمایز ها βi ندارد لزومͬ که ،βi ∈ C و αn = ١ و αi ∈ R که
چ·الͬ تابع ΁ی fτ همچنین است. f (n−١)

τ اولیه شرایط در آن ناصفر مقدار تنها چون گوییم،
این با معادل کند، صدق (٣ . ١٠) در چ·الͬ تابع اگر است. ΁ی برابر آن انتگرال یعنͬ است،

است. گویا تابع ΁ی دارای آن لاپلاس تبدیل ب·وییم که است
استخراج Φ(u) برای را زیر دیفرانسیل ‐ انتگرال معادله ی و [٧] از ͬ کنیم م استفاده

ͬ کنیم. م

L∗
τ (p(u)

d

du
− δ)Φ(u) = α٠(

∫ u

٠
Φ(u− y)dFX(y) + ω(u)), (٣ . ١٣)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به که L از کم΄ͬ اپراتور L∗
τ که به طوری

L∗
τ (x) = Lτ (−x) = (−x)n + αn−١(−x)n−١ + ...+ α٠ (١۴ . ٣)

تابع با صورت این در دارد، منطقͬ لاپلاس تبدیل ΁ی ادعا توزیع اندازه که ͬ کنیم م فرض
داشت خواهیم را زیر LODE معادله ،fX چ·الͬ
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LX(
d

dy
)fX(y) = ٠ (١۵ . ٣)

که به طوری ، f (k)X (x) = ٠ (k = ٠, ...,m− ٢) که حالͬ در

LX(x) = xm + βm−١x
m−١ + ...+ β٠ .

مرتبه ی LODEبا ΁ی باشد، تصادفͬ ضرایب با (١٢٬٣) دیفرانسیل‐انتگرال معادله که وقتͬ
ͬ شود م زیر ش΄ل به m+ n

TΦ(u) = g(u) (١۶ . ٣)

است زیر ش΄ل به T دیفرانسیل اپراتور که طوری به

T = LX(
d

du
)L∗

τ (p(u)
d

du
− δ)− α٠β٠ (٣ . ١٧)

با است برابر (١۶ . ٣) معادله ی راست طرف البته و

g(u) = α٠LX(
d

du
)ω(u), (٣ . ١٨)

باشد ω = ١ و δ = ٠ اگر است. ω(u) = ∫∞
٠ ω(u, y−u)fX(y)dy بالا فرمول در که طوری به

ͬ شود. م تبدیل روین احتمال برای مدرنͬ بسیار معادله ی به (١۶ . ٣) معادله ی آنگاه
خود به را مختلفͬ حالت های p معین توابع برای فوق معادلات که است ذکر به لازم
تبدیل ثابت ضرایب با معادله ای به را معادله p(u) ≡ c خاص، مورد در مثال برای ͬ گیرند. م
معادله ی همان ͽواق در و m+ n درجه ی از آن مشخصه ی چندجمله ای که طوری به ͬ کند، م
است، σi حل راه m دارای جمله ای چند این δ > ٠ برای که ͬ دهد م نشان این است. لاندبرگ
در را آن ͬ توانیم م مثال برای مثبت، حقیقͬ بخش با ، pi حل راه n و منفͬ، حقیقͬ بخش با

ͬ گیریم م نتیجه [٣] از ببینیم. [١۵] و [١۴]

Φ(u) = γ١e
σ١u + ...+ γme

σmu +Gg(u), (٣ . ١٩)

داشت خواهیم و هستند، معین اصلͬ مقادیر با γiها که به طوری

Gg(u) ≡
m∑
i=١

n∑
j=١

cij

(∫ u

٠
eσi(u−ξ) +

∫ ∞

u
eρj(u−ξ) + eσiu

∫ ∞

٠
e−ρj(ξ)

)
g(ξ)dξ (٣ . ٢٠)
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به ͬ شود، م تعریف مرزی هم·ن حالت های با (١۶ . ٣) ناهم·ن LODE برای گرین اپراتور
داریم که طوری

cij = −
m∏

k=١k ̸=i

(σi − σk)
−١

n∏
k=١k ̸=j

(ρj − ρk)
−١(ρj − σi)

−١. (٣ . ٢١)

Φ(k)(٠) (k = ٠, ...,m − ١) اصلͬ حالت های از است عبارت (١۶ . ٣) معادله ی مرزی حالت
وسیله ی به که Φ(∞) = ٠ پایدار حالت و ͬ شود، م تعیین دیفرانسیل‐انتگرال معادله از که
در که ͬ کنیم م فرض ما ثابت، ضرایب موارد با مقایسه در ͬ شود. م تأمین مدل فرض های
دارد. وجود rj(u) ناپایدار حالت n و si(u) پایدار حل راه m ،(١۵٬٣) فرمول پایه ای سیستم
این با f(u) → ∞ اگر است ناپایدار و f(u) → ٠ اگر است پایدار f(u) حل راه اینجا در
از کامل دنباله ای برای را t١, ..., tm+n دنباله ی ͬ گیریم م نظر در باشد. u → ∞ که شرط
، ωk ≡ W [t١, ..., tk] متوالͬ رونس΄ین های ما همچنین و ، s١, ..., sm, r١, ..., rn حل های راه
حال ͬ کنیم. م فرض صفر غیر و R+ = [٠,∞) بازه ی روی را همه که ، k = ١, ...,m + n برای
بیمه ی حق برای [٣] از را انتظار مورد ضرایب جبری اپراتور ادامه در فرض ها، این به توجه با

ͬ شود م تبدیل زیر ش΄ل به (١۶ . ٣) عمومͬ حل راه و ͬ دهیم، م توسعه وابسته

Φ(u) = γ١s١(u) + ...+ γmsm(u) +Gg(u),

LODE برای گرین اپراتور نیز Gg(u) و هستند معین اصلͬ مقادیر با γiها که به طوری
در باشد. غیرثابت p(u) که است زمانͬ این اما است، هم·ن مرزی حالت با (١۶ . ٣) ناهم·ن
تعمیم آن برای را جدید روش ΁ی ما و نیست قبول قابل دی·ر (٣ . ٢٠) فرمول ارائه ی نتیجه،

داد. خواهیم

راه دارای اصلͬ، سیستم ΁ی چ·ونه اینکه مورد تذکردر ΁ی با ͬ دهیم م ادامه را بخش این
حل های راه از مجانبی آنالیز به را ما موضوع این کلͬ به طور است. ناپایدار و پایدار حل های
΁ی موجودیت که p(u) روی حالت های ͬ توان م [٨] به توجه با ͬ رساند. م هم·ن معادلات
معین را ضرایب از ساختاری حالت ها این که کرد مشخص ͬ کند، م تأمین را اصلͬ سیستم
(مقادیر) با سرعت) (به شدن هم·را حالت: دو از عبارت اند حالت ها این که به طوری ͬ کند. م

.(١۶ . ٣). ثابت

نمونه، برای است. وابسته p(u) بیمه ی حق تابع به قطعا ضرایب هم·رایی سرعت اگرچه
با LODE به ثابت تقریبا ضرایب با LODE که دید p(u) = ce

ε/u [٢٩] از ۵٬۴ مثال در ͬ توان م
است. [٣])هم·را در شده ثابت(داده ضرایب
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گرین اپراتور روش
u متغیر روی Gerber − Shiu تابع محاسبه ی برای اصلͬ وظیفه ی که دیدیم ما قبل بخش در
شامل که هم·ن مرزی شرایط با (١۶ . ٣) ناهم·ن LODE برای G گرین اپراتور تعیین برای
ما حال است. Φk(∞) = ٠ پایدار حالت و (k = ٠, ...,m − ١) و Φk(٠) = ٠ از پایدار حالت های
و تصادفͬ ضرایب با عمومͬ LODE ΁ی برای که دهیم ارائه را نمادین روش ΁ی ͬ خواهیم م
نوع از را مرزی مسئله ی دی·ر، عبارت به ͬ کند. م ایجاد G (اپراتور) ΁ی هم·ن مرزی شرایط

ͬ کنیم م فرض زیر عمومͬ


TΦ(u) = g(u),

Φ(٠) = Φ′(٠) = · · · = Φ(m−١)(٠) = ٠ and Φ(∞) = ٠,
(٣ . ٢٢)

دیفرانسیل اپراتور ΁ی T ≡ Dm+n+cm+n−١(u)Dm+n−١+ ...+c١(u)D+c٠(u) که به طوری
تحت Dاست. ≡ d

du و هستند.) (ی΄تا) واحد نرمال ضرایب عمده  ی (و تصادفͬ ضرایب با خطͬ
اصطلاح به تابع روی خطͬ وابسته ی و فرد منحصربه (٣ . ٢٢) از راه حلͬ شده، بیان شرح شرایط
است. (٣ . ٢٢) از G گرین خطͬ اپراتور ΁ی g 7−→ Φ انتقال رو این از است. موجود g(u) شدت

گرفت. نتیجه نظر مورد دیفرانسیل فرمول از فورا ͬ توان م را زیر قضیه ی

با است برابر Gerber − Shiu تابع .٣ . ١ . ١ قضیه

Φ(u) = γ١s١ + · · ·+ γmsm(u) +Gg(u), (٣ . ٢٣)

هستند. شده تعریف نیز γiها وضرایب است گرین اپراتور (٣ . ٢٢) فرمول Gبرای که به طوری

بیاوریم بیاد دهید اجازه ،G از آمده وجود به روشن روش از جدیدمان روش توصیف برای
از ما ci(u) ≡ ci ثابت ازضرایب خاص مورد برای .[٣] در بود شده انجام کار این چ·ونه که
و A =

∫ u
٠ , B =

∫∞
u خاص اساسͬ اپراتورهای در کرد، خواهیم استفاده اینجا در روش همان

فاکتور با مهم بسیار ایده ی اساسͬ، اپراتورهای بردن ب΄ار F = A+ B =
∫∞

٠ محدود انتگرال
ش΄ل به گرین اپراتور

G = (−١)nAσ١ · · ·AσmBρ١ · · ·Bρn , (٢۴ . ٣)

که ρi و σi با Bρ ≡ eρxBe−ρx و Aσ ≡ eσxAe−σx صورت به اپراتورها فاکتور که به طوری
و مسئله تجزیه ی ما استراتژی که باشد یادمان نیز نکته این ͬ شوند. م تعریف شد، بیان قبلا

بود. B با ناپایدار برای و A پایه ی اپراتور با پایدار نماهای داشتن نگاه
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،[٢٠] در شده بیان نتایج از استفاده با کرد. بررسͬ (٣ . ٢٢) معادله روی ͬ توان م را ایده این
T دیفرانسیل اپراتور بتواند اگر شود، ش΄سته پایه اپراتورهای به کاملا ͬ تواند م گرین اپراتور هر
به صورت را اولیه و اصلͬ سیستم ΁ی ͬ گیریم م نظر در کند. تجزیه اول مرتبه فاکتورهای به را
ωk(u) ̸= ٠(k = ١, ...,m + n) رونس΄ین تابع از استفاده با t١, ..., tm+n = s١, ..., sm, r١, ..., rn

انجام شده توصیف مشهور تکنی΁ های با همیشه ͬ تواند م T از فاکتورگیری ،u ∈ R+ هر برای
ͬ شود. م مشاهده نمونه هایی [٢۴] و [١٨] در وهمینطور از[١۶] ١٨ فرمول در مثال برای شود،
،(٢۴ . ٣) با مشابه روش ΁ی در را G کنیم تجزیه ͬ توانیم م ما فاکتورگیری، این از استفاده با
طور به و شود جای·زین si و A روی شده بنا پیچیده تر اپراتورهای با باید Aσi اینکه از غیر به
از اجتناب برای شود. جای·زین نیز rj و B مناسب اپراتورهای وسیله ی به Bρj برای مشابه

باشد. m,n > ٠ کلͬ طور به که ͬ کنیم م فرض چندحالتͬ و اشتباه موارد

Gs = که حالͬ در G = GsGr صورت به شده داده (٣ . ٢٢) از گرین اپراتور .٣ . ١ . ٢ قضیه
با و Gr = (−١)nBr١ , ..., Brn و As١ , ..., Asm

Ati = Asi =
ωi

ωi−١
A
ωi−١
ωi

for ١ ⩽ i ⩽ m,

Btj = Brj−m =
ωj

ωj−١
B
ωj−١
ωj

form+ ١ ⩽ j ⩽ m+ n,

ͬ گیریم. م نظر در ω٠ = ١ راحتͬ برای

داده اول مرتبه اپراتورهای با T = Trn ...Tr١Tsm ...Ts١ فاکتورگیری از اثبات برای اثبات.
ͬ کنیم م استفاده زیر صورت به شده

Tti = Tsi =
ωi−١
ωi

T
ωi

ωi−١
for ١ ⩽ i ⩽ m,

Ttj = Trj−m =
ωj−١
ωj

T
ωj

ωj−١
form+ ١ ⩽ j ⩽ m+ n.

G پس (٣ . ٢٢) و (١۶ . ٣) طبق و G = As١ · · ·Asm(−Br١) · · · (−Brn) که است روشن این
هستند. D از صحیح معکوس −B و A دوی هر زیرا است، T اپراتور از صحیح معکوس ΁ی
Φ مشتق ͬ کند. م ثابت را مرزی حالت های Φ = Gg که ͬ دهند م نشان (بقایا) نتایج این
h.(A · · · g) فرم به درایه ها همه ی که مجموع عبارت ΁ی در ͬ دهد م نتیجه ،mزمان های کمتراز
در پس h(٠).(∫ ٠

٠ · · · g) = ٠ صورت به بازدهͬ هر ارزیابی ͬ باشند؛ م h توابع بعضͬ برای ،
محاسبه  دادن نشان برای است. شده اثبات بودن هم·ن ابتدایی، حالت های برای ͽواق
که به طوری Φ = As١ = g̃ ͬ نویسیم: م ما همچنین، نیز Φ(∞) = ٠ (پایدار) ثابت حالت

بنابراین و است Φ = s١As
−١
١ g̃ آنگاه ͬ شود. م تعریف g̃ ≡ As٢ · · ·AsmGrg
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Φ(∞) = s١(∞)

∫ ∞

٠
s١(u)

−١g̃(u)du = ٠

□ است. s١(∞) = ٠ و شده فرض هم·را انتگرال زیرا
توابع همه ی ͬ کنیم م فرض بعد، به این از همینطور و بالا قضیه برای که باشید داشته توجه
خواهد برقرار (این دارند نامحدود انتگرال های همه  که طوری به هستند، شده انتخاب لازم
برای است دلیلͬ همچنین این ͬ شود). م استفاده ما بحث در که مواردی همه ی برای بود
حال هستند. شده ترکیب ،A اپراتورهای در si برای بیشتر نسبتا و B اپراتورهای در rjها اینکه
تغییر بیشتر را نقاط این نباید کنیم، تمرکز نمادین جنبه های روی اینجا در ͬ خواهیم م ما چون

دهیم.
ضربی فرم صورت به (٣ . ٢٢) از را گرین اپراتور ͬ توانیم م اکنون ما و ͬ شویم نم جزئیات وارد

بنویسیم زیر

G =
ω١
ω٠
C١
ω٠ω٢
ω٢

١
C٢

ω١ω٣
ω٢

٢
C٣ · · ·Cm+n−١

ωm+n−٢ωn

ω٢
m+n−١

Cm+n
ωm+n−١
ωm+n

, (٢۵ . ٣)

m+١ ⩽ i ⩽ m+n برای −B و ١ ⩽ i ⩽ m که طوری به A برای جای·زین Ciها که به طوری
تجزیه ی به هستیم مایل ما رساند، Φ(u) فرم برای روشͬ به قبلا را ما این اگرچه هستند.

ͬ بینیم. م [٣] در را آن فقط ما که ،(٢۵ . ٣) از انتگرال m+ n به واحد انتگرال
سیستم بنابراین نداریم، ناپایداری حل راه هیچ که ͬ کنیم م فرض لحظه ΁ی برای ابتدا، در
دهیم، انجام پایدار حالت با را توزیع باید ما مورد، این در است. s١, ..., sm صورت به تنها اصلͬ
که ͬ گیریم م نتیجه پس ͬ گیریم. م نظر را (٣ . ٢٢) در پایدار ابتدایی حالت های تنها بنابراین
چ·ونه ساده تر، ش΄ل به است. B از رخدادی هیچ بدون ،A اپراتورهای شامل تنها گرین اپراتور
از خطͬ ترکیب ΁ی به وسیله ی (٢۵ . ٣) در را C١...Cm = A انتگرال اپراتورهای تا) m) ͬ توان م
سوال این به ͬ شوند)؟ م ترکیب واحد A با ضرب کرد(اپراتورهای حل واحد انتگرال گیری های
[١٧] در که اپراتورهایی با موضوع این که ، ͬ شود م داده ͺپاس ثابت ها در تغییرات فرمول با

ͬ شود. م بازنویسͬ است، شده داده نشان

(٣ . ٢٢) از گرین اپراتور ، TΦ = ٠ هم·ن معادله برای باشند پایه s١, ..., sm اگر .٣ . ١ . ٣ قضیه
ͬ شود م نتیجه زیر صورت به

Gs = s١A
dm,١
ωm

+ · · ·+ smA
dm,m

ωm
, (٢۶ . ٣)

کردن جای·زین وسیله ی به dm,i و است s١, · · · , sm از رونس΄ین دترمینان ωm که طوری به
ͬ شود. م نتیجه ωm وسیله ی به واحد بردار m‐امین با ستون i‐امین
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شرایط دارای که است TΦ = g از خاص حل راه ΁ی Φ = Gg معادله ی دی·ر، ت عبار به
حالت ما معادله ی در است. فردی به منحصر و Φ(٠) = Φ′(٠) = · · · = Φ(m−١)(٠) = ٠ اصلͬ
است. برقرار si(∞) = ٠ رابطه i = ١, · · · ,m همه ی برای زیرا دارد، وجود Φ(∞) = ٠ پایدار
T از s١, · · · , sm پایه ای سیستم هر برای (٢۶ . ٣) معادله ی که دانست باید را نکته این ولͬ
شده ارائه مرزی مسئله ی مقدار برای خاص حل راه ΁ی منظور این است،به معتبر و درست

است). پایداری حالت بدون (٣ . ٢٢) معادله ی (منظور است
ازای به که t١, · · · , tm+n پایه ای سیستم که جایی ͬ رویم، م عمومͬ معادله سراغ به ما حالا
تش΄یل r١, · · · , rn ناپایدار حالت های از n ⩾ ١ ازای به و s١, · · · , sm پایدار حالت های از m ⩾ ١
به ما اینکه استثنای به دارد (٢۶ . ٣) به شبیه نمایی ΁ی گرین اپراتور مورد این در است. شده
تراز برای را F انتگرال های ما همینطور و داریم نیاز A اپراتورهای با ترکیب در B اپراتورهای

ͬ کنیم. م تعریف B و A اپراتورهای کردن(بالانس)
است. شده استفاده [١٧ ،٢٩ ،٩ ،۴ ،٣] منابع از قسمت این مطالب برای

ͬ کنیم م تعریف را زیر ثابت های  ابتدا .۴ . ٣ . ١ قضیه

αi,j =
di,m+j(٠)
ωm+j−(٠)١

(٣ . ٢٧)

aj = α١,js١ + · · · + αm,jsm توابع که طوری به i = ١, · · · ,m + n و j = ١, · · · , n ازای به
بازگشتͬ رابطه ی وسیله ی به ã١, · · · , ãm توابع و ؛ j = ١, · · · , n برای

از گرین اپراتور آنگاه ͬ آیند. م دست به ã١ = a١, ãj = aj − αm+١,j ã١ − · · · − αm+j−١,j ãj−١

ͬ شود م حاصل زیر صورت به (٣ . ٢٢)

G =

m+n∑
i=١

tiCi
di,m+n

ωm+n
−

n∑
j=١

ãjF
dm+j,m+n

ωm+n
, (٣ . ٢٨)

−B با برابر m+ ١ ⩽ i ⩽ m+ n هر برای و A با برابر ١ ⩽ i ⩽ m هر برای Ci که طوری به
است.

از ساده تری روش های که است ذکر به لازم البته است. آمده پیوست آ در قضیه این اثبات
دارد. وجود آمده، (۴ . ٣ . ١) قضیه ی در که ã١, · · · , ãn توابع دنباله ی

محاسبه T ã = a معادله ی حل وسیله ی به ͬ توانند م (۴ . ٣ . ١) قضیه در ãj توابع .۵ . ٣ . ١ قضیه
صورت به آن معادله ی و بوده مثلثͬ پایین ماتریس T که به طوری شوند،

Tjk =


αm+k(j) j > k

١ j = k

٠ otherwise
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به اگرچه هستند. a١, · · · , an و ã١, · · · , ãn ورودی با ستون ها ترتیب به a و ã که حالͬ در
jام ستون جای·زینͬ از شده حاصل ماتریس Tj که به طوری ãj = detTj/detT داریم ما وضوح

است. a با T ماتریس از

از که داریم j > ١ برای αm+١,j ã١ + · · ·+αm+j−١,j ãj−١ + ãj = aj تعریف به توجه با اثبات.
حالͬ در است، مشخص وضوح به T ã ماتریس از سطر j‐امین اما ͬ شود. م حاصل ãj تعریف

□ ͬ کند. م ثابت را سطر اولین ã١ = a١ اساسͬ و بازگشتͬ معادله ی که
s١, · · · , sm, r١, · · · , rn وسیله ی به شود محاسبه آسانͬ به ͬ تواند م ã١, · · · , ãn توابع فرم، هر در

ͬ دهد. م نتیجه (٣ . ٢٢) معادله  از گرین اپراتور برای را دی·ر فرم ΁ی (٣ . ٢٨) معادله و
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تجدید ΁ریس مدل برای جانبی نتایج
،l و k توابع بعضͬ که دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه، در

جا همه تقریبا که کنید فرض . k(u) ∼ l(u) آنگاه ، باشیم داشته را limu→∞
k(u)
l(u) = ١ اگر که

[۵ ،٣۵] باشند داشته گویا لاپلاس تبدیل ادعا اندازه ی توزیع و ورودی ادعای توزیع دوی هر
که ͬ کنیم م فرض ͬ کند. م اثبات را و(٣ . ٨) (١۵ . ٣) های ODE ترتیب به آن ها  ͬ چ·ال تابع .

داریم آنگاه باشند، ti(u) ∼ uβieyiu ش΄ل به (١۶ . ٣) معادله از جا، همه تقریبا ، حل هایی راه

ti(U) ∼ exp{Aηi(u)}, i = ١, · · · ,m+ n (٣ . ٢٩)

داریم که طوری به

ηi(u) ∼ yi +
βi
u
, i = ١, · · · ,m+ n (٣ . ٣٠)

و

ym < · · · < y١ ⩽ ٠ < ym+١ < · · · < ym+n (٣ . ٣١)

نیستند.) حدودی مقدارهای ها ηi)

و p(u) = c + ١
١+εu

و p(u) = c + εu بیمه حق توابع برای که کنید توجه .٣ . ١ . ١ ملاحظه
ͬ شود. م انجام (٣ . ٣١) و (٣ . ٢٩) با مشابه ti نیز p(u) = ceε/u تابع همچنین

در که αjk و شده معرفͬ (٣ . ٢٣) در که γk با hk = γk −
∑n

j=١ αjkF
dm+j,m+n

ωm+n ثابت های
تعریف را زیر معادله ما {١, · · · ,m+ n} روی φ جای·شت ΁ی برای است. شده تعریف (٣ . ٢٧)

ͬ کنیم م

πi =

∑
φ(i)=m+n

(−١)sgnφ ∏
k ̸=i

y
φ(k)
k

∑
φ
(−١)sgnφ

m+n∏
k=١

y
φ(k)
k

است. φ (پارامتر) علامت تابع با برابر sgnφ که طوری به

(٣ . ٣١) و (٣ . ٢٩) معادلات به توجه با آنگاه ، ν > −y١ برای g(u) ∼ e−νu اگر .۶ . ٣ . ١ قضیه
داشت خواهیم را زیر (تقریبی) مجانبی بسط

Φ(u) ≈
m+١∑
i=١

ϑi(u) (٣ . ٣٢)
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و i = ١, · · · ,m هر برای ϑi(u) = hisi(u) که حالͬ در

ϑm+١(u) ∼
m+n∑
i=١

πi
yi + ν

g(u).

.k = ١, · · · ,m هر برای limu→∞
Φ(u)−

∑k
i=١ ϑi(u)

ϑk+١(u)
= ١ ب·وییم ما اینکه با است برابر این

اثبات
داریم (٣ . ٣٠) و (٣ . ٢٩) معادلات به توجه با

ti(U) ∼ exp{A(yi +
βi
u
)}

استفاده دترمینان برای لایبنیتزس فرمول و (٣ . ٢٨) معادله از حل برای . tki (u) ∼ yki e
Aηi(u)

و ϑk(u) = lktk(u) معادله با را (٣ . ٣٢) بسط محاسباتͬ، انجام با سپس ͬ کنیم. م

ϑm+١(u) =
m+n∑
i=١

πiti(u)Ci
g

ti
(u).

□ ͬ شود. م کامل اثبات هوپیتال قاعده از استفاده با
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آ  پیوست
آ  پیوست

نیاز مورد قضایای و لم ها آ  . ١
بیان ͬ شود، م رونس΄ین دترمینان به مربوط که زیر لم ابتدا (۴ . ٣ . ١) قضیه ی اثبات برای

ͬ کنیم. م

داریم ١ ⩽ i ⩽ k ⩽ m+ n هر برای را زیر معادله ی ما آ  . ١ . ١. لم

(
di,k+١
ωk

)′ = −di,k
ωk+١
ω٢
k

اثبات.
همه که ͬ کنیم م یادآوری دهیم. نشان را di,k+١ω′

k − d′
i,k+١ωk = di,kωk+١ باید اکنون ما

t١, · · · , tm+n هر برای W رونس΄ین ماتریس از کوچ΄تر فرمول، این در شده استفاده عبارات
از کوچ΁ تر ماتریس های برای یعنͬ W i١,··· ,il

j١,··· ,jl (قراردادکنیم) بنویسیم ب·ذارید بنابراین است.
ωk = داریم ما که وقتͬ باشد. شده حذف آن ها i١, · · · , il ردیف و j١, · · · , jl ستون که W

صورت به مشتق هایشان آنگاه ، di,k = (−١)i+kW i,k+١
k,k+١ و di,k+١ = (−١)i+k+١W i

k+١ و W k+١
k+١

این از ما که باشید نظاره گر همچنین بود. خواهد ω′
k = W k+١

k و d′
i,k+١ = (−١)i+k+١W i

k

را ردیف اخرین اگر باشد مشتق پذیر ͬ تواند م رونس΄ین دترمینان که ͬ کنیم م استفاده واقعیت
با عبارت کردن ضرب کنید. مراجعه [١١] به ͬ توانید م مثال برای کنیم. جای·زین آن مشتق با
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دهد، نشان را W i
kW

k+١
k+١W

i
k+١W

k+١
k = W i,k+١

k,k+١.detW رونس΄ین تساوی تا دارد وجود (−١)i+k

[٢١] در مثال برای که است سیلوستر از ΁کلاسی معادله یه ͬ کنید م مشاهده که فرمولͬ که
□ ͬ بینید. م

(برای است. (٣ . ٢٨) معادله در تو در تو انتگرال های بردن بین از برای ابزاری فوق لم
وارونه ، di,kωk+١/ω٢

k
از شده ارائه انتگرال مانند ͬ توان م را آن که باشید داشته توجه آن، دیدن

خواند.)

(٣ . ١ . ٣) قضیه ی به قضیه باشد، n = ٠ اگر که بسپارید خاطر به (۴ . ٣ . ١) قضیه اثبات
داریم (٣ . ١ . ٢) قضیه طبق اکنون ما ͬ کنیم. م فرض را n > ٠ بنابراین ͬ شود. م تبدیل

G = (−١)nAs١ · · ·AsmBr١ · · ·Brn ,

ͬ کنیم م اثبات ما بندی تقسیم این اساس بر اینجا، در شده گرفته ب΄ار ازنکات استفاده با
گرفتن ب΄ار با ͬ دهیم. م قرار n = ١ ابتدا صورت این در .n روی استقرا وسیله به را (٣ . ٢٨)

داریم n = ١ حالت برای (٣ . ١ . ٣) قضیه

G = Gs

(
−Br١

)
=

 m∑
i=١

siA
dm,i

ωm

 ωm+١
ωm

−B
ωm

ωm+١
=

m∑
i=١

siA

(
−dm,i

ωm+١
ω٢
m

)
B

ωm

ωm+١
,

عبارت [١٩] از ما حالا داد. ارائه پرانتز داخل عبارت برای (dm+١,i/ωm)
′ ͬ توان م (آ  . ١ . ١) از و

ͬ کنیم. م استفاده f دلخواه تابع برای را AfB = A(
∫ u

٠ f) + (
∫ u

٠ f)B نظر مورد
با ͬ شود م جای·زین پرانتز داخل عبارت

A
dm+١,i
ωm

+
dm+١,i
ωm

B − α١,iF,

داشت خواهیم نهایت در ما بنابراین

G =

m∑
i=١

(
siA

dm+١,i
ωm+١

+ si
dm+١,i
ωm

B
ωm

ωm+١
− α١,isiF

ωm

ωm+١

)
.

،همانطور ͬ کنیم م خارج را −r١dm+١,m+١ با است برابر که ،∑i sidm+١, i فاکتور ادامه در
طول در را کار این سپس و ابتدا در ͬ کنیم م جای·زین ωm+١ بجای آخر ردیف با ͬ بینید، م که
ͬ شود م ساده مجموع متوسط همینطور و ، dm+١,m+١ = ωm اما ͬ دهیم. م بسط ردیف آخرین
عبارت سوم مجموع در شود. اضافه ابتدایی مجموع به است مم΄ن و r١(−B)dm+١,m+١/ωm+١ با
دست به نهایت در ما بنابراین ͬ گیریم. م مشترک) (عامل فاکتور را ∑i α١,isi = a١ ما فوق،

ͬ آوریم م
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G =

m+١∑
i=١

tiCi

dm+١,i
ωm+١

− ã١F
dm+١,m+١
ωm+١

,

برای را (٣ . ٢٨) معادله اکنون است. n = ١ ازای به (٣ . ٢٨) همان شده حاصل عبارت که
ریاضͬ استقرای قضیه از استفاده ͬ کنیم.با م ثابت n + ١ برای را آن سپس و ͬ کنیم م فرض n

ͬ آوریم م دست مابه
G = (−١)nAs١ · · ·AsmBr١ · · ·Brn(−Brn+١)

=

(
m+n∑
i=١

tiCi
di,m+n

ωm+n
−

n∑
j=١

ãjF
dm+j,m+n

ωm+n

)
ωm+n+١
ωm+n

(−B) ωm+n

ωm+n+١

=
m+n∑
i=١

tiCi

(
−di,m+n

ωm+n+١
ω٢
m+n

)
B ωm+n

ωm+n+١

−
n∑

j=١
ãjF

(
−dm+j,m+n

ωm+n+١
ω٢
m+n

)
B ωm+n

ωm+n+١
.

دو با را عبارت ͬ توان م ،n جای به n + ١ دادن قرار با دیدیم، لم(آ  . ١ . ١) در که همانطور
دست به معادله، دومین برای را (dm+n+١,m+j/ωm+n)

′ و اول معادله برای را (dn+m+١,i/ωm+n)
′ پرانتز

بعلاوه ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد پایه حالت برای AfB (اصل) عبارت این، بر علاوه آوریم.
FfB = F

(∫∞
٠ f

) و BfB =
(∫∞

u f
)
B − B

(∫∞
u f

) (اصل) عبارت که داریم نیاز اکنون ما
کنیم جای·زین را f که وقتͬ ͬ گیریم. م نتیجه [١٩] از را ارتباط این که دهیم، ارتباط هم با

ͬ شود م تبدیل زیر ش΄ل به عبارت

AfB = A
dm+n+١,i
ωm+n

+
dm+n+١,i
ωm+n

B − αn+١,iF,

BfB = B
dm+n+١,i
ωm+n

− dm+n+١,i
ωm+n

B

نوشت ͬ توان م اول عبارت برای

FfB =
Fdm+n+١,m+j

ωm+n
− αn+١,m+jF

ͬ کنیم م تقسیم مجموع دو به را مجموع اولین ما عبارت، دومین جای به
m∑
i=١

si

(
A

dm+n+١,i
ωm+n

+
dm+n+١,i
ωm+n

B − αn+١,iF
)

ωm+n

ωm+n+١
, (∗)

n∑
j=١

rj

(
dm+n+١,m+j

ωm+n
B −B

dm+n+١,m+j

ωm+n

)
ωm+n

ωm+n+١
. (∗∗)
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داریم (*) اولͬ مجموع عبارت در

m∑
i=١

siA
dm+n+١,i
ωm+n+١

+

(
m∑
i=١

sidm+n+١,i

)
/ωm+nB

ωm+n

ωm+n+١

−

(
m∑
i=١

αn+١,isi

)
F ωm+n

ωm+n+١

مورد عبارت کردن محاسبه برای قبل همانند را کننده تعیین بسط همان ͬ توانیم م ما
ببریم. ب΄ار نظر،

m∑
i=١

siA
dm+n+١,i
ωm+n+١

+

(
−rn+١ −

n∑
j=١

rj
dm+n+١,m+j

ωm+n

)
B ωm+n

ωm+n+١

−an+١F
ωm+n

ωm+n+١

=
m∑
i=١

tiCi
dm+n+١,i
ωm+n+١

+ tm+n+١Cm+n+١
dm+n+١,m+n+١

ωm+n+١

−
n∑

j=١
rj

dm+n+١,m+j

ωm+n
B ωm+n

ωm+n+١
− an+١F

ωm+n

ωm+n+١
;

داریم (**) دومͬ مجموع در

n∑
j=١

rj
dm+n+١,m+j

ωm+n
B

ωm+n

ωm+n+١
+

m∑
i=١

tm+jCm+j

dm+n+١,m+j

ωm+n+١
.

آخرین درون مجموع اولین ͬ کنیم، م ترکیب باهم را پایین تر و بالاتر درجه با قسمت های
داشت خواهیم نتیجه در ͬ شود. م حذف قبلͬ عبارت درون مجموع دومین با عبارت

m+n+١∑
i=١

tiCi

dm+n+١,i
ωm+n+١

− an+١F
ωm+n

ωm+n+١
.

یعنͬ کنیم، محاسبه G برای فوق عبارت در را دوم مجموع تا دهید اجازه ما به اکنون

−
n∑

j=١
ãjF

(
−dm+j,m+n

ωm+n+١
ω٢
m+n

)
B ωm+n

ωm+n+١

=
n∑

j=١
ãj

(
αn+١,m+jF − F

dm+n+١,m+j

ωm+n

)
ωm+n

ωm+n+١

=

(
n∑

j=١
αn+١,m+j ãj

)
F ωm+n

ωm+n+١
−

n∑
j=١

ãjF
dm+n+١,m+j

ωm+n+١
,
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ͬ شود. م an+١ − ãn+١ با برابر پرانتز درون عبارت ، ãj تعریف به توجه با که طوری به
آوریم دست به را حاصل ͬ توانیم م اکنون

G =
m+n+١∑

i=١
tiCi

dm+n+١,i
ωm+n+١

−
n∑

j=١
ãjF

dm+n+١,m+j

ωm+n+١

−
(
an+١F

ωm+n

ωm+n+١
− (an+١ − ãn+١)F

ωm+n

ωm+n+١

)

=
m+n+١∑

i=١
tiCi

dm+n+١,i
ωm+n+١

−
n+١∑
j=١

ãjF
dm+n+١,m+j

ωm+n+١
,

□ آمد. دست به n جای به n+ ١ جای·ذاری با (٣ . ٢٨) ح΄م ͬ بینید م که همانطور
به B اگر همچنین است معتبر (۴ . ٣ . ١) قضیه که شد یادآور ما به پیوست این نتیجه، در
که است آن بر دلیلͬ این شود. گرفته b = ∞ به نسبت b ∈ R که طوری به ∫ b

x اپراتور صورت
است. معتبر مورد این در [١٩] از اصلͬ اپراتور
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Aabstract

In today’s economy, mathematical finance plays an important role in predicting precise models
for the future of investment in different departments. Especially in the financial markets, it’s quite
possible to touch this effect in the past and now. In fact, financial mathematics determines the risk
and rate of return on capital.

Today, insurance companies have an important role in investing in different sectors of soci-
ety (whether social or economic). Among them, we can mention issues such as health, industry,
commerce, etc.

In this dissertation, we first outline the definitions of the fundamentals, as well as the defini-
tions of the capital of the insurance company, the premium and the probability of bankruptcy, and
then examine the results. Using the results we present a method for obtaining the risk of the insur-
ance company. In fact, based on the boundary value problem, we use Green’s method to develop
solutions to the risk level of the insurance company.

keywords: Stochastic models, Seasonal modeling, Ruin probability, insurance.premiums
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