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 است. Gبعدی حقیقی  -8های لی همختلط ناوردا روی گرون نامه، طبقه بندی ساختارهای ابرهدف این پایا

 -9 های:پذیرند، به صورتمختلط ناوردا میه ساختارهای ابرهای لی همبند ساده کدهیم گروهنشان می

پذیری که ه های حلگرو -8 از کواترنیونهای غیر صفر H * ضربی گروه -2 از کواترنیونها Hگروه جمعی 

ضرب نیم  -8 .کنندعمل می 2CHو  4RHحقیقی بطور ساده متعدی روی فضاهای هیپربولیک مختلط و

  .هستند، C⋊Cمستقیم 

( دارند در حالی که باقی مختلط ناوردای )غیر هم ارزاز ساختارهای ابر 2RP یک  C⋊Cو  2CH فضاهای

-هرمیتی بررسی میدر حد هم ارزی دارند. و در نهایت منیفلدهای چهار بعدی ابر  2RP ها فقط یکگروه

  .شوند

 مختلط، ساختار ابرهرمیتی: ساختار ابرکلما ت کلیدی
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تاریخچه 1 -1 

آوریم. چارلز مختلط کارهای فراوانی انجام شده که تعدادی از آنها را در زیر میدر مورد ساختارهای ابر

در این زمینه یاستون  .صیف نمودرا تو 2ساساکین-8ساختارهایمختلط از ساختارهای ابر 9133در 9بویر

دیسی ساختارهای ابر مختلط روی منیفلدهای گروهی را بیان کرد وی دگرساختارهای ابر 9111در  8پون

بعدی -3ط مختلهای ابرمنیفلد 2000سال در  8آنا فینا .های لی فشرده را  بررسی نمودگروه رویمختلط 

بعدی بررسی -3مختلط را در حالت های لی پوچ توان ابرگروه به همراه آنا فینا 5دوتی .را طبقه بندی کرد

پذیر را های لی حلای ابرمختلط روی یک کلاس از گروهساختاره 6نموده و سپس با همکاری باربریز

 .                                                                                      توصیف نمود

توسط میکی  های مماس از فضاهای متقارن هرمیتی رتبه یکیلر روی کلافکمختلط و ابرساختارهای ابر

بعدی را طبقه -8ای لی همختلط ناوردا روی گروهارهای ابرساختبررسی شد. همچنین باربریز  7تییوک

در مورد  ده بررسی کرد.رهای لی فشبر روی گروهاین ساختارها را  3جویسیدر این زمینه بندی نمود. 

        گنجد. توان به کارهای بیشتری اشاره کردکه ادامه آنها در این بحث نمیمی مختلطساختارهای ابر

 

                                                           
1  Charles boyer 

2Sasakian         
3Yatsun poon   
4Anna fina       
5Dotti              
6Barberi          
7I.v .mikityuk  
8D.Joyce        
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  مقدمه 9-9-9

های بعدی استفاده خواهیم نمود. در فصل آوریم که از آنها در فصلرا میدر فصل اول تعاریف و قضایایی  

 نماییم.   هایی آنها را بررسی میمختلط را تعریف نموده و با ارائه لم و مثالدوم ساختارهای مختلط و ابر

بعدی حل  -8های لیمختلط روی گروهفصل سوم شامل دو بخش است که در بخش اول ساختارهای ابر

پذیر طبقه بعدی حل -8های لی شوند و در بخش دوم این ساختارها را روی گروهپذیر طبقه بندی مینا

نمائیم و سپس ساختارهای هرمیتی را تعریف میدر فصل چهارم ساختارهای هرمیتی و ابر کنیم.می بندی

کیلر را تعریف نموده کنیم. در فصل پنجم متر بعدی طبقه بندی می -8های لی هرمیتی را روی گروهابر

 نمائیم.نتایج حاصله را بیان می

 باشد.حقیقی میمجموعه اعداد Rنمایانگر مجموعه اعداد مختلط و  Cدر تمام این پایان نامه 

 تعاریف و قضایای مقدماتی  9-2

است اگر  nژیک از بعد یک منیفلد توپولو Mیک فضای توپولوژیک: منیفلد توپولوژیک  9-2-9

 شرایط زیر برقرار باشد: 

i) M  هاسدورف باشد یعنی:  برای هر دو نقطهp,q∈ M های باز جدا از هم     زیر مجموعه U, V ⊂

M وجود دارند بطوریکهp ∈ U وq ∈ V. 

ii) M  ای شمارا برای توپولوژی شمارای نوع دوم باشد یعنی:   پایهM .وجود داشته باشد 
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iii) M  موضعاً اقلیدسی از بعدn یعنی:  هر نقطه  باشدM  یک همسایگی داشته باشد که با یک زیر

 همئومورفیسم باشد.  nRمجموعه باز از 

پذیر ساختار دیفرانسیلپذیر است در صورتی که بتوان برای آن یک دیفرانسیل ،یک منیفلد توپولوژیک

 دهیم.پذیر روی یک منیفلد را شرح میتعریف کرد. اکنون ساختار دیفرانسیل

 تعریف 9-2-2

 (u, φ)یک دوتایی Mبعدی باشد یک چارت مختصاتی روی -nیک منیفلد توپولوژیک  Mفرض کنیم -9

φ: uاست و  Mیک زیرمجموعه باز از uاست که  → ũ  یک همئومورفیسم ازu  به یک زیرمجموعه باز𝑢̃ =

𝜑(𝑢) ⊂ 𝑅𝑛 .است 

uدو چــارت باشــند بطــوریکه  (v,ψ)و (u, φ)اگر -2 ∩ v ≠ نگــاشت ترکـیــبی  ∅

 ψ o φ−1: φ(u ∩ v) → ψ(u ∩ v) از نگاشت انتقال  φ به ψ چون ترکیبی از که  شود.نامیده می

 خود یک همئومورفیسم است. باشدمی همئومورفیسم ها

uسازگارهموارند اگر  (v,ψ)و (u, φ)دو چارت -8 ∩ v = دیفئومورفیسم  ψ o φ−1یا نگاشت انتقال ∅

 باشد.

 .شودنامیده می Mپوشاند یک اطلس برای را می Mهایی که دامنه ای از چارتمجموعه -8

 سازگار هموار با یکدیگر باشند. 𝒜هموار است اگر هر دو چارت در  𝒜یک اطلس  -5

ماکزیمال  Mروی  𝒜گوییم اطلس مشمول در هیچ اطلس هموار بزرگتر نباشد می 𝒜اگر یک اطلس  -6

 است.

 ، یک اطلس هموار ماکزیمال است.Mیک ساختار هموار روی منیفلد توپولوژیک  -7
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موضعاً  Xهای از زیرمجموعه uیک فضای توپولوژیک باشد یک مجموعه  Xفرض کنیم : تعریف  9-2-8

 uهای داکثر در تعدادی متناهی از مجموعههمسایگی داشته باشد که ح Xمتناهی است اگر هر نقطه 

 باشد. اشتراک داشته

 𝒰تظریف  𝒱 مانند  X هر پوشش باز دیگرآنگاه  باشدداده شده  X از 𝒰پوشش باز : اگرتعریف  9-2-8

v اگر برای هراست  ∈ 𝒱 تعدادی u ∈ 𝒰  بطوریکه وجود داشته باشدv ⊂ u .گوییم میX فشرده استپارا 

 یک تظریف موضعاً متناهی بپذیرد. X باز از اگر هر پوشش

  .بعدی است-nپذیرمنیفلد دیفرانسیل یک nRفضای اقلیدسی: مثال  9-2-5

است که گروه در مفهوم جبری است با  Gپذیریک گروه لی یک منیفلد دیفرانسیل: گروه لی  9-2-6

دیفرانسیل که هر دو                             و نگاشت معکوس   نگاشت حاصلضربی

 پذیر پیوسته اند، یک گروه لی یک گروه توپولوژیک است.های دیفرانسیلپذیرند. چون نگاشت

های پذیر با درآیهمعکوس n×n، مجموعه تمام ماتریس های GL(n,R)گروه خطی عمومی :مثال  9-2-7

 است.  M(n,R)ها یک گروه و یک زیر منیفلد باز از فضای برداریتحت ضرب ماتریس کهحقیقی است 

هایی از ایچند جمله ABهای ماتریسی یک ماتریس حاصلضرب پذیر است زیرا درآیهضرب دیفرانسیل

به عنوان  A−1هایپذیر است زیرا با قانون کرامر درآیههستند. معکوس نیز دیفرانسیلA,B های درآیه

 شوند.بیان میA های توابعی گویا از درآیه

برابر است با اجتماع جدا  M،کلاف مماس از بردار  Mبرای هر منیفلد دیفرانسیل پذیر: تعریف  9-2-3

TM.:                   های مماس در همه نقاطاز هم فضا = ∐TpM 
𝑝 ∈ 𝑀 

m:G × G → G 

      m(g, h) = gh 

 

i: G → G   

i(g) = g−1 
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یک برش از نگاشت  Mیک منیفلد هموار باشد آنگاه یک میدان برداری روی  Mاگر :تعریف  9-2-1

π: TM → M اســـت       است به خصوص یک میــدان برداری یک نگاشــت پیوســتـه

πo Y با این خاصیــت که: = IdM 

 :براکت لی  9-2-90

[V,W]پذیر باشد. نگاشتیک منیفلد دیفرانسیل Mفرض کنیم  ∶  C∞(M) →  C∞(M)  براکت لی ازV 

f [V,W]نامیده شده و با رابطه  Wو = VWf −WVf شود.تعریف می 

fتابع  ∶ M → R پذیر است.یک تابع دیفرانسیلV وW پذیر روی منیفلد های برداری دیفرانسیلمیدان

 هستند. Mپذیر دیفرانسیل

پذیر پذیر یک میدان برداری دیفرانسیلهای برداری دیفرانسیلبراکت لی از هر جفت میدان :لم 9-2-99

 است.

 .مراجعه شود ]92[: به مرجع اثبات

که آنرا  𝔤به  𝔤 × 𝔤است با نگاشتی از  𝔤یک جبر لی یک فضای برداری حقیقی : جبر لی  9-2-92

, X)براکت نامیده و معمولا با  Y) → [X , Y] دهیم. و برای هر نشان میX  وY  وZ  در𝔤 داشته باشیم: 

i) a,b ϵ R , [aX+b Y, Z] = a[X ,Z] + b[Y , Z] دو خطی بودن      

ii) [X , Y]= -[Y, X]         پاد تقارنی   

iii) [X,[Y, Z]]+[Y , [Z , X]]+[Z , [X , Y]]=0         اتحاد ژاکوبی 

Y ∶  M → TM  

               p →  Yp 
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⊃ 𝔥یک جبر لی باشد آنگاه یک زیر فضای خطی  𝔤اگر  𝔤  جبرلییک زیر  𝔤 شود اگر تحت نامیده می

 خودش یک جبر لی باشد. 𝔥ها بسته باشد و همچنین براکت

 

-پذیر روی منیفلد دیفرانسیلهای برداری دیفرانسیلشامل تمام میدان 𝒯(M)فضای : مثال 9-2-98

 یک جبرلی تحت براکت لی است. Mپذیر

Fپذیر و منیفلد های دیفرانسیل Nو  Mکنیم  فرض : تعریف 9-2-98 ∶ M → N  یک نگاشت

∋پذیر باشد. برای هر دیفرانسیل Mp   نگاشتF∗ ∶  TpM →  TF(p)N1 فوروارد وابسته به-پوشF  نامیده

 است و داریم: F(p)فضای مماس در  TF(p)Nو  pدر  Mفضای مماس  TpMمی شود. 

(F∗X)f =  X(f o F) 

Fاگر : تعریف 9-2-95 ∶ M → N پذیر و نگاشتی دیفرانسیلY  یک میدان برداری رویM  باشد و

∋pوجود داشته باشد با این خاصیت که برای هر  Nروی  Zمیدان برداری  𝑀 

F∗Yp = ZF(p) 

 هستند. 90مرتبط-Z ،Fو Yگوییم میدان های برداری می

                                                           
9Push-Forward 

10F-related 
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Fفرض کنید: لم 9-2-96 ∶ M → N پذیر باشد و نگاشتی دیفرانسیلy∈ 𝒯(M) ،) 𝒯(M) مجموعه همه

∋Zاست( و  Mپذیر رویهای برداری دیفرانــسیلمیدان 𝒯(M) بنابراینY  و Z،F – مرتبطند اگر و فقط

 :Nپذیر تعریف شده روی یک زیر مجموعه باز حقیقی مقدار دیفرانسیل fاگر برای هر تابع 

Y(f o F) = (Zf) oF                                         

 .مراجعه شود ]92[: به مرجع اثبات

آفین از فضای ( مستوییک فضای آفین یک ساختار هندسی است که خواص ): تعریف 9-2-97

شود در آنرا به عنوان یک فضای برداری که از مبدأ آن صرفنظر می تواندهد و میاقلیدسی را عمومیت می

 نظر گرفت.

یک تبدیل آفین یک نگاشت آفین بین دو فضای برداری وشامل یک تبدیل خطی :  تعریف 9-2-93

→ Xآید.است که با انتقال روبرو بدست می AX + b              

∋ gیک گروه لی باشد هر Gفرض کنیم : انتقال های چپ و راست 9-2-91 G  نگاشت های

Lg , Rg ∶   G → G  را تعریف می کند که انتقال های چپ و راست نامیده شده و بصورت زیر تعریف می

 گردند: 

Lg(h) = gh               ,             Rg(h) = hg 

 دیفئومورفیسم هستند. Lgو  Rgکه 

 مرتبط -F: میدان های برداری  9-9شکل 
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شود اگر تحت همه ناوردای چپ نامیده می Gروی گروه لی  Xیک میدان برداری : تعریف 9-2-20

∋ g انتقال های چپ ناوردا باشد. یعنی برای هر G، Lg-مرتبط با خودش باشد : 

(Lg)∗Xg′ = Xgg′                        g , g
′ ∈ G 

 توانیم بنویسیم: دیفئومورفیسم است می Lgچون 

∋ g                                  برای هر  G  (Lg)∗X = X 

 

پذیر های برداری ناوردای چپ و دیفرانسیلمیدان Yو  Xیک گروه لی باشد و  Gفرض کنید : لم1-2-21

 ناوردای چپ است. [X , Y]باشند بنابراین  Gروی 

 .مراجعه شود ]92[به مرجع  اثبات: 

های برداری ناوردای چپ روی یک گروه جبر لی از همه میدان: جبر لی از یک گروه لی  9-2-22

 شود.نشان داده می  Lie(G)شود و با نامیده می Gجبر لی ،Gلی 

 : تعریف یک میدان برداری ناوردای چپ 2-9شکل 
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∋ b انتقال چپ توسط یک عنصر، Rnفضای اقلیدسی در : مثال 9-2-28  Rnآفین  نگاشت با

Lb(x) = b + x فوروارد -شود که پوش داده می(Lb)∗،  توسط ماتریس همانی و مختصات استاندارد

Viشوند. بنابراین یک میدان بردارینمایش داده می
∂

∂Xi
آن  Viناوردای چپ است اگر و فقط اگر ضرایب  

 ثابت باشند. زیرا براکت لی از دو میدان برداری ضریب ثابت، صفر است.

 . بطور خلاصه: است Rnآبلی است و با براکت صفر، ایزومورفیسم با خود Rnجبر لی 

Lie(Rn) ≅  Rn 

باشد مجموعه تمام  Fیک فضای برداری از بعد متناهی روی میدان  Vفرض کنیم : تعریف 9-2-28

 دهیم.نمایش می EndFVرا به Vتبدیلات خطی روی 

f ∈  EndFV ;      f ∶  V → V  

)که لزوما  Kیک فضای برداری روی  Vو   Kیک جبر لی روی میدان 𝔤فرض کنیم : تعریف 9-2-25

 نگاشت:  یک  Vدر 𝔤نیست( نمایش  متناهی البعد

π ∶  X →  π(X)           (Xϵ𝔤) 

 است به طوریکه: Vهایی از به فضای برداری همه اندومورفیسم 𝔤از 

i) πخطی است 

ii)  (X,Y ∈ 𝔤)   ,   π[X , Y] = π(X) π(Y) - π(Y) π(X) 

𝔥یک جبر لی باشد یک زیر فضای خطی  𝔤اگر : تعریف 9-2-26 ⊂ 𝔤 آل در یک ایده𝔤  است اگر 

, 𝔥] ⊆ 𝔥 [𝔤   یا اگر[X , Y] ∈ 𝔥  کهX∈ 𝔤 , Y ∈ 𝔥 
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D𝔤: تعریف9-2-27 = [𝔤 , 𝔤]  که(D𝔤   یک زیر جبر لی از𝔤  جبر لی مشتق شده از )استg  نامیده

 : کنیماستقرا تعریف میبا   p ≤0برای هر را 𝔤 p D شود.می

 𝔤=𝔤 0 D 

 p-امین جبر لی مشتق شده   D
p
 𝔤 = D (Dp−1𝔤)   ,    p ≥ 1              

دو خطی است ولازم نیست شرکت  Uباشد، ضرب در  Kیک جبر روی Uفرض کنیم : تعریف 9-2-23

 شود اگر، یک مشتق نامیده می(به عنوان یک فضای برداری)Uاز  Dپذیر باشد. یک اندومورفیسم 

D(ab) = (D a)b + a(D b)   a , b∈ U    

 شود.یک گروه لی همبند، یک گروه تحلیلی نامیده می: گروه تحلیلی  9-2-21

 𝔤 p D = 0 داشته باشیم  p ≤1پذیر است اگر برای یک حل 𝔤جبر لی : پذیرجبر لی حل  9-2-80

 پذیر باشد.جبر لی آن حلپذیر است اگر یک گروه تحلیلی، حل: پذیرگروه حل  9-2-89

 : های گروهعمل: تعریف 9-2-82

G یک نگاشت  Mروی  Gیک مجموعه باشد، عمل چپ M یک گروه و  Gاگر  × M → M است که

→(g,p)بصورت  g. p شود. که در شرایط زیر صادق است: نوشته می 

g1. (g2. p) = (g1g2). p         for all  g1, g2 ∈ G       , p ∈ M 

e. p = p                for all  p ∈ M 

Gشود. یک نگاشت یک عمل راست بطور مشابه تعریف می × M → M   :با روابط زیر 
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(p. g1). g2 = p. (g1g2)         for all  g1, g2 ∈ G       , p ∈ M 

p. e = p                for all  p ∈ M 

Gاگر نگاشت پیوسته است  Mروی  Gیک منیفلد باشد یک عمل  Mیک گروه لی و G فرض کنیم  ×

M → M  یاM× G → M کند پیوسته باشد.که عمل را تعریف می 

پذیر منیفلد دیفرانسیل یک Mشود. اگر نامیده می92فضا –G پیوسته، 99عمل –Gبا یک  Mیک منیفلد 

 شود.پذیر نامیده میفضای دیفرانسیل –Gیک M پذیر باشد آنگاه باشد عمل نیز دیفرانسیل

,pعمل گروه متعدی است اگر برای هر دو نقطه : تعریف 9-2-88 q ∈ M  یک عضوگروه مانندg  وجود

 g.p=qداشته باشد بطوریکه:      

را ثابت نگه   Mکه هر عنصر  Gشود اگر تنها عنصر عمل یک گروه آزاد نامیده می: تعریف 9-2-88

 دارد همانی باشد: می

g . p = p  ای   داشته  باشیم p ∈ M   آنگاه      یعنی اگر  به  ازای  یکg=e 

Gpهم ارز است با شرط  = {e}  برای هرp ∈ M   که {𝑔 ∈ G;  g . p = p}  =Gp گروه ایزوترپی از pاست. 

ارز است با اینکه بگوییم برای اگر عمل گروه هم آزاد و هم متعدی باشد هم: ساده متعدی 9-2-85

 و تعدادی  Mدرp و برای تعدادی  g . p = qوجود داشته باشد بطوریکه  Gدر g دقیقا یک M در q و pهر  

g  درU   ،g = e  .باشد 

                                                           
11G-Action 
12G-Space 
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آل است، یک ایده a+bباشند بنابراین  𝔤 جبر لیپذیر آل حلدو ایدهb و  aفرض کنیم : تعریف 9-2-86

چون
a+b

a
با  

b

a⋂b
یکریخت است و 

a+b

a
 پذیر است.حل a+bپذیر است پس حل 

نامیده  𝔤رادیکال 𝔮 وجود دارد.  𝔤پذیر  های حلایده آلشامل همه 𝔤 از  𝔮پذیر یکتای آل حلیک ایده

 (  rad).شودمی

rad 𝔤 = 𝔤   اگر و فقط اگر𝔤 پذیر باشد.حل     

 rad 𝔤 = 0نیم ساده است اگر  𝔤 جبر لی : تعریف 9-2-87

 های جبر لی ناورد است.رادیکال یک جبر لی بوضوح تحت همه اتومورفیسم

 E، یک فضای توپولوژیک Mروی فضای توپولوژیک  Kاز بعد)رتبه(  کلاف بردارییک : تعریف 9-2-83

πبا نگاشت پیوسته و پوشای  ∶  E → M .است 

 : کندکه در شرایط زیر صدق می

i) برای هر p ∈ M   ،Ep = π
−1(p) ⊂ E  تاری از(E  رویp )نامیده می شودEp  ساختاری از یک

 بعدی دارد. Kفضای برداری حقیقی 

ii)  برای هرp ∈ M  یک همسایگیU  ازp  درM  و یک همئومورفیسمφ ∶   π−1(U) → U × RK 

(φ  یک بدیهی سازی موضعیE  رویU وجود دارد بطوریکه نمودار زیر جابه )جایی باشد.نامیده می شود 

π−1(U)
    φ    
→   U × RK 

 

(9π)نگاشت تصویری روی اولین فاکتور است 

π π1 

U 
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∋ q هر بطوریکه برای  U تحدیدφ  بهEq  ایزوموفیسم خطی ازEq  به{q} × RK ≅ RK  .است 

 

πفرض کنید : تعریف 9-2-81 ∶  E → M  یک کلاف برداری روی منیفلدM  باشد.یک برش ازE یک ،

σ: M است یعنی نگاشت پیوسته πبرش از نگاشت  → E     کهπo σ = IdM 

T             ، یک تابع چند خطی حقیقیVتانسورهموردا روی -kیک : تعریف 9-2-80 ∶  V ×

 .  .  .  × V → R.عدد  استK شودنامیده می رتبه. 

 برابر است با:  Mپذیر تانسور هموردا روی منیفلد دیفرانسیل-Kکلافی از : تعریف  9-2-89

 : بدیهی سازی موضعی یک کلاف برداری 8 -9شکل 

K 
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TKM = ∐TK(TpM) 

 .Mهموردا روی فضای مماس منیفلد هموارتانسورهای -Kای از همه اجتماع جدا از هم مجموعه

 شود.نامیده می Mیک برش از یک کلاف تانسوری ، میدان تانسوری روی منیفلد : تعریف 82 -9-2

 

 

 

                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

p ∈ M 
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 فصل دوم

 مختلطهای مختلط و  ابرساختار
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 مقدمه 9 -2

هایی ساختارهای مختلط را  تعریف نموده و با ارائه مثالدر این فصل ساختارهای مختلط و ابرمختلط را 

 کنیم.روی گروه و جبر لی بررسی می

یک اندومورفــیسم  Vحقیقی  برداری یک ساختار مختلط روی یک فضای: ساختار مختلط  2-9-9

J  ازV  است بطوریکهI -=  2J  کهI تبدیل همانیV است. یک فضای برداری حقیقیV  با یک ساختار

 تواند به یک فضای برداری مختلط تبدیل  شود با تعریف ضرب اسکالر با اعداد مختلط داریم:می Jمختلط 

∀ x ∈ V ,     a , b ∈ R    (a + i b) x = a x + b J x 

فضای برداری مختلط است بعد  Vو زمانی که  زوج است  V ،mبعدفضای برداری حقیقی است  Vزمانی که 

1آن 

2
m  است. و برعکس اگرVیک فضای برداری از بعد مختلطn   باشد، فرض کنیمJ  اندومورفیسم خطی

 شود.باشد که بصورت زیر تعریف می Vاز 

JX = i X   ∀ X ∈ V 

 است.  Vیک ساختار مختلط  Jپس باشد2n بعد یک فضای برداری حقیقی از Vاگر 

باشد عنصرهای Vبعدی -2nیک ساختار مختلط روی یک فضای برداری  Jفرض کنید: گزاره  2-9-2

n,X,…1X  ازVوجود دارند بطوریکه} n, . . . ,JX 1,J X nX , . . . , 1X {   یک پایه برایV .است 

 جلد دوم مراجعه شود. ]99 [اثبات: به مرجع
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 Mپذیر حقیقی دیفرانسیلیک ساختار تقریبا مختلط روی منیفلد : ساختار تقریبا مختلط  2-9-8

است  xT(M)یک اندومورفیسم از فضای مماس  Mاز  xاست که در هر نقطه  Jیک میدان تانسوری 

است. یک منیفلد با ساختار تقریبا مختلط منیفلد تقریبا  xT(M)تبدیل همانی  Iو  I -=  2Jبطوریکه 

 شود.مختلط نامیده می

 هر منیفلد تقریبا مختلط از بعد زوج است. :گزاره 2-9-8

 جلد دوم مراجعه شود. ]99 [اثبات: به مرجع

برای نشان دادن این مطلب که هر منیفلد مختلط بطور طبیعی یک ساختار تقریبا : تذکر 2-9-5

در را  j=1,... ,nو  j+iYj=XjZ( با شرط n , . . . ,Z1Zتایی های اعداد مختلط ) nاز  nCمختلط دارد فضای 

روی  J( یک ساختار تقریبا مختلط n, . . .,Y1,Yn, . . . , X1X. نسبت به دستگاه مختصات ) گیریمنظر می

nC کنیم:را بصورت زیر تعریف می 

J (
∂

∂Xj
) =  

∂

∂Yj
               ,                  J (

∂

∂Yj
) = −(

∂

∂Xj
) 

را mCو nC، ساختارهای تقریبا مختلط mCبه  nCاز یک زیر مجموعه باز  fیک نگاشت : گزاره  2-9-6

f∗oJکند یعنیحفظ می = Jof∗  اگر و فقط اگرf  هولومورفیک باشد. یاf∗ o J = J o f∗   اگر و فقط اگرf در

 شرایط کوشی ریمان صدق کند.

 جلد دوم مراجعه شود. ]99 [اثبات: به مرجع

 ،Mروی یک منیفلد  J: یک ساختار تقریبا مختلط دساختار مختلط روی یک منیفل  2-9-7
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 Jیک منیفلد مختلط بوده و ساختار تقریبا مختلط  M زمینهشود اگر منیفلد ساختار مختلط نامیده می

 باشد. Mاز ساختار منیفلد  القاییساختار همان 

𝔤 𝑋باشد برای هر  Kیک جبر لی روی میدان  𝔤فرض کنیم  :تعریف 2-9-8 ∈ ،adX  را اندومورفیسمی

adX به صورتداده شده  𝔤از  ∶ 𝑌 →   [X, Y]و   (𝑌 ∈ 𝔤) تعریف جبر لی و خواص از  .گیریمدر نظر می

 است. 𝔤مشتق  یک adX شود کهنتیجه می به آسانیآن 

را به عنوان یک فضای برداری حقیقی در نظر  𝔤باشد  Cیک جبر لی روی  𝔤فرض کنید : مثال 2-9-9

 در رابطه، Jشده داریم. ساختار مختلطتعریف  JX=ixرا بصورت  Jگیریم. ساختار مختلط می

[JX, Y] = J[X, Y] = [X, JY]       ∀ X, Y ∈ 𝔤 

X هر برای J o ad(X)=ad(X) o Jیعنی  کندصدق می ∈ 𝔤  .برقرار است 

X هر برای باشد که  Jبا یک ساختار مختلط  Rیک جبر لی روی  𝔤 برعکس: فرض کنید ∈  𝔤  در رابطه    

J o ad(X)=ad(X) o J کنیممی تعریف .کندصدق می :(a+ib)X=aX+bJX کهa, b ∈ R  یک جبر لی ،

 دهیم براکت دو خطی است :آوریم و به صورت زیر نشان میمختلط بدست می

[(a+ib)X,Y]=[aX,Y]+[bJX,Y]=a[X,Y]+b[JX,Y]=a[X,Y]+bJ[X,Y]=(a+ib)[X,Y] 

داده شده است. می توانیم  M( روی منیفلد 9و9از نوع ) Bو Aدو میدان تانسوری : تعریف 2-9-10

هر دو  Bو  A( باشد.  به ویژه در مواردیکه 9و 2تشکیل دهیم که میدان تانسوری از نوع ) Bو Aتابی از 

-( با رابطه زیر تعریف می9و 2را میدان تانسوری از نوع ) Jهستند تابی از  Jیک ساختار تقریبا مختلط 

 کنیم:

N(X,Y)=2{[JX,JY] - [X,Y] - J[X,JY] – J[JX,Y]}  X , Y ∈ 𝒯(M) 
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یک ساختار تقریبا مختلط یک ساختار مختلط است اگر و فقط اگر تابی نداشته باشد : قضیه 2-9-11

 باشد. N=0یعنی 

 N=0پذیر است اگریک ساختار تقریبا مختلط، انتگرال: تذکر 2-9-92

به منیفلد دیگر   N×Mیک نگاشت از منیفلد حاصلضربی  φفرض کنید: 13یبنیزفرمول لا 2-9-89

V باشد دیفرانسیل  φ∗ در(p,q)∈ M × N تواند بصورت زیر بیان شود:می 

∋ Zاگر   T(p,q)(M × N)     ًمتناظرا(X , Y) ∈  TP(M) + Tq(N)  پس 

φ∗(Z) = φ1∗(X) + φ2∗(Y) 

φ1 که ∶ M → V  و  φ2 ∶ N → V 

φ1(pبا
′) =  φ(p′, q)     برایp′ ∈ M    وφ2(q

′) = φ(p, q′)    برایq′ ∈ N شوند.تعریف می 

یک گروه است که یک منیفلد مختلط نیز هست بطوریکه  Gیک گروه لی مختلط : مثال 2-9-98

,a)های گروه عمل b) ∈ G × G ⟼ ab−1  ∈ G یک نگاشت هولومورفیک ازG ×  G  بهG  است. در اینجا

G ×  G  مشروط به ساختارهای مختلط حاصلضربی است.)بطور معمول اگرM وM′  ساختارهای تقریبا

پذیر انتگرال ′Jو  Jدارد اگر ′J×Jساختار تقریبا مختلط حاصلضربی′M×M داشته باشند، ′Jو  Jمختلط 

 نیز چنین است(. ′J×J باشند)یا ساختار های مختلط(

ساختار مختلط آن با در نظر گرفتن آن به عنوان یک زیر  .یک گروه لی مختلط استGL(n;C)گروه

Cnمجموعه باز 
2

است،اگر  n×nماتریس های مختلطمرکب از همه  𝔤𝔩(n;C)آید.جبر لی آنبدست می 

G یک گروه لی مختلط باشد ساختار مختلطJ : آن با نگاشت های 

La ∶ x → ax               ,                      Ra ∶ x → xa 

                                                           
13Liebniz 
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                                         Ψ ∶ x → x−1                 ,                  ad(a): x → axa −1  

 ناورداست.

یک ساختار مختلط در جبر لی  Jبنابراین  نیز چنین است. JX یک میدان برداری ناوردای چپ باشد Xاگر 

𝔤  ازG  القا می کند. چونJ با ad(a)  ، a ∈ G گیریم ناورداست. نتیجه میJ o ad(X) =ad(X) o J که    

X ∈ 𝔤. 

 لی مختلط است. یک جبر 𝔤بنابراین 

 :برعکس

 (Jآن یک جبر لی مختلط است. )با ساختار مختلط  𝔤یک گروه لی باشدکه جبر لی  Gفرض کنید

∋ X از همبند است Gابتدا فرض کنید که  𝔤 oJ , J o ad(X) = ad(X) آوریمبدست می: 

J o ad(a) =ad(a)oJ  ,    a ∈ G 

 Gروی  Jانتقال دهیم. یک ساختار تقریبا مختلط ناوردای چپ  aLبا  Ta(G)را به هر فضای مماس  Jاگر 

های برداری برای همه میدان ،J[X,Y]=[JX,Y]آوریم که ناوردای راست نیز هست. چون بدست می

تحلیلی حقیقی است  J. چونN=0ای، داریم YوXبرای چنین  N(X,Y)=0بینیم که میYو Xناوردای چپ 

 یک منیفلد مختلط است.Gگیریم )مانند یک میدان تانسوری ناوردای چپ روی یک گروه لی(نتیجه می

∋ Ra  aو Laچون  G ,  ،J دهد نگاشتی که:نشان می  لایبنیزکنند. فرمول را حفظ می 

(X,Y)∈ G × G → XY ∈ G .نگاشت هولومورفیک استΨ ∶ X → X −1 درe چون هولومورفیک است(

ΨoLaچون( و لذا شودجابه جا میJاست که با  -9دیفرانسیل آن = Ra−1oΨ دهد که نتیجه می(Ψ∗)a =
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(Ra−1)∗e o(Ψ∗)e (La)∗eJ کند بنابراین را حفظ میG یک گروه لی مختلط است. به همین ترتیب می-

 همبند نیست، بررسی کنیم. Gتوانیم حالتی را که 

– 8هستند. یک فضای برداری  4Rمساوی با  Hهای کواترنیونبه عنوان یک مجموعه، : تعریف2-9-95

بعدی روی اعداد حقیقی است و سه عملگر جمع و ضرب اسکالر و ضرب کواترنیون دارد. و هر عنصر 

 اند.اعداد حقیقی dو  cو  bو  aشود که نمایش داده میa+bi+cj+dkبصورت 

jk = i   kj = -i  

ki = j       ik = -j  i2 = j2 = k2 = -1 

ij = k   ji = -k   

است Aمدول )چپ( گروه آبلی و جمعی مانند –Rیک حلقه باشد. یک  Rفرض کنیم : تعریف 2-9-16

Rهمراه با تابعی مانند  × A → A   تصویر((r,a)  باra به طوریکه به ازای هر نشان داده می )شودr, s ∈ R  

,aو  b ∈ A 

(i r(a+b)=ra+rb 

(ii (r+s)a=ra+sa 

(iii r(sa)=(rs)a 

 باشد بطوریکه: R1دارای واحد  Rو اگر 

(iv  به ازای هرa ∈ A  ،a=aR1 

مدول یکانی  –Rیک حلقه بخشی باشد، آنگاه یک  Rمدول یکانی است. هرگاه –Rیک  Aگوییم آنگاه 

 فضای برداری )چپ( نام دارد.
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Aمدول راست )یکانی( به همین نحو با تابعی چون –Rیک × R → A شود که با ضابطه تعریف می(a,r)→

ar   نموده شده و در روابط(i)  تا(iv) کند. صدق می 

 ابرمختلطساختار   2-2

های مختلط از ساختار α=1,2{Jα}یک جفت  Mیک ساختار ابرمختلط روی یک منیفلد : تعریف 2-2-9

ناورداست اگر انتقالهای چپ از  Gاست. یک ساختار ابرمختلط روی یک گروه لی  Mضد جا به جایی روی 

G  1نسبت بهJ 2وJ .هولومورفیک باشند 

یک  𝔤(روی hcsداده شده است یک ساختار ابرمختلط )یا به اختصار  𝔤جبرلی حقیقی : تعریف  2-2-2

 .کنندزیر صدق می در روابط  است که 𝔤هایی از از اندومورفیسمα=1,2{Jα}خانواده 

Jα
2 = −I            , J1J2 = J2J1                                                             (1 − 2) 

N𝛼 = 0              ,             𝛼 = 1,2                                                     (2 − 2) 

I  نگاشت همانی است وNα  متناظر با 98نیجنهییوستانسورJα .است 

Nα(X,Y) =[ JαX,JαY] – Jα([X,JαY] + [JαX,Y])- [X,Y]     ,  ∀ X,Y ∈ g 

توسط انتقال های ، 𝔤روی hcsباشد آنگاه یک  𝔤یک گروه لی با جبر لی Gبوضوح اگر : تذکر 2-2-8

 1J2J  = 3Jو 2Jو  1Jشود که (نتیجه می9-2شود. از رابطه )، القا میGساختارابرمختلط ناوردا رویچپ یک 

همچنین از  n∈ Nو dim 𝔤 =4n. لذا است حلقه کواترنیون ها H دهد کهمدول می-H یک ساختار 𝔤به 

 . 03N=( نتیجه می شود 2-2( و )9-2روابط )

                                                           
14Nijenhuis 
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Jα}و α=1,2{Jα}دو ساختار ابرمختلط : تذکر 2-2-8
′ }α=1,2 روی𝔤  هم ارزند اگر اتومورفیسمφ  از𝔤 

φJα وجود داشته باشد بطوریکه  = Jα
′ φ        ,          α = 1,2 

 دهد.های مختلط میاز ساختار 2Sیک کره دو بعدی  𝔤 روی hcs،{Jα}α=1,2یک : تذکر 2-2-5

JX =∑XβJβ

3

β=1

                ,        X1
2 + X2

2 + X3
2 = 1 

 2Sروی یک کره یکه Y2,Y1Y=(Y,3(و  X)=X2,X1X,3(بعلاوه هر جفت از بردارهای متعامد   1J2J =3Jکه 

 تعریف می کند. 𝔤روی  Y,JX{J{ساختار ابرمختلط 

 کنیم که از آنها در اثبات قضایای بعدی استفاده خواهیم کرد.سه لم را ثابت میحال 

4R W(صدق کند و9-2باشد که در ) 4Rهای خانواده ای از اندومورفیسمα=1,2{Jα}اگر: لم 2-2-6 یک   ⊃

∋زیر فضای دو بعدی دلخواه باشد S2  )3,X2,X1X=(X وجود دارد بطوریکهJX = ∑ XαJα
3
α=1،W را پایدار

 دارد.نگه می

4R0 : اثبات ≠ X  و مستقل خطی است. 4Rپایه  یک X,X}3X,J2X,J1{Jگیریم. مجموعه را در نظر می ∋

4R Wای برایرا پایه{X ,Y}مجموعه  4R،Yگیریم و در نظر می  ⊃  نویسیم:می ∋

Y = x0 X + ∑ xi  Ji   X
3
i=1                   ,            x1

2 + x2
2 + x3

2 = 1 

 دهیم:                     نشان می

                                                       ⊂ W )(WxJ  یا (W)=WxJ 

w ∈ W      →        w = C1X + C2Y 

4R∈ 
4R∈ 
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w ∈ Jx(W)       →       Jx(W) = C1Jx(X) + C2Jx(Y) 

 از طرفی 

Y =  x0X + ∑xiJiX → Y − x0 X =∑x0JiX  

x0JxX = JxY − Jx
2X = JxY + X 

x0JxX = JxY + X    →   JxY = x0JxX − X 

Jx
2Y = x0Jx

2X − JxX   →    −Y = −x0X − JxX    →    JxX = (−x0X + Y) ∈ w    → 

JxY ∈ w    →   w ∈ W    → Jx(w) ⊂ W 

 از طرفی هر زیر فضای دو بعدی از یک فضای دو بعدی برابر خود فضا است. پس

Jx(w) = W 

Jαباشد بطوریکه  𝔤یک اندومورفیسم از  Jαاگر: لم  2-2-7
2 = −I   و}nXαJn, . . . ,X1Xα,J1{X  یک پایه

,Nα(Xiاگر و فقط اگر  αN=0باشد پس  𝔤از  Xj) = 0 , ∀ i < j 

اگر  Y,X(αN αJ-X,Y)= αJ(αN(وαN -(X,Y)= αN(Y,X)توانیم بدست بیاوریم کهبه سادگی می: اثبات

Nα(Xi, Xj) =  باشد. 0

Nα ≡ 0 ⇔ {

Nα(Xi, JαXj) = 0

Nα(Xi, Xj) = 0

Nα(JαXi, JαXj) = 0 

 

 گیریم:را در نظر میnXα, . . . , J1XαJ,n, . . . ,X1{X{پایه

−JαNα(JαXi, JαXj) = Nα(Jα
2Xi, JαXj) = −Nα(Xi, JαXj) 
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باشد که در شرط  Vهای فضاهای برداری حقیقی ای از اندومورفیسمخانواده α=1,2{Jα}اگر : لم 2-2-3

باشد  =8dim Vاگر متعامد باشند  2Jو 1Jپذیرد بطوریکه یک ضرب داخلی میVکند ( صدق می2-2)

 یکتا ست.چنین ضرب داخلی در حد یک ضریب مثبت 

 کنیم:ضرب داخلی دلخواه باشد تعریف می< ,> فرض می کنیم : اثبات

(X, Y) =< 𝑋, 𝑌 > +∑ < JαX,

3

α=1

JαY >     ,     ∀ X, Y ∈ V 

 یک ضرب داخلی با خواص خواسته شده است زیرا: < ,>واضح است که  2J1=J3J که

(J1 , J2) = <J1 , J2> + < J1J1, J1J2> + <J2J1, J2J2> + < J3 J1, J3 J2> = < J1 , J2> + <-I , J3> + < J3, 

-I > + <J4 , J1> =0 

 متعامدند. 2Jو 1Jباشد بطوریکه  V( یک ضرب داخلی روی  ,و )  =8dim Vاگر 

∋Tفرض کنیم  EndV :باشد بطوریکه(X,Y)1 = (Tx, Y)    ∀ X, Y ∈ V       

Vλ  (λاگر  >  (α=9, 2). کندرا حفظ می  Jα،Vλباشد پس λمتناظر با مقدار ویژه  Tفضای ویژه (0

dim 𝑉λلذا ≡ 0 (mod4) بنابراینVλ = V1(  ,  )و = λ(  , ) 
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 مقدمه 8-9

های هم ارزی از آوریم کلاسدر این فصل نتایج مهمی از طبقه بندی ساختارهای ابرمختلط بدست می

hcs   کنیم. از این به بعد بعدی را پارامتری می 8لی حقیقی روی هر جبر𝔤  بعدی -8لی حقیقی یک جبر

′𝔤و  𝔷با مرکز  = [𝔤 , 𝔤]  لی مشتق شده خواهد بود.جبر 

پذیر است بطور جداگانه ناپذیر و یا حلحل 𝔤در این فصل طبقه بندی ساختار ابرمختلط برای زمانی که 

 آوریم.ابتدا چند تعریف مورد نیاز را می شود.بررسی می

→ Xگوئیم  را تعریف نمودیم. می adXقبلا  : تعریف8-9-9   adX  یک نمایش از 𝔤 در 𝔤.و  است

∶ adXشود.                 نامیده می 𝔤نمایش الحاقی     𝔤 → 𝔤  

Xآبلی است اگر و فقط اگر برای هر 𝔤 توجه کنید که  ∈ 𝔤 adX=0 ,    نمایش الحاقی، مجموعههسته

Xشامل هر  ∈ 𝔤  است بطوریکه[X,Y]=0  برای هرY ∈ 𝔤،  که مرکز𝔤95 شود.نامیده می 

های آن آلتنها ایده𝔤 و  0ساده است اگر آبلی نباشد و K  میدانروی  𝔤لی یک جبر  : تعریف 8-9-2

 آل سره نداشته باشد.ساده است اگر وفقط اگر نیم ساده باشد و ایده 𝔤باشند. به عبارت دیگر 

 یادآوری  8-9-8

 نیز استفاده نمود.R از  Cتوان به جای در تمام موراد زیر می

SL(n, C) = { A ∈ GL(n, C): detA = 1}                             U(n) = {A ∈ GL(n, C) ∶  A∗A = In} 

𝐴∗تریس الحاقی است.ما 

                                                           
15Center of g 
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  SU(n) = U(n) ∩ SL(n, C)                                   Lie (SL(n, C)) = 𝔰𝔩(n, c) 

𝔰𝔩(n, c) = {A ∈ 𝔤𝔩(n, C) ∶  trA = 0}                       u(n) = {A ∈ 𝔤𝔩(n, C) ∶   A∗ + A = 0} 

       su(n) = u(n) ∩ 𝔰𝔩(n, C) 

nبرای  : تعریف 8-9-8 ≥ A∗AکهAماتریس حقیقی  یک 1 = In  شود یک ماتریس متعامد نامیده می

 TA  ترانهادهA .است 

             O(n) = {A ∈ GLn(R) ∶   A
TA = In} ⊆ Mn(R)  

             O(n)+ = {A ∈ O(n) ∶  detA = 1}              

             O(n)− = {A ∈ O(n) ∶  detA = −1} 

           O(n)+ ∩ O(n)− = ∅                           SO(n) = O(n)+ ≤ O(n)                                                

   SO(n)  گروه متعامد ویژهn×n .است     

باشد  𝔮در  𝔪یک نمایش از  𝜎وباشند  K میدانهایی روی لیجبر𝔪  و𝔮 فرض کنیم :  تعریف 8-9-5

Yبرای همه  𝔮یک مشتق از  𝜎(y)بطوریکه  ∈ 𝔪  باشد. برایX, X′ ∈ 𝔪  وY, Y′ ∈ 𝔪 فرض کنید : 

[(X, Y), (X′, Y′)] = ([X, X′] + σ(Y)X′ − σ(Y′)X , [Y, Y′]) 

𝔮کند. لی تبدیل میرا به جبر  𝔮×𝔪که این رابطه به آسانی فضای برداری  ×σ 𝔪  ضرب نیم مستقیم از𝔮 

 دهیم.نمایش می 𝔮×𝔪 باشد ضرب مستقیم است و با 𝜎=0شود. اگر نامیده می 𝜎وابسته به  𝔪با 

:  یک سطح مختلط فشرده که به عنوان خارج قسمت یک فضای برداری 16سطح هوپف  8-9-6

 آید.( توسط یک عمل آزاد از یک گروه گسسته بدست می2C\0مختلط )بدون صفر

                                                           
16Hopf 

 زیر گروه
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 17لویتجزیه   8-9-3

 لی یک ضرب نیم مستقیم از رادیکال آن و یک زیر جبر نیم ساده است.هر جبر 

پذیرد اگر و فقط اگر                 می hcsیک ساختار  𝔤پذیر نباشد بنابراین حل 𝔤اگر  :قضیه8-9-1

𝔤 ≅ R⨁SO(3) ، بعلاوهhcs  رویR⨁SO(3) .در حد هم ارزی یکتاست 

 شود. فرض مینتیجه می R⨁SO(3)روی  hcs،{Jα}α=1,2قسمتی از حکم اول با نشان دادن یک  : اثبات

Zباشد بطوریکه  R⨁SO(3)یک پایه از  {Z,X,Y,W}کنیم  ∈ R و 

[X,Y]=W      ,           [Y,W]=X        ,            [W,X]=Y 

, J1فرض کنیم  J2 ∈ End(R⨁SO(3)) .بصورت زیر تعریف شده باشند 

                Z=X1J                    Y=W    1J                    J1
2 = −I      

(Z)=Y2J               W=X2J                      J2
2 = −I 

1J 2وJ  2جایی اند زیرا        بوضوح پاد جابهJ1J -  =1J2J 

 بعلاوه

N1(Z, Y) = [J1Z, J1Y] − J1[Z, J1Y] − J1[J1Z, Y] − [Z, Y] = [X,W] − J1[X, Y] = 0 

دهد که ( یک محاسبه مشابه نشان می7-2-2پذیر است بنابراین بنا به لم )انتگرال J1است لذا  01N=چون 

(Z,W)=02N  بنابراین{Jα}α=1,2 H=  یکhcs  روی R⨁SO(3) کند.تعریف می 

 پذیرد.می  hcs،{Jα}α=1,2یک  𝔤حال فرض کنیم 

                                                           
17Levi 
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D𝔤)پذیر نیست حل 𝔤چون  ≠ بعدی ساده -8طبقه بندی جبرهای لیو ، 𝔤لویبا استفاده از تجزیه  (0

𝔤 آوریم:  حقیقی بدست می ≅ 𝔷⨁SO(3) یا    𝔤 ≅ 𝔷⨁𝔰𝔩(2, R)،های آلیک مجموعه مستقیم از ایده.Z 

 کنیم: باشد تعریف می 𝔷 عنصری غیر صفر در  Zاگر 

X=J1Z   , Y=J2Z  , W=J1J2Z 

 نویسیم: کنیم میمحاسبه میرا  [X,Y]و[Y,W]،  [W,X]. است 𝔤ای برای پایه {Z,X,Y,W}که 

[X,Y]= aZ + bX + cY + dW 

 لذا داریم:  Z,X2(Z,Y)=0=N1N)(چون  

[X,Y]=[X,W]1J , [X,Y]=[Y,W]2J 

 بنابراین

[W,X]= -[X,W]= -J1[X,Y]= -J1(aZ + bX + cY + dW) = - a J1Z - b J1X - c J1Y - d J1W = -

aZ+ bX –cW + dY = bZ –aX +dY – cW 

 ترتیببه همین 

cZ + dX + aY+ bW-[X,Y] = 2J[Y,W]= 

 : آوریمرا بدست می [Y,[W,X]]+[X,[Y,W]]+[W,[X,Y]]در    Zضریب 

[[X,Y],W] = [aZ + bX + cY + dW ,W]=a[Z,W]+b[X,W]+c[Y,W]+d[W,W]=-b(bZ-aX+dY 

–cW ) = -b2Z + baX –bdY –bcW 

 آوریم. را بدست می  [Y,[W,X]]و  [X,[Y,W]]ب به همین ترتی

a2است و  Z ،2+c2+b2aکه در نتیجه ضریب   + b2 + c2 =  است. 0
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 و از روابط قبلی داریم:  a=b=c=0بنابراین 

(1-3)     [X,Y]=dW  [Y,W]=dX  [W,X]=dY 

dچون  ≠ 0 (𝔤  آبلی نیست( adX = [X, Y]   , D𝔤 ≠ بعدی - 8لی یک جبر  {X,Y,W}پس  0

 لی را دارد(کند.)شرایط یک جبر تولید می SO(3)ایزومورف با 

J3دهیم باشد قرار می 𝔤دیگری روی  α=1,2 ،hcs{Jα}اگر 
′ = J1

′ J2
′dگیریم از روش بالا نتیجه می ′ ≠ 0 

Jα ]وجود دارد بطوریکه  
′ Z, Jβ

′ Z] = d′ Jγ
′ Z  که (γ  وβ  وα) ( ( است.)مشابه 9و  2و  8جایگشت دوری از

 ( است(8-9)

φفرض کنیم  ∈ End(g)  و باφZ = 
d

d′
Z وφJα = Jα

′ φ 9و2برای =α دهیم تعریف شده باشد نشان میφ 

Jα}و   α=1,2{Jα}است بنابراین 𝔤یک اتومورفیسم از 
′ }α=1,2 .هم ارزند 

 شود.به این ترتیب قضیه اثبات می

از کواترنیون های غیر  ∗Hگروه ضربی ،R⨁SO(3)لی گروه لی همبند ساده با جبر : یادآوری 8-9-90

 ∗Hپذیرد.می H∗   ،hcsلیپذیرد بنابراین جبرمی hcsهمبند ساده است ساختار  ∗Hلیصفر است. گروه 

 کنیم.است. قضیه زیر برای درک این مطلب استفاده میR⨁SO(3) همان   ∗Hلیپذیر نیست پس جبرحل

که جبر وجود دارد  Gیک گروه لی همبند  البعد باشدلی متناهیجبر  𝔤فرض کنید : قضیه8-9-99

 لی مفروض است.لی آن همان جبر 

 مراجعه شود.] 98[ اثبات:  به مرجع 
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𝔷ثابت کردیم که اگر 1-9-8در قضیه : یادآوری8-9-92 ≠ یکریخت  J1𝔷⨁J2𝔷⨁J3𝔷پس  {0}

پذیرد اگر و فقط اگر می hcsبعدی با مرکز غیر بدیهی یک -8لی یا آبلی است. بنابراین یک جبر  SO(3) با

𝔤 ≅ R⨁SO(3)  یا𝔤 .آبلی باشد 

,R⨁𝔰𝔩(2، 1-9-8مطابق قضیه : یادآوری8-9-98 R)  یکhcs پذیرد به عبارت دیگر ساختار نمی

 پذیرد.مختلط ناوردا می

 .آیدبدست می] 95[ ازحکم بالا با نتایجی 

Rخارج قسمتی از  1-9-8به عنوان یک نتیجه قضیه: یادآوری8-9-98 × S3  با زیر گروه مرکزی

Rپذیرد. ناوردا می hcsآوریم که گسسته بدست می × SO(3) ،S1 × S3  وS1 × SO(3) ،فضای آخری  دو

-نمایان می 93بویربعدی ابر هرمیتی فشرده  -8سطوح هوپف هستند که در طبقه بندی منیفلد های 

S1توجه کنید که از دیفئومورفیسم . ]8[شوند × S3 ≅ U(2) توانیم به می U(2) ساختار ابرمختلط

 ناوردا باشد(بدهیم.)لازم نیست 

 دهیم بطورجام میاست ان پذیرحل 𝔤را با این فرض که ابرمختلط حال طبقه بندی ساختار های  3-2

′dim 𝔤جداگانه حالتی که  =  آوریم.کنیم . ابتدا تعاریف مورد نیاز را میاست تجزیه و تحلیل می 0,1,2,3

 که nCالقا شده از  2nR ساختار مختلط : تعریف 8-2-9

(x1, .  .  . , xn, y1, .  .  . , yn) → (y1, .  .  . , yn, −x1, .  .  . , −xn ) 

                                                           
18Boyer 
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با ماتریس زیر داده  2nRشود. برحسب پایه طبیعی برای نامیده می 2nRساختار مختلط متعارف 

J0شود.می = (
0 In
−In 0

 است. nماتریس های همانی از درجه  Inکه  (

-های آفین وارونگروهی از همه تبدیل، Kگروه آفین از هر فضای آفین روی یک میدان : تعریف8-2-2

 ها باشد.یک میدان مختلط یا حقیقی از کواترنیون Kلی است اگر پذیر از فضا به خودش است که یک گروه

ای از زیر فضاهای خطی بعدی است که به عنوان مجموعه-nفضای تصویر حقیقی  nRP: تعریف  8-2-8

 شود.تعریف می n+1Rبعدی از -9

 است 91هایزنبرگبعدی با مولد های زیر یک جبر-8لی یک جبر : تعریف  8-2-8

𝑋 = [
0 1 0
0 0 0
0 0 0

]                 𝑌 = [
0 0 0
0 0 1
0 0 0

] Z = [
0 0 1
0 0 0
0 0 0

] 

[X,Y]=Z  [X,Z]=0  [Y,Z]=0 

 های بالا مثلثی است.که دقیقا همانند فضایی از ماتریس

 فقط اگرپذیر است اگر و حل 𝔤باشد پس  Kلی روی یک جبر  𝔤فرض کنید : قضیه 8-2-5

<X,[Y,Z]>=0                   (X,Y,Z∈ g) 

 مراجعه شود.] 93[ اثبات:  به مرجع 

و فضای همگن  2nRیک تناظر یک به یک بین مجموعه ساختارهای مختلط روی : گزاره  8-2-6

GL(2n,R)

GL(n,C)
Sوجود دارد. همدسته با یک عنصر   ∈ GL(2n; R)  شود. متناظر با ساختار نمایش داده می

 است. 2nR)نمایش ماتریسی( ساختار مختلط متعارف  0Jاست که  S0SJ-1مختلط 

                                                           
19Heisenberg 
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 مراجعه شود.] 99[ اثبات:  به مرجع 

  : کنیمساختارهای ابرمختلط را طبقه بندی می ′dim 𝔤حال  برحسب 

′dim 𝔤اگر  = اندومورفیسم که در شرط      تواند با انتخاب دو می 𝔤روی  hcsآبلی است. یک  ′𝔤لذا  0

(خود به خود بر قرار است و 2-2پذیری )کند بدست آید. در این موقعیت حالت انتگرال( صدق می2-9)

نشان دهیم که یک تناظر یک به یک بین ساختارهای توانیم با بحث مشابه اینها در مورد مختلط می

و نقاطی در فضای  𝔤ابرمختلط روی 
GL(4n,R)

GL(n,H)
 ود دارد.وج  

hcs،{Jαبا بیان یک  
0}α=1,2  و فرستادنGL(4n, R) ∋ T → {T Jα

0T−1}α=1,2 شود. بویژه تناظر اثبات می

Jα}هم ارز با hcsهر 
0}α=1,2  .است 

 برابر یک باشد داریم:  ′𝔤و اگر بعد

′dim gاگر: گزاره 8-2-7 = 1  ،𝔤  هیچhcs پذیرد.را نمی 

یک عنصر  X . حال اگر𝔷 {=0} ،92-9-8 یادآوریبپذیرد فرض کنیم با توجه به  hcsیک  𝔤اگر :  اثبات

Yباشد،  ′𝔤غیر صفر از ∈ 𝔤  وجود دارد بطوریکه[Y,X]=X  پس𝔤 شود.تجزیه می 

𝔤 = Ker(adX) ∩ Ker(adY) ⊕ RX⨁RY 

, U که  Yو Vو Uبا بکارگیری اتحاد ژاکوبی با   V ∈  Ker(adX) ∩ Ker(adY)آوریم بدست می[U,V]=0 

𝔷بنابراین  = Ker(adX) ∩ Ker(adY)  که یک تناقض است پس𝔤 پذیرد.هیچ ساختار ابرمختلطی نمی 

تحت ترکیب توابع باشد که با ضرب نیم  Cگروه جنبشی آفین  Aff(C)فرض کنیم : تذکر  8-2-3

≅است. C*یکریخت با  Cمستقیم  C × C∗)  CAff( 
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هاست( باضافه زیر گروه نرمال انتقال آل آبلی)متناظر بابه یک مجموع مستقیم از یک ایده aff(C)لی جبر  

های آلاز ایده Yو Xهای شود. بعلاوه پایه( تجزیه می ∗Cیک زیر جبر آبلی)متناظر با یک ضرب اسکالر در

W وZ از زیر جبر وجود دارند بطوریکه روابط زیر برقرار است : 

[X,Z]=X  [Y,Z]=Y  

          [X,W]=Y         [Y,W]=-X 

 کند.است را بررسی می 2برابر  ′𝔤حالتی راکه بعدقضیه بعد 

′dim 𝔤اگر : قضیه  8-2-1 =  باشد پس:  2

i) 𝔤  یکhcs پذیرد اگر و فقط اگر می𝔤 ≅ aff(C) 

ii)  کلاس هم ارزیhcs  روی𝔤  2با فضایRP شود.پارامتری می 

ای از خانواده= α=1,2  ℋ{Jα}پذیرد. فرض کنیم می hcsیک  aff(C)دهیم ابتدا نشان می: اثبات

 باشد. aff(C)هایی ازاندومورفیسم

   J1X = −W             J1Y = Z               J1
2 = −I                                    

  J2X = Y                 J2Z = −W           J22 = −I 

 (.7-2-2پذیرند. )با استفاده از لم انتگرال  2Jو  1Jپس   02N=(Z,W)و  01N=(Z,Y)چون  

 : برعکس

 کند.تعریف می 𝔤  روی hcs یک  α=1,2{Jα}فرض کنیم

{Jα}α=1,2 را ببینید( 6-2-2(و لم 2-2دهیم))را اگر لازم باشد تغییر می 
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J2فرض کنیم   ∶   𝔤
′  →  𝔤′   بنابراین 𝔤 =   𝔤′⨁J1𝔤

 آل و یک زیر جبر(.)جمع مستقیم یک ایده′

,′X}فرض کنید  Y′} پایه ای از𝔤′  باشد که. Y′ = J2X
,′X}دهد که نتیجه می′ Y′, J1X

′, J1Y
ای از پایه {′

𝔤 .است 

 وجود دارد بطوریکه :  𝔤روی  βو  αدو فرم دو خطی و پاد متقارن 

[V,W] = α(V,W)X′ + β(V,W)Y′                       ∀ V,W ∈ 𝔤 

D𝔤پذیر است پس حل 𝔤آبلی است )چون  ′𝔤و اینکه Y′,X′(1N=(0پذیری شرط انتگرال = 0   ←

[X′, Y′] =  دهد: ( نتیجه می 0

[J1X
′, J1Y

′] = 0                  [X′, J1Y
′] = [Y′, J1Y

′] 

0J1X=(و از
′,X′(2N آوریم: بدست می 

[X′, J1Y
′] = −[Y′, J1Y

′] 

 از اتحاد ژاکوبی داریم: 

α(X′, J
1
X′) = β(X′, J

1
Y′)α(X′, J

1
Y′) = β(X′, J

1
Y′) 

,′c= α(Xبا  𝔤و بنابراین براکت در  J
1
X′) و β(X′, J1Y

′) d = شود.تعیین می 

[X′, J1X
′] = cX′ − dY′                   [X′, J1Y

′] = dX′ + cY′ 

[Y′, J1X
′] =  dX′ +  cY′                 [Y′, J1Y

′] =  −cX′ + dY′ 

′dim 𝔤چون = cاست لذا باید  2 ≠ dیا  0 ≠  باشد.  0

 X  وY وZ وW کنیم : را بصورت زیر تعریف می 



38 
 

X=(c2 + d2)−1(dX′ +  cY′) 

Y=(c2 + d2)−1(−cX′ + dY′) 

Z==(c2 + d2)−1(cJ1X
′ − dJ1Y

′) 

W= (c2 + d2)−1(−dJ1X
′ + cJ1Y

′) 

 : آوریم از روابط بالا بدست می

 [X,Z]=X                                           [Y,Z]=Y   

    [X,W]=Y  [Y,W]=-X 

𝔤پس ≅ aff(C) 

 به شکل زیر هستند:  {X,Y,Z, W}نسبت به پایه 2Jو  1Jتوجه کنید

J1X = aZ − bW                  J1Y = bZ + aW                      J1
2 = −I 

J2X = Y                                  J2Z = −W                             J2
2 = −I 

 که

a=2cd(c2 + d2)−1  وb=(d2 − c2)(c2 + d2)−1  بنابراین a2 + b2 = 1 

Jα}فرض کنید
0}α=1,2 ،hcs   : بدست آمده باشد با قرار دادن 

J1
0X=-W           J1

0Y = Z              (J1
0)2 = −I             J2

0 = J2 

J}   کنیممیادعا  
α
}
α=1,2

Jα}و
0}α=1,2  دهیم هم ارزند. در حقیقت نشان میφ ∈ End(𝔤)  تعریف شده با

φW = W وZ=Zφ وY=-aX+bYφ وX= bX+aYφ ، یک اتومورفیسم از𝔤 بطوریکهدهد می φJα =

J
α
0φ      , α = 1,2 
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 (ii) در(i)  ایم که همه ساختارهای ابرمختلط ثابت کرده{Jα}α=1,2  2که با این خاصیتJ ،𝔤′  را حفظ

Jα}کند هم ارزند. یک ساختار ثابت می
0}α=1,2 کنیم : که این خاصیت را دارد داده شده است تعریف می 

SO(3)0 = {{Jα
0, Jα

0} ∶  x, y ∈ S2 , x ⊥ y} 

J𝑥 که 
0 = ∑ xαJα

03
α=1وJ𝑦

0 = ∑ yαJα
03

α=1باJ3
0 = J1

0J2
که در  hcsبا یک  aff(C)𝔤=روی  hcsپس هر .0

0SO(3) گیرد هم ارز است.قرار می 

q( 6-2-2گیریم بنا به لم )دلخواه در نظر می hcs ،{Jα}α=1,2برای اثبات این مطلب یک   ∈ S2  وجود

Jqدارد بطوریکه  = ∑ q
α
Jα

3
α=1،𝔤′ 2کند و را حفظ میJ 1J=3J  اگرp ∈ S2  بهq  عمود باشد پسJp, Jq}{ 

Jα}هم ارز با  φتوسط اتومورفیسم است که  hcsیک 
0}α=1,2 .است 

pو  qو  pماتریسی با سطرهای  Aباشد که  A-1دو سطر نخست از  yو xفرض کنیم   ∧ q  است پسφ  یک

Jx}و α=1,2{Jα}هم ارزی بین
0, Jy

  است. {0

,x)ثابت کردیم نگاشتی که   y, x ∧ y) → {Jx
0, Jy

 hcsارزی های همای از کلاسبه روی مجموعه SO(3) از{0

 ، پوشاست. 𝔤روی 

Jα}فرض کنیم  
0}α=1,2  ساختار تعریف شده در(i) دهیم باشد نشان می{Jx

0, Jy
Jp}و  {0

0, Jq
ارزند اگر و هم {0

Aفقط اگر = (aij)1≤i,j≤2 ∈ O(2)  وجود داشته باشد بطوریکهx=Ãp  وy=Ãq  کهÃ =

(
a22 0 a12
0 det A 0
a21 0 a11

در تناظر یک به یک با نقاطی در فضای  gروی  hcsارزی های همبنابراین کلاس (

O(2)

SO(3)
= RR2  .هستند 
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′dimg بعدی باشد بطوریکه  – 4پذیر لی حقیقی حلیک جبر  𝔤  فرض کنید: قضیه 8-2-90 < 3  

پایه ای  Wو   Zو Yو  Xلی لیست شده در جدول زیر است که   یکی از جبرهای 𝔤آبلی نباشد پس  𝔤اگر 

 .انداعداد حقیقی dو cاست و  𝔤از 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مراجعه شود.] 90[ اثبات:  به مرجع 

 طبقهرا 𝔤بعدی - 8پذیر لی حقیقی حلدر قضیه بالا ساختارهای مختلط روی یک جبر  20اسنو 8-2-99

dimبندی کرد بطوریکه  𝔤′ ≤ 2  

                                                           
20J. E. Snow 

C( 𝔤 )  𝔤′ رابطه G 

〈Z,w〉 〈Z〉 [X,Y]=Z S1 

〈Z,w〉 〈Y〉 [X,Y]=Y S2 

〈Z〉 〈Y, Z〉 [X,Y]=Y , [X,W]=Z S3 

〈Z〉 〈Y, Z〉 [X,Y]=Z , [X,W]=Y S4 

〈Z〉 〈Y,W〉 [X,Y]=Y , [X,W]=dW , d≠ 0 S5 

〈Z〉 〈Y,W〉 [X,Y]=Y , [X,W]=Y+W S6 

〈Z〉 〈Y,W〉 
[X,Y]=W , [X,W]= -cW+dW , 

d2 − 4c < 0 , 𝑑 = 0 𝑜𝑟 1 
S7 

0 〈Y,W〉 [X,Y]=Y , [Z,W]=W , S8 

0 〈Y,W〉 [X,Y]=Y , [X,W]=W , [Z,W]=Y S9 

0 〈Y,W〉 
[X,Y]=Y , [X,W]=dW , d≠ 0 

[Z,Y]=Y , [Z,W]= cW 
S10 

0 〈Y,W〉 

[X,Y]=Z , [X,W]=W , [Z,Y]=W , 

[Z,W]= -cW+ dW, 

d2 − 4c < 0 , 𝑑 = 0 𝑜𝑟 1 

S11 
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 چهارخانوادهS11 شود. شود در جدول بالا نشان داده مینمایان میS11 ( با 1-2-8لی که در قضیه )جبر  

   J1ساختارهای پذیرد.های هم ارزی ساختارهای مختلط میکلاسمجزا از  
  1-2-8 هاز قضی J20و 0

 دهد.های متفاوت را نشان میساختارهای مختلط غیر هم ارز متعلق به خانواده

 قبل از بیان آخرین قضیه این فصل به تعدادی تعریف نیارمندیم. 

𝑝 نقطه :تعریف8-2-92 ∈M ویک زیر فضای دو بعدیσ ⊂ TpM عدد حقیقی  را در نظر میگیریم

K(X,Y)=K(𝜎)   که{X,Y} ای از پایه𝜎  است انحناء برشی𝜎  درP شود.نامیده می 

K(X, Y) =
(X, Y, X, Y)

|X ∧ Y|2
|X ∧ Y| = (|X|2|Y|2−< 𝑋, 𝑌 >2)

1

2 

 nHداده شده است. متر زیر را روی  n,XnR  ∈)n,. . .,X1={(XnH{0<نیم فضای: تعریف 8-2-98

,𝑔ij(X1کنیم .معرفی می . . . , Xn) =
δij

Xn
انحنا برشی ثابت  مترذکر شدهبا  nHهمبند ساده است.nHکه  2

 کامل است. nHدارد و  -9مساوی با

  nH  فضای هیپربولیک از بعدn شود.نامیده می 

 Kروی  m لی از بعد متناهییک جبر  𝔤یک میدان از مشخصه صفر و  K فرض کنید: تعریف 8-2-98

∋Xبرای همه  𝔤یک اندومورفیسم پوچتوان  adXپوچ توان است اگر  𝔤باشد،   𝔤 لی هر جبر و همچنین  باشد

 آبلی، پوچتوان است.

dimاکنون حالت   𝔤′ =  کنیم . را بررسی می 3

 K<0پذیر با ضرب داخلی باشد بطوریکه لی حلیک جبر  (< , >, 𝔤)فرض کنیم : گزاره 8-2-95

 های زیر هم ارزند: بنابراین حالت
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∇R = 0   (i    

(ii     (a   𝔞1 + 𝔞2}+0={A 𝔤  یک تجزیه متعامد است با𝔤′ = 𝔞1 + 𝔞2    و𝔤′, 𝔞2] =      و ]0

[𝔤′, 𝔤′] =  𝔞2 

       (b    اگر𝔤′ = D0 + S0/0adA های پاد متقارن و متقارن آن تجزیه شده باشد بنابراین به قسمت=

i. λ. id/𝔞iD0 برایi=1,2 وS0 یک مشتق پاد متقارن𝔤′ .است 

    (c اگرt, . . .,Z1Z  پایه متعامد یکه𝔞2 های پاد متقارن و اگر نگاشتJi  ∶   𝔞1 →  𝔞1    i = 1,… , t  به

 : صورت زیر تعریف شده باشند

[X, Y] = 2λ∑ < 𝑋, JiY > Zi

t

i=1

               ∀ X, Y ∈ 𝔞1 

 بنابراین: 

α) Ji
2 = −id       متعامد است Ji یعنی 

β) JiJK = −JkJi        for  i ≠ k 

γ) JiJKX ∈ {J1X,… , JtX}           for all  X ∈ 𝔞1و      i ≠ k 

 مراجعه شود.] 6[اثبات:  به مرجع 

و  nHCپذیر که وابسته به فضاهای هیپربولیک مختلط و حقیقینخست دو خانواده از جبرهای لی حل 

nHR متعدی  پذیر از ایزومترهایی که بطور سادهکنیم . چنین فضاهایی یک گروه حلهستند معرفی می

پذیر)همبند ساده( با یک متر ناوردای چپ، پذیرد.بنابراین با یک گروه لی حلروی آن عمل می کنند می

 است.ایزومتریک 
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𝔰یک تجزیه متعامد  𝔰باشد پس < , >با ضرب داخلی  متناظر پذیرلی حلجبر (< , >,𝔰)فرض کنیم   =

RA ⨁𝔞
1
⨁𝔞

2
,′𝔰]دارد بطوریکه   𝔰′] = 𝔞

2
′𝔰و   = 𝔞

1
⨁𝔞

2
,′𝔰]و  A,A>=1>و   𝔞

2
] = dim 𝔞که  0

1
=

s(dim𝔞
2
 .s برای تعدادی عدد صحیح مثبت  (1+

𝔞وقتی 
2
= 𝔞پس  0

1
که (< , >,𝔰)بعدی با متر ناوردای چپ وابسته به nآبلی و گروه لی همبند ساده  

 است. nHRایزومتریک با 

𝔞اگر  
2
= RX(< 𝑋, 𝑋 >= 1)  ،𝔞

1
 دارد بطوریکه n,Z1-n,. . .,Y1,Z1{Y-1{یک پایه متعامد یکه  

[Zi, Yj] = −[Yj, Zi] = δijX 2 پس گروه لی همبند سادهn- ،بعدی متناظر با متر ناوردای چپ

 است. nHCایزومتریک با 

dimاگر: قضیه 8-2-96 g′ =  پذیر باشد یکی از موراد زیر بر قرار است: حل 𝔤و  3

a)𝔤′  آبلی است یا b )𝔤′ .یک جبر هایزنبرگ است 

یکتا در  hcsیک  𝔤بعلاوه  .باشد 4HRمتناظر با فضای 𝔤و فقط اگر  اگر پذیردمی hcsیک𝔤 ، (a)در مورد 

 حد هم ارزی دارد.

 hcsباشد کلاس های هم ارزی  2HCپذیرد اگر و فقط اگر متناظر با فضایمی  hcsیک 𝔤،  (b)در مورد 

 پارامتری شده اند. 2PRبا فضای  𝔤روی 

لی غیر آبلی پوچتوان       شود.چون تنها جبر اولین حکم قضیه نتیجه میپوچتوان است  ′𝔤: چوناثبات

 بعدی، جبر هایزنبرگ است. -8
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یک ضرب  <,>بپذیرد و فرض کنیم  hcs ،{Jα}α=1,2یک  𝔤بر قرار باشد اگر  (a)اکنون فرض کنیم حالت  

 (3-2-2)لم  .متعامد است 2J1=J3Jباα=3,2,1برای Jαداخلی باشد بطوریکه

Aصفریک عنصر غیر   ∈ g عمود به𝔤′ گیریم بوضوح را ثابت در نظر می <,>نسبت به{JαA}α=1,2  یک

,JαA]است. باید داشته باشیم:  ′𝔤پایه از JβA] = 0 

 آوریم: بدست می Jαپذیری( باشد با انتگرال8,2,9های )یک جایگشت دوری از اندیس (α,β,γ)اگر 

Jα[A, JβA] = [A, JαJβA]Jα[A, JYA] = [A, JαJγA]     (2 − 3) 

adAاگر  ∶   𝔤
′ → 𝔤′  را نسبت به پایه{JαA}α=1,2 ( استفاده نماییم بدست می 2-8محاسبه کنیم و از )

adA|𝔤   آوریم.  = λI(8-8) 

 پذیری که متناظر با فضای هیپربولیک حقیقی است یکریخت است.لی حلبا جبر  𝔤دهد که نشان می

 برعکس: 

Aگیریم اگردر نظر می ′𝔤از {X,Y,Z}دهیم یک پایهارائه می hcsلی داده شده یک برای این جبر  ∉  𝔤′ ،

 کنیم : را همانند زیر تعریف می α=1,2     = H{Jα}( بر قرار است8-8)

J1A = X               J1Y = Z                    J1
2 = −I 

J2A = Y               J2Z = X                    J2
2 = −I 

-انتگرال 2Jو 71J-2-2بنابراین با توجه به لم  02N=(A,Z)و 01N=(A,Y)شود کهآسانی بررسی میبه 

هم ارزند. براین اساس ،  Hبا  𝔤های ابرمختلط روی آوریم که همه ساختارپذیرند. بعلاوه بدست می

hcs دیگر{Jα}α=1,2  متناظر با ضرب داخلی< , ′Aداده شده است. ′< ∈ 𝔤  را عمود به𝔤′  نسبت به<

 ,  آوریم: گیریم و مانند بالا بدست میدر نظر می ′<

y → [A, y] 
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adA′|𝔤′ = λ
′I ی برای تعدادλ′ ≠ 0 

φفرض کنید  ∈ End(𝔤)  باφA =
λ

λ′
A′  وφJα = Jα

′φ  2,9برای =α دهیم تعریف شده باشد نشان می

φ  یک اتومورفیسم از𝔤 شود. اکنون فرض کنید ارزی مورد نظر برقرار میاست بنابراین هم(b)  برقرار باشد

 دارد بطوریکه:  {A,X,Y,Z}باشد که پایه   2HCلی متناظر با جبر  𝔤اگر 

   [A,X]=X        [Z,Y]=X 

   [A,Y]= 
1

2
Y                          [A,Z]=

1

2
𝑍 

J1, J2  ∈ End(𝔤) کنیم : را با شرایط زیر تعریف می 

J1A = X                     J1Y = Z                           J1
2 = −I 

J2A =
√2

2
Z               J2X =

√2

2
Y                    J2

2 = −I 

 آید.بدست می  2Jو 1Jبا یک محاسبه مستقیم انتگرال پذیری 

 : برعکس

 یک ضرب داخلی باشد بطوریکه < , >بپذیرد فرض کنیم  hcs ،{Jα}α=1,2صدق کند و یک  (b)در  𝔤اگر 

 Jα  2,9برای  =α (3-2-2متعامد است. )لم 

J کنیم ( فرض می6-2-2گیریم. با لم )در نظر می ′𝔤در متمم متعامد Ãعنصر غیر صفر  
1
Ã ∈ 𝔷(𝔤′)  . پایه

X̃ و  Ãگیریم: را در نظر می 𝔤مقابل از  = J1Ã  و  Z=J2Ã    وX̃ J2 Y= کنید  )توجه{X̃, Z, Y} ای ازپایه𝔤′ 

 .است(
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X̃چون   ∈ 𝔷(𝔤′) دهیم آسانی نشان می، بهRX̃ آل از یک ایده𝔤  است. بنابراینλ ∈ R  وجود دارد بطوریکه

[𝐴̃, 𝑋̃] = 𝜆𝑋̃  98-9-8با یادآوری ،𝔷 = λبنابراین   {0} ≠ 0 . 

α)است  RX̃ یک جبر هایزنبرگ با مرکز  ′𝔤که با این فرض   ≠ 0)    α ∈ R  وجود دارد بطوریکه

[Z,Y]=𝛼𝑋̃. 

 آوریم: بدست می 0𝑋̃,(2N=(Zو 1N)0Z,𝐴̃=(از

(8- 8)          [Ã, Y] = (λ − α)Y            ,            [Ã, Z] = J1[Ã, Y] = (λ − α)Z 

αآوریم گیریم و بدست میبکار می 𝐴̃و Zو Yاکنون اتحاد ژاکوبی با   =
𝜆

2
Xو  Z و Yدهیم قرار می  =

λ

2
X̃ 

Aو  =
1

λ
Ã  دهیم مستقیما نشان می (8 -8)و با استفاده ازg  مختلط لی متناظر با فضای هیپربولیک جبر

 است.

 گیرند.شکل زیر را می 2Jو 1Jهای بالا در پایه

J1A =
2

𝜆2
X                     J1Y = Z                           J1

2 = −I 

J2A =
1

𝜆
Z                      J2X =

𝜆

2
Y                       J2

2 = −I 

J1اگر  
J2و   ′

λرا با  λرا ساختار بدست آمده وقتی  ′
′

دهیم کنیم ، بنامیم. به آسانی نشان میجایگزین می 

φ ∈ End(𝔤) که درφA=A  وφJα = Jα
′ φ     به ازاء  α = است  𝔤کند یک اتومورفیسم از صدق می 1,2

Jα}ارزی بینکه یک هم
′ }α=1,2  و{Jα}α=1,2کند.بر قرار می 

⊕J1  ،RAبا این خاصیت که  α=1,2{Jα}ثابت کردیم که همه ساختار های ابرمختلط   𝔷(𝔤′)  را ناوردا باقی

 ارزند.گذارد هممی
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λفرض کنیم   = Jα}وابسته را با hcsثابت باشد و  2√
0}α=1,2   0نشان می دهیم اگرSO(3)  را همانند(ii) 

-قرار می 0SO(3)است که در  hcsارز با یک هم 𝔤روی  hcsتعریف کنیم با بحث مشابه ، هر  1-2-8قضیه

JX}دهیم گیرد. نشان می
0, JY

Jp}و  {0
0, Jq

Aارزند اگر و فقط اگر هم {0 ∈ O(2)  وجود داشته باشد بطوریکه

y=Ãq  وx=Ãp  که=(det A
A
)Ã  است پارامتری سازی را معین  1-2-8این شرط که مشابه قضیه

 کند.می
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       فصل چهارم

 هرمیتیطبقه بندی ساختارهای ابر

 

 

 

 

 

 

 

 مقدمه 8-9

ابتدا مترهای هرمیتی  بعدی در این فصل – 8های لی ابرمختلط روی گروهپس از طبقه بندی ساختارهای 

بعدی بررسی  – 8های لی و  ابرهرمیتی را تعریف نموده و سپس ساختارهای ابرهرمیتی را بر روی گروه

  .کنیممی
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∶ F پذیر باشند وهای دیفرانسیلمنیفلد Nو  Mکنید  فرض :تعریف 8-9-9 M → N  یک نگاشت

p پذیر باشد و دیفرانسیل ∈ M29فوروارد -دلخواه باشد نگاشت پوش  F∗  ∶ TpM → TF(p)N   یک نگاشت

 دهد:خطی دوگان را نتیجه  می

(F∗)
∗  ∶ Tp

∗N → TF(p)
∗ M 

 شود.شود. و بصورت زیر تعریف  مینامیده  می Fوابسته به  22که برگشت

(F∗ω)(X) = ω(F∗X)        for   ω ∈ TF(p)
∗ N   , X ∈ TpM 

∶ F پذیردیفرانسیلیک نگاشت   :تعریف 8-9-2 M → N شود اگر نامیده  می 28یک ایمرشنF∗  در

pدر  Fکه رتبه rank F=dim Mهر نقطه یک به یک باشد یا  ∈ M  رتبه نگاشت خطیF∗  ∶ TpM →

TF(p)N  است که رتبه ماتریس مشتقات جزییF پذیر است یا بعد در هر چارت  دیفرانسیلImF∗ ⊂

TF(p)N  . 

 

 

یک تناظر است که به هر  Mپذیر متر ریمانی روی یک منیفلد  دیفرانسیلیک  :متر ریمانی 8-9-8 

پذیری در مفهوم کند که  دیفرانسیلمربوط می MpTیک ضرب داخلی روی فضای مماس  Mاز  pنقطه 

Xزیر تغییر می کند. اگر  ∶ U ⊂ Rn → M   یک دستگاه مختصات حولp باشد با 

X(x1, .  .  . , xn) = q ∈ X(u) 

                                                           
21  Push-Forward 
22  pull back         
23  Immersion      
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 و

∂

∂xi
(q) = dXq(0, .  .  . ,1, .  .  . ,0) 

 که 

<
∂

∂xi
(q)  ,

∂

∂xj
(q) >q= gij(x1, .  .  . , xn) 

 است. uپذیر روی که یک تابع  دیفرانسیل

∂که    nM=Rیک مثال تقریبا بدیهی  :مثال  8-9-8

∂xi
,0)را با     .  .  . ,1, .  .  . ,0)=ie گیریم  ، یکی می

 شود:متر بصورت زیر تعریف  می

< ei , ej > =  δij 

nR فضای اقلیدسی از بعدn  شود.نامیده  می 

∶ fمنیفلدهای ریمانی باشند یک دیفئومورفیسم  N و  Mفرض کنید  :تعریف 8-9-5 M → N   یعنی(

f شود اگر پذیر است( ایزومتری نامیده  میپذیر با معکوس  دیفرانسیلدو سویی و  دیفرانسیل 

p   به ازاء هر     ∈ m  &   𝑢, 𝑣 ∈ TPM       , < 𝑢, 𝑣 >p=< 𝑑fp(u), dfp(v) >fp                 

  :ناوردای چپ است اگر Gیک متر ریمانی روی گروه لی : تعریف  8-9-6

,x        به ازاء هر    y ∈ G  &   𝑢, 𝑣 ∈ TyG      ,   < 𝑢, 𝑣 >y=< 𝑑(Lx)yu, d(Lx)yv >Lx(y)                 
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توانیم متر ریمانی ناوردای راست را تعریف کنیم یک متر یک ایزومتری است. بطور مشابه می  xLیعنی 

 شود.نامیده  می 28دو ناوردا –که هم ناوردای چپ و هم ناوردای راست است  Gریمانی روی 

 نگاشت: Mپذیر روی یک منیفلد  دیفرانسیل ∇یک الصاق آفین  :تعریف  8-9-7

∇∶  𝒯(M) × 𝒯(M) → 𝒯(M) 

,X)است. که بصورت   Y)  
   ∇   
→  ∇XY کند:شود. و در شرایط زیر صدق مینشان داده  می 

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ 

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ 

iii) ∇X(fY) = f ∇XY + X(f)Y 

,Xکه  Y, Z ∈ 𝒯(M)  وf, g ∈ D(M)  کهD(M) حلقه توابع حقیقی مقدارC∞  تعریف شده روی Mاست.  

 Jبا یک ساختار مختلط  Vیک ضرب داخلی هرمیتی روی یک فضای برداری حقیقی  :تعریف  8-9-3

 است بطوریکه:  hیک ضرب داخلی 

h(JX, JY) = h(X, Y)             for   X, Y ∈ V 

,h(JXدهد که نتیجه  می X) = Xبرای هر  0 ∈ V . 

است که ناوردا با  gیک متر ریمانی  Mیک متر هرمیتی روی یک منیفلد تقریبا مختلط  :تعریف 8-9-1

 . Y :  g(JX,JY)=g(X,Y)و  X، یعنی برای هر میدان برداری است Jساختار تقریبا مختلط 

                                                           
24  bi-invarian 
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، نسبت به ساختار مختلط  MxTیک متر هرمیتی، یک ضرب داخلی هرمیتی روی هر فضای مماس  

تعریف می کند. یک منیفلد تقریبا مختلط )منیفلد مختلط( با یک متر هرمیتی منیفلد  Jتعریف شده  با 

 شود.نامیده  می تقریبا هرمیتی )منیفلد هرمیتی(

 25فشردههر منیفلد تقریبا مختلط یک متر هرمیتی می پذیرد با این شرط که پارا :گزاره  8-9-90

 باشد.

 جلد دوم مراجعه شود. ]99 [اثبات: به مرجع

 ساختارهای ابرهرمیتی 4-2

 < , >یک منیفلد ابرمختلط همبند باشد یک متر   (M , {Jα}α=1,2)کنیم فرض می: تعریف 8-2-9

 عمود باشند. < , >نسبت به  α=1,2{Jα}ابرهرمیتی است اگر اندومورفیسم های   Mروی 

، همه مترهای  ابرهرمیتی )نسبت به یک ساختار ثابت(  dim M=4گیریم  اگر نتیجه می 3-2-2از لم 

 ارزند.هم

fپذیر یک نگاشت  دیفرانسیل: تعریف 8-2-2 ∶ (M , {Jα}α=1,2)   →  (M
′ , {Jα

′ }α=1,2)     بین منیفلد

df Jαدر رابطه،  dfشود اگر دیفرانسیل آن های ابرمختلط ، ابرمختلط گفته  می = Jα
′ df   fo𝑟  α = 1,2  

 صدق کند.

 یک متر  ابرهرمیتی با یک ایمرشن ابر مختلط،  ابرهرمیتی است. توجه کنید برگشت :یادآوری  8-2-8

                                                           
25  Para Compact 
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-بعدی همبند ساده است که یک ساختار ابرمختلط ناوردا می -8یک گروه لی حقیقی Gاز این به بعد، 

 پذیرد.

ناوردا  hcs،  ابرهرمیتی ناورداست اگر نسبت به تعدادی  Gیک متر ناوردای چپ روی  :تعریف  8-2-8

 ابرهرمیتی باشد.  Gروی 

دهیم چنین مترهایی در حد می آوریم. نشانرا بدست می Gدر این فصل مترهای  ابرهرمیتی ناوردا روی 

 ارزند.یکریختی هم

, > و < , >اگر  :گزاره 8-2-5  λ>0باشند یک عدد حقیقی  Gمترهای  ابرهرمیتی ناوردا روی  ′<

, >G , λ)با  ( < , >G , λ)وجود دارد بطوریکه   ایزومتریک است.  ( ′<

 :اثبات

Jα}و  α=1,2{Jα}فرض کنیم ساختارهای ابرمختلط ناوردا 
′ }α=1,2  رویG  و < , >متناظر با < , وجود  ′<

شوند القا می Gاز  𝔤هایی که روی جبر لی داشته باشد هر دو ساختار ابرمختلط ناوردا با اندومورفیسم

 گردند.تعیین می

Jα}و  α=1,2{Jα}این اندومورفیسم ها را با 
′ }α=1,2 دهیم و آنها نشان میhcs  روی𝔤 .هستند 

hcs  ،{Jαدانیم یک می 8از نتایج فصل
0}α=1,2  روی𝔤  وجود دارد بطوریکه هرhcs ارزست با دیگر همhcs 

 گیرد.قرار می 0SO(3) که در فضای متناظر

Jα}بدون اینکه کلیت مطلب را از دست دهیم فرض کنیم یکی از ساختارها برای مثال 
′ }α=1,2  ،{Jα

0}α=1,2 

 است. فرض کنیم : 
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φ ∈ Aut(g)        ,        x ⊥ y     ,      x, y ∈ S2 

J𝑥}با  α=1,2{Jα}بطوریکه  
0 , Jy

 φالقا شده با  Gاتومورفیسمی از  φ̃ارز است. فرض کنیم ، همφ از طریق {0

, >باشد و  >xy   یک متر  ابرهرمیتی ناوردای چپ نسبت به{J𝑥
0 , Jy

 باشد.  {0

φ̃  اتومورفیسم ∶ (G, {Jα}α=1,2)  → (G, {Jx
0 , Jy

0} )        

∗φ̃ابرمختلط است بنابراین  < , >xy  نسبت به{Jα}α=1,2    ابرهرمیتی است. و بنابراین یک تابع

∗φ̃وجود دارد بطوریکه  Gروی  ρپذیر مثبت دیفرانسیل < , >xy= ρ < , یک اتومورفیسم  φ̃چون   <

∗φ̃ است برگشت  < , >xy   ناوردای چپ است بنابراینρ  رویG .باید ثابت باشد 

, >بنا به فرض  Jα}نسبت به   ′<
0}α=1,2   ابرهرمیتی است بنابراینJ𝑍

0  ،< , متعامد است برای همه - ′<

Z ∈ S2 . 

, >بنابراین  , >و  ′< >xy  مترهای ابرهرمیتی ناورداری چپ نسبت به ساختار یکسان هستند عدد

, >وجود دارد بطوریکه  βحقیقی مثبت  >′= β < , >xy و گزاره با فرض کردن λ=ρβ  وφ̃   نتیجه

 شود.می

پذیر همبند با یک منیفلد همگن همبند از انحناء غیر مثبت به عنوان یک گروه لی حل: گزاره  8-2-6

 شود.متر ناوردای چپ نشان داده  می

 مراجعه شود. ]7[اثبات: به مرجع 

مجموع   𝔤 =𝔱+𝔨یک گروه لی همبند ساده با یک متر ناوردای چپ و جبر لی  Gفرض کنیم  :لم  8-2-7

Xپاد متقارن برای همه  t|Xadباشد بطوریکه  𝔤از  𝔨 و یک زیر جبر 𝔱 مستقیم متعامد از یک ایده ال  ∈ 𝔨 

و مترهای ناوردای چپ القا شده توسط  𝔨و  𝔱جبر های لی  با Gزیر جبرهای لی همبند  K و T. اگر است
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 Tروی  K)عمل  Kو  T، ضرب نیم مستقیم  K𝜎×Tبا ضرب ریمانی  Gباشند بنابراین  Gمتر

σK(t)بصورت = kTk
 شود( ایزومورفیک است. ) ایزومورفیک به عنوان گروه لی (داده  می 1−

 مراجعه شود. ]5[اثبات: به مرجع 

یک منیفلد همگن همبند از انحنا منفی همبند ساده است و بنابراین دیفئومورفیسم  :یادآوری  8-2-3

 ساده است.با یک فضای اقلیدسی 

متر متفاوت در حد  5گیریم آوریم نتیجه میدر مرحله بعد، مترهای ابرهرمیتی ناوردا را بدست می

 یکریختی وجود دارد.

وجود دارد  λباشد عدد حقیقی مثبت  Gیک متر  ابرهرمیتی ناوردا روی  < , >اگر  :قضیه  8-2-1

 ایزومتریک است.با یکی از فضا های ریمانی زیر  (< , >G,λ)بطوریکه 

(i) 4R با متر اقلیدسی 

(ii)   3ضرب ریمانیH×R متعارف با مترهای 

(iii)   3ضرب ریمانیHR×R   3کهHR  .متر متقارن از انحنا برشی منفی دارد 

(iv)   4HR با متر متقارن 

(v)  4R  با یک متر غیر متقارن همگن از انحنا برشی منفی، بعلاوه< , >  ،G  را در حد یک

 کند.ایزومورفیسم تعیین می

 داریم. 𝔤( حا لت های زیر را برای 8باشد با نتایج فصل ) G، جبر لی  𝔤: اگر اثبات
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(i) 𝔤 آبلی است 

(ii) 𝔤 ≅ R ⨁ SO(3) 

(iii) 𝔤 ≅ aff(C)  

(iv) 𝔤  4پذیر   متناظر با جبر لی حلHR   است یا 

(v) 𝔤  2پذیر   متناظر با جبر لی حلHC  است. 

بصورت زیر  α=1,2{Jα}فرض کنیم  5-2-8است. باگزاره   R)4 (+ ,ایزومورفیک با  Gبرقرار باشد  (i)اگر 

 داده شده است:

J1Z = X               J1Y = W                    J1
2 = −I 

J2Z = Y               J2W = X                    J2
2 = −I 

با انتقال چپ ضرب داخلی بدست آمده بطوریکه این پایه  < , >،که   4R 0=T 𝔤از  {X,Y,Z,W}در پایه 

 است. 4Rمتر متعارف روی  < , >متعامد یکه است. بنابراین 

بصورت زیر  α=1,2{Jα}فرض کنیم  5-2-8ایزومورفیک است. با گزاره  3S×Rبا  Gبرقرار باشد  (ii)اگر 

 است:  

J1Z = X               J1Y = W                    J1
2 = −I 

J2Z = Y               J2W = X                    J2
2 = −I 

با انتقال چپ ضرب داخلی بدست آمده بطوریکه  < , >است. و  1-9-8همانند قضیه  {X,Y,Z,W}که 

 هستند. 3Sو  span  ،R {X,Y,Z,W}و  R ،Z متناظر با  Gاین پایه متعامد یکه است. زیر گروه های لی 

روی هر عامل،   < , >با متر القا شده با  3S×Rبا ضرب ریمانی  (< , > , G)گیریم  نتیجه می 7-2-8از لم 

 کند.القا می 9متر متعارف با انحنا برشی ثابت  3Sروی  < , >ایزومتریک است. توجه کنید که 
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-فرض می 5-2-8پذیرد با گزاره می 1-2-8همانند قضیه  {X,Y,Z,W}یک پایه  𝔤برقرار باشد  (iii)اگر 

 بصورت زیر تعریف شده باشد: α=1,2{Jα}کنیم 

J1X = −W               J1Y = Z                    J1
2 = −I 

J2X = Y               J2Z = −W                    J2
2 = −I 

 با انتقال چپ ضرب داخلی نسبت به پایه بالا بدست آمده ، متعامد یکه است. < , >و 

 .باشند RWو   span{X,Y,Z}با جبرهای لی  Gهای لی از زیر گروه Kو  T فرض کنیم 

با   (< , > , G)آوریم بدست می 7-2-8لم با متقارن چپ است. و مجدداً  adw|span{X,Y,Z}توجه کنید 

 روی هر عامل ، ایزومتریک است. < , >با متر القا شده توسط  T×Kضرب ریمانی 

T  وK   هر دو باید همبند ساده باشند بنابراینT 3پذیر   همبند ساده متناظر با گروه لی حلHR  است و

K=R  روی  < , >توجه کنید کهT کند که متر ناوردای چپ القا میT  3را باHR سازد. ایزومتریک می 

-8 پذیرد. با گزاره می 96-2-8 از قضیه (a)همانند قسمت  {A,X,Y,Z}یک پایه  𝔤بر قرار باشد  (iv)اگر 

 بصورت زیر داده شده باشد: α=1,2{Jα}که   فرض کنیم  ،2-5

J1A = X               J1Y = Z                    J1
2 = −I 

J2A = Y               J2Z = X                    J2
2 = −I 

متر ناوردای چپ القا شده توسط ضرب داخلی نسبت به پایه بالا متعامد یکه است.                < , >و 

(G , < , >) 4فضای متقارن  باHR  ایزومتریک است. و در نهایت اگر(v)  بر قرار باشد𝔤  یک پایه

{A,X,Z,Y}  همانند قسمت(b) پذیرد.می 96-2-8 قضیه 

 مانند زیر است: α=1,2{Jα}فرض کنیم  5-2-8با گزاره
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J1A = X                     J1Y = Z                           J1
2 = −I 

J2A =
√2

2
Z               J2X =

√2

2
Y                    J2

2 = −I 

 ,A,X}پایه متعامد یکه  بامتر ناوردای چپ القا شده توسط ضرب داخلی  < , >و 
√2

2
Z, 
√2

2
Y}  .استG  با

ایزومورفیک است. بنابراین ساختار منیفلد پایه  2HCپذیر متناظر با فضای هیپربولیک مختلط گروه لی حل

 است.  4R، ساختار اقلیدسی روی Gروی 

آوریم انحنا برشی منفی و با محاسبه مستقیم بدست می (،95-2-8متقارن نیست ) با گزاره < , >متر 

های لی غیر شود که مترهای ابرهرمیتی ناوردا روی گروهدارد. آخرین حکم قضیه بر این اساس نتیجه  می

 آورند.یکریخت( بوجود میهای ریمانی غیر همسان)غیر ایزومورفیک فضا
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 مقدمه 5-9

قضایایی نتایج حاصله را  با تعریف متر برگمن با ارا ئه لم و لر را تعریف نموده وسپسیدر این فصل متر ک

 کنیم.بیان می

 gو متر  Jبا ساختار تقریبا مختلط  Mاز یک منیفلد تقریبا هرمیتی  ϕم اساسی فر -2: تعریف  5-9-9

,Y  ،ϕ(X  و Xهای برداری برای همه میدان :شودبصورت مقابل تعریف می Y) = g(X, JY)  چونg  باJ 

,ϕ(JXنیز چنین است یعنی  ϕ ناورداست پس  JY) = ϕ(X, Y)  های برداری برای همه میدانX و .Y   

 -2شود. اگر نامیده می  26متر کیلریک متر هرمیتی روی یک منیفلد تقریبا مختلط  :تعریف  5-9-2

 فرم اساسی آن بسته باشد.

منیفلد مختلط( با یک متر کیلر منیفلد تقریبا کیلر )منیفلد کیلر( نامیده می (یک منیفلد تقریبا مختلط 

 شود.

  با متر  nCبعدی مختلط -nفضای  :مثال  5-9-8

dS2 =∑dZαd

n

α=1

Z−α 

 است( یک منیفلد کاهلر تخت کامل است. دستگاه مختصات طبیعی 1Zو . . . و nZ)که 

τیک فضای برداری و  nCفرض کنیم  :مثال 5-9-8
1
, .  .  . , 𝜏2𝑛  پایهnC  روی میدان اعداد حقیقی

 تولید شده با : nCزیر گروهی از  Dباشد و 

                                                           
26 Kahler Metric 



61 
 

τ
1
, .  .  . , τ2n ∶ D = { ∑mjτj       ;

2n

i=1

 {mj  عدد صحیح است        

بطور کامل ناپیوسته و منیفلد خارج قسمتی nCروی  Dعمل 
Cn

D
 بعدی نامیده می شود. nچنبره مختلط  

گروهی گسسته است در مثال بالا یک متر کیلر روی  Dچون 
Cn

D
های مختلط تنها القا می کند. چنبره 

 پذیرند.پذیر مختلط فشرده هستند که متر کیلر میمنیفلدهای توازی

Sیک زیر مجموعه  :تعریف  5-9-5 ⊂ M  کراندار است اگر عدد مثبتR : وجود داشته باشد بطوریکه 

,xبرای همه   y ∈ S               d(x, y) ≤ R  

 Gپذیر متعدی توسط یک گروه لی پذیر با یک عمل دیفرانسیلیک منیفلد دیفرانسیل: تعریف  5-9-6

 شود. ، اگر مشخص کردن گروه مهم نباشد یک فضای همگن یا یک منیفلد همگن نامیده می

یک دامنه کراندار همگن ، تحویل ناپذیر است اگر با یک ضرب مستقیم از دو دامنه  :تعریف  5-9-7

 کراندار از بعد پایین تر ایزومورفیک )بصورت هولومورفیک( نباشد.

های تحویل ناپذیر ایزومورفیک با یک ضرب مستقیم از دامنه Dهر دامنه کراندار همگن  :قضیه  5-9-3

 تجزیه در حد یک ترتیب یکتاست.است. 

 مراجعه شود. ]90[اثبات: به مرجع 

یک منیفلد کیلر همگن همبند از انحنا منفی با فضای هیپربولیک مختلط ایزومورفیک  :قضیه 5-9-1

 است.
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 مراجعه شود. ]7[اثبات: به مرجع 

Gفرض کنید  :تعریف  5-9-90 ⊂ Cn  یک دامنه باشد وdV  اندازه حجم اقلیدسی رویG و 

A2(G) = { f holomorpic  in G|√∫ |f(z)|2dV(Z)

G

 < ∞  } 

A2(G) شود.نامیده می 27فضای برگمن 

یک فضای ضرب داخلی است که تحت متر القا شده کامل 23یک فضای هیلبرت :تعریف  5-9-99

 است.

uیک  Hروی فضای هیلبرت  fبرای هر تابعک خطی پیوسته   : Rieszقضیه نمایش   5-9-92 ∈ H 

 یکتا وجود دارد بطوریکه:

f(x) = < x , u >  for all x ∈ H 

< x , u >   ضرب داخلی بینx و u .است 

Gفرض کنیم  :تعریف 5-9-98 ⊂ Cn   یک دامنه کراندار باشد وA2(G)  فضای برگمن برای یکz ∈

G  ثابت، تابعکf → f(z)   تابعک خطی کرندار است با قضیه نمایش Riesz(A2(G)  به عنوان یک فضای

KZکه  A2(G)یک عنصر  هیلبرت است( ∈ A
2(G)  نامیم، وجود دارد. و داریم:می       f(z)=<f, Kz >

                                                                    

K(z,w)تابع   = Kz(w)̅̅ ̅̅ ̅̅  شود.کرنل برگمن نامیده می ̅̅

                                                           
27 Bergman 
28 Hilbert    
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Gفرض کنیم  :تعریف  5-9-98 ⊂ Cn  و  یک دامنه باشدK(z , w)  کرنل برگمن رویG  باشد یک

TzCمتر هرمیتی روی کلاف مماس 
n کنیم:بصورت زیر تعریف می 

z برای                         ∈ G                    gij =
∂2

∂zi ∂zj̅
 log (z , z)    

ξطول بردار مماس  ∈ TzC
n بصورت زیر داده شده 

| ξ|B,z = √∑ gij(z)ξiξj
̅

n

i,j=1

 

 شود.نامیده می Gاین متر، متر برگمن روی 

یک منیفلد ریمانی، یکنواخت همدیس است اگر هر نقطه یک همسایگی داشته باشد : تعریف 5-9-95

 که با یک تبدیل همدیس به یک فضای یکنواخت نگاشته شود.

هم ارز همدیس است اگر یک تابع دوسویی  Sهم ارز با یک مجموعه  Gیک ناحیه  :تعریف 5-9-96

 وجود داشته باشد.  Sبه  Gتحلیلی از 

 یک منیفلد ریمانی تخت است اگر ا نحنای آن همیشه صفر باشد. :تعریف  5-9-97

یک منیفلد همگن همبند از انحنای منفی همبند ساده است بنابراین با یک فضای  :یادآوری  5-9-93

 اقلیدسی دیفئومورفیسم است.

انحنای منفی دارد اگر و فقط اگر متقارن یک دامنه کراندار همگن با متر برگمن  :یادآوری  5-9-91

 باشد.
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با انحنای غیر مثبت یک گروه حل پذیر متعدی از  Mیک منیفلد همگن همبند  :یادآوری  5-9-20

 پذیرد.ایزومتری های می

ارز با یک جبر یک منیفلد همگن همبند از انحنای منفی، همبند ساده است و هم :یادآوری  5-9-29

 ضرب  داخلی است.پذیر با یک لی حل

اگر یک فضای ریمانی همبند کامل یک تبدیل یکریخت غیر ایزومورفیک بپذیرد این  :قضیه  5-9-22

 فضا با فضای اقلیدسی ایزومورفیک است.

 مراجعه شود. ]98[اثبات: به مرجع 

گیریم به نتیجه می  1-2-8چون متر ابر کیلر ناوردای چپ، تخت است با قضیه  :یادآوری 5-9-28

 ، ابرکیلر نیستند. 8جز متر اقلیدسی، متر های ابرهرمیتی ناوردا در بعد 

را ببینید( یک ساختار مختلط 96-2-8قضیه ) 2CHمتناظر با فضای هیپربولیک مختلط  Sپذیر جبر حل 

، کیلری   Jنسبت به  2CHاست. متر متقارن روی  X=JAو  JZ=Yو  I-=2Jرا دارد که بصورت   Jمتعارف 

 )v(در  1Jدهیم که این متر هرمیتی است غیر کیلر نسبت به ساختار مختلط آسانی  نشان میاست. به 

کیلری نیست. یعنی متر ناوردای  1Jتوانیم ثابت کنیم که ( است. بعلاوه می9-8)معادله   1-2-8ازقضیه  

 هم ارز نیست.  Sتوسط یک اتومورفیسم از  Jبا  1Jکیلر باشد وجود ندارد. بویژه  1Jچپ که نسبت به 

2CH  باز یکه  گویرا با 

D2(C) = { (Z1, Z2) ∈  C
2 ∶  Z1Z1̅̅ ̅ + Z2Z2̅̅ ̅ < 1 } 

 گیریم. یکی می



65 
 

متناظر با ساختار  Jاست و ساختار مختلط   D2(C)متناظر با متر برگمن روی  2CHمتر متقارن روی 

 است. D2(C)( روی  2Cمتعارف )جانشین شده از 

انتقال داده شود. بنابراین متر برگمن ،   D2(C)تواند به از طریق یکسان سازی بالا می 1Jساختار مختلط  

با متر برگمن تنها دامنه کراندار همگن تحویل ناپذیر  D2(C)غیر کیلر است.  1Jهرمیتی است. و نسبت به 

 در حد ایزومترهای هلومورفیک است. 2Cدر 

 جه گیریینت 5-2

پذیرد )ناوردا می 1Jیک ساختار مختلط  2Cدر  Dهر دامنه کراندار همگن تحویل ناپذیر  :نتیجه 5-2-9

هم  Dپذیر ایزومترها( که )با یک ایزومتری هلومورفیک( با ساختار مختلط متعارف روی توسط گروه حل

 غیر کیلری است. 1Jارز نیست بطوریکه متر برگمن هرمیتی است و نسبت به 

بعدی ابر مختلط همبند -8فلدهای توانیم نتیجه بگیریم منیاز نتایج هندسی بدست آمده در این فصل می

-آیند حتی بوسیله یک دیفئومورفیسم ابر مختلط ، همهای لی غیر ایزومورفیک بوجود میساده که از گروه

 ارز نیستند.

، با  3S×Rپذیرند به غیر از بعدی ، که ساختارهای ابرمختلط ناوردا می-8های لی همبند ساده همه گروه

4R .دیفئومورفیک هستند 

ناوردا ، توسط یک دیفئومورفیسم ابرمختلط ،  hcsناوردا )یکتا( با سایر گروه های لی با  hcsبا  3S×Rیعنی 

، متناظر با فضای هیپربولیک  Sپذیر همبند ساده ناوردا )یکتا( با گروه لی حل hcsبا  4Rهم ارز نیست. 

 ناوردا، هم ارز نیست.  hcsبا  2CHمختلط 
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دهد. ارزی همدیس بین مترهای ابرهرمیتی میپس دیفئومورفیسم ابرمختلط یک همارز باشند اگر آنها هم

 یک تناقض است.  (v)یکریخت هستند. بنابراین یکنواخت همدیس بودن  (v)و  (i)با  1-2-8که با قضیه 

 ارز نیست.هم 4HRیا   3H×RRبه عنوان یک منیفلد ابرمختلط با  Sدهیم با بحث یکسان، نشان می

ارزی همدیس متفاوت اند و متعلق به کلاس های هم 3H×RRو  4HRو  4Rآوریم ن بدست میدر پایا

 ارز نیستند.ناوردا توسط یک دیفئومورفیسم ابرمختلط ، هم  hcsهای متناظر با بنابراین گروه

بعدی همبند ساده با ساختارهای ابرمختلط -8گروه های لی  ′Gو  Gکنیم فرض می  :نتیجه  5-2-2

Jα}و  α=1,2{Jα}ناوردا 
′ }α=1,2    باشند اگر یک دیفئومورفیسم ابرمختلط 

f ∶ (G, {Jα}α=1,2) → ( G
′, {Jα

′ }α=1,2) 

 های لی ایزومورفیسم اند.به عنوان گروه ′Gو  Gوجود داشته باشد پس 
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                                                                   ABSTRACT 

 

 The purpose of this thesis is to classify invariant hypercomplex structures on a 4-

dimensional real Lie group G. It is shown that the 4- dimensional simply connected Lie 

groups which admit invariant hypercomplex structures are the additive group H of the 

quaternions, the multiplicative group H* of nonzero quaternions, the solvable Lie groups 

acting simply transitively on the real and complex hyperbolic spaces, RH4 and CH2, 

respectively, and the semidirect product C⋊C. We show that the spaces CH2 and C⋊C  

possess an RP2 of (inequivalent) invariant hypercomplex structures while the remaining 

groups have only one, up to equivalence. Finally, thec corresponding hyperhermitian 4-

manifolds are determined 

 

Key words : Hypercomplex structure (hcs), hyperhermitian metric. 

 

 

 

 

 

 



75 
 

 

                         Shahrood University of Technology   
Faculty of Mathemathic 

 

 

HYPERCOMPLEX  STRUCTURES ON FOUR 

DIMENSIONAL LIE GROUPS 

 

 

 

Fatemeh Gholami 
 

 

 

Supervisors: 

Dr. Ahmad Zireh 

Dr. HamidReza Salimi Moghaddam 


