


ریاضͬ علوم دانش΄ده

ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

گراف های در فاصله ماتریس مول΄ولͬکاربردهای
طالبی محبوبه نگارنده:

راهنما استاد

مقدس شعرباف رحیمͬ صادق دکتر

١٣٩۶ ماه بهمن







঍࣒م... ਗی ৎقد৤م ସ୍م ঙࢡඥر ଘ را ଐࢤوहख़ اଌن
඼ෙय़باඓࣂش ଢسا و ا॥ت ௵ن න෤঳رଌن روزگاران ໆردଌୃن اଌن భ ଒ وओودش اঃیدমࡑش ඟ໋مای و ໆرشار عا૑੎ه پاس ଘ

৶ࢤود. ੀङ়ࣱل ୀا৤م را ඵේज़ر کلات ज़ش و রوده ೺ূمل و ධ්ر ا१وه ଒ او ਗی با॰د، ز৯دজ࣓م ساଢ سار

ه



سپاس گزاری...

من به را اندیشیدن و آموختن انگیزه ی و فرصت که پروردگاری سپاس حمد هزاران
بخشید.

پروردگارا:
ای ده، اختصاص لطفت جانب از ودرود خودت نزد داشتن گرامͬ به را مادرم و پدر
از ساعتͬ هر در و شب اوقات در و نمازهایم تعقیب در الهͬ مهربانان. مهربانترین
ذریه اش و او آل و محمد بر خداوندا مبر. زبانم و دل از را ذکرشان و یاد روزم ساعات
مادران و پدران به که را آنچه از برتر کرمت و لطف از مادرم و پدر به و فرست درود

مهربانان. مهربانترین ای ده اختصاص فرموده ای عطا ایمان اهل
مراحل تمامͬ در که مقدس شعرباف رحیمͬ دکترصادق آقای جناب گرانقدر ازاستاد
کمال بودم بهره مند ایشان خردمندانه حمایت های و راهنمایی ها از تحقیق اجرای

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر
مطالعه زحمت که آل هوز دکتر آقای و علیشاهͬ دکتر آقای گرامͬ اساتید از همچنین

دارم. را سپاس گزاری و تش΄ر کمال شده اند، متقبل را پایان نامه این داوری و

طالبی محبوبه
١٣٩۶ ماه بهمن

و



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی طالبی محبوبه اینجانب
گراف های در فاصله ماتریس کاربردهای عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ریاضͬ

ͬ شوم: م متعهد مقدس شعرباف رحیمͬ صادق دکتر راهنمایی تحت ، مول΄ولͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.

شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا

نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.

بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در

آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده

افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
طالبی محبوبه
١٣٩۶ ماه بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م

ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز



چ΄یده
این در ͬ شود. م بررسͬ مول΄ولͬ گراف های در فاصله ماتریس کاربردهای پایان نامه این در
فاصله بر مبتنͬ مول΄ولͬ گراف های توپولوژی΄ͬ شاخص های مهمترین از ی΄ͬ ͬ های ویژگ رابطه
بحث در توپولوژی΄ͬ شاخص های سپس ͬ گیرد. م قرار بررسͬ و مطالعه مورد وینر شاخص یعنͬ
و فازی فاصله بر مبتنͬ فازی وینر شاخص موضوع ادامه در ͬ شود. م بررسͬ گراف ها اعمال
دی·ر بعضͬ بررسͬ به همچنین ͬ شود. م داده تعمیم ابتکاری صورت به آن ͬ های ویژگ از بعضͬ

ͬ شود. م پرداخته گراف ها در فاصله ماتریس کاربردهای از

فازی، مول΄ولͬ گراف مول΄ولͬ، گراف فازی، فاصله توپولوژی΄ͬ، شاخص  های کلیدی: کلمات
فازی فاصله ماتریس فاصله، ماتریس

ح



مطالب فهرست
م تصاویر فهرست

س جداول فهرست

ف پیش·فتار

١ مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم ١ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی نظریه در مقدماتͬ مفاهیم ١ . ٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شیمͬ علم در مقدماتͬ مفاهیم ١ . ٣

١۵ فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله توپولوژی΄ͬ شاخص های از برخͬ ٢ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها از برخͬ وینر شاخص بررسͬ ٢ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی΄ͬ شاخص های برای کران هایی ٢ . ٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم ۴ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله ماتریس ١ . ۴ . ٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وینر ماتریس ٢ . ۴ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقابل فاصله ماتریس ٣ . ۴ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاراری ماتریس ۴ . ۴ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاسین ماتریس ۵ . ۴ . ٢

٣۵ گراف ها اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها اعمال ٣ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها از عمل چهار وینر شاخص ٣ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها کرونا حاصل ضرب فاصله درجه ٣ . ٣

ط



مطالب فهرست ی

۴۵ گراف ها در فازی فاصله ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف ١ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مرکز خود گراف های ٢ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی فاصله ماتریس ٣ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درختان فازی مرکز ۴ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف م΄مل فازی مرکز ۵ . ۴

۵٧ فازی مول΄ولͬ گراف های ۵
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مول΄ولͬ گراف ١ . ۵
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢ . ۵
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی فاصله ٢ . ١ . ۵
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی وینر شاخص ٢ . ٢ . ۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی PIv شاخص ٢ . ٣ . ۵

۶٣ گراف ها در فاصله ماتریس کاربردهای از دی·ر بعضͬ ۶
۶٣ . . . . . . . . . . . گراف شاخص های از برخͬ در فاصله مسئله کاربرد ١ . ۶
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف شعاع به مربوط کاربرد ١ . ١ . ۶
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف قطر به مربوط کاربرد ١ . ٢ . ۶
۶۵ . . . . . . . . . . . . . گراف فواصل مجموع به مربوط کاربرد ١ . ٣ . ۶
۶۵ . . . . . . . . . گراف فواصل مجموع حداقل به مربوط کاربرد ۴ . ١ . ۶
۶۵ . . . . . . . . . . گراف فواصل مجموع ͽجم به مربوط کاربرد ۵ . ١ . ۶
۶۶ . . . . . . . . گراف فواصل مجموع میانگین به مربوط کاربرد ۶ . ١ . ۶
۶۶ . . . . . . . . . . . فاصله ها پراکندگͬ تعیین به مربوط کاربرد ١ . ٧ . ۶
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . گراف میانه در فاصله مسئله کاربرد ١ . ٨ . ۶
۶٧ . . . . . . . . . مرکز از خروج میانگین در فاصله مسئله کاربرد ١ . ٩ . ۶
۶٧ . . . . . . . . . . پراکندگͬ شاخص های در فاصله مسئله کاربرد ١ . ١٠ . ۶
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله تابع و م΄ان یابی مسائل ٢ . ۶
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز −p مسائل ٢ . ١ . ۶
٧٠ . . . . . . . . . مرکز −p مسائل به مربوط فاصله مسئله کاربرد ٢ . ٢ . ۶
٧٠ . . . . . . . . . میانه −p مسائل به مربوط فاصله مسئله کاربرد ٢ . ٣ . ۶

٧٣ آ 

٧٩ ͽمراج



ک مطالب فهرست

٨٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٨۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه





تصاویر فهرست
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف بلوک های ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G کاکتوس گراف ΁ی ١ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی΄ریخت گراف دو ١ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . برابر وینر شاخص با ی΄ریخت غیر گراف های ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه مثلثͬ نمایش ۵ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . Ã = (٢٠, ١۵٠, ١٩۵) فازی مجموعه مثلثͬ نمایش ۶ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آب مول΄ولͬ ساختار ١ . ٧
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آب مول΄ولͬ گراف ١ . ٨
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استیلن مول΄ولͬ ساختار ١ . ٩
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استیلن مول΄ولͬ گراف ١ . ١٠
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروپان مول΄ولͬ ساختار ١ . ١١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروپان مول΄ولͬ گراف ١ . ١٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروپن سی΄لو مول΄ولͬ ساختار ١ . ١٣
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروپن سی΄لو مول΄ولͬ گراف ١۴ . ١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ١ مثال G گراف ٢ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال(٢ . ٢ . ١) درخت ٢ . ٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T دلخواه درخت ۴ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T١ دلخواه درخت ۵ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ٧

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف دو دکارتͬ حاصلضرب ٣ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف دو پیوند ٣ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف دو ترکیب ٣ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C۶ ⊙K٢ گراف ۴ . ٣

م



تصاویر فهرست ن

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلخواه فازی گراف ΁ی ١ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف در فاصله ٢ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز و مرکز از خروج ٣ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن زمینه گراف و فازی گراف ΁ی ۴ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢ . ٣ . ۴) Hقضیه گراف ۵ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی فاصله ماتریس ۶ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی خودمرکز گراف ٧ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیست فازی خودمرکز که گرافͬ ٨ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی درخت ٩ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی درخت مرکز ١٠ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن م΄مل و فازی گراف ١١ . ۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (SO٢) مول΄ولͬ ساختار ١ . ۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (N٢F٢) مول΄ولͬ ساختار ٢ . ۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (N٢F٢)ͬمول΄ول گراف ٣ . ۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (N٢F٢)فازی مول΄ولͬ گراف ۴ . ۵
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی اکسیدکربن مول΄ولͬ گراف ۵ . ۵
۶١ . . . . . . . . . . . . (٢ . ١ . ۵) مثال الف روش COفازی٢ مول΄ولͬ گراف  ۶ . ۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . (٢ . ١ . ۵) مثال ب روش COفازی٢ مول΄ولͬ گراف  ٧ . ۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C٢H۴فازی مول΄ولͬ گراف  ٨ . ۵

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف ١ . ۶
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز −٣ مسئله نمایش ٢ . ۶
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شب΄ه ΁ی ٣ . ۶



جداول فهرست
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N٢ مختلف پیوندهای طول ١ . ١

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایه آ  . ١
٧۵ . . . . . . . . . . . . . ١−kjmolاست) پیوند انرژی (واحد پیوند انرژی آ  . ٢
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عناصر برخͬ ال΄ترونگاتیوی آ  . ٣
٧۶ . . . . . . . . . است) pm اتمͬ شعاع (واحد عناصر از برخͬ اتمͬ شعاع آ  . ۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . است) (A) پیوند طول (واحد پیوند طول آ  . ۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . شیمͬ علم و گراف نظریه بین معادل سازی آ  . ۶

س





پیش·فتار
ریاضیات ارتباط ͽواق در که است ریاضͬ‐شیمͬ علم شاخه های از ی΄ͬ شیمیایی گراف های
داده اختصاص سازی مدل برای گراف نظریه از استفاده با که شاخه ای است، شیمͬ دانش با
توپولوژی΄ͬ شاخص های و مول΄ولͬ گراف های ریاضͬ‐شیمͬ در اصلͬ مدل های شده است.
نانوتکنولوژی، در مختلفͬ کاربردهای که بوده گرافͬ کاملا مفهومͬ ΁توپولوژی شاخص ͬ باشد. م
مول΄ولͬ گراف های مطالعه منظور به و دارد عرصه ها دی·ر و داروسازی مواد، علم شیمͬ،
فاصله ماتریس کاربردهای بررسͬ پایان نامه، این اصلͬ هدف است. شده معرفͬ شیمͬ در
شیمͬ مانند درعلومͬ اینکه بر علاوه توپولوژی΄ͬ شاخص های است. مول΄ولͬ گراف های در
موردتوجه بسیار گراف نظریه در به ویژه ریاضͬ علوم در دارند فراوانͬ کاربردها ی بیولوژی و
΁توپولوژی شاخص چندین کنون تا گرفته اند. قرار مطالعه مورد گسترده ای صورت به و هستند
شیمیایی خاصیت های کردن مشخص برای ابزاری عنوان به آن ها از بسیاری که شده اند تعریف
ی΄ͬ که وینر شاخص توپولوژی΄ͬ شاخص های  میان در ͬ شوند. م استفاده مول΄ول ها فیزی΄ͬ و
برخوردار ویژه ای جای·اه از است مول΄ولͬ ساختارهای توپولوژی΄ͬ شاخص های ͬ ترین قدیم از
شاخص این است. توپولوژی΄ͬ شاخص مهمترین و پرکاربردترین که گفت ͬ توان م و است
١ وینر هارلد نام به شیمیدانͬ توسط ١٩۴٧ سال در است شده داده نشان w با اختصار به که
توپولوژی΄ͬ ساختار کردن مشخص و آل΄ن ها ΁فیزی شیمͬ خواص بین روابط اثبات به منظور
جوش نقطه ی آوردن بدست برای را وینر شاخص سال این در او شد. مطرح مول΄ولͬ گراف های
مسیرهای کوتاه ترین همه ی ͽجم با برابر وینر، شاخص شیمͬ زبان به کرد. معرفͬ پارافین
تازگͬ به که توپولوژی΄ͬ شاخص های از دی·ر ی΄ͬ ͬ باشد. م مول΄ول ΁ی در کربن‐کربن زنجیره
بنیان گذارانش نام مخفف شاخص این ͬ باشد. م پادماکار‐ایوان شاخص است، شده معرفͬ
شاخص این ͬ شود. م داده نشان PI با اختصار به و است گاتمن ایوان و خادی΄ار پادماکار
بنابر این دارد. زیادی کاربرد نیتروبنزن ها و داروها پیش بینͬ در که است شاخص هایی از
گراف های بحث در وینر شاخص محاسبه و معرفͬ فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های
ترکیب، پیوند، جمله از گراف ها اعمال توسط ترکیبی گراف های این ͬ شود م بررسͬ ترکیبی
ترکیبی گراف های این از ΁ی هر ͬ آید. م بدست اولیه گراف چند یا دو روی غیره و دکارتͬ ضرب
مثال عنوان به شده اند. ساخته معمولͬ مول΄ول های از که باشند شیمیایی ترکیب ΁ی ͬ توانند م

١ Harold Wiener

ف



جداول فهرست ص

شش ΁ی توسط راحتͬ به که است هیدروژن شش و کربن شش با شیمیایی مول΄ول ΁ی بنزن
است، برخوردار زیادی اهمیت از شیمͬ در مول΄ول این ͬ باشد. م نمایش قابل منتظم ضلعͬ
قرار هم کنار از هستند، پرکاربردی مول΄ول های که بنزنویدها عنوان تحت مول΄ول هایی زیرا
مقدماتͬ مباحث و تعاریف اول فصل در  ͬ شوند. م ایجاد مناسب پیوندهای با بنزن ها این گرفتن
فضای پایان نامه این در مطالعه مورد اشیاء فضای ایم آورده را شیمͬ و فازی نظریه ، گراف از
در ͬ شوند. م تعریف دقیق طور به ادامه در که هستند غیربدیهͬ ، متناهͬ ساده گراف های
شاخص از دقیقͬ تعریف ابتدا ͬ رویم م فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های سراغ دوم فصل
شاخص معرفͬ به و ͬ دهیم م ارائه گراف فاصله درجه و س·د شاخص آن، چندجمله ای و وینر
بعد و یابیم رامͬ درخت ها و گراف ها از برخͬ وینر شاخص وسپس ͬ پردازیم م پادماکار‐ایوان
شاخص به مربوط کران هایی همچنین . ͬ کنیم م محاسبه را درخت ΁ی وینر شاخص آن از
ͬ کنیم. م معرفͬ را توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم ادامه در ͬ کنیم م ارائه را وینر
وینربرای شاخص های محاسبه ی به سپس ، ͬ پردازیم گراف هام اعمال توضیح به سوم فصل
را گراف ها کرونا حاصلضرب فاصله درجه ادامه در ͬ پردازیم. م گراف ها دودویی عمل چند
فاصله ماتریس و فاصله این بر مبتنͬ فازی گراف فازی، فاصله چهارم درفصل . ͬ دهیم م ارائه
ابتدا در ͬ پردازیم. م فازی گراف های مبحث به پنجم فصل در می΄نیم. بررسͬ و معرفͬ را فازی
ͬ دهیم م ارائه را فازی گراف ساخت روش دو ادامه در و ͬ کنیم م معرفͬ را فازی مول΄ولͬ گراف
آن از مثال چند ارائه به و معرفͬ را جدید فازی فاصله بر مبتنͬ فازی وینر شاخص همچنین
ͬ دهیم. م ارائه آن از مثالͬ و ͬ کنیم م معرفͬ را فازی ایوان پادماکار شاخص سپس ͬ پردازیم. م
مدل سازی، مفاهیم شامل گراف ها در فاصله ماتریس کاربردهای از دی·ر بعضͬ نیز آخر فصل در

ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را فاصله تابع و م΄ان یابی مسائل



١ فصل
مقدماتͬ مباحث و تعاریف

پیش که تعاریفͬ تمامͬ تقریباً و کرده بیان را پایان نامه نظر مورد مقدماتͬ مفاهیم فصل این در
ͽمرج از برگرفته گراف نظریه به مربوط تعاریف ͬ نماییم. م ذکر را ͬ باشد م بعد فصل های نیاز
همچنین ͬ باشد. م [٣٣] و [۴] ͽمراج از برگرفته فازی نظریه به مربوط تعاریف و [۴٣] و [٩]

ͬ باشد. م [٣٠] [۵]و ،[٢] ͽمراج از شیمͬ به مربوط تعاریف و مفاهیم

گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم ١ . ١
مجموعه ای V (G) ̸= ∅ که طوری به Gاست = (V (G), E(G), ψG) سه تایی گراف١ .١ . ١ . ١ تعریف
عضو هر به که است «وقوع» نگاشت ΁ی ψG و یال ها شامل ای مجموعه E(G) رئوس، شامل

ͬ دهد. م نسبت G رأس های از نامرتب جفت ΁ی E(G) از

آنگاه ،ψG(e) = uv که به طوری باشند V (G) از رأس هایی v و u و یال e اگر .١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م مجاور٢ را v و u رأس های حالت این در ͬ کند. م وصل v به را u ،e ͬ گوئیم م

و ͬ گویند م اندازه۴ را G گراف یال های تعداد و مرتبه٣ را G گراف رئوس تعداد .١ . ١ . ٣ تعریف
١Graph
٢Adjacent
٣Order
۴Size



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ٢

ͬ دهند. م نشان |E(G)| و |V (G)| نماد های با ترتیب به

گراف را گـراف کنـد، وصـل هم به را رأس دو یال ΁ی از بيش گرافͬ در اگر .۴ . ١ . ١ تعریف
گویند. ۶ چندگانه یال های نيز را یال ها آن و نامنـد چندگانـه۵

باشند. منطبق هم بر انتهایی اش رأس دو که است یالͬ گراف، ΁ی در طوقه٧ .۵ . ١ . ١ تعریف
است. u رأس روی طوقه ΁ی (u, u) ش΄ل به کمان ΁ی

یال اگر و گوییم v رأس درجه٨ را G گراف در v رأس با مرتبط یال های تعداد .۶ . ١ . ١ تعریف
deg(v) با را v راس درجه ͬ آید. م شمار به بار دو رأس درجه محاسبه، در باشد طوقه مذکور

ͬ دهیم. م نشان

مجموعه از متش΄ل (V (D), A(D), ψD) مرتب تایی سه ΁ی D گراف جهت دار٩ .١ . ١ . ٧ تعریف
جفت ΁ی Dیال هر به که ψDاست وقوع نگاشت و A(D)یال ها مجموعه رأس ها، V (D) ناتهͬ

ͬ دهد. م نسبت را V (D) از مجزا) لزوماً مرتب(نه

و E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) هرگاه نامیم G زیر گراف١٠ را H گراف .١ . ١ . ٨ تعریف
باشد. E(H) به ψG تحدید برابر ψH همچنین

انتهای که G یال هر هرگاه نامیم G از القایی١١ زیرگراف ΁ی را G از H زیرگراف .١ . ١ . ٩ تعریف
U ⊆ V (G) رأس مجموعه با G از القایی زیرگراف باشد. نیز H در یال ΁ی باشد، V (H) در آن

ͬ دهیم. م نمایش G[U ] نماد با و نامیم U توسط G از شده القا زیرگراف را

است منتظم ‐k و باشد ∆(G) = δ(G) هرگاه گوییم ١٢ منتظم را G گراف .١ . ١ . ١٠ تعریف
.∆(G) = δ(G) = k هرگاه

گویند. وزن دار١٣ گراف شود داده نسبت وزنͬ یا عدد آن یال هر به که گرافͬ .١ . ١ . ١١ تعریف
ͬ نامند. م ساده١۴ گراف را چندگانه یال های و طوقه بدون گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف

G آن گاه باشند، مجاور ،G متمایز رأس های از زوج هر G ساده گراف در اگر .١ . ١ . ١٣ تعریف
ͬ دهیم. م نشان Kn با را رأسͬ n کامل گراف ΁ی گوییم. کامل١۵ گراف را

۵Multigraph
۶Multiple edges
٧Loop
٨Degree
٩Directional graph

١٠Subgraph
١١Induced subgraph
١٢Regular graph
١٣Weighted graph
١۴Simple graph
١۵Complete graph



٣ گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم

e١, v٢, . . . , en با را یال ها ویا v١, v٢, . . . , vn مثل برچسب هایی با را گراف رأس n اگر .١۴ . ١ . ١ تعریف
گوییم. ١۶ برچسب دار را گراف کنیم، متمایز ی΁ دی·ر از

رأس ها Wاز : v٠, e١, v١, e٢, . . . , er, vr متناوب گرافGدنباله ی در گشت١٧ ΁ی .١۵ . ١ . ١ تعریف
هستند. ei یال انتهای vi و vi−١ رأس های و است رأس ها با آن پایان و شروع که است یال ها و
نیز را گشت این ͬ کند. م وصل vr به را v٠ راس W گشت گوییم است. W انتهای vr و ابتدا v٠

باشند. متمایز رأس ها همه ی هرگاه نامیم، مسیر١٨ را گشت حال گوییم. v٠ − vr

ͬ نامند. م گذر١٩ ΁ی را W باشند، متمایز W گشت در یال ها اگر

و ابتدایی رأس آن در که است ΁ی حداقل طول به بسته ای مسیر دور٢٠ ΁ی .١۶ . ١ . ١ تعریف
نماد با را رأسͬ n دور ΁ی نداریم. تکراری رأس هیچ و هستند منطبق ی΄دی·ر بر انتهایی رأس

ͬ دهیم. م نمایش Cn

هرگاه گوییم همبند٢١ را G از v و u رأس دو باشد. گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ١ . ١٧ تعریف
V (G) روی هم ارزی رابطه ی ΁ی بودن همبند رابطه ی باشد. داشته وجود G در مسیر u−v ΁ی
G[V١], G[V٢], . . . , G[Vw] زیرگراف های باشند. هم ارزی رده های V١, V٢, . . . , Vw کنید فرض است.
اگر است. G از ماکسیمال همبند زیرگراف G گراف مولفه ͽواق در گوییم. G ٢٢ های مؤلفه را
عبارتͬ به گوییم مولفه w با ناهمبند را گراف اینصورت، غیر در نامیم. همبند را گراف ،w = ١

چنان V٢ V١و مجموعه دو به را V مجموعه بتوان اگر تنها و اگر است ناهمبند G گراف دی·ر
باشد. نداشته وجود y ∈ V٢ و x ∈ V١ که {xy} صورت به E در یالͬ هیچ که کرد افراز

مؤلفه های تعداد آن حذف که است رأسͬ گراف، ΁ی از ٢٣ برشͬ رأس ΁ی .١ . ١ . ١٨ تعریف
،v ∈ V (G) رأس ΁ی حذف از آمده دست به زیرگراف برای رفته کار به نماد دهد. افزایش را گراف

ͬ باشد. م G− v

گراف مؤلفه های تعداد آن حذف که است یالͬ گراف، ΁ی از ٢۴ برشͬ یال ΁ی .١ . ١ . ١٩ تعریف
،e ∈ E(G) یال ΁ی حذف از آمده دست به زیرگراف برای رفته کار به نماد دهد. افزایش را

ͬ باشد. م G− e

فاقد که است ماکسیمال همبند زیرگراف ΁ی G گراف ΁ی از ٢۵ بلوک ΁ی .١ . ١ . ٢٠ تعریف
اگر .( هستند بلوک ١ . ٢ ش΄ل در شده کشیده خط آن ها دور که (مؤلفه هایی است برشͬ رأس

١۶Labeled
١٧Walk
١٨Path
١٩Trail
٢٠Cycle
٢١Connected
٢٢Component
٢٣Cut vertex
٢۴Cut edge
٢۵Block



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ۴

و اگر است بلوک دور ΁ی از یال ΁ی است. بلوک ΁ی خود باشد برشͬ رأس فاقد و همبند G

باشد. G از برشͬ یال اگر تنها

G گراف بلوک های :١ . ١ ش΄ل

هستند مجاور باهم رأس ΁ی در حداکثر دور دو هر آن در که G همبند گراف .١ . ١ . ٢١ تعریف
هر هرگاه است کاکتوس G گراف که کرد مشاهده ͬ توان م ͬ نامیم. م ٢۶ کاکتوس گراف را

باشد. دور ΁ی G بلوک

G کاکتوس گراف ΁ی :١ . ٢ ش΄ل

(یاگراف) مؤلفه ΁ی گوییم. ٢٧ بدیهͬ را باشد داشته رأس ΁ی که گرافͬ .١ . ١ . ٢٢ تعریف
باشد. یال ΁ی شامل اگر است ٢٨ غیربدیهͬ

٢۶cactus graph
٢٧ Trivial graph
٢٨ Nontrivial graph



۵ گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم

Ḡ با را G گراف (متمم) ٢٩ م΄مل باشد. رأسͬ n گرافͬ G گراف کنید فرض .١ . ١ . ٢٣ تعریف
Ḡ vدر و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (Ḡ) ͬ کنیم م تعریف صورت بدین و ͬ دهیم م نشان
م΄مل و تهͬ گراف کامل گراف م΄مل کنید توجه نباشند. مجاور G در اگر تنها و اگر مجاورند

است. گراف دو اجتماع دوبخشͬ، کامل گراف

زیرمجموعه دو به آن رأس های مجموعه که است گرافͬ ٣٠ دوبخشͬ گراف .٢۴ . ١ . ١ تعریف
به عبارتͬ باشد. Y در آن ها دی·ر سر و X در G یال های تمام سر ΁ی که شود افراز چنان Y و X

باشد. فرد دور فاقد اگر تنها و اگر است دوبخشͬ G گراف

Y رأس هر به X هررأس آن در که Y و X بخش های با دوبخشͬ گراف ΁ی .٢۵ . ١ . ١ تعریف
آن گاه ،|Y | = n و |X| = m اگر ͬ شود. م نامیده ٣١ کامل دوبخشͬ گراف باشد، شده وصل

ͬ دهیم. م نمایش Km,n با را کامل دوبخشͬ گراف

٣٣ درخت ΁ی را همبند جنگل ΁ی گوییم. ٣٢ جنگل را دور فاقد گراف ΁ی .٢۶ . ١ . ١ تعریف
گوییم. درخت را دور فاقد همبند گراف ΁ی دی·ر به عبارت ͬ نامیم. م

نامیده T از ٣۴ انشعابی نقطه v ∈ V (G) رأس باشد درخت ΁ی T کنید فرض .١ . ١ . ٢٧ تعریف
ͬ نامیم. م ٣۵ برگ را v رأس degT (v) = ١ اگر degT (v) ≥ ٣ اگر ͬ شود م

n−١ دقیقاً که ٣۶ ستاره و Pn با هستند برگ رأس دو دقیقا که رأس n با مسیر .١ . ١ . ٢٨ تعریف
ͬ شود. م داده نمایش Sn با دارد انشعابی نقطه ΁ی و برگ

ͬ نامیم. م ٣٧ آویزان یال را است ͽواق ΁ی درجه رأس ΁ی بر که یالͬ .١ . ١ . ٢٩ تعریف
پایانͬ رئوس مجموعه و نامیم ٣٨ پایانͬ رأس را G گراف در ΁ی درجه از رأسͬ .١ . ١ . ٣٠ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش End(G) نماد با را G گراف از

مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با وزن دار) (گراف گراف ΁ی G کنید فرض .١ . ١ . ٣١ تعریف
تمام ( (وزن طول کمترین u, v ∈ V (G) ر أس دو بین dG(u, v) فاصله٣٩ باشد. E(G) یال های
ͬ کنیم م تعریف باشد، نداشته وجود v و u بین مسیری هیچ اگر است. G در مسیرها u − v

dG(u, v) = ∞
٢٩Complementary
٣٠Bipartite graph
٣١Complete bipartite graph
٣٢Forest
٣٣Tree
٣۴branching point
٣۵Leaf
٣۶Star
٣٧Pendant edge
٣٨End-vertex
٣٩distance
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اعداد مجموعه به V (G) × V (G) از تابع ΁ی فوق در شده تعریف d کمیت .١ . ١ . ٣٢ تعریف
تعریف گراف این روی متر ΁ی G گراف در ۴٠ فاصله تابع ͽواق در است. نامنفͬ صحیحͬ

آن گاه: باشد گراف ΁ی G اگر ͬ کند. م صدق زیر شرایط در که است نگاشتͬ d یعنͬ ͬ کند. م

d(u, v) ≥ ٠ یعنͬ است. نامنفͬ فاصله تابع (الف)

u = v اگر تنها و اگر d(u, v) = ٠ (ب)

d(u, v) = d(v, u) G از v و u رأس دو هر برای یعنͬ است. متقارن فاصله تابع (ج)

ͬ کند: م صدق زیر مثلثͬ نامساوی در G از w و v ،u رأس سه هر (د)

d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v)

نامیده G گراف ۴١ قطر همبند، گراف ΁ی در رئوس زوج فاصله بیشترین .١ . ١ . ٣٣ تعریف
ͬ دهند. م نمایش diam(G) نماد با را آن  و ͬ شود م

نماد با که گویند v ۴٢ مرکز از خروج را v از رأس دورترین و v رأس بین فاصله .٣۴ . ١ . ١ تعریف
دی·ر به عبارتͬ ͬ شود. م داده نشان e(v)

e(v) = max{d(u, v)|u ∈ V (G)}

تعریف rdG = min{e(v)|v ∈ V (G)} به صورت G همبند گراف شعاع۴٣ .٣۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ شود. م

است G از رأس هایی توسط القایی زیرگراف C(G) ،G همبند گراف ۴۴ مرکز .٣۶ . ١ . ١ تعریف
باشد. G شعاع برابر آن ها مرکز از خروج که

مجموعه توسط القایی زیرگراف از عبارت است M(G) ،G گراف میانه ۴۵ میانه .١ . ١ . ٣٧ تعریف
دارند. را فاصله کمترین که رأس هایی

تابع هرگاه گوییم ۴۶ ی΄ریخت را G٢ = (V٢, E٢) و G١ = (V١, E١) گراف دو .١ . ١ . ٣٨ تعریف
f(u)f(v) ∈ آن گاه uv ∈ E(G١) اگر که باشد موجود f : V (G١) → V (G٢) پوشای و ΁ی به ΁ی
گراف های مثال برای ͬ دهیم. م نشان G١ ∼= G٢ نماد با را G٢ و G١ ی΄ریخت گراف دو .E(G٢)

است. خودش به G از ی΄ریختͬ ΁ی G گراف ۴٧ خودریختͬ ΁ی هستند. ی΄ریخت زیر ش΄ل
۴٠Distance function
۴١Diameter
۴٢eccentric
۴٣ radius
۴۴Center
۴۵Median
۴۶Isomorphis
۴٧Automorfism



٧ گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم

ی΄ریخت گراف دو :١ . ٣ ش΄ل

است: زیر صورت به مربعͬ متقارن ماتریس G گراف ،A مجاورت ماتریس .١ . ١ . ٣٩ تعریف

aij =

 ١ باشد jم رأس مجاور iم اگررأس
٠ این صورت غیر در

زیر به صورت گراف ΁ی توپولوژی΄ͬ تعریف برای ماتریسͬ M وقوع ماتریس .۴١ . ١ . ٠ تعریف
است:

mij =

 ١ باشد ͽواق jم یال بر iم اگررأس
٠ این صورت غیر در

توابع همه مجموعه از است عبارت  O(f(n)) ،f(n) مفروض تابع ΁ی برای .۴١ . ١ . ١ تعریف
N نامنفͬ صحیح عدد ΁ی و c مثبت حقیقͬ ثابت عدد ΁ی به طوری΄ه g(n) مانند پیچیدگͬ

که باشد موجود

∀n ≥ N, g(n) ≤ cf(n)

است. f(n) بزرگ اُی مرتبه از g(n) ͬ شود م گفته آن گاه g(n) ∈ O(f(n)) اگر این صورت در

ی΄ریختͬ تحت که گویند گراف به مربوط خاصیت های به گراف۴٨ͬ ثابت های .۴١ . ١ . ٢ تعریف
گرافͬ ثابت های نیستند. رئوس برچسب گذاری به وابسته گراف ثابت های هستند. پایا گراف ها

باشد. چندجمله ای ΁ی ویا ماتریس ΁ی یا مجموعه ΁ی ͬ تواند م

ͬ شود. م گفته توپولوژی΄۴٩ͬ شاخص باشد حقیقͬ عدد ΁ی که گرافͬ ثابت به .۴١ . ١ . ٣ تعریف
عنوان به نباشند ی΄ریخت ولͬ باشند ی΄سان ΁توپولوژی شاخص دارای گراف دو است مم΄ن

هستند. w = ٢۴۶ ی΄سان وینر شاخص دارای ۴ . ١ ش΄ل در ی΄ریخت غیر گراف دو مثال

۴٨Graph constants
۴٩Topological index
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برابر وینر شاخص با ی΄ریخت غیر گراف های :۴ . ١ ش΄ل

فازی نظریه در مقدماتͬ مفاهیم ١ . ٢
دارای ͬ افتد م اتفاق ما برای روزمره زندگͬ در كه رويدادهايی و اتفاقات اكثر .١ . ٢ . ١ تعریف
همراه رويدادها محتوی و تركيب رنگ، م΄ان، ش΄ل، با است مم΄ن ابهام ͬ باشند. م ابهام
چه مختلف، معانͬ از استفاده با انسان يعنͬ ͬ كنند. م تشريح را آنها بودن چه معناها، و باشد
توسط اولين بار برای فازی مجوعه های نظریه ͬ كند. م توصيف و تشريح را آنها ماهيت و بودن
شد ايجاد ايشان توسط عبارت اين با آن ايده و گرديد. سال١٩۶۴مطرح در ͬ زاده لطف پروفسور

:
را رويدادها دقت عدم  و ابهامات بتوانيم تا هستيم رياضيات از مختلف نوع يك نيازمند «ما

ͬ باشد.» م احتمالات نظريه از متفاوت كه مدلͬ نماييم مدل سازی
كليد و ͬ رود. م ب΄ار رويدادها در دقت عدم و قطعيت عدم تشريح و بيان برای فازی نظريه

است. آمده به وجود ارزشͬ چند منطق از فازی نظريه اصلͬ

از مجموعه ای این صورت در باشد، x عناصر از مجموعه ای X کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
مجوعه ΁ی است، µÃ : X → [٠, ١] آن در که Ã = {(x, µÃ(x))/x ∈ X} مرتب زوج های

ͬ شود. م نامیده ۵٠ فازی

که است مثلث به صورت نمایش این نمودار فازی مجموعه های مثلثͬ نمایش .١ . ٢ . ٣ تعریف
است. ١ برابر آن، در رأس با مطابق عضو عضویت مقدار

این صورت در باشد فازی مجموعه ΁ی Ã کنیم فرض

µÃ(x) =


١ − a−x

α a− α ≤ x < a

١ − x−a
β a < x ≤ a+ β

٠ O.W

(١ . ١)

۵٠Fuzzy set



٩ فازی نظریه در مقدماتͬ مفاهیم

قاعده طول α میانگین، a که است ۵ . ١ ش΄ل به صورت کلͬ حالت در فازی مجموعه نمودار
(a, α, β) صورت به را فازی مجموعه این ͬ ها ویژگ این با دارند. نام راست قاعده طول β و چپ

.Ã = (a, α, β) یعنͬ ͬ دهند م نشان

µ

a-α a+ βa

١

α β

فازی مجموعه مثلثͬ نمایش :۵ . ١ ش΄ل

.۴ . ١ . ٢ تعریف
:[١]Ã = (٢٠, ١۵٠, ١٩۵) فازی مثلثͬ عدد .١ . ٢ . ١ مثال

µÃ(x) =


١ − ١۵٠−x

٢٠ ١٣٠ ≤ x < ١۵٠

١ − x−١۵٠
۴۵ ١۵٠ < x ≤ ١٩۵

٠ O.W

تابع این به توجه با مقدار چند عضویت مقادیر است. ۶ . ١ ش΄ل به صورت آن نموداری ونمایش
است: زیر به صورت عضویت

µÃ(١٣۵) = ١−١۵٠ − ١٣۵
٢٠ = ٠٫٢۵, µÃ(١٧٠) = ١٧٠−١ − ١۵٠

۴۵ = ٠٫۴۴, µÃ(١۵٢) = ١−١۵٢ − ١۵٠
۴۵ = ٠٫۴٠

،µÃ عضویت تابع با Ã فازی مجموعه برای فازی: مجموعه ΁ی α‐برش۵١ .۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت آن α‐برش

µα = {x|µÃ(x) > α,α ∈ [٠, ١)}
۵١α− cut
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µ

١٣٠ ١٩۵١۵٠

١

٢٠ ۴۵

Ã = (٢٠, ١۵٠, ١٩۵) فازی مجموعه مثلثͬ نمایش :۶ . ١ ش΄ل

شیمͬ علم در مقدماتͬ مفاهیم ١ . ٣
آن ͬ های ویژگ که است خالص شیمیایی ماده ΁ی ذره کوچ΄ترین مول΄ول۵٢ .١ . ٣ . ١ تعریف
ی΄دی·ر به شیمیایی پیوند با که است شده تش΄یل اتم چند یا دو از مول΄ول ΁ی دارد. را ماده

متصل اند.

شیمیایی۵٣ پیوند ͬ دارد م نگه ی΄دی·ر کنار را مول΄ول ها یا و اتم ها که نیروهایی به .١ . ٣ . ٢ تعریف
وپیوندهای و...) پیوند یونͬ پیوندکوالانسͬ، میان اتمͬ(مانند پیوندهای دسته دو به که ͬ گویند م

ͬ شوند. م تقسیم و...) واندروالسͬ پیوند هیدروژنͬ، پیوند بین مول΄ولͬ(مانند

برای را خود ال΄ترون های اتم ها، آن در که است پیوندی کوالانس۵۴ͬ پیوند .١ . ٣ . ٣ تعریف
از منظور پایان نامه این در ͬ گذارند. م اشتراک به پایدار تایی) اکتان(هشت  حالت به رسیدن

است. کوالانسͬ پیوند اتم ها، بین پیوند

ال΄ترون ΁ی کدام هر دهنده پیوند اتم های آن در که است پیوندی ی·انه پیوند .۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م داده نشان منفرد خط ΁ی با و ͬ گذارند م اشتراک به پیوند تش΄یل برای

ال΄ترون دو کدام هر پیونددهنده، اتم های آن در که است پیوندی دوگانه پیوند .۵ . ١ . ٣ تعریف
مساوی) (علامت هم به روی منفرد خط دو علامت با و ͬ گذارند م اشتراک به پیوند تش΄یل برای

مانند: ͬ شود م گذاشته نمایش به

N = N,C = N

۵٢molecule
۵٣chemical bond
۵۴covalant bond



١١ شیمͬ علم در مقدماتͬ مفاهیم

برای ال΄ترون سه پیونددهنده، اتم های آن در که است پیوندی سه گانه پیوند .۶ . ١ . ٣ تعریف
مانند ͬ شود م داده نشان ی΄دی·ر به روی منفرد خط سه با و ͬ گذارند م اشتراک به پیوند تش΄یل

C ≡ C

دو توسط پیوند تش΄یل برای که ال΄ترون هایی جفت تعداد به ساده حالت در .١ . ٣ . ٧ تعریف
است. سه و دو ،΁ی شامل که ͬ شود م گفته پیوند۵۵ مرتبه ͬ شوند، م گذاشته اشتراک به اتم

ͬ شود م نامیده پیوند۵۶ انرژی پیوند، ΁ی ش΄ستن برای لازم انرژی کلͬ طور به .١ . ٣ . ٨ تعریف
داریم: مثال برای است. kjmol−١ آن واحد و

H − F → H + F + ۵۶۵kjmol−١

بعضͬ پیوند متوسط انرژی ͬ شود. م شناخته پیوند متوسط انرژی عنوان به معمولا پیوند انرژی
است. شده  نگاشته پیوست آ  . ٢ شماره جدول در تکرار) پر و پیوندها(مهم از

ال΄ترون های جذب به عنصر آن تمایل میزان عنصر هر ال΄ترونگاتیوی۵٧ .١ . ٣ . ٩ تعریف
عناصر برای واحد بدون کمیت ΁ی ال΄ترونگاتیوی است. پیوند ΁ی در خود سمت به پیوندی
΁ی در و افزایش  راست به چپ از دوره ΁ی در عناصر ال΄ترونگاتیوی تناوبی  جدول در است.
عنصر چند ال΄ترونگاتیوی پیوست، آ  . ٣ شماره جدول در ͬ یابد. م کاهش پایین به بالا از گروه
میزان به (F ) فلوئور به مربوط عناصر بین در ال΄ترونگاتیوی بیشترین شده است. نگاشته مهم

است. ٠٫٧ میزان به (Fr) فرانسیم به مربوط مقدار، کمترین و ٣٫٩٨

شعاع اتم۵٨ͬ آن ابرال΄ترونͬ و اتم هسته بین فاصله متوسط مقدار به اتم ΁ی در .١ . ٣ . ١٠ تعریف
شماره جدول در مختلف عناصر اتمͬ شعاع است. (پی΄ومتر) pm آن واحد که ͬ شود م گفته

شده است. نگاشته پیوست آ  . ۴
پیوند۵٩ طول پیوندی   اتم دو هسته های بین فاصله های به پیوند ΁ی در .١ . ٣ . ١١ تعریف
است. ١٫۶١A با برابر I − H پیوند طول مثال برای است. (A)آنگستروم آن واحد و ͬ گویند م

شده است. نگاشته پیوست آ  . ۵ شماره جدول در مختلف عناصر پیوند طول

زیر به صورت عوامل این از عامل سه دارد. بستگͬ مختلفͬ عوامل به پیوند طول میزان
هستند:

اتم دو ال΄ترونگاتیوی اختلاف چه هر پیوندی: اتم دو ال΄ترونگاتیوی اختلاف میزان .١
جذب را ال΄ترون های پیوندی بیشتری شدت با ال΄ترونگاتیوی تر اتم باشد، بیشتر پیوندی

ͬ یابد. م افزایش پیوند انرژی و ͬ شود م کوتاه تر پیوند طول و کرده
۵۵bond order
۵۶Bond energy
۵٧electronegativity
۵٨atomic radius
۵٩Bond length
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برای لازم انرژی و کوتاه تر پیوند طول باشد، بزرگتر اتم ها اندازه چه هر اتم ها: اندازه .٢
است. بیشتر پیوند ش΄ستن

برای لازم انرژی و کوتاه تر پیوند طول باشد، بیشتر پیوند مرتبه هرچه پیوند: مرتبه .٣
داریم: N٢ پیوند برای مثال برای است. بیشتر پیوند ش΄ستن

پیوند (A) پیوند طول
N −N ١٫۴۵

N = N ١٫٢٣

N ≡ N ١٫٠٩

N٢ مختلف پیوندهای طول :١ . ١ جدول

که ͬ گویند م شیمͬ علم در مول΄ول ΁ی واقعͬ ش΄ل به مول΄ول۶٠ͬ ساختار .١ . ٣ . ١٢ تعریف
است. سه بعدی به صورت معمولا

کوالانسͬ پیوند ۴ با کربن اتم هر آن در که هستند هیدروکربن هایی آل΄ان۶١ .١ . ٣ . ١٣ تعریف
وجود کربن اتم های بین سه گانه یا دو پیوند ͽواق در ͬ چسبد. م کربن یا هیدروژن اتم ۴ به

ندارد.

رأس هر که ͬ باشند م گراف ش΄ل به شیمیایی ترکیبات و مول΄ول ها از بسیاری .١۴ . ١ . ٣ تعریف
یال های با متناظر اتم ها بین کوالانسͬ پیوند همچنین و است مول΄ول از اتم ΁ی نمایش·ر
گراف شیمیایی، ترکیبات از آمده به دست گراف این ͬ باشد. م گراف رأس های بین موجود
کلͬ درحالت یا درخت ΁ی مسیر، ΁ی ͬ تواند م مولوکولͬ گراف ΁شود.ی ͬ م نامیده مول΄ول۶٢ͬ

است. دوبعدی صورت به مول΄ول ΁ی شده سازی شبیه که باشد، گراف ΁ی

مول΄ول چند ساختاری گراف .١ . ٣ . ١ مثال
H٢O آب مول΄ول

O

H

O

آب مول΄ولͬ ساختار :١ . ٧ ش΄ل



١٣ شیمͬ علم در مقدماتͬ مفاهیم

آب مول΄ولͬ گراف :١ . ٨ ش΄ل

C٢H٢
۶٣ استیلن مول΄ول

H C C H

استیلن مول΄ولͬ ساختار :١ . ٩ ش΄ل

ͬ شود م تبدیل یال ΁ی به سه گانه پیوند مول΄ول این ساختاری گراف در

استیلن مول΄ولͬ گراف :١ . ١٠ ش΄ل

C٣H٨
۶۴ پروپان مول΄ول

H C

H

H

C C

H

H

H

پروپان مول΄ولͬ ساختار :١ . ١١ ش΄ل

۶٠Molecular structure
۶١Alkan
۶٢Molecular graph
۶٣acetelen
۶۴Propane



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١۴

پروپان مول΄ولͬ گراف :١ . ١٢ ش΄ل

C٣H۴
۶۵ پروپن سی΄لو مول΄ول

در آن حلقه یال، ΁ی به دوگانه پیوند تبدیل علاوه  بر پروپن سی΄لو ساختاری گراف در
شده است. تبدیل ساختاری گراف در دور ΁ی به مول΄ولͬ ساختار

H

c

c

H

c

H

H

پروپن سی΄لو مول΄ولͬ ساختار :١ . ١٣ ش΄ل

پروپن سی΄لو مول΄ولͬ گراف :١۴ . ١ ش΄ل

شده است. نگاشته پیوست آ  . ۶ شماره جدول در شیمͬ وعلم گراف نظریه بین معادل سازی

۶۵Cyclopropen



٢ فصل
بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های

فاصله

همچنین ͬ پردازیم، م توپولوژی΄ͬ شاخص های برخͬ محاسبه و معرفͬ به ابتدا فصل این در
مربوط مفاهیم به نیز درادامه ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را ی΄سان فاصله توزیع با گراف هایی

ͬ پردازیم. م توپولوژی΄ͬ ماتریس های به

فاصله توپولوژی΄ͬ شاخص های از برخͬ ٢ . ١
تمام بین فاصله های مجموع عنوان به G همبند گراف از W (G) وینر١ شاخص .٢ . ١ . ١ تعریف

ͬ شود[٣٧]: م تعریف G رأس های جفت

W =W (G) =
∑

u,v⊆V (G)

dG(u, v)

است. Gدر vوu رئوس بین فاصله dG(u, v) و G رئوس مجموعه V (G) آن در که
ͬ شود[٣٧]. م معرفͬ µ(G) = W (G)

(V (G)
٢ )

به صورت G رئوس بین µ(G) میانگین٢ فاصله
١Wiener index
٢ average distance



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ١۶

است. G رئوس همه و v بین فاصله های تمام مجموع v رأس از dG(v) فاصله .٢ . ١ . ٢ تعریف
کنیم[٣٧]: معرفͬ زیر متفاوت مسیر از وضوح به را وینر شاخص ͬ توانیم م ابتدا در بنابراین

W (G) =
١
٢

∑
v∈V (G)

dG(v)

محاسبه dG(v) در هم و dG(u) در v و u بین مسیر هر که است دلیل این به ١
٢ ضریب وجود که

ͬ شود. م

فاصله مثال به طور باشد. ٢ . ١ تصویر در نشان داده شده گراف G کنید فرض .٢ . ١ . ١ مثال
برابر v١ از فاصله همچنین است. dG(v۴, v۶) = ٢ ،(v۴, v٧, v۶) مسیر از استفاده با v۶ و v۴ بین
ͬ شود[٣٧]: م محاسبه زیر Gبه صورت وینر شاخص است. dG(v١) = ٣+٢+١+۴+٣+٢+۴ = ١٩

W (G) =

٧∑
i=١

٨∑
j=i+١

dG(vi, vj) = (١ + ٢ + ٣ + ۴ + ٢ + ٣ + ۴) + (١ + ٢ + ٣ + ١ + ٢ + ٣)

+(١ + ٢ + ١ + ٢ + ٢) + (١ + ٢ + ١ + ١) + (٣ + ٢ + ٢) + (١ + ٣) + ٢ = ۵٧

v١ v٢ v٣ v۴ v۵

v۶ v٧

v٨

٢ . ١ مثال G گراف :٢ . ١ ش΄ل

است: زیر صورت به G میانگین فاصله بنابراین

µ(G) =
۵٨)٧
٢
) =

۵٧
٢٨ ≈ ٢٫٠٣۵٧

که شد معرفͬ ٣ هوسیا توسط G همبند گراف از H(G) هوسیا جمله ای چند .٢ . ١ . ٣ تعریف
کرد[٣۴]. نام·ذاری گراف ΁ی از ۴ وینر چندجمله ای آن را

H = H(G, x) =

d∑
k=١

d(G, k)

است. ی΄دی·ر از فاصله k در رئوس جفت تعداد d(G, k)xk و G گراف قطر d که
٣Hosoya
۴Wiener polynomial



١٧ فاصله توپولوژی΄ͬ شاخص های از برخͬ

با آن را و ͬ نامند م G ۵ گراف فاصله توزیع را (d(G, ١), d(G, ٢), . . . ) دنباله .۴ . ٢ . ١ تعریف
مول΄ولͬ گراف های برای توپولوژی΄ͬ شاخص های مهم ترین از ی΄ͬ که ͬ دهند م نمایش Dd(G)

است.

.Dd(G) = Dd(G∗) آنگاه diam(G) = diam(G∗) = ٢ و G,G∗ ∈ ζn,m اگر .٢ . ١ . ١ قضیه
این صورت: در diam(G) = diam(G∗) = ٢ و G,G∗ ∈ ζn,m اگر برهان.

d(G, ١) = d(G∗, ١) = m, d(G, ٢) = d(G∗, ٢) =
(
n

٢

)
−m

.Dd(G) = Dd(G∗) بنابراین d(G, k) = d(G∗, k) = ٠ داریم k ⩾ ٣ برای و

است: زیر به صورت ٢ . ٢ ش΄ل گراف های برای فاصله توزیع مثال برای .٢ . ١ . ٢ مثال
Dd(T١) = (٨, ١۴, ۶, ٨), Dd(T ∗

١ ) = (٨, ١٣, ٩, ۵, ١)

Dd(T٢) = (٨, ١٠, ٨, ۵, ۴, ١), Dd(T ∗
٢ ) = (٨, ١١, ۶, ۵, ۶)

خاص شیمیایی کاربردهای با ارتباط در نخستین بار G ۶ گراف فاصله درجه .۵ . ٢ . ١ تعریف
ی΄سانͬ زمان در همچنین گرفت، قرار توجه مورد ١٩٩۴ در [٢٠]٧ کوچه توا و دوبراینین توسط
نامید شولتز شاخص وینر، شاخص وزنͬ نسخه عنوان به را فاصله درجه شاخص [٣٩]٨ گاتمن
نمایش DD(G) صورت به G گراف فاصله درجه گرفت. قرار توجه مورد بیشتر نام گذاری این که

به صورت و ͬ شود م داده

DD(G) =
١
٢

∑
u,v∈V (G)

dG(u, v)[dG(u) + dG(v)]

است. G گراف v و u رئوس درجه dG(v) و dG(u) ͬ شود. م معرفͬ

از آن انتهای دو فاصله مینمم را w رأس از e فاصله e = uv ∈ E(G) یال برای .۶ . ٢ . ١ تعریف
که رأس هایی تعداد کنید فرض .d(w, e) := min{d(w, u), d(w, v)} یعنͬ ͬ گیریم، م نظر در w

با را u به نسبت v به نزدی΄تر رئوس تعداد و nu(e|G) با را است v رأس از نزدی΄تر u رأس به
مشابه به طور و nu(e|G) := |{a ∈ V (G)|d(u, a) < d(v, a)}| بنابراین دهیم. نمایش nv(e|G)

.[۴٢] nv(e|G) := |{a ∈ V (G)|d(v, a) < d(u, a)}|

۵distance distribution
۶degree distance
٧Dobrynin and Kochetova
٨Gutman



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ١٨

:٢ . ٢ ش΄ل

به صورت (PIv)رأس١٠ͬ پادماکار‐ایوان شاخص و (PI)پادماکار‐ایوان٩ شاخص .٢ . ١ . ٧ تعریف
ͬ شوند[۴٢]: م تعریف زیر

PI(G) :=
∑

e∈E(G)

me(G) و PIv(G) :=
∑

e∈E(G)

ne(G)

تعداد mu(e|G) همچنین .me(G) = mu(e|G) +mv(e|G) و ne(G) = nu(e|G) + nv(e|G) که
است. v رأس به آن ها فاصله از نزدی΄تر u ر أس به آن ها فاصله که است G از یال هایی

ͬ شود. نم شمارش e یال انتهائͬ رئوس از مساوی فاصله با رئوس کنید توجه .٢ . ١ . ١ ملاحظه

است[٢۵]. Sz(G) := ∑
e∈E(G)

nu(e|G)nv(e|G) صورت گرافGبه س·د١١ شاخص .٢ . ١ . ٨ تعریف

گراف ها از برخͬ وینر شاخص بررسͬ ٢ . ٢
است. [٣٧] ͽمرج از بخش این مفاهیم و تعاریف قضایا، تمام

کنید فرض بعلاوه باشد | E(G) |= m و | V (G) |= n با همبند گراف G کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم
.W (G) = n(n− ١)−m بنابراین باشد، از٣ کمتر G در مسیرهای تمام طول

٩Padmakar-Ivan
١٠vertex PI index
١١Szeged index



١٩ گراف ها از برخͬ وینر شاخص بررسͬ

ما بعلاوه دارد. وجود ١ فاصله با رئوس از جفت m است، یال m شامل G آنجاکه از برهان.
باقیمانده رأس جفت (

n
٢
)
− m بنابراین است، از٣ کمتر مسیرها تمام طول که کردیم، فرض

پس دارند. ٢ فاصله

W (G) = ١ ×m+ ٢
[(
n

٢

)
−m

]
= n(n− ١)−m

است: زیر صورت به Cn دور وینر شاخص .٢ . ٢ . ١ قضیه

W (Cn) =

 n٣

٨ باشد زوج n اگر
n٣−n

٨ باشد فرد n اگر

ͬ کنیم. م محاسبه را v١ مانند ثابت رأس ΁ی از رئوس فاصله مجموع ابتدا برهان.

ͬ باشد. م k − ١ تا ١ برابر به ترتیب vk تا v٢ رئوس از v١ رأس فاصله •

ͬ باشد. م ١ تا k − ١ برابر به ترتیب v٢k تا vk+١ رئوس از v١ رأس فاصله •

ͬ باشد. م k برابر vk+١ رأس تا v١ رأس فاصله •

داریم: لذا
n∑
i=١

d(v١, vn) = ٠ + ١ + · · ·+ (k − ١) + k + (k − ١) + · · ·+ ١ = k٢

بنابراین

W (G) =
١
٢
∑
j

∑
i

d(v١, vn)

=
١
٢٢k.k٢

= k٣

= (
n

٢ )
٣

=
n٣

٨ .

داریم: فرد دور برای ترتیب به همین
n∑
i=١

d(v١, vn) = ٠ + ١ + · · ·+ (k − ١) + k + k + (k − ١) + · · ·+ ١ = k٢ + k



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢٠

بود: خواهد زیر به صورت وینر اندیس این صورت در

W (G) =
١
٢
∑
j

∑
i

d(v١, vn)

=
١
٢n(k

٢ + k)

=
١
٢n{(

n− ١
٢ )٢ +

n− ١
٢ }

=
n٣ − n

٨

به Pn مسیر و ستاره به صورت مول΄ولͬ گراف های به مربوط وینر شاخص .٢ . ٢ . ١ ملاحظه
است: زیر ترتیب

W (Sn) = n− ١︸ ︷︷ ︸
برگ ها به انشعابی نقطه

+ ٢
n−٢∑
i=١

i︸ ︷︷ ︸
برگ ها از جفت هر بین

= (n− ٢(١

W (Pn) =

n∑
i=١

i−١∑
j=١

j =

n∑
i=١

(
i

٢

)
=

(
n+ ١

٣

)
است: زیر به صورت رأس n با Kn کامل گراف به صورت مول΄ولͬ گراف وینر شاخص

W (Kn) =

n−١∑
i=١

i =
n(n− ١)

٢

همچنین
W (Km,n) = (m+ n)٢ −mn−m− n.

است مسیر‐زیردرخت ΁ی T از ١٢S بخش ΁ی باشد درخت ΁ی T کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
دارند. degT (v) = ٢ درجه ،v میانͬ رئوس و برگ ها یا انشعابی نقاط پایانͬ رئوس آن در که
رئوس مجموعه ͬ دهیم. م نمایش lS با آن را و است S یال های تعداد برابر ١٣ S بخش طول
به طور ͬ باشد م رأس lS شامل S بخش زیر ΁ی S∗ ͬ شود. م نامیده SP (T ) بخش ΁ی پایانͬ
فرض پایانͬ رأس دو هر بدون ،S را S٠ و است S از پایانͬ رأس v که S∗ = S \ {v} مثال

ͬ کنیم[٣٧]. م

͹واض بنابراین دارد قرار بخش ΁ی در دقیقا رأس n با T درخت ΁ی از یال هر .٢ . ٢ . ٢ ملاحظه
که[٣٧] ∑است

T از Sبخشͬ
lS = n− ١.

١٢segment
١٣length segment



٢١ گراف ها از برخͬ وینر شاخص بررسͬ

v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶

v١٣

v٨v٧ v٩

v١٢

v١٠ v١١

مثال(٢ . ٢ . ١) درخت :٢ . ٣ ش΄ل

و برگ v١ مثال عنوان به ب·یرید. نظر در را ٢ . ٣ ش΄ل در نشان داده شده Tدرخت .٢ . ٢ . ١ مثال
به عنوان .degT (v٩) = ٢ بنابراین است انشعابی نقطه نه و برگ نه v٩ اما است انشعابی نقطه v٢

دو از ΁ی هر S∗
١ بنابراین ب·یرید. نظر در T از بخشͬ lS١ = ٢ طول با را S١(v٢, v٩, v١٢) مثال

است[٣٧]. v٩ رأس تنها شامل مسیری S٠
١ و باشد ͬ تواند م (v٩, v١٢) و (v٢, v٩) مسیر

Tv و Tu زیر درخت های باشد. T درخت از یالͬ e = (u, v) ∈ E(T ) کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ تعریف
هستند: زیر به صورت ترتیب به زیردرخت ها این مرتبه هستند. v و u شامل Tهمبند اجزای

nu(e|T ) = |V (Tu)| و nv(e|T ) = |V (Tv)|

این صورت: در باشد درخت ΁ی T کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
W (T ) =

∑
e∈E(T )

nu(e|T )nv(e|T ) (٢ . ١)

ب·یرید. درنظر را T در e شامل y ∈ V (Tv) و x ∈ V (Tu) رئوس بین منحصربه فرد مسیر برهان.
بنابراین نیست. آن ها بین مسیر از قسمتͬ e شوند انتخاب متفاوت صورتͬ به y و x اگر
بنابراین دارد. تعلق T رأس دو بین مسیر به e که است دفعاتͬ تعداد دقیقا nu(e|T )nv(e|T )

است. T درخت وینر شاخص T یال های همه روی nu(e|T )nv(e|T ) مجموع

nu(e|T )+nv(e|T ) = n که است بدیهͬ باشد. پل درخت ΁ی از e = (u, v) یال اگر .٢ . ٢ . ٢ مثال
قضیه گرفتن نظر در با بنابراین بشماریم. را e طرف ΁ی در رئوس تنها است کافͬ وبنابراین
محاسبه را ۴ . ٢ ش΄ل در n = ١٣ مرتبه از T درخت وینر شاخص توانیم مͬ راحتͬ به ٢ . ٢ . ٢

کنیم.
W (T ) = ٧ · ١ · ١٢ + ٢ · ٢ · ١١ + ٢ · ۵ · ٨ + ١ · ۶ · ٧+ = ٢۵٠.



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢٢

T دلخواه درخت :۴ . ٢ ش΄ل

روش از ͬ تواند م وینر شاخص بنابراین باشد. رأس n با درختͬ T کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
شود: محاسبه زیر

W (T ) =
١
۴ [n

٢(n− ١)−
∑

(u,v)∈E(T )

[dT (v)− dT (u)]
٢]

داریم: ما بعلاوه ne(T ) = nu(e|T ) + nv(e|T ) کنید: فرض برهان.

dT (v)− dT (u) =

 ∑
x∈Bu(e)

dT (v, x) +
∑

y∈Bv(e)

dT (v, y)


−

 ∑
x∈Bu(e)

dT (u, x) +
∑

y∈Bu(e)

dT (u, y)


=

∑
x∈Bu(e)

(dT (v, x)− dT (u, x))−
∑

y∈Bv(e)

(dT (u, y)− dT (v, y))

=
∑

x∈Bu(e)

١ −
∑

y∈Bv(e)

١

= nu(e|T )− nv(e|T )

که
Bu(e) = {x ∈ V (G) : dG(x, u) < dG(x, v)}

Bv(e) = {y ∈ V (G) : dG(y, v) < dG(y, u)}



٢٣ توپولوژی΄ͬ شاخص های برای کران هایی

را ٢nu(e|T ) = n+ (dT (v)− dT (u)) ٢nv(e|Tو ) = n− (dT (v)− dT (u)) معادله های ما بنابراین
ͬ رسیم: م زیر روابط به (٢ . ١) معادله گرفتن نظر در با داریم.

W (T ) =
∑

(u,v)∈E(T )

١
٢(n+ dT (v)− dT (u))

١
٢(n− dT (v) + dT (u))

=
∑

(u,v)∈E(T )

[n٢ − (dT (v)− dT (u))
٢]

=
١
۴ [n

٢(n− ١)−
∑

(u,v)∈E(T )

(dT (v)− dT (u))
٢]

ͬ شود. م کامل اثبات که

استفاده با و (٢ . ٢ . ٣) قضیه بردن کار به با ب·یرید، نظر در را ۴ . ٢ ش΄ل درخت .٢ . ٢ . ٣ مثال
این که دادیم نشان قضیه اثبات در آنچه همانند dT (v)− dT (u) = nu(e|T )− nv(e|T ) رابطه از

داریم: ͬ کند، م ساده تر مراتب به را محاسبه روش

W (T ) =
١
۴ [١٣٢ · ١٢ − (٧ · ١١٢ + ٢ · ٩٢ + ٢ · ٣٢ + ١٢)] = ٢۵٠

مجموعه که است گرافͬ L(G) ،G خط١۴ͬ گراف باشد. گراف ΁یG کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ تعریف
یال های هرگاه مجاورند، باهم رأس دو و است E(G) ،(G) یال های مجموعه با متناظر آن رئوس

باشند. مشترک انتهایی رأس ΁ی دارای آن ها متناظر

تعریف We(G) =
١
٢

∑
g∈E(G)

∑
f∈E(G)

D(g, f) به صورت G گراف یالͬ وینر شاخص .۴ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ شود. م

معادل G خطͬ گراف وینر شاخص با G گراف یالͬ وینر شاخص بنابراین .٢ . ٢ . ٣ ملاحظه
است.

We(G) =W (L(G)).

خطͬ گراف و رأس n با T درخت وینر شاخص بین رابطه ١۵ باکلͬ ،١٩٨١ سال در .۴ . ٢ . ٢ قضیه
است[٨]. W (L(T )) =W (T )−

(
n
٢
) صورت به که آورد به دست آن را

توپولوژی΄ͬ شاخص های برای کران هایی ٢ . ٣
است. [٣٧] ͽمرج از بخش این قضایای تمام

v(G) رئوس مجموعه با گرافͬ Ǵ بعلاوه e ∈ E(G) و باشد همبندی گراف G اگر .٢ . ٣ . ١ قضیه
.W (G) < W (Ǵ) آنگاه E(G)\{e} یال های مجموعه و

١۴line graph
١۵Buckley



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢۴

x بین مسیر روی که e با y و x رأس جفت هر برای بنابراین e = (uv) کنید فرض برهان.
W (G) < بنابراین و dG(u, v) < dǴ(u, v), این رو از dG(x, y) ≤ dǴ(x, y) داریم: دارد قرار y و

.W (Ǵ)

تمام شامل که است درختͬ G جهت بدون و همبند گراف از ١۶ فراگیر درخت .٢ . ٣ . ١ تعریف
باشد. یال ها از برخͬ حداقل و رئوس

فراگیر درخت های و گراف ها پیرامون را زیر قضیه (٢ . ٣ . ١) قضیه از فوری نتیجه ای عنوان به
داریم. آن ها

آنگاه باشد، آن فراگیر درخت τ و باشد همبندی گراف G اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه
W (G) ≤W (τ).

است. برقرار باشد درخت ΁ی G که شرایطͬ در نامساوی

آنگاه باشد، رأس n با کامل گراف از فراگیری زیرگراف G اگر .٢ . ٣ . ٣ قضیه
W (G) ≥ n(n− ١)

٢ .

.W (Kn) =
n−١∑
i=١

i = n(n−١)
٢ است زیر به صورت رأس n با Kn کامل گراف وینر شاخص برهان.

شاخص از بزرگتر وینر شاخص E(G) ⊂ E(Kn) با Kn از G زیرگراف هر (٢ . ٣ . ١) قضیه به بنا
برقرار نابرابری است، کامل گراف از زیرگرافͬ n مرتبه از گراف هر آنجاکه از دارد. Kn وینر

است.

آنگاه باشد، یال m و ر أس n با همبند گراف G اگر .۴ . ٢ . ٣ قضیه
n(n− ١)−m ≤W (G) ≤ n٣ + ۵n− ۶

۶ −m.

ͬ دانیم م ͬ گیریم. م نظر در را v و u بین فاصله نامساوی، اولین اثبات به منظور برهان.
|E(G)| = m آن جاکه از ،dG(u, v) ⩾ ٢ غیراینصورت در باشند، مجاور v و u هرگاه dG(u, v) = ١

وجود ١ از بزرگتر فاصله با نامرتب رأس جفت (
n
٢
)
−m و ١ فاصله با نامرتب رأس جفت m دقیقا

بنابراین دارد.

W (G) =
∑

{u,v}⊆V (G)

dG(u, v) ≥ m+ ٢
[(
n

٢

)
−m

]
= n(n− ١)−m.

تنها K٢ که ازآن جا ͬ شود. م داده نشان n− ١ ≤ m ≤
(
n
٢
) به روی استقرا به وسیله دوم نامساوی

اکنون است. برقرار نامساوی n = ٢ برای ،W (K٢) = ١ ≤ ١٠+٨−۶
۶ − ١ = ١ و است همبند گراف

١۶spanning tree



٢۵ توپولوژی΄ͬ شاخص های برای کران هایی

T کنید فرض باشد. برقرار n مرتبه از همبند گراف های همه برای دوم نامساوی ͬ کنیم م فرض
مجموعه با T از زیردرختͬ T́ کنید فرض بعلاوه باشد. آن از برگ ΁ی v و رأس n+ ١ با درختͬ

داریم: و است برقرار T́ برای دوم نامساوی بنابراین باشد. V (T ) \ v رئوس

W (T ) =W (T́ ) + dT (v) ≤
n٣ + ۵n− ۶

۶ − (n− ١) +
n∑
١
i

=
(n+ ٣(١ + ۵(n+ ١)− ۶

۶ − n

برقرار یال m ≥ n−١ و رأس n با همبند گراف های تمام برای دوم نامساوی ͬ کنیم م فرض حال
بنابراین نیست درخت G ازآن جاکه ͬ گیریم م درنظر را یال m+ ١ و n با G همبند گراف باشد.
E(G) \ {e} یال های مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با Ǵ به طوری΄ه است e مانند یالͬ شامل
برای فرض چونکه W (G) < W (Ǵ) − ١ داریم (٢ . ٣ . ١) قضیه به بنا است G از همبند زیرگراف

داریم: است، برقرار Ǵ

W (G) < W (Ǵ)− ١ ≤ n٣ + ۵n− ۶
۶ −m− ١

دارد. را وینر شاخص بیشترین Pn مسیر ،n مرتبه همبند گراف های تمام بین در .۵ . ٢ . ٣ قضیه
داریم است، همبند G ازآن جاکه باشد. یال m و ر أس n با همبند گراف G کنید فرض برهان.

داریم: (۴ . ٢ . ٣) قضیه بنابه n− ١ ≤ m.

W (G) ≤ n٣ + ۵n− ۶
۶ −m ≤ n٣ + ۵n− ۶

۶ − (n− ١)

=
n٣ − n

۶ =

(
n+ ١

٣

)
=W (Pn)

دارد. را وینر شاخص کمترین Sn ستاره ،n مرتبه از درختان تمام میان در .۶ . ٢ . ٣ قضیه
(۴ . ٢ . ٣) قضیه بنابه است. m = n − ١ ،n مرتبه با درخت یال های تعداد آنجاکه از برهان.
در را وینر شاخص کمترین Sn ستاره W (Sn) = (n − ٢(١ چونکه بنابراین .(n − ٢(١ ≤ W (T )

دارد. n مرتبه از درختان تمام میان

آنگاه باشد، رأس a+ b با دوبخشͬ گرافͬ G اگر .٢ . ٣ . ٧ قضیه
W (G) ≥ (a+ b)(a+ b− ١)− ab.

.G = Ka,b هرگاه است برقرار نامساوی



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢۶

حذف با Ka,b از (بخش هایی باشد Ka,b از متفاوت رأس a+ b با دوبخشͬ گرافͬ G اگر برهان.
داریم: (٢ . ٣ . ١) قضیه به بنا بنابراین ( یال ها از برخͬ

W (G) > W (Ka,b) = ab+ ٢
a−١∑
i=١

i+ ٢
b−١∑
i=١

i

= ab+ a(a− ١) + b(b− ١)

= (a+ b)(a+ b− ١)− ab

توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم ۴ . ٢
ͬ شوند م طبقه بندی بزرگ ش΄ل سه به مول΄ولͬ گراف از شیمیایی ساختارهای کدگذاری روش
است[٢١]. مول΄ول هندسͬ ساختار از اتمͬ خواص و توپولوژی΄ͬ اندیس ماتریس، ش΄ل شامل که
هاکل قضیه به باتوجه نمایش این ͬ کند. م استفاده ماتریس ها از مول΄ولͬ، گراف نمایش اولین
ماتریس ها برخͬ .[٣١] ͬ کند م استفاده مول΄ولͬ ساختمان در ریاضͬ مشتق بیان از و است
فاصله مفهوم با مرتبط که ماتریس ها از بعضͬ ͬ شود. م استفاده مول΄ولͬ گراف بیان برای

ͬ دهیم. م قرار بحث مورد و معرفͬ را هستند

فاصله ماتریس ١ . ۴ . ٢
N×Nمربعͬ متقارن D(G)ماتریس = D Nرأس، گرافGبا فاصله١٧ ماتریس .١ . ۴ . ٢ تعریف
است[٢٣]. آن ها بین مسیر کوتاه ترین روی j و i بین یال های تعداد آن ورودی های که است

A

B

C

D

E

F

G

T١ دلخواه درخت :۵ . ٢ ش΄ل

١٧distance matrix



٢٧ توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم

است[٢٣]: زیر صورت به ۵ . ٢ ش΄ل درخت فاصله ماتریس .١ . ۴ . ٢ مثال

D(T١) =



٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ٣

١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ٢

٢ ١ ٠ ٢ ٣ ۴ ٢

٣ ٢ ١ ٠ ١ ٢ ٢

۴ ٣ ٢ ١ ٠ ١ ٣

۵ ۴ ٣ ٢ ١ ٠ ۴

٣ ٢ ١ ٢ ٣ ۴ ٠


به صورت G رئوس جفت بین فاصله های مجموع ،G همبند گراف وینر شاخص .٢ . ۴ . ٢ تعریف

:[٣٧] زیراست

W (G) =
١
٢

N∑
i=١

N∑
j=١

Dij

رأس هر و i رأس بین توپولوژی΄ͬ فاصله های مجموع به صورت DSi ،i رأس از فاصله مجموع
بنابراین: DSi =

N∑
j=١

(D)ij پس است. مول΄ولͬ گراف در

W (G) =
١
٢

N∑
i=١

N∑
j=١

Dij =

N∑
i=١

DSi

عدد به وسیله آل΄ان ها توصیف برای ١٨ شولتز مول΄ولͬ توپولوژی΄ͬ شاخص .٣ . ۴ . ٢ تعریف
ͬ شود[١۶]: م تعریف زیر به صورت G گراف از صحیح

MTI(G) =

N∑
i=١

[d(A+D)]i

هستند. G گراف فاصله و مجاورت ماتریس های به ترتیب D و A N × N ماتریس های که
است[١۶]. G رئوس درجه از ١ ×Nبردار d = (d١, d٢, . . . , dN )

وینر ماتریس ٢ . ۴ . ٢
Wدرخت وینر ماتریس ١٩ رندیج درخت، ΁ی وینر شاخص از توسیعͬ عنوان به .۴ . ۴ . ٢ تعریف
رئوس با منحصربه فردی مسیر π(i, j) کنید فرض T در j iو رأس دو هر برای کرد. معرفͬ را
T −E(π(i, j)) اجزا به ترتیب T٢,π(i,j) و T١,π(i,j) کنید فرض و باشد T در dij طول و j و i انتهائͬ
بنابراین باشد. T٢,π(i,j) و T١,π(i,j) رئوس تعداد به ترتیب n٢,π(i,j) و n١,π(i,j) و باشد j و i شامل

ͬ شود[٣۴]: م ارائه زیر صورت به W وینر ماتریس

W = (wij) , wij = n١,π(i,j).n٢,π(i,j)
١٨“Schultz molecular topological index” (MTI)
١٩Randić



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢٨

متقابل فاصله ماتریس ٣ . ۴ . ٢
فاصله افزایش با اتم دو بین فاصله وزن که ͬ کنیم م تعریف را جدیدی مول΄ولͬ ماتریس ما

ͬ یابد. م کاهش

متقارن ماتریس RD(G) = RD رأس N با G گراف از متقابل٢٠ فاصله ماتریس .۵ . ۴ . ٢ تعریف
غیرقطری عناصر برای j و i رئوس بین متقابل فاصله (RD)ij ورودی های که است N × N

هستند[٢٣]. صفر برابر قطری عناصر برای و هستند

(RD)ij =

 ٠ i = j اگر
d−١
ij i ̸= j اگر

به ه·زان متیل تری مول΄ولͬ گراف به مربوط ۵ . ٢ ش΄ل درخت RD ماتریس .٢ . ۴ . ٢ مثال
است: زیر  صورت

RD(T١) =



٠ ١ ٠٫۵٠ ٠٫٣٣ ٠٫٢۵ ٠٫٢٠ ٠٫٣٣

١ ٠ ١ ٠٫۵٠ ٠٫٣٣ ٠٫٢۵ ٠٫۵٠

٠٫۵٠ ١ ٠ ١ ٠٫۵٠ ٠٫٣٣ ١

٠٫٣٣ ٠٫۵٠ ١ ٠ ١ ٠٫۵٠ ٠٫۵٠

٠٫٢۵ ٠٫٣٣ ٠٫۵٠ ١ ٠ ١ ٠٫٣٣

٠٫٢٠ ٠٫٢۵ ٠٫٣٣ ٠٫۵٠ ١ ٠ ٠٫٢۵

٠٫٣٣ ٠٫۵٠ ١ ٠٫۵٠ ٠٫٣٣ ٠٫٢۵ ٠



هاراری ماتریس ۴ . ۴ . ٢
زیر صورت به ͬ شود م داده نمایش H(G) با که G گراف از ٢١ هاراری شاخص .۶ . ۴ . ٢ تعریف

:[١٠] ͬ شود م تعریف
H(G) =

١
٢

n∑
i=١

n∑
j=١

(RD)i,j

گراف مجاورت ماتریس Ā و آن مجاورت ماتریس A و گراف ΁ی G کنید فرض .٧ . ۴ . ٢ تعریف
u اگر d(u, v) = ٢ و باشند مجاور G در v و u اگر d(u, v) = ١ بنابراین باشد، Ḡ یعنͬ آن م΄مل

است[١٠]. A+ ١
٢Ā به صورت ٢٢ هاراری ماتریس بنابراین باشند. مجاور Ḡ در v و

ͬ گیریم: م نظر در را زیر معادله λ ∈ C و x ∈ Cn ،A ∈ Cn×n اگر .٨ . ۴ . ٢ تعریف
Ax = λx, x ̸= ٠

٢٠reciprocal distance matrix
٢١Harary index
٢٢Harary matrix



٢٩ توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم

٢٣ مقدارویژه ΁ی را λ کند، صدق بالا معادله در x غیرصفر بردار ΁ی و λ اس΄الر ΁ی اگر
نامیده ٢۵ جفت ویژه (λ, x) جفت ͬ نامند. م λ به وابسته ٢۴ بردارویژه را x بردار و A ماتریس

ͬ شود. م

لاپلاسین ماتریس ۵ . ۴ . ٢
ماتریس ویژه مقادیر از استفاده درخت ΁ی وینر شاخص محاسبه برای متفاوت کاملا روشͬ
چندین در دهیم ارائه اینجا در داریم قصد که وینر شاخص محاسبه فرمول است. آن لاپلاسین
ارائه اثبات ذکر به محدود را خودمان ما اما است، شده چاپ مستقل به طور ١٩٩٠ سال در مقاله

کرد. خواهیم ،[٢٩] ͽمرج در ٢۶ مریس توسط شده

است: زیر به صورت L(G) ٢٧ لاپلاسین ماتریس باشد گراف ΁ی G کنید فرض .٩ . ۴ . ٢ تعریف
L(G) = D(G)−A(G)

است. مجاورت ماتریس A(G) و رئوس درجه از قطری ماتریس D(G) که

ͬ دهیم م نمایش p(G, x) با را آن که G گراف لاپلاسین مشخصه جمله  ای چند .١٠ . ۴ . ٢ تعریف
ͬ شود: م داده نمایش زیر به صورت و است G گراف لاپلاسین ماتریس مشخصه ای چندجمله

p(G, x) = det(xIn − L(G)) =

n∑
i=٠

(−١)icixn−i

است: زیر به صورت آن لاپلاسین ماتریس ب·یرید. نظر در را ۶ . ٢ ش΄ل T درخت .٣ . ۴ . ٢ مثال

L(T ) =



١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

−١ ٣ −١ ٠ −١ ٠ ٠ ٠

٠ −١ ٣ −١ ٠ −١ ٠ ٠

٠ ٠ −١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ −١ ٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ −١ ٠ ٠ ٣ −١ −١

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ١ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ٠ ١



٢٣eigenvalue
٢۴eigenvector
٢۵eigenpair
٢۶Merris
٢٧Laplacian matrix



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٣٠

:۶ . ٢ ش΄ل

n با G گراف لاپلاسین ماتریس L(G) کنید فرض ماتریس‐درخت) (قضیه .١ . ۴ . ٢ قضیه
تعداد بنابراین ͬ آید. م به دست j ستون و i سطر حذف با که L از زیرماتریس Lij و باشد رأس

:[٣٧] ͬ آید م به دست زیر به صورت τ(G) پوشای درخت های

τ(G) = (−١)i+jdet(Lij)

وقوع ماتریس Q = Q(G) = (qij) و باشد |E(G)| = m با جهت دار گرافͬ G اگر .١ . ۴ . ٢ لم
باشد: زیر به صورت رأس‐یال

qij =


١ ejباشد مثبت viانتهای اگر

−١ ejباشد منفͬ viانتهای اگر
٠ ejنباشد به viمتعلق اگر

آنگاه
L(G) = QQt.

.rij =
m∑
a=١

qiaqja بنابراین باشد. راست طرف ماتریس R = (rij) کنید فرض برهان.

به باشند. ea میانͬ رئوس دو هر vj و vi اگر نیست، صفر qiaqja حاصلضرب :i ̸= j اگر •
.rij = −aij بنابراین و ͬ رسیم م qiaqja = −١ رابطه به ما G جهت گیری دلیل

ea میانͬ رأس vi اگر ͬ آید م به دست q٢
ia = ١ با rii =

m∑
a=١

q٢
ia رابطه بنابراین :i = j اگر •

.rij = degG(vi) که است معنͬ این به این .q٢
ia = ٠ غیراین صورت در و باشد

ماتریس دارند، جهت انتخاب به بستگͬ Q ورودی های اگرچه که کنید توجه .١ . ۴ . ٢ ملاحظه
بدین است. منحصربه فرد جای·زینͬ به نسبت L(G) نیست. آن به وابسته L(G) لاپلاسین

نیست. آن رئوس مرتبه یا G جهت گیری به وابسته L(G) مقادیرویژه که منظور



٣١ توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم

غیرقطری ورودی های علامت جهت به وابسته K(G) = QtQ آن یالͬ نسخه L(G) برخلاف
ی΄سان L(G) و K(G) ناصفر مقادیرویژه ،Q منحصربه فرد مقادیر تجزیه به واسطه است. آن
و سطری مجموع ͬ دهیم. م نشان λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn به صورت را L(G) ویژه مقادیر هستند.

باشد. همبند G اگر وتنها اگر λn−١ > ٠ و λn = ٠ است، صفر ستونͬ

.det(K(T )) = n آنگاه باشد رأس n با درختͬ T اگر .٢ . ۴ . ٢ لم

(١ . ۴ . ٢) ͬ آید: م به دست زیر رابطه ملاحظه به بنا برهان.

det(K(T )) =

n−١∏
i=١

λi

گرفتن نظر در با هستند. ناصفر L(T ) ویژه مقادیر i ∈ {١, ٢, . . . , n − ١} که هایی λi برای
است: زیر به صورت λ از coeffλ ضریب ،L(T ) مشخصه چندجمله ای

coeffλ = (−١)n−١
n−١∏
i=١

λi

بنابراین و

coeffλ = (−١)n−١
n∑
i=١

det(Lii).

پس

det(K(T )) =

n∑
i=١

det(Lii) = n.

کوچ΄تری و مربعͬ ماتریس دترمینان باشد، n × n ماتریسͬ A کنید فرض .١١ . ۴ . ٢ تعریف
A ماتریس ٢٨ ( (مینور کهاد را ͬ آید م به دست A ماتریس ام j ستون و ام i سطر حذف از که

ͬ باشد: م زیر به صورت aij درایه از (△ij)
٢٩ همسازه ͬ دهند. م نشان Mij با و ͬ نامند م

△ij = (−١)i+j |Mij |

همسازه ماتریس را آمده به دست ماتریس دهیم، قرار را △ij یعنͬ آن همسازه aij هر بجای اگر
ماتریس را A همسازه ماتریس ترانهاده N = [△ij ] یعنͬ ͬ دهند م نشان N نماد با و گویند A ٣٠

ͬ دهند. م نشان adjA با و ͬ نامند م A ٣١ الحاقͬ
٢٨minor matrix
٢٩cofactor
٣٠cofactor matrix
٣١adjugate matrix



فاصله بر مبتنͬ توپولوژی΄ͬ شاخص های ٣٢

فرض همچنین باشند. آن از یال دو ej , ei و باشد درخت ΁ی T کنید فرض .١٢ . ۴ . ٢ تعریف
طرف در B و A که باشد C و B و A مولفه سه با جنگل T́ = (V (T ), E(T ) \ {ei, ej} کنید
ej و ei شامل B از دی·ری رأس به A رأس هر از T در مسیر هر بطوری΄ه باشند ej و ei دی·ر
روابط مشابه به طور ͬ کنیم. م تعریف n(ei, ej) = |A||B| ما بنابراین ٢ . ٧ ش΄ل همانند باشد.
نامیده ej و ei بین C از u رأس ͬ گیریم. م کار به ei = (u, v) برای را nei(T ) = nu(ei|T )nv(ei|T )

را ej و ei بین رئوس تعداد ب·ذرد. u از B از رأسͬ به A از رأس ΁ی از مسیر هر هرگاه ͬ شود م
ͬ دهیم. م نشان sij با

:٢ . ٧ ش΄ل

کنید فرض باشد. نامنفͬ K(T ) که باشد به گونه ای رأس n با درختͬ T کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ لم
[٣٧] پس باشد. K(T ) از الحاقͬ ماتریس X = (xij)

xij =

 n(ei) i = j اگر
(−١)sijn(ei, ej) اینصورت درغیر

اصلͬ قطر درایه های حاصلضرب با برابراست n×n مربعͬ ماتریس ΁ی ٣٢ اثر .١٣ . ۴ . ٢ تعریف
دی·ر: به عبارت یا آن

tr(A) =

n∑
i=١

aii

ویژه مقادیر λ١ ≥ · · · ≥ λn−١ > λn = ٠ و باشد n با درختͬ T کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
شود: محاسبه زیر به صورت ͬ تواند م وینر شاخص بنابراین باشد. مربوطه لاپلاسین ماتریس

W (T ) = n
n−١∑
i=١

١
λi

٣٢trace



٣٣ توپولوژی΄ͬ ماتریس های به مربوط مفاهیم

ماتریس اثر (٣ . ۴ . ٢) لم به بنا باشد. نامنفͬ K(T ) که ͬ کنم م انتخاب به گونه ای را T ما برهان.
است: زیر به صورت K(T ) از X الحاقͬ

tr(X) =

n∑
i=١

xii =
∑

e∈E(T )

nei(T ) (٢ . ٢)

درخت وینر شاخص برابر مجموع این شده است داده نشان (٢ . ٢ . ٢) قضیه در که همانطور
آن ویژه مقادیر از استفاده با ͬ تواند م ماتریس ΁ی اثر که ͬ دانیم م دی·ر سویی از ͬ باشد. م T

X = nK−١(T ) از مقدارویژه ای n ١
λi

که ͬ دانیم م λi, i = ١, . . . , n− ١ همه برای گردد. محاسبه
بنابراین است.

tr(X) =

n∑
i=١

n
١
λi

(٢ . ٣)

داریم: (٢ . ٣) و (٢ . ٢) معادلات از بنابراین

W (T ) = n

n−١∑
i=١

١
λi

به طور L(T ) ناصفر ویژه مقادیر ͬ گیریم، م نظر در را ۶ . ٢ ش΄ل T درخت دوباره .۴ . ۴ . ٢ مثال
هستند: زیر به صورت تقریبی

λ١ = ۴٫٨١٣۶١,

λ٢ = ٣٫٧٣٢٠۵,

λ٣ = ٢٫۵٢٩٣٢,

λ۴ = λ۵ = ١,

λ۶ = ٠٫۶۵٧٠٧٧,

λ٧ = ٠٫٢۶٧٩۴٩

محاسبه W (T ) = ٨
٧∑

i=١

١
λi

= ۶۵ به صورت را وینر شاخص (٢ . ۴ . ٢) قضیه به کاربردن با بنابراین
ͬ کنیم. م





٣ فصل
اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های

گراف ها

گراف ها اعمال ٣ . ١
است: زیر ش΄ل به گراف ها جفت دوتایی اعمال از برخͬ

و V (G١ ×G٢) = V (G١)× V (G٢) رئوس مجموعه دارای G١ ×G٢
١ دکارتͬ حاصلضرب الف

است. {(u١, u٢)(v١, v٢) : u١v١ ∈ E١ و u٢ = v٢ یا u٢v٢ ∈ E٢ و u١ = v١} یال های مجموعه

یال های مجموعه و V (G١ +G٢) = V (G١) ∪ V (G٢) رئوس مجموعه با G١ +G٢
٢ پیوند ب

G = G١ +G٢ پیوند دی·ر به عبارت است. E(G١ ∪G٢) = E١ ∪E٢ ∪{uv : u ∈ V١, v ∈ V٢}

همراه E٢ و E١ یال های مجموعه و V٢ و V١ مجزا رئوس مجموعه با G٢ و G١ گراف های از
ͬ دهیم. م نشان nH با را G ،G = H + · · ·+H اگر است. G١ ∪G٢ پیوند یال های تمام با

١Cartesian product
٢join



گراف ها اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های ٣۶

گراف دو دکارتͬ حاصلضرب :٣ . ١ ش΄ل

گراف دو پیوند :٣ . ٢ ش΄ل

یال های مجموعه و V (G١[G٢]) = V (G١)× V (G٢) رئوس مجموعه با G١[G٢]
٣ ترکیب: ج

E(G١[G٢]) = {(u١, u٢)(v١, v٢) : u١v١ ∈ E١ یا u٢v٢ ∈ E٢ و u١ = v١}

vو١u١ = u٢) یا (uمجاور٢ u١) گاه هر v = (u٢, v٢) با مجاور u = (u١, v١) ͽواق در است.
.(vمجاور٢

بدست گراف که ͬ دهیم م نمایش G١ ⊙ G٢ با را G٢ و G١ گراف های کرونا۴ حاصلضرب د
هر به G١ از i رأس اتصال و G٢ از مجزا کپی |V (G١)| و G١ از کپی ΁ی گرفتن از آمده

ببینید. را ۴ . ٣ ش΄ل است. G٢ از کپی iاُمین در رأس

٣composition
۴corona product



٣٧ گراف ها اعمال

گراف دو ترکیب :٣ . ٣ ش΄ل

C۶ ⊙K٢ گراف :۴ . ٣ ش΄ل



گراف ها اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های ٣٨

گراف ها از عمل چهار وینر شاخص ٣ . ٢
اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه

آنگاه باشند. همبندی گراف های G٢ و G١ •

W (G١ ×G٢) = |V (G٢)|٢W (G١) + |V (G١)|٢W (G٢).

دو ،ui, vi ∈ V (Gi), i = ١, ٢ به طوری΄ه v = (v١, v٢) و u = (u١, u٢) کنید فرض برهان.
که ͬ کنیم م اثبات ابتدا در ما باشد. G١ ×G٢ از رأس

d(u, v|G١ ×G٢) = d(u١, v١|G١) + d(u٢, v٢|G٢) (٣ . ١)

π١(x, y) = x که به طوری (x, y) ∈ V (G١ ×G٢) هر ازای به را π٢ و π١ تصویری عمل·ر دو
در را G١ ×G٢ در v و u رئوس اتصال با P مسیر اکنون ͬ کنیم. م تعریف π٢(x, y) = y و
دنباله باشد. p٠ = u, p١, . . . , pk−١, pk = v به صورت P رئوس کنید فرض ب·یرید. نظر
ارائه i = ١, ٢ ،vi و ui بین مسیری Gi گراف از πi(p٠), πi(p١), . . . , πi(pk−١), πi(pk) رئوس
j = ١, ٢, . . . , k برای اگر وتنها اگر π١(pj−١) = π١(pj) ،G١ × G٢ تعریف طبق ͬ دهد. م
برای که به طوری πi(pj), πi(pj−١) رئوس جفت تعداد .π٢(pj−١) ̸= π٢(pj) باشیم داشته
ͬ دهیم. م نشان Si(P ) با را πi(pj−١) ̸= πi(pj) باشیم داشته i = ١, ٢ و j = ١, ٢, . . . , k

نتیجه Si(P ) ⩾ d(ui, vi|Gi), i = ١, ٢ سویی از آن جایی΄ه از S١(P ) + S٢(P ) = k پس
v و u بین مسیر کوتاه ترین را P مسیر .d(u١, v١|G١) + d(u٢, v٢|G٢) ⩽ k که ͬ گیریم م

یعنͬ k = d(u, v) که به طوری ب·یرید درنظر

d(u١, v١|G١) + d(u٢, v٢|G٢) ⩽ d(u, v) (٣ . ٢)

رئوس دنباله سو دی·ر از

(π١(p٠), π٢(p٠)), (π١(p١), π٢(p٠)), . . . , (π١(pk), π٢(p٠)), (π١(pk), π٢(p١)), . . . , (π١(pk), π٢(pk))

آن طول که است v = (π١(pk), π٢(pk)) و u = (π١(p٠), π٢(p٠)) بین G١ × G٢ در مسیری
این رو از است d(u١, v١|G١) + d(u٢, v٢|G٢) از کوتاه تر

d(u١, v١|G١) + d(u٢, v٢|G٢) ⩾ d(u, v) (٣ . ٣)

توجه قضیه اثبات تکمیل برای ͬ شود. م نتیجه (٣ . ٣) و (٣ . ٢) از اکنون (٣ . ١) تساوی
که کنید

W (G١ ×G٢) =
١
٢

∑
u١,v١∈V (G١)

∑
u٢,v٢∈V (G٢)

d(u, v) (۴ . ٣)

اثبات (۴ . ٣) رابطه در (٣ . ١) جای·ذاری با قضیه بنابراین v = (v١, v٢) و u = (u١, u٢) که
ͬ شود. م



٣٩ گراف ها از عمل چهار وینر شاخص

کنید. مراجعه [۴۴] ͽمرج به بندها بقیه اثبات برای

داریم: باشند، دلخواه گراف دو G٢ و G١ •

W (G١ +G٢) =| V (G١) |٢ − | V (G١) | + | V (G٢) |٢ − | V (G٢) |

+ | V (G١) || V (G٢) | − | E(G١) | − | E(G٢) |

پس باشد، همبندی گراف G١ •

W (G١[G٢]) =| V (G٢) |٢ [W (G١)+ | V (G١) |]− | V (G١) | [| E(G٢) | + | V (G٢) |].

دراین صورت باشد، همبندی گراف G١ •

W (G١ ⊙G٢) = (| V (G١) | +٢(١W (G١)+ | V (G١) |
[
| V (G٢) |٢ − | E(G٢) |

]
+ (| V (G١) |٢ − | V (G١) |) | V (G٢) | (| V (G٢) | +١).



گراف ها اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های ۴٠

گراف ها کرونا حاصل ضرب فاصله درجه ٣ . ٣
است. [۴٠] ͽمرج از بخش این مفاهیم و قضایا تمام

به صورت ۵ زاگرب شاخص اولین .٣ . ٣ . ١ تعریف
M١(G) =

∑
u,v∈E(G)

[dG(u) + dG(v)] =
∑

v∈V (G)

d٢
G(v)

به صورت را ۶ زاگرب شاخص دومین ∑و
u,v∈E(G)

[dG(u)dG(v)]

هستند. درجه براساس توپولوژی΄ͬ شاخص های این ͬ کنیم. م تعریف
٠ ≤ i ≤ برای V (G٢) = {v٠, v١, . . . , vn١−٢} و V (G١) = {u٠, u١, . . . , un١−١} کنید فرض
ͬ کنیم م فرض و ͬ دهیم م نمایش Gi

٢ با را است شده متصل ui رأس به که iاُم کپی ،n١ − ١

.V (Gi
٢) = {vi٠, vi١, . . . , vi(n١−٢)}

به w ∈ V (G١ ⊙G٢) درجه باشد، دلخواهͬ گراف G٢ و همبند گراف G١ کنید فرض .٣ . ٣ . ١ لم
است: زیر صورت

dG١⊙G٢(w) =

 dG١(w) + n٢ w ∈ V (G١) اگر
dG١(w) + ١ ٠ ≤ i ≤ n١ − wبرای١ ∈ V (Gi

٢) اگر

و G١ ⊙G٢ در G٢ از iاُم کپی Gi
٢ و باشند دلخواهͬ گراف های G٢ و G١ کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ لم

بنابراین ،٠ ≤ i ≤ n١ − ١ ،V (Gi
٢) = {vi٠, vi١, . . . , vi(n١−٢)}

dG١⊙G٢(ui, up) = dG١(ui, up), ٠ ≤ i, p ≤ n١ − ١ اگر
dG١⊙G٢(ui, vpq) = dG١(ui, up) + ١, ٠ ≤ q ≤ n٢ − ١, ٠ ≤ i, p ≤ n١ − ١ اگر

dG١⊙G٢(vij , vpq) =


dG١(ui, up) + ٢ i ̸= p اگر

١ vjvq ∈ E(G٢)وi = p اگر
٢ vjvq /∈ E(G٢)وi = p اگر

آنگاه باشند دلخواهͬ گراف های G٢ و G١ اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه
DD(G١ ⊙G٢) = (n٢ + ١)DD(G١)

+۴(n٢ + ١)[n٢ + ϵ(G٢)]W (G١) + ٢n١n٢ϵ(G١) + ٢n٢)١n١n٢ + n١ − ٣)ϵ(G٢)− n١M١(G٢)+

n١n٣)٢n١n٢ + n١ − ٢).
۵The first Zagreb index
۶The second Zagreb index



۴١ گراف ها کرونا حاصل ضرب فاصله درجه

پس G = G١ ⊙G٢ کنید فرض برهان.

DD(G) =
١
٢

∑
u,v∈V (G)

dG(u, v)[dG(u) + dG(v)]

=
١
٢

{ ∑
ui,up∈V (G١),i ̸=p

dG(ui, up)[dG(ui) + dG(up)]

+

n١−١∑
i=٠

∑
vij ,viq∈V (Gi

٢),j ̸=q

dG(vij , viq)[dG(vij) + dG(viq)]

+ ٢
n١−١∑
p=٠

∑
ui∈V (G١),vpq∈V (Gp

٢ )

dG(ui, vpq)[dG(ui) + dG(vpq)]

+
∑

vij∈V (Gi
٢),vpq∈V (Gp

٢ ),i ̸=p

dG(vij , vpq)[dG(vij), dG(vpq)]

}

=
١
٢

{
n١−١∑

i,p=٠,i ̸=p

dG(ui, up)[dG(ui) + dG(up)]

+

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q

dG(vij , viq)[dG(vij) + dG(viq)]

+ ٢
n١−١∑
p=٠

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
q=٠

dG(ui, vpq)[dG(ui) + dG(vpq)]

+

n١−١∑
i,p=٠,i̸=p

n١−٢∑
q=٠

dG(vij , vpq)[dG(vij) + dG(vpq)]

}

=
١
٢(A١ +A٢ +A٣ +A۴). (۵ . ٣)

ͬ کنیم. م محاسبه را A١ ابتدا ͬ کنیم. م محاسبه را (۵ . ٣) رابطه از A۴ تا A١ ابتدا ما

A١ =

n١−١∑
i,p=٠,i ̸=p

dG(ui, up)[dG(ui) + dG(up)]

=

n١−١∑
i,p=٠,i ̸=p

dG(ui, up)
{
[dG١(ui) + n٢][dG١(up) + n٢]

}
, (٣ . ٣ . ٢) و (٣ . ٣ . ١) لم های به وسیله

=

n١−١∑
i,p=٠,i ̸=p

dG(ui, up)[dG١(ui) + dG١(up)] + ٢n٢

n١−١∑
i,p=٠,i̸=p

dG(ui, up)

= ٢DD(G١) + ۴n٢W (G١). (۶ . ٣)

ابتدا در ͬ کنیم م محاسبه را A٢ =
n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q

dG(vij , viq)[dG(vij) + dG(viq)] اکنون

Á٢ =

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q

dG(vij , viq)[dG(vij) + dG(viq)]



گراف ها اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های ۴٢

ͬ کنیم. م محاسبه را

Á٢ =

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq∈E(G٢)

dG(vij , viq)
[
dG(vij) + dG(viq)

]

+

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq /∈E(G٢)

dG(vij , viq)
[
dG(vij) + dG(viq)

]

=

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq∈E(G٢)

[
(dG٢(vj) + ١) + (dG٢(vq) + ١)

]

+

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq /∈E(G٢)

٢
[
(dG٢(vj) + ١) + (dG٢(vq) + ١)

]
(٣ . ٣ . ٢) و (٣ . ٣ . ١) لم های به وسیله

=

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

+ ٢
n١−٢∑

j,q=٠,j ̸=q,vjvq /∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

=

{
n١−٢∑

j,q=٠,j ̸=q,vjvq∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

+

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq /∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]}

+

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq /∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

=

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

+

{
n١−٢∑

j,q=٠,j ̸=q,vjvq∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

+

n١−٢∑
j,q=٠,j ̸=q,vjvq /∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]}

−
n١−٢∑

j,q=٠,j ̸=q,vjvq∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

= ٢
n١−٢∑

j,q=٠,j ̸=q

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

− ٢
n١−٢∑

vjvq∈E(G٢)

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]
= ٨(n٢ − ١)ϵ(G٢) + ٨

(
n٢
٢

)
− ٢M١(G٢)− ۴ϵ(G٢), |E(G)|که = ϵ(G)



۴٣ گراف ها کرونا حاصل ضرب فاصله درجه

و
n١−٢∑

j,q=٠,j ̸=q

[dG٢(vj) + dG٢(vq)] = ۴(n٢ − ١)ϵ(G٢) آن جائی΄ه از

n١−٢∑
vjvq∈E(G٢)

[dG٢(vj) + dG٢(vq)] =M١(G٢)

= ٨n٢ϵ(G٢) + ۴n٢(n٢ − ١)− ٢M١(G٢)− ١٢ϵ(G٢). (٣ . ٧)

ͬ رسیم: م زیر روابط به (٣ . ٧) رابطه از استفاده با اکنون

A٢ =

n١−١∑
i=٠

{
٨n٢ϵ(G٢) + ۴n٢(n٢ − ١)− ٢M١(G٢)− ١٢ϵ(G٢)

}
= n١

{
٨n٢ϵ(G٢) + ۴n٢(n٢ − ١)− ٢M١(G٢)− ١٢ϵ(G٢)

}
. (٣ . ٨)

ابتدا A٣ = ٢
n١−١∑
p=٠

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
q=٠

dG(ui, vpq)[dG(ui) + dG(vpq)] محاسبه برای

Á٣ =

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
q=٠

dG(ui, vpq)[dG(ui) + dG(vpq)]

ͬ کنیم. م محاسبه را

Á٣ =

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
q=٠

[
dG١(ui, up) + ١

][
(dG١(ui) + n٢) + (dG٢(vq) + ١)

]
(٣ . ٣ . ٢) و (٣ . ٣ . ١) لم های به بنا

=

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
q=٠

dG١(ui, up)[dG١(ui) + (n٢ + ١) + dG٢(vq)]

+

n١−١∑
i=٠

n١−٢∑
q=٠

[
dG١(ui) + (n٢ + ١) + dG٢(vq)

]

= n٢

n١−١∑
i=٠

dG١(ui, up)dG١(ui) + n٢(n٢ + ١)
n١−١∑
i=٠

dG١(ui, up)

+ ٢ϵ(G٢)

n١−١∑
i=٠

dG١(ui, up) + ٢n٢ϵ(G١) + n١n٢(n٢ + ١) + ٢n١ϵ(G٢) (٣ . ٩)

به ͬ رسیم م (٣ . ٩) از استفاده با

A٣ = ٢
n١−١∑
P=٠

{
n٢

n١−١∑
i=٠

dG١(ui, up)dG١(ui) + n٢(n٢ + ١)
n١−١∑
i=٠

dG١(ui, up)

+ ٢ϵ(G٢)

n١−١∑
i=٠

dG١(ui, up) + ٢n٢ϵ(G١) + n١n٢(n٢ + ١) + ٢n١ϵ(G٢)

}

= ٢n٢DD(G١) + ۴n٢(n٢ + ١)W (G١) + ٨ϵ(G٢)W (G١) + ۴n١n٢ϵ(G١)

+ ٢(n١)
٢n٢(n٢ + ١) + ۴(n١)

٢ϵ(G٢). (٣ . ١٠)



گراف ها اعمال و توپولوژی΄ͬ شاخص های ۴۴

در پرداخت خواهیم A۴ =
n١−١∑

i,p=٠,i̸=p

n١−٢∑
q=٠

dG(vij , vpq)[dG(vij) + dG(vpq)] محاسبه به نهایت در

ͬ پردازیم. م Á۴ =
n١−٢∑
q=٠

dG(vij , vpq)[dG(vij) + dG(vpq)] محاسبه به ابتدا

Á۴ =

n١−٢∑
q=٠

[
dG١(ui, up) + ٢

][
(dG٢(vj) + ١) + (dG٢(vq) + ١)

]
(٣ . ٣ . ٢) و (٣ . ٣ . ١) لم های به بنا

=
[
dG١(ui, up) + ٢

] n١−٢∑
q=٠

[
dG٢(vj) + dG٢(vq) + ٢

]

=
[
dG١(ui, up) + ٢

]
٢
n١−٢∑
q=٠

(
dG٢(vj) + ١

)
=

[
dG١(ui, up) + ٢

](
۴n٢ϵ(G٢) + ٢(n٢)

٢
)

(٣ . ١١)

به ͬ رسیم م (٣ . ١١) از استفاده با

A۴ =

n١−١∑
i,p=٠,i ̸=p

{[
dG١(ui, up) + ٢

](
۴n٢ϵ(G٢) + ٢(n٢)

٢
)}

=
(

۴n٢ϵ(G٢) + ٢(n٢)
٢
)[

٢W (G١) + ٢n١(n١ − ١)
]
. (٣ . ١٢)

داریم: (۵ . ٣) رابطه در (٣ . ١٢) و (٣ . ١٠) و (٣ . ٨) و (۶ . ٣) روابط دادن قرار با اکنون

DD(G) =
١
٢

{
٢DD(G١) + ۴n٢W (G١) + ٨n١n٢ϵ(G٢) + ۴n١n٢(n٢ − ١)− ٢n١M١(G٢)

− ١٢n١ϵ(G٢) + ٢n٢DD(G١) + ۴n٢(n٢ + ١)W (G١) + ٨ϵ(G٢)W (G١)

+ ۴n١n٢ϵ(G١) + ٢(n١)
٢n٢(n٢ + ١) + ۴(n١)

٢ϵ(G٢) +
(

۴n٢ϵ(G٢)

+ ٢(n٢)
٢
)[

٢W (G١) + ٢n١(n١ − ١)
]}

= (n٢ + ١)DD(G١) + ۴(n٢ + ١)[n٢ + ϵ(G٢)]W (G١) + ٢n١n٢ϵ(G١)

+ ٢n٢)١n١n٢ + n١ − ٣)ϵ(G٢)− n١M١(G٢) + n١n٣)٢n١n٢ + n١ − ٢).

آنگاه باشد، |V (G)| = m با همبند گراف G اگر .٣ . ٣ . ١ نتیجه
DD(G⊙ K̄n) = (n+ ١)DD(G) + ۴n(n+ ١)W (G) + ٢mnϵ(G) +mn(٣mn+m− ٢).



۴ فصل
گراف ها در فازی فاصله

در و شده اند تعریف قبلا و... مرکز قطر، شعاع، مرکز، از خروج نظیر مرتبط مفاهیم و فاصله
جدیدی فاصله پایان نامه این در شده اند. استفاده گراف نظریه کاربردی برنامه های از بسیاری
فاصله این از استفاده با ͬ شود. م نامیده فازی گراف های در فازی فاصله که ͬ کنیم م بررسͬ را
قطر و فازی شعاع بین روابط ادامه در ͬ شوند. م تعریف ... و فازی مرکز فازی، خروج ازمرکز
داده تعمیم فازی خودمرکز گراف های به خودمرکز گراف های مفهوم همچنین و بررسͬ فازی
ͬ شود. م حاصل شود، فازی خودمرکز گراف خودمرکز، گراف اینکه برای لازم شرط و ͬ شود م
اینکه برای آسان ΁چ ΁ی و ͬ شود م معرفͬ خودش با فازی فاصله ماتریس max−max ترکیب
درخت ΁ی از مرکزی ͬ های ویژگ شده است. ارائه نه یا است فازی خودمرکز گراف فازی گراف

است. [٢٨] ͽمرج از فصل این قضایای و تعاریف تمام شده اند. بحث فازی مفهوم در نیز

فازی گراف ١ . ۴
آن در که است G : (σ, µ) جفت ΁ی ( f‐گراف اختصار (به فازی١ گراف .١ . ١ . ۴ تعریف
رأس های از فازی زیرمجموعه S است، S مجموعه از فازی زیرمجموعه ΁ی σ : S → [٠, ١]

که به طوری است S در v و u هر برای σ روی فازی رابطه ΁ی µ : S × S → [٠, ١] و است گراف

µ(u, v) ≤ σ(u) ∧ σ(v).
١Fuzzy graph



گراف ها در فازی فاصله ۴۶

رأس های و یال ها فازی عضویت مقادیر که است فازی گراف ΁ی ١ . ۴ ش΄ل گراف .١ . ١ . ۴ مثال
شده اند. مشخص گراف خود به روی آن

٠٫٣

٠٫۴

٠٫٨٩

٠٫۴

٠٫۶۵
٠٫۵

٠٫۶

٠٫١٣

٠٫١۴
٠٫٣۴

٠٫٣

٠٫۴۵

٠٫٢۶

٠٫٣۴

٠٫٣

دلخواه فازی گراف ΁ی :١ . ۴ ش΄ل

و σ∗ = {u ∈ S : σ(u) > ٠} که G∗ : (σ∗, µ∗) با را ٢ قطعͬ گراف .١ . ٢ . ۴ تعریف
µ∗ = {(u, v) ∈ S × S : µ(u, v) > ٠}

ͬ دهیم. م نشان

ͬ شود م نامیده G : (σ, µ) از ٣ جزئͬ فازی زیرگراف ΁ی H : (τ, ν) فازی گراف .١ . ٣ . ۴ تعریف
ν(u, v) ≤ µ(u, v) رابطه σ∗ و u گره های از جفت هر برای و τ(u) ≤ σ(u) رابطه u هر برای اگر
هرگاه نامیم G∗ : (σ∗, µ∗) از ۴ فازی زیرگراف ΁ی را H : (τ, ν) خاص حالت در باشد. برقرار

باشند. برقرار (u, v) ∈ ν∗ هر برای ν(u, v) = µ(u, v) و u ∈ τ∗ هر برای τ(u) = σ(u) روابط

به طوری است u٠, u١, . . . , un متمایز گره های از دنباله ای n طول به P مسیر .۴ . ١ . ۴ تعریف
مسیر قدرت عنوان به یال ضعیف ترین عضویت درجه و µ(ui−١, ui) > ٠, i = ١, ٢, . . . , n که
همه قدرت ماکزیمم صورت به y و x رأس دو بین ۶ همبندی قدرت ͬ شود. م تعریف آن ۵

P مسیر x−y ΁ی ͬ شود. م داده نشان CONNG(x, y) با و ͬ شود م معرفͬ y و x بین مسیرهای
G : (σ, µ) گراف باشد. CONNG(x, y) برابر آن قدرت اگر ͬ شود م نامیده قوی مسیر x− y ΁ی
همبند G که ͬ کنیم م فرض تماما .CONNG(x, y) > ٠ ،σ∗در y و x هر برای اگر است همبند

است.
٢crisp graph
٣partial fuzzy subgraph
۴ fuzzy subgraph
۵ strength path
۶strength of connectedness



۴٧ فازی گراف

دو بین فازی٧ فاصله بنابراین باشد، فازی گراف ΁ی G : (σ, µ) کنید فرض .۵ . ١ . ۴ تعریف
u− v ΁ی P آن در که ͬ شود م معرفͬ df (u, v) = ∧P {L(P ) ∗ S(P )} به صورت G در v و u گره
ͬ دهد. م نشان را معمولͬ حاصلضرب ∗ و مینمم ∧ است. P قدرت S(P ) و طول L(P ) مسیر،

ͬ کند. م صدق ΁متری خاصیت چهار همه در بالا فاصله .١ . ١ . ۴ ملاحظه
u, v ∈ σ∗ همه برای df (u, v) ≥ ٠ .١

u = v همه برای df (u, v) = ٠ .٢

u, v ∈ σ∗ همه برای df (u, v) = df (v, u)) ≥ ٠ .٣

u, v, w ∈ σ∗ همه برای df (u, v) ≤ df (u,w) + df (w, v) .۴

است. ΁متری فضای (σ∗, df ) و است ΁متری df فاصله

گراف این در ب·یرید. نظر در را رأس چهار با ٢ . ۴ ش΄ل گراف .١ . ٢ . ۴ مثال
df (a, b) = ∧{١ ∗ ٫٣, ٢ ∗ ٫٣, ٣ ∗ ٫٣} = ٫٣, df (a, c) = ∧{٢ ∗ ٫٣, ٣ ∗ ٫٣, ٣ ∗ ٫٢, ٢ ∗ ٫٢} = ٫۴

df (a, d) = ∧{١ ∗ ٫٣, ٢ ∗ ٫٣, ٣ ∗ ٫٢} = ٫٣, df (b, c) = ∧{١ ∗ ٫۵, ٢ ∗ ٫٢, ٣ ∗ ٫٢} = ٫۴

df (b, d) = {١ ∗ ٫۴, ٢ ∗ ٫٢, ٢ ∗ ٫٣} = ٫۴df (c, d) = ∧{١ ∗ ٫٢, ٢ ∗ ٫۴, ٢ ∗ ٫٣} = ٫٢

فازی گراف در فاصله :٢ . ۴ ش΄ل

٧fuzzy distance



گراف ها در فازی فاصله ۴٨

از فازی٨ مرکز از خروج بنابراین باشد، فازی گراف ΁ی G : (σ, µ) کنید فرض .۶ . ١ . ۴ تعریف
ͬ دهد. م نشان را ماکزیمم ∨ که است ef (u) = ∨v∈V df (u, v) به صورت u ∈ V (G) گره

نامیده G گراف از ٩ فازی شعاع گره ها همه از فازی مرکز از خروج مینیمم .١ . ٧ . ۴ تعریف
rf (G) = ∧u∈v{ef (u)} بنابراین ͬ دهیم. م نشان rf صورت به را آن که ͬ شود م

با و ͬ شود م نامیده ١٠ فازی قطر گره ها همه از فازی مرکز از خروج ماکزیمم .١ . ٨ . ۴ تعریف
ef (a) = ef (b) = (١ . ٢ . ۴) مثال در df (G) = ∨u∈V {ef (u)} آن در که ͬ دهیم م نشان df (G)

ef (c) = ef (d) = ٫۴.

d(u, v) > df (u, v) هستند ١ از کمتر وزن ها آنجاکه از G فازی گراف هر برای .١ . ٢ . ۴ ملاحظه
است. زمینه گراف در v و u بین فاصله d(u, v) که

هرگاه است، u گره دی·ر از ١١ فازی مرکز از خروج گره v ∈ V (G)گره .١ . ٩ . ۴ تعریف
داده نشان u∗f با u گره ΁ازی فازی مرکز از خروج گره های همه مجموعه ef (u) = df (u, v)

ͬ شود. م

گره های یا فازی مرکزی گره های فازی مرکز از خروج مینیمم با گره هایی .١ . ١٠ . ۴ تعریف
فازی قطری گره های فازی مرکز از خروج ماکزیمم با گره هایی و ͬ شوند م نامیده فازی شعاعͬ
زیر مثال اکنون rf (G) = ٫۴, df (G) = ٫۴ (١ . ٢ . ۴) مثال در ͬ شوند. م نامیده خارجͬ گره های یا

ب·یرید. نظر در را

٣ . ۴ ش΄ل گراف در .١ . ٣ . ۴ مثال
df (a, b) = ٫١, df (a, c) = ٫٢, df (a, d) = ٫٢, df (a, e) = ٫٣, df (a, f) = ٫٢

df (b, c) = ٫٢, df (b, d) = ٫٣, df (b, e) = ٫٣, df (b, f) = ٫٢, df (c, d) = ٫٢

df (c, e) = ٫۴, df (c, f) = ٫٣, df (d, e) = ٫۴df (d, f) = ٫٣, df (e, f) = ٫٢

rf (G) = ٫٣, df (G) = ٫۴ و ef (a) = ef (b) = ef (f) = ٫٣, ef (c) = ef (d) = ef (e) = ٫۴ اینجا در
فاصله همانند نیستند. رئوس دی·ر از مرکز از خروج گره های f و b ،a که کنیم توجه باید

داریم: را زیر نتایج ما گراف ها در ΁کلاسی

rf (G) ≤ df (G) ≤ ٢rf (G) ،G همبند فازی گراف هر در .١ . ١ . ۴ قضیه
٨fuzzy eccentricity
٩fuzzy radius

١٠fuzzy diameter
١١fuzzy eccentric node



۴٩ فازی مرکز خود گراف های

گره هایی v و u کنید فرض دی·ری اثبات برای است. برقرار تعریف به بنا نابرابری اولین برهان.
نابرابری به بنا پس باشد G از فازی مرکزی گره w کنید فرض df (u, v) = df (G) به طوری΄ه باشند

پس df (u,w) ≤ rf (G) اما df (u, v) ≤ df (u,w) + df (w, v) مثلثͬ

df (u, v) ≤ rf (G) + rf (G) = ٢rf (G).

مرکز و مرکز از خروج :٣ . ۴ ش΄ل

گراف مرکز فازی، مرکزی گره های از مجموعه ای به وسیله القایی زیرگراف .١ . ١١ . ۴ تعریف
ͬ شود. م نامیده G ١٢ فازی

آن زمینه گراف مرکز مشابه فازی گراف ΁ی از فازی گراف مرکز نیست لازم .١ . ٣ . ۴ ملاحظه
باشد.

فازی مرکز خود گراف های ٢ . ۴
ͬ کنیم. م مطرح جدید فاصله به توجه با را فازی خودمرکز گراف های ͬ های ویژگ بخش این در

آن فازی مرکز با هم ریخت اگر ͬ شود م نامیده خودمرکزفازی G فازی گراف .٢ . ١ . ۴ تعریف
١٣ باشد.

١٢periphery of f-graph
١٣fuzy self centered



گراف ها در فازی فاصله ۵٠

گراف این در شده اند. داده نشان زیر ش΄ل در آن زمینه گراف و فازی گراف ΁ی .٢ . ١ . ۴ مثال
فازی

df (a, b) = ٠٫٣, df (a, c) = ٠٫۴, df (a, d) = ٠٫٣, df (b, c) = ٠٫۴, df (b, d) = ٠٫۴, df (c, d) = ٠٫٢

d(a, b) = ١, d(a, c) = ٢, d(a, d) = ١, d(b, c) = ١, d(b, d) = ١, d(c, d) = ١,

این e(a) = ٢, e(b) = ١, e(c) = ٢, e(d) = ١ و ef (a) = ef (b) = ef (c) = ef (d) = ٠٫۴ همچنین
لازم شرط ΁ی ما زیر قضیه در نیست. خودمرکز زمینه گراف اما است فازی خودمرکز گراف

ͬ دهیم. م ارائه شود فازی خودمرکز ،G فازی گراف اینکه برای

آن زمینه گراف و فازی گراف ΁ی :۴ . ۴ ش΄ل

فازی مرکز از خروج G گره هر باشد، فازی خودمرکز G همبند فازی گراف اگر .٢ . ١ . ۴ قضیه
است.

خروج G گره هر دهیم، نشان باید است. فازی خودمرکز G فازی گراف که کنید فرض برهان.
خروج ازمرکز گره تعریف به بنا v ∈ u∗f و G از دلخواهͬ گره u کنید فرض است. فازی مرکز از
این رو از و ef (u) = ef (v) است، فازی خودمرکز G آن جائی΄ه از اما ef (u) = df (u, v) فازی
G گره هر ازاین رو است، v از فازی مرکز خروج از گره u بنابراین .ef (v) = df (u, v) = df (v, u)

است. فازی مرکز از خروج

است. فازی خودمرکز گراف های برای لازم شرط زیر نتیجه

گره های از جفت هر برای پس باشد، فازی خودمرکز G همبند فازی گراف اگر .٢ . ٢ . ۴ قضیه
خروج گره های از ی΄ͬ باید v پس باشد، v از فازی مرکز از خروج گره u هرگاه به طوری΄ه v و u

باشد. u از فازی مرکز از

فازی مرکز از خروج گره u کنید فرض همچنین است. فازی خودمرکز G کنید فرض برهان.
خروج از گره ها، همه است. فازی خودمرکز G ازآن جائی΄ه ef (v) = df (v, u) یعنͬ است، v از
ef (u) = df (v, u) = df (u, v) بالا معادله دو از ef (u) = ef (v) بنابراین دارند. ی΄سان فازی مرکز

است. u از فازی مرکز خروج از گره ΁ی v که است معنا این به که ef (u) = df (u, v) بنابراین



۵١ فازی فاصله ماتریس

که به طوری بسازیم جدید فازی گراف ΁ی فازی گراف هر از ͬ توانیم م ما زیر، قضیه در
باشد. بعدی فازی مرکز قبلͬ

است. H فازی همبند گراف از فازی مرکز G فازی گراف هر .٢ . ٣ . ۴ قضیه
در ͬ سازیم. م ۵ . ۴ ش΄ل همانند ͬ نامیم، م xوwوvوu که گره چهار به وسیله G از را H برهان.
میان وزن کمترین حال ͬ شود. م ساخته u + v + G + w + x متوالͬ پیوند به صورت H ͽواق
حداقل k کنید فرض ͬ دهیم. م اختصاص H از جدید وزن های همه به را G یال های وزن های
y ∈ V (G) هر برای ef (y) = ٢k و ef (u) = ef (x) = ۴k, ef (v) = ef (w) = ٣k بنابراین باشد. وزن

است. H فازی مرکز G بنابراین و است H از فازی مرکز خروج از گره G در گره هر این رو از

(٢ . ٣ . ۴) Hقضیه گراف :۵ . ۴ ش΄ل

فازی فاصله ماتریس ٣ . ۴
فازی فاصله ماتریس باشد. گره n با همبند فازی گراف G : (σ, µ) کنید فرض .٣ . ١ . ۴ تعریف
ͬ شود. م معرفͬ (di,j) = df (vi, vj) به وسیله و است n مرتبه از مربعͬ ماتریس Df = (di,j)

١۴

است. متقارن ماتریس ΁ی فازی فاصله ماتریس که کنید توجه

مربعͬ ماتریس دوباره خودش، با مربعͬ ماتریس ΁ی از max − max ترکیب .٣ . ٢ . ۴ تعریف
شده است. داده زیر به صورت آن (i, j) ورودی که است مرتبه ازهمان

di,j = max{max(di١, d١j),max(di٢, d٢j), . . . ,max(din, dnj)}

شده است. ارائه آن max−max ترکیب و فازی فاصله ماتریس زیر مثال در

١۴fuzzy distance matrix



گراف ها در فازی فاصله ۵٢

فازی فاصله ماتریس :۶ . ۴ ش΄ل

است: زیر به صورت ۶ . ۴ ش΄ل max−max ترکیب و فازی فاصله ماتریس .٣ . ١ . ۴ مثال

Df =


٠ ٠٫٨ ٠٫۶ ٠٫۴

٠٫٨ ٠ ٠٫٣ ٠٫۶

٠٫۶ ٠٫٣ ٠ ٠٫٣

٠٫۴ ٠٫۶ ٠٫٣ ٠

 , DfoDf =


٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨

٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨

٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫۶ ٠٫۶

٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫۶ ٠٫۶


max− ترکیب از استفاده با گره ها از فازی مرکز خروج از موضوع با ارتباط در قضیه ای ادامه در

ͬ دهیم. م ارائه فازی فاصله ماتریس max

max−maxترکیب قطری عناصر باشد. همبند فازی Gگراف : (σ, µ) کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه
هستند. گره ها از فازی مرکزهای خروج از خودش با G از فازی فاصله ماتریس

iاُمین ،di,j = df (vi, vj) پس باشد. G فازی فاصله ماتریس Df = (di,j) کنید فرض برهان.
است: زیر به صورت DfoDf ،max−max ترکیب در قطری درایه

di,i = max{max(di,١, d١,i),max(di,٢, d٢,i),max(di,٣, d٣,i), . . . ,max(di,n, dn,i)}

= max{di,١, di,٢, di,٣, . . . , di,n} = max{df (vi, v١), df (vi, v٢), df (vi, v٣), . . . , df (vi, vn)} = ef (vi)

قطر درایه های اگر وتنها اگر است فازی خودمرکز G : (σ, µ)همبند فازی گراف .٣ . ٢ . ۴ قضیه
باشد. ی΄سان خودش با فازی فاصله ماتریس max−max ترکیب اصلͬ

max−max ترکیب در اصلͬ قطر درایه های شد، اثبات (٣ . ١ . ۴) قضیه در همانطورکه برهان.
باشند، ی΄سان آن ها اگر است. گره ها از فازی مرکزهای خروج از خودش با فازی فاصله ماتریس
فازی خودمرکز G پس است. ی΄سان G در ها u همه برای ef (u) که است معنͬ بدین این

است.



۵٣ فازی فاصله ماتریس

ͬ دهیم. م نشان زیر مثال در را بالا قضیه

فازی خودمرکز گراف :٧ . ۴ ش΄ل

max−maxترکیب و فازی فاصله ماتریس ب·یرید، نظر در را ٧ . ۴ ش΄ل فازی گراف .٣ . ٢ . ۴ مثال
است: زیر صورت به آن

Df =


٠ ٠٫۴ ٠٫٨ ٠٫۵

٠٫۴ ٠ ٠٫۵ ٠٫٨

٠٫٨ ٠٫۵ ٠ ٠٫۴

٠٫۵ ٠٫٨ ٠٫۴ ٠

 , DfoDf =


٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨

٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨

٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨

٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨ ٠٫٨


است. فازی مرکز خود گراف این

نیست فازی خودمرکز که گرافͬ :٨ . ۴ ش΄ل



گراف ها در فازی فاصله ۵۴

max−maxترکیب و فازی فاصله ماتریس ب·یرید، نظر در را ٨ . ۴ ش΄ل فازی گراف .٣ . ٣ . ۴ مثال
است: زیر صورت به آن

Df =


٠ ٠٫١ ٠٫١

٠٫١ ٠ ٠٫٢

٠٫١ ٠٫٢ ٠

 , DfoDf =


٠٫١ ٠٫٢ ٠٫٢

٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢

٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢


فازی خودمرکز فازی، گراف این رو از و نیستند ی΄سان ترکیب در قطری درایه های به وضوح

نیست.

درختان فازی مرکز ۴ . ۴
ͬ سازیم. م آن زمینه درخت مرکز و فازی درخت ΁ی از فازی مرکز بین ترکیبی ما بخش این در

ͬ شود) م معین واحدی وزن با یال هر که (درخت هایی معمولͬ درخت های در .١ . ۴ . ۴ ملاحظه
است. kیا٢k١ از ΁هری مرکز،

فازی درخت :٩ . ۴ ش΄ل

فازی درخت این در ب·یرید. نظر در را ٩ . ۴ ش΄ل درخت .١ . ۴ . ۴ مثال
df (a, b) = ٠٫١ = df (e, f), df (a, c) = df (b, c) = df (c, f) = ٠٫٢

df (a, d) = df (a, e) = df (b, f) = df (c, d) = df (d, f) = ٠٫٣

df (a, f) = df (b, d) = df (b, e) = df (c, e) = ٠٫۴, dw(c, e) = ٠٫۶

ef (a) = ef (b) = ef (c) = ef (f) = ٠٫۴, ef (d) = ef (e) = ٠٫۶ به صورت فازی، مرکزهای خروج از
نیست. kیا٢k١ از کدام هیچ که شده است داده نشان ١٠ . ۴ ش΄ل در فازی مرکز هستند.



۵۵ فازی گراف م΄مل فازی مرکز

فازی درخت مرکز :١٠ . ۴ ش΄ل

باشد. ناهمبند ͬ تواند م فازی درخت از فازی مرکز .٢ . ۴ . ۴ ملاحظه
انتهائͬ گره ΁ی ،٣ مساوی یا بیشتر رئوس تعداد با معمولͬ درخت ΁ی در .٣ . ۴ . ۴ ملاحظه
مرکزی گره ΁ی ͬ تواند م انتهائͬ گره ΁ی فازی، درخت ΁ی در اما باشد مرکزی گره ΁ی ͬ تواند نم

باشد.

با v آویزان گره به مربوط فازی درخت ΁ی در فازی یال مینیمم کنیم فرض .۴ . ۴ . ۴ ملاحظه
است. فازی درخت در v از مسیر ͬ ترین طولان طول n که ef (v) = nk پس باشد. k وزن مینمم

فازی گراف م΄مل فازی مرکز ۵ . ۴
ͬ کنیم. م بررسͬ را آن مرکز ͬ های ویژگ و فازی گراف م΄مل ما بخش این در

گراف م΄مل Gc : (σc, µc) بنابراین باشد، فازی گراف ΁ی G : (σ, µ) کنید فرض .١ . ۵ . ۴ تعریف
µc(x, y) = ∧{σ(x), σ(y)} − µ(x, y) و σc = σ که است G

هستند. واحد وزن از گره ها همه زیر مثال در

آن م΄مل و فازی گراف :١١ . ۴ ش΄ل



گراف ها در فازی فاصله ۵۶

آن ترکیب و فازی فاصله ماتریس ١١ . ۴ ش΄ل در آن م΄مل و فازی گراف برای .١ . ۵ . ۴ مثال
شده است: ارائه زیر به صورت

Df (G) =


٠ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫٣

٠٫٣ ٠ ٠٫۴ ٠٫۴

٠٫۴ ٠٫۴ ٠ ٠٫٢

٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫٢ ٠

 , DfoDf =


٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴

٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴

٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴

٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴ ٠٫۴



Df (G
c) =


٠ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٧

٠٫۵ ٠ ٠٫۵ ٠٫۶

٠٫١ ٠٫۵ ٠ ٠٫٨

٠٫٧ ٠٫۶ ٠٫٨ ٠

 , DfoDf =


١ ١ ١ ١

١ ٠٫٧ ١ ٠٫٨

١ ١ ١ ١

١ ٠٫٨ ١ ٠٫٨


مثال در نباشد. فازی خودمرکز است مم΄ن فازی خودمرکز گراف م΄مل .١ . ۵ . ۴ ملاحظه

،Gc در اما است دی·ر گره چهار از فازی مرکز خروج از ٠٫۴ با فازی خودمرکز G (١ . ۵ . ۴)

ef (a) = ef (c) = ef (d) = ٠٫٣

نیست. فازی خودمرکز Gc ͬ کند م ثابت که ef (b) = ٠٫٢ و



۵ فصل
فازی مول΄ولͬ گراف های

شیمیایی، فرمول ΁ی با حتͬ مختلف ΁توپولوژی شاخص های و مختلف ساختار با ترکیبات
با دو هر اس΄وپولامین و کاکائین مثال، عنوان به باشند داشته ͬ توانند م مختلفͬ خواص
هم چنین دارند. متفاوتͬ وینر شاخص و مختلف خواص  ،C١٧H٢١NO۴ ی΄سان شیمیایی فرمول
قرار استفاده مورد معین خواص با ترکیب ΁ی ساختن در ͬ توانند م ΁توپولوژی شاخص های
کنار در ΁توپولوژی شاخص های هم چنین و مول΄ولͬ گراف ساختار مطالعه ی بنابراین، گیرند.
نوع از مستقل یال ها، و رئوس تمام مول΄ولͬ، گراف در است. مهم واقعا شیمیایی فرمول
پیش·ویی برای شده برچسب گذاری گراف این از و ͬ شوند م برچسب گذاری یال ها ونوع پیوند
و کمͬ صورت به شیمیایی ساختارهای توصیف ترکیب، ΁ی شیمیایی و فیزی΄ͬ ͬ های ویژگ
اما ͬ شود. م استفاده توپولوژی΄ͬ، اندیس های با مرتبط وفعالیتͬ ساختاری ͬ های ویژگ کیفͬ،
مول΄ول نوع با نزدی΄ͬ بسیار ارتباط ترکیبات، ͬ های ویژگ و شیمیایی خواص ͬ دانیم م طرفͬ از
درباره اطلاعاتͬ مول΄ولͬ گراف ΁ی در درصورتی΄ه دارد. آن ها میان پیوند و آن ͬ های ویژگ و
این اگر ͬ شود م پیش بینͬ لذا ندارد. وجود آن ͬ های ویژگ و پیوند نوع یا و مول΄ول خواص
گراف محاسبات و تحقیقات از حاصل نتایج شود، لحاظ مول΄ولͬ گراف ΁ی در اطلاعات
این که به باتوجه باشد. داشته بیشتری سازگاری تجربی روش از آمده به دست نتایج با مول΄ولͬ
در اگر بنابراین است ترکیب ΁ی ͬ های ویژگ تعیین در مهم عوامل از ی΄ͬ پیوند طول ͬ دانیم م
در ما هدف ͬ آید. م به دست بهتری نتایج شود لحاظ پیوند هر پیوند طول مول΄ولͬ گراف ΁ی
بسیار ͬ های ویژگ از که پیوند طول آن در که است فازی مول΄ولͬ گراف ΁ی معرفͬ فصل این



فازی مول΄ولͬ گراف های ۵٨

است. گرفته قرار مدنظر است پیوند مهم

فازی مول΄ولͬ گراف ١ . ۵
با G : (σ, µ)فازی١ مول΄ولͬ گراف قبل فصل در فازی گراف تعریف به بنا .١ . ١ . ۵ تعریف
µ(x, y) ͽواق در است. µ(x, y) = l(ei)

max l(ei)
صورت به ei یال عضویت درجه دارای مشابه تعریفͬ

اینجا در است. ترکیب همان در پیوند طول مقدار ماکزیمم به پیوند هر پیوند طول نسبت
µ : {پیوندها} → [٠, ١]

در آن با متناظر یال عضویت شدت باشد، بیشتر ترکیب ΁ی پیوند طول هرچه بنابراین
است. نزدی΄تر ΁ی به و بیشتر فازی مول΄ولͬ گراف

روش از ͬ توان م پیوند، طول از استفاده با فازی مول΄ولͬ گراف تعریف برای .١ . ١ . ۵ ملاحظه
را ترکیب آن پیوندهای طول تمام مجموع ترکیب ΁ی در که بدین ترتیب کرد. استفاده دی·ری
تقسیم ترکیب پیوند طول مجموع به یال هر عضویت درجه تعریف برای سپس آورده، به دست
عبارت به ͬ شود. م گرفته نظر در یال آن عضویت درجه عنوان به آمده به دست عدد ͬ شود. م

داریم: دی·ر
µ : S × S → [٠, ١]

µ(x, y) =
l(ei)

A
, A =

n∑
i=١

l(ei)

مول΄ولͬ گراف دارای چند هر H٢O آب و ١ . ۵ ش΄ل در (SO٢)گوگرد اکسید دی .١ . ١ . ۵ مثال
به باتوجه بنابراین هستند. متفاوت پیوندو... انرژی پیوند، مرتبه نظر از اما هستند، ی΄سان
متمایز ی΄دی·ر از باید یال ها این مول΄ولͬ گراف در مول΄ول، ساختار در پیوندها این ͬ های ویژگ

شده است. ارائه مختلف پیوندهای ͬ های ویژگ پیوست جداول در  شوند.

O

S

O

(SO٢) مول΄ولͬ ساختار :١ . ۵ ش΄ل

پیوند طول متوسط معمول به طور که است متفاوتͬ پیوند طول دارای مول΄ول در پیوند هر
میانگین پیوند، طول متوسط حقیقت در است. A آنگستروم پیوند طول واحد ͬ شود. م نامیده
ارائه آ  . ۵ جدول در مختلف پیوندهای طول است. مختلف مول΄ول های در پیوند آن طول های

شده است.
١fuzzy molecular graph



۵٩ فازی مول΄ولͬ گراف

ͬ گیریم م نظر را ٢ . ۵ ش΄ل در (N٢F٢) نیتروژن دی فلوئرید دی مول΄ولͬ ساختار .١ . ٢ . ۵ مثال

F

N N

F

(N٢F٢) مول΄ولͬ ساختار :٢ . ۵ ش΄ل

است. ترکیب این مول΄ولͬ گراف ٣ . ۵ ش΄ل گراف

N N

F F

(N٢F٢)ͬمول΄ول گراف :٣ . ۵ ش΄ل

این به داده شده نسبت پیوند طول وجوددارد. N −F و N = N پیوند دونوع (N٢F٢) ترکیب در
مربوط پیوند طول بیشترین L(N − F ) = ١٫٣٩ و L(N = N) = ١٫٢٣A با: است برابر پیوندها
و ͬ آوریم م به دست N − F پیوند به را N = Nپیوند طول نسبت لذا است. N − F پیوند به
گراف لذا ١٫٣٩

١٫٣٩ = ١, ١٫٢٣
١٫٣٩ = ٠٫٨٨ ͬ دهیم: م قرار گراف در آن متناظر یال عضویت درجه برابر

ͬ کنیم: م معرفͬ زیر به صورت را فازی مول΄ولͬ

V = {N,F}, E = {(N − F, ١), (N = N, ٠٫٨٨)}

N N٠٫٨٨

F

١

F

١

(N٢F٢)فازی مول΄ولͬ گراف :۴ . ۵ ش΄ل



فازی مول΄ولͬ گراف های ۶٠

فازی توپولوژی΄ͬ شاخص های ٢ . ۵
فازی فاصله ٢ . ١ . ۵

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت فازی مول΄ولͬ گراف از ٢ فازی فاصله ماتریس .٢ . ١ . ۵ تعریف

df (u, v) =

 ∧P {L(P ) ∗ S(P )} u ̸= v اگر
٠ u = v اگر

( یال ضعیف ترین عضویت (درجه P قدرت S(P ) و طول L(P ) مسیر، u − v ΁ی P آن در که
به عبارت دی·ر است.

Df = [df (u, v)] = ∧P {L(P ) ∗ S(P )} uv ∈ P

Df =


٠ . . . df (١, n)
... ... ...

df (n, ١) . . . ٠



فازی وینر شاخص ٢ . ٢ . ۵
گراف از ٣ وینرفازی شاخص باشد. فازی مول΄ولͬ گراف ΁ی G کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

Wf (G) =
∑

u,v⊆V (G)

df (u, v)

عضویت درجه در مسیر طول حاصلضرب مینیمم را گراف در رأس دو بین فاصله فازی حالت در
شاخص آوردن به دست برای ͬ گیریم. م نظر در است مسیر قدرت همان که یال ضعیف ترین
فازی وینر شاخص و کرده ͽجم باهم را فازی فاصله ماتریس بالامثلثͬ قطر اعضای فازی وینر

ͬ شود. م محاسبه

ͬ کنیم. م محاسبه آن فازی مول΄ولͬ گراف از استفاده با را CO٢ فازی وینر شاخص .٢ . ١ . ۵ مثال
شده است. ارائه ۵ . ۵ ش΄ل در ترکیب این مول΄ولͬ گراف

٢fuzzy distance matrix
٣fuzzy wiener index



۶١ فازی توپولوژی΄ͬ شاخص های

O
C

O

دی اکسیدکربن مول΄ولͬ گراف :۵ . ۵ ش΄ل

است: زیر صورت به ترکیب این فاصله ماتریس

D =


٠ ١ ٢

١ ٠ ١

٢ ١ ٠


W (G) = ١ + ٢ + ١ بنابراین: است. فاصله ماتریس بالامثلثͬ قطر مجموع وینر شاخص

W (G) = ۴

ͬ کنیم. م استفاده فازی گراف ساخت برای زیر روش دو از

روش این طبق بنابراین L(C−O) = ١٫۴٣ داریم: صورت این در که پیوند طول برحسب الف
ͬ باشد: م زیر به صورت حالت این در فازی گراف µ(C −O) = ١٫۴٣

١٫۴٣ = ١

O
C١

O
١

(٢ . ١ . ۵) مثال الف روش COفازی٢ مول΄ولͬ گراف  :۶ . ۵ ش΄ل

است: زیر به صورت وینر وشاخص فاصله ماتریس

Df =


٠ ١ ٢

١ ٠ ١

٢ ١ ٠


W (G) = ١ + ٢ + ١ =⇒W (G) = ۴

با: است برابر CO٢ ترکیب پیوند طول مجموع پیوند طول متوسط برحسب ب

١٫۴٣ + ١٫۴٣ = ٢٫٨۶

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به این صورت در یال ها درجه عضویت

µ(C −O) =
١٫۴٣
٢٫٨۶ = ٠٫۵



فازی مول΄ولͬ گراف های ۶٢

و فازی فاصله ماتریس وهمچنین است. ٧ . ۵ ش΄ل به صورت حالت این در فازی گراف
است: زیر به صورت نیز روش این وینر شاخص

Df =


٠ ٠٫۵ ١

٠٫۵ ٠ ٠٫۵

١ ٠٫۵ ٠


W (G) = ٠٫۵ + ١ + ٠٫۵ =⇒W (G) = ٢

O
C٠٫۵

O

٠٫۵

(٢ . ١ . ۵) مثال ب روش COفازی٢ مول΄ولͬ گراف  :٧ . ۵ ش΄ل

فازی PIv شاخص ٢ . ٣ . ۵
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را فازی (PIv)شاخص .٢ . ٣ . ۵ تعریف

PIvf (G) :=
∑

e∈E(G)

nfe(G)

به طوری΄ه nef (G) = nuf
(e|G) + nvf (e|G) آن در که

nuf
(e|G) := |{a ∈ V (G)|df (u, a) < df (v, a)}|, nvf (e|G) := |{a ∈ V (G)|df (v, a) < df (u, a)}|

ͬ گیریم: م نظر در را اتیلن فازی گراف .٢ . ٢ . ۵ مثال

C C
١

١

H
٠٫٨١

H

٠٫٨١

H
٠٫٨١

H

٠٫٨١

C٢H۴فازی مول΄ولͬ گراف  :٨ . ۵ ش΄ل

با: برابراست گراف برای فازی رأسͬ پادماکار‐ایوان شاخص

PIvf (G) :=
∑

e∈E(G)

nfe(G) = ۴(١ + ۵) + ٣)٢ + ٣) = ٣۶

با: است برابر P =: (H,C,C,H) مسیر برای فازی فاصله مثال به طور که

df (H,H) = ∧P {L(P ) ∗ S(P )} = ٣ × ٠٫٨١



۶ فصل
ماتریس کاربردهای از دی·ر بعضͬ

گراف ها در فاصله
است. [٣] ͽمرج بر مبتنͬ فصل این مفاهیم تمام

گراف شاخص های از برخͬ در فاصله مسئله کاربرد ١ . ۶
مباحث اساس این بر ͬ کنیم. م بحث گراف در فاصله کاربردهای برخͬ درباره بخش این در
داد. خواهیم توضیح گراف شاخص های از برخͬ در را فاصله  مسئله کاربرد براساس م΄ان یابی
توسعه گذشته سال های در مشخص طور به که را ١ نیوهامبرگ شهر گسترش مثال برای حال
قسمت ها این که است رسیده نتیجه این به شهر گسترش انجمن ب·یرید. نظر در است یافته
کمیته دارند. نیاز مستقل پست اداره و روزنامه توزیع مرکز آتش نشانͬ، مرکز پلیس ، مرکز
را خیابان ها سیستم کند. مشخص موارد این برای را م΄ان ها مطمئن ترین باید شهر طراحͬ
ͬ شوند م وصل بهم یال ΁ی به وسیله ر أس ها گراف، این در کرد. مدل سازی گرافͬ با ͬ توان م
چنین ما نشود. مواجه سومͬ ͽتقاط با اما کند وصل هم به را نظیر تقاطͽ های خیابانͬ اگر
تقسیم بندی برای مدلͬ ١ . ۶ ش΄ل G گراف مثال، برای ͬ نامیم. م مجاور ͽتقاط را تقاطͽ هایی

است. شهر حومه در خیابانͬ سیستم
١New Hamburg
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G گراف :١ . ۶ ش΄ل

گراف شعاع به مربوط کاربرد ١ . ١ . ۶
ͬ شود. م داده نمایش زیر به صورت و است گراف شعاع تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

rd(G) = min e(v) = min(max(d(u, v)))

گراف شعاع در فاصله مسئله کاربرد گراف، شعاع تعریف اساس بر .١ . ١ . ١ . ۶ مدل – مسئله
افراد دورترین برای خدماتͬ مراکز به دسترسͬ فاصله که نماید تعیین را م΄ان هایی ͬ تواند م

باشد. کمترین خدماتͬ، حوزه

گراف قطر به مربوط کاربرد ١ . ٢ . ۶
ͬ شود. م داده نمایش زیر رابطه به صورت گراف قطر تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

diam(G) = max e(v) = max(max(d(u, v)))

گراف قطر در فاصله مسئله کاربرد گراف، قطر تعریف اساس بر .١ . ٢ . ١ . ۶ مدل – مسئله
حوزه افراد دورترین به خدمات ارائه برای زمان حداکثر که نماید تعیین را م΄ان هایی ͬ تواند م
که کنند احداث کارخانه ای بخواهند شود فرض بالعکس یا و نماید. اندازه گیری را خدماتͬ
این م΄ان بنابراین ͬ کند ، م تولید زیادی بوی که مرغداری یا ͬ کند م ایجاد زیادی آلودگͬ
در حال هر در و باشد داشته را فاصله بیشترین نقاط سایر از که باشد جایی باید کارخانه

باشد. ͽواق هم نظر مورد خدماتͬ حوزه



۶۵ گراف شاخص های از برخͬ در فاصله مسئله کاربرد

گراف فواصل مجموع به مربوط کاربرد ١ . ٣ . ۶
ͬ شود. م داده نمایش زیر رابطه به صورت گراف فواصل مجموع تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

D(v) = sum{d(v, u), u ∈ V (G)} =
∑

u∈V (G)

d(v, u)

در فاصله مسئله کاربرد گراف، فواصل مجموع تعریف اساس بر .١ . ٣ . ١ . ۶ مدل – مسئله
نماید. مشخص حوزه ΁ی در را م΄ان ها فواصل مجموع ͬ تواند م گراف فواصل مجموع

م΄ان های تمام به است مجبور شغلش نوع حسب بر پست چͬ ΁ی .١ . ٣ . ١ . ۶ مسئله طرح
فواصلͬ مجموع کاربرد، این کند. پخش شهر ͹سط در را پستͬ محموله و زده سر نظر مورد

ͬ کند. م محاسبه را ͬ کند م طͬ روز ΁ی در پست چͬ که

گراف فواصل مجموع حداقل به مربوط کاربرد ۴ . ١ . ۶
داده نمایش زیر رابطه به صورت گراف فواصل مجموع حداقل تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

ͬ شود. م
D∗ = min

v∈V (G)
D(v)

فاصله مسئله کاربرد گراف، فواصل مجموع حداقل تعریف اساس بر .١ . ۴ . ١ . ۶ مدل – مسئله
مشخص حوزه ΁ی در را م΄ان ها فواصل مجموع حداقل ͬ تواند م گراف فواصل مجموع در

نماید.

احداث برای م΄انͬ پیدا کردن موضوع مثلا مسئله، ΁ی عنوان به .١ . ۴ . ١ . ۶ مسئله طرح
در یا باشد. مینیمم موجود م΄ان های بقیه ی تا م΄ان این فاصله ی مجموع که است دبیرخانه
مجموع در و کرده ملاقات را دی·ر م΄ان های تمام که شود شروع جایی از پستچͬ م΄ان ͽواق

شود. کمترین شده اش طͬ مسافت

گراف فواصل مجموع ͽجم به مربوط کاربرد ۵ . ١ . ۶
ͬ شود. م داده نمایش زیر رابطه به صورت گراف فواصل مجموع ͽجم تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

S(D(v)) =
١
٢

∑
v∈V (G)

D(v)

ͽجم در فاصله مسئله کاربرد گراف، فواصل مجموع تعریف اساس بر .١ . ۵ . ١ . ۶ مدل – مسئله
نماید. مشخص حوزه ΁ی در را م΄ان ها فواصل مجموع ͽجم ͬ تواند م گراف فواصل مجموع

نظر مورد م΄ان های به را پستͬ محموله  بخواهد پست چͬ ΁ی که وقتͬ .١ . ۵ . ١ . ۶ مسئله طرح
مسافت مجموع محاسبه برای ببرد مراکز سایر به و گرفته تحویل نیز سفارش هایی و رسانده

کند. استفاده ͬ تواند م کاربرد این از شده طͬ
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گراف فواصل مجموع میانگین به مربوط کاربرد ۶ . ١ . ۶
داده نمایش زیر رابطه به صورت گراف فواصل مجموع میانگین تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

ͬ شود. م
Da(v) =

١
n

∑
v∈V (G)

D(v)

در فاصله مسئله کاربرد گراف، فواصل مجموع تعریف اساس بر .١ . ۶ . ١ . ۶ مدل – مسئله
حوزه ΁ی در را م΄ان  ها فواصل مجموع میانگین ͬ تواند م گراف فواصل مجموع میانگین

نماید. مشخص

موضوع در (مثلا شده طͬ مسافت مجموع میانگین بخواهیم که وقتͬ .١ . ۶ . ١ . ۶ مسئله طرح
کرد. استفاده ͬ توان م کاربرد این از کنیم محاسبه را ( پست چͬ

فاصله ها پراکندگͬ تعیین به مربوط کاربرد ١ . ٧ . ۶
مجموع میانگین Da(v) و فاصله ها مجموع D(v) و رأس n با G = (V,E) گراف که شود فرض
گراف فاصله های پراکندگͬ تعیین شاخص در فاصله مسئله کاربرد باشد. G گراف فاصله های

ͬ شود. م داده نمایش زیر رابطه به صورت

△(D) =
١
n

∑
v∈V (G)

|D(v)−Da(v)|

را فاصله ها پراکندگͬ داده ها، پراکندگͬ واریانس مشابه کاربرد این .١ . ٧ . ١ . ۶ مدل – مسئله
پراکندگͬ این دی·ر م΄ان های به نسبت م΄ان هر برای که ͬ سنجیم م معیار این با ͬ دهد. م نشان

است. میزان چه به

گراف میانه در فاصله مسئله کاربرد ١ . ٨ . ۶
ͬ شود. م داده نمایش زیر به صورت گراف میانه تعریف بر مبتنͬ کاربرد این

M(G) =

{
min

v∈V (G)
D(v)

}
به شخص هر دسترسͬ برای لازم فاصله های میانگین مسئله این در .١ . ٨ . ١ . ۶ مدل – مسئله

ͬ شود. م مینیمم اضطراری خدمات محل

فاصله های میانگین بطوری΄ه اضطراری خدمات احداث محل انتخاب .١ . ٨ . ١ . ۶ مسئله طرح
باشد. مینیمم حوزه اش در اضطراری خدمات محل به شخص هر دسترسͬ برای لازم

حل زیرا ͬ باشد. م گراف در میانه کردن پیدا با متناظر مسئله، این حل .١ . ٨ . ١ . ۶ حل روش
اضطراری خدمات محل به شخص هر دسترسͬ برای لازم فاصله های میانگین بتواند باید مسئله

کند. مینیمم را حوزه   اش در



۶٧ گراف شاخص های از برخͬ در فاصله مسئله کاربرد

مرکز از خروج میانگین در فاصله مسئله کاربرد ١ . ٩ . ۶
باشد. v رأس مرکز از خروج e(v) و باشد شده داده رأس n با G = (V,E) گراف که شود فرض
زیر رابطه به صورت که رئوس همه مرکز از خروج مجموع از است عبارت G گراف مرکز از خروج

است.
e(G) =

∑
v∈V (G)

e(v)

داده نمایش زیر رابطه به صورت گراف مرکز از خروج تعریف بر مبتنͬ مرکز از خروج میانگین
ͬ شود. م

ea(G) =
e(G)

n
=

∑
v∈V (G)

min(max(d(u, v)))

n

از فاصله اش که باشد م΄انͬ کردن پیدا مسئله ی ͬ تواند م مسئله این .١ . ٩ . ١ . ۶ مدل – مسئله
باشد. ΁نزدی نه و دور خیلͬ نه موجود م΄ان های بقیه ی

فروش·اه های احداث چون بزرگ. فروش·اه های احداث محل تعیین .١ . ٩ . ١ . ۶ مسئله طرح
که است مم΄ن دی·ر طرف از و ͬ شود م بیشتر شلوغͬ و ΁ترافی باعث شهر، مرکز در بزرگ
هزینه ها و وقت صرفه جویی در باعث چون باشند، فروش·اه ها این از خرید به علاقه مند مردم
به گراف مرکز از خروج میانگین طریق از ͬ توان م را فروش·اه ها این احداث م΄ان ͬ شود. م

باشد. شهر مرکز در نه و دور خیلͬ نه که م΄ان های یعنͬ آورد. دست

پراکندگͬ شاخص های در فاصله مسئله کاربرد ١ . ١٠ . ۶
ea(G) و v رأس مرکز از خروج e(v) و باشد شده داده رأس n با G = (V,E) گراف که شود فرض
نمایش زیر به صورت گراف رأس های پراکندگͬ میزان باشد، G گراف مرکز از خروج میانگین

ͬ شود. م داده
△(G) =

١
n

∑
v∈V (G)

|e(v)− ea(G)|

واریانس که طور همان است آمار در واریانس معادل مدل این .١ . ١٠ . ١ . ۶ مدل – مسئله
ͬ دهد. م نشان هم از را ر أس ها فاصله ی پراکندگͬ هم مدل این ͬ دهد، م را داده ها پراکندگͬ

هم از را شهر ͹سط مدارس پراکندگͬ میزان بخواهیم شود فرض .١ . ١٠ . ١ . ۶ مسئله طرح
یابیم. مͬ را آن ها پراکندگͬ میزان و ͬ گیریم م نظر در رأس عنوان به را مدارس این بسنجیم ،
،△(G) مقدار گرفت. نظر در شهر ͹سط آتش نشانͬ یا خدمات رسانͬ مراکز را رئوس ͬ توان م یا

ͬ دهد. م نشان را مراکز این پراکندگͬ میزان
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فاصله تابع و م΄ان یابی مسائل ٢ . ۶
مسائل روی بر مطالعه یعنͬ ͬ شود. م دیده شب΄ه ΁ی درقالب گراف ΁ی م΄ان یابی مسائل
گرفتن قرار مناسب محل بررسͬ دنبال به معمولا م΄ان یابی در است. شب΄ه روی م΄ان یابی
عمدتا مسائل این ͽواق در ͬ باشند. م مشخص هدفͬ به رسیدن برای تسهیلات چند یا ΁ی
سر غیره و نقل حمل و  از ناشͬ هزینه های کردن حداقل جهت تسهیلات بهینه استقرار با
غیره و بیمارستان دانش·اه، کارخانه، شامل مجموعه هر ͬ توانند م تسهیلات دارند. کار و
مراکز کارخانه، احداث محل م΄ان یابی به ͬ توان م مسائل این کاربردهای جمله از . باشند
حداقل مانند اهدفͬ با شهرها در دولتͬ سازمان های و اورژانس پای·اه های ، رستوان خرید،
محل تعیین برای کرد. اشاره غیره و اولیه مواد نقل و حمل یا مشتریان جابجایی هزینه کردن
شرایط مصرف، بازار ، ͬ اصل جاده های به نزدی΄ͬ جمله از موثرند، مهمͬ معیارهای استقرار
در فاصله با م΄ان یابی بحث ارتباط غیره. و دولتͬ قوانین و مقررات توسعه، ام΄ان محیطͬ،
تاریخچه است. ٣ میانه −p مسائل ،٢ مرکز −p مسائل شامل: م΄ان یابی از مهم مسئله دو
روی م΄ان یابی مسائل در ۴ است. شده آورده زیرنویس در م΄ان یابی موضوع از مختصری
تعیین برای مسیر کوتاه ترین از دارد وجود نقطه دو هر بین مسیر ΁ی از بیش آن جاکه از شب΄ه
شده داه نمایش مرکز −٣ مسئله ٢ . ۶ شماره ش΄ل در ͬ کنند. م استفاده نقطه دو بین فاصله

است.

ترتیب به که است t و s ویژه رأس دو با D جهت دار گراف ΁ی ۵ شب΄ه ΁ی .٢ . ١ . ۶ تعریف
ظرفیت تابع که E(D) روی c منفͬ غیر صحیح تابع ΁ی ͬ شوند، م نامیده آن مقصد و مبدأ
گراف D جهت دار گراف ͬ گیرد. م ∞ و غیرمنفͬ صحیح مقادیر c تابع ͬ شود. م نامیده N ۶

٢P-median problem
٣P-median problem

در نقطه سه کنید فرض نمود: مطرح این صورت به را م΄ان یابی مساله فرما، هفدهم قرن در ۴

داده نقطه سه تا آن فاصله های مجموع که بیابید گونه ای به را چهارم نقطه است ، شده داده صفحه
سه را شده داده نقطه سه اگر . است کرده حل را مساله این ١۶۴٠ سال در توریچلͬ . شود مینیمم شده
بر که متساوی الاضلاعͬ مثلث های محیطͬ دایره های برخورد محل ب·یریم، صفحه در مثلث ΁ی رأس
مساله دلیل همین به است. مساله جواب ͬ شوند، م ساخته آن بیرون به رو و اصلͬ مثلث اضلاع روی
م΄ان یابی مساله تعریف اولین ١٩٠٩ سال در نامیده اند. توریچلͬ نقطه را جواب نقطه و فرما مساله را
مورد در خود تحقیقات نتایج کتاب این در وبر شد. ارائه وبر آلفرد توسط مدرن و کاربردی صورت به
وبر، توسط صنعتͬ م΄ان یابی تئوری ارائه از قبل سال بیست . است کرده ارائه را کارخانه ای صنایع
شروع زمانͬ از م΄ان یابی روی بر جدی مطالعات بود. گماشته همت امر این به ͬ تر جزئ طور به لانهارد
او کرد. مطرح مینیماکس و مجموع کم ترین صورت  دو به را هدف تابع ح΄یمͬ، ١٩۶۴ سال در که شد
گسسته م΄ان یابی شروع نقطه که داد انجام شب΄ه روی م΄ان یابی مسائل روی بر مطالعاتͬ همچنین

است. مدرن
۵Network
۶capacity function



۶٩ فاصله تابع و م΄ان یابی مسائل

c(a) = c(u, v) آنگاه باشد، D از کمان ΁ی a = (u, v) اگر ͬ شود. م نامیده N ٧ زمینه جهت دار
داده نشان c(z, t) = ۵ و c(x, y) = ۴ با شب΄ه ΁ی ٣ . ۶ ش΄ل در ͬ شود. م نامیده a ٨ ظرفیت

است. شده

مرکز −٣ مسئله نمایش :٢ . ۶ ش΄ل

s

y

١
t

٢

z

۵

x

٣

١

۴

شب΄ه ΁ی :٣ . ۶ ش΄ل

٧Basic directional graph
٨capacity
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مرکز −p مسائل ٢ . ١ . ۶
عرضه مرکز −p یافتن عبارت است از م΄ان یابی، مسائل از دسته ای عنوان به مرکز −p مسائل
مراکز از خدمات یا کالا حمل فاصله حداکثر که گونه ای به گراف ΁ی روی ( خدمات یا (کالا
کردن حداقل هدف واقعͬ دنیای مسائل از بسیاری در گردد. مینیمم تقاضا مراکز به عرضه
حداقل “ م΄ان یابی مسائل را مسائلͬ چنین است. طرح ΁ی از ناشͬ هزینه های حداکثر
فرمول بندی مینیماکس به صورت که مسائلͬ از نمونه ΁ی مثال عنوان به ͬ گویند. م ٩ حداکثر“
به باید درمانگاه مورد این در است. روستایی نواحͬ در درمانگاه م΄ان یابی مساله ͬ شود، م
شود. حداقل کند طͬ درمانگاه تا باید بیمار ΁ی که مسافتͬ حداکثر که شود مستقر گونه ای
مرکز، −p مساله در کنیم. حداقل را شرایط بدترین ΁ریس ͬ خواهیم م هدف این با ͽواق در
١٠ محض مرکز −p مساله را مساله حالت این در باشند گراف روی نقطه هر ͬ توانند م مرکزها
−p مساله را مساله کنیم محدود ها رأس روی به تنها را مراکز محل که صورتͬ در ͬ گویند. م
بنابراین ͬ باشد. NP-hardم دلخواه، pبرای عمومͬ حالت در مساله این ͬ نامیم. م ١١ رأسͬ مرکز
در شدند. متمرکز غیره و کاکتوس درخت، جمله از ساده تر گراف های روی محققان از بسیاری
زمانͬ پیچیدگͬ دارای کاکتوس و درخت روی مساله این برای ال·وریتم ها بهترین حاضر حال

هستند. O(n)

مرکز −p مسائل به مربوط فاصله مسئله کاربرد ٢ . ٢ . ۶
عدد ،d : E −→ N فاصله تابع باشد، شده داده رأس n با G = (V,E,W ) گراف کنید فرض
عبارت است از مرکز −p مساله که آنجا از ب·یرید، نظر در را p ≤ |V | که به طوری p ∈ N طبیعͬ
کالا حمل فاصله حداکثر که به گونه ای گراف ΁ی روی ( خدمات یا (کالا عرضه مرکز −p یافتن
مسائل به مربوط فاصله مسئله کاربرد گردد، مینیمم تقاضا مراکز به عرضه مراکز از خدمات یا

ͬ باشد: م زیر به صورت مرکز −p

min(δ(S) = max
v∈V−S

d(v, S)) ∀v ∈ V

S ⊆ V, |S| = p که

میانه −p مسائل به مربوط فاصله مسئله کاربرد ٢ . ٣ . ۶
مسائل، نوع این در است. م΄ان یابی مسائل دسته از دی·ر ی΄ͬ عنوان به نیز میانه −p مسائل
فاصله مجموع که به طوری است ( (خدمات دهنده مرکز −p از مجموعه ΁ی انتخاب هدف

٩minimax
١٠Absolute p-center problem
١١Vertex p-center problem



٧١ فاصله تابع و م΄ان یابی مسائل

−p انتخاب یعنͬ شود. کمترین مرکز، نزدی΄ترین به ( (خدمات گیرندگان مشتری ها ( (وزن
بنابراین هزینه. کل کردن حداقل برای مرکز نزدی΄ترین به مشتریان از ΁ی هر تخصیص و مرکز

ͬ باشد: م زیر به صورت نیز میانه −p مسائل به مربوط فاصله مسئله کاربرد

(sum(wi min
xi∈X

(d(xi, vi))), ∀vi ∈ N) =
∑
vi∈N

wid(X, vi), d(X, vi) = min
xi∈X

d(xi, vi)

م΄ان شامل X = {x١, x٢, . . . , xp} مجموعه کردن پیدا هدف شب΄ه، روی میانه −p مسئله در
مجموعه این از فاصله ها مجموع که گونه ای به است N = (V,E) شب΄ه روی دهنده سرویس p

تا v فاصله به صورت X مجموعه از v ∈ V رأس هر فاصله باشد. کمترین N روی رئوس تمام تا
ͬ باشد. م wi وزن ΁ی دارای vi رأس هر و ͬ شود م تعریف X در نقطه نزدی΄ترین





آ  پیوست



٧۴

نام نماد
گراف G

درخت T

رأس ها مجموعه V

یال ها مجموعه E

خطͬ گراف L(G)

کامل گراف Kn

n طول به دور Cn

کامل دوبخشͬ گراف Km,n

G گراف در v از u فاصله dG(u, v)

G گراف قطر diam(G)

مینیمم ورودی درجه δ

ماکسیمم ورودی درجه ∆

G از v رأس درجه dG(v)

مرکز از خروج e(v)

وینر شاخص W

شولتز شاخص MTI(G)

پادماکار‐ایوان شاخص PI

رأسͬ پادماکار‐ایوان شاخص PIv

وزنͬ پادماکار‐ایوان شاخص PIw(G)

س·د شاخص Sz(G)

فازی گراف Gf

فازی فاصله ماتریس Df

فازی فاصله df

نمایه آ  . ١: جدول



٧۵

پیوند انرژی پیوند انرژی پیوند انرژی پیوند انرژی
AL−H ٢٨٠ C − C ٣۴٧ Cr −O ۴٢٣ N − CL ٢۵٩

AL− I ٣۶۴ C = C ۶١١ F − F ١۵۴ N ≡ C ٨٩١

AL−O ۴٨١ C ≡ C ٨٣٩ F −H ۵۶۵ N − F ٢٩٧

Au−H ٢۵٨ C − CL ٣٢٩ F −O ١۵۵ N −H ٣٨۶

B −Br ۴٣٣ C − F ۴٨٠ H −H ۴٣٢ N −N ١۶٣

B − CL ۵٣١ C −H ۴١۴ I − CL ٢٠٧ N = N ۴١٨

B − F ۵٢٣ C − I ٢٢۶ I −Br ١٧۵ N ≡ N ٩۴١

B −H ٣٢۶ N − C ٧٣٠ I − I ١۴٨ Na− CL ۴١٠

B −O ٣٨۵ C −O ٣٧٢ I −O ١٨٠ O −H ۴۶۴

B − S ۴٩۴ C = O ٧۴۵ K − CL ۴٣٢ O −O ١۴٢

Ba−H ١٧٢ C ≡ O ١٠٧٢ Li− F ۵٧٣ O = O ۴٩٨

Ba− CL ۴۵۶ Ca−O ۴۶٠ Mg − F ۵۴۵ S −H ٣٧٧

Ba−O ۴۴۴ CL− CL ٢٣٩ Mg −O ٣٧٧ S −OL ۵١٧

Ba− CL ٢١۶ CL− F ٢٨۴ N −Br ٢٨۵ S − S ۴٢۴

C −Br ٢٨٠ CL−O ٢۶٧ N − F ٢٩٧ S = S ۶٠٣

١−kjmolاست) پیوند انرژی (واحد پیوند انرژی آ  . ٢: جدول



٧۶

عنصر اال΄ترونگاتیوی عنصر ال΄ترونگاتیوی
H ٢٫٢٠ Mg ١٫٣١

F ٣٫٩٨ N ٣٫۴

Li ٫٩٨ Ca ١٫٠٠

CL ٣٫١٨۶ P ٣٫١٩

Na ٫۶٣ Sr ٫٩۵

Br ٢٫٩۶ As ٢٫١٨

K ٫٨٢ Ba ٫٨٩

I ٢٫۶۶ C ٢٫۵۵

Rb ٫٨٢ Y ١٫٣۶

At ٢٫٢٠ Si ١٫٩

Cs ٫٧٩ Ti ١٫٢٢

O ٣٫۴۴ Ge ٢٫٠١

Fr ٫٧٠ Zr ١٫٣٣

S ٢٫۵٨ B ٢٫٠۴

Be ١٫۵٧ V ١٫۶٣

Se ٢٫۵۵ AL ١٫۶١

عناصر برخͬ ال΄ترونگاتیوی آ  . ٣: جدول

عنصر شعاع عنصر شعاع عنصر شعاع عنصر شعاع
H ٣٧ Mg ١۶٠ C ٧٧ F ٧٢

Li ١۵٢ Ca ١٩٧ Si ١١٨ CL ١٠٠

Na ١٨۶ Ba ٢٢٢ N ٧۴ Br ١١۴

K ٢٢٧ AL ١۴٣ P ١١٠ I ١٣٣

Cs ٢۶۵ Ga ١٣۵ O ٧٣ He ۵٠

Be ١١٢ Ti ١٧٠ S ١٠٣ Ar ٩٨

است) pm اتمͬ شعاع (واحد عناصر از برخͬ اتمͬ شعاع آ  . ۴: جدول



٧٧

پیوند طول پیوند طول پیوند طول پیوند طول
AL−H ١٫٨ C − C ١٫۵۴ Cr −O ٢٫۴ N − CL ١٫٧٩

AL− I ٢٫٧۶ C = C ١٫٣۴ F − F ١٫۴٢ N ≡ C ١٫١۶

AL−O ٢٫١۶ C ≡ C ١٫٢٠ F −H ٫٩٢ N − F ١٫٣٩

Au−H ٢٫١١ C − CL ١٫٧٧ F −O ١٫۴٢ N −H ١٫٠١

B −Br ٢٫٠١ C − F ١٫٣٢ H −H ٫٧۴ N −N ١٫۴۵

B − CL ١٫٨٧ C −H ١٫٠٩ I − CL ٢٫٣٢ N = N ١٫٢٣

B − F ١٫۶ C − I ٢٫١۴ I −Br ٢٫۴٧ N ≡ N ١٫٠٩

B −H ١٫٢۴ N − C ١٫۴٧ I − I ٢٫۶٧ Si− CL ٢٫٠۴

B −O ١٫۶١ C −O ١٫۴٣ I −O ١٫٩۴ O −H ٫٩۶

B − S ١٫٩ C = O ١٫٢٣ K − CL ٣٫٢٧ O −O ١٫۴٨

Ba−H ٢٫۶ C ≡ O ١٫١٣ Li− F ٢٫٢٢ O = O ١٫٢١

Ba− CL ٣٫٢٢ Ca−O ٢٫٧ Mg − F ٢٫٣٢ S −H ١٫٣۵

Ba−O ٢/٩۶ CL− CL ١٫٩٩ Mg −O ٢٫٣٣ S − CL ١٫٩٩

H − CL ١٫٢٧ CL− F ١٫۶٣ N −Br ١٫٨٨ S − S ٢٫٠٧

C −Br ١٫٩۴ CL−O ١٫۴٩ N − F ١٫٣٩ S = S ١٫٨٨

است) (A) پیوند طول (واحد پیوند طول آ  . ۵: جدول

گراف نظریه عبارت های شیمͬ علم عبارت های
مول΄ولͬ گراف ساختارمول΄ولͬ

رأس اتم
یال پیوندشیمیایی

رأس وزن دار اتم ͬ های ویژگ از بعضͬ
یال وزن دار پیوند ͬ های ویژگ از بعضͬ

درخت حلقه بدون مول΄ول
دور سی΄لوئید

شیمͬ علم و گراف نظریه بین معادل سازی آ  . ۶: جدول
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Abstract

In this thesis, some of applications of distance matrix in molecular graphs, are investigated.
In this regard, the properties of Wiener index as one of the most important topological indices
of molecular graphs based on distance, are studied. Then, topological indices in the discussion
of graphs combinations are investigated. In the following, the subject of the fuzzy Wiener index
based on fuzzy distance and some of the properties of it are generalized innovative. also some
other applications of distance matrix are investigated in graphs.

Keywords: topological indices, fuzzy distance, molecular graphs, fuzzy molecular graph, dis-
tance matrix, fuzzy distance matrix.
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