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... ণپاس ච໋اری

ಪࣥواষند. ච໋اردن را او ऑق ঈوতندگان و ষند ৯دا او ೸৑࢟ت ୓ی ඼෻ॷدن ॷمار৯دگان ৲ماষند، او ਬࣥودن భ ।ੂࣨوران ଒ را ی ೯دا ণپاس
৔ฬوان د॥ت و ඪ༚ر زبان با ،୓ آن زॐمات از दدردا਩ی ग़قام భ ଒ ا॥ت آن از بالاୃ ग़ع࢙م පෂزॻࢌ و گاه جای ໚ ঴دون
෼ل భ ଒ باࢽࣂਣുی ಻ඌࣹن دන඿ر آ༚ی পناب ૛൏࣌ঘ඼່ه و شا૛ീীه اণتاد از ਗی داৣم واࣿب ऒود ୀ و૑ࣣಮه ࣹࡣب ୀ اما மر৤م؛ ඵ෇زی

،௅ඟ໋ ࠱ھده ୀ را ଓฬ پایان اଌن راঘ࣒ماਪی زॐ࢟ت و ষ࣒ࢤود৯د ৒భغ ૼن ୀ ଏଷ اଌن భ ঊمਔی ஑ از ඼່وਣ঺ی و خ࢖ق ૮ࣹن با ૐॣه صدر،
و େاਠ঍ی اॐمد دන඿ر آ༚ی পناب و آر਍ی ೺ख़مد دන඿ر آ༚ی পناب داور اسا঺ید از ঙࢠ಻ൾ൒ن آورم. ଘ جا را दدردا਩ی و ඟ়شࢁ ෼ل
دॼ࡬وز భما و ৮در از ਗی داৣم ऒود و૑ࣣಮه ا඘ষھا భ ਗی ৶ما৤م. दدردا਩ی و ඟ়شࢁ شاଽود ਠൌ࣡ીی دا஺ه آمار ඟ໋وه ૛൏࣌ঘ඼່ه اسا঺ید ৳ماਗی

঍نارشان భ را িشد਩ی تࢁඟار ॺࡗظات ূࡗજࣱل دوران ੌول భ ଒ دوণتا਩ی ৳ماਗی و ඼ෙय़باৣم و ୍ସ ऒواଽان و ୀاభان کارم، तدا و
঍࣒م. ণپاس ච໋اری ଡ࣓ماേ઼ থذرا৯دم

দوید. ণپاس را آฬن زॐمات از মࡑ਌ی ඟ໕دଌୃن، اଌن ଒ با॰د

محمدی حسن
١٣٩۶ بهمن

ط



نامه تعهد
صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی محمدی حسن اینجانب
گسسته ͅ های پاس برای چ·الͬ رگرسیون بیزی تحلیل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد باغیشنͬ حسین راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارائه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تأثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
محمدی حسن
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ک



چ΄یده
ͬ شود. م معرفͬ گسسته ͅ های پاس برای چ·الͬ رگرسیون بیزی مدل پایان نامه این در
ͬ سازد. م فراهم را شرطͬ چ·الͬ برآورد برای مناسب رهیافتͬ آمیخته مدل های از استفاده
متغیر شامل گسسته متغیرهای آمیخته، مدل های در چندمتغیره چ·الͬ تابع برآورد برای
گسسته سازی برش نقاط در که پنهان پیوسته متغیرهای صورت به تبیینͬ، متغیرهای و ͺپاس
ͅ های پاس برای برش، نقاط محاسبه جهت متفاوتͬ مدل های ͬ شوند. م برده به کار شده اند
مدل همچنین ͬ شوند. م مقایسه و معرفͬ کم پراکنش، یا پیش پراکنش ͬ های ویژگ با شمارشͬ
پنهان پیوسته متغیرهای و مشاهدات برای چندمتغیره گاوسͬ هسته با دیری΄له فرآیند آمیخته
زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های از پسین توزیع بودن پیچیده به توجه با ͬ شود. م برده به کار
استفاده با مدل عمل΄رد همچنین ͬ شود. م استفاده پسین توزیع از نمونه گیری برای مارکوفͬ

ͬ شود. م ارزیابی واقعͬ و شبیه سازی شده داده های از

پسین، توزیع کم پراکنش، بیش پراکنش، پنهان، متغیرهای دیری΄له، فرآیند کلیدی: کلمات
مارکوفͬ. زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم 

م



پیش گفتار
برخوردار ویژه ای اهمیت از علوم از بسیاری کاربردی موقعیت های در رگرسیونͬ مدل های
روی بر x تبیینͬ متغیرهای از برداری تأثیر بررسͬ رگرسیونͬ، مدل های در اصلͬ هدف هستند.
توزیع شاخص های از ی΄ͬ اساس بر رگرسیونͬ مدل های بنای معمولا˟ است. y ͺپاس متغیر ΁ی
شرطͬ توزیع میانگین ساده، خطͬ رگرسیون تابع مثال، برای ͬ شود. م پی ریزی y|x شرطͬ
مورد شرطͬ توزیع چندک های چندکͬ، رگرسیون در یا است؛ تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس
رگرسیونͬ جدید مدل ΁ی اخیراً ͬ شود. م مدل بندی تبیینͬ متغیرهای از تابعͬ به عنوان نظر
را توزیع شاخص های تمام و داده قرار مدنظر را چ·الͬ تابع کل مدل بندی که شده است مطرح
گسسته ͺپاس متغیر که زمانͬ شرطͬ، چ·الͬ تابع رگرسیون پایان نامه، این در ͬ دهد. م پوشش
از و گرفته صورت بیزی دیدگاه پایه بر رگرسیونͬ مدل این تحلیل ͬ شود. م گرفته نظر در است
به صورت پایان نامه ساختار مقدمه این به توجه با ͬ شود. م استفاده ناپارامتری بیزی روشهای

است: زیر
مطرح را پایان نامه اصلͬ موضوع به ورود برای نیاز مورد تعاریف و مفاهیم اول، فصل در •

ͬ کنیم. م
ͬ دهیم. م شرح را ناپارامتری بیزی استنباط دوم، فصل در •

آن پسین توزیع از نمونه گیری و چ·الͬ رگرسیون مدل بیزی استنباط به سوم، فصل در •
ͬ پردازیم. م مارکوفͬ زنجیر کارلوی مونت ال·وریتم های توسط

ͬ دهیم. م قرار ارزیابی مورد را مدل عمل΄رد شبیه سازی، مطالعه با چهارم، فصل در •
داد. خواهیم نمایش واقعͬ مثال ΁ی در را مدل کاربرد همچنین

مثال های بازتولید برای R محیط در نوشته شده کدهای از بخشͬ شامل نیز آ پیوست •
است. پایان نامه در موجود

س



مطالب فهرست
ش تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ پایه ای تعاریف و مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیونͬ مدل های ١ . ٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ مدل های ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی توزیع های خانواده ١ . ٣ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ مدل های مؤلفه های ١ . ٣ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرابیت رگرسیون ١ . ٣ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁لجستی رگرسیون ۴ . ١ . ٣
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسن رگرسیون ۵ . ١ . ٣
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . میانگین از خارج رگرسیونͬ مدل های ۴ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندکͬ رگرسیون ١ . ۴ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ·الͬ رگرسیون ٢ . ۴ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط رهیافت های ۵ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط ΁کلاسی رهیافت ١ . ۵ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط بیزی رهیافت ٢ . ۵ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های ۶ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . کارلویی مونت مارکوف زنجیر روش های ١ . ۶ . ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد احتمالͬ توزیع های ١ . ٧
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد تعاریف سایر ١ . ٨

٣١ ناپارامتری بیزی استنباط ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپارامتری بیزی مدل ٢ . ١

ف



مطالب فهرست ص
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیری΄له توزیع ٢ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیری΄له توزیع از نمونه گیری ٢ . ٢ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیری΄له فرآیند ٢ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیری΄له فرآیند بر مبتنͬ مدل های ۴ . ٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . دیری΄له فرآیند های از آمیخته ای ١ . ۴ . ٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیخته دیری΄له فرآیند ٢ . ۴ . ٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ دیری΄له فرآیند ٣ . ۴ . ٢
۴۶ . . . . . . . . پنهان متغیرهای مدل ساختار در دیری΄له فرآیند ۴ . ۴ . ٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپارامتری بیزی رگرسیون ۵ . ۴ . ٢

۵١ بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله بیان ٣ . ١
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی مدل تعیین ٣ . ٢
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل پسین توزیع ٣ . ٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . MCMC نمونه گیری از استفاده با مدل برازش ۴ . ٣

۶٩ بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ١ . ۴
٨٠ . . . . . . . . . . . واقعͬ داده های برای چ·الͬ رگرسیون مدل کاربرد ٢ . ۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری و بحث ٣ . ۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات ۴ . ۴

٨۵ ͽمراج
٩٣ پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای آ 
٩٣ . . . . . . . . . . . پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ١
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ١ . ١
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ١ . ٢
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ١ . ٣
٩۶ . . . . . . . . . . تعمیم یافته پواسن هسته با مدل شبیه سازی کدهای آ  . ٢
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٢ . ١
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٢ . ٢
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٢ . ٣
٩٩ . . . . . . . . . . ابرپواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ٣
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٣ . ١



ق مطالب فهرست
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٣ . ٢
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٣ . ٣
١٠١ . . . . . . . COM−پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ۴
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۴ . ١
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۴ . ٢
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۴ . ٣
١٠۴ . . . . . . . . . . . . CTP هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ۵
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۵ . ١
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۵ . ٢
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۵ . ٣
١٠٧ . . . . . . . . . دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۶ . ١
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۶ . ٢
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۶ . ٣
١٠٩ . . . . . . منفͬ دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ٧
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٧ . ١
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٧ . ٢
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٧ . ٣
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١ فصل
پایه ای تعاریف و مفاهیم

مقدمه ١ . ١
داده ها از حاصل نتایج استخراج و تحلیل سازمان دهͬ، گردآوری، به که است علمͬ آمار
اصلͬ هدف و داده ها مجموعه طبقه بندی و سازمان دهͬ توصیفͬ، آمار هدف ͬ پردازد. م
پایان نامه، این اصلͬ هدف است. داده ها از حاصل نتایج استخراج و تحلیل آماری، استنباط

است. داده ها از حاصل آماری استنباط

شامل آمار علم است. متغیره چند تا ΁ی تحلیل های دربردارنده آماری تحلیل های دامنه
رگرسیونͬ، مدل های تحلیل که است؛ متغیرها بین رابطه تعیین برای مختلف روش های
تحلیل های هستند. هدف این به رسیدن برای روش ها پرکاربردترین و مهم ترین جمله از
علوم و زیستͬ علوم مدیریت، اقتصاد، ،΁فیزی مهندسͬ، مانند متعددی علوم در رگرسیونͬ
مدل بهترین تعیین رگرسیون، تحلیل در هدف ͬ ترین اصل ͬ شوند. م گرفته به کار اجتماعͬ

به صورت
y = f(x) + ϵ

،x = (x١, x٢, · · · , xp)′ تبیینͬ متغیر چند یا ΁ی با ،y ͺپاس متغیر ΁ی بین ارتباط بتواند که است
فرض با که است نرمال توزیع دارای ϵ خطای جمله ͬ شود م فرض معمول به طور کند. تعیین را
مختلفͬ کاربردهای در بود. خواهد نرمال توزیع دارای نیز y ͺپاس متغیر ،x نبودن تصادفͬ

١



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٢
حضور یا رسته ای١ ͺپاس متغیرهای مثال، به عنوان نباشد. نرمال ͺپاس متغیر است مم΄ن
موارد این در ͬ کند. م ضعیف را ͺپاس توزیع بودن نرمال پذیره مشاهدات، در پرت داده های
مدل سازی تبیینͬ، متغیرهای از تابعͬ به عنوان مستقیم، صورت به ͬ توان نم را ͺپاس میانگین
در ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد پیوند٢ تابع به نام تابعͬ از استفاده با آن از تبدیلͬ بل΄ه نمود،
تعمیم یافته٣ خطͬ مدل های خانواده از عضوی ͬ شود، م برازش داده ها به که مدلͬ موارد این
خطͬ رگرسیون مدل مدل ها، این از خاص حالت ΁ی .(١٩٨٩ نلدر، و (م΁ کلا است (GLM)

.(١٩٨٩ (ج΄من، است

ش΄ست و (١) موفقیت سطوح با سطح۴ͬ دو رسته ای نوع از ͺپاس متغیر موارد، از برخͬ در
در نمونه، به عنوان ͬ شوند. م ظاهر متعددی کاربردهای در ͅ هایی پاس چنین است. (٠)
برای مشتریان به واگذارشده وام های بازپس دهͬ نرخ شناخت دنبال به مدیران بانکداری علوم
͹سط به عنوان خوش حساب، مشتریان شناخت مثال این در هستند. آینده برنامه ریزی های
کشف دنبال به محققین پزش΄ͬ، علم در دی·ر، مثال به عنوان ͬ شود. م گرفته نظر در موفقیت
ͅ ها پاس نوع این تحلیل برای معمولا˟ هستند. خاص منطقه ΁ی در سرطان به مبتلا بیماران

ͬ شود. م استفاده ۶΁لجستی و پرابیت۵ رگرسیونͬ مدل های از

پی ریزی y|x شرطͬ توزیع از خاص شاخص ΁ی اساس بر رگرسیونͬ مدل های بنای معمولا˟
متغیرهای شرط به ͺپاس شرطͬ توزیع میانگین ساده، خطͬ رگرسیونͬ تابع مثال، برای ͬ شود. م
از تابعͬ به عنوان نظر مورد شرطͬ توزیع چندک های چندک٧ͬ، رگرسیون در یا است. تبیینͬ
که است شده مطرح رگرسیونͬ جدید مدل ΁ی اخیرا ͬ شود. م مدل بندی تبیینͬ متغیرهای
رگرسیون به که رگرسیونͬ مدل نوع این ͬ دهد. م قرار نظر مد را چ·الͬ تابع کل بندی مدل
عمل منعطف تر بسیار رگرسیونͬ، معمول مدل های با مقایسه در است، شده معروف چ·ال٨ͬ

ͬ دهد. م پوشش را شاخص ها تمام و کرده

متغیرهای بردار شرط به y ͺپاس شرطͬ چ·الͬ کردن برآورد چ·الͬ رگرسیون در اصلͬ هدف
مانند دی·ر علاقه مورد مقادیر شرطͬ چ·الͬ این برآورد با است. f(y|x) همان یعنͬ ،x تبیینͬ
رو پیش اصلͬ مسئله بنابراین آمد. خواهند به دست نیز چندک ها و میانه شرطͬ، میانگین

١Categorical
٢Link Fanction
٣Generalized Linear Models
۴Binary
۵Probit Regression
۶Logistic Regression
٧Quantil Regression
٨Density Regression



٣ مقدمه
برای مطلوب بسیار رهیافتͬ آمیخته٩ مدل های از استفاده است. f(y|x) شرطͬ چ·الͬ برآورد
را شرطͬ چ·الͬ رهیافت، این از استفاده با ͬ آورد. م فراهم را f(y|x) شرطͬ چ·الͬ برآورد

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م

fp(y|x) =
∫
k(y,x;θ) dP (θ)

موضوع بررسͬ برای است. احتمال اندازه ΁ی P (·) و هسته١٠ تابع ΁ی k(·, ·; ·) آن در که
نیز و نظر مورد احتمال اندازه برای مناسب پیشین توزیع تعریف نیازمند بیزی، دیدگاه از

ͬ شوند. م معرفͬ بعد فصل های در که هستیم هسته تابع پارامترهای

مناسب انتخابی ͬ تواند م و است پسین١١ توزیع بیزی، دیدگاه در آماری استنباط اصلͬ مبنای
باور شده به روز بیزی، مدل ΁ی در پسین توزیع باشد. چ·الͬ رگرسیون مدل استنباط برای
این مرحله اولین روش، این در است. مشاهدات به توجه با پارامتر مورد در اولیه دیدگاه و
توزیع به پیشین توزیع جدید، اطلاعات ورود با کنیم. مشخص را پیشین١٢ توزیع که است
.(٢٠٠٣ هم΄اران، و (گلمن است بیز١٣ قضیه تبدیل، این اساسͬ ابزار ͬ شود. م تبدیل پسین
این در آورد. به دست را آن ͬ توان نم راحتͬ به معمولا˟ که دارد انتگرالͬ حل به نیاز بیزی تحلیل
استفاده آن تقریب برای کارلویی١۴ مونت شبیه سازی بر مبتنͬ روش های از ͬ توان م صورت
مم΄ن سادگͬ به نیز پسین توزیع از مستقیم نمونه گیری که آن جایی از همچنین، کرد.
استفاده (MCMC) مارکوف١۵ͬ زنجیر کارلوی مونت نمونه گیری روش های از ͬ توان م نیست،
کارلویی، مونت روش به انتگرال گیری برای که است روش هایی شامل MCMC روش های کرد.
روش ها این از استفاده با ͬ شوند. م برده به کار بیزی، استنباط به مربوط مسائل در اغلب
روش های جمله از .(٢٠٠٧ هم΄اران، و (برانس΄ام کرد تولید نمونه پسین توزیع از ͬ توان م
هستینگز، و ١٩۵٣ هم΄اران، و (متروپلیس متروپلیس‐هستینگز١۶ ال·وریم به ͬ توان م MCMC

(١٩٩٠ اسمیت، و گلفاند و ١٩٨۴ گمان، و (گمان گیبز١٧ نمونه گیر ال·وریتم همچنین و (١٩٧٠
آمده اند. به وجود پیچیده آماری مدل های تحلیل برای مفیدی بسیار ابزار به عنوان که کرد اشاره

٩Mixture Models
١٠Kernel
١١Posterior Distribution
١٢Prior Distribution
١٣Bayes Theorem
١۴Monte Carlo Simulation
١۵Markov Chain Monte Carlo
١۶Metropolis-Hastings Algorithm
١٧Gibbs Sampler



پایه ای تعاریف و مفاهیم ۴

رگرسیونͬ مدل های ١ . ٢
ͬ خواست م او گردید. مطرح گالتن توسط ١٨٨۵ سال در بار نخستین رگرسیون موضوع
معمولا˟ قدبلند والدین که بود این بر او اعتقاد بیابد. فرزندانشان و والدین قد بین رابطه ای
او هستند. کوتاه قدتری فرزندان صاحب کوتاه قد والدین و داشت خواهند قدبلندی فرزندان
دو بین رابطه دادن نشان برای کرد. مطرح ریاضͬ مدل بندی ΁ی به صورت را مطلب این
ضریب که کرد توجه را نکته این باید اما کرد. استفاده نیز همبستگͬ ضریب از ͬ توان م متغیر،
همبستگͬ ضریب طرفͬ از دهد. نشان را دی·ر متغیر بر متغیر ΁ی اثر ͬ تواند نم همبستگͬ
بنابراین، دهد. ارائه دی·ر متغیر ΁ی در تغییر با را متغیر ΁ی در تغییر از تخمینͬ ͬ تواند نم
هم΄اران، و (گلمن کرد استفاده رگرسیونͬ مدل  از ͬ توان م فوق موارد به ͅ گویی پاس برای
مختلفͬ علوم در آن از ͬ توان امروزه م دارد. وسیعͬ کاربردهای رگرسیونͬ تحلیل .(٢٠٠۶

برد. بهره اجتماعͬ علوم و مهندسͬ هواشناسͬ، بازرگانͬ، اقتصاد، مانند:

ͬ شود: م داده نمایش زیر به صورت رگرسیونͬ مدل ΁ی کلͬ حالت در
y = f(x) + ϵ

که متغیرهایی یا متغیر ͬ پذیرد. م تأثیر متغیرها سایر از و ͬ شود م نامیده ͺپاس متغیر y آن در که
پیش بین) یا (توضیحͬ تبیینͬ متغیرهای ،x = (x١, x٢, . . . , xp)′ یعنͬ ͬ گذارند، م اثر ͺپاس بر

ͬ باشد. م مدل خطای نیز ϵ مؤلفه دارند. نام

رابطه دنبال به خطͬ رگرسیون در است. رگرسیونͬ مدل ساده ترین خطͬ، رگرسیون مدل
به را خطͬ رگرسیون ال·وی هستیم. x١, x٢, . . . , xp تبیینͬ متغیرهای با y ͺپاس متغیر خطͬ

ͬ دهند: م نمایش زیر صورت
y = β٠ + β١x١ + β٢x٢ + . . .+ βpxp + ϵ (١ . ١)

مستقیم باید و بوده نامعلوم ضرایب این هستند. رگرسیونͬ مدل ضرایب β٠, β١, . . . , βp آن در که
خطای تصادفͬ، نوسانات که است معادله این خطای جمله ϵ تصادفͬ متغیر شوند. برآورد
خطͬ دلیل این به را (١ . ١) معادله ͬ دهد. م نشان را کنترل از خارج عوامل اثر یا اندازه گیری
است. β٠, β١, . . . , βp نامعلوم پارامترهای از خطͬ تابع ΁ی ،ͺپاس میانگین آن در که گویند

برای رگرسیونͬ مدل های معمولا˟
پیش گویی •

داده ها تفسیر یا توصیف •
ͺپاس کنترل •

ͬ روند. م به کار



۵ تعمیم یافته خطͬ مدل های
آزمون قابل خطاها، طریق از که ͬ گیرند م نظر در بنیادی پذیره های رگرسیونͬ مدل های برای

هستند: زیر به صورت پذیرها این ͬ باشند. م
،i = ١,٢, . . . , nمشاهدات همه برای یعنͬ است؛ صفر میانگین دارای خطا تصادفͬ مؤلفه •

است. E(ϵi) = ٠
است. V ar(ϵi) = σ٢ ،i = ١,٢, . . . , n برای یعنͬ ͬ باشد؛ م ثابت خطاها، مؤلفه واریانس •

ناهمبسته اند. خطاها •
است. مستقل x تبیینͬ متغیرهای از خطا، تصادفͬ مؤلفه •

رعایت صورت در زیرا برد. به کار را رگرسیونͬ مدل های نباید هیچ گاه پذیره ها، این بررسͬ بدون
ͬ توان م بود. خواهند گمراه کننده رگرسیون، از آمده به دست اطلاعات پذیره ها این نکردن
درستنمایی ماکسیمم یا دوم توان های کمترین روش های به را مدل این در پارامترها برآورد
رگرسیون از استفاده ام΄ان که دارند وجود دی·ری حالت های .(١٣٨٧ (نیرومند، آورد به دست
که است خطͬ مدل های از بزرگتری رده تعمیم یافته خطͬ مدل های نیست. فراهم خطͬ

ͬ سازد. م فراهم حالت ها این برای مناسبی رهیافت

تعمیم یافته خطͬ مدل های ١ . ٣
پذیره های از ی΄ͬ غیرخط١٨ͬ، و خطͬ رگرسیون ال·وهای به مربوط استنباطͬ روش های در
پذیره که دارند وجود حالت هایی اما است. نرمال توزیع دارای ͺپاس متغیر که است این معمول
یا دوسطحͬ ͺپاس متغیر که زمانͬ نمونه، به عنوان نیست. برقرار ،ͺپاس متغیر بودن نرمال
مواقعͬ، چنین در ͬ رسد. م نظر به واقعͬ غیر کاملا́ ،ͺپاس بودن نرمال پذیره است، شمارشͬ
در که را محدودیتͬ خطͬ مدل های به علاوه، نیست. مناسب خطͬ مدل های از استفاده

ͬ گیرند. نم نظر در دارد، وجود داده ها گونه این برای ͺپاس میانگین

میانگین ͬ رود، م به کار شمارشͬ داده های برای معمولا˟ که پواسن توزیع در مثال، برای
است مم΄ن کنیم، استفاده خطͬ مدل از حالت این در اگر باشد. نامنفͬ باید ͺپاس توزیع
تابع به نام تبدیلͬ عموماً داده ها، از گونه این برای نتیجه، در شود؛ منفͬ ͺپاس میانگین برآورد
خطͬ مدل های از تعمیمͬ تعمیم یافته، خطͬ مدل های رده ͬ برند. م به کار را ل·اریتمͬ پیوند
جنبه دو بر مبتنͬ تعمیم این اساس شد. معرفͬ (١٩٧٢) ودربرن و نلدر توسط که هستند

که به طوری است

١٨Nonlinear



پایه ای تعاریف و مفاهیم ۶
نکته این به باید باشند. داشته ͬ توانند م نرمال توزیع از غیر توزیعͬ ،ͺپاس متغیرهای •
نمایی١٩ توزیع های خانواده به متعلق باید گرفته شده، نظر در توزیع که داشت توجه

باشد.
از استفاده با آن از تبدیلͬ بل΄ه ͬ شود، نم مدل سازی مستقیم به صورت ͺپاس میانگین •

ͬ شود. م مدل سازی پیوند تابع

تعمیم یافته خطͬ مدل های سپس و پرداخته نمایی توزیع های خانواده معرفͬ به نخست ادامه، در
ͬ کنیم. م بیان را

نمایی توزیع های خانواده ١ . ٣ . ١
این ͬ رود. م به شمار تعمیم یافته خطͬ مدل های در مهمͬ بخش نمایی، توزیع های خانواده
و منفͬ دوجمله ای گاما، پواسن، هندسͬ، نرمال، نمایی، مانند مهمͬ توزیع های خانواده

است: زیر به صورت نمایی، توزیع های خانواده چ·الͬ تابع ͬ شود. م شامل را وارون نرمال
f(y; θ, ϕ) = exp

{
yθ − b(θ)

a(ϕ)
+ c(y;ϕ)

}
پارامتر و است م΄ان٢٠ͬ پارامتر θ پارامتر هستند. مشخص توابعͬ c(·) و b(·) ،a(·) رابطه، در که
هستند زیر به صورت واریانس و میانگین خانواده این در ͬ نامند. م پراکندگ٢١ͬ پارامتر اغلب را ϕ

:(٢٠٠١ داکسوم، و (بی΄ل
E(Y ) = µ =

db(θ)

dθ
= b′(θ)

و
V ar(Y ) =

d٢b(θ)
dθ٢ a(ϕ) = b′′(θ)a(ϕ).

ͬ دانیم م که همان طور است. نمایی توزیع های خانواده از عضوی پواسن توزیع مثال، به عنوان
است: زیر به صورت پواسن توزیع احتمال تابع

f(y;µ) =
e−µµy

y!
·

داریم: بنویسیم نمایی توزیع های خانواده به صورت را فوق احتمال تابع بخواهیم اگر
f(y;µ) = exp {y ln µ− µ− ln y!} .

ͬ آید. م به دست نتیجه c(y;ϕ) = ln(y!) و a(ϕ) = ١ ،b(θ) = eθ ،θ = lnµ انتخاب های با بنابراین
١٩Exponential Family of Distributions
٢٠Location Parameter
٢١Dispersion Parameter



٧ تعمیم یافته خطͬ مدل های

تعمیم یافته خطͬ مدل های مؤلفه های ١ . ٣ . ٢
دارند: اساسͬ مؤلفه سه تعمیم یافته خطͬ مدل های

تبیینͬ متغیرهای شامل که است خط٢٢ͬ پیش گوی ΁ی دارای مؤلفه این اصلͬ: مؤلفه •
نوشت: زیر به صورت را آن ͬ توان م و است x

ηi = x′
iβ = β٠ +

p∑
i=١

βixi

این این که مهم نکته ͬ کند. م مشخص را Y ͺپاس توزیع مؤلفه، این تصادفͬ: مؤلفه •
باشد. نمایی توزیع های خانواده از عضوی باید مؤلفه

تابع ͬ سازد. م مرتبط ͺپاس متغیر میانگین به را خطͬ پیش گوی مؤلفه، این پیوند: تابع •
که به طوری است، مشتق پذیر ی΄نوای تابع ΁ی پیوند

ηi = g(E(Yi|xi)) = xi
′β

بنابراین هست، نیز معکوس پذیر پیوند تابع چون است. پیوند تابع ،g(·) تابع آن، در که
نوشت: زیر به صورت را آن ͬ توان م

E [Yi|xi] = g−١(ηi) = g−١(xi
′β).

کرد: اشاره زیر پیوند توابع به ͬ توان م آن ها جمله از که دارد گوناگونͬ انواع پیوند تابع
g(t) = t همان٢٣ͬ: پیوند تابع •

g(t) = log(t) ل·اریتمͬ: پیوند تابع •
g(t) = log( t١−t

) لجیت٢۴: پیوند تابع •
g(t) = Φ−١(t) پرابیت٢۵: پیوند تابع •

g(t) = log(− log(١ − t)) :٢۶Cloglog پیوند تابع •
را غیرخطͬ ال·وی ΁ی ͬ تواند م تعمیم یافته خطͬ مدل ،g(·) پیوند تابع نوع انتخاب به بسته
ال·وهای ی΄سان سازی به عنوان ͬ توان م را تعمیم یافته خطͬ ال·وهای بنابراین، شود. شامل
هم با را غیرنرمال و نرمال ͺپاس توزیع های غنͬ خانواده که آورد به حساب غیرخطͬ و خطͬ
ͺپاس متغیر برای که ͬ پردازیم م ال·وهایی معرفͬ به اکنون .(١٣٨۴ (نیرومند، ͬ کند م متحد

دارند. بسیاری کاربرد دوسطحͬ
٢٢Linear Predictor
٢٣Identity Link Function
٢۴Logit Link Function
٢۵Probit Link Function
٢۶Complementary Link Function



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٨

پرابیت رگرسیون ١ . ٣ . ٣
g(·) پیوند تابع این که فرض با دوسطحͬ ͺپاس متغیرهای مدل بندی برای پرابیت رگرسیون
کمتری انعطاف پذیری دارای ΁لجستی مدل به نسبت مدل این ͬ رود. م به کار است، پرابیت

ندارد. کاربرد آن اندازه به و است

معکوس پیوند، تابع و باشد π موفقیت احتمال با برنولͬ توزیع دارای ͺپاس متغیر که هنگامͬ
خطͬ مدل صورت این در شود، اختیار ،η = Φ−١(π) استاندارد، نرمال تجمعͬ توزیع تابع

پرابیت مدل در بنابراین است. پرابیت مدل تعمیم یافته،

E(Y |x) = π(x) = Φ(β٠ +
p∑

i=١
βixi)

این در .(١٩٩٣ چیپ، و (آلبرت است استاندارد نرمال توزیع تابع همان Φ(·) تابع آن در که
کرد. برآورد ماکسیمم درستنمایی روش به پارامترها مدل،

΁لجستی رگرسیون ۴ . ١ . ٣
پیوندی تابع از که است تعمیم یافته خطͬ مدل های رده اعضای از ی΄ͬ نیز ΁لجستی رگرسیون
مستقل فرض با دودویی(دوسطحͬ) ͺپاس متغیرهای مدل بندی برای لجیت پیوند تابع به نام
تابع F (·) اگر ͬ شود. م نتیجه ΁لجستی توزیع از پیوند تابع این ͬ کند. م استفاده خطاها بودن

آنگاه باشد، σ مقیاس٢٧ پارامتر و µ م΄ان پارامتر با ΁لجستی توزیع
F (x) =

١
١ + exp

{
(x− µ)

σ

} ·

پیوند تابع و باشد π موفقیت احتمال با برنولͬ توزیع دارای ͺپاس متغیر که زمانͬ بنابراین،
΁لجستی رگرسیون مدل حاصل، رگرسیونͬ مدل آن گاه شود، اختیار ،η = log π١−π

لجیت،
بنابراین است.

E(Y |X = x) = P (Y = ١|X = x) = π(x) =
exp(β٠ +∑p

i=١ βixi)١ + exp(β٠ +∑p
i=١ βixi)

و
P (Y = ٠|X = x) = ١ − π(x) =

١
١ + exp(β٠ +∑p

i=١ βixi)
·

٢٧Scale Parameter



٩ میانگین از خارج رگرسیونͬ مدل های
است: زیر محدودیت دارای ΁لجستی رگرسیون مدل

٠ ≤ E(Y |X = x) ≤ ١.
تابعͬ ش΄ل و غیرخطͬ تبیینͬ، متغیرهای با ͺپاس متغیر بین ارتباط ΁لجستی رگرسیون در
پارامترها برآورد برای معمولا˟ ͬ یابد. م (کاهش) افزایش ی΄نواخت به طور که است S مانند آن

.(٢٠١۵ گومری، (مونت ͬ شود م استفاده ماکسیمم درستنمایی روش از مدل، این در

پواسن رگرسیون ۵ . ١ . ٣
تحلیل برای و است تعمیم یافته خطͬ مدل های خانواده اعضای از دی·ر ی΄ͬ پواسون رگرسیون
باشد، µ پارامتر با پواسن توزیع دارای Y تصادفͬ متغیر اگر ͬ رود. م به کار شمارشͬ داده های

صورت این در
E(Y |x) = µ(x).

پیوند تابع گرفتن نظر در با
g(x) = ln(x)

نتیجه زیر صورت به پواسن رگرسیونͬ مدل و شده داده پوشش میانگین بودن مثبت محدویت
ͬ شود: م

E(Y |x) = ex
′β.

میانگین از خارج رگرسیونͬ مدل های ۴ . ١
چندکͬ رگرسیون ١ . ۴ . ١

شرط به ͺپاس متغیر ΁ی شرطͬ میانگین بین ضابطه خطͬ رگرسیون ͬ دانید، م که همان طور
توزیع میانگین روی بر خطͬ رگرسیون اوقات گاهͬ ͬ کند. م بیان را تبیینͬ متغیر چند یا ΁ی
غیرنرمال خطا توزیع که حالتͬ در مثال برای دارد. داده ها تحلیل در ضعیفͬ عمل΄رد شرطͬ،
دوم توان های کمترین برآوردگرهای دارد، وجود واریانس ناهمسانͬ که صورتͬ در یا است
حالت ها این در ͬ شوند. م منجر اریب برآوردهای به و بوده حساس پرت داده های به نسبت

ͬ کند. م ͽمرتف را مش΄لات نوع این که کرد استفاده چندکͬ رگرسیون از ͬ توان م

و متفاوت رگرسیونͬ ͬ های منحن رسم و محاسبه توانایی با آماری مدل ΁ی چندکͬ رگرسیون
داده ها از کامل تر تصویری بیان ضمن که است y|x شرطͬ توزیع متفاوت صدکͬ نقاط با منطبق
به نیاز بدون را ͺپاس متغیر نظر مورد چندک های با تبیینͬ متغیرهای ارتباط سنجش ام΄ان
رگرسیون این دی·ر، به عبارت ͬ کند. م فراهم پرت نقاط حضور در حتͬ و داده ها بودن نرمال



پایه ای تعاریف و مفاهیم ١٠
روی که مربعات حداقل رگرسیون خلاف بر دی·ر طرف از است. تنومند پرت داده های به نسبت
تأثیر چ·ونگͬ تعیین برای را منظمͬ استراتژی چندکͬ رگرسیون است، متمرکز شرطͬ میانگین

ͬ کند. م پیشنهاد توزیع ش΄ل و مقیاس م΄ان، روی تبیینͬ متغیرهای

چندکͬ، رگرسیون در اصلͬ هدف دارد. فراوانͬ کاربردهای پزش΄ͬ علوم در چندکͬ رگرسیون
تمام در بل΄ه داده ها، مرکز در تنها نه تبیینͬ متغیرهای دخالت ام΄ان که است مدلͬ ارائه
پذیره ها بدون ͽواق در ͬ کند. م فراهم را انتهایی و ابتدایی دم های در به ویژه توزیع قسمت های
تنومند پرت داده های به نسبت که کرد ارائه ͬ توان م را مدلͬ خطͬ، رگرسیون محدودیت های و
از مناسبی برآورد مدل این باشد، داشته وجود واریانس ها ناهمسانͬ پذیره اگر حتͬ و بوده
مجموع کردن ͬ نیمم م با خطͬ، رگرسیون در به علاوه داد. خواهد ارائه رگرسیون ضرایب
از چندکͬ رگرسیون در که حالͬ در ͬ آید م به دست پارامترها برآورد باقیمانده ها، دوم توان های
استفاده مدل پارامترهای برآورد برای باقیمانده ها موزون مطلق قدر نامتقارن کردن ͬ نیمم م

ͬ شود. م

چ·الͬ رگرسیون ٢ . ۴ . ١
را f(y|x) شرطͬ توزیع از خاص شاخص ΁ی شدند معرفͬ حال به تا که رگرسیونͬ مدل های همه
چندک ها میانه، میانگین، مانند مدل، از ͬ هایی ویژگ بررسͬ هدف اگر اما ͬ دهند. م قرار مدنظر
حال به تا که رگرسیونͬ مدل های دهد، پوشش را توزیع شاخص های کل که باشد واریانس و
چ·الͬ رگرسیون نام به رگرسیون از جدیدی مفهوم اخیراً بود. نخواهند ͅ گو پاس شده اند معرفͬ
ͬ دهد. م پوشش را توزیع ͬ های ویژگ تمام و نموده ͽمرتف را مسئله این که شده است مطرح
آماردان های از عده ای توسط اخیراً و نداشته طولانͬ چندان سابقه چ·الͬ رگرسیون موضوع
هم΄اران و دانسون به ͬ توان م مثال برای است. به کارگیری و گسترش حال در سرشناس
(٢٠١۵) هم΄اران و پاپاجئورجیو و (٢٠١۵) دانسون و کانل ،(٢٠٠٩) هم΄اران و بایلͬ ،(٢٠٠٧)

کرد. اشاره

y ͺپاس متغیر شرطͬ احتمال چ·الͬ یا جرم تابع کردن برآورد مدل، این در اصلͬ هدف
ͬ دهد م اجازه ما به برآورد این است. f(y|x) برآورد یعنͬ ،x تبیینͬ متغیرهای بردار شرط به
از استفاده کنیم. ملاحظه را y ͺپاس متغیر روی بر x تبییینͬ متغیرهای تأثیر چ·ونگͬ تا
را f(y|x) شرطͬ چ·الͬ تابع برآورد برای مناسب رهیافت ΁ی زیر، به صورت آمیخته مدل های

ͬ سازد: م فراهم
fP (y,x) =

∫
k(y,x;θ) dP (θ)

،f(y|x) شرطͬ چ·الͬ تابع کردن برآورد با که است این داشت توجه آن به باید که دی·ر نکته
بعد فصل های در ͬ آیند. م به دست نیز چندک ها و میانه شرطͬ، میانگین مانند دی·ری مقادیر



١١ آماری استنباط رهیافت های
ͬ دهیم. م شرح کامل به طور را موضوع این

آماری استنباط رهیافت های ۵ . ١
داده ها، موردنظر ͬ های ویژگ مورد در دانش، آوردن به دست برای که آماری روش های مجموعه
در مشاهده شده داده های اساس بر اطلاعات، کسب گویند. آماری استنباط را ͬ روند م به کار
رهیافت دو آماری استنباط است. آماری استنباط هدف مهم ترین بررسͬ، مورد مسئله مورد

ͬ شود: م شامل را اساسͬ
است. درستنمایی٢٩ روش بر مبتنͬ عمده به طور که ،٢٨΁کلاسی رهیافت •

بیزی٣٠. رهیافت •

آماری استنباط ΁کلاسی رهیافت ١ . ۵ . ١
ولͬ ثابت کمیت هایی مدل، پارامترهای ͬ شود م فرض آماری، استنباط ΁کلاسی رهیافت در
آن وقوع نسبی فراوانͬ با برابر پیشامد ΁ی احتمال ،΁کلاسی آمار در هستند. نامعلوم معمولا˟
نظر در تکرار قابل پیشامدهای برای احتمال که معناست بدان این ͬ شود. م تعریف پیشامد
در ͬ شود. م تعریف پیشامدها بودن تصادفͬ دلیل به قطعیت عدم آن در که ͬ شود م گرفته
احتمالͬ خواص باشد، پیشامد آن تکرار عدم دلیل به پیشامد وقوع قطعیت عدم که صورتͬ
ی΄ͬ رهیافت، این در پذیری٣١ تکرار اصل جهت این از آورد. به دست ͬ توان نم را پارامترها
اطمینان فاصله ΁ی اگر ΁کلاسی رهیافت در مثال، برای ͬ آید. م حساب به پایه ای اصول از
این که احتمال که نیست معنا این به باشد، [−١, ١] جامعه نامعلوم میانگین برای درصد ٩۵
دفعات به اگر که است معنا بدان بل΄ه است؛ درصد ٩۵ برابر گیرد قرار فاصله این در میانگین
انتظار موارد درصد ٩۵ در شود، ساخته درصد ٩۵ اطمینان فاصله ΁ی و شده نمونه گیری م΄رر
به مبتنͬ آماری استنباط رهیافت ادامه، در باشند. میانگین شامل فاصله ها این است این بر

ͬ دهیم. م شرح را درستنمایی روش

ماکسیمم درستنمایی روش
روش آماری، مدل های در استنباط و نامعلوم پارامترهای برآورد برای معمول روش های از ی΄ͬ
متداول ترین روش این شاید ͬ نامند. م MLE را آن اختصار به که است ماکسیمم درستنمایی
بار نخستین ماکسیمم درستنمایی روش ͬ کنند. م استفاده آمار از که باشد کسانͬ بین در روش

٢٨Classical Approach
٢٩Likelihood-Based
٣٠Bayesian Approach
٣١Repeated Measure Principle



پایه ای تعاریف و مفاهیم ١٢
گسترده تری به صورت (١٩٢۵) فیشر توسط آن از پس و شد گرفته به کار (١٩٢١) گاوس توسط
را درستنمایی تابع ابتدا روش، این معرفͬ برای شد. استفاده گشتاوری٣٢ روش از انتقاد در

ͬ کنیم. م معرفͬ
را X درستنمایی تابع ،X = x مشاهده شده بردار هر برای درستنمایی). (تابع ١ . ۵ . ١ تعریف
از تابعͬ به صورت که ͬ نامیم م f(x|θ) یعنͬ ،X توأم) احتمال (تابع توأم احتمال چ·الͬ تابع

پس ͬ دهیم. م نمایش L(θ) نماد با را آن و ͬ شود م گرفته نظر در θ پارامتر
L(θ) = f(x|θ).

ͬ پردازیم: م هستند، برخوردار زیادی اهمیت از که نکته چند ذکر به ادامه در
نیست. مشتق پذیر θ به نسبت لزوماً L(θ) درستنمایی تابع •

با متناسب بل΄ه نیست، احتمال) (تابع احتمال چ·الͬ تابع ΁ی L(θ) درستنایی تابع •
است. احتمال چ·الͬ تابع

ͬ های چ·ال خانواده از توزیعͬ از nتایی تصادفͬ نمونه ΁ی X١,X٢, . . . ,Xn اگر •
{f(x|θ) : θ ∈ Θ}

آن گاه باشد،
L(θ) =

n∏
i=١

f(xi|θ).

باشد، θ برای برآوردگری δ(X) کنید فرض ماکسیمم). درستنمایی (برآورد ٢ . ۵ . ١ تعریف
که به طوری

i) Pθ(δ(X) ∈ Θ) = ١ ∀ θ ⊆ Rp

ii) L(δ(X)) ≥ L(θ) ∀ θ ⊆ Rp

به طور ͬ شود. م تعریف θ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر ΁ی به عنوان δ(X) صورت این در
باشد. ی΄تا که نیست لازم و ͬ دهند م نشان θ̂ با را θ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر معمول

داریم (١٣٩١ (پارسیان، θ̂ تعریف طبق همچنین
L(θ̂) = sup

θ∈Θ
L(θ).

برای که هستند درستنمایی بر مبتنͬ روش های ،΁کلاسی رهیافت در متداول روش های
همچنین و خط٣٣ͬ آمیخته مدل های مانند پیچیده، مدل های رده در درستنمایی تابع محاسبه

٣٢Method of Moments
٣٣Linear Mixed Models



١٣ آماری استنباط رهیافت های
محاسبه و هستند بالا بعد با انتگرال هایی حل شامل ، تعمیم یافته٣۴ خطͬ آمیخته مدل های
ͬ گیرد، م قرار توجه مورد شهودی به صورت که روش این بنابراین است. دشوار و زمان بر آن ها
استنباط بیزی رهیافت جهت همین به برد. بهره آن از همیشه ͬ توان نم و نیست روش بهترین
مناسب جای·زینͬ به عنوان ͬ گیرد، م صورت پسین توزیع بر مبتنͬ آن در استنباط که آماری

ͬ گردد. م معرفͬ

آماری استنباط بیزی رهیافت ٢ . ۵ . ١
بیزی رهیافت در است. بیزی رهیافت آماری، استنباط در منعطف و کاربردی رهیافت ΁ی
نظر در پیشین توزیع به نام احتمالͬ توزیع ΁ی از تحققͬ به عنوان ،θ نامعلوم و واقعͬ پارامتر
پارامتر که هستند باور این بر ΁کلاسی آماردان های که است حالͬ در این ͬ شود. م گرفته
تعیین همچنین آورد. حساب به تصادفͬ متغیر ΁ی به صورت ͬ توان م دشواری به را نامعلوم
آماردان های دارد. بستگͬ آماردان ها عقیده و نظر به نیز متغیری چنین برای احتمالͬ توزیع
نهفته اطلاعات و پیشین توزیع توسط شخصͬ اطلاعات ترکیب با که هستند باور این بر بیزی
بیزی، استنباط در اگر شد. ΁نزدی واقعیت به ͬ توان م درستنمایی، تابع توسط داده ها در
توزیع اثر شود، زیاد نمونه حجم اگر مثال به طور یابد، افزایش داده ها از حاصل اطلاعات میزان
عمل΄رد ،΁کلاسی و بیزی برآوردگرهای که است این بر انتظار پس ͬ شود. م ناچیز پیشین
حاصل چشم·یری اختلاف است مم΄ن باشد، ΁کوچ نمونه اگر اما باشند. داشته ی΄سانͬ
شود. ظاهر ΁کلاسی استنباط از قوی تر بسیار ͬ تواند م بیزی استنباط این صورت در شود.
ساخت پیشین توزیع از به روزتری نسخه داده ها، از استفاده با ͬ توان م دیدگاه این در به علاوه

آورد. به دست دارد، نام پسین توزیع که را جدید احتمال توزیع و
پیشامد ΁ی E و نمونه فضای از افراز ΁ی A١, A٢, . . . , An کنید فرض بیز). (قضیه ١ . ۵ . ١ قضیه

داریم i = ١,٢, . . . , n هر برای این صورت در باشد. دلخواه
P (Ai|E) =

P (E|Ai)P (Ai)∑n
i=١ P (E|Ai)P (Ai)

·

مشاهده E وقتͬ P (Ai|E) به P (Ai) از Ai شانس کردن به روز برای رسمͬ روش ΁ی قضیه این
(جفریز، ͬ نامند م پیشین احتمال را P (Ai) و پسین احتمال را P (Ai|E) ͬ باشد. م است، شده

.(١٩٣۶
صورت این در باشد. f(x|θ) ͬ های چ·ال توابع خانواده از تصادفͬ بردار ΁ی x کنید فرض

است: زیر به صورت f(x|θ) چ·الͬ تابع برای بیز قضیه
π(θ|x) = f(x|θ)π(θ)∫

Θ f(x|θ)π(θ)
·

٣۴Generalized Linear Mixed Models



پایه ای تعاریف و مفاهیم ١۴
توزیع احتمال (چ·الͬ) تابع π(θ|x) و پیشین توزیع احتمال (چ·الͬ) تابع π(θ) بالا، رابطه در
ثابت عدد ΁ی آن مقدار و است θ از مستقل ∫Θ f(x|θ)π(θ) مقدار این که به دلیل است. θ پسین
را پسین توزیع و کرده خودداری انتگرال محاسبه از معمولا˟ًًًً π(θ|x) محاسبه برای برای است،

ͬ نویسند: م زیر به صورت
π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ).

پیشین توزیع
θ نامعلوم مقدار مورد در آماردان ها باورهای و اطلاعات بیان کننده ،π(θ) ،θ پیشین توزیع
قبلͬ دانسته های و اطلاعات داده، گونه هر گردآوری و مشاهده از قبل دی·ر، به عبارت است.
در θ مقادیر گرفتن قرار شانس که باشند داشته را باور این ͬ کند م متقاعد را آن ها آماردان ها،
توزیع ΁ی قالب در ͬ توانند م باورهایی چنین ͬ شود م فرض باشد. ͬ تواند م چ·ونه Θ فضای
پیشین توزیع همان که توزیع ΁ی قالب در اطلاعات این همه مجموعه بنابراین، شوند. بیان
برابر در باشد، بزرگ بسیار واریانس دارای پیشین توزیع که هنگامͬ ͬ شوند. م خلاصه است
ͬ گذارد، نم آماردانان اختیار در پارامتر مورد در اطلاعاتͬ هیچ که دلیل به این درستنمایی،
ͬ کنیم. م مطرح را پیشین توزیع های پایه ای مفاهیم از برخͬ ادامه در شد. خواهد مغلوب٣۵

سره را π(θ) احتمال چ·الͬ تابع با پیشین توزیع .( سره٣۶ پیشین (توزیع های ٣ . ۵ . ١ تعریف
هرگاه ∫گوییم،

Θ
π(θ) dθ <∞.

ناسره را π(θ) احتمال چ·الͬ تابع با پیشین توزیع .( ناسره٣٧ پیشین (توزیع های ۴ . ۵ . ١ تعریف
هرگاه ∫گوییم،

Θ
π(θ) dθ = +∞.

پیشین توزیع اگر اما بود؛ خواهد سره حتما پسین توزیع باشد، سره پیشین توزیع اگر
توزیع از ͬ توان م زمانͬ باشید داشته توجه شود. سره پسین توزیع است مم΄ن باشد، ناسره
این صورت غیر در باشد. سره آمده به دست پسین توزیع که کرد استفاده θ برای ناسره پیشین
توزیع ΁ی از بیزی مدل در اگر بنابراین .(٢٠٠٧ (رابرتز، بود نخواهد مم΄ن آماری استنباط

ͬ شود. م تبدیل کلیدی مسئله ΁ی به بودن سره بررسͬ کنیم، استفاده ناسره پیشین
مزدوج f(x|θ) برای را π(θ) پیشین توزیع .( مزدوج٣٨ پیشین (توزیع های ۵ . ۵ . ١ تعریف

.(٢٠٠٧ (رابرتز، باشد π(θ) پیشین توزیع خانواده به متعلق آن پسین توزیع هرگاه گوییم،
٣۵Dominated
٣۶Proper
٣٧ImProper
٣٨Conjucate Prior



١۵ آماری استنباط رهیافت های
از ی΄ͬ ͬ بخش، ناآگاه پیشین توزیع .( ͬ بخش٣٩ ناآگاه پیشین (توزیع های ۶ . ۵ . ١ تعریف
چندانͬ اطلاع که مواردی در پیشین توزیع این دارد. کاربرد که است پیشین هایی مهم ترین
که است این بر آماردانان سعͬ حالت این در ͬ شود. م استفاده نباشد، موجود پارامتر مورد در
ͬ بخش ناآگاه را توزیعͬ چنین دهند. اختصاص مم΄ن پیشامدهای همه برای را برابری احتمال
این در که ͬ کنند م تعریف ،k > ٠ ،π(θ) = k به صورت را ͬ بخش ناآگاه پیشین ͬ گویند. م
توزیع کنیم، استفاده ͬ بخش ناآگاه پیشین توزیع از اگر است. اختیاری k انتخاب پیشین

بود: خواهد زیر به صورت پسین
π(θ|x) ∝ kf(x|θ) = kL(θ). (١ . ٢)

دادن اختصاص این صورت در باشد، نامحدود پارامتر فضای دامنه روی بررسͬ مورد متغیر اگر
چ·ونگͬ ͬ کند. م ایجاد ناسره پسین توزیع پیشین، توزیع به عنوان ی΄نواخت ثابت مقدار ΁ی
برای .(١٩٩٢ برنارد، و (برگر ͬ شود م انجام متفاوتͬ روش های به (١ . ٢) رابطه در k انتخاب

برد. نام ͬ توان م را جفریز۴١ ͬ بخش ناآگاه پیشین و ی΄نواخت۴٠ ͬ بخش ناآگاه پیشین مثال،

ی΄نواخت ͬ بخش ناآگاه پیشین
π(θ) = ١ به صورت را ͬ بخش ناآگاه پیشین k = ١ انتخاب با (١٨١٢) لاپلاس بار نخستین برای

است. معروف ی΄نواخت ͬ بخش ناآگاه پیشین به که کرد استفاده

جفریز ͬ بخش ناآگاه پیشین
پایه ریزی فیشر۴٢ اطلاع ماتریس اساس بر که را ͬ بخش ناآگاه پیشین توزیع (١٩۶١) جفریز

کنید فرض کرد. معرفͬ بود، شده
I(θ) = (Iij(θ))

آن در که باشد، فیشر اطلاع ماتریس
Iij(θ) = −Eθ

(
∂٢

∂θi∂θj
log f(x|θ)

)
.

به صورت جفریز پیشین توزیع این صورت در
π(θ) ∝

√
detI(θ)

ͬ شود. م تعریف
٣٩Noninformative Prior
۴٠Noninformative Uniform Prior
۴١Noninformative Jeffreys Prior
۴٢Fisher Information



پایه ای تعاریف و مفاهیم ١۶
ͬ شود. م محسوب بیزی استنباط بخش های ͬ ترین اصل از ی΄ͬ پیشین توزیع انتخاب عمل در
کرده اند پیشنهاد پیشین توزیع تعریف برای را متعددی روش های مختلف بیزی آماردان های

کنید. مراجعه (٢٠٠٧) رابرتز به ͬ توانید م آن ها مورد در بیشتر اطلاع برای که

پسین توزیع
حل نیازمند است مم΄ن آماری، استنباط مسائل ساده ترین در حتͬ پسین، توزیع محاسبه
چندگانه، انتگرال های از بسیاری محاسبه ͬ دانیم م که همان طور باشد. چندگانه انتگرال های
معمول، حل راه بنابراین ندارد. وجود آن ها حل برای متعارفͬ روش و است دشواری کار
مبتنͬ روش های پسین، توزیع تقریب روش های از کلͬ رده ΁ی است. آن ها تقریبی حل
نقاط نمونه گیری ،(٢٠١٠ کسلا، و (رابرتز پذیرش۴٣ و رد روش های مانند نمونه گیری، بر
بیزی استنباط های انجام جهت روش ها، این به کارگیری با است. MCMC نمونه گیری و مهم۴۴
پیچیده گشتاورهای محاسبه و پیچیده توابع بهینه سازی به نیازی دی·ر پسین، توزیع بر مبتنͬ
شرح را نمونه گیری روش های این از برخͬ اختصار به ادامه، در نیست. پیچیده) (انتگرال های

ͬ دهیم. م

نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های ۶ . ١
به تنها نامعلوم، چ·الͬ توابع محاسبه پیچیده، بیزی مدل های مانند کاربردها از بسیاری در
بالایی اهمیت از کارلویی مونت روش های میان این در و است ام΄ان پذیر شبیه سازی ΁کم
توزیع از م΄رر نمونه گیری بر مبتنͬ مونت کارلویی، شبیه سازی روش های هستند. برخوردار

هستند. هدف

دلیل چند به بیزی، استنباط در عددی روش های به جای کارلویی مونت روش از استفاده
را انتگرال ها حل در عددی روش های مش΄ل کارلویی، مونت روش این که نخست دارد. برتری
بیشتری وزن انتگرال، زیر تابع چ·ال تر نواحͬ به کارلویی مونت روش های دی·ر، به بیان ندارد.
با انتگرال تابع زیر نواحͬ همه عددی، روش های در که حالͬ در ͬ دهد، م تقریب محاسبه در
مسائل اغلب در پارامتر فضای این که، بعد دوم دلیل ͬ شوند. م گرفته نظر در ی΄سان وزن
روش های باید آوریم، به دست قبول قابل تقریب ΁ی بتوانیم اینکه برای و است بالا بسیار بیزی
بعد افزایش با عدی روش های دقت سوم، دلیل ب·یریم. به کار را پیچیده ای بسیار عددی
ندارند بستگͬ پارامتر بعد به دقت، نظر از کارلویی مونت روش های ͬ که درحال ͬ یابد؛ م کاهش
به را انتگرال که است این کارلویی مونت روش های اصلͬ ایده .(٢٠١٠ ٢٠٠۴؛ کسلا، و (رابرت
استفاده با سپس ͬ کند. م تبدیل مشخص احتمال چ·الͬ تابع ΁ی اساس بر ریاضͬ، امید ΁ی

۴٣Accept-Reject Methods
۴۴Importance Sampling



١٧ نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های
مسئله ͽواق در ͬ زند. م تقریب را ریاضͬ امید این (٢٠٠۵ (گات، بزرگ۴۵ اعداد قوی قانون از

کنیم: محاسبه را زیر انتگرال که است این اصلͬ
J = Ef [h(X)] =

∫
χ
h(x)f(x) dx

همچنین باشد. بعدی چند یا ΁ی ͬ تواند م که است X تصادفͬ متغیر تکیه گاه χ آن، در که
تابع ΁ی نیز h(·) تابع و است بسته جزئͬ به طور یا بسته ش΄ل دارای چ·الͬ تابع ΁ی f(·) تابع

است: زیر به صورت کارلویی مونت روش ال·وریتم است. مقدار حقیقͬ
کنید. تولید f(·) چ·الͬ تابع از mتایی تصادفͬ نمونه ΁ی •

کنید: حساب را زیر عبارت مقدار ،h(·) تابع در مقادیر این جای·ذاری با •
١
m

m∑
j=١

h(xj).

دی·ر به عبارت است. ریاضͬ امید برآورد همان فوق مقدار بزرگ، اعداد قوی قانون طبق

h̄m =
١
m

m∑
j=١

h(xj)
a.s.−−→ Ef [h(x)].

ͬ توان م تقریب این از شوند، تولید f(·) توزیع از (x١, x٢, . . . , xm) نمونه این که محض به بنابراین
روش در کرد. استفاده f(x) احتمال چ·الͬ تابع با توزیع، علاقه مورد کمیت های محاسبه برای
قادر موارد اغلب در که است دلخواه توزیع از نمونه کردن تولید اصلͬ مسأله کارلویی، مونت
برای مستقیم غیر روش های از باید بنابراین نیستیم. f(x) تابع از نمونه مستقیم تولید به
و (MH) متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم .(٢٠٠٠ هم΄اران، و (چن کنیم استفاده نمونه تولید
برده به کار نمونه غیرمستقیم تولید برای که هستند روش هایی جمله از گیبز نمونه گیر ال·وریتم

ͬ شوند. م

کارلویی مونت مارکوف زنجیر روش های ١ . ۶ . ١
(١٩۵٣) هم΄اران و متروپلیس توسط انتگرال گیری برای که روش هایی از کلͬ چارچوب ΁ی
منظور به (١٩٧٠) هستینگز توسط روش ها این سپس است. MCMC روش های شد، معرفͬ
افزایش کنار در همواره MCMC روش های یافت. تعمیم و تطبیق آماری، مسائل روی تمرکز
نمونه گیری روش های یافته اند. گسترش و تکامل کامپیوترها، محاسبات سرعت و پردازش قدرت
شده اند طراحͬ f(·) از مستقیم غیر نمونه تولید برای ،f(·) مانای۴۶ توزیع با مارکوف زنجیر از
را آن اغلب که ،f(·) مانند توزیعͬ روش ها، این در هستند. کارا نیز بالا بعدهای برای که

۴۵Strong Low of Large Number
۴۶Stationary Distribution



پایه ای تعاریف و مفاهیم ١٨
سخت f(·) توزیع از مستقیم به صورت نمونه تولید اگر دارد. وجود ͬ گویند، م هدف۴٧ توزیع
مارکوف زنجیر ΁ی ساختن غیرمستقیم، نمونه گیری روش ΁ی باشد، پیچیده f(·) یعنͬ باشد،
از نمونه گیری با که است f(·) مانای توزیع با (٢٠١٢ (اییلدریم، بازگشت۴٩ͬ و تحویل ناپذیر۴٨
از دلخواه تابع برآورد به ͬ توان م (١٩۴٢ (بیرخوف، ۵٠΁ارگودی قضیه از استفاده و توزیع این

پرداخت. نظر مورد توزیع
تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {X(t)

} مارکوف زنجیر ΁ی مارکوف). (زنجیر ١ . ۶ . ١ تعریف
مفروض شرط به X(t) احتمال توزیع که گونه ای به است، (X(٠), X(١), . . . , X(t), . . .) وابسته

یعنͬ است. وابسته X(t−١) به تنها گذشته، متغیرهای بودن
X(t)|X(٠), X(١), . . . , X(t−١) ∼ K(Xt|X(t−١)). (١ . ٣)

ͬ شود. م نامیده مارکوف۵١ هسته ،K(·|·) شرطͬ احتمال توزیع (١ . ٣) رابطه در
مشابه حجم با مستقل نمونه ΁ی کیفیت فاقد مارکوف زنجیر اساس بر تولیدشده نمونه
نمونه ای، چنین کیفیت است. وابسته مارکوف زنجیر اساس بر تولیدشده نمونه زیرا است؛
ESS مقدار هرچه است. ارزیابی قابل (ESS) موثر۵٢ نمونه حجم به نام کمیتͬ از استفاده با
تولیدشده نمونه های شود، نزدی΁ تر تولیدشده نمونه های تعداد به پارامتر هر برای محاسبه شده

هستند. برخوردار بهتری کیفیت از
پارامتر برای ESS آن گاه باشد، زنجیر از تولیدشده نمونه های تعداد n کنید فرض .٢ . ۶ . ١ تعریف

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت نظر مورد
ESS =

n

١ + ٢∑∞
k=١ ρk

·

که است کمیتͬ ESS ͽواق در ͬ دهد. م نشان را kام گام در خودهمبستگͬ مقدار ρk آن در که
ͬ زند. م تخمین را زنجیر از آمده به دست مستقل نمونه های تعداد

هسته آوردن به دست ،f(·) هدف چ·الͬ داشتن فرض با MCMC ال·وریتم در قدم اولین
این از استفاده با X(t) مارکوف زنجیر تولید قدم دومین است. f مانای توزیع با K(·|·) مارکوف
هدف توزیع به زنجیر t افزایش با و است f(.) هدف چ·الͬ X(t) زنجیر حدی توزیع که زنجیر
داشته باید را شرایطͬ هدف توزیع به نسبت تولیدشده زنجیر حالت این در ͬ شود. م هم·را

ͬ کنیم: م بیان زیر در را آن ها که باشد
۴٧Target Distribution
۴٨Irreducible Markov Chain
۴٩Recurrent
۵٠Ergodic Theorem
۵١Markov Kernel
۵٢Effective Sample Size



١٩ نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های
هر به زنجیر که معنا این به باشد، بازگشتͬ باید هدف توزیع به نسبت تولیدشده زنجیر •

ͬ گردد. م باز نامتناهͬ دفعات به اغماض، غیرقابل دلخواه مجموعه
تمام روی بر حرکت اجازه K(·|·) هسته یعنͬ باشد، تحویل ناپذیر باید تولیدشده زنجیر •
از کردن صرف نظر با ساده تر، بیانͬ به باشد. داشته را زنجیر حالت فضای وضعیت های
ͬ تواند م حالت فضای از ناحیه هر به مثبت احتمال با {X(t)

} دنباله ،X(٠) اولیه مقدار
معنا این به است، مارکف زنجیرهای ͬ های ویژگ مهم ترین از ی΄ͬ مانا، توزیع وجود برود.

که به طوری دارد وجود f احتمال توزیع که
X(t) ∼ f

آن گاه
X(t+١) ∼ f.

ͬ کند. م تحمیل K(·|·) ماکوف هسته به را تحویل ناپذیری شرط ویژگͬ این
حدی توزیع ،X(٠) اولیه مقدار هر ازای به یعنͬ باشد، ΁ارگودی باید تولیدشده زنجیر •

است. f زنجیر مانای توزیع با برابر ،X(t)

تقریب های چون نیست؛ مفیدی زنجیر نباشد، دارا را ͬ ها ویژگ این تولیدشده زنجیر که صورتͬ در
که هستند هم·را خود نظری مقادیر به و دارند اعتبار شرایطͬ در زنجیر این از آمده به دست
΁ی به زنجیر نهایی مراحل در صورت این در باشد. بازگشتͬ و تحویل ناپذیر ،΁ارگودی زنجیر
آن گاه ،t −→ ∞ اگر مارکوف، زنجیر بودن ΁ارگودی شرط به توجه با پس ͬ رسیم. م مانا توزیع

١
T

T∑
t=١

h(X(t)) −→ Ef (h(X))

MCMC رهیافت برای بزرگ، اعداد قوی قانون طبق و ͬ شود م گفته نیز ΁ارگودی قضیه آن به که
توزیع های از که را مهم روش دو ادامه در .(٢٠٠۴ وکسلا، (رابرت گرفت به کار را آن ͬ توان م نیز

ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ کند م نمونه گیری مارکوف، زنجیرهای ΁کم با پیچیده

متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم
هدف، چ·الͬ داشتن فرض با که است این گونه کار اساس متروپلیس‐هستینگز، روش }در
X(t)

} مارکوف زنجیر ΁ی سپس ͬ سازیم. م f مانای توزیع با را K(·|·) مارکف هسته ،f(·)
و باشد f ،X(t) حدی توزیع چ·الͬ تابع که ͬ کنیم م تولید طوری هسته این از استفاده با را
ͬ شوند، م بیان انتگرال قالب در که واریانس و میانگین مانند نظر مورد کمیت های آن از پس
به که K(·|·) مارکوف هسته ساختن معمولا˟ ͬ آوریم. م به دست ΁ارگودی قضیه از استفاده با
΁کم به که دارند وجود روش هایی است. دشواری کار است، مربوط f(.) دلخواه چ·الͬ



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٢٠
محاسبه f(.) هدف چ·الͬ برای را دارند شناخته شده تری ش΄ل که هسته هایی ͬ توان م آن ها
روش در کرد. اشاره متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم به ͬ توان م روش ها، این جمله از کرد.
چ·الͬ که را q(y|x) شرطͬ چ·الͬ هدف، چ·الͬ از نمونه تولید برای متروپلیس‐هستینگز
معرفͬ پیشنهادی چ·الͬ به عنوان که را توزیعͬ ͬ کنیم. م انتخاب ͬ شود، م نامیده پیشهادی۵٣
معمول روش های از استفاده با خواستیم اگر تا باشد داشته صریحͬ و ͹واض ش΄ل باید ͬ کنیم م
بتواند که باشد وسیع حدی تا باید آن تکیه گاه همچنین نباشد. دشوار کنیم، شبیه سازی آن از

است: زیر به صورت ال·وریتم این دهد. پوشش را f تکیه گاه کل
کنید؛ تولید q(y|x) پیشنهادی چ·الͬ از پیشنهادی مقدار ΁ی ،x(t) جاری۵۴ مقدار برای •

مثلا́
yt ∼ q(y|x).

آورید: به دست را زیر عبارت •
f(yt)

f(x(t))

q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

·

q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

و f(yt)

f(x(t))
نسبت های به فقط ال·وریتم این ͬ شود م مشاهده که همان طور

است. وابسته
دهید قرار و بپذیرید زنجیر بعدی مقدار به عنوان ρ(x(t), yt) احتمال با را yt مقدار •

X(t+١) = yt

دهید قرار این صورت غیر در
X(t+١) = X(t)

آن در که
ρ(x(t), yt) = min

{
١, f(yt)
f(x(t))

q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

}
·

توزیع که هنگامͬ ͬ گویند. م متروپلیس‐هستینگز پذیرش احتمال را ρ(x(t), yt) فوق عبارت در
آن گاه ،q(y|x) = q(x|y) که وقتͬ دی·ر به بیان باشد، متقارن پیشنهادی

ρ(x(t), yt) = min

{
١, f(yt)
f(x(t))

}
·

را ال·وریتم عمل΄رد ͬ باشد. م q(·|·) پیشنهادی توزیع از مستقل پذیرش، احتمال بنابراین
احتمال میانگین ال·وریتم، پذیرش نرخ که ͬ کنند م ارزیابی آن پذیرش نرخ مبنای بر معمولا˟

یعنͬ است. تکرارها تمامͬ روی بر پذیرش
ρ̄ = lim

T→∞

١
T

T∑
t=٠

ρ(X(t), Yt) =

∫
ρ(x, y)f(x)q(x|y) dxdy·

۵٣Proposal Density
۵۴Current Value



٢١ نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های
نمونه ΁ی تولید حقیقت در دارد. بستگͬ q(x|y) چ·الͬ تابع از نمونه تولید به MH روش کارایی
چ·الͬ تابع برای مناسب تقریب ΁ی پیشنهادی، چ·الͬ تابع که است پذیر ام΄ان زمانͬ خوب
متروپلیس‐هستینگز، ال·وریتم از خاص حالت دو ادامه در .(٢٠١٠ کسلا، و (رابرتز باشد هدف
قدم متروپولیس‐هستینگز وال·وریتم مستقل۵۵ متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم به نام های

ͬ کنیم. م معرفͬ را تصادف۵۶ͬ زدن

مستقل متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم
ال·وریتم را ال·وریتم باشد، X(t) از مستقل پیشنهادی، چ·الͬ تابع که زمانͬ MH ال·وریتم در

حالت این در ͬ نامند. م مستقل MH

q(x|y) = g(y).

،X(t) داشتن شرط با
کنید. تولید را yt ∼ g(y) •

احتمال با X(t+١) جدید مقدار به عنوان را yt مقدار •

ρ(x(t), yt) = min

{
١, f(yt)
f(x(t))

q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

}

دهید قرار و بپذیرید
X(t+١) = yt

این صورت غیر در
X(t+١) = X(t).

نتیجه است، جاری مقدار از مستقل که علاقه مورد توزیع ΁ی از پیشنهادی مقدار بنابراین
کسلا و رابرتز کتاب به ال·وریتم نوع این ͬ های ویژگ مورد در بیشتر اطلاعات برای ͬ شود. م

کنید. مراجعه (٢٠١٠)

تصادفͬ زدن قدم متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم
تولید قبلͬ شبیه سازی شده مقدار طبق بر پیشنهادی مقدار تصادفͬ، زدن قدم MH ال·وریتم در
زنجیر جاری مقدار از همسای·ͬ ΁ی حول محل۵٧ͬ جستجوی ΁ی آن در که به طوری ͬ شود؛ م
قبلͬ تولیدشده نمونه ال·وریتم زنجیر، بعدی تولید برای روش، این در ͬ شود. م انجام مارکوف

۵۵Independent Metropolis-Hastings
۵۶Random Walk Metropolis-Hastings
۵٧Local Exploration



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٢٢
را بیشتری موضعͬ کاوش زنجیر، جاری موقعیت همسای·ͬ در یعنͬ ͬ آورد. م حساب به را

است: زیر رابطه از yt شبیه سازی ایده، این اجرای ͬ دهد. م انجام
yt = X(t) + ϵt

تابع حالت این در است. g(·) چ·الͬ تابع با X(t) از مستقل تصادفͬ خطای ΁ی ϵt آن، در که
است: زیر به صورت پیشنهادی توزیع چ·الͬ

q(yt|x(t)) = g(yt − x(t)).

زنجیر است، این گونه ͽمواق بیشتر در که باشد، متقارن صفر حول g(·) چ·الͬ تابع که هنگامͬ
در باشیم، داشته را X(t) = x(t) کنید فرض است. تصادفͬ زدن قدم ΁ی آن با متناظر مارکوف

بود: خواهد زیر به صورت ال·وریتم صورت این
کنید: تولید زنجیر جاری مقدار برای ،g(·) توزیع از را پیشنهادی مقدار ΁ی •

yt ∼ g(yt − x(t)).

آورید: به دست را زیر نسبت •
f(yt)

f(x(t))
.

دهید: قرار و بپذیرید min

{
١, f(yt)
f(x(t))

}
احتمال با جدید مقدار به عنوان را yt مقدار

X(t+١) = yt

این صورت غیر در
X(t+١) = X(t).

g(·) پیشنهادی توزیع به پذیرش، احتمال که است این کنیم اشاره آن به باید که مهمͬ نکته
نرمال توزیع از yt چه پذیرش، احتمال ،(x(t), yt) مفروض جفت ΁ی برای یعنͬ ندارد. بستگͬ
(·)gهای کردن انتخاب داشت توجه باید اما بود. خواهد ی΄سان کوشͬ، توزیع از چه شود تولید
پذیرش نرخ های نتیجه در شد، خواهد ها yt برای مقادیر مختلف دامنه های به منجر مختلف،

دارد. تأثیر ال·وریتم رفتار بر ،g(·) انتخاب گفت ͬ توان م بنابراین، داشت. خواهند تفاوت

عمل΄رد بر آن انتخاب که است مقیاس پارامتر ΁ی دارای ϵt پیشنهادی توزیع ال·وریتم، این در
پذیرش نرخ که است به گونه ای پارامتر این برای بهینه انتخاب دارد. به سزایی تأثیر ال·وریتم

.(٢٠٠٣ هم΄اران، و (گلمن ب·یرد قرار [٠٫١۵, ٠٫۵] فاصله در ال·وریتم



٢٣ نمونه گیری بر مبتنͬ پسین توزیع تقریب روش های
گیبز نمونه گیر ال·وریتم

ال·وریتم این نام است. MCMC نمونه گیری روش های از دی·ر ی΄ͬ گیبز نمونه گیر ال·وریتم
با ال·وریتم این از شایع استفاده اما است؛ شده برگزیده (١٩٨۴) گمان و گمان معروف کار از
پیچیده مسئله های حل برای ال·وریتم این حل از که شد آغاز (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند کار
باید روش این اجرای برای بردند. بهره بودند مانده باقͬ حل بدون قبلا́ که بیزی استنباط در
این آوریم. به دست مؤلفه ها بقیه شرط به را X مؤلفه هر کامل۵٨ شرطͬ چ·الͬ توابع بتوانیم
وابستگͬ و ساده کامل، شرطͬ ͬ های چ·ال از شبیه سازی که باشد کارا ͬ تواند م زمانͬ ال·وریتم
شرح را ال·وریتم این مرحله ای چند و مرحله ای دو نسخه دو ادامه در باشد. ناچیز مولفه ها

ͬ دهیم. م

دومرحله ای گیبز نمونه گیر ال·وریتم
تش΄یل را مارکوف زنجیر ΁ی توأم توزیع از استفاده با دومرحله ای۵٩ گیبز نمونه گیر ال·وریتم
به طوری باشند، f(x, y) توأم توزیع دارای که باشند داشته وجود Y و X متغیر دو اگر ͬ دهد. م
زنجیر ΁ی ال·وریتم آن گاه باشند، f(y|x) و f(x|y) آن ها با متناظر کامل شرطͬ ͬ های چ·ال که
تولید زیر مراحل طبق ،t = ١,٢, . . . برای ،X٠ = x٠ بودن مفروض شرط با را (Xt, Yt) مارکوف

ͬ کند: م
Yt ∼ fY |X(.|xt−١) •
Xt ∼ fX|Y (.|yt) •

چندمرحله ای گیبز نمونه گیر ال·وریتم
چند‐ گیبز نمونه گیر ال·وریتم به را دومرحله ای گیبز نمونه گیر ال·وریتم ͬ توان م سادگͬ به
تعریف X = (X١, X٢, . . . , Xm) به صورت X تصادفͬ متغیر کنید فرض داد. نسبت مرحله ای۶٠
انتقال تحت گیبز نمونه گیر ال·وریتم باشند. بعدی چند یا ΁ی است Xiمم΄ن مؤلفه های شود.
مراحل طبق X(t) = (X

(t)

١ , X
(t)

٢ , . . . , X
(t)
m ) فرض با و t = ١,٢,٣, . . . تکرار با X(t+١) به X(t) از

ͬ شود: م اجرا زیر
X

(t+١)
١ ∼ f١(x١|X(t)

٢ , . . . , X
(t)
m ) تولید .١

X
(t+١)
٢ ∼ f٢(x٢|X(t+١)

١ , X
(t)

٣ , . . . , X
(t)
m ) تولید .٢

...
۵٨Full Conditionall Densities
۵٩Two-Stage Samples
۶٠Multi-Stage Gibbs Sampling



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٢۴
X

(t+١)
m ∼ fm(xm|X(t+١)

١ , . . . , X
(t+١)
m−١ ) تولید .m

توأم چ·الͬ از کوچ΄تر بعد با ͬ های چ·ال که است این گیبز نمونه گیر ͬ های ویژگ مهم ترین از
ابعاد با مسئله چند به ͬ توان م را بالا ابعاد با مسائلͬ پس، ͬ گیرد. م به کار شبیه سازی جهت را

است. برخوردار آن از گیبز نمونه گیر روش که است مهمͬ مزیت این و کرد تقسیم کوچ΄تر

نیاز مورد احتمالͬ توزیع های ١ . ٧
پواسن توزیع

در مشخصͬ تعداد به حادثه ΁ی این که احتمال و است گسسته توزیع ΁ی پواسن توزیع آمار در
ش΄ل به پواسن توزیع احتمال جرم تابع ͬ دهد. م شرح را دهد رخ ثابتͬ م΄انͬ یا زمانͬ فاصله

است: زیر
fY (y) =

exp(−Hλ)(Hλ)y

y!
y = ٠, ١,٢, . . .

است. Hλ با برابر توزیع واریانس و میانگین و بی اثر۶١ پارامتر H آن، در که

تعمیم یافته پواسن توزیع
هستند، کم پراکنش یا بیش پراکنش عامل دارای داده ها که هنگامͬ پواسن توزیع از استفاده
را متعددی توزیع های منظور این برای باشد. داشته دنبال به را گمراه کننده ای نتایج ͬ تواند م
دارای Y تصادفͬ متغیر است. آن ها جمله از تعمیم یافته۶٢ پواسن توزیع که کرده اند پیشنهاد

باشد: زیر صورت به آن احتمال جرم تابع هرگاه است، تعمیم یافته پواسن توزیع

P (Y = y) = θ(θ + λy)y−١exp
{
−θ − λy

y!

}
y = ٠, ١,٢, . . . (۴ . ١)

.max(−١, −θ۴ ) ≤ λ ≤ ١ و θ > ٠ آن در که

کم پراکنش و بیش پراکنش ͬ تواند م ترتیب به باشد λ < ٠ یا λ > ٠ اینکه به بسته توزیع این
با: هستند برابر توزیع واریانس و میانگین دهد. نمایش را

E(Y ) = µ

V ar(Y ) = µ(١ − λµ).

۶١Offset
۶٢Generalized Poisson



٢۵ نیاز مورد احتمالͬ توزیع های
به صورت ͬ توان م را (۴ . ١) مدل است. پواسن توزیع با برابر توزیع این ،λ = ٠ وقتͬ بنابراین

کرد: بازنویسͬ زیر

P (Y = y) = µ(µ+ (ϕ− ١)y)y−١ϕ−y
exp

{
−(µ+(ϕ−١)y)

ϕ

}
y!

y = ٠, ١,٢, . . . (۵ . ١)
ϕ > ١ وقتͬ همچنین ͬ باشد. م پواسن توزیع برابر است، ϕ = ١ که هنگامͬ (۵ . ١) توزیع
داده نمایش توزیع این توسط کم پراکنش ،µ > ٢ نیز و ١٢ < ϕ < ١ وقتͬ و بیش پراکنش،

ͬ شود. م

(COM−پواسن) کانوی‐م΄س ول‐پواسن توزیع
به نسبت پارامتر، دو بودن دارا به توجه با و است پواسن توزیع های خانواده جزء توزیع این
Y تصادفͬ متغیر گوییم ͬ کند. م عمل منعطف تر بسیار دارد، پارامتر ΁ی که پواسن توزیع

باشد: زیر احتمال جرم تابع دارای هرگاه است COM−پواسن۶٣ توزیع دارای
P (Y = y) =

λy

Z(λ, ν)(y!)ν
y = ٠, ١,٢, . . .

آن در که
Z(λ, ν) =

∞∑
j=٠

λj

(j!)ν
·

،ν = ٠ اگر همچنین ͬ شود. م نتیجه پواسن توزیع ،λ = exp(λ) و ν = ١ اگر توزیع این در
باشد: زیر به صورت Z(λ, ν) و λ < ٠

Z(λ, ν) =
∞∑
j=٠

λj =
١

١ − λ

یعنͬ گرفت. نتیجه آن از را هندسͬ توزیع ͬ توان م
P (Y = y) = λy(١ − λ) y = ٠, ١,٢, . . .

هستند: محاسبه قابل زیر رابطه از نیز توزیع گشتاورهای

E(Y r−١) =


λE(Y + ١(١−ν r > ٠
λ d
dλE(Y r) + E(Y )E(Y r) r < ٠ .

با است برابر توزیع میانگین بنابراین
E(Y ) = λ

d [log {Z(λ, ν)}]
dλ

≈ λ
١
ν − ν − ١

٢ν
۶٣Conway Maxwell Poisson
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یا

E(Y ) =
∞∑
j=٠

jλj

(j!)νZ(λ, ν)
·

است: زیر به صورت نیز توزیع واریانس

V ar(Y ) =
∞∑
j=٠

j٢λj
(j!)νZ(λ, ν)

·

ͬ تواند م پارامترهایش به بسته و ͬ نویسند م COM−پواسن به صورت اختصار به را توزیع این
سلرز ٢٠٠۵؛ هم΄اران، و (شمولͬ دهد قرار پوشش تحت را داده ها کم پراکنش و بیش پراکنش

شمولͬ،٢٠١٠). و

ابرپواسن توزیع
دارد، کاربرد کم پراکنش و بیش پراکنش عامل دادن نشان برای که توزیع هایی از دی·ر ی΄ͬ
دارا دلیل به و دارد تعلق پواسن توزیع های خانواده به نیز توزیع این است. ابرپواسن۶۴ توزیع
نشان خود از بالایی انعطاف پذیری ͬ تواند م پواسن توزیع به نسبت بیشتر پارامترهای بودن
احتمال تابع دارای که شد معرفͬ (١٩۶۴) کرو و باردول توسط بار اولین برای توزیع این دهد.

است: زیر
P (Y = y) =

١
١F١)١, γ, λ)

λy

(γ)y
y = ٠, ١,٢, . . .

است برابر آن مقدار و بوده تعمیم یافته هندسͬ فوق تابع ١F١(a, c, z) و λ > ٠ ،γ > ٠ آن، در که
با

١F١(a, c, z) =
∞∑
r=٠

(a)rz
r

(c)rr!

و
(a)r = a(a+ ١) . . . (a+ r − ١) = Γ(a+ r)

Γ(a)
r > ٠

با هستند برابر ترتیب به توزیع واریانس و میانگین
µ = λ− (γ − ١)(١ − f٠) = λ− (γ − ١(١F١)١, γ, λ)

١F١)١, γ, λ)
σ٢ = λ+ (λ− (γ − ١))µ+ µ٢.

بیشتری انعطاف پذیری پواسن توزیع به نسبت بیشتر پارامترهای بودن دارا به توجه با توزیع این
همچنین دهد. پوشش را کم پراکنش γ < ٠ برای و بیش پراکنش γ > ٠ برای ͬ تواند م و دارد

است. پواسن توزیع با برابر باشد، γ = ١ که هنگامͬ توزیع این
۶۴Hyper Poisson



٢٧ نیاز مورد احتمالͬ توزیع های
(CTP) مختلط سه پارامتری پیرسون توزیع

بیش پراکنش عوامل پوشش عدم مش΄ل کردن ͽمرتف برای نیز مختلط۶۵ سه پارامتری پیرسون توزیع
به توجه با توزیع این شد. پیشنهاد (٢٠٠۴) رودری·ز‐آوی توسط پواسن، توزیع در کم پراکنش و
سه پارامتری پیرسون توزیع دارای Y تصادفͬ متغیر است. منعطف بسیار پارامتر، سه بودن دارا

باشد: زیر صورت به آن احتمال تابع هرگاه است مختلط
P (Y = y) = f٠ (α+ βi)y(α− βi)y

(γ)yy!
y = ٠, ١,٢, . . .

با هستند برابر ترتیب به توزیع واریانس و میانگین .−∞ < α < γ٢ و γ > ٠ ،β > ٠ آن در که

µ =
α٢ + β٢

γ − ٢α− ١

σ٢ =
(α٢ + β٢)

[
(γ − α− ١)β٢]

(γ − ٢α− ٢(١(γ − ٢α− ١) ·
توسط است، آمده زیر در که α شرایط به بسته متعادل، پراکنش و کم پراکنش بیش پراکنش،

ͬ شود: م داده نمایش توزیع این
بیش پراکنش •

α >
٢γ − ۴ −

√
(٢γ − ۴)٢ + ١٢(β٢ + γ − ١)

۶ ·

کم پراکنش •
α <

٢γ − ۴ −
√

(٢γ − ۴)٢ + ١٢(β٢ + γ − ١)
۶ ·

متعادل پراکنش •

α =
٢γ − ۴ −

√
(٢γ − ۴)٢ + ١٢(β٢ + γ − ١)

۶ ·

دوجمله ای توزیع
در موفقیت ها تعداد از که است گسسته توزیعͬ دوجمله ای، توزیع آمار و احتمال نظریه در
تصادفͬ متغیر ͬ شود. م نتیجه π موفقیت احتمال با برنولͬ مستقل آزمایش n شامل دنباله ای

هرگاه است π موفقیت احتمال با دوجمله ای توزیع دارای Y

P (Y = y) =

n
x

πy(١ − π)n−y

۶۵Complex Triparametric Pearson



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٢٨
با هستند برابر ترتیب به توزیع این واریانس و میانگین . ٠ ≤ π ≤ ١ و n ≥ ٠ آن، در که

E(Y ) = nπ

V ar(Y ) = nπ(١ − π).

دوجمله ای بتا توزیع
زیر به صورت آن احتمال جرم تابع هرگاه است، دوجمله ای۶۶ بتا توزیع دارای Y تصادفͬ متغیر

باشد:
P (Y = y) =

n
y

 Beta(y + a, n− y + β)

Beta(α, β)
y = ٠, ١,٢, . . . , n

با: است برابر ترتیب به آن واریانس و میانگین
E(Y ) =

nα

(α+ β)

V ar(Y ) =
nαβ(α+ β + n)

(α+ β)٢(α+ β + ١) ·
ͬ شود. م نتیجه دوجمله ای توزیع در π موفقیت پارامتر برای بتا توزیع ΁ی آمیختن از توزیع این

اگر دی·ر به عبارت
Y |π ∼ Binimial(n, π)

و
π ∼ Beta(α, β)

آن گاه
Y ∼ Beta−Binomial(n, α, β).

منفͬ دوجمله ای توزیع
مورد این که بدانیم آزمایش n از را موفقیت x احتمال ͬ خواهیم م گاهͬ برنولͬ، آزمایش های در
در که داریم آزمایش هایی تعداد دانستن به نیاز گاهͬ اما است. مربوط دوجمله ای۶٧ توزیع به
ͬ کنیم. م استفاده منفͬ دوجمله ای توزیع از این صورت در است. داده رخ موفقیت k آن ها

باشد: زیر ش΄ل به آن احتمال تابع هرگاه است، منفͬ دوجمله ای توزیع دارای Y متغیر

۶۶Beta Binomial
۶٧Negative Binomial



٢٩ نیاز مورد تعاریف سایر

P (Y = y) =

y + r − ١
y

πy(١ − π)r y = ٠, ١,٢, . . .

است. آزمایش هر در موفقیت احتمال ٠ < π < ١ و ش΄ست ها تعداد بیانگر r > ٠ آن در که
با: است برابر توزیع این واریانس و میانگین

E(Y ) =
rπ

١ − π

V ar(Y ) =
rπ

(١ − π)٢ ·

این بنابراین است. بیشتر آن میانگین از توزیع این واریانس ͬ شود، م ملاحظه که همان گونه
برای اما دهد. پوشش خوبی به را بیش پراکنش مفهوم شمارشͬ، داده های برای ͬ تواند م توزیع

نیست. مناسبی گزینه کم پراکنش داده های مدل بندی

نیاز مورد تعاریف سایر ١ . ٨
مشاهده شده متغیرهای مقابل پنهان۶٨ متغیرهای آمار در پنهان). (متغیرهای ١ . ٨ . ١ تعریف
ͬ توانند م تنها و نیستند مشاهده قابل مدل در مستقیم به صورت پنهان متغیرهای هستند.
شوند. گرفته به کار آماری مدل ΁ی توسط هستند مشاهده قابل که متغیرهایی سایر میان از
بیان برای ͬ شود، م برده به کار که زمینه ای به توجه با مفهوم این از آماری، مدل بندی در

.(٢٠٠٣ هم΄اران، و (بورسبوم ͬ شود م استفاده مدل پارامترهای و تصادفͬ متغیرهای
بودن ی΄تا بررسͬ اصلͬ هدف مدل، تشخیص پذیری۶٩ در (تشخیص پذیری). ١ . ٨ . ٢ تعریف
از مدل در آزاد پارامترهای از ΁ی هر ی·انه مقدار بررسͬ برای دی·ر، عبارت به است. پارامترها
برای عمل در ͬ شود. م استفاده مدل تشخیص پذیری مفهوم از مشاهده شده، داده های روی
استفاده پارامترها برآورد برای اولیه مقادیر مجموعه چندین از مدل تشخیص پذیری بررسͬ
مدل شوند، منجر پارامترها برای مشابهͬ برآورد به اولیه متفاوت مقادیر چنانچه ͬ شود. م
تشخیص پذیر β پارامتر دقیق تر، بیانͬ به .(١٩٨٨ ریدی، ΁م و (دایتون است تشخیص پذیر

باشد. برقرار β٢ = β٢ تساوی حتما ،µ(β١) = µ(β٢) که β٢ و β١ هر ازای به هرگاه است،
تبعیت پواسن توزیع از داده ها وقتͬ شمارشͬ، داده های در (بیش پراکنش). ١ . ٨ . ٣ تعریف
مواردی در اما باشد. برابر واریانس و میانگین حالت این در که است این بر انتظار ͬ کنند، م
حالت این در است. میانگین از بیشتر واریانس و نیست برقرار واریانس و میانگین برابری پذیره
هستند. بیش پراکنش دارای داده ها ͬ گویند م اصطلاحاً و نیست برقرار پواسن توزیع پیش فرض

۶٨Latent Variables
۶٩Identifiability



پایه ای تعاریف و مفاهیم ٣٠
توزیع دارای و شمارشͬ داده ها وقتͬ قبل، تعریف به توجه با (کم پراکنش). ۴ . ١ . ٨ تعریف
این در باشد. آن ها میانگین از کمتر داده ها واریانس است مم΄ن مواردی در هستند، پواسن

هستند. کم پراکنش داده ها ͬ گویند م حالت



٢ فصل
ناپارامتری بیزی استنباط

ناپارامتری بیزی مدل ٢ . ١
ͬ کنیم. م استفاده آماری مدل های از شده اند، تولید آن از داده ها که فرآیندی شناخت برای
ͬ شود م فرض معمولا˟ هستند. Y١, Y٢, . . . , Yn تصادفͬ متغیر های از تحققͬ داده ها کنید فرض

شده اند: تولید زیر احتمال اندازه با احتمالͬ توزیع از مستقل به طور Y١, Y٢, . . . , Yn که
µ(B) = P (Y ∈ B)

فرض است. A پیشامد احتمال P (A) و نمونه فضای از اندازه پذیر زیرمجموعه ای B آن در که
معمولا˟ پارامتری مدل های در باشد. µ(·) احتمال اندازه با متناظر چ·الͬ تابع f(x) کنید
F = توزیع های خانواده از عضو ΁ی ͽواق در و است fθ(x) به صورت f(x) که ͬ شود م فرض
ͬ ترین اصل است. مثبت عدد ΁ی p آن در که است Θ ⊆ Rp متناهͬ فضای روی {fθ : θ ∈ Θ}

θ همان یعنͬ مدل، پارامتر برای قبول قابل مقدار ΁ی برآورد پارامتری، مدل های در هدف
ش΄ل بودن معلوم محدودکننده فرض پارامتری، مدل های در ͬ دانیم م که همان طور است.
گذاشتن کنار با ͬ توان م اما شود. منجر را گمراه کننده ای نتایج استنباط در است مم΄ن توزیع،
نظر در را حالتͬ مدل ها از دسته این داد. ارائه منعطف تر مدل ΁ی پارامتری، فرض های
دستیابی قابل پارامترها، نامتناهͬ بعد با همچنین و بزرگ تر فضای در چ·الͬ تابع که ͬ گیرند م

هستند.



ناپارامتری بیزی استنباط ٣٢
Θ ⊆ S کنید فرض .( نامتناهͬ بعد با پارامتر و نامتناهͬ بعد با پارامتر (فضای ٢ . ١ . ١ تعریف
با پارامتری فضای است، عنصر نامتناهͬ تعداد شامل که S خطͬ فضای این صورت در باشد.

ͬ گویند. م نامتناهͬ بعد با پارامترهای را، فضا این عضو پارامترهای و نامتناه١ͬ بعد
مدل های به عنوان ͬ گیرند، م نظر در را نامتناهͬ بعد با پارامترهای فقط که مدل هایی
هم دی·ری موارد .(٢٠٠۶ تسیاتیس، ٢٠٠٣؛ رامامورتͬ، و (گوش ͬ شوند م شناخته ناپارامتری
پارامتر دی·ر به عبارت ͬ شوند؛ م تقسیم دسته دو به مدل، پارامترهای آن ها در که هستند
پارامتر و q بعد با θ١ پارامتر پارامتربندی، نوع این در است. θ = (θ١,θ٢) به صورت θ

و پارامتری جزء ΁ی وجود دلیل به را مدل ها نوع این ͬ شود. م فرض نامتناهͬ بعد با θ٢
مدل حقیقت در .(٢٠٠۶ (تسیاتیس، ͬ نامند م نیمه پارامتری مدل های ناپارامتری، جزء ΁ی
بیزی مدل های در کلͬ به طور است. ناپارامتری و پارامتری مدل های از ترکیبی نیمه پارامتری
تولید G نامعلوم توزیع از مستقل به طور که ،Y١, Y٢, . . . , Yn داده های تحلیل برای ناپارامتری،
به صورت پیشینͬ تصادفͬ، توزیع این برای و بوده تصادفͬ توزیعͬ G ͬ شود م فرض شده اند،

ͽواق در ͬ گیرند. م نظر در π(G)
Y١, Y٢, . . . , Yn|G iid∼ G

G ∼ π(G) .

است مشخص مشاهدات توزیع پارامتری بیزی مدل های در شد، گفته آن چه به توجه با بنابراین
بیزی مدل های در ولͬ ͬ شود؛ م گرفته نظر در پیشین توزیع، این نامعلوم پارامترهای برای و
را توزیع جهت همین به و نبوده دسترس در مشاهدات توزیع پیرامون اطلاعاتͬ ناپارامتری،
شیوه های ͬ کنند. م تعریف تصادفͬ توزیع این روی مناسبی پیشین و ͬ گیرند م نظر در تصادفͬ
که (١٩٩٨ هم΄اران، و (دی دارند وجود تصادفͬ توزیع برای پیشین تعریف برای مختلفͬ
توابع از خانواده ای روی تصادفͬ فرآیندهای است. تصادفͬ فرآیندهای مبنای بر آن ها رایج ترین
گرفته نظر در تصادفͬ توزیع برای مناسب پیشین ΁ی به عنوان ͬ تواند م و شده تعریف توزیع
تصادفͬ فرآیند نوع انتخاب ناپارامتری، بیزی روش های در محاسبات پیچیدگͬ دلیل به شود.
انعطاف پذیر که شود انتخاب باید فرآیندی جهت، همین به است. مهمͬ بسیار مسئله خود
پیشینͬ انتخاب شده، پیشین دی·ر به عبارت نباشد. دشوار چندان آن پایه بر محاسبات و بوده

است. دیری΄له٢ فرآیند فرآیندها، این جمله از باشد. مزدوج

توزیع توابع فضای تمام روی پیشین توزیع به عنوان را دیری΄له فرآیند (١٩٧٣) فرگوسن
گستردگͬ ͬ شود. م دقیق تر استنباط های همچنین و محاسبات راحتͬ موجب که کرد تعریف
توزیع به عنوان دیری΄له فرآیند تا شد باعث MCMC روش های مانند بیزی، محاسباتͬ روش های

١Infinite Dimentional Space
٢Direchlet Process



٣٣ دیری΄له توزیع
چ·الͬ توابع برآورد ناپارامتری، رگرسیون ناپارامتری، بیزی مسائل از وسیعͬ گستره در پیشین
را دیری΄له فرآیند فصل، این در شود. برده به کار تصادفͬ اثرات با مدل های و ناپارامتری
را دیری΄له٣ توزیع ابتدا منظور این برای ͬ کنیم. م معرفͬ شناخته شده پیشین ΁ی به عنوان
در همچنین ͬ پردازیم. م آن ͬ های ویژگ و دیری΄له فرآیند معرفͬ به سپس و ͬ کنیم م معرفͬ
هر کاربردهای و ͬ ها ویژگ با دیری΄له، فرآیند بر مبتنͬ مدل های معرفͬ ضمن بعد بخش های

ͬ شویم. م آشنا آن ها از ΁ی

دیری΄له توزیع ٢ . ٢
تعمیم یافته چندپارامتری توزیع ΁ی توزیع این ͽواق در است. پیوسته توزیع ΁ی دیری΄له توزیع
به کار بیزی استنباط های در پیشین توزیع به عنوان معمولا˟ دیری΄له توزیع ͬ باشد. م بتا توزیع از
برای چندجمله ای توزیع پارامترهای برای مزدوج پیشین ΁ی توزیع این که چرا ͬ شود؛ م برده

است. رسته ای داده های
فضای روی احتمال توزیع ΁ی Θ = {θ١, . . . , θn} کنید فرض دیری΄له). (توزیع ٢ . ٢ . ١ تعریف
.P (X = χi) = θi که به طوری باشد، χ روی تصادفͬ متغیر ΁ی X و χ = {χ١, . . . , χn} گسسته
زیر به صورت احتمال چ·الͬ تابع دارای β = {β١, . . . , βn} پارامترهای با Θ روی دیری΄له توزیع

است:
P (Θ|β) = Γ(β٠)

Πn
i=١Γ(βi)

n∏
i=٠

θβi−١
i

به توزیع گشتاورهای .
∑n

i=١ βi = β٠ و βi > ٠ همچنین و ∑n
i=١ θi = ١ ،θi > ٠ آن در که

هستند: زیر صورت
E(θi) =

βi
β٠

V ar(θi) =
βi(β٠ − βi)

β٢
i (β٠ + ١)

Cov(θi, θj) =
−βiβj

β٢
i (β٠ + ١) ·

وابستگͬ وجود نشان دهنده غیرصفر کواریانس که است این داشت، توجه آن به باید که نکته ای
β پارامتر بردار برای جای·زین پارامتر بندی ΁ی است. توزیع این از تولید شده داده های بین
را میانگین حول توزیع پراگندگͬ و بوده تمرکز۴ پارامتر α = β٠ آن در که است αmi به صورت

حالت این در است. پایه اندازه ΁ی mi =
βi

β٠ و ͬ کند م کنترل

P (Θ|αm١, . . . , αmn) =
Γ(α)

Πn
i=١Γ(αmi)

n∏
i=٠

θαmi−١
i . (٢ . ١)

٣Direchlet Distribution
۴Concentration Parameter



ناپارامتری بیزی استنباط ٣۴
و بوده تمرکز پارامتر α آن در که ͬ کنیم م استفاده Θ ∼ Dir(αM) نماد از توزیع این برای
همچنین ͬ شوند. م ͽجم میانگین اطراف داده ها و یافته کاهش واریانس α −→ ∞ هرچه

حالت این در است. ∑n
i=١mi = ١ ویژگͬ با M = {m١, . . . ,mn}

E(θi) = mi

V ar(θi) =
mi(١ −mi)

α(α+ ١) .

داده ها و یافته کاهش واریانس ،α مقدار افزایش با که است ͹واض واریانس رابطه به توجه با
ͬ شوند. م متمرکز میانگین حول

با متغیره سه دیری΄له توزیع ΁ی از نمونه n = ٢٠٠٠ با شبیه سازی اساس بر ٢ . ١ ش΄ل
تصویر در که گونه همان است. شده کشیده تصویر به α = ٠٫١, ١,۴, ١٠ تمرکز پارامترهای
متمرکز (m) میانگین حول داده ها ،α همان یعنͬ تمرکز پارامتر افزایش با ͬ شود م ملاحظه

ͬ شوند. م

،α = ١ (ب) ،α = ٠٫١ (الف) تمرکز پارامترهای با متغیره سه دیری΄له توزیع :٢ . ١ ش΄ل
.n = ٢٠٠٠ و α = ١٠ (د) و α = ۴ (ج)



٣۵ دیری΄له توزیع
از: عبارت اند دیری΄له توزیع معروف ویژگͬ دو

.(٢٠٠٨ مل΄لم، (فارو است بتا توزیع همان دیری΄له توزیع ،n = ٢ برای •
به است. چندجمله ای توزیع پارامتر های برای مزدوج پیشین توزیع ΁ی دیری΄له توزیع •
Θ = پارامتر با گسسته توزیع ΁ی از x١, x٢, . . . , xN مشاهده N کنید فرض دی·ر، بیانͬ
N در xi که باشد دفعاتͬ تعداد ،i = ١,٢, . . . , n ،ni اگر باشیم. داشته {θ١, θ٢, . . . , θn}
برای دیری΄له پیشین توزیع گرفتن نظر در با آن گاه ،∑n

i=١ ni = N و ͬ دهد م رخ مشاهده
بود: خواهد زیر به صورت بیز قانون از استفاده با نیز آن پسین توزیع ،Θ

P (Θ|α,M,X١:N ) ∝
n∏

i=١
P (Xi|α,M,Θ)P (Θ|α,m)

∝
n∏

i=١
θni
i

n∏
i=١

θαMi−١
i

∝
n∏

i=١
θαMi+ni−١
i

∝ Dir(αM١ + n١, . . . , αMn + nn).

پسین توزیع دیری΄له، پیشین توزیع انتخاب با ͬ شود، م ملاحظه که همان طور بنابراین
است. دیری΄له نیز

دیری΄له توزیع از نمونه گیری ٢ . ٢ . ١
ابتدا آن تشریح برای است. پولیا۵ ظرف از استفاده دیری΄له توزیع از نمونه تولید روش ΁ی

ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف
اعداد محور روی تعمیم یافته تابع ΁ی دیراک۶ دلتای تابع دیراک). دلتای (تابع ٢ . ٢ . ٢ تعریف
نمایش δ یونانͬ حرف با که تابع این دارد. صفر مقدار صفر، در جز به جا همه در که است حقیقͬ
دارد صفر با برابر مقداری نقاط سایر در و بی نهایت برابر مقداری x = ٠ نقطه در ͬ شود، م داده

دی·ر بیانͬ به است. ΁ی با برابر (−∞,+∞) بازه روی آن انتگرال نتیجه در و

δ(x) =


∞ x = ٠
٠ x ̸= ٠

∫بنابراین +∞

−∞
δ(x)dx = ١

۵Polya Urn
۶Dirac Delta Function



ناپارامتری بیزی استنباط ٣۶
شروع برای کنیم. تولید نمونه Θ ∼ Dir(αM) دیری΄له توزیع از ͬ خواهیم م کنید فرض
در گوی αm١ که به طوری باشد؛ داشته وجود ظرفͬ در مختلف رنگ های با گوی α کنید فرض
به طور باشند. nام ظرف در گوی αmn ترتیب همین به و دوم ظرف در گوی αm٢ اول، ظرف
ͬ گردانیم. برم ظرف به آن هم رنگ گوی ΁ی سپس ͬ کنیم، م خارج ظرف از گوی ΁ی تصادفͬ
هر رنگ نسبت زیاد، دفعات در روش این تکرار با که دادند نشان (١٩٧٣) م΁ کویین و بل΄ول

ͬ شود. م هم·را دیری΄له توزیع به کیسه، در گوی

پولیا. ظرف اساس بر دیری΄له توزیع از داده تولید مراحل :٢ . ٢ ش΄ل

در دهیم، نشان P (θi = j) با را شود خارج j رنگ به گوی i مرحله در این که احتمال اگر
صورت این

P (θ١ = j) =
αmj∑n
i=١ αmj

P (θ٢ = j|θ١) =
αmj + δ(θ١ = j)∑n

i=١ αmj

...
P (θN+١ = j|θ١:N ) =

αmj +
∑n

i=١ δ(θi = j)

α+N

فرآیند از مرحله سه ٢ . ٢ ش΄ل است. دیراک دلتای تابع δ و مشاهدات تعداد N آن، در که
ͬ دهد. م نشان را α = ۴ با پولیا ظرف از داده تولید

دیری΄له فرآیند ٢ . ٣
استنباط های در پیشین توزیع تعیین برای دیری΄له فرآیند از شد، گفته قبل در که همان طور
در دیری΄له توزیع از توسیع ΁ی دیری΄له فرآیند ͽواق در ͬ شود. م استفاده ناپارامتری بیزی
و χ مجموعه های بورل میدان سی·ما β نمونه، فضای ΁ی χ کنید فرض است. پیوسته فضای

باشد. (χ, β) روی تعریف شده احتمال اندازه های تمامͬ فضای F
متناهͬ، اندازه ΁ی G٠ مثبت، حقیقͬ مقدار ΁ی α کنید فرض دیری΄له). (فرآیند ٢ . ٣ . ١ تعریف
وسیله به شده اندیس گذاری فرآیند ΁ی G(·) و (χ, β) اندازه پذیر فضای روی صفر غیر و نامنفͬ



٣٧ دیری΄له فرآیند
نماد با و است (α,G٠) پارامتر با دیری΄له فرآیند ΁ی G گوییم صورت این در باشد. β عناصر

باشد: زیر شرایط دارای هرگاه ͬ دهیم، م نمایش DP (α,G٠)

[٠, ١] بازه در را مقادیرش که به طوری باشد؛ تصادفͬ متغیر ΁ی ،B ∈ β برای G(B) •
کند. اختیار

است. (χ, β) اندازه پذیر فضای روی احتمال اندازه ΁ی ،G از تحقق هر •
،χ از k = ١,٢, . . . برای B١, B٢, . . . , Bk اندازه پذیر متناهͬ افرازهای تعداد هر ازای به •
(G(B١), G(B٢), . . . , G(Bk)) تصادفͬ بردار (∪k

i=١Bi = χ و هستند مجزا و اندازه پذیر (Biها
است. (αG٠(B١), αG٠(B٢), . . . , αG٠(Bk)) پارامتر های با دیری΄له توزیع دارای

دیری΄له فرآیند پایه٩ توزیع یا مرکزی٨ اندازه را G٠ و دقت٧ پارامتر را α تعریف این در
طریق از (χ, β) فضای روی تعریف شده فرآیند ΁ی به عنوان دیری΄له فرآیند وجود ͬ نامند. م
بل΄ول همچنین شد. اثبات فرگوسن توسط (١٩٣٣ (کلموگروف، کلموگروف سازگاری قضیه

داد. ارائه موضوع این برای را دی·ری اثبات (١٩٧٣)
G(B) ،B ∈ β هر برای است، G تصادفͬ احتمال اندازه روی توزیعͬ دیری΄له فرآیند که آن جا از

گفت ͬ توان م فرآیند تعریف به توجه با پس است. تصادفͬ متغیر ΁ی
G(B) ∼ Beta

(
αG٠(B) , α(١ −G٠(B))

)
.

بنابراین
E [G(B)] = G٠(B)

V ar [G(B)] =
G٠(B)(١ −G٠(B))

١ + α
·

یعنͬ ͬ کند. م کنترل را G٠ از G انحراف میزان ،α همان یعنͬ دقت پارامتر دیری΄له فرآیند در
صد نمونه ΁ی ٢ . ٣ ش΄ل در ͬ شود. م متمرکز G٠ اطراف بیشتر G یابد، افزایش α قدر چه هر
نرمال را مرکزی توزیع فرآیند این در است. شده تولید αG٠ پارامتر با دیری΄له فرآیند از تایی
(الف)، ش΄ل های برای را دقت پارامتر فرآیند این در همچنین گرفته ایم. نظر در استاندارد
است. شده انتخاب α = ١٠٠ و α = ٢٠ ،α = ۵ ،α = ١ با برابر ترتیب به (د) و (ج) (ب)،
اطراف در فرآیند موضوع، این به توجه با که است ١ با برابر دقت پارامتر مقدار (الف) ش΄ل در
بنابراین است، ١٠٠ با برابر دقت پارامتر (د) ش΄ل در اما دارد. قرار بیشتر فاصله با پایه توزیع
است. آمده در تصویر به ٢ . ٣ ش΄ل در موضوع این است. شده متمرکز G٠ توزیع سمت به فرآیند

٧Precision Parameter
٨Center Measure
٩Base Distribution
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استاندارد نرمال مرکزی توزیع با DP (αG٠) از شده تولید داده ١٠٠ نمودار :٢ . ٣ ش΄ل
.α = ١٠٠ (د) و α = ٢٠ (ج) ،α = ۵ (ب) ،α = ١ (الف) دقت پارامتر و

توزیع تکیه گاه همان دیری΄له فرآیند تکیه گاه که است این داشت توجه آن به باید که مهمͬ نکته
ͬ پردازیم م دیری΄له فرآیند ͬ های ویژگ از برخͬ بررسͬ به ادامه در است. ،G٠ همان یعنͬ مرکزی،
است. گسسته توزیع ΁ی دیری΄له فرآیند از تحقق هر شده اند. عنوان قضیه چند به صورت که

ͬ شود. م بیان زیر قضیه در موضوع، این
همه تقریباً G صورت این در ،G ∼ DP (α,G٠) کنید فرض .(١٩٧٣ (فرگوسن، ٢ . ٣ . ١ قضیه

است. گسسته احتمال اندازه ΁ی (a.s.) جا
شد. اثبات (١٩٧٣) بل΄ول و (١٩٧٣) فرگوسن توسط مختلفͬ روش های به قضیه این
ظرف طرح از آن اثبات برای بل΄ول نمود. ثابت گاما نمایش ΁ی طریق از را قضیه این فرگوسن
΁ی به عنوان دیری΄له فرآیند به خاص توجهͬ ایجاد باعث قضیه این همچنین کرد. استفاده پولیا



٣٩ دیری΄له فرآیند
نمونه هایی X١, X٢, . . . , Xn این که فرض با بنابراین شد. گسسته توزیع های روی پیشین توزیع
وجود مشابه Xiهای وجود احتمال باشند، دیری΄له فرآیند ΁ی از G تحقق یافته توزیع ΁ی از

دارد.

در ،i = ١,٢, . . . , n ،xi مشاهدات که باشد متفاوتͬ خوشه های تعداد n∗ < n کنید فرض
داده نشان X∗ = (X∗١ , X∗٢, . . . , X∗

n∗) با متفاوت مقادیر مجموعه ͬ گیرند. م قرار خوشه ها آن
نمایش را نمونه هر خوشه های تعداد j = ١,٢, . . . , n∗ ،nj کنید فرض همچنین ͬ شوند. م
΁ی از X١, X٢, . . . , Xn نمونه بردار برای که دادند نشان (١٩٧٣) م΁ کویین و بل΄ول دهد.

است: زیر به صورت پیش گو توزیع دیری΄له، فرآیند تحقق یافته توزیع
P (Xn+١|X١, X٢, . . . , Xn) ∝

n∗∑
j=١

njδX∗
j
+ αG٠. (٢ . ٢)

نمونه مشابه نمونه ΁ی ،nj با متناسب احتمال با جدید نمونه که است این بیانگر (٢ . ٢) رابطه
انتگرال گیری با رابطه این است. G٠ از جدید نمونه ΁ی ،α با متناسب احتمال با یا است قبلͬ
توزیع دارای و وابسته نمونه ها حالت این در ͬ آید. م به دست G تصادفͬ توزیع به نسبت
پولیا ظرف طریق از دیری΄له فرآیند نمایش اصطلاحاً را (٢ . ٢) مدل هستند. G٠ حاشیه ای

ͬ نامند. م
،G|αG٠ ∼ DP (α,G٠) ,X١و X٢, . . . , Xn|G

iid∼ G کنید فرض .(١٩٧٣ (فرگوسن، ٢ . ٣ . ٢ قضیه
است زیر به صورت X١, X٢, . . . , Xn شرط به G پسین توزیع این صورت در
(G|X١, X٢, . . . , Xn, α,G٠) ∼ DP (αG٠ ,

n∑
i=١

δXi).

است: زیر صورت به دارد کاربرد بیزی محاسبات در که قضیه این مهم نتیجه ΁ی
آن گاه ،G|αG٠ ∼ DP (α,G٠) و X١, X٢, . . . , Xn, Xn+١|G iid∼ G کنید فرض
Xn+١|α,G٠, X١, X٢, . . . , Xn ∼ α

α+ n
G٠ + ١

α+ n

n∑
i=١

δXi . (٢ . ٣)

اساس بر او کرد. مطرح زیر قضیه به صورت را دیری΄له فرآیند از دی·ری تصویر (١٩٩۴) ستورامن
است. گسسته احتمال اندازه ΁ی دیری΄له فرآیند ،΁ی احتمال با که کرد ثابت قضیه این

باشیم داشته را زیر شرایط کنید فرض .(١٩٩۴ (ستورامن، ٢ . ٣ . ٣ قضیه
باشیم داشته ν١, ν٢, . . . , νn هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای برای .١

ν١, ν٢, . . . , νn iid∼ Beta(١, α).
باشیم: داشته X١, X٢, . . . , Xn هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای برای .٢

X١, X٢, . . . , Xn ∼ G٠.
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صورت این در

G
d
=

∞∑
i=١

πiδXi . (۴ . ٢)

هستند نزولͬ توابعͬ πiها آن در که است (α,G٠) پارامترهای با دیری΄له فرآیند ΁ی ،(۴ . ٢) مدل
i ≥ ٢ برای و π١ = ν١ ،ͽواق در ͬ آیند. م به دست چوب١٠ ش΄ست فرآیند از که

πi = νi

i−١∏
j=١

(١ − νj).

احتمالͬ اندازه ،΁ی احتمال با ،(۴ . ٢) مدل در G تصادفͬ اندازه که ͬ کند م بیان قضیه این
اگر که است آن قضیه این مهم نتیجه ΁ی باشد، پیوسته توزیع ΁ی G٠ اگر حتͬ است؛ گسسته

شرایط
G ∼ DP (α,G٠) .١

X ∼ G٠ .٢
U ∼ Beta(١, α) .٣

باشند. مستقل هم·ͬ U و X ،G .۴
آن گاه باشند، برقرار

UδX(.) + (١ − U)G(.) ∼ DP (α,G٠).

است. DP (α,G٠) دیری΄له فرآیند ΁ی نیز UδX(·) + (١ − U)G(·) یعنͬ

دیری΄له فرآیند بر مبتنͬ مدل های ۴ . ٢
شده اند تولید آن از داده ها که فرآیندی شناخت برای آماری مدل های ͬ دانیم م که همان طور
X١, X٢, . . . , Xn تصادفͬ متغیرهای که است این بر فرض مدل ها، بیشتر در دارند. کاربرد
پارامتری توزیع های خانواده از رده ΁ی به متعلق F که هستند F توزیع از تصادفͬ نمونه
توصیف برای پارامتری مدل که داشت را این انتظار ͬ توان نم همیشه عمل در اما است.
مدل های ͬ توان م پارامتری، مدل های گذاشتن کنار با این صورت در باشد. مناسب داده ها
روش های چارچوب در کرد. استفاده داده ها تحلیل برای را ناپارامتری نیرومندتر و منعطف تر
که ͬ شود م برده به کار آماری مدل های از مختلفͬ انواع برای فرآیند پیشین ناپارامتری، بیزی

ͬ پردازیم. م مدل ها این از برخͬ معرفͬ به
١٠Stick Breaking



۴١ دیری΄له فرآیند بر مبتنͬ مدل های

دیری΄له فرآیند های از آمیخته ای ١ . ۴ . ٢
این شد. معرفͬ (١٩٧۴) آنتونیاک توسط بار اولین (MPD) دیری΄له١١ فرآیندهای از آمیخته ای
شامل ͹سط ΁ی آن در که سلسله مراتبی مدل های و سانسورشده داده های مسائل در مدل
باشد، تصادفͬ α دقت پارامتر و G٠ پایه توزیع اگر کلͬ به طور دارد. کاربرد است، دیری΄له فرآیند

یعنͬ
G|η ∼ DP (αη, G٠η)

η ∼ π(η)

آمیختگͬ توزیع و G٠η پایه توزیع ،αη دقت پارامتر با دیری΄له فرآیندهای از آمیخته ای ،G آن گاه
ͬ نویسیم م حالت این در است. π(·)

G ∼
∫
DP (αη, G٠η) dπ(η).

آمیخته دیری΄له فرآیند ٢ . ۴ . ٢
ͬ های ویژگ و است مناسب نامعلوم، توزیع ΁ی پیشین به عنوان دیری΄له فرآیند انتخاب اگرچه
به آن انتخاب و است گسسته توزیع ΁ی فرآیند این از تحقق هر اما دارد، همراه به خوبی بسیار
ی΄ͬ ͬ رسد. نم نظر به منطقͬ چندان است، پیوسته ͬ دانیم م که توزیعͬ برای پیشینͬ عنوان
ͬ گیرد، م قرار استفاده مورد دیری΄له فرآیند محدودیت این کردن برطرف برای که روش هایی از
G گسسته توزیع از پیچش١٣ͬ مدل، این در است. (DPMM) آمیخته١٢ دیری΄له فرآیند مدل
ͬ گیرد م قرار استفاده مورد ͬ شود، م انتخاب داده ها توزیع به عنوان که پیوسته هسته ΁ی و
توزیع از مستقل تصادفͬ نمونه های y١, y٢, . . . , yn کنید فرض .(١٩٨۴ لو، ١٩٨٣؛ (فرگوسن،
زیر به صورت F توزیع برای آمیخته دیری΄له فرآیند پیشین این صورت در باشند. F نامعلوم

است:
yi|G ∼

∫
P (yi|θ) G(dθ)

G ∼ DP (α,G٠). (۵ . ٢)
مدل هسته به عنوان θ متناهͬ بعد با پارامتر با پارامتری توزیع ΁ی ،P (yi|θ) ،(۵ . ٢) مدل در
میانگین، پارامتر بر مبتنͬ نرمال هسته با آمیخته دیری΄له فرآیند اگر مثال، برای است. آمیخته

است: زیر به صورت مدل بنویسیم، بخواهیم را ،µ
yi|G, σ٢ ∼

∫
N(yi|µ, σ٢) G(dµ)

١١Mixture of Dirichlet Processess
١٢Dirichlet Process Mixture Model
١٣Convolution
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ͬ دهد. م نشان را G ∼ DP (α,G٠) و نرمال هسته با آمیخته مدل ΁ی ۴ . ٢ ش΄ل

و G تصادفͬ احتمال اندازه از پیچشͬ به صورت آمیخته، دیری΄له فرآیند :۴ . ٢ ش΄ل
نرمال. هسته

سلسله مراتبی به صورت ͬ توان م را (۵ . ٢) مدل
yi|θi

iid∼ P (yi|θi)

θ١,θ٢, . . . ,θn
iid∼ G

G ∼ DP (α,G٠) (۶ . ٢)
احتمال اندازه از تولیدشده θiهای خوشه بندی ماهیت بر نیز (۶ . ٢) سلسله مراتبی مدل نوشت.
داریم ،G به نسبت حاشیه سازی با .(٢٠٠٠ (نیل، ͬ کند م تأکید آمیخته مدل ΁ی در ،G گسسته

yi|θi
iid∼ P (yi|θi)

(θ١,θ٢, . . . ,θn) ∼ P (θ١,θ٢, . . . ,θn).

.(١٩٧٣ (بل΄ول، ͬ آید م به دست (۶ . ٢) رابطه به توجه با P (θ١,θ٢, . . . ,θn) توأم توزیع آن در که
در متفاوت نمونه های و خوشه ΁ی در مشابه نمونه های دادن قرار با (١٩٩٨) مولر و م΁ ایچر
θ∗ = (θ١, θ٢, . . . , θn∗

) با متفاوت خوشه های یا مقادیر مجموعه معرفͬ و مختلف خوشه های
،θi = θ∗

j اگر تنها و اگر ξi = j که پی΄ربندی نشانگرهای بردار ΁ی ξ = (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) نیز و
دادند نشان

yi|ξi,θ∗
j ∼ P (yi|θ∗

ξj
)
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θ∗١,θ∗٢, . . . ,θ∗

n∗
iid∼ G٠

P (ξ١, ξ٢, . . . , ξn|α, n∗) =
Γ(α)

Γ(α+ n)
αn∗

n∗∏
j=١

Γ(nj)

ش΄ل این ͬ دهد. م نشان را jام خوشه اندازه nj =∑i I(ξi = j) و خوشه ها تعداد n∗ آن، در که
نمودن لحاظ و G نامتناهͬ بعد با توزیع کردن خارج دلیل به آمیخته دیری΄له فرآیند از جدید
شده سبب دیری΄له فرآیند خوشه بندی خصوصیت دارد. فراوانͬ کاربردهای خوشه بندی، بحث
خوشه ها تعداد و است نظر مورد داده ها خوشه بندی که مسائلͬ در آمیخته توزیع این که است
اساس بر ͬ توان م را (۶ . ٢) مدل گیرد. قرار استفاده مورد گسترده به طور نیست، مشخص

نوشت: زیر به صورت کرد، معرفͬ دیری΄له فرآیند برای (١٩٩۴) ستورامن که ساختاری

yi|πh,θh ∼
∞∑
h=١

πhP (yi|θh) (٢ . ٧)

که به طوری
θh

iid∼ G٠

πh = νh
∏
k<h

(١ − νh)

νh
iid∼ Beta(١, α)

G =

∞∑
h=١

πhδθh
.

به صورت ͬ توان م را آمیخته دیری΄له فرآیند مدل ΁ی که دارد اشاره نکته این به (٢ . ٧) مدل
فوق مدل نتایج از ی΄ͬ گرفت. نظر در πh وزن های با P (yi|θh) توزیع های از گسسته ای آمیخته
خوشه ها این تعداد α و ͬ کند م ایجاد خوشه بندی ΁ی مشاهدات بین DPMM مدل که است آن
تمامͬ که معنͬ این به ͬ یابد، م کاهش خوشه ها تعداد ،α −→ ٠ اگر یعنͬ ͬ کند. م کنترل را
به طور داده ها و θ ∼ G٠ که ͬ شود م تبدیل پارامتری مدل ΁ی به مدل و دارند مشابه رفتار θiها

خوشه ها تعداد ،α −→ ∞ که هنگامͬ مقابل در ͬ شوند. م تولید P (y|θ) از مستقل و تصادفͬ
بقیه از مستقل رفتاری و ͬ گیرد م قرار خوشه ΁ی در θi هر که معنͬ این به ͬ شود م زیاد بسیار

بنابراین دارد. θiها

yi
iid∼
∫
P (yi|θi) G(dθi).

متناهͬ دیری΄له فرآیند ٣ . ۴ . ٢
تصادفͬ احتمال اندازه ΁ی شبیه سازی (١٩٩۴) ستورامن توسط ͬ شده معرف ساختار به توجه با
است. تصادفͬ متغیرهای از نامتناهͬ تعداد شبیه سازی نیازمند دیری΄له، فرآیند از استفاده با G
را ناپارامتری بیزی روش عمل΄رد و شد خواهد محاسباتͬ ͬ های پیچیدگ به منجر موضوع این



ناپارامتری بیزی استنباط ۴۴
ͬ دهند، م تش΄یل نزولͬ دنباله ای وزن ها این که به توجه با به علاوه ͬ دهد. م قرار تأثیر تحت
به توجه با ͬ رسد. م نظر به ضروری غیر تصادفͬ متغیرهای از نامتناهͬ تعداد گرفتن نظر در
فرآیند عنوان تحت را (TDP) بریده شده١۴ دیری΄له فرآیند (١٩٩٨) تاردلا و مولیر مسائل، این

کردند تعریف زیر به صورت ϵ‐دیری΄له

Gϵ تصادفͬ توزیع این صورت در .ϵ ∈ (٠, ١) کنید فرض ϵ‐دیری΄له). (فرآیند ١ . ۴ . ٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه است، ϵ‐دیری΄له فرآیند ΁ی

Gϵ(·) =
Hϵ∑
h=١

πhδθh
(·) +

١ −
Hϵ∑
h=١

πh

 δθHϵ+١(·) (٢ . ٨)

همچنین ͬ شود. م نمونه گیری G٠ پایه توزیع از مستقل و تصادفͬ به طور θh آن در که
πh = νh

∏
k<h

(١ − νh)

νh
iid∼ Beta(١, α)

Hϵ = inf

m ∈ Nn :

m∑
h=١

πh ≥ ١ − ϵ

 .

ساختار این اما است. دیری΄له فرآیند ساختار همانند ،(٢ . ٨) مدل در تعریف شده ساختار
تصادفͬ نقطه ای به باقیمانده احتمال جرم و ͬ شود م متوقف جملات از تصادفͬ تعداد از پس
نقش ϵ‐دیری΄له فرآیند تعریف در ͬ یابد. م اختصاص شده، تولید G٠ از مستقل به طور که χ در
΁نزدی نظر مورد حد تا تصادفͬ احتمال دهد اجازه که است این ،Hϵ همان یعنͬ توقف، زمان

دادند نشان (١٩٩٨) تاردلا و مولیر شود. تولید دیری΄له فرآیند به
Hϵ ∼ Poisson(−α log ϵ) .

اگر دادند نشان آن ها همچنین
G(·) =

∞∑
h=١

πhδθh

Gϵ(·) =
Hϵ∑
h=١

πhδθh
(·) +

١ −
Hϵ∑
h=١

πh

 δθHϵ+١(·)

آن گاه
supB {|G(B)−Gϵ(B)|} ≤ ϵ .

هم·را دیری΄له فرآیند به ϵ‐دیری΄له فرآیند از تولیدشده نمونه های ،ϵ −→ ٠ که هنگامͬ ͽواق در
از مناسب تقریبی ͬ توان م مناسب، ϵ > ٠ مقدار ΁ی گرفتن نظر در با دی·ر، به عبارت ͬ شوند. م

١۴Truncated Dirichlet Process
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از دی·ری تعریف (٢٠٠١) جیمز و ایشواران که است ذکر به لازم داشت. اختیار در دیری΄له فرآیند
به صورت دیری΄له فرآیند از دی·ری تقریب تعریف این در کردند. ارائه را بریده شده دیری΄له فرآیند

∞∑
i=١

πhδθh
≈

N∑
i=١

πhδθh
(٢ . ٩)

دادند نشان آن ها همچنین و شد معرفͬ بریده شده دیری΄له فرآیند به عنوان
G ∼ TDP (αG٠, N) .

کنترل که دارد مستقیم رابطه ،α پارامتر با N پارامتر πN = ١ −
∑n−١

i=١ πi تقریب، این در
است ساده محاسبات باشد، ΁کوچ N که هنگامͬ است. آزمایشͬ واحدهای بین در خوشه ها
این بر داده اند ارائه N انتخاب برای که روی΄ردی نیست. دقیق خیلͬ نظر، مورد تقریب اما
΁کوچ بسیار πN انتظار مورد مقدار که شود انتخاب به گونه ای باید N مقدار که است اساس

دی·ر: به عبارت باشد.
E(πN ) ≈ ϵ .

دادند نشان (٢٠٠١) جیمز و ایشواران
N ≈ ١ +

log ϵ

log( α١+α
)
·

ͬ دهد. م نشان را است شده انتخاب α = ٠٫٠١ که هنگامͬ N برابر در α نمودار ۵ . ٢ ش΄ل

ایشواران از برگرفته E(
∑N−١

i=١ πi) > ٠٫٩٩ که هنگامͬ N برابر در α نمودار :۵ . ٢ ش΄ل
.(٢٠٠١) جیمز و
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برقرار خطͬ تقریباً رابطه ای N و α پارامترهای بین ͬ شود، م دیده ۵ . ٢ ش΄ل در که همان طور
است.

پنهان متغیرهای مدل ساختار در دیری΄له فرآیند ۴ . ۴ . ٢
مشاهده مستقیم صورت به که هستند متغیرهایی آش΄ار، متغیر مقابل در پنهان، متغیر
آماری مدل ΁ی توسط هستند، مشاهده قابل که دی·ر متغیرهای واسطه به اما ͬ شوند، نم
به صورت که است متغیری پنهان، متغیر دی·ر، به بیانͬ ͬ شوند. م برده به کار استنباط در
مدل آش΄ار متغیرهای در پنهان تغییرات موجب که است منبعͬ اما ͬ شود نم مشاهده مستقیم
΁ی تأثیر بررسͬ و مطالعه هدف که کنید فرض مثال، به عنوان ͬ شود. م مدل پارامترهای یا
متغیرهای بر علاوه جامعه این در باشد. جامعه ΁ی در بیمار کودکان از تعدادی روی بر دارو
از مجموعه ΁ی هستند، اندازه گیری قابل که وزن همچنین و جنسیت، سن، مانند آش΄ار
در مدل در را آن ها ͬ توان م پنهان متغیر به عنوان که دارند اثر آزمایش نتیجه در ژنتی΄ͬ عوامل

گرفت. نظر

است حالͬ در این است. نرمال پنهان متغیرهای پیشین توزیع که است این بر فرض معمولا˟
حل برای است. سؤال برانگیز کمͬ فرضͬ چنین صحت متغیرها این مشاهده عدم دلیل به که
مدل بندی برای ناپارامتری بیزی رهیافت ΁ی به عنوان دیری΄له فرآیند از ͬ توان م مسئله این

ب·یرید: نظر در را زیر سلسله مراتبی مدل نمود. استفاده پنهان متغیرهای
Yi|bi, η

iid∼ f(yi|bi, η)

bi|G
iid∼ G

G ∼ DP (α,G٠). (٢ . ١٠)
f پارامتری توزیع  خانواده از bi پنهان متغیرهای و η پارامتر شرط به Yi ،(٢ . ١٠) مدل در
نامعلوم توزیع از که هستند پنهان متغیرهای biها و مدل پارامترهای بردار ،η بردار آمده اند.

است. G٠ و α پارامترهای با دیری΄له فرآیند ΁ی از تحققͬ G شده اند. تولید G



۴٧ دیری΄له فرآیند بر مبتنͬ مدل های
مدل در G روی انتگرال گیری و حاشیه سازی با که دادند نشان (١٩٧٣) م΁ کویین و بل΄ول

ͬ کنند: م تبعیت زیر شرطͬ توزیع از biها ،(٢ . ١٠)

bi|b١, b٢, . . . , bn−١, α,G٠ ∼ ١
α+ i− ١

i−١∑
h=١

δbh +
α

α+ i− ١G٠. (٢ . ١١)

ی΄ͬ مشابه ١
α+i−١ احتمال با تصادفͬ اثرات که است موضوع این بیانگر حقیقت در (٢ . ١١) مدل

همان گونه ͬ کند. م اختیار را G٠ از جدید مقدار ΁ی α
α+i−١ احتمال با و است قبلͬ مقادیر از

سادگͬ ،G متناهͬ بعد با توزیع وجود عدم دلیل به ساختار این از استفاده شد، مطرح که
را دیری΄له فرآیند مهم ویژگͬ ΁ی به عنوان خوشه بندی مفهوم اما دارد. دنبال به را محاسبات
خوشه بندی ویژگͬ از استفاده با شد، بیان قبل در که آن چه مشابه بنابراین ͬ دهد. نم ش΄ل

.(٢٠٠۶ هم΄اران، و (جردن نمود ارائه کاراتر و ساده تر مدل ΁ی ͬ توان م دیری΄له، فرآیند

این در است. دودویی داده های تحلیل در پنهان، متغیرهای مدل کاربردهای از ی΄ͬ
استفاده با یعنͬ ͬ شوند. م داده ارتباط پیوسته پنهان متغیر ΁ی به دودویی داده های چارچوب،
ͬ شود. م معرفͬ ͺپاس متغیر و شده گسسته رده دو در پیوسته متغیر آستانه مقدار ΁ی از
نرمال پنهان متغیر پیشین توزیع ͬ شود م فرض انجام شده، تحقیقات متون اغلب در کلͬ به طور
شد اشاره که همان گونه ͬ شود. م نامیده پرابیت مدل آمده به دست مدل آن دنبال به و است
معرفͬ متفاوتͬ رهیافت های مسئله، این حل برای نباشد. برقرار فرضͬ چنین است مم΄ن
در که است نیمه پارامتری١۵ بیزی رهیافت اتخاذ مبنای بر پیشنهادشده رهیافت ΁ی شده اند.
روش آن ها از بعضͬ حل برای و ͬ شوند م تقسیم دسته دو به پنهان متغیر مدل پارامترهای آن
به این ͬ شود. م انتخاب دیری΄له فرآیند اساس بر ناپارامتری روی΄ردی بقیه برای و پارامتری
در ͬ گیرد. م ش΄ل آمیخته دیری΄له فرآیند از پنهان متغیر با تعمیم یافته پرابیت مدل ΁ی ترتیب
نرمال توزیع از اغلب تصادفͬ اثرات مدل بندی برای نیز تعمیم یافته١۶ خطͬ آمیخته مدل های
پیشین از استفاده دلیل همین به نباشد. برقرار فرض این است مم΄ن اما ͬ شود، م استفاده
بیشتر کارایی و دقیق تر استنباط به منجر تصادفͬ، اثرات نامعلوم توزیع برای دیری΄له فرآیند

ͬ شود. م مدل

بیزی مدل های در مناسب پیشین ΁ی به عنوان آن ͬ های ویژگ و دیری΄له فرآیند این جا تا
پیشین ΁ی به عنوان این که ضمن فرآیند این شد، بیان که همان گونه شد. معرفͬ ناپارامتری
خوشه بندی ویژگͬ با ͬ کند، م ایفا سزایی به نقش بیزی محاسبات به بخشیدن سرعت در مزدوج
ͬ شود. م مدل کارایی و بهبود به منجر امر این و ͬ کند م کنترل را آن ها بین ناهم·نͬ داده ها

١۵Bayesian Semiparametric Model
١۶Generalized Linear Mixed Models



ناپارامتری بیزی استنباط ۴٨
وسیعͬ گستره در آن محبوبیت موجب اخیر سال های در دیری΄له فرآیند ͬ های ویژگ این
کاربردهایی از دی·ر ی΄ͬ است. شده اپیدمیولوژی و تصاویر پردازش مانند پزش΄ͬ مسائل از
ناپارامتری بیزی مدل بندی در فرآیند این از استفاده داشت، نظر در فرآیند این از ͬ توان م که

است. فضایی داده های

ناپارامتری بیزی رگرسیون ۵ . ۴ . ٢
بررسͬ مورد ناپارامتری بیزی روش های مبنای بر مختلفͬ آماری مدل های اخیر سال های در
ͬ دهیم. م شرح را رگرسیونͬ مدل ΁ی برای ناپارامتری بیزی روش قسمت دراین گرفته اند. قرار

ب·یرید: نظر در زیر به صورت را xi تبیینͬ متغیرهای و yi ͺپاس متغیر با رگرسیونͬ مدل ΁ی
yi = f(xi) + ϵi i = ١,٢, . . . , n

ϵi ∼ P (ϵi).

اما ͬ شوند. م گرفته نظر در پارامتری ،f(xi) و خطا توزیع پارامتری، رگرسیون مدل های در
سه به منتهͬ که ͬ گیرند م نظر در ناپارامتری را آن ها ناپارامتری، بیزی رگرسیون مدل های در

ͬ شود: م زیر حالت
است، G تصادفͬ توزیع دارای ϵi که ͬ شود م فرض مدل این در ناپارامتری: خطای مدل .١
گرفته نظر در پارامتری تابع ΁ی f(xi) و است π(G) پیشین دارای G که ،ϵi ∼ G یعنͬ

ͬ شود. م
نظر در تصادفͬ توزیع میانگین تابع برای مدل این در ناپارامتری: میانگین تابع مدل .٢

یعنͬ ͬ شود. م انتخاب توزیع این برای پیشینͬ و ͬ شود م گرفته
f ∼ π(f)

فرآیندهای ،f برای مرسوم پیشین ͽواق در است. پیشین توزیع ΁ی π(f) آن در که
.(٢٠١٣ (مولر، است گاوس١٧ͬ

تصادفͬ خطاها توزیع هم و میانگین تابع هم مدل این در کامل: ناپارامتری رگرسیون .٣
ͬ شود. م معرفͬ پیشین توزیع های آن ها برای و ͬ شوند م گرفته نظر در

١٧Gaussian Process
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وجود تصادفͬ توزیع برای پیشین تعریف برای مختلفͬ شیوه های شد، مطرح که همان گونه
ناپارامتری، بیزی روش در محاسبات پیچیدگͬ به توجه با که کنیم اتخاذ را روشͬ باید اما دارند.
توزیع روی پیشین تعریف جهت دیری΄له فرآیند از استفاده ͽواق در نباشد. محدودیت این دارای
ͬ شود. م کارا و دقیق استنباط همچنین و محاسبات راحتͬ موجب که است روشͬ تصادفͬ،

شده اند. معرفͬ ناپارامتری بیزی روش های اساس بر نیز دی·ری آماری مدل های

مولر به ͬ توان م ناپارامتری، بیزی روش های پیرامون بیشتر مثال های و جزئیات دیدن برای
کرد. مراجعه (٢٠١٣) میترا و





٣ فصل
بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل

مسئله بیان ٣ . ١
نوع از ͺپاس متغیر که موضوع این گرفتن نظر در با را چ·الͬ رگرسیون بیزی مدل فصل این در

ب·یرید: نظر در را زیر رگرسیونͬ مدل کرد. خواهیم معرفͬ است، گسسته
y = f(x) + ϵ .

،x متغیرهای بردار و y ͺپاس متغیر شرطͬ احتمال جرم تابع کردن برآورد اصلͬ هدف ͽواق در
با ͺپاس متغیر توزیع تغییر چ·ونگͬ تا ͬ دهد م اجازه ما به برآورد این است. f(y|x) برآورد یعنͬ
شرطͬ چ·الͬ کردن برآورد با که است ذکر به لازم کنیم. مطالعه را تبیینͬ متغیرهای حضور
ͬ آیند. م به دست نیز چندک ها و میانه شرطͬ، میانگین مانند دی·ری علاقه مورد مقادیر f(y|x)
چ·الͬ برآورد مبنای بر گرفت، خواهیم به کار f(y|x) شرطͬ چ·الͬ برآورد برای که را رهیافتͬ
(پیوسته‐گسسته) آمیخته١ مقیاس به صورت ͺپاس متغیرهای که است f(y,x) چندمتغیره

ͬ آید: م به دست زیر به صورت f(y|x) شرطͬ چ·الͬ تابع ͬ دانید م که همان طور هستند.
f(y|x) = f(y,x)∫

f(y,x)dy
· (٣ . ١)

١Mixed Scale



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ۵٢
در را شرطͬ چ·الͬ برآورد برای مطلوب بسیار رهیافت ΁ی آمیخته مدل های از استفاده

است: زیر به صورت (y,x) توأم چ·الͬ آمیخته مدل کلͬ ش΄ل ͬ دهد. م قرار دسترس
fp(y,x) =

∫
k(y,x;θ) dP (θ) (٣ . ٢)

فضای روی احتمال اندازه ΁ی P (·) و θ پارامتر بردار با احتمال هسته ΁ی k(·, ·; ·) آن، در که
احتمال اندازه برای پیشین توزیع تعیین نیازمند اصلͬ، مدل تعیین بنابراین است. Θ پارامتر
انجام سادگͬ به k(·, ·; ·) پارامترهای برای پیشین تعریف است. k(·, ·; ·) هسته نیز و P (·)

روش هایی دارند. وجود متفاوتͬ روش های P (·) احتمال اندازه برای پیشین تعریف در اما ͬ شود، م
بیزی رهیافت از پایان نامه، این در . پولیا٣ درخت و چین٢ͬ رستوران دیری΄له، فرآیند مانند
توجه با اکنون است. شده استفاده گردید، معرفͬ دوم فصل در که دیری΄له فرآیند ناپارامتری

کرد: بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م را (٣ . ٢) رابطه دیری΄له، فرآیند تعریف به

fp(y,x) =

∞∑
h=١

πh(x)k(y,x;θ)

مدل همچنین است. (DPMM) آمیخته مدل های برای دیری΄له فرآیند همان رابطه این که
است: زیر ش΄ل به (٣ . ١) رابطه شرطͬ چ·الͬ تابع برای دیری΄له فرآیند آمیخته

fp(y|x) =
∞∑
h=١

πh(x)k(y|x;θ)

آن در که
πh(x) =

πhg(x;θ)

fp(x)
·

به وسیله چ·الͬ، رگرسیون از منعطف مدل ΁ی چ·ونه که است موضوع این بیانگر رهیافت این
.(٢٠٠٧ هم΄اران، و (دانسون ͬ شود م نتیجه آمیخته مدل های دیری΄له فرآیند

متغیر آن در که است fp(y|x) =∑∞
h=١ πh(x)k(y|x;θ) مدل روی تأکید این جا، در اصلͬ هدف

است این رو پیش ایده هستند. پیوسته و گسسته x تبیینͬ متغیرهای بردار و گسسته y ͺپاس
پیوسته متغیرهای گسسته شده نسخه گسسته، متغیرهای این که فرض با k(·, ·; ·) هسته که
چندمتغیره گوسͬ هسته ΁ی سپس .(١٩٨۴ (موثن، ͬ شود م آورده به دست هستند، پنهان۴
مدل بندی و پنهان پیوسته متغیرهای کردن گسسته ͬ شود. م گرفته نظر در متغیرها همه برای
دیری΄له، فرآیند آمیخته مدل از استفاده با سپس ͬ شود. م انجام برش۵ نقاط از استفاده با آن ها

ͬ آید. م به دست نهایی مدل
٢Chinese Restaurant
٣Polya Tree
۴Latent Continuous Variables
۵Cut-Points



۵٣ بیزی مدل تعیین

بیزی مدل تعیین ٣ . ٢
متغیر همچنین باشد. نامنفͬ صحیح اعداد تکیه گاه با گسسته، ͺپاس متغیر Y کنید فرض
که ب·یرید نظر در را است پیوسته و گسسته متغیر p تعداد شامل که X = (XT

d ,X
T
c )

T تبیینͬ
متغیرهای شامل برداری Xc و pd بعد با گسسته تبیینͬ متغیرهای شامل برداری Xd آن در
یافتن قسمت این در اصلͬ هدف .pd + pc = p حالت این در ͬ باشد. م pc بعد با پیوسته تبیینͬ
است. ͬ ها چ·ال همه مجموعه بیانگر F که است Z = (Y,XT )T از حاصل f ∈ F مشترک مدل
در است. پنهان متغیرهای از استفاده گسسته متغیرهای مدل بندی برای پیش رو رهیافت
که ͬ شود م فرض تبیینͬ، متغیرهای نیز و ͺپاس متغیرهای شامل گسسته متغیرهای ͽواق
متغیر ͬ شود م مشاهده زیر در که ال·وریتمͬ به توجه با .(١٩٨۴ (موثن، شده اند گسسته سازی

ͬ شود. م گسسته سازی پنهان، پیوسته

گسسته سازی قاعده دهیم نمایش Z∗ با را پنهان پیوسته متغیر و Z با را گسسته متغیر اگر
است: زیر ش΄ل به

اگر فقط و اگر Z = z

z∗ ∈ R(z) = (cz−١, cz), z = ٠, ١,٢, . . . (٣ . ٣)
و c−١ = −∞ همچنین ͬ کند. م مشخص را برش نقاط بین فاصله R(z) (٣ . ٣) بطه را در که

داریم q ≥ ٠ برای
cq = cq(λ) = Φ−١ {F (.,λ)}

با متناسب که است توزیعͬ F (·,λ) و استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع تابع Φ(·) آن، در که
هستند. N(٠, ١) توزیع از مستقل به طور پنهان متغیرهای کنید فرض ͬ شود. م انتخاب داده ها
F (z;λ) ،Z حاشیه ای توزیع که ͬ شود م ثابت راحتͬ به زیر، قضیه به توجه با و اساس همین بر

یعنͬ است.
P (Z ≤ z) = P (Z∗ < cz) = P (Z∗ < Φ−١ {F (z,λ)}) = P {Φ(Z∗) < F (z;λ)} = F (z;λ).

F (x) پیوسته توزیع دارای X تصادفͬ متغیر اگر احتمال). انتگرال تبدیل (قضیه ٣ . ٢ . ١ قضیه
است. U(٠, ١) توزیع دارای U = F (X) تصادفͬ متغیر آن گاه باشد،

پیوسته به توجه با ،٠ ≤ F (x) ≤ ١ و است غیرنزولͬ تابعͬ F (x) = P (X ≤ x) چون برهان.
داریم F (x) بودن

FU (u) = P (U ≤ u) = P (F (X) ≤ u) =


٠ u ≤ ٠
١ u ≥ ١



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ۵۴
ͬ کنیم م فرض ٠ < u < ١ برای

z = sup {x : F (x) = u} .

بنویسیم ͬ توانیم م و بوده F−١ وارون دارای باشد، صعودی اکیداً F اگر البته
z = F−١(u).

مساوی احتمال های دارای F (x) ≤ u و x ≤ z پیشامد دو ،F (x) بودن پیوسته به توجه با حال
بنابراین هستند.

FU (u) = P (U ≤ u) = P (F (X) ≤ u) = P (X ≤ z) = F (z) = u .

ͬ پذیرد. م صورت F (·,λ) توزیع تابع اساس بر برش نقاط مدل بندی شد، اشاره که همان طور
شمارشͬ، نوع از داده ها این که به بسته است. مهمͬ مسئله خود نیز توزیع تابع انتخاب اما

گرفت. نظر در مناسبی F (·,λ) توزیع ͬ توان م باشند، دودویی یا دو جمله ای

استفاده Poisson(H, ξ) توزیع از ،F (.,λ) کردن مدل برای باشند، شمارشͬ نوع از داده ها اگر
پواسن توزیع پارامتر همان ξ که است λ = (H, ξ)T صورت به توزیع این پارامترهای ͬ کنیم. م
محدودیت ها، این جمله از دارد. محدودیت هایی توزیع این انتخاب است. بی اثر پارامتر H و
برای است. شمارشͬ داده های در کم پراکنش٧ و بیش پراکنش۶ چون مفاهیمͬ پوشش عدم
استفاده NB(H, ξ١, ξ٢) توزیع از ͬ توان م پواسن، توزیع جای به بیش پراکنش، عامل محاسبه
پوشش برای همچنین دارد. بیشتری انعطاف پذیری پارامتر، دو از برخورداری دلیل به که کرد

ͬ کنیم: م استفاده زیر توزیع های از کم پراکنش، و بیش پراکنش موضوع دو هر دادن
تعمیم یافته پواسن •

ابرپواسن توزیع •
COM−پواسن توزیع •

مختلط سه پارامتری پیرسون توزیع •
منعطف تر بسیار پواسن، توزیع به نسبت بیشتر پارامترهای تعداد وجود دلیل به توزیع ها این
Binimial(H, ξ) توزیع را، F (·,λ) توزیع دوجمله ای، داده های مدل بندی برای ͬ کنند. م عمل
ͬ دهند. م نشان را موفقیت احتمال ξ و آزمایش ها تعداد H توزیع، این در که ͬ کنیم م انتخاب
توزیع جای به BetaBinomial(H, ξ١, ξ٢) توزیع از استفاده F (·,λ) برای مناسب تر توزیع ΁ی
منعطف تر بسیار ،λ = (H, ξ١, ξ٢)T پارامتر بردار بودن دارا با توزیع این است. دوجمله ای

است.
۶Overdispersion
٧Underdispersion
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داده های از خاص حالتͬ داده ها این هستند. دودویی داده های داده ها، از دی·ر دسته

ͬ شوند: م مدل بندی زیر به صورت که هستند H = ١ با دوجمله ای

Z = ٠
که به طوری ،z∗ < ٠ اگر فقط و اگر

z∗ ∼ N(µ∗z, ١).
ͬ شده معرف توزیع های ٣ . ١ جدول بود. خواهد راحت تر پسین توزیع از نمونه تولید رهیافت، این با

ͬ دهد. م نشان را آن ها پارامتر برای مناسب پیشین های و

برگرفته آن ها ͬ های ویژگ و برش نقاط مدل بندی برای مختلف توزیع های :٣ . ١ جدول
.(٢٠١۶) ریچاردسون و پاپاجئورجیو از

پارامتر میانگین بی اثر مؤلفه احتمال تابع توزیع هسته
λ Hλ H exp

{
(−Hλ)(Hλ)y

y!

} پواسن
µ, ϕ Hµ H µ {µ+ (ϕ− ١)y}y−١

ϕ−y تعمیم یافته پواسن
×exp

{(
−[µ+(ϕ−١)y]

ϕ

)
y!

}
β٠, γ λ− (γ − ١) H ١

١F١(١,γ,λ)
λy

(γ)y
ابرپواسن

× ١F١(١,γ,λ)−١
١F١(١,γ,λ) = Hβ٠

β٠, ν λdlog(Z)
dλ = Hβ٠ H λy

Z(λ,ν)(y!)ν COM−پواسن
β٠, γ, α α٢+β٢

γ−٢α−١ = Hβ٠ H f٠ (α+βi)y(α−βi)y
(γ)yy!

CTP

π Nπ N
(
N
y

)
πy(١ − π)N−y دوجمله ای

α, β H α
β H Γ(y+α)

Γ(α)Γ(y+١)( β
H+β )

α( H
H+β )

y منفͬ دوجمله ای
α, β Nα

(α+β) N
(
N
y

)Beta(y+α,N−y+β)
Beta(α,β) دوجمله ای بتا

ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف ابتدا چ·الͬ، تابع مدل بندی برای اکنون
افراز ΁ی A(j) =

{
A

(j)

١ , A
(j)

٢ , . . . , A
(j)
q

} کنید فرض .(٢٠١۵ دانسون، و (کانل ٣ . ٢ . ١ تعریف
دهید. قرار A(j)

l از قبل را A(j)
h ،h < l هر برای باشد. ناسازگار دو به دو مجموعه های به R از

f توأم چ·الͬ صورت این در .Ay٢ =
{
y∗٢ : y∗٢,j ∈ A

(j)
y٢ , j = ١, . . . , p٢

} کنید فرض همچنین
با است برابر

f(y) = g(f∗) =

∫
Ay٢

f∗(y∗)dy∗

Rp روی ΃لب اندازه با که F∗ ͬ های چ·ال تمام فضای از نگاشت ΁ی g : F∗ −→ F آن، در که
است. F توأم ͬ های چ·ال تمام فضای به دارند رابطه
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ͬ شود: م تعریف زیر به صورت F روی Π پیشین ،Z = (Y,XT

d ,X
T
c )

T کنید فرض حال
fp(z) =

∫
k(z|θ) dP (θ) (۴ . ٣)

k(z|θ) هسته اگر است. تصادفͬ آمیخته توزیع ،P (.) و پارامتری هسته ΁ی ،k(z|θ) آن، در که
تعریف طبق آن گاه ب·یریم، نظر در Z∗ = (Y ∗, (X∗

d)
T ,XT

c )
T برای ،q بعد با گاوسͬ هسته ΁ی را

داریم (۴ . ٣) رابطه و ٣ . ٢ . ١
k(z|θ) =

∫
R(y)

∫
R(xd)

Nq(z
∗|µ∗,Σ∗) dy∗dx∗

d. (۵ . ٣)
است. θ = (ξ,µ∗,Σ∗) به صورت هسته توزیع پارامترهای همچنین .q = ١ + p بنابراین

متغیرهای به مربوط توزیع مقیاس پارامترهای نیز و م΄ان پارامترهای از برخͬ این که دلیل به
دودویی) متغیرهای به مربوط پنهان متغیرهای مقیاس و م΄ان پارامترهای استثنای (به پنهان

ͬ شوند: م گرفته نظر در زیر به صورت Σ∗ کواریانس و µ∗ میانگین هستند، تشخیص ناپذیر
µ∗ =

٠
µ

 Σ∗ =

C νT

ν Σ


اصلͬ قطر روی عناصر و است پنهان متغیرهای به مربوط کواریانس ماتریس ،C آن در که
نامحدود کواریانس ماتریس Σ همچنین است. همبستگͬ ماتریس لذا هستند. ΁ی برابر آن

است. مشاهده شده پیوسته متغیرهای شامل

و (٢٠١١ باتاچاریا، و دانسون ٢٠١٠؛ کوتاس، و (تادی ناپارامتری بیزی روش های چارچوب در
دیری΄له، فرآیند برای (١٩٩۴) ستورامن توسط شده معرفͬ ش΄ست‐چوب ساختار بردن به کار

داریم
P (·) =

∞∑
h=١

πhδθh
(·) (۶ . ٣)

زیر به صورت z∗ = (y∗, (x∗
d)

T ,xT
c )

T متغیر برای DPMM مدل (۶ . ٣) و (۴ . ٣) روابط ترکیب با
ͬ شود: م حاصل

fp(z) =
∞∑
h=١

πhk(z|θh). (٣ . ٧)

یعنͬ ͬ آیند. م به دست ش΄ست‐چوب فرآیند از استفاده با ،h ≥ ١, πh وزن های (٣ . ٧) رابطه در
π١ = ν١

πl = νl

l−١∏
h=١

(١ − νh) l ≥ ٢
νk ∼ Beta(١, α) k ≥ ١ .

،θh = (ξh,µh,Σ
∗
h) عناصر برای پیشین توزیع های تعیین با (٣ . ٧) رابطه در G٠ پایه توزیع

ͬ شود. م تعریف h ≥ ١
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ͽواق در ͬ کنیم. م مشخص را است µ∗

h تشخیص پذیر قسمت که µh پیشین توزیع نخست
به مربوط نمونه میانگین با برابر میانگین بردار با چندمتغیره نرمال توزیع ΁ی پیشین، این

است. بزرگ واریانس های با قطری کواریانس ماتریس و توضیحͬ متغیرهای

شود، گرفته نظر در F (·,λ) برای توزیعͬ چه این که به بسته ،{ξk} پارامتر به مربوط پیشین
ͬ کنیم: م انتخاب ٣ . ٢ جدول از

.F (·; ·, ·) توزیع پارامترهای برای پیشن توزیع :٣ . ٢ جدول
پیشین هسته
λ ∼ Gamma(١, ١) پواسن
λ ∼ Gamma(١, ١) تعمیم یافته پواسن
ϕ ∼ N(١, ١) I [ϕ > max

{٠٫۵, ١−µ۴
}]

β٠ ∼ Gamma(١, ١) ابرپواسن
γ ∼ Gamma(١, ١) I(γ > ٠٫١)
β٠ ∼ Gamma(١, ١) COM−پواسن

ν ∼ Gamma(١, ١) I [ν > max
{٠٫٣, ١

(٢+١β٠)
}]

β٠, γ ∼ Gamma(١, ١) CTP

α ∼ N(٠, ١٠٠) I [α < γ١−٢
]

π ∼ Beta(١, ١) دوجمله ای
α, β ∼ Gamma(١, ١) منفͬ دوجمله ای
α, β ∼ Gamma(١, ١) دوجمله ای بتا

توسط ارائه شده روش اساس بر Σ∗
h کواریانس ماتریس به مربوط پیشین توزیع نهایت در

ͬ شود. م معرفͬ (٢٠٠٠) هم΄اران و بارنارد و (٢٠٠۶) هم΄اران و ژانگ
تشخیص ناپذیراند، داده ها وسیله به آن ها که مدل، به واریانس پارامترهای کردن اضافه با
باید منظور این برای شوند. ΁تفکی ی΄دی·ر از تشخیص ناپذیر و تشخیص پذیر پارامترهای باید
ماتریس Σ∗

h باید ͽواق در کنیم. استفاده کواریانس ماتریس جای به همبستگͬ ماتریس از
باشد. همبستگͬ
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در ͬ کنیم. م معرفͬ را Wishartq(Eh; η,H) پیشین توزیع Eh کواریانس ماتریس برای ابتدا

حالت این
P (Eh|η,H) ∝ |Eh|

η−q−١٢ etr

{
−H−١Eh٢

}
h ≥ ١

آن در که
etr {·} = exp {tr(·)}

همچنین است. A ماتریس اثر ،tr(A) از منظور و

H =

H١١ H١٢
H١٢ H٢٢


H١٢ و pc × pc کواریانس ماتریس H٢٢ ،(١+ pd)× (١+ pd) همبستگͬ ماتریس H١١ آن، در که

است. (١ + pd × pc) بعد با کواریانس ها از حاصل ماتریس

ͬ کنیم: م تجزیه زیر به صورت را Eh ماتریس طیفͬ تجزیه از استفاده با اکنون
Eh = D

١٢
h Σ∗

h D
١٢
h

که به طوری
Dh = Diag(d٢

h,١, d٢
h,٢, . . . , d٢

h,١−pd
, ١, . . . , ١)

که است ΁ی ،pc تعداد و تشخیص ناپذیر واریانس پارامتر (١ + pd) شامل قطری ماتریس ΁ی
محدودیت که است همبستگͬ ماتریس Σ∗

h بنابراین است. تشخیص پذیر واریانس های به مربوط
ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت نیز تبدیل ژاکوبین ͬ کند. م برطرف را پارامترها تشخیص پذیری

J(Eh −→ Dh,Σ
∗
h) =

(١+pd)∏
j=١

dq−١
hj = |Dh|

q−١٢ .

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت (Dh,Σ
∗
h) برای پیشین توزیع بنابراین

P (Dh,Σ
∗
h|η,D) ∝ |Eh|

η−q−١٢ etr

{
−H−١Eh٢

}
J(Eh −→ Dh,Σ

∗
h) h ≥ ١

باشد. قطری باید H و است q با برابر η آن در که

بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل پسین توزیع ٣ . ٣
فرآیند برای (١٩٩۴) ستورامن توسط ͬ شده معرف ساختار گرفتن نظر در با ٢.٣ بخش در

شد: نتیجه زیر مدل دیری΄له،
fp(z) =

∞∑
h=١

πhk(z|θh).



۵٩ بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل پسین توزیع
عملͬ آن از نمونه تولید و است بی نهایت تا سی·ما بالای حد ͬ شود م ملاحظه که همان طور
در و مدل کردن متناهͬ با کنیم. متناهͬ شمارا مقدار ΁ی تا را مجموع باید بنابراین نیست.

ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت درستنمایی تابع مولفه، Tبرای δ تخصیص پارامتر گرفتن نظر
z|θ, δ = l ∼ k(z|θl)

P (δ = l|α) = πl , l = ١,٢, . . . , T

ℓ(θ, α|z, δ) = ℓ(θ, α|zi, δi = li , i = ١,٢, . . . , n) =∏
i

k(zi|θli)πli . (٣ . ٨)

و xd,i = (xd,i,١, . . . , xd,i,pd)T گسسته تبیینͬ متغیرهای ،yi ͺپاس متغیر شامل zi ͬ دانیم م
با .i = ١,٢, . . . , n که است xc,i = (xc,i,١, . . . , xc,i,pc)T پیوسته تبیینͬ متغیرهای همچنین
درستنمایی تابع ،(٣ . ٨) رابطه به x∗

d,i = (x∗
d,i,١, . . . , x∗d,i,pd)T و y∗i پنهان متغیرهای افزودن

ͬ آید: م به دست زیر به صورت
ℓ(θ, α|z,θ, y∗,x∗

d) =

∏
i

I[y∗ ∈ R(yi)]

 pd∏
m=١

I[x∗
d,i,m ∈ R(xd,i,m)]

Nq(y
∗
i ,x

∗
d,i,xc,i|µ∗

li
,Σ∗

li
)πli

 (٣ . ٩)

استفاده لایه ای٨ نمونه گیری از ͬ توان م کردن متناهͬ جای به قبل، مدل از نمونه تولید برای
،i = ١, . . . , n ،ui متغیر کردن اضافه با کار این .(٢٠٠٨ پاپاسپیلیوپولوس، ٢٠٠٧؛ (وال΄ر، کرد
به درستنمایی تابع روش، این از استفاده با ͬ گیرد. م انجام هستند، U(٠, ١) توزیع دارای که

ͬ شود: م حاصل زیر صورت
∏
i

{
I[y∗ ∈ R(yi)]

 pd∏
m=١

I[x∗
d,i,m ∈ R(xd,i,m)]

Nq(y
∗
i ,x

∗
d,i,xc,i|µ∗

li
,Σ∗

li
)

I [ui < πli ]
} (٣ . ١٠)

بود: خواهد زیر به صورت پسین توزیع بنابراین
π(θ, δ,y∗, α|y,x) ∝ g١(y,xd|y∗,x∗

d, δ,θ) g٢(y∗,x∗
d,xc|δ,θ) g٣(δ|α) g٠(θ, α)

∝ ℓ(z, δ,y∗,x∗
d) g٠(θ, α)

(٣ . ١١)

به مربوط پیشین توزیع g٢(·) گسسته، متغیرهای به مربوط پیشین توزیع g١(·) آن در که
پیشین توزیع g٠(·) و δ تخصیص پارامتر به مربوط پیشین توزیع g٣(·) پیوسته، متغیرهای

است. (٣ . ٧) رابطه در k(·, ·) هسته پارامتر به مربوط
٨Slice Sampling



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ۶٠

MCMC نمونه گیری از استفاده با مدل برازش ۴ . ٣
ͬ گیرد. م صورت پسین توزیع اساس بر بیزی دیدگاه در استنباط  ها تمامͬ ͬ دانیم م که همان طور
ساختار از استفاده با باشد. پارامترها همه مجموعه ϕ و F روی پسین توزیع Π(.|D) کنید فرض

است: زیر به صورت پسین توزیع ،(٢ . ٣) رابطه در دیری΄له فرآیند برای ͬ شده معرف
f(z|ϕ) = ١

n+ α

∑
h

nhk(z|θh) +
α

n+ α

∫
k(z|θ)dG٠(θ). (٣ . ١٢)

چ·الͬ تابع این صورت در باشند. پسین توزیع از نمونه هایی i = ١, . . . , S ، ϕi کنید فرض حال
ͬ شود: م برآورد زیر به صورت پیش گو

f(z|D) =

∫
f(z|ϕ)Π(ϕ|D)dϕ

= Eϕ|D [f(z|ϕ)|D]

=
١
S

S∑
i=١

f(z|ϕi)

(٣ . ١٣)

شرح را آن پیرامون استنباط هایی نیز و f(y|x, ϕ) شرطͬ چ·الͬ آوردن به دست نحوه ادامه در
ͬ دهیم. م

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را f(y|x, ϕ) شرطͬ چ·الͬ تابع
f(y|x, ϕ) = f(z|ϕ)

f(x|ϕ)

به دست f(z|ϕ) مشابه نیز f(x|ϕ) و ͬ آید م به دست (٣ . ١٢) رابطه از استفاده با f(z|ϕ) آن در که
برای ͬ کنیم. م استفاده x حاشیه ای چ·الͬ از z توأم چ·الͬ جای به که تفاوت این با ͬ آید م
قابل نیز چندک ها و میانه میانگین، مانند نظر مورد ͬ های٩ تابع شرطͬ، توزیع این از نمونه هر

هستند. محاسبه

مورد پیشین های گرفتن نظر در با پارامترها پسین توزیع ͬ شود، م ملاحضه که گونه همان
پیچیده، توزیع های گونه این تقریب برای متداول روش های از ی΄ͬ ندارد. بسته ای فرم نظر
تولید برای گیبز نمونه گیر ال·وریتم از بخواهیم اگر است. MCMC ال·وریتم های از استفاده
آوردن به دست نحوه ادامه در که بدانیم را کامل شرطͬ توزیع های باید کنیم، استفاده نمونه

ͬ کنیم. م بیان را آن ها

٩Functionals



۶١ MCMC نمونه گیری از استفاده با مدل برازش
ͽدرواق است. بتا ،νh کامل شرطͬ توزیع .١

νh| . . . ∼ Beta(nh + ١, n−
h∑

l=١
nh + α)

ͬ گیرد. م قرار hام خوشه در که است مشاهداتͬ تعداد nh آن در که
برهان.

f(νh| . . .) ∝
∏
i

νli
li−١∏
h=١

(١ − νh)

 ν١−١
h (١ − νh)

α−١

∝ νnh
h (١ − νh)

n−
∑h

l=١ nl(١ − νh)
α−١

= νnh+١−١
h (١ − νh)

n−
∑h

l=١ nl+α−١

= Beta(nh + ١, n−
h∑

l=١
nh + α).

است: زیر به صورت (Dh,Σ
∗
h) توأم کامل شرطͬ توزیع .٢

f(Dh,Σ
∗
h| . . .) ∝ |Dh|

η١−٢|Σ∗
h|

η−q−١−nh٢ etr

{
−
H−١Eh +Σ∗−١

h Sh٢
}

آن در که
Sh =

∑
i:δi=h

(z∗i − µ∗
h)(z

∗
i − µ∗

h)
T etr(·) = exp(tr(·))

برهان.

f(Dh,Σ
∗
h| . . .) ∝ |Eh|

η−q−١٢ e−
١٢ tr(H−١Eh)e

− ١٢ tr
(∑

i:δi=h(z
∗
i−µ∗

h)
TΣ∗−١

h (z∗i−µ∗
h)

)

= |Eh|
η−q−١٢ e−

١٢ tr(H−١Eh)e
− ١٢ tr

(
Σ∗−١

h

∑
i:δi=h(z

∗
i−µ∗

h)(z
∗
i−µ∗

h)
T

)

= |Eh|
η−q−١٢ e−

١٢ tr(H−١Eh+Σ∗−١
h Sh)

= |D
١٢
h Σ∗

h D
١٢
h |

η−q−١٢ e−
١٢ tr(H−١Eh+Σ∗−١

h Sh)J(Eh −→ Dh,Σ
∗
h)

= |D
١٢
h Σ∗

h D
١٢
h |

η−q−١٢ e−
١٢ tr(H−١Eh+Σ∗−١

h Sh)|Dh|
q−١٢

= |D
١٢
h Σ∗

h D
١٢
h |

η٢− q٢− ١٢ e−
١٢ tr(H−١Eh+Σ∗−١

h Sh)|Dh|
q٢− ١٢

= |Dh|
η١−٢ |Σ∗

h|
η−q−١−nh٢ e−

١٢ tr(H−١Eh+Σ∗−١
h Sh)

= |Dh|
η١−٢ |Σ∗

h|
η−q−١−nh٢ etr

{
−
H−١Eh +Σ∗−١

h Sh٢
}



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ۶٢
ندارد. شناخته شده ای ش΄ل کامل شرطͬ توزیع این ͬ شود م ملاحظه که همان گونه
ͬ کنیم. م استفاده متروپلیس‐هستینگز روش از توزیع این از نمونه تولید برای بنابراین

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را Eh برای پیشنهادی توزیع روش این در

E
(p)
h ∼ Wisharts(E

(p)
h ;ψ,

E
(t)
h

ψ
) E

(t)
h = D

(t)
١٢

h Σ∗(t)
h D

(t)
١٢

h

اند. آمده MHبه دست ال·وریتم قبلͬ تکرار در که هستند تحقق هایی D(t)
h و Σ∗(t)

h آن در که
و E

(p)
h = D

(p)
١٢

h Σ∗(p)
h D

(p)
١٢

h تجزیه با Dh و Σ∗
h برای پیشنهادی مقادیر که ͬ شود م فرض

ͬ شوند: م تولید زیر پذیرش احتمال با

α = min

{
f(D

(p)
h ,Σ∗(p)

h | . . .)
f(D

(t)
h ,Σ∗(t)

h | . . .)
t(D

(t)
h ,Σ∗(t)

h |D(p)
h ,Σ∗(p)

h )

t(D
(p)
h ,Σ∗(p)

h |D(t)
h ,Σ∗(t)

h )
, ١
}
·

گرفتن نظر در با پیشنهادی چ·الͬ

t(D
(p)
h ,Σ∗(p)

h |D(t)
h ,Σ∗(t)

h ) =Wisharts(E
(p)
h ;ψ,

E
(t)
h

ψ
)J(E

(p)
h −→ D

(p)
h ,Σ∗(p)

h )

(رابرتز ͬ شود م انتخاب [٠/٢, ٠/٢۵] بازه در که است پارامتری ،ψ پارامتر ͬ آید. م به دست
.(٢٠٠١ روزنتال، و

یاد به که همان طور ͬ دهیم. م شرح را h ≥ ١ ،µh از نمونه تولید چ·ونگͬ قسمت این در .٣
است: زیر صورت به q بعد با µ∗

h دارید

µ∗
h =

 ٠
µh


بعد و ͬ شوند م داده نمایش z١ با که است گسسته متغیرهای به مربوط آن صفر قسمت که
پیوسته و دودویی متغیرهای میانگین به مربوط آن µh قسمت همچنین است. p١ آن ها
. p١ + p٢ = q همچنین است. p٢ برابر آن ها بعد و ͬ شوند م داده نشان z٢ با که است

با است برابر (z١, z٢) توزیع بنابراین

(z١, z٢)|(µ∗
h,Σ

∗
h) ∼ Nq

µ∗
h =

 ٠
µh

 , Σ∗
h =

Σ١١h Σ١٢h
Σ١٢h Σ٢٢h

 
پس

f(µh| . . .) ∝
∏

i:li=h

{
Np٢(z٢i

|µh +Σ١٢hΣ−١٢٢hz١i , Σ١١h −Σ١٢hΣ−١٢٢hΣT١٢h)
}
g٠(µh) .

میانگین x̄ آن، در که g٠(µh) برای Np٢(x̄,D) پیشین توزیع گرفتن نظر در با برهان.
(ریچاردسون است تبیینͬ متغیرهای با متناظر قطری ماتریس D و تبیینͬ متغیرهای



۶٣ MCMC نمونه گیری از استفاده با مدل برازش
داریم ،(١٩٩٧ گرین، و

f(µh| . . .) ∝ exp
{
− ١

٢
n∑

i−١

[
(z٢i − µh −Σ١٢hΣ−١٢٢hz١i)′W−١

h (z٢i − µh

−Σ١٢hΣ−١٢٢hz١i)
]}

× exp
{
− ١

٢(µh − x̄)′D−١(µh − x̄)
}

∝ exp
{
− ١

٢
[ n∑

i−١
(−z٢iW−١

h µh − µ′
hW

−١
h z٢i + µ′

hW
−١
h µh

+ µ′
hW

−١
h Σ١٢hΣ−١٢٢hz١i + z′١iΣ−١٢٢hΣ١٢hW−١

h µh)

+ µ′
hD

−١µh − µ′
hD

−١x̄− x̄′D−١µh

]}
∝ exp

{
− ١

٢
[٢(−W−١

h

n∑
i=١

z٢i)µh + ٢µ′
h(W

−١
h Σ١٢hΣ−١٢٢h

n∑
i=١

z١i)

− ٢µh(x̄
′D−١) + µ′

h(D
−١)µh + µ′

hnhW
−١
h µh

]}
∝ exp

{
− ١

٢
[٢(−W−١

h

n∑
i=١

z٢i)µh + ٢µ′
h(W

−١
h Σ١٢hΣ−١٢٢h

n∑
i=١

z١i)

− ٢µh(x̄
′D−١) + µ′

h(D
−١ + nhW

−١
h )µh

]}
∝ exp

{
(µh −A)′(D−١ + nhW

−١
h )
}

∝ exp
{
− µ′

h(D
−١ + nhW

−١
h )−١A−A′(D−١ + nhW

−١
h )µh

}
∝ exp

{
− ٢µ′

h(D
−١ + nhW

−١
h )A

}
ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت A آن در که

A = (D−١ + nhW
−١
h )−١(D−١x̄) + (D−١ + nhW

−١
h )−١W−١

h

n∑
i=١

z٢i

− (D−١ + nhW
−١
h )−١(W−١

h Σ١٢hΣ−١٢٢h
n∑

i=١
z١i)

= (D−١ + nhW
−١
h )−١{W−١

h

[ n∑
i=١

(z٢i −Σ١٢hΣ−١٢٢hz١i)
]
+D−١x̄

}
.

بنابراین
µh| . . . ∼ Np٢

(
A, (D−١ + nhW

−١
h )−١)

آن در که
W−١

h = Σ١٢h −Σ١٢hΣ−١٢٢hΣT١٢h .



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ۶۴
از است عبارت ξh شرطͬ توزیع .۴

f(ξh| . . .) ∝
∏

i:δi=h

[
Φ(
cyi(λi)− E∗

i

sd∗i
)− Φ(

cyi−١(λi)−E∗
i

sd∗i
)

]
g٠(ξh)

برهان.
P (Z = cyi(λi)) = P (Z ≤ cyi(λi))− P (Z ≤ cyi−١(λi))

= P (
cyi(λi)− E∗

i

sd∗i
)− P (

cyi−١(λi)−E∗
i

sd∗i
)

=

[
Φ(
cyi(λi)− E∗

i

sd∗i
)− Φ(

cyi−١(λi)− E∗
i

sd∗i
)

]
آن در که

E∗
i ≡ E(y∗

i |x∗
di
,xc)

sd∗i ≡
√
Var(y∗

i |x∗
di
,xc).

تعیین ٣ . ٢ جدول طبق که است ξ برای پیشین توزیع چ·الͬ تابع g٠(ξh) همچنین
ͬ شود. م

شده ای شناخته ش΄ل آمده به دست ͬ های چ·ال مناسب، پیشین های گرفتن نظر در با
متروپلیس‐هستینگز ال·وریتم از باید آن ها از نمونه تولید برای بنابراین داشت. نخواهند

ͬ کنیم. م اشاره توزیع ها این از برخͬ به زیر در کنیم. استفاده
و (رابرتز ͬ گیریم م نظر در ξ

(p)
h برای را زیر چ·الͬ شود، انتخاب پواسن F (·|λ) اگر الف.

:(٢٠٠١ روزنتال،
ξ
(p)
h ∼ Gamma(τξ

(t)
h ξ

(t)
h , τξ

(t)
h )

آن در که
E(ξ

(p)
h ) = ξ

(t)
h

V ar(ξ
(p)
h ) =

١
τ
·

با است برابر پذیرش احتمال همچنین
min

{
١ , f(ξ(p)h | . . .)Gamma(ξ

(t)
h ; τξ

(p)
h ξ

(p)
h , τξ

(p)
h )

f(ξ
(t)
h | . . .)Gamma(ξ

(p)
h ; τξ

(t)
h ξ

(t)
h , τξ

(t)
h )

}
·

است: زیر به صورت ξ(p)h شود، انتخاب دوجمله ای F (·|λ) اگر ب.
ξ
(p)
h ∼ Beta(ξ

(p)
h ; a(t), b(t))

آن در که
a(t) = b(t)

ξ
(t)
h

١ − ξ
(t)
h



۶۵ MCMC نمونه گیری از استفاده با مدل برازش
b(t) = ξ

(p)
h − ١ + ξ

(t)
h (١ − ξ

(t)
h )٢τ ·

همچنین
E(ξ

(p)
h ) = ξ

(t)
h

V ar(ξ
(p)
h ) =

١
τ
·

با است برابر نیز حالت این در پذیرش احتمال

min

{
١ , f(ξ(p)h | . . .)Gamma(ξ

(t)
h ; τξ

(p)
h ξ

(p)
h , τξ

(p)
h )

f(ξ
(t)
h | . . .)Gamma(ξ

(p)
h ; τξ

(t)
h ξ

(t)
h , τξ

(t)
h )

}
·

پارامتر صورت این در ب·یریم، نظر در F (·|λ) برای را منفͬ دوجمله ای توزیع اگر ج.
ͬ شود. م انجام مرحله ΁ی در آن از نمونه تولید که است ξh = (ξ١h, ξ٢h)T به صورت
ξ
(p)
h = (ξ

(p)

٢h , ξ
(p)

٢h ) پارامتر بردار از ξ(p)٢h و ξ
(p)

١h از نمونه تولید برای پیشنهادی توزیع
با است برابر (الف) قسمت همانند

ξ
(p)
h ∼ Gamma(τξ

(t)
h ξ

(t)
h ) , τξ

(t)
h )·

تابع از استفاده با ،i = ١,٢, . . . , n ،x∗
d,i = (x∗

d,i,١, . . . , x∗d,i,pd)T و y∗i پنهان متغیرهای .۵
ͬ شوند: م تولید زیر شرطͬ چ·الͬ

(١۴ . ٣)
(y∗i ,x

∗
d,i)|xc,i ∼ N١+pd

(µ١h+Σ∗١٢h(Σ∗٢٢h)−١(xc,i−µ٢h) , Σ∗١١h−Σ∗١٢h(Σ∗٢٢h)−١(Σ∗١٢h)T )

اگر ͬ دانیم م که همان طور برهان.

(xp١ , yp٢) ∼ Np

µx
µy

 ,
Σxx Σxy

Σxy Σyy


است: زیر به ش΄ل x|y شرطͬ چ·الͬ تابع آن گاه

x|y ∼ Np١
(
µx +ΣxyΣ

−١
yy (y − µy) , Σxx − ΣxyΣ

−١
yy Σ

T
xy

)
داریم بالا استدلال مشابه بنابراین

(y∗i ,x
∗
d,i)|xc,i ∼ N١+pd

(µ١h+Σ∗١٢h(Σ∗٢٢h)−١(xc,i−µ٢h) , Σ∗١١h−Σ∗١٢h(Σ∗٢٢h)−١(Σ∗١٢h)T )·



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ۶۶
ͬ کنیم م استفاده زیر روش از ،i = ١,٢, . . . , n ،δi کامل شرطͬ چ·الͬ از نمونه تولید برای .۶

:(٢٠١۶ ریچاردسون، و (پاپاجئورجیو
P (δi = h) ∝

∫ ∫
· · ·
∫
g(y∗i x

∗
d,i|xc,i)dy

∗
i dx

∗
d,iNpc(xc,i|µ٢h,Σ∗٢٢h)πhi

است. (١۴ . ٣) در شده داده نشان چ·الͬ تابع g(y∗i x∗
d,i|xc,i) آن در که

.(٢٠٠٨ رابرتز، و پاپاسپیلیپولوس ) برچسب١٠ تعویض حرکت .٧
را آن ها نام سپس و ͬ کنیم م انتخاب تصادف به b و a نام های به ناتهͬ خوشه دو الف.

با است برابر حرکت این پذیرش احتمال ͬ کنیم. م عوض
min

{
١ , (πb

πa
)na−nb

}
·

را خوشه تعیین پارامترهای و تخصیص متغیرهای شد، پذیرفته حرکت این اگر
ͬ دهیم. م تغییر

ͬ دهیم. م تغییر را a+ ١ و a خوشه های نام و ͬ کنیم م انتخاب a نام به خوشه ΁ی ب.
با تصادف به a خوشه نام ͬ دهیم. م تغییر برابر زمان های در را νa+١ و νa همچنین
ناتهͬ خوشه n∗ آن در که ͬ شود. م عوض ١,٢, . . . , n∗ − ١ نام های با خوشه هایی

با است برابر حرکت این پذیرش احتمال است. نام بزرگترین با
min

{
١ , (١ − νa+١)na

(١ − νa)
na+١

}
·

را خوشه تعیین پارامترهای و تخصیص متغیرهای شد، پذیرفته حرکت این اگر
ͬ دهیم. م تغییر

انجام زیر فرآیند طبق بر ͬ گویند م نیز تمرکز پارامتر آن به که α پارامتر از نمونه تولید .٨
با Gamma(α|a, b) پیشین توزیع گرفتن نظر در با .(١٩۵٨ وست، و (اس΄وبار ͬ شود م

یعنͬ است. گاما توزیع دو از آمیخته ای پسین توزیع ،(ab ) میانگین
α|η, k ∼ πhGamma(a+ k, b− log(η)) + (١ − πh)Gamma(a+ k − ١, b− log(η))

و است ناتهͬ خوشه شماره k آن، در که
πh = (

a+ k − ١
[a+ k − ١ + n(b− log(η))]

)·

دهیم نشان باید همچنین
η|α, k ∼ Beta(α+ ١, n)·

١٠Label Swichings



۶٧ MCMC نمونه گیری از استفاده با مدل برازش
برهان.

f(α|k) = f(α)f(k|α)

f(k|α) = Cn(k)n!α
k Γ(α)

Γ(α+ n)

ͬ دهیم م قرار حال .Cn(k) = f(k|α = ١, n) و k = ١,٢, . . . , n آن در که
Γ(α)

Γ(α+ n)
=

(α+ n)β(α+ ١, n)
αΓ(n)

بنابراین است. بتا تابع β(·, ·) آن در که
f(α|k) ∝ f(α)αk−١(α+ n)β(α+ ١, n) ∝ f(α)αk−١(α+ n)

∫ ١
٠ xα(١ − x)n−١dx·

پس است. f(α, η|k) توأم توزیع از حاشیه ای چ·الͬ f(α|k) ͽواق در
f(α, η|k) ∝ f(α)αk−١(α+ n)ηα(١ − η)n−١ , α > ٠, ٠ < η < ١.

داریم f(α|η, k) آوردن به دست برای
f(α|η, k) ∝ αa+k−٢(α+ n)e−α(b−log(η))

∝ αa+k−١e−α(b−log(η)) + nαa+k−٢e−α(b−log(η)).

بنابراین
α|η, k ∼ πhGamma(a+ k, b− log(η)) + (١ − πh)Gamma(a+ k − ١, b− log(η))

آن در که
πη =

a+ k − ١
n(b− log(η))

·

است: زیر به صورت نیز f(η|α, k)
f(η|α, k) ∝ ηα(١ − η)n−١ ٠ < η < ١·

نتیجه در
η|α, k ∼ Beta(α+ ١, n)·

است شده پیاده سازی R نرم افزار در BNSP بسته در کامل ͬ های شرط این از نمونه تولید
.(٢٠١۵ (پاپاجئورجیو،





۴ فصل
بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی

شبیه سازی مطالعه ١ . ۴
هدف ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را شبیه سازی مطالعه ΁ی از حاصل نتایج فصل این در
است. چ·الͬ رگرسیون از حاصل نتایج روی بر مختلف هسته های انتخاب تأثیر بررسͬ اصلͬ،
از کدام هر از استفاده با ͬ شود. م ارائه داده تولید برای م΄انیسم سه شبیه سازی این طول در
داده ها است، پیوسته تبیینͬ متغیر و شمارشͬ ͺپاس متغیر اینکه به توجه با م΄انیسم ها، این
تبیینͬ متغیر ابتدا کردیم. انتخاب n = ١۵٠ را نمونه حجم داده، تولید برای کردیم. تولید را

کردیم: تولید µx میانگین با Uniform(٠,٢٠) توزیع از را X
µx = E(Y |X = x) = ٢٠{N(x;۵,٢٫۵٢) +N(x; ١۵,۵٢)

}
برای که م΄انیسمͬ سه است. σ٢ واریانس و µ میانگین با نرمال چ·الͬ N(x;µ, σ٢) آن در که

است: زیر صورت به گرفتیم، نظر در ͺپاس متغیر تولید

Y |X = x ∼


round(Hµx + ϵ١) (M١)
Poisson(Hµx) + round(ϵ٢) (M٢)
Poisson(Hµx) (M٣)

۶٩



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ٧٠
کردیم: تولید زیر به صورت را آن که است بی اثر پارامتر H فوق، م΄انیسم های در

H ∼ Uniform(١,٣٠).
همچنین ͬ کند. م گرد صحیح عدد نزدی΁ ترین به را آرگمان ها که است تابعͬ round() تابع

کردیم: تولید زیر به صورت را ،i = ١,٢ ،ϵi تصادفͬ خطای
ϵ١ ∼ N(٠,٢)

ϵ٢ ∼ N(٠, ١٠)
منفͬ تحقق های بود مم΄ن (M٢) و (M١) م΄انیسم های از داده ها تولید طول در که آن جا از

گرفتیم: نظر در زیر به صورت را y ͺپاس متغیر بنابراین شوند، حاصل
y = max(٠, y).

پراکنش و بیش پراکنش کم پراکنش، وجود نمایانگر ترتیب به (M٣) و (M٢) ،(M١) م΄انیسم های
را زیر مدل شبیه سازی شده داده مجموعه هر برای هستند. تولیدشده داده های در متعادل

دادیم: برازش داده ها برای

f(y∗i , xi) =
∞∑
h=١

πhN٢
 ٠

µh

 ,
١٫٠ σ١٢
σ٢١ σ٢٢

 .

است yi ͺپاس متغیرهای به مربوط پنهان پیوسته متغیرهای ،i = ١,٢, . . . , n ،y∗i بالا، مدل در
هستند: زیر صورت به که

اگر فقط و اگر Yi = yi

cyi−١ < y∗i < cyi

ͬ آید: م به دست زیر قاعده از cyi آن در که
cyi = Φ−١ {F (yi;H, ξ)} .

این برای کردیم. استفاده ٣ . ١ جدول در شده معرفͬ هسته های از نیز F (·; ·, ·) توزیع تابع برای
تولید پسین توزیع از نمونه ٨٠٠٠٠ تعداد ،F (·; ·, ·) توزیع تابع برای انتخاب هر و داده مجموعه
باقیمانده نمونه ۴٠٠٠٠ از گذاشتیم. کنار را شده تولید نمونه از ۴٠٠٠٠ تعداد سپس کردیم.
از x برای مقدار ٣٠ شبیه سازی، این برای همچنین کردیم. انتخاب را ی΄ͬ نمونه ١٠ هر از نیز
مقدار کردیم. تولید H = ١۵ بی اثر مؤلفه دوره و [٠/١, ١٩/٩] فاصله در f(y|x) شرطͬ چ·الͬ
مقادیر نیز شرطͬ چ·الͬ از نمونه هر برای کردیم. گرد پایین به و محاسبه را نظری میانگین
دهم صدک میانگین، مقادیر سپس کردیم. محاسبه را نودم صدک و دهم صدک میانگین،



٧١ شبیه سازی مطالعه
میانه های کردن محاسبه به وسیله واقعͬ، مقادیر با را نمونه ها از آمده به دست نودم صدک و
ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت کل خطای توان دوم کردیم. مقایسه کل خطای توان دوم پسین

٣٠∑
c=١

(pc − psc)
٢ s = ١,٢, . . . ,۴٠٠٠

psc و است نودم صدک و دهم صدک میانگین، همان یعنͬ پارامتر واقعͬ مقدار pc آن، در که
مدل کل خطاهای شامل ١ . ۴ جدول ͬ باشد. م MCMC نمونه s تعداد از آمده به دست مقادیر

است. k(·; ·, ·) برای مختلف هسته های انتخاب از حاصل آمیخته دیری΄له فرآیند

برای کل خطای توان دوم از حاصل پسین میانه های شبیه سازی: نتایج :١ . ۴ جدول
با و داده تولید م΄انیسم سه تحت نودم صدک و دهم صدک میانگین، پارامتر سه

متفاوت. هسته های انتخاب

متعادل پراکنش بیش پراکنش کم پراکنش هسته
Q٩٠ Q١٠ میانگین Q٩٠ Q١٠ میانگین Q٩٠ Q١٠ میانگین

١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ ١٠٠/٠٠ پواسن
١٣۵/٧۴ ٩٩/١٣ ١٢٨/٢۴ ١۵٩/٩٠ ٨٧/٩٧ ٨٧/٣٧ ١٠٢/٢١ ۵٣/۵۵ ۶۴/٧٢ منفͬ دوجمله ای
١١٢/٩٣ ٨٧/٧٧ ٨۴/٠٢ ٨۵/٠١ ۶۵/۵٧ ٧۵/۴٠ ٩۶/۴٣ ۵٠/۴٣ ۶٠/٠٢ تعمیم یافته پواسن
٩٢/٧٧ ٩٠/٣٩ ١٠٣/٧۴ ٧٠/۶٩ ۶٣/٢٣ ۶۶/٢٣ ۵٨/٧٧ ۴۵/۶٧ ۵۶/٠۶ COM‐پواسن

١٠٣/۴٨ ١٠٣/۶۴ ١٠۵/٣٠ ۶۵/٣١ ٧٨/٠٩ ٧٣/٢۴ ٩٧/۴٨ ١٠٠/۵٣ ٩٧/١۶ ابرپواسن
۴٨۴/٠٨ ١۴۴/٩٨ ٢١۶/٨٢ ٢٧۶/١٩ ١۴٨/٧۵ ١١٣/۵٠ ٢٧٧/٧٣ ۶۴/٢٨ ١۵٧/۶٨ CTP

انتخاب با این که اول آمدند. به دست جالبی نتایج دیری΄له فرآیند آمیخته مدل بردن به کار با
ͬ شود. م ملاحظه شبیه سازی در هسته ها سایر انتخاب به نسبت نتیجه بدترین ،CTP هسته
دهم چندک برآورد در هم آن و ͬ کند م عمل پواسن هسته از بهتر CTP مورد ΁ی در فقط
هسته های انتخاب با برآورد شده اند. تولید کم پراکنش م΄انیسم از که است داده هایی برای
نیز ابرپواسن هسته انتخاب با ͬ یابد. م بهبود اساسͬ به طور COM-پواسن و تعمیم یافته پواسن
COM-پواسن و تعمیم یافته پواسن هسته های به نسبت آن بهبود اما ͬ شود م داده بهبود برآورد
م΄انیسم های تحت را علاقه مورد پارامتر برآورد منفͬ دوجمله ای هسته انتخاب با است. کمتر
به نسبت فقط متعادل، پراکنش م΄انیسم تحت و ͬ دهد م بهبود کم پراکنش و بیش پراکنش

ͬ کند. م عمل بهتر CTP هسته

در مختلف هسته های انتخاب و داده تولید م΄انیسم سه برای شبیه سازی از حاصل نتایج
نودم، صدک به مربوط نقطه چین خط ش΄ل ها، همه در شده اند. داده ٨ . ۴ تا ١ . ۴ ش΄ل های

است. دهم صدک به مربوط خط چین و میانگین به مربوط ممتد خط



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ٧٢

سه از داده تولید و پواسن هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :١ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم



٧٣ شبیه سازی مطالعه

تولید و تعمیم یافته پواسن هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :٢ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم سه از داده



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ٧۴

سه از داده تولید و ابرپواسن هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :٣ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم



٧۵ شبیه سازی مطالعه

از داده تولید و COM−پواسن هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :۴ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم سه



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ٧۶

سه از داده تولید و CTP هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :۵ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم



٧٧ شبیه سازی مطالعه

سه از داده تولید و دوجمله ای هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :۶ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ٧٨

داده تولید و منفͬ دوجمله ای هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :٧ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم سه از



٧٩ شبیه سازی مطالعه

از داده تولید و دوجمله ای بتا هسته انتخاب با شبیه سازی از حاصل نتایج :٨ . ۴ ش΄ل
بیش پراکنش. و متعادل پراکنش کم پراکنش، ترتیب به م΄انیسم سه



بیزی چ·الͬ رگرسیون مدل ارزیابی ٨٠

واقعͬ داده های برای چ·الͬ رگرسیون مدل کاربرد ٢ . ۴
ͬ کنیم. م تشریح واقعͬ داده مجموعه ΁ی روی بر را چ·الͬ رگرسیون بیزی تحلیل بخش این در
است. شده انجام (٢٠٠٩) هم΄اران و بایلͬ توسط داده مجموعه این برای چ·الͬ رگرسیون
شمالͬ ΁آتلانتی دریای در ͬ ها ماه جمعیت روی بر ماهی·یری تجارت تأثیر به مربوط داده ها
شامل داده ها کرد. مراجعه (٢٠١۴) هیلب به ͬ توان م داده ها این به دسترسͬ برای است.
‐١٩٨٩ سال های بین متفاوت زمانͬ دوره دو در ماهی·یری تورهای روی بر مشاهده n = ١۴٧
از کیلومتر ۴/٠/٨-٨ اعماق در و ثانویه برچسب با ١٩٩٧-٢٠٠٢ و اولیه برچسب با ١٩٧٧
هر در ͬ های ماه جمعیت y ͺپاس متغیر ماهی·یری، تورهای از ΁ی هر برای است. دریا ͹سط
در تورها عمق میانگین ،x٢ و زمانͬ دوره های ،x١ شامل نیز توضیحͬ متغیرهای است. تور
اندازه مبنای بر که است H بی اثر مؤلفه شامل تور هر همچنین است. کیلومتر حسب بر دریا
نمایش ٩ . ۴ ش΄ل در داده ها فراوانͬ نمودار است. مربع کیلومتر حسب بر جاروب شده منطقه

است. شده داده

متغیرهای و ͬ ها) ماه (جمعیت Y ͺپاس متغیر با داده ها فراوانͬ نمودار :٩ . ۴ ش΄ل
دریا). در تورها عمق (میانگین x٢ و زمانͬ) (دوره های x١ توضیحͬ

برازش زیر ش΄ل به را سه متغیره نرمال هسته با آمیخته دیری΄له فرآیند مدل داده ها این برای
دادیم:



٨١ واقعͬ داده های برای چ·الͬ رگرسیون مدل کاربرد

f(y∗i ,x
∗
i١,xi٢) =

∞∑
h=١

πhN٣




٠
µ١h
µ٢h

 ,


١٫٠ σ١٢ σ١٣
σ٢١ ١٫٠ σ٢٣
σ٣١ σ٣٢ σ٣٣


 .

شدند: مدل وارد زیر، مرحله دو به توجه با پنهان، متغیرهای و مشاهدات
اگر فقط و اگر Xi١ = ٠ •

x∗i١ < ٠٫٠
اگر فقط و اگر Yi = yi •

cyi−١ < y∗i < cyi

که به طوری
cyi = Φ−١ {F (yi;H, ξ)} .

توزیع کردیم، استفاده آن از برش نقاط مدل بندی برای که F (·; ·, ·) توزیع تابع این جا در
منفͬ دوجمله ای توزیع شد، اشاره هم قبلا́ که همان طور شد. گرفته نظر در منفͬ دوجمله ای
و ١٠ . ۴ ش΄ل های در برازش نتایج دارد. کاربرد هستند، بیش پراکنش دارای داده ها که زمانͬ

شده اند. داده نمایش ١١ . ۴

درصدی ٩٠ اطمینان فواصل همراه به میانگین رگرسیون از حاصل نتایج :١٠ . ۴ ش΄ل
ماهی·یری. داده های برای
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مقادیر ΁تفکی به ماهی·یری داده های برای برازش شده چ·الͬ توابع :١١ . ۴ ش΄ل
تبیینͬ. متغیرهای

درصدی ٩٠ اطمینان فاصله های همراه به میانگین رگرسیون از حاصل نتایج ١٠ . ۴ ش΄ل
خط چین ها و اولیه زمانͬ دوره از حاصل نتایج ممتد خط های آن در که ͬ دهد م نمایش را نقاط
ͬ ها ماه جمعیت ͬ شود، م مشاهده که همان طور هستند. ثانویه زمانͬ دوره از حاصل نتایج
میانگین کیلومتری، ٣/۵ عمق تا ͬ یابد. م کاهش عمق افزایش با زمانͬ، دوره دو هر برای
زمانͬ دوره در ͬ ها ماه جمعیت میانگین از کمتر معمولا˟ ثانویه زمانͬ دوره در ͬ ها ماه جمعیت
جمعیت میانگین برای اطمینان فاصله های نیز، کیلومتر ٢/١ از بیشتر عمق برای است. اولیه

دارند. هم پوشانͬ هم با تقریباً ͬ ها ماه

برآورد ممتد خط های آن، در که ͬ دهد م نشان را چ·الͬ رگرسیون از حاصل نتایج ١١ . ۴ ش΄ل
که گونه همان هستند. ثانویه دوره برای چ·الͬ برآورد خط چین ها و اولیه دوره برای چ·الͬ
است. ثانویه دوره از بیشتر اولیه دوره برای احتمال چ·الͬ کیلومتر، ٣ عمق تا ͬ شود م ملاحظه
ͬ شوند. م منطبق هم بر تقریباً دوره دو برای احتمال چ·الͬ کیلومتر، ٣ از بالاتر عمق های برای

نتیجه گیری و بحث ٣ . ۴
شد. ارائه است، گسسته ͺپاس متغیر که وقتͬ چ·الͬ رگرسیون بیزی مدل پایان نامه این در

پنهان پیوسته متغیرهای به صورت گسسته متغیرهای شد، برده به کار که روشͬ از استفاده با
با دیری΄له فرآیند آمیخته مدل از استفاده با و شدند گرفته نظر در شده اند، گسسته سازی که

گردید. معرفͬ پنهان متغیرهای و مشاهدات از حاصل توأم چ·الͬ گاوسͬ، هسته



٨٣ تحقیق آینده برای پیشنهادات
نرمال توزیع تابع Φ(·) آن در که ͬ شود م انجام Φ [F (·; ·; ·)] اساس بر برش نقاط مدل بندی
تابع که کرد تصور ͬ توان م همچنین ͬ شود. م انتخاب داده ها با متناسب F (·; ·, ·) و استاندارد
نقش و ͬ کند م عمل پنهان متغیرهای و مشاهدات بین پیوند برای تابعͬ همانند F (·; ·, ·) توزیع

ͬ کند. م ایفا را تعمیم یافته خطͬ مدل های در پیوند تابع مشابه

استفاده MCMC ال·وریتم های از پسین، توزی محاسبه پیچیدگͬ دلیل به مدل برازش برای
مدل MCMC ال·وریتم های از استفاده و F (·; ·, ·) برای مختلف توزیع توابع بردن به کار با کردیم.
در (٢٠١۵ (پاپاجئورجیو، BNSP بسته از استفاده با کار این انجام ͬ شود. م داده برازش نهایی

ͬ گیرد. م صورت R نرم افزار

تحقیق آینده برای پیشنهادات ۴ . ۴
شد. برده به کار و معرفͬ گسسته ͅ های پاس برای چ·الͬ رگرسیون بیزی مدل پایان نامه این در
جالب موضوع ͬ تواند م هستند فضایی وابستگͬ دارای متغیرها که هنگامͬ مدل این از استفاده

باشد. بیشتر پژوهش های برای توجهͬ
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آ  پیوست
بازتولید برای R نرم افزار کدهای

پایان نامه نتایج از قسمتͬ

شده اند. گزارش چهارم فصل نمودارها و شبیه سازی با مرتبط کدهای پیوست این در

پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ١
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ٩۴
y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ١ . ١
################ fit under dispersin for poisson #################

E.under <- max(dat$y.under)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(y.under ~ x, family="poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



٩۵ پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ١ . ٢
################ fit equi dispersin for poisson #################

E.equi <- max(dat$y.equi)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(y.equi ~ x, family="poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ١ . ٣
################ fit over dispersin for poisson #################

E.over <- max(dat$y.over)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(y.over ~ x, family="poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ٩۶

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

تعمیم یافته پواسن هسته با مدل شبیه سازی کدهای آ  . ٢
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)



٩٧ تعمیم یافته پواسن هسته با مدل شبیه سازی کدهای

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٢ . ١

################ fit under dispersin for generalized poisson#################

E.under <- max(dat$y.under)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(y.under ~ x, family="generalized poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٢ . ٢

################ fit equi dispersin for generalized poisson#################

E.equi <- max(dat$y.equi)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ٩٨
fit.y.equi <- bnpglm(y.equi ~ x, family="generalized poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٢ . ٣

################ fit over dispersin for generalized poisson#################

E.over <- max(dat$y.over)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(y.over ~ x, family="generalized poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



٩٩ ابرپواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

ابرپواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ٣
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٣ . ١

################ fit under dispersin for hyper-poisson#################

E.under <- max(dat$y.under)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(y.under ~ x, family="hyper-poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١٠٠
offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٣ . ٢

################ fit equi dispersin for hyper-poisson#################

E.equi <- max(dat$y.equi)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(y.equi ~ x, family="hyper-poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



١٠١ COM−پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٣ . ٣

################ fit over dispersin for hyper-poisson#################

E.over <- max(dat$y.over)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(y.over ~ x, family="hyper-poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

COM−پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ۴
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١٠٢

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۴ . ١

################ fit under dispersin for com-poisson#################

E.under <- max(dat$y.under)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(y.under ~ x, family="com-poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



١٠٣ COM−پواسن هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۴ . ٢

################ fit equi dispersin for com-poisson#################

E.equi <- max(dat$y.equi)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(y.equi ~ x, family="com-poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۴ . ٣

################ fit over dispersin for com-poisson#################

E.over <- max(dat$y.over)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(y.over ~ x, family="com-poisson",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١٠۴
offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

CTP هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ۵
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)



١٠۵ CTP هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۵ . ١

################ fit under dispersin for ctpd#################

E.under <- max(dat$y.under)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(y.under ~ x, family="ctpd",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۵ . ٢

################ fit equi dispersin for ctpd#################

E.equi <- max(dat$y.equi)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(y.equi ~ x, family="ctpd",



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١٠۶
data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۵ . ٣

################ fit over dispersin for ctpd#################

E.over <- max(dat$y.over)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(y.over ~ x, family="ctpd",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



١٠٧ دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ۶
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۶ . ١

####################### fit under dispersin for binomial ################

E.under<- max((dat$y.under))+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(cbind(y.under,(E.under-y.under))~x, family="binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١٠٨
sampler="slice", prec=c(2000),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,E.under),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۶ . ٢

####################### fit equi dispersin for binomial ################

E.equi <- max((dat$y.equi))+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(cbind(y.equi,(E.equi-y.equi))~x, family="binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

sampler="slice", prec=c(2000),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,E.equi),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



١٠٩ منفͬ دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ۶ . ٣

####################### fit over dispersin for binomial ################

E.over <- max((dat$y.over))+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(cbind(y.over,(E.over-y.over))~x, family="binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

sampler="slice", prec=c(2000),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,E.over),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای آ  . ٧
منفͬ

rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١١٠
x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٧ . ١

################ fit under dispersin for negative binomial#################

E.under <- max(dat$y.under)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(y.under ~ x, family="negative binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)),sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



١١١ منفͬ دوجمله ای هسته با مدل شبیه سازی به مربوط کدهای

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٧ . ٢

################ fit equi dispersin for negative binomial#################

E.equi <- max(dat$y.equi)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(y.equi ~ x, family="negative binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٧ . ٣

################ fit over dispersin for negative binomial#################

E.over <- max(dat$y.over)+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(y.over ~ x, family="negative binomial",



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١١٢
data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

offset=rep(15,length(x)), sampler="truncated", prec=c(200),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,15),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

دوجمله ای بتا هسته با مدل شبیه سازی مربوط به کدهای آ  . ٨
rm(list=ls())

library(BNSP)

################# data generate ###############################

data.gen <- function(n=150){

H = runif(1,1,30)

x =runif(n,0,20)

mu.x = 20*(dnorm(x,5,2.5)+dnorm(x,15,5))

y.equi = rpois(n, H*mu.x)

y.under = pmax(round(H*mu.x+rnorm(n,0,2)),0)

y.over = pmax(rpois(n, H*mu.x)+round(rnorm(n,0,10)),0)

df <- data.frame(cbind(x,y.equi,y.under,y.over))

return(df)

}

dat <- data.gen(n=150)

dat

head(dat)



١١٣ دوجمله ای بتا هسته با مدل شبیه سازی مربوط به کدهای

کم پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٨ . ١

####################### fit under dispersin for beta binomial################

E.under<- max((dat$y.under))+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.under <- bnpglm(cbind(y.under,(E.under-y.under))~x, family="beta binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

sampler="slice", prec=c(2000),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.under)/with(dat,E.under),

xlab="x",ylab="y",main="Underdispersion")

lines(pred,fit.y.under$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.under$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.under$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

متعادل پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٨ . ٢

####################### fit equi dispersin for beta binomial################

E.equi <- max((dat$y.equi))+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.equi <- bnpglm(cbind(y.equi,(E.equi-y.equi))~x, family="beta binomial",



پایان نامه نتایج از قسمتͬ بازتولید برای R نرم افزار کدهای ١١۴
data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

sampler="slice", prec=c(2000),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.equi)/with(dat,E.equi),

xlab="x",ylab="y",main="Equidispersion")

lines(pred,fit.y.equi$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.equi$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.equi$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)

بیش پراکنش م΄انیسم برای آ  . ٨ . ٣

####################### fit over dispersin for beta binomial################

E.over <- max((dat$y.over))+2

pred <- seq(with(dat,min(x))+0.1, with(dat,max(x))-0.1, length.out = 30 )

npred <- length(pred)

fit.y.over <- bnpglm(cbind(y.over,(E.over-y.over))~x, family="beta binomial",

data=dat, ncomp=30, sweeps=80000, burn=40000, thin=10,

sampler="slice", prec=c(2000),

Xpred=pred, offsetPred=rep(30,npred))

plot(with(dat,x),with(dat,y.over)/with(dat,E.over),

xlab="x",ylab="y",main="Overdispersion")

lines(pred,fit.y.over$Q10Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=2)

lines(pred,fit.y.over$Q90Reg/rep(30,npred),col=4,lwd=2,lty=3)

lines(pred,fit.y.over$meanReg/rep(30,npred),col=4,lwd=2)



Abstract

We develop Bayesian models for density regression with emphasis on discrete responses. The
problem of density regression is approached by considering methods for multivariate density es-
timation of mixed scale wariables, and obtaining conditional density estimation from the latter.
The approach to multivariate mixed scale outcome density estimation that we describe represents
discrete variables, either responses or covariates, as continuse latent variables that are thresholded
into discrete ones. We present and compare several models for obtaining these thresholds in the
challenging context of count data analysis where the response may be over-dispersed or under-
dispersed in som of the regions of the covariate space. We utilize a nonparametric mixture of
mutivariate Gaussians to model the directly observed and the latent continuouse variables. We
present a Markov chain Monte Carlo algorithm for postorior sampling and provide illustrations on
density, mean and quantile regression utilizing simulated and real datasets.

Keywords: Dirichlet process, latent variables, over-dispersion, under-dispersion, posterior distri-
bution, Markov chain Monte Carlo algorithm.
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