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Вپاس�ऌاری...

همنشینی به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید هستی�مان که را یکتا پروردگار بی�کران سپاس
برخود اکنون ساخت. روزیمان را معرفت و علم از چینی خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان
پایان این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم جا به بزرگوارانی از را سپاس مراتب تا می�دانم لازم

نمی�رسید. انجام به نامه
نامه پایان این مشاوره�ی و راهنمایی زحمت که ایرانمنش مهدی دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از ابتدا

دارم. را تشکر کمال داشتند، برعهده را
می�کنم. تقدیم کرد، یاری مرا راه این در که همسرم زندگیم، همراه مهربانترین به را آخر سپاس و

Вࠤدҝ͙وݵی ՏӰख़ه دیВ۱۳۹۶ࠤده



ॠ॑ ʳнھد
علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی سیدکتولی فاطمه سیده اینجانب
f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد ایرانمنش مهدی دکتر راهنمایی تحت ، قسمتی خارج فضاهای و

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

Вࠤدҝ͙وݵی ՏӰख़ه دیВ۱۳۹۶ࠤده

΃ق۷Юر و Цتاеج مال˶̭ت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چڠࠤده
عددی، آنالیز سازی، بهینه جمله از ریاضیات از مختلفی های شاخه در همزمان تقریب بهترین نظریه
نسبت که است مجموعه یک از نقاطی یافتن بحث این ساده مثال شود. می برده کار به غیره و اقتصاد

باشد. فاصله کمترین دارای فضا در ای نقطه به

f−بهترین و تقریب f−بهترین همزمان، تقریب بهترین تقریب، بهترین مساله نامه پایان این در
تحت که هستیم شرایطی دنبال به و دهیم می قرار بررسی مورد را مختلف فضاهای در همزمان تقریب
همزمان طور به و f−پروکسیمینال پروکسیمینال، همزمان طور به پروکسیمینال، مجموعه یک شرایط آن

باشد. f−پروکسیمینال

خصوصیات همچنین کنیم. می معرفی را قسمتی خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین ابتدا
سپس کنیم. می بررسی را قسمتی خارج فضاهای در چبیشف همزمان طور به و همزمان تقریب بهترین
همزمان طور به مفهوم سپس کنیم. می معرفی را پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای مجموع
f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای ادامه در کنیم. می بیان را باناخ فضاهای در پروکسیمینال
فضاهای در f−پروکسیمینال همزمان طور به مفهوم سپس کنیم. می بررسی را قسمتی خارج فضاهای و
نتایج برخی اثبات به f−پروکسیمینال، همزمان طور به مفهوم از استفاده با و کنیم می معرفی را باناخ

پردازیم. می باناخ فضای در زیرفضا دو مجموع بودن f−پروکسیمینال همزمان طور به مورد در
معرفی را داخلی ضرب فضاهای در متناهی مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین مفهوم براین، علاوه

بررسی را قسمتی خارج توپولوژیکی برداری درفضاهای تقریب f−بهترین مفهوم همچنین کنیم. می
کنیم. می

تقریب f−بهترین همزمان، تقریب بهترین تقریب، f−بهترین تقریب، بهترین کلیدی: کلمات
f−پروکسیمینال همزمان طور به پروکسیمینال، همزمان طور به f−پروکسیمینال، پروکسیمینال، همزمان،
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١ فصل

اولیه مفاهیم

تعاریف ١.١

هرگاه گوییم، ١ داخلی ضرب فضای یک را X باشد، حقیقی فضای یک X کنیم فرض .١.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در که باشد داشته وجود ⟨x, y⟩ چون ( حقیقی (عدد اسکالر یک ،x, y ∈ X هر برای

⟨ , ⟩ : X ×X −→ R

⟨x, x⟩ ≥ ٠ ، x ∈ X هر برای (i

⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ ، x ∈ X هر برای (ii

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ، x, y ∈ X هر برای iii

⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ ، α ∈ R و x, y ∈ X هر برای (iv

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ، x, y, z ∈ X هر برای (v

گوییم. می داخلی ضرب فضای (X, ⟨ , ⟩) دوتایی به

را ∥ · ∥ : X −→ [٠,∞) نگاشت باشد، مختلط یا حقیقی برداری فضای X کنید فرض .٢.١ تعریف
: هرگاه نامیم ٢ نرم

∥x∥ ≥ ٠ ، x ∈ X هر برای (١

١Inner Product Space٢norm



اولیه مفاهیم .١ ٢

∥x∥ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ ، x ∈ X هر برای (٢

∥λx∥ = |λ|∥x∥ ، λ ∈ K و x ∈ X هر برای (٣

مثلث) (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ، x, y ∈ X هر برای (۴

شود. می نامیده نرمدار خطی فضای نرم، یک به مجهز برداری فضای یک

شود. می نامیده ٣ کراندار دنباله باشد، داشته بالا کران هم و پایین کران هم ای دنباله اگر .٣.١ تعریف
دیگر: عبارت به

(
Sکراندار ⇐⇒ ∀x ∈ S ∃ M > ٠ : ∥x∥ ≤ M

)
xn −→ x نویسیم می و گوییم ۴ همگرا x به ،(E, ∥, ∥) نرمدار فضای در را {xn} دنباله .۴.١ تعریف

اگر فقط و اگر ∥xn − x∥ −→ ٠ یا

(
∀ε > ٠ ∃K ∈ N ; n ≥ K =⇒ ∥xn − x∥ < ε

)
(١.١)

کوشی دنباله هر هرگاه است. (E, ∥, کامل(∥ نرمدار برداری فضای یک ۵ باناخ فضای یک .۵.١ تعریف
باشد. E از عضوی به همگرا آن در

هرگاه: نامیم، می کوشی را E درفضای (xn) )دنباله
∀ε > ٠ ∃n٠ ∈ N ; m,n ≥ N ∥xn − xm∥ < ε

)
هر ازای به که xn −→ x دنباله هر ازای به اگر فقط و اگر گوییم می بسته۶ K ⊆ X به .۶.١ تعریف

.x ∈ K شود نتیجه آنگاه ،xn ∈ K باشیم داشته n ∈ N

K در ای نقطه به همگرا ای زیردنباله ،K در ای دنباله هر اگر است، ٧ فشرده K ⊆ X .٧.١ تعریف
باشد. داشته

است. نرمدار داخلی، ضرب هرفضای .٨.١ یادآوری

همگراست. حتما کرانداری، دنباله هر

٣Bounded sequence
۴Convergent
۵Banach space

۶Close
٧Compact



٣ تعاریف .١.١

است. کوشی همگرایی، دنباله هر

است. کراندار کوشی، دنباله هر

∀x ∈ X ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ ∥x∥٢ = ⟨x, x⟩

٨ فاصله صورت این در باشد x ∈ X و G ⊆ X و باشد باناخ فضای یک X کنیم فرض .٩.١ تعریف
کنیم: می تعریف زیر صورت به و دهیم می نمایش dist(x,G) یا d(x,G) با را G مجموعه از x

d(x,G) = inf
g∈G

∥x− g∥ (٢.١)

صورت این در باشد، X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض .١٠.١ تعریف
: کنیم می زیرتعریف صورت به را G از x فاصله ،x ∈ X هر برای

d(x,G) = inf
g∈G

∥x− g∥. (٣.١)

اگر شود می نامیده x ∈ X برای ٩ تقریب بهترین یک g٠ ∈ G

∥x− g٠∥ = d(x,G).

،x ∈ X هر برای باشد. X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض .١١.١ تعریف
می تعریف زیر صورت به و دهیم می نمایش PG(x) با را G از x های تقریب بهترین تمام ی مجموعه

کنیم:

PG(x) = {g٠ ∈ G : ∥x− g٠∥ = d(x,G)} (۴.١)

.PG(x) = ϕ است ممکن
این در باشد) داشته وجود G در تقریب بهترین یک (حداقل ،PG(x) ̸= ϕ ،x ∈ X هر ازای به اگر اما

شود. می نامیده X از ١٠ پروکسیمینال زیرمجموعه یک ،G صورت
زیرمجموعه یک ،Gصورت این در باشد، داشته وجود G در تقریب بهترین یک فقط ،x ∈ Xهر برای اگر

شود. می نامیده X از ١١ چبیشف

کراندار مجموعه یک E و X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض .١٢.١ تعریف
کنیم: می تعریف زیر صورت به را G از E فاصله باشد، X از

d(E,G) := inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥. (۵.١)

٨Distanse
٩Best Approximation

١٠Proximinal
١١Chebyshev



اولیه مفاهیم .١ ۴

هرگاه: شود، می نامیده G از E ١٢ همزمان تقریب بهترین یک g٠ ∈ G عنصر

d(E,G) = sup
e∈E

∥e− g٠∥. (۶.١)

زیر صورت به و دهیم می نمایش PG(E) با را G از E همزمان های تقریب بهترین تمامی مجموعه
کنیم: می تعریف

PG(E) := {g٠ ∈ G : sup
e∈E

∥e− g٠∥ = d(E,G)}. (٧.١)

باشد، داشته وجود G از E همزمان تقریب بهترین یک حداقل ،X در E کراندار مجموعه هر برای اگر
شود. می نامیده X از ١٣ پروکسیمینال همزمان طور به مجموعه زیر یک ،G صورت این در

باشد، داشته وجود G از E همزمان تقریب بهترین یک فقط ،X در E کراندار مجموعه هر برای اگر
شود. می نامیده X از ١۴ چبیشف طورهمزمان به زیرمجموعه یک ،G صورت این در

E = {x١, x٢, . . . , xn} اگر Xباشد، از بسته Gیکزیرفضای و باناخ Xیکفضای فرضکنید .١.١ تذکر
داریم: ١٢.١ تعریف به توجه با باشد، X از متناهی زیرمجموعه یک

d(E,G) := inf
g∈G

max{∥x١ − g∥, ∥x٢ − g∥, . . . , ∥xn − g∥}.

داریم: ١.١ تذکر مفروضات به باتوجه .٢.١ تذکر
d(x, y,G) ،x, y ∈ X هر برای باشد. X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض

کنیم: می تعریف زیر صورت به را

d(x, y,G) = inf
g∈G

max{∥x− g∥, ∥y − g∥} (٨.١)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را PG(x, y) و

PG(x, y) = {g٠ ∈ G : d(x, y,G) = max{∥x− g٠∥, ∥y − g٠∥}}. (٩.١)

x ∈ X هر برای باشد. X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض .١٣.١ تعریف
کنیم: می تعریف ،f : [٠,∞) −→ [٠,∞) پیوسته صعودی تابع و

df (x,G) = inf
g∈G

(f(∥x− g∥)).

١٢Best Simultaneously Approximation
١٣ Simultaneously Proximinal

١۴ Simultaneously Chebyshev



۵ تعاریف .١.١

اگر شود، می نامیده x ∈ X هر برای تقریب f−بهترین یک g٠ ∈ G

df (x,G) = f(∥x− g٠∥)

و
P f
G(x) := {g٠ ∈ G : f(∥x− g٠∥) = df (x,G)}.

،G صورت این در باشد، داشته وجود G در تقریب f−بهترین یک حداقل ،x ∈ X هر برای اگر
است. ١۵ f−پروکسیمینال

مجموعه برای باشد. X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض .١۴.١ تعریف
کنیم: می تعریف ،f : [٠,∞) −→ [٠,∞) پیوسته صعودی تابع و X ⊇ E متناهی

df (E,G) = inf
g∈G

{
∑
e∈E

f(∥e− g∥)}.

هرگاه: شود، می نامیده G از E همزمان تقریب f−بهترین یک g٠ ∈ G

df (E,G) =
∑
e∈E

f(∥e− g٠∥)

و

P f
G(E) := {g٠ ∈ G :

∑
e∈E

f(∥e− g٠∥) = df (E,G)}.

داشته وجود G از E همزمان تقریب f−بهترین یک حداقل ،X در E کراندار مجموعه هر برای اگر
است. X در f−پروکسیمینال١۶ همزمان طور به مجموعه زیر یک ،G صورت این در باشد،

خارج فضای باشد. X نرمدار خطی فضای یک از بسته زیرفضای یک G کنید فرض .١۵.١ تعریف
دلخواه اسکالر و x, y ∈ X هر برای که ،G از x + G وابسته های زیرمجموعه تمام ،X/G قسمتی١٧

کند: صدق زیر شرایط در ،λ

(x+G) + (y +G) = (x+ y) +G

λ · (x+G) = λx+G

است: زیر نرم با نرمدار خطی فضای یک ،X/G قسمتی خارج فضای آنگاه

∥x+G∥ = inf
g∈G

∥x− g∥.

١۵f−Proximinal
١۶Simultaneously f−Proximinal

١٧Quotient Space



اولیه مفاهیم .١ ۶

با π : X −→ X/N تابع باشد، Xاز زیرفضایی N و برداری فضای X کنید فرض .١۶.١ تعریف
شود. می نامیده قسمتی خارج نگاشت π(x) = x+N ضابطه

G و مقدار حقیقی تابع یک f و R روی توپولوژیکی برداری فضای یک X کنید فرض .١٧.١ تعریف
گفته G در x ١٨ تقریب f−بهترین ،g٠ ∈ G عنصر باشد. x ∈ X و X از ناتهی بسته زیرمجموعه یک

اگر شود می

f(x− g٠) = fG(x) = inf
g∈G

{f(x− g)}.

باشد. می g٠ ∈ G از x های تقریب f−بهترین تمام مجموعه P f
G(x)

توپولوژی یک X های زیرمجموعه از τ گردایه باشد، ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .١٨.١ تعریف
اگر شود، می نامیده X روی

باشد. X و (ϕ) تهی مجموعه شامل τ (١
شود. آن در موجود های مجموعه از ( نامتناهی یا (متناهی تعداد هر اجتماع شامل τ (٢

باشد. داشته تعلق τ به τ عضو دو هر اشتراک (٣

روی توپولوژی یک τ و میدان یک F = ( R یا C) و برداری فضای یک X کنید فرض .١٩.١ تعریف
هرگاه: شود، می نامیده توپولوژیک برداری فضای یک X صورت این در باشد، X

باشد. بسته مجوعه یک X از نقطه هر (١
نسبت αx و x + y های ضابطه با ترتیب به F × X −→ X و X × X −→ X های نگاشت (٢

باشد. پیوسته τ توپولوژی

X روی کراندار خطی های تابعک همه فضای باشد. نرمدار فضای یک X کنید فرض .٢٠.١ تعریف
کنیم: می تعریف زیر صورت به و دهیم می نمایش X∗ با و نامیم می X ١٩ دوگان فضای را

X∗ = {Λ : X −→ F , است .{Λپیوسته

نرمدار فضای روی کراندار خطی های تابعک همه از متشکل مجموعه X∗ کنید فرض .٢١.١ تعریف
: کنیم می تعریف باشد، X

∥f∥ = sup
{ |f(x)|

∥x∥
: ٠ ̸= x ∈ X

}
است. نرمدار فضای یک (X∗, ∥, ∥) آنگاه

طرفی از و F = C یا F = R که آنجا از است، X دوگان فضای نخستین X∗ = B(X,F )

است. (باناخ) کامل فضای یک X∗ = B(X,F ) لذا اند، کامل فضاهایی C و R دانیم می
١٨f-best approximation١٩Dual Space



٧ تعاریف .١.١

است. X∗ روی کراندار خطی های تابعک همه ی مجموعه که است، X∗ دوگان X∗∗ .٢٢.١ تعریف
گویند. X دوم دوگان را X∗∗

نرم با نرمدار فضای یک X∗ باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضای یک X کنید فرض .٢٣.١ تعریف
است: زیر

∥Λ∥ = sup{ |Λx| : ∥x∥ ≤ ١}.

دهیم. می نمایش X∗∗ با را X∗ دوگان

شود: می تعریف زیر صورت به ϕ نگاشت
ϕ : X −→ X∗∗

ϕ(x)(Λ) = Λx , Λ ∈ X∗ .

که قسمی به وجوددارد Λ ∈ X∗ آنگاه باشد، x٠ ∈ X \ {٠} و نرمدار فضای یک X اگر .١.١ قضیه
داریم: x ∈ X هر برای بعلاوه باشد. Λx٠ = ∥x٠∥ و ∥Λ∥ = ١

∥x∥ = sup{|Λx| : Λ ∈ X∗ , ∥Λ∥ = ١}.

.[١٢] به کنید نگاه برهان.

بوسیله شده تولید توپولوژی باشد. X دوگان X∗ و نرمدار فضای یک X کنیم فرض .٢۴.١ تعریف
این تحت Λ ∈ X∗ هر که قسمی به X روی توپولوژی (کوچکترین) ترین ضعیف یعنی ،X روی X∗

دهیم. می نشان δ(X,X∗) با را آن و نامیم می X روی ٢٠ ضعیف توپولوژی را باشد پیوسته توپولوژی

یعنی δ(X∗, ϕ(X)) توپولوژی آنگاه باشد، آن دوگان X∗ و نرمدار فضای یک X اگر .٢۵.١ تعریف
باشد پیوسته توپولوژی این تحت ϕ(x) ،x ∈ X هر برای آن به نسبت که X∗ روی توپولوژی کوچکترین

نامیم. می X∗ روی ٢١ ستاره ضعیف توپولوژی را آن و دهیم می نشان δ(X∗, X) با را

گفته x به ٢٢ ضعیف همگرای ،X داخلی ضرب فضای یک در {xn} دنباله یک ([۴]) .٢۶.١ تعریف
اگر شود، می

∀y ∈ X
⟨
xn, y

⟩
−→

⟨
x, y

⟩
شود. می داده نشان ضعیف، xn → x یا xn

w−→ x صورت به و

.x∗(xn) → x∗(x) ،x∗ ∈ X∗ هر برای اگر فقط و اگر xn
w−→ x دیگر، عبارت به

٢٠Weak Topology
٢١Weak-star Topology

٢٢Weak Convergence



اولیه مفاهیم .١ ٨

همگرا ستاره ضعیف طور به xn
∗ گوییم باشد، X∗ عناصر از ای دنباله xn

∗ اگر ([١٣]) .٢٧.١ تعریف
.xn

∗(x) −→ x∗(x) باشیم، داشته x ∈ X هر برای هرگاه است، x∗ به ٢٣

می نامیده ٢۴ بسته ضعیف ،X داخلی ضرب فضای یک از G مجموعه زیر یک ([۴]) .٢٨.١ تعریف
.x ∈ G آنگاه ،xn

w−→ x و xn ∈ G اگر شود،

ضعیف فشرده یا فشرده را، ضعیف توپولوژی در X نرمدار درفضای G زیرمجموعه ([٣]) .٢٩.١ تعریف
به ضعیف همگرای ،G در که باشد ای زیردنباله شامل ،G در {xn} ی دنباله هر هرگاه گوییم، می ٢۵

باشد. G در ای نقطه

می نامیده فشرده ستاره ضعیف طور به A ⊂ X باشد. نرمدار فضای یک X کنیم فرض .٣٠.١ تعریف
باشد. A از ای نقطه به همگرا ستاره ضعیف طور به ای زیردنباله دارای A در دنباله هر هرگاه شود،

پوشا نگاشتی π : X −→ A و ای مجموعه A و توپولوژیک برداری فضای یک X اگر .٣١.١ تعریف
باشد باز A در U مانند A ی زیرمجموعه هر آن در که دارد وجود A در τ توپولوژی یک تنها آنگاه باشد،
π وسیله به شده القا قسمتی خارج توپولوژی به توپولوژی این باشد. باز X در π−١(U) اگر فقط و اگر

است. موسوم

از پوشا تابعی π : X −→ X∗∗ نگاشت هرگاه گوئیم، ٢۶ انعکاسی را X باناخ فضای .٣٢.١ تعریف
.π(X) = (X∗∗) یعنی باشد. X∗∗ روی به X

نقطه دو هر برای هرگاه نامیم، می ٢٧ محدب را X برداری فضای از K زیرمجموعه یک .٣٣.١ تعریف
.λx+ (١− λ)y ∈ K ،٠ ≤ λ ≤ ١ و x, y ∈ K دلخواه

جمع X باشند. X از بسته زیرفضاهای N و M و نرمدار فضای یک X کنید فرض .٣۴.١ تعریف
x ∈ X هر اگر شود، می داده نشان X = M ⊕ N صورت به و شود می نامیده M و N مستقیم٢٨

.n ∈ N و m ∈ M که قسمی به باشد داشته x = m+ n شکل به یکتایی نمایش

خطی عملگر یک هرگاه نامیم، یکریخت را میدان) یک (روی Y و X برداری فضای دو .٣۵.١ تعریف
باشد. داشته وجود Y به X از پوشا و یک به یک

است، یکریخت ایزومتریک، طور Yبه با X باشند، نرمدار فضای دو Y و Xکنید فرض .٣۶.١ تعریف
یعنی: باشد. نرم حافظ که باشد داشته وجود T : X

١−١−→
پوشا

Y مانند خطی عملگری اگر

∀x ∈ X ; ∥Tx∥ = ∥x∥.

٢٣Weak star Convergence
٢۴Weakly Closed
٢۵Weakly Compact

٢۶Reflexive
٢٧Convex
٢٨Direct Sum



٩ تعاریف .١.١

خطی عملگر یک T : X −→ Y و باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض .(٢٩ باز (نگاشت ٢.١ قضیه
T اگر بعلاوه است. باز Y در T (O) آنگاه باشد، X در باز ای زیرمجموعه O اگر باشد. پیوسته و پوشا
مجموعه به را X باز های مجموعه لذا است، (ایزومورفیسم) همانسانی یک T آنگاه باشد یک به یک

برد. می Y باز های

.[١٣] به کنید نگاه برهان.

و باشد داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨, ⟩) کنید فرض الاضلاع). متوازی (قاعده ٣٧.١ یادآوری
داریم: صورت این در ،x, y ∈ X

∀x, y ∈ X ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢
(
∥x∥٢ + ∥y∥٢

)
.

:inf مشخصه خاصیت .٣٨.١ یادآوری

inf A = α

∀x ∈ A x ≥ α

∀ε > ٠ ∃x ∈ A s.t x < α + ε

:sup مشخصه خاصیت

sup A = α

∀x ∈ A α ≥ x

∀ε > ٠ ∃x ∈ A s.t α < x+ ε

X١ ناتهی زیرفضای دو ٣٠ p−جمع ،X باشد، باناخ فضای یک X کنید فرض ([١١]) .٣٩.١ تعریف
،١ ≤ p ≤ ∞ و x ∈ X هر برای و X١

∩
X٢ = ϕ و X = X١ ⊕X٢ اگر شود، می نامیده X٢ و

x = x١ + x٢ و ∥x∥p = ∥x١∥p + ∥x٢∥p.

و X١ ناتهی زیرفضای دو ٣١ f−جمع ،X باشد، باناخ فضای یک X کنید فرض ([۶]) .۴٠.١ تعریف
،x ∈ X هر برای و X١

∩
X٢ = ϕ و X = X١ ⊕X٢ اگر شود، می نامیده X٢

x = x١ + x٢ و f(∥x∥) = f(∥x١∥) + f(∥x٢∥).

است. ٣٢ ١−جمع ،X گوییم می ،f(x) = x اگر

زیر صورت به X در H ابرصفحه ،c ∈ R و f ∈ X∗\{٠} برای ([١]) .(٣٣ (ابرصفحه ۴١.١ تعریف
شود: می تعریف

H = {y ∈ X; f(y) = c}

شود. می داده نشان H = ⟨f, c⟩ صورت به و
٢٩Open Mapping Theorem
٣٠p-sum
٣١f-sum

٣٢1-sum
٣٣Hyperplane



اولیه مفاهیم .١ ١٠

یک G در دنباله هر اگر شود، می نامیده ٣۴ f−فشرده ،X از G زیرمجموعه یک ([١٠]) .۴٢.١ تعریف
که قسمی به باشد داشته وجود g٠ ∈ G و {gα} از {gαβ} زیردنباله (یعنی G در همگرا f−زیردنباله

باشد. داشته ( Lim f(gαβ − g٠) = ٠

برای اگر شود، می نامیده ٣۵ چبیشف f−شبه ،X در G خطی زیرفضای یک ([١٠]) .۴٣.١ تعریف
باشد. f−فشرده ،X در و ناتهی P f

G(x) ،x ∈ X هر

،x ∈ X و α ∈ R هر برای اگر شود، می نامیده ٣۶ همگن ،f : X −→ R تابع ([١٠]) .۴۴.١ تعریف
.f(αx) = αf(x)

.f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) ،x, y ∈ X هر برای اگر شود، می نامیده ٣٧ زیرخطی ،f تابع

.f(x+ y) ≤ max{f(x), f(y)} ،x, y ∈ X هر برای اگر شود، می نامیده ٣٨ مافوق ،f تابع

شود، می نامیده ٣٩ f−بسته ،X توپولوژیکی فضای یک از G زیرمجموعه یک ([١٠]) .۴۵.١ تعریف
.x ∈ G باشیم داشته ،f(x− gn) −→ ٠ که قسمی به ،x ∈ X و G از {gn} دنباله هر برای اگر

و a ∈ A هر برای اگر شود می نامیده ۴٠ f−کراندار ،X از A زیرمجموعه یک ([١٠]) .۴۶.١ تعریف
.f(a) ≤ M باشیم داشته ای M > ٠ یک حداقل

ضعیف فشرده انعکاسی، باناخ فضای دریک کراندار، بسته ضعیف مجموعه یک ([۵]) .١.١ نتیجه
کند. می توصیف را انعکاسی فضای ویژگی این دیگر، طرف از است.

داریم: X نرمدار خطی فضای یک در x هر برای ([۵]) .٢.١ نتیجه
∥x∥ = sup

x∗∈S∗
|x∗x|

است. X دوگان X∗ فضای در بسته واحد کره S∗ که

x به ضعیف همگرای که ،X عناصر از ای دنباله {xn} باناخ، فضای یک X اگر ([۵]) .٣.١ نتیجه
است. متری توپولوژیک در x به همگرا xn عناصر از محدب ترکیبات از ای دنباله آنگاه باشد،

روی مجزا توپولوژیکی برداری فضای X باشد، موضعی محدب مجموعه یک E اگر ([٢]) .۴.١ نتیجه
است. توپولوژیکی مکمل یک ،E از البعد متناهی خطی زیرفضای هر آنگاه باشد، K

٣۴f-compact
٣۵f-quasi-chebyshev
٣۶Homogeneous
٣٧Sublinear

٣٨Ultra
٣٩f-closed
۴٠f-bounded



٢ فصل

خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین
قسمتی

مقدمه ١.٢

تقریب بهترین از قضیه یک باشند. X از Wزیرفضاهایی و G و نرمدار خطی فضای یک X کنید فرض
W + G و W زیرفضاهای بین برابری ادعای و کنیم می بررسی را قسمتی خارج فضاهای در همزمان

کنیم. می بیان را W/G قسمتی خارج فضای و

در چبیشف همزمان طور به و پروکسیمیتی طورهمزمان به ٢.٢
قسمتی خارج فضاهای

قسمتی خارج فضاهای در چبیشف همزمان طور به و همزمان تقریب بهترین خصوصیات بخش، دراین
است. آمده [٧,٩] در قسمتی خارج فضاهای در تقریب بهترین خصوصیات برخی کنیم. می بررسی را

کنیم: می یادآوری را ١٢.١ شماره تعریف ابتدا

X از کراندار مجموعه یک E و X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض
کنیم: می تعریف زیر صورت به را G از E فاصله باشد،

d(E,G) = inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥.

کنیم: می یادآوری را ١۶.١ شماره تعریف حال
ضابطه با π : X −→ X/N تابع باشد، Xاز زیرفضایی N و برداری فضای X کنید فرض

شود. می نامیده قسمتی خارج نگاشت π(x) = x+N



قسمتی خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢ ١٢

آنگاه باشد، X از پروکسیمینال زیرفضای یک G و نرمدار خطی فضای یک X کنید فرض .١.٢ لم
داریم: ،X در E ناتهی کراندار هرمجموعه برای

d(E,G) = sup
e∈E

inf
g∈G

∥e− g∥.

که قسمی به g٠ ∈ PG(e) دارد وجود ،e ∈ E هر برای نتیجه در است، پروکسیمینال G چون برهان.

∥e− g٠∥ = inf
g∈G

∥e− g∥. (١.٢)

داریم: همزمان، تقریب بهترین تعریف و (١ · ٢) به باتوجه بنابراین،

d(E,G) = inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥

≤ sup
e∈E

∥e− g٠∥

(٢·١)
= sup

e∈E
inf
g∈G

∥e− g∥

≤ inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥ (sup و inf مفهوم طبق )

= d(E,G).

داریم: بنابراین

d(E,G) = sup
e∈E

inf
g∈G

∥e− g∥.

فرض و باشد X از پروکسیمینال زیرفضای یک G و نرمدار خطی فضای یک X کنید فرض .٢.٢ لم
هستند: معادل هم با زیر شرایط آنگاه باشد. X از دلخواه زیرمجموعه یک E کنید

است. X از کراندار زیرمجموعه یک E(١

است. X/G از کراندار زیرمجموعه یک E/G(٢

.(٢) ⇐= (١) برهان.

از کراندار زیرمجموعه یک E/G آنگاه باشد، X از کراندار زیرمجموعه یک E اگر که است بدیهی
داریم: e ∈ E هر برای زیرا است، X/G



١٣ قسمتی خارج فضاهای در چبیشف همزمان طور به و پروکسیمیتی طورهمزمان به .٢.٢

∥e+G∥ = inf
g∈G

∥e− g∥ ≤ ∥e− g∥ ≤ ∥e∥.

.(١) ⇐= (٢)

داریم: آنگاه باشد. X/G از کراندار زیرمجموعه یک E/G کنید فرض

sup
e∈E

∥e+G∥ < ∞.

.g٠ ∈ PG(e) که قسمی به g٠ ∈ G دارد وجود ،e ∈ E هر برای آنگاه است، پروکسیمینال G چون
داریم: ،e ∈ E هر برای یعنی

∥e− g٠∥ = inf
g∈G

∥e− g∥ = ∥e+G∥. (٢.٢)

داریم: (٢ · ٢) رابطه و لم١.٢ به باتوجه

sup
e∈E

∥e− g٠∥ = sup
e∈E

inf
g∈G

∥e− g∥

= inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥.

که قسمی به gε ∈ G دارد وجود ،ε > ٠ هر برای ،inf مشخصه خاصیت به توجه با آنگاه

sup
e∈E

∥e− gε∥ ≤ sup
e∈E

∥e− g٠∥+ ε.

داریم: (٢ · ٢) رابطه ی بواسطه بنابراین

sup
e∈E

(∥e∥ − ∥gε∥) ≤ sup
e∈E

∥e− gε∥

≤ sup
e∈E

∥e− g٠∥+ ε

= sup
e∈E

∥e+G∥+ ε.

داریم: ε > ٠ هر برای بنابراین

sup
e∈E

∥e∥ ≤ sup
e∈E

∥e+G∥+ ∥gε∥+ ε.



قسمتی خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢ ١۴

یک W ⊇ G و X نرمدار خطی فضای یک از پروکسیمینال زیرفضای یک G کنید فرض .٣.٢ لم
آنگاه ،w٠ ∈ PW (E) اگر باشد. X در کراندار مجموعه یک E کنید فرض باشد. X از زیرفضا

.w٠ +G ∈ PW/G(E/G)

X/G در کراندار مجموعه یک E/G ،٢.٢ لم طبق است، X در کراندار مجموعه یک E چون برهان.
بنابراین .w٠+G /∈ PW/G(E/G) کنید فرض خلف، برهان به و w٠ ∈ PW (E) کنید فرض باشد. می

که قسمی به w′ ∈ W دارد وجود

sup
e∈E

∥e− w
′
+G∥ < sup

e∈E
∥e− w٠ +G∥ ≤ sup

e∈E
∥e− w٠∥ = d(E,W ). (٣.٢)

داریم: e ∈ E هر برای دیگر، طرف از

∥e− w
′
+G∥ = inf

g∈G
∥e− w

′ − g∥.

قسمی به g٠ ∈ G دارد وجود ،e ∈ E هر و ε > ٠ هر برای inf مشخصه خاصیت طبق نتیجه در
که

∥e− w
′ − g٠∥ ≤ ∥e− w

′
+G∥+ ε. (۴.٢)

داریم: درنتیجه ،w′
+ g٠ ∈ W چون

d(E,W ) = inf
(w′+g٠)∈W

sup
e∈E

∥e− (w
′
+ g٠)∥

≤ sup
e∈E

∥e− (w
′
+ g٠)∥

(۴·٢)
≤ sup

e∈E
∥e− w

′
+G∥+ ε.

داریم: بنابراین

d(E,W ) ≤ sup
e∈E

∥e− w
′
+G∥. (۵.٢)

داریم: (۵ · ٢) و (٣ · ٢) روابط طبق

d(E,W ) ≤ sup
e∈E

∥e− w
′
+G∥ < d(E,W )

داریم: بنابراین است. غیرممکن این که

w٠ +G ∈ PW/G(E/G).



١۵ قسمتی خارج فضاهای در چبیشف همزمان طور به و پروکسیمیتی طورهمزمان به .٢.٢

W ⊇ G و X نرمدار خطی فضای یک از پروکسیمینال زیرفضای یک G کنید فرض .١.٢ نتیجه
به زیرفضای یک W/G آنگاه باشد، X در پروکسیمینال طورهمزمان به W اگر باشد. X زیرفضااز یک

است. X/G از پروکسیمینال طورهمزمان

X در پروکسیمینال طورهمزمان به W چون باشد، X در کراندار مجموعه یک E کنید فرض برهان.
. w٠ ∈ PW (E) که قسمی به ،w٠ ∈ W دارد وجود ،X ⊇ E کراندار مجموعه هر برای آنگاه است،

داریم: ٣.٢ لم طبق بنابراین
w٠ +G ∈ PW/G(E/G).

است. X/G از پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضای W/Gیک بنابراین

یک W ⊇ G و X نرمدار خطی فضای یک از پروکسیمینال زیرفضای یک G کنید فرض .٢.٢ نتیجه
E کراندار مجموعه هر برای آنگاه باشد، X در پروکسیمینال طورهمزمان به W اگر باشد. X از زیرفضا

داریم: ،X در

π
(
PW (E)

)
⊆ PW/G(E/G).

نگاشت تعریف طبق .w٠+G ∈ PW/G(E/G) آنگاه ،w٠ ∈ PW (E) اگر داریم، ٣.٢ لم طبق برهان.
باشیم: داشته اگر بنابراین .π(e) = e+G ضابطه با π : E −→ E/G داریم قسمتی خارج

w٠ ∈ PW (E)

داریم: آنگاه

π(w٠) ∈ π(PW (E)) (١)

داریم: درنتیجه ،w٠ +G ∈ PW/G(E/G) و π(w٠) = w٠ +G داریم ازطرفی

π(w٠) ∈ PW/G(E/G). (٢)

داریم: (٢) و (١) روابط از بنابراین

π(PW (E)) ⊆ PW/G(E/G).

یک W ⊇ G و X نرمدار خطی فضای یک از پروکسیمینال زیرفضای یک G کنید فرض .١.٢ گزاره
که قسمی به باشد X در کراندار مجموعه یک E اگر باشد. X از زیرفضا

w٠ +G ∈ PW/G(E/G) و g٠ ∈ PG(E − w٠) (۶.٢)

داریم: آنگاه



قسمتی خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢ ١۶

w٠ + g٠ ∈ PW (E).

داریم: (۶ · ٢) رابطه و ١.٢ لم طبق برهان.

sup
e∈E

∥e− w٠ − g٠∥ = inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− w٠ − g∥

= sup
e∈E

inf
g∈G

∥e− w٠ − g∥

= sup
e∈E

∥e− w٠ +G∥

≤ sup
e∈E

∥e− w +G∥ ∀w ∈ W

≤ sup
e∈E

∥e− w∥ ∀w ∈ W

= d(E,W ).

داریم: بنابراین

sup
e∈E

∥e− (w٠ + g٠)∥ ≤ sup
e∈E

∥e− w∥ ∀w ∈ W.

داریم: درنتیجه است، W در E از همزمان تقریب بهترین w٠ + g٠ بنابراین ،w٠ + g٠ ∈ W چون

w٠ + g٠ ∈ PW (E).

W ⊇ G و باشد X نرمدار خطی فضای یک از پروکسیمینال زیرفضای یک G کنید فرض .١.٢ قضیه
داریم: ،X در E کراندار مجموعه هر برای آنگاه باشد. X از پروکسیمینال طورهمزمان به زیرفضای یک

π
(
PW (E)

)
= PW/G(E/G).

داریم: ،٢.٢ نتیجه طبق برهان.

π
(
PW (E)

)
⊆ PW/G(E/G). (٧.٢)

به W/G ،١.٢ نتیجه طبق است، X از پروکسیمینال طورهمزمان به زیرفضای یک W چون
کنید فرض حال، .PW/G(E/G) ̸= ϕ بنابراین است، X/G در پروکسیمینال طورهمزمان

w٠ +G ∈ PW/G(E/G) (٨.٢)

که قسمی به g٠ ∈ G دارد وجود ،G پروکسیمینالیتی طورهمزمان به طبق .w٠ ∈ W که



١٧ قسمتی خارج فضاهای در چبیشف همزمان طور به و پروکسیمیتی طورهمزمان به .٢.٢

g٠ ∈ PG(E − w٠). (٩.٢)

.w٠+g٠ ∈ PW (E) که گیریم می نتیجه دیدیم، ١.٢ گزاره در آنچه و (٢·٩) و روابط(٢·٨) طبق آنگاه
داریم: قسمتی خارج نگاشت تعریف طبق بنابراین

π(w٠ + g٠) = w٠ +G ∈ π
(
PW (E)

)
. (١٠.٢)

داریم: (١٠ · ٢) و (٨ · ٢) روابط از درنتیجه

PW/G(E/G) ⊆ π
(
PW (E)

)
. (١١.٢)

داریم: (١١ · ٢) و (٧ · ٢) روابط از بنابراین
π
(
PW (E)

)
= PW/G(E/G).

طور به G اگر باشند. X نرمدار خطی فضای یک از زیرفضاهایی G و W کنید فرض .٣.٢ نتیجه
هستند: معادل باهم زیر شرایط آنگاه باشد، X از زیرفضا یک W ⊇ G و X در پروکسیمینال همزمان

است. X/G در پروکسیمینال همزمان طور به W/G(١

است. X در پروکسیمینال همزمان طور به W +G(٢

.(٢) ⇐= (١) برهان.
یک E/G داریم ،٢.٢ لم طبق آنگاه باشد. X در دلخواه کراندار مجموعه زیر یک E کنید فرض
طورهمزمان به W/G اینکه و (W + G)/G = W/G چون است. X/G در کراندار زیرمجموعه

نتیجه در است، X در پروکسیمینال طورهمزمان به هم G و X/G در پروکسیمینال
که قسمی به دارد وجود g٠ای ∈ G و w٠ +G ∈ (W +G)/G

w٠ +G ∈ P(W+G)/G(E/G) و g٠ ∈ PG(E − w٠).

درنتیجه .w٠ + g٠ ∈ PW+G(E) که گیریم می نتیجه دیدیم، ١.٢ گزاره در آنچه طبق حال،
است. X در پروکسیمینال همزمان طور به W +G بنابراین ،PW+G(E) ̸= ϕ

.(١) ⇐= (٢)
طورهمزمان به زیرفضای یک G و G ⊆ W+G Xو در پروکسیمینال همزمان طور W+Gبه چون
به (W +G)/G = W/G داریم ،١.٢ نتیجه طبق آنگاه است، X نرمدار خطی فضای از پروکسیمینال

است. X/G در پروکسیمینال همزمان طور



قسمتی خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢ ١٨

همزمان طور به G اگر باشند. X نرمدار خطی فضای از زیرفضاهایی G و W کنید فرض .٢.٢ قضیه
هستند: معادل هم با زیر شرایط آنگاه باشد، X از زیرفضا یک W ⊇ G و X در چبیشف

است. X/G در چبیشف همزمان طور به W/G(١

است. X در چبیشف همزمان طور به W +G(٢

.(٢) ⇐= (١) برهان.
فرض خلف برهان به است. X/G در چبیشف همزمان طور به (W +G)/G = W/G فرض طبق
دارای E که قسمی به دارد وجود X از E کراندار زیرمجموعه یک حداقل آنگاه نباشد، برقرار (٢) کنید

باشیم: داشته و باشند W +G در ℓ١ و ℓ٠ کنید فرض باشد، W +G در همزمان تقریب بهترین دو

ℓ٠, ℓ١ ∈ PW+G(E). (١٢.٢)

داریم: ٣.٢ لم طبق ،G ⊆ W +G چون

ℓ٠ +G, ℓ١ +G ∈ P(W+G)/G(E/G) = PW/G(E/G).

است. X/G در چبیشف همزمان طور به W/G که فرض این با است تناقض یک این بنابراین
. ℓ١ = ℓ٠ + g٠ که قسمی به g٠ ∈ G \ {٠} دارد وجود آنگاه .ℓ٠ +G = ℓ١ +G همچنین

داریم: (١٢ · ٢) رابطه طبق بنابراین

sup
e∈E

∥(e− ℓ٠)− g٠∥ = sup
e∈E

∥e− (ℓ٠ + g٠)∥

= sup
e∈E

∥e− ℓ١∥

= sup
e∈E

∥e− ℓ٠∥

= d(E,W +G)

= d(E − ℓ٠,W +G)

≤ d(E − ℓ٠, G).

داریم: بنابراین

sup
e∈E

∥(e− ℓ٠)− g٠∥ ≤ d(E − ℓ٠, G)

و
sup
e∈E

∥(e− ℓ٠)− ٠∥ ≤ d(E − ℓ٠, G).



١٩ قسمتی خارج فضاهای در چبیشف همزمان طور به و پروکسیمیتی طورهمزمان به .٢.٢

داریم: بنابراین
g٠ ∈ PG(E − ℓ٠) و ٠ ∈ PG(E − ℓ٠).

طور به G بنابراین هستند. G در E − ℓ٠ های تقریب بهترین همزمان طور به ٠ و g٠ نتیجه در
است. تناقض یک این که نیست، X در چبیشف همزمان

.(١) ⇐= (٢)
موجود X از E کراندار زیرمجموعه یک حداقل آنگاه نباشد، برقرار (١) کنید فرض خلف برهان به
است. w′

+ G و w + G مانند W/G در همزمان تقریب بهترین دو دارای E/G که قسمی به است
.(∗) w − w

′
/∈ G بنابراین ،w +G,w

′
+G ∈ PW/G(E/G) یعنی

از g′ و g همزمان های تقریب بهترین ترتیب به است، X در پروکسیمینال همزمان طور به G چون
یعنی: دارند. وجود G در E − w

′ و E − w

g ∈ PG(E − w) و g
′ ∈ PG(E − w

′
).

و G ⊆ W +G چون

w +G,w
′
+G ∈ PW/G(E/G) = P(W+G)/G(E/G)

داریم: ١.٢ گزاره طبق آنگاه

w + g و w′
+ g

′ ∈ PW+G(E).

داریم: آنگاه است. X در چبیشف همزمان طور به W +G اما،
w + g = w

′
+ g

′
.

داریم: بنابراین
w − w

′ ∈ G

است. (∗) با تناقض یک این که

اگر باشد. X نرمدار خطی فضای از چبیشف همزمان طور به زیرفضای یک G کنید فرض .۴.٢ نتیجه
: هستند معادل زیر شرایط آنگاه باشد، X از زیرفضا یک W ⊇ G

است. X در چبیشف همزمان طور به W (١

است. X/G در چبیشف همزمان طور به W/G(٢



قسمتی خارج فضاهای در همزمان تقریب بهترین .٢ ٢٠

طور به W + G ،٢.٢ قضیه طبق باشد، X/G در چبیشف طورهمزمان به W/G کنید فرض برهان.
یک W ⊇ G و X در چبیشف همزمان طور به زیرفضای یک G چون است. X در چبیشف همزمان

است. X در چبیشف همزمان طور به W +G = W بنابراین است، X از زیرفضا

شود. می اثبات مشابه طور به هم عکس حالت



٣ فصل

طورهمزمان به زیرفضاهای مجموع
پروکسیمینال

مقدمه ١.٣

انعکاسی G که قسمی به Xباشند، باناخ فضای یک از دوزیرفضا G و F اگر کنیم می اثبات فصل دراین
اینکه شرط به است، پروکسیمینال طورهمزمان به F +G آنگاه باشد، پروکسیمینال طورهمزمان به F و

آوریم. می بدست را دیگری مشابه نتایج همچنین باشد. بسته F +G و البعد متناهی F ∩G

کنیم: می یادآوری را ١٢.١ تعریف ابتدا
زیرمجموعه یک E و X نرمدار فضای ازیک بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض

اگر شود، می نامیده G از E همزمان تقریب بهترین ،g٠ ∈ G نقطه یک باشد. X از کراندار

d(E,G) = inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥ = sup
e∈E

∥e− g٠∥

X ⊃ E کراندار مجموعه هر اگر شود، می نامیده پروکسیمینال طورهمزمان Xبه ⊃ G زیرفضای یک
باشد. همزمان تقریب بهترین نقطه یک حداقل دارای

E و X نرمدار فضای از پروکسیمینال همزمان طور به فضای زیر یک F کنید فرض .١.٣ قضیه
Xدر پروکسیمینال همزمان طور به E + F اگر باشد. بسته E + F که طوری به Xباشد از زیرفضایی

است. X⧸F در پروکسیمینال همزمان طور به (E + F )⧸F آنگاه باشد،

زیرمجموعه ،٢.٢ لم به توجه با باشد. X/F از ناتهی کراندار زیرمجموعه یک B کنید فرض برهان.
که قسمی به دارد وجود A ⊂ X مانند کرانداری

B = A/F.
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است، X در پروکسیمینال همزمان طور به E + F چون باشد. ā ∈ A/F و a ∈ A کنید فرض
داریم: g ∈ E + F هر برای که قسمی به ،g٠ ∈ E + F دارد وجود

d(A,E + F ) = inf
g∈E+F

sup
a∈A

∥a− g∥

= sup
a∈A

∥a− g٠∥

≤ sup
a∈A

∥a− g∥.

داریم: g ∈ E + F هر برای حال

sup
a∈A

∥ā− ḡ٠∥ = sup
a∈A

∥a− g٠∥

= sup
a∈A

∥a− g٠ + F∥

= sup
a∈A

(inf
w∈F

∥a− g٠ − w∥)

≤ sup
a∈A

∥a− g٠∥

≤ sup
a∈A

∥a− g∥.

داریم: ای w ∈ F و g ∈ E + F هر برای بنابراین، است، X از زیرفضا یک E + F چون

sup
a∈A

∥ā− ḡ٠∥ ≤ sup
a∈A

∥a− g − w∥.

داریم: نتیجه در

sup
a∈A

∥ā− ḡ٠∥ = sup
a∈A

inf
w∈F

∥a− g٠ − w∥ ≤ sup
a∈A

inf
w∈F

∥a− g − w∥ = sup
a∈A

∥ā− ḡ∥.

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥ā− ḡ٠∥ ≤ sup
a∈A

∥ā− ḡ∥.

است. X/F در پروکسیمینال همزمان طور به (E + F )/F بنابراین



٢٣ مقدمه .١.٣

طور Gبه آنگاه باشد، X باناخ فضای یک از بازتابی(انعکاسی) فضای زیر یک G اگر .٢.٣ قضیه
است. X در پروکسیمینال همزمان

قسمی به دارد وجود gk ∈ G دنباله یک آنگاه باشد، X از کراندار زیرمجموعه یک A کنید فرض برهان.
که

lim
k→∞

sup
a∈A

∥a− gk∥ = d(A,G) = inf
g∈G

sup
a∈A

∥a− g∥. (∗)

همگراست. که ،R در کراندار دنباله یک Sk = sup
a∈A

∥a− gk∥ بنابراین

باشیم: داشته مثبت، صحیح اعداد از k ∈ N هر برای که قسمی به ،M١ > ٠ دارد وجود بنابراین

∥Sk∥ = sup
a∈A

∥a− gk∥ ≤ M١.

که قسمی به دارد وجود M٢ > ٠ ،a ∈ A هر برای است، کراندار A چون

sup
a∈A

∥a∥ ≤ M٢.

داریم: k ∈ N هر برای حال

∥gk∥ ≤ ∥gk − a∥+ ∥a∥

≤ sup
a∈A

∥gk − a∥+ sup
a∈A

∥a∥

≤ M١ +M٢ = M.

است. Gدر کراندار دنباله یک ،{gk} بنابراین
داریم: است، انعکاسی G چون

B(٠,M) = {g ∈ G : ∥g∥ ≤ M} ⊆ G = G∗∗.

است. کراندار نرم با بسته ضعیف طور به B(٠,M) بنابراین
زیردنباله بنابراین است، فشرده ضعیف طور به B(٠,M) گوی ،١.١ نتیجه طبق است انعکاسی G چون

است. gkr w−→ g٠ ،g٠ ∈ G یک حداقل برای که طوری به دارد وجود (gk) از (gkr)

ضعیف همگرای تعریف و a ∈ A و ∥x∗
i ∥ = ١ و x∗

i ∈ X∗ کراندار خطی تابع هر برای بنابراین
داریم:

lim
kr→∞

|x∗
i (gkr − a)| ≤ lim

kr→∞
sup
a∈A

|x∗
i (gkr − a)|.

داریم: بنابراین
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sup
a∈A

lim
kr→∞

|x∗
i (gkr − a)| ≤ lim

kr→∞
sup
a∈A

|x∗
i (gkr − a)|. (∗∗)

داریم: بنابراین ،(g٠) به ضعیف همگرای (gkr) اما

lim
kr→∞

x∗
i (gkr − a) = lim

kr→∞
x∗
i (gkr)− x∗

i (a) = x∗
i (g٠)− x∗

i (a) = x∗
i (g٠ − a).

داریم: بنابراین

sup
a∈A

|x∗
i (g٠ − a)| = sup

a∈A
lim

kr→∞
|x∗

i (gkr − a)|

(∗∗)
≤ lim

kr→∞
sup
a∈A

|x∗
i (gkr − a)|

≤ lim
kr→∞

sup
a∈A

sup
∥x∗

i ∥=١
|x∗

i (gkr − a)|.

داریم: ،∥(gkr − a)∥ = sup
∥x∗

i ∥=١ و x∗
i∈X∗

|x∗
i (gkr − a)| ،٢.١ نتیجه طبق چون

sup
a∈A

|x∗
i (g٠ − a)| ≤ lim

kr→∞
sup
a∈A

∥(gkr − a)∥

≤ lim
k→∞

sup
a∈A

∥(gk − a)∥

(∗)
= d(A,G).

داریم: ،٢.١ نتیجه از استفاده با بنابراین

sup
a∈A

sup
∥x∗

i ∥=١ و x∗
i∈X∗

|x∗
i (g٠ − a)| = sup

a∈A
∥(g٠ − a)∥ ≤ d(A,G). (١)

اما

d(A,G) ≤ sup
a∈A

∥(g٠ − a)∥. (٢)

داریم: (٢) و (١) روابط از بنابراین

d(A,G) = sup
a∈A

∥(g٠ − a)∥.

است. X در پروکسیمینال همزمان طور به G بنابراین



٢۵ مقدمه .١.٣

طور به F و انعکاسی E و باشند X باناخ فضای از زیرفضا دو F و E کنید فرض .٣.٣ قضیه
همزمان طور به (E +F )/F آنگاه باشد. بسته X در E + F که طوری به باشد، پروکسیمینال همزمان

است. X/F در پروکسیمینال

قضیه طبق چون و E ∩ F ⊆ E و است بسته X در E ∩ F فضای و است انعکاسی E چون برهان.
است. Eانعکاسی ∩F آنگاه است، انعکاسی خودش انعکاسی فضای یک از بسته ی زیرمجموعه هر ای
نگاشت برای حال .(E+F )/F با است یکریخت(ایزومورفیسم) جبری طور به E/(E ∩F ) دانیم می

T : E/(E ∩ F ) −→ (E + F )/F

داریم: T (x+ (E ∩ F )) = x+ F توسط شده تعریف

∥T∥ ≤ ١.

(E+F )/F ،(٢.١ (قضیه باز نگاشت قضیه طبق آنگاه هستند، باناخ فضاهای X و E+F چون
هستند. ( یکریخت ) ایزومورفیسم E/(E ∩ F ) و

(E+F )/F ،٢.٣ قضیه طبق اینرو از است. انعکاسی (E+F )/F پس است، Eانعکاسی چون بنابراین
است. X/F در پروکسیمینال همزمان طور به

کراندار زیرمجموعه یک A و باشد X٢ و X١ از p−جمع یک ،X = X١ ⊕X٢ کنید فرض .١.٣ گزاره
داریم: آنگاه .A٢ ⊆ X٢ و A١ ⊆ X١ که A = A١ ⊕ A٢ که قسمی به باشد X از

sup
a∈A

∥a∥p = sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p.

دانیم: می همواره برهان.

sup
a∈A

∥a∥p ≤ sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p . (∗)

زیرا:
دهیم: می قرار .Ap = A١

p ⊕ A٢
p ،١ ≤ p ≤ ∞ هر برای پس ،A = A١ ⊕ A٢

Ap := {∥a∥p : a ∈ A}

و
A١

p := {∥a١∥p : a١ ∈ A١}
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و
A٢

p := {∥a٢∥p : a٢ ∈ A٢}

داریم: بنابراین
∥a∥p = ∥a١∥p + ∥a٢∥p

داریم: درنتیجه
∥a∥p = ∥a١ + a٢∥p = ∥a١∥p + ∥a٢∥p

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥a∥p ≤ sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p .

کنیم: می ثابت حال

sup
a∈A

∥a∥p ≥ sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p .

کنید فرض خلف برهان به .a٢ ∈ A٢ و a١ ∈ A١ که a = a١ + a٢ آنگاه ،a ∈ A کنید فرض

sup
a∈A

∥a∥p < sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p

داریم: آنگاه

sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p − sup
a∈A

∥a∥p > ٠ . (٣)

قسمی به دارد وجود x٢ ∈ A٢ و x١ ∈ Aشده،١ داده ε > ٠ هر برای ،sup مشخصه خاصیت طبق
تعریف به توجه با بنابراین sup

a١∈A١

∥a١∥p− ε < ∥x١∥p (٢) و sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p− ε < ∥x٢∥p (١) که

داریم: p−جمع

∥x١∥p + ∥x٢∥p = ∥x١ + x٢∥p

(١),(٢)
> sup

a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p − ٢ε . (۴)

دهیم: می قرار (٣) شماره نامساوی به توجه با

٢ε = sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p − sup
a∈A

∥a١ + a٢∥p > ٠ . (۵)

داریم: (۵) و (۴) روابط به توجه با بنابراین
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∥x١ + x٢∥p > sup
a∈A

∥a١ + a٢∥p .

داریم: بنابراین دارد، sup مفهوم با تناقض که

sup
a∈A

∥a∥p ≥ sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p . (∗∗)

داریم: (∗∗) و (∗) های نامساوی به توجه با بنابراین

sup
a∈A

∥a∥p = sup
a١∈A١

∥a١∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢∥p .

F ⊆ X٢ و E ⊆ X١ اگر باشد. X٢ و X١ از p−جمع یک ،X = X١ ⊕X٢ کنید فرض .۴.٣ قضیه
پروکسیمینال همزمان طور به E ⊕F آنگاه باشند، X٢ و X١ در پروکسیمینال همزمان طور به ترتیب به

است. X در

هر برای ،X٢ و X١ از p−جمع یک X چون باشد. X از کراندار زیرمجموعه یک A کنید فرض برهان.
دهیم: قرار اگر بنابراین، .a = a١ + a٢ که قسمی به a٢ ∈ X٢ و a١ ∈ X١ دارد وجود aای، ∈ A

A١ = {a١ ∈ X١ : a = a١ + a٢ ∈ A} ⊆ X١

و
A٢ = {a٢ ∈ X٢ : a = a١ + a٢ ∈ A} ⊆ X٢

کراندارند، هایی مجموعه A٢ و A١ که است بدیهی است، کراندار A چون . A = A١
⊕

A٢ آنگاه
زیرا:

∥a١ + a٢∥p = ∥a١∥p + ∥a٢∥p ≥ max
(
∥a١∥p, ∥a٢∥p

)
.

و e١ ∈ E آنگاه هستند، پروکسیمینال طورهمزمان به X٢ و X١ در ترتیب به F و E که آنجا از
داریم: zای ∈ F و e ∈ E هر برای که طوری به دارد وجود ای f١ ∈ F

sup
a١∈A١

∥a١ − e١∥P ≤ sup
a١∈A١

∥a١ − e∥P (١)

و
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sup
a٢∈A٢

∥a٢ − f١∥P ≤ sup
a٢∈A٢

∥a٢ − z∥P . (٢)

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥a− (e١ + f١)∥P = sup
a∈A

∥a١ + a٢ − (e١ + f١)∥P

= sup
a∈A

(
∥a١ − e١∥p + ∥a٢ − f١∥P

)
.

داریم: z ∈ F و e ∈ E هر برای ،(٢) و (١) روابط و ١.٣ گزاره از استفاده با حال

sup
a∈A

∥a− (e١ + f١)∥P = sup
a∈A

∥a١ − e١∥p + sup
a∈A

∥a٢ − f١∥P

(١),(٢)
≤ sup

a١∈A١

∥a١ − e∥p + sup
a٢∈A٢

∥a٢ − z∥P

= sup
a∈A

(
∥a١ − e∥p + ∥a٢ − z∥P

)
= sup

a∈A
∥a١ + a٢ − (e+ z)∥P .

داریم: z ∈ F و e ∈ E هر برای بنابراین

sup
a∈A

∥a− (e١ + f١)∥P ≤ sup
a∈A

∥a− (e+ z)∥P .

است. E ⊕ F در X ⊇ A از همزمان تقریب بهترین e١ + f١ بنابراین

کنیم. می راثابت پروکسیمینال زیرفضاهای مجموع به مربوط نتایج برخی بخش دراین

باناخ فضای به X باناخ فضای از خطی عملگر یک T کنید فرض .(١ بسته گراف (قضیه ۵.٣ قضیه
پیوسته T آنگاه ،Tx = y آنگاه ،Y در Txn −→ y و X در xn −→ x زمان هر که قسمی به باشد، Y

است.

است. کراندار و خطی پیوسته، تابع .١.٣ یادآوری

١Closed Graph Theorem



٢٩ مقدمه .١.٣

پروکسیمینال همزمان طور به F و باشند X باناخ فضای از زیرفضا دو G و F کنید فرض .۶.٣ قضیه
طور به F + G آنگاه باشد. بسته F + G و البعد متناهی F ∩ G که قسمی به باشد انعکاسی G و

است. X در پروکسیمینال همزمان

کراندار زیرمجموعه یک A کنید فرض کنیم. می ثابت F ∩G = {٠} حالت برای را قضیه اول برهان.
که قسمی به دارد وجود G در {gk} و F در {fk} دنباله یک آنگاه باشد. X از

sup
a∈A

∥a− (fk + gk)∥ −→ d(A,F +G).

همگراست. که ،R در کراندار دنباله یک Sk = sup
a∈A

∥a− (fk + gk)∥ بنابراین

aای، ∈ Aهر برای است، Aکراندار چون .|Sk| ≤ M١ که قسمی به دارد وجود M١ای > ٠ بنابراین
.sup
a∈A

∥a∥ ≤ M٢ که قسمی به دارد وجود M٢ > ٠
داریم:

∥fk + gk∥ ≤ ∥fk + gk − a∥+ ∥a∥.

داریم: بنابراین

∥fk + gk∥ ≤ sup
a∈A

∥fk + gk − a∥+ sup
a∈A

∥a∥

≤ M١ +M٢ = M. (١)

.F +G در کراندار دنباله یک (fk + gk)بنابراین

طبق ،P (F ) = ٠ و است کراندار P (f + g) = g ضابطه با ،P : F + G −→ G عملگر چون
داریم: بسته گراف قضیه

∥gk∥ = ∥P (fk + gk)∥

≤ ∥P∥∥fk + gk∥

≤ ∥fk + gk∥
(١)
≤ M.

است. کراندار fk همچنین و است کراندار gk بنابراین
داریم: است، انعکاسی G چون
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B(٠,M) = {g ∈ G : ∥g∥ ≤ M} ⊆ G = G∗∗.

است. کراندار نرم با بسته ضعیف طور به B(٠,M) بنابراین
،{gk} بنابراین، است، فشرده ضعیف طور به B(٠,M) گوی ،١.١ نتیجه طبق است، انعکاسی G چون
از استفاده با بنابراین دارد. g٠ ∈ G یک حداقل برای gkr → g٠ همگرا ضعیف طور به زیردنباله یک

محدب ترکیب صورت به ای دنباله ،٣.١ نتیجه

∧
gk =

∑
i∈Ik

λigi

و λi ≥ ٠ اعدادصحیح، از صعودی دنباله Pk ،Ik = {i : Pk < i ≤ Pk+١} که قسمی به دارد وجود
کنید فرض حال .∥ ∧

gk − g٠∥ −→ ٠ که قسمی به ،
∑
i∈Ik

λi = ١

∧
fk =

∑
i∈Ik

λifi

داریم: آنگاه

sup
a∈A

∥a− (
∧
fk +

∧
gk)∥ = sup

a∈A

∥∥∥∥∑
i∈Ik

λi(a− fi − gi)

∥∥∥∥
≤ sup

a∈A

∑
i∈Ik

λi∥a− fi − gi∥

≤
∑
i∈Ik

λi sup
a∈A

∥a− fi − gi∥.

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥a− (
∧
fk +

∧
gk)∥ ≤

∑
i∈Ik

λi sup
a∈A

∥a− fi − gi∥

داریم: fi ∈ F و gi ∈ G هر ازای به همواره بنابراین

sup
a∈A

∥a− (
∧
fk +

∧
gk)∥ ≤ sup

a∈A
∥a− fi − gi∥.

داریم: نتیجه در

sup
a∈A

∥a− (
∧
fk +

∧
gk)∥ ≤ inf

fi∈F,gi∈G
sup
a∈A

∥a− fi − gi∥ = d(A,F +G).

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥a−
∧
fk −

∧
gk∥ −→ d(A,F +G).



٣١ مقدمه .١.٣

داریم: همچنین

sup
a∈A

∥a− (
∧
fk + g٠)∥ ≤ sup

a∈A

(
∥a− (

∧
fk +

∧
gk)∥+ ∥ ∧

gk − g٠∥
)

= sup
a∈A

∥a− (
∧
fk +

∧
gk)∥.

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥a− (
∧
fk + g٠)∥ −→ d(A,F +G).

آنگاه باشد، F در A− g٠ مجموعه همزمان تقریب از نقطه یک f٠ کنید فرض

sup
a∈A

∥a− (f٠ + g٠)∥ = sup
a∈A

∥a− f٠ − g٠∥ ≤ sup
a∈A

∥a−
∧
fk − g٠∥ −→ d(A,F +G)

و

d(A,F +G) ≤ sup
a∈A

∥a− (f٠ + g٠)∥.

داریم: بنابراین

sup
a∈A

∥a− (f٠ + g٠)∥ = d(A,F +G).

است. پروکسیمینال همزمان طور به F +G بنابراین

ازنتیجه استفاده با باشد، البعد متناهی F ∩G اگر بنابراین، باشد. F ∩G ̸= {٠} کنیم فرض حال
.F ∩G١ = {٠} با F +G = F +G١ که قسمی به کنیم، می پیدا G از G١ بسته زیرفضای یک ،۴.١

است. پروکسیمینال همزمان طور به F +G بنابراین





۴ فصل

f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای
قسمت خارج فضاهای و

مقدمه ١.۴

کنیم. می معرفی را باناخ فضاهای در f−پروکسیمینال همزمان طور به مفهوم فصل این در
کنیم: می یادآوری را ١٢.١ شماره تعریف ابتدا

تقریب بهترین ،g٠ ∈ G نقطه یک باشد. X از بسته زیرفضا یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض
اگر شود، می نامیده X ⊇ E کراندار مجموعه همزمان

d(E,G) = inf
g∈G

sup
e∈E

∥e− g∥ = sup
e∈E

∥e− g٠∥.

کراندار مجموعه هر اگر شود، می نامیده پروکسیمینال همزمان طور به X ⊇ G فضای زیر یک
باشد. G در همزمان تقریب بهترین نقطه یک دارای X ⊇ E

استفاده با باشد. [٠,∞) در شده تعریف صعودی و پیوسته و نامنفی مقدار حقیقی تابعی f کنید فرض
طور به مورد در نتایج برخی اثبات به ،X باناخ فضای در f−پروکسیمینال همزمان طور به ازمفهوم

پردازیم. می X از G و F فضای زیر دو مجموع بودن f−پروکسیمینال همزمان

هستند. بسته پروکسیمینال، های مجموعه دانیم می

کنیم: می یادآوری را ١۴.١ شماره تعریف حال
X ⊇ E متناهی مجموعه برای باشد. X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض

کنیم: می تعریف ،f : [٠,∞) −→ [٠,∞) پیوسته صعودی تابع و



قسمت خارج فضاهای و f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای .۴ ٣۴

df (E,G) = inf
g∈G

{
∑
e∈E

f(∥e− g∥)}.

گوییم: می شود، اخذ اگر اما شود، نمی اخذ لزوما inf که است بدیهی
است. X در f−پروکسیمینال همزمان طور به G

پروکسیمینال مفهوم همان مفهوم این آنگاه ،f(x) = x و باشد ١ برابر E کاردینالیتی اگر که است بدیهی
است. پروکسیمینال X در G گوییم می یعنی بود، خواهد ١٠.١ تعریف در

زیرفضا دو جمع در f−پروکسیمینالیتی همزمان طور به ٢.۴

پردازیم. می زیرفضا دو مجموع از f−پروکسیمینالیتی به مربوط نتایج برخی بیان به بخش دراین

داریم: مثبت حقیقی اعداد از B و A مجموعه دو هر ازای به .١.۴ گزاره

infA+ infB = inf(A⊕B) (١.۴)

آن در که

(A⊕B) = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

دانیم می برهان.
infA+ infB ≤ inf(A⊕B). (∗)

کنیم: می ثابت حال
infA+ infB ≥ inf(A⊕B).

خلف) کنید(فرض فرض معکوس نابرابری برای

infA+ infB < inf(A⊕B). (١)

به دارد، وجود b ∈ B و a ∈ A شده، داده ε > ٠ هر برای ،inf مشخصه خاصیت طبق آنگاه
.٠ < b < infB + ε (٣) و ٠ < a < infA+ ε (٢) که طوری

داریم: (١) رابطه به توجه با بنابراین

٠ < inf(A⊕B)− infA− infB. (۴)

دهیم: می قرار (۴) نامساوی به توجه با بنابراین
٢ε < inf(A⊕B)− infA− infB. (۵)



٣۵ زیرفضا دو جمع در F−پروکسیمینالیتی همزمان طور به .٢.۴

داریم: (٣) و (٢) روابط از بنابراین

٠ < a+ b < infA+ infB + ٢ε
(۵)
< infA+ infB + inf(A⊕B)− infA− infB

= inf(A⊕B)

داریم: بنابراین است. تناقض یک این که

infA+ infB ≥ inf(A⊕B). (∗∗)

داریم: (∗∗) و (∗) روابط از بنابراین

.infA+ infB = inf(A⊕B).

E و X باناخ فضای از f−پروکسیمینال همزمان طور به فضای زیر یک F کنید فرض .١.۴ قضیه
هستند: زیرمعادل های گزاره آنگاه باشد. بسته E + F که طوری به باشد X از زیرفضایی

است. X در f−پروکسیمینال همزمان طور به E + F (١

است. X⧸F در f−پروکسیمینال همزمان طور به (E + F )⧸F (٢

.(٢) ⇐= (١) برهان.

f−پروکسیمینال همزمان طور به E + F که آنجا از باشد. x̄١, x̄٢, . . . , x̄n ∈ X⧸F کنید فرض
به دارد، وجود ای y ∈ E + F ( f−پروکسیمینال همزمان طور به تعریف (طبق آنگاه است، X در

هر برای که طوری
داریم: z ∈ E + F

n∑
i=١

f(∥xi − y∥) ≤
n∑

i=١
f(∥xi − z∥). (∗)

داریم: این بر علاوه



قسمت خارج فضاهای و f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای .۴ ٣۶

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) =
n∑

i=١
f(∥xi − y∥)

=
n∑

i=١
f(∥xi − y + F∥)

=
n∑

i=١
f(inf

h∈F
∥xi − y − h∥)

≤
n∑

i=١
f(∥xi − y∥) fصعودی) (چون

(∗)
≤

n∑
i=١

f(∥xi − z∥)

داریم: z ∈ E + F هر برای بنابراین

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) ≤
n∑

i=١
f(∥xi − z∥).

داریم: ای w ∈ F هر و z ∈ E + F هر برای بنابراین است، Xاز زیرفضا Eیک + F اما

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) =
n∑

i=١
f(∥xi − y∥)

=
n∑

i=١
f(∥xi − y + F∥)

≤
n∑

i=١
f(∥xi − z + F∥)

=
n∑

i=١
f(inf

ℓ∈F
∥xi − z − ℓ∥)

≤
n∑

i=١
f(inf

w∈F
∥xi − z − w∥) ∀w ∈ F

=
n∑

i=١
f(∥(xi − z) + F∥)

=
n∑

i=١
f(∥(xi − z)∥)

=
n∑

i=١
f(∥x̄i − z̄∥).

: داریم ،z̄ ∈ (E + F )⧸F هر برای بنابراین



٣٧ زیرفضا دو جمع در F−پروکسیمینالیتی همزمان طور به .٢.۴

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) ≤
n∑

i=١
f(∥x̄i − z̄∥).

است. X⧸F در f−پروکسیمینال همزمان طور به (E + F )⧸F بنابراین

.(١) ⇐= (٢)

و باشد X⧸F در f−پروکسیمینال همزمان طور به (E + F )⧸F کنید فرض
.x̄١, x̄٢, . . . , x̄n ∈ X⧸F و x١, x٢, . . . , xm ∈ X

قسمی به دارد وجود ای ȳ ∈ (E +F )⧸F کنید فرض f−پروکسیمینال) همزمان طور به تعریف (طبق
داریم: ،z̄ ∈ (E + F )⧸F هر برای که

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) ≤
n∑

i=١
f(∥x̄i − z̄∥) (١)

=
n∑

i=١
f(∥xi − z∥)

=
n∑

i=١
f(∥xi − z + F∥)

=
n∑

i=١
f(inf

g∈F
∥xi − z − g∥)

≤
n∑

i=١
f(∥xi − z∥) (∗∗)

اما
n∑

i=١
f(∥x̄i − ȳ∥) =

n∑
i=١

f(∥xi − y∥)

=
n∑

i=١
f(∥xi − y + F∥)

=
n∑

i=١
f(inf

w∈F
{∥xi − y − w∥}).

گیریم: می نتیجه است، صعودی f اینکه ١.۴و گزاره از استفاده با

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) = inf
w∈F

{
n∑

i=١
f∥xi − y − w∥}.

هر برای که طوری به w٠ای، ∈ F دارد وجود است، f−پروکسیمینال همزمان طور به F که آنجا از
داریم: ،z ∈ (E + F )



قسمت خارج فضاهای و f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای .۴ ٣٨

n∑
i=١

f(∥x̄i − ȳ∥) =
n∑

i=١
f(∥xi − y + F∥)

=
n∑

i=١
f(inf

w∈F
∥xi − y − w∥)

=
n∑

i=١
f(∥xi − y − w٠∥)

(∗∗)
≤

n∑
i=١

f(∥xi − z∥).

داریم: z ∈ (E + F ) هر برای پس ،y + w٠ ∈ (E + F ) چون

n∑
i=١

f(∥xi − (y + w٠)∥) ≤
n∑

i=١
(∥xi − z∥).

است. X در پروکسیمینال −f همزمان طور به (E + F ) بنابراین

ستاره ضعیف طور به X∗ گوی آنگاه باشد، نرمدار فضای یک X اگر .(١ (باناخ-آلااغلو ٢.۴ قضیه
است. فشرده

.[٣] به کنید نگاه برهان.

آنگاه باشد، X از بازتابی(انعکاسی) فضای زیر یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض .٣.۴ قضیه
است. Xدر f−پروکسیمینال همزمان طور Gبه

به دارد وجود gk ∈ G دنباله یک فاصله، تعریف طبق .x١, x٢, . . . , xn ∈ X کنید فرض برهان.
که قسمی

lim
k→∞

n∑
i=١

f(∥xi − gk∥) = df (x١, x٢, . . . , xn, G) = inf
g∈G

{
n∑

i=١
f(∥xi − g∥)}. (∗)

همگراست. که ،R در کراندار دنباله یک Sk =
∑n

i=١f(∥xi − gk∥) بنابراین
داریم: اما .|Sk| ≤ M که قسمی به دارد، وجود ای M > ٠ بنابراین

١Banach-Aloglue Theorem



٣٩ زیرفضا دو جمع در F−پروکسیمینالیتی همزمان طور به .٢.۴

n∑
i=١

f(∥gk∥) ≤
n∑

i=١
f(∥xi − gk∥) +

n∑
i=١

f(∥xi∥)

: که است معنی بدین این

n.f(∥gk∥) ≤ M +
n∑

i=١
f(∥xi∥)

داریم: بنابراین

∥gk∥ ≤ f−١(
١
n
(M +

n∑
i=١

f∥xi∥)).

kای، هر برای که طوری به دارد، وجود ای λ پس است. G در کراندار دنباله یک gk بنابراین
باشد. ∥gk∥ ≤ λ

داریم: بنابراین است، انعکاسی G اما

B(٠, λ) = {g ∈ G : ∥g∥ ≤ λ} ⊆ G = G∗∗.

است. کراندار نرم با بسته ستاره ضعیف طور به ،B(٠, λ) بنابراین
gk از gkr زیردنباله بنابراین است، فشرده ستاره ضعیف طور به ،B(٠, λ) باناخ-آلااغلو، قضیه طبق

است. gkr w−→ g٠ ،g٠ ∈ G یک حداقل برای که طوری به دارد وجود
داریم: ضعیف همگرای تعریف و ١ ≤ i ≤ n و ∥x∗

i ∥ = ١ و x∗
i ∈ X∗ هر برای بنابراین

n∑
i=١

f(|x∗
i (g٠ − xi)|) = lim

k→∞

n∑
i=١

f(|x∗
i (gkr − xi)|).

اما

lim
k→∞

n∑
i=١

f(|x∗
i (gkr − xi)|) ≤ lim

k→∞

n∑
i=١

f( sup
xi

∗∈X∗
|xi

∗(gkr − xi)|)

١.١ قضیه
= lim

k→∞

n∑
i=١

f(∥xi − gkr∥)

= lim
k→∞

n∑
i=١

f(∥xi − gk∥)

(∗)
= df (x١, x٢, . . . , xn, G).

داریم: x∗
i ∈ X∗ هر برای بنابراین

n∑
i=١

f(|x∗
i (g٠ − xi)|) ≤ df (x١, x٢, . . . , xn, G).



قسمت خارج فضاهای و f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای .۴ ۴٠

داریم: بنابراین است. برقرار آن sup برای پس است، برقرار x∗
i ∈ X∗ هر برای چون

n∑
i=١

f( sup
xi

∗∈X∗
|x∗

i (g٠ − xi)|) ≤ df (x١, x٢, . . . , xn, G)

داریم: بنابراین

n∑
i=١

f(∥xi − g٠∥) ≤ df (x١, x٢, . . . , xn, G). (١)

چون

df (x١, x٢, . . . , xn, G) = inf
g∈G

{
n∑

i=١
f(∥xi − g∥)} ≤

n∑
i=١

f(∥xi − g٠∥). (٢)

داریم: (٢) و (١) روابط از بنابراین

n∑
i=١

f(∥xi − g٠∥) = df (x١, x٢, . . . , xn, G).

است. Xدر f−پروکسیمینال همزمان طور به G بنابراین

f−پروکسیمینال همزمان طور به F و Eانعکاسی و Xباشند از زیرفضا دو F Eو فرضکنید .۴.۴ قضیه
X در f−پروکسیمینال همزمان طور به E + F آنگاه باشد، بسته X در E + F که طوری به باشد،

است.

قضیه طبق چون و E ∩F ⊆ E و است انعکاسی E که آنجا از است Xبسته در E ∩F فضای برهان.
Eانعکاسی ∩ F آنگاه است، انعکاسی خودش انعکاسی فضای یک از ای بسته ی زیرمجموعه هر ای

است.
نگاشت برای حال .(E+F )/F با است یکریخت(ایزومورفیسم) جبری طور به E/(E ∩F ) دانیم می

T : E/(E ∩ F ) −→ (E + F )/F

داریم: ،T (x+ (E ∩ F )) = x+ F توسط شده تعریف

∥T∥ ≤ ١.



۴١ زیرفضا دو F−جمع در F−پروکسیمینالیتی همزمان طور به .٣.۴

(E +F )/F ،(٢.١ (قضیه باز نگاشت قضیه توسط آنگاه باشند، باناخ فضاهای X و E +F اگر
هستند. یکریخت E/(E ∩ F ) و

،٣.۴ قضیه طبق رو این از است. انعکاسی (E + F )/F پس است، انعکاسی E چون بنابراین
E+F ،١.۴ قضیه به توجه با بنابراین است. X/F در پروکسیمینال −f همزمان طور به (E+F )/F

است. X در پروکسیمینال −f همزمان طور به

زیرفضا دو f−جمع در f−پروکسیمینالیتی همزمان طور به ٣.۴

را باناخ خاص فضاهای در f−پروکسیمینال زیرفضاهای مجموع به مربوط نتایج برخی بخش دراین
کنیم. می ثابت

به F ⊆ X٢ و E ⊆ X١ اگر باشد. X٢ و X١ از f−جمع یک ،X = X١⊕X٢ کنید فرض .۵.۴ قضیه
f−پروکسیمینال همزمان طور E⊕Fبه آنگاه X٢باشند، X١و در f−پروکسیمینال همزمان طور به ترتیب

است. X در

xi = ai + bi ،١ ⩽ i ⩽ n هر برای آنگاه .x١, x٢, . . . , xn ∈ X = X١ ⊕X٢ کنید فرض برهان.
.bi ∈ X٢ و ai ∈ X١ که

e١ ∈ E دارد وجود هستند، X٢ و X١ در f−پروکسیمینال طورهمزمان به ترتیب به F و E که آنجا از
داریم: zای، ∈ F و e ∈ E هر برای که طوری به ،f١ ∈ F و

n∑
i=١

f(∥ai − e١∥) ≤
n∑

i=١
f(∥ai − e∥) (١)

و
n∑

i=١
f(∥bi − f١∥) ≤

n∑
i=١

f(∥bi − z∥). (٢)

داریم: بنابراین

n∑
i=١

f(∥xi − (e١ + f١)∥) =
n∑

i=١
f(∥ai + bi − e١ − f١∥)

=
n∑

i=١
f(∥ai − e١ + bi − f١∥)

=
n∑

i=١
f(∥ai − e١∥) +

n∑
i=١

f(∥bi − f١∥) f−جمع) یک X)

≤
n∑

i=١
f(∥ai − e∥) +

n∑
i=١

f(∥bi − z∥) (٢) و (١) از

=
n∑

i=١
f(∥ai + bi − (e+ z)∥). f−جمع) تعریف (طبق



قسمت خارج فضاهای و f−پروکسیمینال همزمان طور به زیرفضاهای .۴ ۴٢

داریم: zای، ∈ F و e ∈ E هر برای بنابراین

n∑
i=١

f(∥xi − (e١ + f١)∥) ≤
n∑

i=١
f(∥xi − (e+ z)∥).

است. E ⊕ F در همزمان تقریب f−بهترین ،e١ + f١ بنابراین،



۵ فصل

مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین یافتن
داخلی ضرب فضاهای در متناهی

مقدمه ١.۵

تقریب f−بهترین محدب، های مجموعه در دلخواه نقطه n برای تا هستیم روشی دنبال به فصل دراین
آوریم. بدست را همزمان

بدست ابرصفحه این با آنگاه کنیم. می پیدا دارد نقطه n روی ای پایه که را مخصوص ابرصفحه یک اول
رسیم. می هدفمان به و کرده تعریف را نقطه هر از تقریب f−بهترین آمده،

حقیقی تابع یک f و X از ناتهی ای زیرمجموعه G و حقیقی داخلی ضرب فضای X کنید فرض
باشد. [٠,∞) در پیوسته و صعودی و نامنفی مقدار

: کنیم می یادآوری را ١۴.١ تعریف ابتدا
ناتهی و متناهی مجموعه یک E و باشد X از بسته زیرفضای یک G و باناخ فضای یک X کنید فرض

: کنیم می تعریف باشد، پیوسته صعودی تابع f : [٠,∞) −→ [٠,∞) و X در

df (E,G) = inf
g∈G

{
∑
e∈E

f(∥e− g∥)}

و

P f
G(E) := {g٠ ∈ G :

∑
e∈E

f(∥e− g٠∥) = df (E,G)}.

داریم: آنگاه باشد، ١ برابر E کاردینالیتی اگر

df (e,G) = inf
g∈G

(f(∥e− g∥))



داخلی ضرب فضاهای در متناهی مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین یافتن .۵ ۴۴

و

P f
G(e) := {g٠ ∈ G : f(∥e− g٠∥) = df (e,G)}.

است. f−پروکسیمینال ،G بنابراین

محدب های مجموعه در همزمان تقریب f−بهترین ٢.۵

بخش: این در

E = {x١, x٢, . . . , xn}

و

i = ١,٢, . . . , n و k = ١,٢, . . . , n (k ̸= i)

کنیم: می تعریف و گیریم می نظر در

Wi := {w ∈ G; max
xk∈E

d(w, xk) = d(w, xi)} (١.۵)

fik(y) := ⟨y, xi − xk⟩ ∀y ∈ X (٢.۵)

cik :=
∥xi∥٢ − ∥xk∥٢

٢ (٣.۵)

Vik := {v ∈ G; fik(v) ≤ cik} (۴.۵)

Hik := {v ∈ G; fik(v) = cik}. (۵.۵)

و i = ١,٢, . . . , n و k = ١,٢, . . . , n (k ̸= i) که قسمی به ،xi, xk ∈ E کنید فرض .١.۵ لم
داریم: آنگاه ،H = {y ∈ X; fik(y) = cik} ابرصفحه

df (xi, H) = df (xk, H).



۴۵ محدب های مجموعه در همزمان تقریب F−بهترین .٢.۵

داریم: ،H تعریف طبق بنابراین است، شده داده y ∈ H برهان.

fik(y) = ⟨y, xi − xk⟩ = cik

⟨y, xi⟩ − ⟨y, xk⟩ =
∥xi∥٢ − ∥xk∥٢

٢

∥xk∥٢ − ٢⟨y, xk⟩ = ∥xi∥٢ − ٢⟨y, xi⟩

داریم: بالا تساوی به ∥y∥٢ کردن اضافه با بنابراین

∥y∥٢ + ∥xk∥٢ − ٢⟨y, xk⟩ = ∥y∥٢ + ∥xi∥٢ − ٢⟨y, xi⟩

⟨xk − y, xk − y⟩ = ⟨xi − y, xi − y⟩

داریم: بنابراین

∥xk − y∥٢ = ∥xi − y∥٢

داریم: است، صعودی f چون

inf
y∈H

{f(∥xk − y∥)} = inf
y∈H

{f(∥xi − y∥)}.

داریم: بنابراین

df (xk, H) = df (xi, H).

می نشان حال .∪
i
Wi ⊆ G که است بدیهی ،(١ · ۵) شماره رابطه در Wi تعریف طبق .١.۵ یادآوری

.G ⊆ ∪
i
Wi دهیم

برای d(w, xi) ≥ d(w, xk) که دارد وجود {١,٢, . . . , n} به متعلق iای بنابراین ،w ∈ G کنید فرض
(i ̸= k (برای k ∈ {١,٢, . . . , n} هر

که شود می دیده ،(١ · ۵) شماره رابطه به نگاهی با بنابراین ،d(w, xi) = max
xk∈E

d(w, xk) یعنی
.G = ∪

i
Wi بنابراین ،G ⊆ ∪

i
Wi یعنی ،w ∈ ∪

i
Wi پس ،w ∈ Wi



داخلی ضرب فضاهای در متناهی مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین یافتن .۵ ۴۶

داریم: باشد، X از ناتهی ای زیرمجموعه G و داخلی ضرب فضای یک X کنید فرض .١.۵ قضیه

.Wi =
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik (i = ١,٢, . . . , n) (١

است. محدب مجوعه یک Wi آنگاه باشد، X از محدب زیرمجموعه یک Gاگر (٢

است. بسته مجموعه یک Wi آنگاه باشد، بسته مجموعه یک G اگر (٣

(k ̸= i) k = ١,٢, . . . , n هر ازای به v ∈ Vik بنابراین .v ∈
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik کنید فرض (١ برهان.

: داریم آنگاه ،fik(v) ≤ cik ،Vik تعریف طبق همچنین و

⟨v, xi − xk⟩ ≤
∥xi∥٢ − ∥xk∥٢

٢

٢⟨v, xi⟩ − ٢⟨v, xk⟩ ≤ ∥xi∥٢ − ∥xk∥٢

∥xk∥٢ − ٢⟨v, xk⟩ ≤ ∥xi∥٢ − ٢⟨v, xi⟩

: داریم بالا تساوی به ∥v∥٢ کردن اضافه با

∥v∥٢ + ∥xk∥٢ − ٢⟨v, xk⟩ ≤ ∥v∥٢ + ∥xi∥٢ − ٢⟨v, xi⟩

⟨xk − v, xk − v⟩ ≤ ⟨xi − v, xi − v⟩

داریم: بنابراین

∥xk − v∥٢ ≤ ∥xi − v∥٢

داریم: بنابراین

d(xk, v) ≤ d(xi, v) ∀k = ١,٢, . . . , n (k ̸= i)

داریم: ،(١ · ۵) شماره رابطه در Wi تعریف طبق بنابراین

v ∈ Wi



۴٧ محدب های مجموعه در همزمان تقریب F−بهترین .٢.۵

داریم: بنابراین
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik ⊆ Wi . (١)

هر برای ،(١ · ۵) شماره رابطه در Wi تعریف طبق بنابراین پذیرند، برگشت قبلی مراحل تمام چون
داریم: آنگاه ، sup

xk∈E
d(w, xk) = d(w, xi) داریم ثابت i یک در w ∈ Wi

∥xk − w∥٢ ≤ ∥xi − w∥٢ ∀k = ١,٢, . . . , n

∥w∥٢ + ∥xk∥٢ − ٢⟨w, xk⟩ ≤ ∥w∥٢ + ∥xi∥٢ − ٢⟨w, xi⟩

⟨w, xi⟩ − ⟨w, xk⟩ ≤
∥xi∥٢ − ∥xk∥٢

٢
داریم: بنابراین

fik(w) ≤ cik ∀k = ١,٢, . . . , n (k ̸= i)

داریم: ،(۴ · ۵) شماره رابطه در Vik تعریف طبق بنابراین

w ∈ Vik ∀k = ١,٢, . . . , n (k ̸= i)

داریم: بنابراین

w ∈
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik

داریم: w ∈ Wi هر برای پس

Wi ⊆
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik. (٢)

داریم: (٢) و (١) روابط از بنابراین

Wi =
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik .

کنیم می فرض بنابراین است. محدب مجموعه یک (k ̸= i)i, k هر برای Vik کنیم می ثابت اول (٢
مجموعه و ٠ ≤ λ ≤ ١ و y١, y٢ ∈ Vik

y := λy١ + (١− λ)y٢ .

: داریم است، صعودی تابعی f چون



داخلی ضرب فضاهای در متناهی مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین یافتن .۵ ۴٨

f(y) = λf(y١) + (١− λ)f(y٢)

≤ λcik + (١− λ)cik = cik .

مجموعه هر اشتراک چون و است محدب ای مجموعه Vik آنگاه .y ∈ Vik ،Vik تعریف طبق بنابراین
است. محدب مجموعه یک Wi بنابراین ،Wi =

n
∩

k=١,k ̸=i
Vik و است محدب محدب،

دانیم می (٣

Wi =
n
∩

k=١,k ̸=i
Vik.

داریم: (۴ · ۵) شماره رابطه طبق و است پیوسته تابعی f طرفی از

Vik = f−١[cik,+∞) ∩G.

Wi بنابراین است، بسته بسته، مجموعه هر اشتراک چون و است بسته مجموعه یک Vik بنابراین
است. بسته مجموعه یک

الگوریتم ٣.۵

بدست را G از E متناهی مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین که، قسمی به کنیم می بیان ای قضیه
آوریم. بدست را P f

Wi
(xi) یعنی Wi در xi هر برای همزمان تقریب f−بهترین است، کافی آورد.

حداقل ،df
(
xi, P

f
Wi
(xi)

)
اگر ،G Eدر از همزمان تقریب f−بهترین اصطلاح به P f

Wi
(xi) بنابراین،

باشد.

که، i هر برای و باشد X در متناهی مجموعه یک E و X از محدب زیرمجموعه یک G اگر .٢.۵ قضیه
آنگاه: باشد، موجود P f

Wi
(xi) ،i = ١,٢, . . . , n

df (E,G) = inf
i

df
(
P f
Wi
(xi), xi

)
= inf

i
df
(
Wi, xi

)
.



۴٩ الگوریتم .٣.۵

داریم: ١.۵ یادآوری و همزمان تقریب f−بهترین تعریف به باتوجه برهان.

df (E,G) = inf
w∈G

{
∑
xj∈E

f(∥xj − w∥) }

= inf
i

inf
w∈Wi

{
∑
xj∈E

f(∥xj − w∥) }.

داریم: ،(١ · ۵) شماره رابطه در Wi تعریف طبق

∑
xj∈E

f(∥xj − w∥) = f(∥xi − w∥).

داریم: بنابراین

df (E,G) = inf
i

inf
w∈Wi

{f(∥xi − w∥) }

= inf
i

df
(
Wi, xi

)
.

دارد وجود چون

P f
Wi
(xi) ∈ Wi

داریم: بنابراین
df (E,G) = inf

i
df
(
P f
Wi
(xi), xi

)
.

همزمان تقریب f−بهترین ،P f
Wi
(xi) که قسمی به دارد، وجود ای i قبلی، قضیه از فرض با .١.۵ نتیجه

است. G در E از

که قسمی به دارد، وجود {١,٢, . . . , n} به متعلق iای قبلی، قضیه به توجه با برهان.

df (E,G) = df
(
P f
Wi
(xi), xi

)
.

داریم: ،(١ · ۵) شماره رابطه در Wi تعریف طبق بنابراین

df (E,G) = df
(
P f
Wi
(xi), xi

)
= sup

xj∈E
df
(
P f
Wi
(xi), xj

)
.

داریم: دلخواه رابطه از همزمان تقریب f−بهترین تعریف و بالا تساوی طبق آنگاه

P f
Wi
(xi) ∈ P f

G(E).



داخلی ضرب فضاهای در متناهی مجموعه یک همزمان تقریب f−بهترین یافتن .۵ ۵٠

متناهی مجموعه یک E = {x١, . . . , xn} و محدب مجموعه یک G که فرض این با حال، هر به
شود. می معرفی زیر الگوریتم باشد،

گردآوری مناسبی H١٢ = {y ∈ X; f١٢(y) = c١٢} ابرصفحه ،x٢ و x١ نقاط برای ١.۵ لم به توجه با
شود. می نامیده V١٢ ،H١٢ در G نقاط تعریف، طبق است، شده

G نقاط و شود می تشکیل H١٣ = {y ∈ X; f١٣(y) = c١٣} ابرصفحه ،x٣ و x١ نقاط برای بنابراین
،V١n هر از اشتراک طبق .xn و x١ نقاط برای مشابه طور به همچنین و شود می نامیده V١٣ ،H١٣ در

.(٢ قسمت ١.۵ قضیه (طبق است محدب مجموعه یک این که شود می یافت ای W١

شود. می نامیده P f
W١

(x١) آن باشد، داشته وجود مجموعه این در x١ تقریب f−بهترین اگر بنابراین
است. شده گردآوری i = {١,٢, . . . , n} که، i هر برای P f

Wi
(xi) بنابراین

است. G در E از همزمان تقریب f−بهترین ،xi تا فاصله کوچکترین P f
Wi
(xi) نقطه سرانجام،



۶ فصل

برداری فضاهای در تقریب f−بهترین
قسمتی خارج توپولوژیکی

مقدمه ١.۶

در تقریب f−بهترین باشد. X توپولوژیکی برداری فضای یک روی مقدار حقیقی تابع یک f کنید فرض
تقریب f−بهترین یکتایی و آمدن بوجود شرایط است کافی کنیم. می بررسی را قسمتی خارج فضاهای

کنیم. گردآوری را

٢.۶

کنیم: می یادآوری را ١٧.١ شماره تعریف ابتدا
زیرمجموعه یک G و مقدار حقیقی تابع یک f و R روی توپولوژیکی برداری فضای یک X کنید فرض

اگر شود می گفته G در x ١ تقریب f−بهترین ،g٠ ∈ G عنصر باشد. x ∈ X و X از ناتهی بسته

f(x− g٠) = fG(x) = inf
g∈G

{f(x− g)}.

باشد. می g٠ ∈ G از x های تقریب f−بهترین تمام مجموعه P f
G(x)

باشد. ناتهی P f
G(x) ،x ∈ X هر برای اگر شود، می نامیده ٢ f−پروکسیمینال ،G مجموعه

داشته عنصر یک حداکثر P f
G(x) ،x ∈ X هر برای اگر شود، می نامیده ٣ چبیشف f−نیم ،G مجموعه

باشد.
باشد. داشته عنصر یک فقط P f

G(x) ،x ∈ X هر برای اگر شود، می نامیده ۴ f−چبیشف ،G مجموعه

١f-best approximation
٢f-proximinal

٣f-semi-Chebyshev
۴f-Chebyshev



قسمتی خارج توپولوژیکی برداری فضاهای در تقریب f−بهترین .۶ ۵٢

،x, y ∈ X هر برای و باشد اعدادحقیقی میدان روی نرمدار خطی فضای X وقتی .١.۶ یادآوری
شد. گفته قبلا که متناظری اهداف با منطبقند شدند معرفی بالا در که نمادهایی ،f(x, y) = ∥x− y∥

f−پروکسیمینال مجموعه ٣.۶

باشد. مقدار حقیقی تابع یک f و توپولوژیکی برداری فضای یک X کنید فرض .١.۶ قضیه

داریم: آنگاه باشد، X از زیرمجموعه یک G اگر (a

.fG+y(x+ y) = fG(x) x, y ∈ Xهر برای (١

.P f
G+y(x+ y) = P f

G(x) + y x, y ∈ X هر برای (٢

f−پروکسیمینال ،G+y ،y ∈ X هر برای اگر فقط و اگر است، (f−چبیشف) f−پروکسیمینال ،G (٣
باشد. (f−چبیشف)

داریم: آنگاه باشد، همگن f اگر

.fαG(αx) = αfG(x) α ≥ ٠ و x ∈ X هر برای (۴

.P f
αG(αx) = αP f

G(x) α ≥ ٠ و x ∈ X هر برای (۵

f−پروکسیمینال ،αG ،α ≥ ٠ هر برای اگر فقط و اگر است، (f−چبیشف) f−پروکسیمینال ،G (۶
باشد. (f−چبیشف)

داریم: آنگاه باشد، X از زیرفضا یک M اگر (b

.fM(x+ y) = fM(x) x, y ∈ Xهر برای (١

.P f
M(x+ y) = P f

M(x) + y x, y ∈ X هر برای (٢

داریم: آنگاه باشد، همگن f اگر

.fM(αx) = αfM(x) α ∈ R و x ∈ X هر برای (٣



۵٣ F−پروکسیمینال مجموعه .٣.۶

.P f
M(αx) = αP f

M(x) α ∈ R و x ∈ X هر برای (۴

داریم: آنگاه باشد، مثبت و زیرخطی f اگر

.fM(x+ y) ≤ fM(x) + fM(y) (۵

داریم: آنگاه ،x, y ∈ X کنید فرض (١) (a برهان.

fG+y(x+ y) = inf
g∈G

f(x+ y − (g + y))

= inf
g∈G

f(x− g)

= f(x− g٠)

= fG(x)

(١) طبق و fG+y(x+ y) = f(x+ y− (g٠+ y)) اگر فقط و اگر g٠+ y ∈ P f
G+y(x+ y) (٢)

.g٠ ∈ P f
G(x) اگر وفقط اگر است درست این .fG(x) = f(x− g٠) اگر وفقط اگر

.P f
G+y(x+ y) = P f

G(x) + y بنابراین .g٠ + y ∈ P f
G(x) + y پس

.(٢) طبق است بدیهی (٣)

P f
G(x) ̸= ϕ که باشد داشته وجود g٠ ∈ G یک حداقل اگر فقط و اگر است، پروکسیمینال −f ،G

اگر (٢) طبق و P f
G(x) + y ̸= ϕ ،y ∈ X هر ازای به که باشد داشته وجود g٠ ∈ G اگر فقط و اگر

باشد. f−پروکسیمینال ،G+ y اگر وفقط اگر P f
G+y(x+ y) ̸= ϕ اگر وفقط

(۴)

fαG(αx) = inf
g∈G

f(αx− αg)

= α inf
g∈G

f(x− g)

= αfG(x)

g٠ ∈ P f
αG(αx) باشد. α > ٠ کنید فرض بنابراین است. درست نتیجه ،α = ٠ اگر (۵)

١
α
g٠ ∈ G اگر فقط و اگر (۴) طبق و f(αx− g٠) = fαG(αx) و g٠ ∈ αG اگر فقط و اگر

.g٠ ∈ α P f
G(x) بنابراین . ١αg٠ ∈ P f

G(x) یعنی αf(x− ١
α
g٠) = αfG(x) و
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.(۵) طبق است بدیهی (۶)

P f
G(x) ̸= ϕ که باشد داشته وجود g٠ ∈ G یک حداقل اگر فقط و اگر است، f−پروکسیمینال ،G

وفقط اگر (۵) طبق و α P f
G(x) ̸= ϕ ،α ≥ ٠ هر برای که باشد داشته وجود g٠ ∈ G اگر فقط و اگر

باشد. f−پروکسیمینال ،αG اگر وفقط اگر P f
αG(αx) ̸= ϕ اگر

یک این و است (a) قسمت (۵) و (۴) ،(٢) ،(١) از مستقیم نتیجه (۴) و (٣) ،(٢) ،(١) (b

.αM = M و M + y = M ،α ̸= ٠ و y ∈ M هر برای که است حقیقت

(۵)

fM(x+ y) = inf
m∈M

f(x+ y −m)

= inf
m,m′∈M

f(x+ y − (m+m
′
))

≤ inf
m,m′∈M

(f(x−m) + f(y −m
′
))

= inf
m∈M

f(x−m) + inf
m′∈M

f(y −m
′
)

= fM(x) + fM(y).

بنابراین ،
∧
Gf = {x ∈ X : fG(x) = f(x)} ،X از G زیرمجموعه یک برای کنید فرض

داریم. را X از G f−پروکسیمینال زیرفضای یک خصوصیات

و اگر است f−پروکسیمینال ،G آنگاه باشد، حقیقی تابعی f و X از زیرفضا یک G اگر .٢.۶ قضیه
.X = G+

∧
Gf اگر فقط

قسمی به دارد وجود g٠ ∈ G و P f
G(x) ̸= ϕ آنگاه باشد، x ∈ X و f−پروکسیمینال ،G اگر برهان.

،f(x) = f(x − g٠) پس ،f(x) = fG(x) داریم
∧
Gf تعریف طبق چون .fG(x) = f(x − g٠) که

دانیم می همچنین ،X ⊆ G+
∧
Gf پس ،x = g٠ + (x− g٠) ∈ G+

∧
Gf و x− g٠ ∈

∧
Gf بنابراین

.X = G+
∧
Gf بنابراین ،G+

∧
Gf ⊆ X

که قسمی به دارد وجود g٢ ∈
∧
Gf و g١ ∈ G بنابراین باشد. x ∈ X کنید فرض عکس، حالت

fG(x− g١) = f(x− g١) ،
∧
Gf تعریف طبق بنابراین .x− g١ = g٢ ∈

∧
Gf بنابراین .x = g١ + g٢

f−پروکسیمینال ،G و g١ ∈ P f
G(x) بنابراین .f(x−g١) = fG(x) آنگاه است، Gزیرفضا چون است.

است.



۵۵ F−پروکسیمینال مجموعه .٣.۶

،G آنگاه ،f(x) = ٠ اگر اگروفقط x = ٠ و باشد مثبت تابع یک f کنید فرض .٣.۶ قضیه

.π(
∧
Gf ) = X/G و باشد f−بسته ،G اگر فقط اگرو است f−پروکسیمینال

.f(٠) ≤ max{f(x) , f(−x)} ،x ∈ X هر برای لذا است، مافوق و متقارن تابعی f چون برهان.
باشد. می f(x) ≥ ٠ ،x ∈ X هر برای بنابراین

آنگاه باشد. f(x − gn) −→ ٠ و x ∈ X و {gn} ⊂ G و باشد f−پروکسیمینال ،G کنید فرض
است. fG(x) = inf

g∈G
f(x− g) = ٠

است. fG(x) = f(x− g٠) که قسمی به دارد، وجود g٠ ∈ G آنگاه است، f−پروکسیمینال ،G چون
،G بنابراین باشد. می x = g٠ ∈ G بنابراین است. x − g٠ = ٠ پس ،f(x − g٠) = ٠ بنابراین

است. f−بسته

داریم
∧
Gf تعریف طبق و fG(x) = f(x− g٠) بنابراین ،g٠ ∈ P f

G(x) و x ∈ X کنید فرض حال

داریم: بنابراین .x− g٠ ∈
∧
Gf

x+G = x− g٠ +G ∈
∧
Gf +G = π(

∧
Gf )

و
π(

∧
Gf ) =

∧
Gf +G ⊆ X/G

داریم: بنابراین

π(
∧
Gf ) = X/G.

y ∈
∧
Gf یک حداقل برای آنگاه ،x ∈ X اگر بنابراین .π(

∧
Gf ) = X/G کنید فرض عکس، حالت

بنابراین .x− y = g٠ ،g٠ ∈ G یک حداقل برای بنابراین .x+G = y +G داریم

بنابراین ،G +
∧
Gf ⊆ X دانیم می همچنین ،X ⊆ G +

∧
Gf پس ،x = y + g٠ ∈

∧
Gf + G

است. f−پروکسیمینال ،G ،٢.۶ قضیه طبق بنابراین .X =
∧
Gf +G

φG : X
G
−→ ٢

∧
Gf کنیم تعریفمی Xباشد. از f−پروکسیمینال Gیکزیرفضای فرضکنید .٢.۶ مثال

ضابطه با
φG(x+G) = x− P f

G(x).

،x١+G = x٢+G اگر و x−y ∈
∧
Gf داریم، y ∈ P f

G(x) هر برای چون است، خوشتعریف φG تابع
x١ − x٢ = g داریم g ∈ G یک حداقل برای طرفی از و است زیرفضا G چون .x١ − x٢ ∈ G آنگاه

داریم: بنابراین .P f
G(x١) = P f

G(x٢) + g بنابراین ،x١ = x٢ + g که



قسمتی خارج توپولوژیکی برداری فضاهای در تقریب f−بهترین .۶ ۵۶

φG(x١ +G) = φG(x٢ +G).

.φG(x+G) ̸= ϕ ،x+G ∈ X/G هر برای آنگاه است، f−پروکسیمینال ،G چون همچنین

اگر بنابراین .fG(x) = f(x − g١) = f(x − g٢) = f(x) آنگاه ،g١, g٢ ∈ P f
G(x) کنید فرض

دهیم می نشان آنگاه ،g = λg١ + (١− λ)g٢ مجموعه و ٠ ≤ λ ≤ ١ و باشد مافوق و همگن تابع f
داریم: بنابراین ،g ∈ P f

G(x)

f(x− (λg١ + (١− λ)g٢)) = f(λ(x− g١) + (١− λ)(x− g٢))

≤ max{f(λ(x− g١)) , f((١− λ)(x− g٢))}

= max{λf(x− g١) , (١− λ)f(x− g٢)}

= max{λfG(x) , (١− λ)fG(x)}

≤ f(x− g١) = f(x− g٢) = fG(x)

=⇒ f(x− (λg١ + (١− λ)g٢)) = fG(x).

،g٠ ∈ P f
G(x) و x ∈ X و باشد متقارن و زیرخطی f اگر همچنین است، محدب P f

G(x) بنابراین
داریم: آنگاه

f(g٠) = f(g٠ − x+ x) ≤ f(x− g٠) + f(x) = fG(x) + f(x) = ٢fG(x).

است. f−کراندار ،P f
G(x) بنابراین

داریم: بنابراین

،x ∈ X هر برای آنگاه باشد، X از f−پروکسیمینال زیرفضای یک G اگر (١ .١.۶ لم
.φG(x+G) ̸= ϕ

است. f−کراندار ،φG(x+G) آنگاه باشد، متقارن و زیرخطی f اگر (٢

است. محدب φG(x+G) آنگاه باشد، مافوق و همگن تابع f اگر (٣
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،(i = ١,٢) که، i هر برای و X از f−پروکسیمینال زیرفضای یک G کنید فرض .٢.۶ لم
به دارد وجود x٢ ∈ X آنگاه .x١ + G = y١ + G که قسمی به باشد x١ ∈ X و yi +M ∈ X/M

که قسمی

x٢ +G = y٢ +G و f(x١ − x٢) = fG(y١ − y٢).

(*) .y١ = x١ − g١ که قسمی به g١ ∈ G دارد وجود ،x١ +G = y١ +G چون برهان.
داریم: x = y١ − y٢ برای که قسمی به g٠ ∈ G دارد وجود است، f−پروکسیمینال ،G چون

f(y١ − y٢ − g٠) = fG(y١ − y٢) (∗∗)

داریم: (∗∗) و (∗) روابط از بنابراین

f(x١ − g١ − y٢ − g٠) = fG(y١ − y٢).

داریم: بنابراین .x٢ = g٠ + g١ + y٢ کنید فرض

x٢ +G = y٢ +G و f(x١ − x٢) = fG(y١ − y٢).

قسمتی خارج فضاهای در f−تقریب ۴.۶

M که قسمی به باشند X از زیرفضاهایی M و G و باشد توپولوژیکی برداری فضای یک X کنید فرض
کنیم: می تعریف باشد. تابع یک f : X −→ R و G ⊃ M و بسته

∼
f(x+M) = inf {f(x+ y) : y ∈ M}.

داریم: بنابراین

است. متقارن تابعی
∼
f آنگاه باشد، متقارن تابعی f اگر (١ .۴.۶ قضیه

است. زیرخطی تابعی
∼
f آنگاه باشد، مثبت و زیرخطی تابعی f اگر (٢

است. مافوق تابعی
∼
f آنگاه باشد، مافوق تابعی f اگر (٣

در x+M تقریب −بهترین
∼
f یک g٠ +M آنگاه باشد، G در x تقریب f−بهترین یک g٠ اگر (۴

است. G/M
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x−g٠ تقریب f−بهترین m٠یک و باشد G/M از x+M تقریب −بهترین
∼
f یک g٠+M اگر (۵

است. G از x تقریب f−بهترین یک g٠ +m٠ آنگاه باشد، M از

f−پروکسیمینال ،G آنگاه X/Mباشد، در −پروکسیمینال
∼
f ،G/M Xو در f−پروکسیمینال ،M اگر (۶

است. X در

،G آنگاه باشد، X/M در چبیشف −نیم
∼
f یک G/M و X در چبیشف f−نیم یک M اگر (٧

است. X در چبیشف f−نیم

است. X/M در −پروکسیمینال
∼
f ،G/M آنگاه باشد، X در f−پروکسیمینال ،G اگر (٨

X در f−چبیشف ،G آنگاه باشد، X/M در −چبیشف
∼
f ،G/M و Xدر f−چبیشف ،M اگر (٩

است.

چبیشف −نیم
∼
f ،G/M آنگاه Xباشد، در چبیشف f−نیم ،G Xو در f−پروکسیمینال ،M اگر (١٠

است. X/M در

در −چبیشف
∼
f ،G/M آنگاه باشد، X در f−چبیشف ،G و X در f−پروکسیمینال ،M اگر (١١

است. X/M

داریم: آنگاه ،x ∈ X کنید فرض (١ برهان.

∼
f(x+M) = inf {f(x+ y) : y ∈ M}

= inf {f(−x− y) : y ∈ M}

= inf {f(−x+ z) : z ∈ M}

=
∼
f(−x+M).

داریم: ،x١, x٢ ∈ X اگر (٢
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∼
f
(
(x١ +M) + (x٢ +M)

)
=

∼
f
(
(x١ + x٢) +M

)
= inf {f(x١ + x٢ + y) : y ∈ M}

= inf {f(x١ + y١ + x٢ + y٢) : y١, y٢ ∈ M}

≤ inf{f(x١ + y١) + f(x٢ + y٢) : y١, y٢ ∈ M}

= inf{f(x١ + y١) : y١ ∈ M}+ inf{f(x٢ + y٢) : y٢ ∈ M}

=
∼
f(x١ +M) +

∼
f(x٢ +M).

.(٢) مشابه (٣

∼
f
(
(x١ +M) + (x٢ +M)

)
=

∼
f
(
(x١ + x٢) +M

)
= inf

y∈M
{f(x١ + x٢ + y) }

= inf
y١,y٢∈M

{f(x١ + y١ + x٢ + y٢)}

≤ inf
y١,y٢∈M

max{ f(x١ + y١) , f(x٢ + y٢) }

= max{ inf
y١∈M

f(x١ + y١) , inf
y٢∈M

f(x٢ + y٢) }

= max{
∼
f(x١ +M) ,

∼
f(x٢ +M)} .

داریم: g ∈ G هر برای آنگاه نباشد، G/M در x+M تقریب −بهترین
∼
f یک g٠ +M اگر (۴

∼
f(x− g٠ +M) ≰

∼
f(x− g +M).

که قسمی به دارد وجود ای g١ ∈ G بنابراین

∼
f(x− g١ +M) <

∼
f(x− g٠ +M) (١)

چون

∼
f(x− g٠ +M) ≤ f(x− g٠) (٢)

داریم: (٢) و (١) روابط از بنابراین

∼
f(x− g١ +M) < f(x− g٠).

داریم: m٠ ∈ M یک حداقل برای بنابراین
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∼
f(x− (g١ +m٠)) < f(x− g٠).

نیست G در x تقریب f−بهترین یک g٠ بنابراین .g١ +m٠ ∈ G که گیریم می نتیجه M ⊂ G از
است. تناقض یک این و

داریم: است، M از x− g٠ تقریب f−بهترین یک m٠ چون فرضیه، طبق (۵

f(x− g٠ −m٠) = fM(x− g٠) (١)

داریم: ،g ∈ G هر برای پس است، G/M از x+M تقریب −بهترین
∼
f یک g٠ +M چون

∼
f(x+M − g٠ +M) =

∼
f(x− g٠ +M)

≤
∼
f(x− g +M). (٢)

داریم: ،g ∈ G هر برای (٢) و (١) روابط به توجه با بنابراین

f
(
x− (g٠ +m٠)

)(١)
=fM(x− g٠)

= inf
m∈M

f(x− g٠ −m)

=
∼
f(x− g٠ +M)

(٢)
≤

∼
f(x− g +M)

≤ f(x− g)

= fG(x) (∗)

و

fG(x) = inf f(x− g) = f(x− g٠) ≤ f(x− g٠ +m٠) (∗∗)

داریم: (∗∗) و (∗) روابط از بنابراین

f
(
x− (g٠ +m٠)

)
= fG(x).

است. G از x تقریب f−بهترین ،g٠ +m٠ بنابراین
.(۵) طبق است بدیهی (۶
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قسمی به دارد وجود m٠ ∈ P f
M(x− g٠) پس است، X در f−پروکسیمینال ،M چون فرضیه طبق

داریم: باشد، M از x− g٠ تقریب f−بهترین ،m٠ اگر که
f(x− g٠ −m٠) = fM(x− g٠) (١)

برای که دارد وجود g٠ +M ∈ P
∼
f
G/M(x +M) پس است، X/M در −پروکسیمینال

∼
f ،G/M چون
داریم: g ∈ Gهر

∼
f(x+M − g٠ +M) =

∼
f(x− g٠ +M)

≤
∼
f(x− g +M). (٢)

داریم: g ∈ G هر برای (٢) و (١) روابط به توجه با بنابراین

f
(
x− (g٠ +m٠)

)(١)
=fM(x− g٠)

= inf
m∈M

f(x− g٠ −m)

=
∼
f(x− g٠ +M)

(٢)
≤

∼
f(x− g +M)

≤ f(x− g)

= fG(x) (∗)

و

fG(x) = inf f(x− g) = f(x− g٠) ≤ f(x− g٠ +m٠) (∗∗)

داریم: (∗∗) و (∗) روابط از بنابراین

f
(
x− (g٠ +m٠)

)
= fG(x).

است. X در f−پروکسیمینال ،G یعنی است G از x تقریب f−بهترین یک g٠ +m٠ بنابراین

f−بهترین دو g٢ و g١ که قسمی به xای، ∈ X دارد وجود آنگاه باشد، نادرست نتیجه کنید فرض (٧
باشند. G از مجزا تقریب

چبیشف −نیم
∼
f ،G/M چون .G/M در x +M تقریب −بهترین

∼
f ،g٢ +M و g١ +M ،(۴) طبق

.g٢ = g١+m که قسمی به دارد mوجود ∈ M−{٠} بنابراین .g١+M = g٢+M داریم ،X/M در

داریم: بنابراین
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f(x− g١ +m) = f(x− g٢)

= f(x− g١)

= fG(x)

= fG(x− g١)

≤ fM(x− g١).

چبیشف f−نیم ،M آنگاه ،m ̸= ٠ چون هستند. M از x− g١ تقریب f−بهترین ،٠ و m بنابراین
است. تناقض یک این و نیست X در

.(۴) از واسطه بی جواب (٨
f−بهترین ،g٠ که قسمی به دارد وجود g٠ ∈ P f

G(x) پس است X در f−پروکسیمینال ،G چون
پس است. G/M در x+M تقریب −بهترین

∼
f ،g٠ +M بنابراین باشد. G در x تقریب

باشد. می X/M در −پروکسیمینال
∼
f ،G/M و g٠ +M ∈ P

∼
f
G/M(x+M)

.(٧) و (۶) طبق است بدیهی (٩
تقریب f−بهترین دو g٢ و g١ که قسمی به دارد وجود x ∈ X آنگاه باشد، نادرست نتیجه کنید فرض

باشند. G از مجزا
،G/M چون باشند. می G/M در x + M تقریب −بهترین

∼
f ،g٢ + M و g١ + M ،(۴) طبق

قسمی به دارد وجود m ∈ M −{٠} بنابراین .g١+M = g٢+M داریم X/Mاست، در −چبیشف
∼
f

.g٢ = g١ +m که

داریم: بنابراین

f(x− g١ +m) = f(x− g٢)

= f(x− g١)

= fG(x)

= fG(x− g١)

≤ fM(x− g١).

در f−چبیشف ،M آنگاه ،m ̸= ٠ چون هستند. M از x− g١ تقریب f−بهترین ،٠ و m بنابراین
است. تناقض یک این و نیست X
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P
∼
f
G/M(x+M) به متعلق g٢+M و g١+M و x+M ∈ X/M آنگاه باشد، نادرست نتیجه اگر (١٠

.g١ − g٢ /∈ M بنابراین .g١ +M ̸= g٢ +M که قسمی به دارد وجود

P f
M(x− g١) ̸= ϕ داریم x− g١, x− g٢ ∈ X برای آنگاه است، X در f−پروکسیمینال ،M چون

.P f
M(x− g٢) ̸= ϕ و

،g٢ + m٢ و g١ + m١ ،(۵) طبق .m٢ ∈ P f
M(x − g٢) و m١ ∈ P f

M(x − g١) کنید فرض
.g١ +m١ = g٢ +m٢ آنگاه است، X در چبیشف f−نیم ،G چون هستند. G از x تقریب f−بهترین

است. تناقض یک این و g١ − g٢ = m١ −m٢ ∈ M آنگاه

.(١٠) و (٨) طبق است بدیهی (١١
g٢ + M و g١ + M و x + M ∈ X/M آنگاه نباشد، درست نتیجه کنیم فرض خلف برهان به

.g١ − g٢ /∈ M بنابراین .g١ +M ̸= g٢ +M که قسمی به دارد وجود P
∼
f
G/M(x+M) به متعلق

P f
M(x− g١) ̸= ϕ داریم x− g١, x− g٢ ∈ X برای آنگاه است، X در f−پروکسیمینال ،M چون

.P f
M(x− g٢) ̸= ϕ و

،g٢ + m٢ و g١ + m١ ،(۵) طبق .m٢ ∈ P f
M(x − g٢) و m١ ∈ P f

M(x − g١) کنید فرض
.g١ + m١ = g٢ + m٢ آنگاه است، X در f−چبیشف ،G چون هستند. G از x تقریب f−بهترین

است. تناقض یک این و g١ − g٢ = m١ −m٢ ∈ M آنگاه

G ⊃ M و باشند X توپولوژیکی برداری فضای یک از زیرفضاهایی M و G کنید فرض .١.۶ نتیجه
باشد. X در f−پروکسیمینال ،G و استاندارد نگاشت π : X −→ X/M کنید فرض همچنین باشد.

داریم: آنگاه

π
(
P f
G(x)

)
⊆ P

∼
f
G/M(x+M).

داریم: آنگاه باشد X در f−پروکسیمینال ،M اگر بنابراین

π
(
P f
G(x)

)
= P

∼
f
G/M(x+M).

آنگاه ،g٠ ∈ P f
G(x) اگر ،(۴) قسمت ،۴.۶ قضیه طبق است، f−پروکسیمینال ،G چون برهان.

داریم: بنابراین .g٠ +M ∈ P
∼
f
G/M(x+M)

g٠ ∈ P f
G(x)
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داریم: آنگاه
π(g٠) ∈ π(P f

G(x)).

داریم: درنتیجه ،g٠ +M ∈ P
∼
f
G/M(x+M) و π(g٠) = g٠ +M طرفی از

π(g٠) ∈ P
∼
f
G/M(x+M)

داریم: بنابراین

π
(
P f
G(x)

)
⊆ P

∼
f
G/M(x+M). (١)

اگر ،(۵) قسمت ،۴.۶ قضیه طبق باشد. X در f−پروکسیمینال ،M کنید فرض حال،
داریم: بنابراین .g٠ +m٠ ∈ P f

G(x) آنگاه ،m٠ ∈ P f
M(x− g٠) و g٠ +M ∈ P

∼
f
G/M(x+M)

g٠ +M = g٠ +m٠ +M = π(g٠ +m٠) ∈ π
(
P f
G(x)

)
.

داریم: بنابراین

P
∼
f
G/M(x+M) ⊆ π

(
P f
G(x)

)
. (٢)

داریم: (٢) و (١) روابط از بنابراین

π
(
P f
G(x)

)
= P

∼
f
G/M(x+M).

قسمتی خارج فضاهای در چبیشف f−شبه ۵.۶

زیرفضای یک G و X از f−پروکسیمینال زیرفضای یک M مثبت، تابع یک f کنید فرض .۵.۶ قضیه

X/M در چبیشف −شبه
∼
f ،G/M آنگاه باشد. G ⊃ M که قسمی به باشد X از چبیشف f−شبه

است.

،G درنتیجه ،P f
G(x) ̸= ϕ ،x ∈ X هر برای پس است، چبیشف f−شبه زیرفضای یک G چون برهان.

X/M در −پروکسیمینال
∼
f ،G/M داریم (٨) قسمت ۴.۶ قضیه طبق و است X در f−پروکسیمینال

.P
∼
f
G/M(x+M) ̸= ϕ بنابراین است،

دارد وجود ،١.۶ نتیجه طبق آنگاه باشد. P
∼
f
G/M(x + M) از دنباله یک {gα + M} کنید فرض

.g′
α +M = gα +M باشیم داشته α هر برای که قسمی به g′

α ∈ P f
G(x)

g
′
α از {g′

αβ} زیردنباله بنابراین است، f−فشرده ،X در ،P f
G(x) پس است، چبیشف f−شبه ،G چون

.f(g′

αβ − g٠) −→ ٠ که قسمی به دارد وجود g٠ ∈ P f
G(x) و
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.
∼
f(g

′

αβ − g٠ +M) −→ ٠ آنگاه است، مثبت f و
∼
f(g

′

αβ − g٠ +M) ≤ f(g
′

αβ − g٠) چون
داریم: بنابراین

∼
f
(
(g

′

αβ +M)− (g٠ +M)
)
−→ ٠.

است. X/M در چبیشف −شبه
∼
f ،G/M بنابراین و است −فشرده

∼
f ،P

∼
f
G/M(x+M) بنابراین
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Abstract

The theory of the best approximation is used simultaneously in various branches of
mathematics including optimization, numerical analysis, economics and so on. A simple
example of this is to find points from a set to a point in space with the least distance.

In this thesis we introduce the problem of best approximation, the best simultaneously
approximation, the best f−approximation and the best f−simultaneously approximation
in different spaces and we are looking for conditions under which the conditions of a
proximinal set are simultaneously proximinal, f−proximinal, simultaneously f−proximinal.

First we introduce best simultaneous approximation in quotient spaces. We give a
characterization of best simultaneously approximation and best simultaneously chebyshev
in quotient Spaces. Then we introduce the sum of Best simultaneously proximinal
subspaces. We introduce the concept of simultaneously proximinal in Banach spaces.
In the following, we introduce the sum of simultaneously f−proximinal subspaces and
Quotient Spaces. We introduce the concept of simultaneously f−proximinal in Banach
spaces and the concept of f−simultaneously approximation and we prove some results
concerning simultaneously f−approximation of the sum of two subspace in Banach spaces.
Furthermore, we introduce the Best Simultaneous Approximation of finite set in Inner
product spaces. We introduce the concept on f−Best Approximation in Quotient
Topological Vector Spaces.

Key words: best approximation, best simultaneously approximation,
best f−approximation, best f−simultaneously approximation, proximinal,
simultaneously proximinal, f−proximinal, simultaneously f−proximinal.
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