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ସ୍م: భما و ৮در ଘ ৎقدم
ଢسا భ ห ساه ඇ൚ো࣍م کار तدا ماభی و ৮در ඟ໊م، روی از  شاඟ໊م ਈযی را ی ೯دا
وओودشان ଢسا از و ඵවرم ୀگ و شاخ آ৩ھا رীه از و یاسام وओودشان بار భࣾت

৶مام. تلاش داিش و ع࢙م ইࡣب راه భ
রودৣم، ୀ ا॥ت دॻیਚی ज़ฬشان و ໆرم ୀ ا॥ت اभࣇخاری หج রودিشان  واঁدਣশی
رಶ౮ن راه و ඟ໋ را دণ࣎م রوده ا৯د. ਠീی ام ଢما وردگار، از াس وओود، دو اଌن  ඟ໖ا
و রودن ز৯دਛی،  آड़وزگارای آड़و౻ංند. ඇඎিࢋ و ່از از  ز৯دਛی وادی اଌن భ را

ඟ໊د৯د. ൌग़نا را রودن اিسان
آฬن... ৎقدم భوীش ࡛ূه ا॥ت ධසزی ୀگ اଌن حال

د



سپاس گزاری...

تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که جلاله و جل را خدای مر ستایش و سپاس
ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او ح΄مت انوار و است
بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود ما بر را علم درهای و شناساند
درگاه به خاضعانه ارادت از پس بیازماید. معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف
به که علومͬ بابت خدّامͬ دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از است لازم ی΄تا، خداوند
قدردانͬ و تش΄ر نمودند مجموعه این جمͽ آوری در که راهنمایی هایی و آموختند من
بنده تحصیل مراحل طول در که کسانͬ کلیه از ͬ دانم م واجب خود بر پایان در کنم.

کنم. تش΄ر ارجمندم اساتید و عزیز خانواده ͬ الخصوص عل نمودند، یاری را

کوهساری فاطمه
١٣٩۶ بهمن

ه



نامه تعهد
ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی کوهساری فاطمه اینجانب
، باناخ تابعͬ جبر های در تقریبی ͬ های همان عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد خدّامͬ ͬ رضا عل راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
کوهساری فاطمه
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده
نقطه وار باناخ تابعͬ جبرهای و انقباضͬ باناخ تابعͬ جبرهای بررسͬ به پایان نامه این در
تابعͬ جبرهای در ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر که کرد خواهیم بیان پرداخت. خواهیم انقباضͬ
تابعͬ جبرهای در ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر و انقباضͬ تقریبی همانͬ ی انقباضͬ باناخ
سازی مشخص به همچنین دارد. انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ ی انقباضͬ نقطه وار باناخ
مثال هایی بیان ضمن ادامه در ͬ پردازیم. م انقباضͬ نقطه وار و انقباضͬ باناخ تابعͬ جبرهای
جبرهای و انقباضͬ باناخ جبرهای که کرد خواهیم بیان ی΄نواخت، جبرهای جمله، از متعدد
ارائه انقباضͬ باناخ تابعͬ جبر ی همچنین هستند. متمایز هم با انقباضͬ نقطه وار باناخ
دنباله ای جبرهای که کرد خواهیم بیان نهایتاً نیست. ی΄نواخت جبر ی با معادل که ͬ دهیم م

هستند. خود دوم دوگان در ایده آل هایی باناخ تابعͬ جبرهای و باناخ

باناخ، دنباله ای جبر تاوبرین، جبر جابجایی، باناخ جبر نقطه ای، اشتقاق های کلیدی: کلمات
انقباضͬ، باناخ تابعͬ جبرهای باناخ، تابعͬ جبرهای کول، جبر مجرد، س·ال جبر دیتکین، جبر
خودالحاق، آرنز، حاصل ضرب چ·ال، ی΄نواخت، جبرهای انقباضͬ، نقطه وار باناخ تابعͬ جبرهای
منتظم سیلو، مرز جهت دار، مجموعه اوج، مجموعه ،توپولوژی گروه کران دار، وزنͬ، دنباله
انقباضͬ، تقریبی همانͬ کران دار، نسبی تقریبی واحد کران دار، تقریبی واحد اوج، نقاط آرنز،

ی دار. انقباضͬ، نقطه وار تقریبی همانͬ

ز





مطالب فهرست
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١ فصل
پیش نیاز مفاهیم و تعاریف

ͬ شوند م استفاده پایان نامه این در م΄رراً زیر نمادهای و مجموعه ها چون .١ . ٠ . ١ نمادگذاری
ͬ پردازیم م آنها معرفͬ به

.I = [٠, ١] ‐١
.D = {z ∈ C

∣∣ |z| < ١} ‐٢
.D = {z ∈ C

∣∣ |z| ≤ ١} ‐٣
.T = {z ∈ C

∣∣ |z| = ١} ‐۴

تابع ی همراه به ،A هرگاه ͬ باشد، م جبر ی F میدان روی A فضای برداری .١ . ٠ . ١ تعریف
کند صدق زیر شرایط در · : A×A→ A ضرب

،x, y, z ∈ A هر برای ‐١
x · (y · z) = (x · y) · z,

،x, y, z ∈ A هر برای ‐٢
x · (y + z) = x · y + x · z, (y + z) · x = y · x+ z · x,

،α ∈ F هر برای  و x, y ∈ A هر ٣‐برای
(αx) · y = α(x · y) = x · (αy).



پیش نیاز مفاهیم و تعاریف ٢
a ∈ A هر برای به طوری که باشد موجود A در ١ عضو هرگاه گوییم ی دار را A جبر

١ · a = a = a · ١.
روی ضرب و ͽجم اعمال به نسبت هرگاه گوییم، A زیر جبر ی را A جبر از زیر مجموعه ی

باشد. جبر ی خود ،A
مینیمال عضو ی A در مینیمال چپ ایده آل ی باشد. جبر ی A کنید فرض .١ . ٠ . ٢ تعریف

است. A در ناصفر چپ ایده آل های همه خانواده در
I باشد. A ی΄انͬ عضو eA و A ی دار جبر از سره چپ ایده آل ی I کنید فرض .١ . ٠ . ٣ تعریف
همانͬ u دراین صورت .A(eA − u) ⊆ I به طوری که باشد موجود u ∈ A اگر ͬ نامیم م مدولͬ را

ͬ شود. م نامیده I برای راست مدولͬ
به طوری که باشد داشته وجود u ∈ A اگر ͬ نامیم م مدولͬ را I ایده آل ی

.A(eA − u) + (eA − u)A ⊆ I

ایده آل های تمام اشتراک A رادی΄ال دراین صورت باشد جبر ی A کنید فرض .۴ . ١ . ٠ تعریف
ͬ شود. م تعریف A ماکسیمال مدولͬ چپ

.radA = {٠} هرگاه ͬ نامیم م نیم ساده را A جبر .۵ . ١ . ٠ تعریف
باشد. ی دار جبر ی A

I اگروفقط اگر است مدولͬ I سره ایده آل ی .١ . ٠ . ١ نکته
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

ماکسیمال مدولͬ چپ ایده آل ی دراین صورت باشد جبر ی A کنید فرض .۶ . ١ . ٠ تعریف
ͬ باشد. م A در سره مدولͬ چپ ایده آل های همه خانواده در ماکسیمال عضو ی A در

چنان ∥·∥ : A −→ [٠,∞) چون تابعͬ و باشد فضای برداری ی A کنید فرض .١ . ٠ . ٧ تعریف
کند صدق زیر شرایط در که باشد موجود

،x = ٠ ∥x∥  اگر و فقط اگر = ٠ ،x ∈ A به ازای هر ‐١
،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،x ∈ A و α ∈ C به ازای هر ‐٢
.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ A به ازای هر ‐٣

ͬ گوییم. م نرم دار فضای ی را A و ͬ نامیم م A بر نرم ی را ∥·∥ دراین صورت
در که ͬ باشد م d(x, y) = ∥x− y∥ متر تحت متری فضای ی A نرم دار فضای هر .١ . ٠ . ١ تذکر

است.   x, y ∈ A آن
توسط شده تولید متر تحت A به طوری که باشد نرم دار فضای ی (A, ∥·∥) اگر .١ . ٠ . ٨ تعریف

ͬ نامند. م باناخ فضای ی را A آنگاه باشد تام ∥·∥ نرم



٣
ͬ نامیم م معادل را Aروی ∥·∥٢ و ∥·∥١ نرم دو آنگاه باشد فضای برداری ی A اگر .١ . ٠ . ٩ تعریف

.α∥x∥١ ≤ ∥x∥٢ ≤ β∥x∥١ ،x ∈ A به ازای هر که باشند موجود چنان α, β > ٠ هرگاه،
درنظر خطͬ نگاشت ی T : X −→ Y و باشند نرم دار فضای دو Y و X اگر .١ . ٠ . ١٠ تعریف
ی را T آنگاه ∥T∥ < ∞ هرگاه .∥T∥ = sup{∥Tx∥

∣∣ ∥X∥ ≤ ١} ͬ دهیم م قرار آنگاه شود گرفته
ͬ نامیم. م کران دار خطͬ عمل·ر

نوشت ͬ توان م آنگاه باشد کران دار خطͬ عمل·ر T هرگاه
∥T∥ = inf{M ≥ ٠ ∣∣ ∥Tx∥ ≤M∥x∥, x ∈ X .{به ازای هر

عمل·رهای تمام مجموعه و B(X,Y ) با را Y به X از کران دار خطͬ عمل·رهای تمام مجموعه
ͬ دهیم. م نمایش B(X) با را X به X از کران دار خطͬ

A∗∗ و A∗ با ترتیب به را A دوم و اول دوگان باشد نرم دار فضای ی A هرگاه .١ . ٠ . ١١ تعریف
از عبارتند و ͬ دهیم م نمایش

A∗ = {f : A −→ C | باشد کران دار و ,{fخطͬ
A∗∗ = {m : A∗ −→ C | باشد کران دار و .{mخطͬ

که باشد موجود چنان A روی ∥·∥ مانند نرم ی و باشد جبر ی A کنید فرض .١ . ٠ . ١٢ تعریف
ͬ نامیم. م نرم دار جبر ی را A دراین صورت .∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ باشیم داشته a, b ∈ A به ازای هر

باشد. باناخ فضای ی A هرگاه ͬ نامیم م باناخ را A نرم دار جبر
به ازای هر به طوری که باشد موجود eA ∈ A چون عضوی اگر ͬ نامیم م ی دار را A باناخ جبر

.∥eA∥ = ١ و eAa = aeA = a ،a ∈ A

نظر در S زیرمجموعه های از گردایه ای τ و ناتهͬ مجموعه ی S کنید فرض .١ . ٠ . ١٣ تعریف
باشند برقرار زیر شرایط هرگاه ͬ نامیم م S روی توپولوژی ی را τ در این صورت شود. گرفته

،∅, S ∈ τ ‐١
،∪Ai ∈ τ ،{Ai}i∈I مانند τ از گردایه زیر به ازای هر ‐٢

.∩Ai ∈ τ ،{Ai}i∈I مانند τ از متناهͬ زیر گردایه به ازای هر ‐٣
باز مجموعه های τ مجموعه اعضای به و ͬ نامیم م توپولوژی فضای ی را S حالت این در

ͬ گوییم. م
x ̸= y که x, y ∈ K به ازای هر هرگاه ͬ نامند م هاسدورف را K توپولوژی فضای .١۴ . ١ . ٠ تعریف

.ux ∩ uy = ∅ به طوری که باشند موجود uy و ux چون ͬ هایی همسای·
ux چون همسای·ͬ x ∈ K به ازای هر و باشد توپولوژی فضای ی K هرگاه .١۵ . ١ . ٠ تعریف

ͬ نامیم. م فشرده موضعاً فضای ی را K آنگاه باشد فشرده ux به طوری که باشد موجود x از



پیش نیاز مفاهیم و تعاریف ۴
همچنین باشد. فشرده موضعاً  و هاسدورف ناتهͬ، فضای ی K کنید فرض .١۶ . ١ . ٠ تعریف
شود لحاظ K روی کران دار و پیوسته مقدار، مختلط توابع تمام از متش΄ل Cb(K) کنید فرض

زیر نقطه وار ضرب و ͽجم با Cb(K) در این صورت
،(f + g)(k) = f(k) + g(k) ‐١

،(f · g)(k) = f(k)g(k) ‐٢
.(αf)(k) = αf(k) ‐٣

است. ی دار و جابجایی باناخ جبر ی ∥f∥k = sup{|f(k)|
∣∣ k ∈ K} نرم همچنین و

گوییم باشد. فشرده موضعاً و هاسدورف ناتهͬ، فضای ی K کنید فرض .١ . ٠ . ١٧ تعریف
{x ∈ K | |f(x)| ≥ ε} مجموعه ε > ٠ به ازای هر هرگاه ͬ گراید م صفر به نهایت بی در f ∈ Cb(K)

باشد. فشرده K در
نمایش C٠(K) با را ͬ گرایند م صفر به بی نهایت در که را Cb(K) از توابعͬ تمام مجموعه

ͬ دهیم. م
ی C٠(K) آنگاه باشد فشرده موضعاً  و هاسدورف ناتهͬ، فضای ی K هرگاه .١ . ٠ . ١ قضیه

ͬ باشد. م Cb(K) در بسته ایده آل
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

ͬ دهیم م نمایش suppf نماد با را f تکیه گاه یا محمل آنگاه f ∈ C٠(K) اگر .١ . ٠ . ١٨ تعریف
.suppf = {x ∈ K | f(x) ̸= ٠} از است عبارت آن و

مدول −A ی E باشد. باناخ فضای ی E و باناخ جبر ی A کنید فرض .١ . ٠ . ١٩ تعریف
باشد داشته وجود E به A × E از (a, x) −→ a · x نگاشت هرگاه ͬ شود، م نامیده باناخ چپ

باشند برقرار زیر شرط دو به طوری که
،x ∈ E و a, b ∈ A هر برای ‐١ الف)

(a+ b) · x = a · x+ b · x.

،x ∈ E و a ∈ A ،α ∈ C هر برای ‐٢
α(a · x) = (αa) · x = a · (αx).

،a ∈ A و x, y ∈ E هر ٣‐برای
a · (x+ y) = a · x+ a · y.

،x ∈ E و a, b ∈ A هر برای ‐۴
(ab) · x = a · (b · x).



۵
باشیم داشته x ∈ E هر و a ∈ A هر برای به طوری که باشد موجود K مثبت و حقیقͬ عدد ب)

∥a · x∥ ≤ K∥a∥∥x∥.

ͬ شود. م تعریف مشابه طور به باناخ راست مدول −A

راست و چپ مدول −A ی E هرگاه است، باناخ مدول −A یا باناخ مدول دو −A ی E
باشیم داشته ،x ∈ E و a, b ∈ A هر برای و باشد باناخ

(a · x) · b = a · (x · b).

باناخ فضای دراین صورت باشد. باناخ مدول دو −A ی E و باناخ جبر ی A کنید فرض
مدولͬ اعمال با E∗

⟨f · a, x⟩ = ⟨f, a · x⟩, ⟨a · f, x⟩ = ⟨f, x · a⟩,

(a ∈ A, x ∈ E, f ∈ E∗).

ی A∗ همچنین و است خودش روی مدول دو −A ی A ویژه به است. باناخ مدول −A ی
به طوری که است باناخ مدول دو −A

⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩, ⟨b, a · f⟩ = ⟨f, b · a⟩,

(a, b ∈ A, f ∈ A∗).

به طوری که باشد خطͬ نگاشت ی φ : A −→ C و باشد جبر ی A هرگاه .١ . ٠ . ٢٠ تعریف
ͬ نامیم. م جبری همریختͬ ی را φ آنگاه φ(ac) = φ(a)φ(c) باشیم داشته a, c ∈ A به ازای هر

مانند ناصفر جبری همریختͬ هر به دراین صورت باشد. جبر ی A کنید فرض .١ . ٠ . ٢١ تعریف
ͬ شود. م گفته A روی شاخص ی φ : A −→ C

A روی شاخص فضای را آن و ͬ دهیم م نمایش ΦA با را A روی شاخص های تمام فضای
ͬ نامیم. م

است. ناتهͬ ΦA فضای آنگاه باشد ی دار و جابجایی باناخ جبر ی A اگر
به طوری که است A روی پیوسته خطͬ تابعک ی φ ∈ ΦA هر آنگاه باشد جبر باناخ ی A اگر
در A∗

[١] = {f ∈ A∗ | ∥f∥ ≤ ١} از مجموعه زیر ی عنوان به را ΦA ͬ توان م بنابراین .∥φ∥ ≤ ١
گرفت. نظر

برای هرگاه ͬ نامیم م جزیی ترتیب رابطه ی را A مجموعه ی روی ≤ رابطه .١ . ٠ . ٢٢ تعریف
باشیم داشته α, β, γ ∈ A هر

،α ≤ α ‐١
،α = β آنگاه β ≤ α و α ≤ β اگر ‐٢
.α ≤ γ آنگاه β ≤ γ و α ≤ β اگر ‐٣
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رابطه ی هرگاه ͬ گوییم م جهت دار مجموعه ی ی را J تهͬ غیر مجموعه ی .١ . ٠ . ٢٣ تعریف
J از γ عنصر J از β و α عضو دو هر برای که باشد داشته وجود J روی ≤ مانند جزیی ترتیب

.β ≤ γ و α ≤ γ به طوری که باشد موجود
باشد. جهت دار مجموعه ی ی J و توپولوژی فضای ی X کنید فرض .٢۴ . ١ . ٠ تعریف
که ͬ باشد م α −→ x(α) ضابطه با x : J −→ X چون نگاشتͬ ،X در تور ی دراین صورت

ͬ نویسیم. م (xα)α∈J صورت به را آن معمولا˟
عضو به (xα)α تور گوییم باشد. A نرم دار جبر در تور ی (xα)α کنید فرض .٢۵ . ١ . ٠ تعریف

هرگاه هم·راست x ∈ A

∀ε > ٠ ∃α٠, ∀α ≥ α٠ ∥xα − x∥ < ε.

همانͬ ی را A از (xα)α کران دار تور باشد. نرم دار جبر ی A کنید فرض .٢۶ . ١ . ٠ تعریف
.limα∥xαa− a∥ = ٠ باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه ͬ نامیم م A برای چپ کران دار تقریبی
a ∈ A هر برای هرگاه ͬ نامیم م راست کران دار تقریبی همانͬ را (xα)α کران دار تور مشابه طور به

.limα∥axα − a∥ = ٠ باشیم داشته
ی را (xα)α آنگاه limα∥xαa − a∥ = limα∥axα − a∥ = ٠ باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه

ͬ نامیم. م A برای کران دار تقریبی همانͬ
دراین صورت باشد. A برای ١ کران با تقریبی همانͬ ی (xα)α کنید فرض .١ . ٠ . ٢٧ تعریف

ͬ نامیم. م A برای انقباضͬ تقریبی همانͬ ی را (xα)α

هر برای به طوری که باشد موجود A در (xn) مانند کران دار دنباله ای هرگاه .١ . ٠ . ٢٨ تعریف
کران دار تقریبی همانͬ ی را (xn) آنگاه limn→∞∥axn − a∥ = limn→∞∥xna− a∥ = ٠ ،a ∈ A

ͬ نامیم. م A برای دنباله ای
چپ تقریبی واحد A دراین صورت باشد. نرم دار جبر ی (A, ∥·∥) کنید فرض .١ . ٠ . ٢٩ تعریف
طریق به .∥a−ua∥ < ε که باشد موجود چنان u ∈ A[m] ،ε > ٠ وهر a ∈ A هر برای هرگاه دارد
باشد موجود چنان u ∈ A[m] ،ε > ٠ هر و a ∈ A هر برای هرگاه دارد راست تقریبی واحد مشابه

.∥a− au∥ < ε که
باشد موجود چنان u ∈ A[m] ،ε > ٠ هر و a ∈ A هر برای هرگاه است تقریبی واحد دارای A

.∥a− au∥+ ∥a− ua∥ < ε به طوری که
.u ∈ A[m] =⇒ A[m] = {a ∈ A | ∥a∥ ≤ m} هرگاه ͬ نامیم م m کران با را u تقریبی واحد

همانͬ A اگروفقط اگر دارد m کران با تقریبی واحد ی (A, ∥·∥) نرم دار جبر .١ . ٠ . ٢ قضیه
با تقریبی واحد ی A ،ε > ٠ هر برای اگر همچنین باشد. داشته m کران با کران دار تقریبی

دارد. m کران با کران دار تقریبی واحد ی A آنگاه باشد داشته m+ ε کران



٧
اگر باشد. فشرده ای بازه [a, b] کنید فرض .١ . ٠ . ٣٠ تعریف

a = x٠ < x١ < · · · < xn−١ < xn = b,

P ام k بازه زیر را [xk−١, xk] بازه ͬ نامیم. م [a, b] افراز ی را P = {x٠, x١, · · · , xn} مجموعه
افرازهای همه دسته .∑n

k=١ ∆xk = b− a دراین صورت .∆xk = xk − xk−١ ͬ نویسیم م نامیده،
ͬ شود. م داده نشان P [a, b] نماد با [a, b] مم΄ن

اگر باشد. شده تعریف [a, b] بر f کنید فرض .١ . ٠ . ٣١ تعریف
P = {x٠, x١, · · · , xn},

ͬ نویسیم م k = ١,٢, · · · , n به ازای باشد، [a, b] افراز ی
∆fk = f(xk)− f(xk−١).

،[a, b] افراز به ازای هر که قسمͬ به باشد داشته وجود M مانند مثبت عددی هرگاه
n∑

k=١
|∆fk| ≤M,

است. کران دار تغییر با [a, b] بر f گوییم n∑آنگاه
k=١ |∆fk| مجموع ∑

(P ) و باشد کران دار تغییر با [a, b] بازه بر f کنید فرض .١ . ٠ . ٣٢ تعریف
دهد. نشان را [a, b] از P = {x٠, x١, · · · , xn} افراز با متناظر

عدد
V
(a,b)(f)

= sup{
∑

(P ) | P ∈ P [a, b]},

ͬ نامیم. م [a, b] بازه بر f کل تغییر را
فرض همچنین و باشد ناتهͬ و فشرده متری فضای ی (K, d) کنید فرض .١ . ٠ . ٣٣ تعریف

باشد. α ∈ (٠, ١) کنید
کنید تعریف K روی f مقدار مختلط تابع هر برای

Pα(f) = sup
{ |f(x)− f(y)|

d(x, y)α
∣∣ x, y ∈ K,x ̸= y}.

.Lip
α
K = {f : K −→ C | Pα(f) <∞} ͬ دهیم م قرار حال

ͬ شود. م نامیده α مرتبه با K روی شیتز لیپ جبر Lip
α
K دراین صورت

ͬ شود م تعریف زیر صورت به lip
α
K همچنین

lip
α
K =

{
f ∈ Lip

α
K

∣∣ lim
d(x,y)→٠

|f(x)− f(y)|
d(x, y)α

= ٠}.
دو هر lip

α
K و Lip

α
K آنگاه ∥f∥α = ∥f∥K + Pα(f) کنیم تعریف f ∈ Lip

α
K به ازای هر اگر

هستند. باناخ فضای
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.Lip

β
K ⊂ Lip

α
K آنگاه α < β ≤ ١ اگر است. Lip

α
K از بسته فضای زیر lip

α
K

به و α ≥ β هرگاه دارد تعلق Lip
α
K به x −→ d(x, x٠)β نگاشت آنگاه x٠ ∈ K اگر همچنین

.β ≥ α هرگاه دارد تعلق lip
α
K

آن از محدب مجموعه زیر ی S و باشد باناخ فضای ی E کنید فرض (مازور). ١ . ٠ . ٣ قضیه
.S∥·∥

= S
w دراین صورت باشد.

تابع ی f : D → D و باشد واحد دیس D کنید فرض (پی ‐ شوارتز). ۴ . ١ . ٠ قضیه
داریم z١, z٢ ∈ D هر برای دراین صورت تحلیلͬ) ∣∣∣هولومورف(تابع f(z١)− f(z٢)

١ − f(z١)f(z٢)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ z١ − z٢١ − zz٢

∣∣∣.
به ازای هر باشد. C صفحه در باز دیس E = {z

∣∣ |Z| < ١} کنید فرض .٣۴ . ١ . ٠ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به E روی هذلولوی متر z١, z٢ ∈ E

P (z١, z٢) =
١
٢ ln

|١ − z١z٢|+ |z١ − z٢|
|١ − z١z٢| − |z١ − z٢|

.

باشد. L١(µ) نرم دار فضای در دنباله ای {fn}∞n=١ کنید فرض تسلطͬ). (هم·رایی ۵ . ١ . ٠ قضیه
که باشد موجود چنان g ∈ L١(µ) چون تابعͬ و fn p.w−−→ f کنید فرض همچنین

∀x ∈ X : g(x) ≥ ٠, ∀n ∈ N : |fn(x)| ≤ g(x) µ.a.e

.f ∈ L١(µ) و ∫
fndµ→

∫
fdµ دراین صورت

توابع از دنباله ی {fn}∞n=١ ⊆ L+ و اندازه فضای ی (X,F, µ) کنید فرض (فاتو). ١ . ٠ . ١ لم
دراین صورت باشد. نامنفͬ پذیر ∫اندازه

lim inf fndµ ≤ lim inf

∫
fndµ

n ∈ N به ازای هر و باشند R در دنباله هایی Y = (yn) و X = (xn) کنید فرض .٣۵ . ١ . ٠ تعریف
دراین صورت .yn ̸= ٠ بزرگ، کافͬ قدر به

.lim(xn
yn
) = ١ هرگاه (xn) ∼ (yn) یا X ∼ Y ͬ نویسیم م و هستند ارز هم Y و X ͬ گوییم م ‐١

xn = o(yn) یا X = o(Y ) ͬ نویسیم م و است کمتر Y مرتبه از X بزرگͬ مرتبه ͬ گوییم م ‐٢
.lim(xn

yn
) = ٠ هرگاه

(xn
yn
) دنباله هرگاه xn = O(yn) یا X = O(Y ) ͬ نویسیم م و است مسلط Y بر X ͬ گوییم م ‐٣

باشد. کران دار
باشد. τ توپولوژی با همراه فشرده موضعاً هاسدورف فضای ی K کنید فرض .٣۶ . ١ . ٠ تعریف
دهیم نمایش ∞ نماد با سهولت برای را شͬء این ͬ توانیم م ͬ گیریم. م نظر Kدر از بیرون شیئͬ

اگر ͬ دهیم. م تش΄یل را K∞ = K ∪ {∞} مجموعه K به شͬء این الحاق با و



٩
نقطه ای تک شده فشرده را K∞ فضای آنگاه τ∞ = τ ∪ {K∞ − C | K در است {Cفشرده

ͬ نامیم. م K
K∞ و نیست فشرده که باشد فشرده موضعاً هاسدورف فضای ی K کنید فرض .۶ . ١ . ٠ قضیه

دراین صورت باشد. K نقطه ای تک شده فشرده
است. فشرده و هاسدورف فضای K∞ ‐١

است. K∞ از زیرفضایی K ‐٢
است. نقطه ی از متش΄ل K∞ −K مجموعه ‐٣

.K = K∞ ‐۴
خطͬ تابعک شود. گرفته نظر در φ ∈ ΦA∪{٠} و باشد جبر ی A کنید فرض .١ . ٠ . ٣٧ تعریف

.d(ab) = φ(a)d(b) + φ(b)d(a) ،a, b ∈ A هر برای اگر است φ در نقطه ای اشتقاق A روی d
نشان Cφ با را آن که است مدول −A ی λ · a = φ(a)λ و a · λ = φ(a)λ اعمال تحت C

ͬ دهیم. م
ͬ شود. م داده نمایش Z١(A,Cφ) با نقطه ای اشتقاق های همه فضای

کنید فرض .١ . ٠ . ١ مثال
A = C(١)(R) = {f : R −→ R | پیوسته مشتق با است مشتق پذیر و {fکران دار

اگر شود. گرفته نظر در ∥f∥R ی΄نواخت نرم با
φ : A→ R

φ(f) = f(١)
d : A→ R

d(f) = f ′(١)
است. φ در نقطه ای اشتقاق ی d آنگاه

ش΄ل به متناهͬ است مجموعͬ مثلثاتͬ جمله ای چند ی .١ . ٠ . ٣٨ تعریف
مختلط اعداد b٠, · · · , bN و a٠, · · · , aN آن در که f(x) = a٠ +∑N

n=١(an cosnx+ bn sinnx)
،sin(x) = ١٢i [E(ix) − E(−ix)] و cos(x) = ١٢ [E(ix) + E(−ix)] اتحادهای به نظر ͬ باشند. م

نوشت. f(x) = ∑N
−N cne

inx ش΄ل به ͬ توان م را f(x) = a٠ +∑N
n=١(an cosnx+ bn sinnx)

نگاشت ی A روی برگشت ی دراین     صورت باشد. جبر ی A کنید فرض .١ . ٠ . ٣٩ تعریف
مانند خطͬ مزدوج

A→ A

a→ a∗
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باشند برقرار زیر خاصیت دو a, b ∈ A هر برای به طوری که است

a∗∗ = a ‐١
(ab)∗ = b∗a∗ ‐٢

ͬ نامیم. م جبر −∗ ی یا برگشت دار جبر ی را (A, ∗) دراین صورت
مانند کامل ضربی زیر نرم ی با همراه A مانند جبر −∗ ی باناخ جبر −∗ ی .۴١ . ٠ . ٠ تعریف
جبر −∗ آنگاه ∥١∥ = ١ و باشد ی دار A اگر ویژه به .∥a∗∥ = ∥a∥ ،a ∈ A به ازای هر که است ∥·∥

ͬ نامیم. م ی دار باناخ
،a ∈ A هر برای هرگاه ͬ نامیم م جبر −C∗ ی را A مانند باناخ جبر −∗ ی .۴١ . ٠ . ١ تعریف

.∥a∗a∥ = ∥a∥٢

دراین صورت باشد. ناتهͬ و فشرده موضعاً هاسدورف فضای ی K کنید فرض .١ . ٠ . ٢ مثال
f∗(x) = f(x) صورت به f ∈ C٠(K) به ازای هر آن برگشت عمل که است جبر −C∗ ی C٠(K)

ͬ شود. م تعریف

ضعیف‐ستاره توپولوژی و ضعیف توپولوژی ١ . ١
به شده تولید توپولوژی شود. گرفته نظر در A دوگان A∗ و باناخ فضای یA کنید فرض
باشد پیوسته آن به نسبت f ∈ A∗ هر که A روی توپولوژی ضعیف ترین یعنͬ ،A روی A∗ وسیله

ͬ دهیم. م نمایش σ(A,A∗) با را آن و ͬ نامیم م A روی ضعیف توپولوژی را
ی U(f, x٠, ε) = {x ∈ A

∣∣ |f(x) − f(x٠)| < ε} آنگاه f ∈ A∗ و ε > ٠ ،x٠ ∈ A اگر
گردایه حقیقت در است. ضعیف توپولوژی به نسبت (x٠ از همسای·ͬ ی ) باز مجموعه
پایه زیر ی تش΄یل ͬ کنند م تغییر ε و x٠ و f وقتͬ U(f, x٠, ε) فرم به مجموعه های تمام
ش΄ل به مجموعه های از متناهͬ اشتراک های تمام گردایه و ͬ دهند م ضعیف توپولوژی برای

ͬ دهند. م ضعیف توپولوژی برای پایه ی تش΄یل U(f, x٠, ε)

دنباله گوییم آنگاه ،x ∈ A و باشد A باناخ فضای در دنباله ای {xn}∞n=١ اگر .١ . ١ . ١ تعریف
به ازای هر هرگاه ،xn w−→ x ͬ نویسیم م و ͬ کند م میل x ∈ A به ضعیف صورت به {xn}∞n=١

به ازای هر که طوری به باشد موجود N ∈ N چون عضوی x از U مانند ضعیف همسای·ͬ
.xn ∈ U ، n ≥ N

اگر و فقط اگر xn w−→ x آنگاه x ∈ A و باشد A باناخ فضای در دنباله ای {xn}∞n=١ اگر .١ . ١ . ١ قضیه
.f(xn) −→ f(x) ،f ∈ A∗ به ازای هر
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.



١١ ضعیف‐ستاره توپولوژی و ضعیف توپولوژی
نگاشت در این صورت باشد. دلخواه x ∈ A و باناخ فضای ی A کنید فرض .١ . ١ . ٢ تعریف

A −→ A∗∗

x −→ x̂

A متعارف تصویر را فوق نگاشت ͬ کنیم. م تعریف x̂(f) = f(x) صورت به f ∈ A∗ هر برای را
ͬ نامیم. م A∗∗ در

نسبت که A∗ روی توپولوژی کوچ΄ترین آنگاه باشد آن دوگان A∗ و باناخ فضای ی A اگر
توپولوژی را آن و ͬ دهیم م نمایش σ(A∗, A) نماد با را باشد پیوسته x̂ ،x ∈ A به ازای هر آن به

ͬ نامیم. م A روی ضعیف ‐ ستاره
فرم به ضعیف ‐ ستاره توپولوژی برای باز زیر پایه ای مجموعه ی

.ε > ٠ ،f٠ ∈ A∗ ،x ∈ A آن در که است U(f٠, x, ε) = {f ∈ A∗ ∣∣ |f(x)− f٠(x)| < ε}

فرم به ضعیف ‐ ستاره توپولوژی برای باز پایه ای مجموعه ی
B(f٠, x١, x٢, ..., xm, ε١, ..., εm) = {f ∈ A∗ ∣∣ |f(xi)− f٠(xi)| < εi, ١ ≤ i ≤ m},

هستند. مثبت اعدادی ε١, ε٢..., εm و x١, x٢, ..., xm ∈ A و f٠ ∈ A∗ آن در که ͬ باشد م
میل ضعیف ‐ستاره صورت به f ∈ A∗ عضو به A∗ در {fn}∞n=١ دنباله گوییم مشابه طور به
چنان N ∈ N چون عضوی U مانند f از ضعیف ‐ستاره همسای·ͬ به ازای هر هرگاه ͬ کند م

.fn w∗
−−→ f ͬ نویسیم م دراین صورت .fn ∈ U ،n ≥ N به ازای هر که باشد موجود

کران دار خطͬ عمل·ر دراین صورت باشند. نرم دار فضای دو Y و X کنید فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
ضعیف طور به Y در T (X[١]) مجموعه هرگاه ͬ نامند م فشرده ضعیف طور به را T : X −→ Y

باشد. فشرده
ضعیف طور به را f ∈ A∗ عضو دراین صورت باشد. باناخ جبر ی A کنید فرض .۴ . ١ . ١ تعریف

نگاشت هرگاه ͬ نامیم م ١ تقریبی متناوب
Rf :A −→ A∗

a −→ a · f

باشد. فشرده ضعیف طور به
نمایش WAP (A) نماد با را A روی تقریبی ضعیف طور به تابعک های تمام باناخ فضای
و ٢.۶ بخش [۶] ͽمراج به WAP (A) فضای مورد در بیشتر جزئیات مطالعه (برای ͬ دهیم. م

( شود. [٢۶] مراجعه و [١٠] و [٩] همچنین
١Weakly almost periodic



پیش نیاز مفاهیم و تعاریف ١٢
به ازای هر اگروتنهااگر fn w∗

−−→ f آنگاه f ∈ A∗ و باشد A∗ در دنباله ای {fn}∞n=١ اگر .١ . ١ . ٢ قضیه
.fn(x) → f(x) باشیم داشته x ∈ A

شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.
ضعیف ‐ ستاره توپولوژی در A∗

[١] = {f ∈ A∗ | ∥f∥ ≤ ١} بسته ی΄ه گوی (آلاگلو). ١ . ١ . ٣ قضیه
( است. فشرده σ(A∗, A) توپولوژی به نسبت A∗

[١] دی·ر عبارت (به است. فشرده
شود. مراجعه A.٣.٢٠ قضیه [۶] ͽمرج به برهان.

ضعیف ‐ ستاره توپولوژی به نسبت ΦA فضای آنگاه باشد باناخ جبر ی A اگر .١ . ١ . ١ گزاره
است. فشرده ΦA آنگاه باشد ی دار A اگر است. فشرده موضاً

شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.
ͬ شوند. م تعریف زیر به صورت A٢ و A[٢] مجموعه های آنگاه باشد باناخ جبر ی A اگر

A[٢] = {ab | a, b ∈ A} , A٢ = linA[٢]

است. A[٢] اعضای متناهͬ خطͬ ترکیبات تمام مجموعه linA[٢] آن در که
.A = A[٢] هرگاه ͬ شود م تجزیه A گوییم آنگاه باشد باناخ جبر ی A اگر .۵ . ١ . ١ تعریف

به که KA مجموعه در این صورت باشد. ی دار باناخ جبر ی A کنید فرض .۶ . ١ . ١ تعریف
ͬ نامیم. م A جبر حالت فضای را ͬ شود م تعریف KA = {f ∈ A∗ | ∥f∥ = ⟨f, eA⟩ = ١}  صورت

است. A∗
[١] از فشرده ضعیف ‐ ستاره و محدب ناتهͬ، مجموعه ای زیر KA فضای

را x ∈ S عضو شود. گرفته نظر در S ⊆ A و برداری فضای ی A کنید فرض .١ . ١ . ٧ تعریف
باشد. محدب S − {x} اگر ͬ نامیم م S مجموعه فرین نقطه ی

ͬ دهیم. م نمایش exS نماد با را S مجموعه فرین نقاط تمام مجموعه
و ٢x = y + z رابطه های از هرگاه است S مجموعه فرین نقطه x که کرد ثابت ͬ توان م

.x = y = z که گرفت نتیجه بتوان y, z ∈ S

فرین نقطه ی eA دراین صورت باشد. ی دار نرم دار جبر ی A کنید فرض .١ . ١ . ٢ گزاره
است. A[١] = {x ∈ A | ∥x∥ ≤ ١} مجموعه

شود. مراجعه ٢.١.١۶ گزاره [۶] ͽمرج به برهان.
فشرده موضعاً فضای ی از ناتهͬ و فشرده مجموعه زیر یK اگر (کرین میلمن). ۴ . ١ . ١ قضیه

است. exK مجموعه محدب پوسته ⟨exK⟩ آن در که .⟨exK⟩ = K آنگاه باشد K



١٣ دوم و اول نوع آرنز ضرب های
شود. مراجعه (i) قسمت A.٣.٣٠ قضیه [۶] ͽمرج به برهان.

آنگاه KA = {f ∈ A∗ | ∥f∥ = ⟨f, eA⟩ = ١} و باشد ی دار باناخ جبر ی A اگر .١ . ١ . ١ نتیجه
.⟨exKA⟩

w∗

= KA

شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را زیر نمادگذاری دو A باناخ جبر برای

A ·A∗ = {a · f | a ∈ A, f ∈ A∗},

AA∗ = linA ·A∗.

است. A ·A∗ اعضای متناهͬ خطͬ ترکیبات تمام مجموعه linA ·A∗ که جایی

دوم و اول نوع آرنز ضرب های ١ . ٢
A دوم دوگان A∗∗ کنید فرض A پذیر شرکت نرم دار جبر برای آرنز). (ضرب های ١ . ٢ . ١ تعریف
به ͬ شوند م داده نمایش ♢ و □ با ترتیب به که A∗∗ روی دوم و اول نوع آرنز ضرب های باشد.

داریم m,n ∈ A∗∗ و f ∈ A∗ و a, b ∈ A هر برای ͬ شوند. م تعریف زیر صورت
⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩, ⟨n · f, a⟩ = ⟨n, f · a⟩, ⟨m□n, f⟩ = ⟨m,n · f⟩

و
⟨b, a · f⟩ = ⟨ba, f⟩, ⟨a, f ·m⟩ = ⟨a · f,m⟩, ⟨f,m♢n⟩ = ⟨f ·m,n⟩

هستند. شرکت پذیر نرم دار جبرهای (A∗∗,♢) ،(A∗∗,□) که است بررسͬ قابل سادگͬ به
دو هر برای هرگاه دی·ر عبارتͬ به باشند منطبق هم بر آرنز ضرب های هرگاه .١ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م آرنز منتظم را A آنگاه m□n = m♢n باشیم داشته A∗∗ به متعلق m ،n دلخواه عضو

است. آرنز منتظم ͬ البعد متناه نرم دار جبر هر .١ . ٢ . ١ مثال

مدول٢ͬ ل·اریتم جبرهای ١ . ٣
C روی جبر ی C(K) دراین صورت C(K) = {f : K −→ C | است fپیوسته } کنید فرض

است.
٢Logmodular



پیش نیاز مفاهیم و تعاریف ١۴
R روی جبر ی CR(K) دراین صورت CR(K) = {f : K −→ R | است fپیوسته } کنید فرض

است.
این صورت در جبرباشد ی A کنید فرض

A−١ = {f ∈ A | است پذیر {fمعکوس
ReA = {Ref | f ∈ A}

A = {f | f ∈ A}

log |A−١| = {log |f | | f ∈ A−١}

ل·اریتم جبر ی A گوییم باشد. K روی ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
در ی΄نواخت طور به log |A−١| = {log |f | | f ∈ A−١} توابع مجموعه اگر است K روی مدولͬ

است. A پذیر معکوس توابع تمام مجموعه A−١ آن در که باشد. چ·ال CR(K)



٢ فصل
باناخ تابعͬ جبرهای

همچنین باشد. فشرده موضعاً و هاسدورف ناتهͬ، فضای ی K کنید فرض .٢ . ٠ . ١ تعریف
ͬ کند م جدا را K نقاط قوی طور به A گوییم شود. لحاظ Cb(K) از زیرجبر ی A کنید فرض
.f(x) ̸= f(y) که باشد موجود چنان f ∈ A چون تابعͬ ،x ̸= y شرط با x, y ∈ K هر برای هرگاه

.g(x) ̸= ٠ که باشد موجود چنان g ∈ A چون تابعͬ x ∈ K هر برای همچنین
دراین صورت باشد. فشرده موضعاً و هاسدورف ناتهͬ، فضای یK کنید فرض .٢ . ٠ . ٢ تعریف
جدا را K نقاط قوی طور به که است A مانند Cb(K) از زیرجبر ی K روی تابعͬ جبر ی

ͬ کند. م
آن در که .f ∈ A ،f ∈ A به ازای هر هرگاه ͬ نامیم م خودالحاق را A تابعͬ جبر .٢ . ٠ . ٣ تعریف

.f(k) = f(k) ،k ∈ K هر برای
فشرده موضعاً و هاسدورف ناتهͬ، فضای روی تابعͬ جبر ی A کنید فرض .۴ . ٢ . ٠ تعریف
تام ∥·∥ نرم تحت A به طوری که شود لحاظ A روی نرم ی ∥·∥ کنید فرض همچنین باشد. K

ͬ نامیم. م باناخ تابعͬ جبر رای (A, ∥·∥) دراین صورت باشد.
نرم های هرگاه ͬ نامیم م ی΄نواخت جبر ی با معادل را (A, ∥·∥) باناخ تابعͬ جبر ی همچنین

است. بسته (Cb(K), ∥·∥K) در A حالت این در باشند. معادل هم با A روی ∥·∥K و ∥·∥



باناخ تابعͬ جبرهای ١۶
.∥·∥ = ∥·∥K هرگاه ͬ شود م نامیده ی΄نواخت (A, ∥·∥) باناخ تابعͬ جبر .۵ . ٢ . ٠ تعریف

تابع f ∈ A و x ∈ K هر برای و باشد K روی تابعͬ جبر ی A کنید فرض .۶ . ٢ . ٠ تعریف
A روی شاخص ی εx دراین صورت ͬ کنیم. م تعریف εx(f) = f(x) ضابطه ی با را εx : A→ C

ͬ نامیم. م x در ارزیابی شاخص را آن که است

در ΦA از زیرمجموعه ای عنوان به را K ͬ توان م εx با x ∈ K هر گرفتن ی΄ͬ با .٢ . ٠ . ١ نکته
گرفت. نظر

عبارت به .K = ΦA هرگاه ͬ نامیم م طبیعͬ را K روی A باناخ تابعͬ جبر ی .٢ . ٠ . ٧ تعریف
عضوی φ ∈ ΦA مانند شاخص به ازای هر هرگاه است طبیعͬ K روی A باناخ تابعͬ جبر دی·ر

.φ = εx به طوری که باشد موجود x ∈ K چون

است. طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A آنگاه A = C٠(K) اگر .٢ . ٠ . ١ مثال
و A ⊆ C٠(K) آنگاه باشد طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A اگر که کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به

.∥f∥ ≥ ∥f∥K ،f ∈ A به ازای هر

بستار دراین صورت باشد. K روی طبیعͬ باناخ جبر ی (A, ∥·∥) کنید فرض .٢ . ٠ . ١ قضیه
است. طبیعͬ C٠(K) در A ی΄نواخت

شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

و ناتهͬ مجموعه ی روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی (A, ∥·∥) کنید فرض .٢ . ٠ . ٢ قضیه
.∥١K∥ = ١ و است ی دار A بنابراین و ١K ∈ A دراین صورت باشد. K فشرده

شود. مراجعه ٢.۴.٣۵ نتیجه [۶] ͽمرج به برهان.

A در (fα)α تور دراین صورت باشد. باناخ تابعͬ جبر ی (A, ∥·∥) کنید فرض .٢ . ٠ . ٨ تعریف
هر برای همچنین و ∥fα∥ ≤ ١ ،α هر برای اگر ͬ شود م نامیده انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ

.limα φ(fα) = ١ ،φ ∈ ΦA

ایده آل های همه و A اگر ͬ نامیم م انقباضͬ نقطه وار را (A, ∥·∥) باناخ تابعͬ جبر .٢ . ٠ . ٩ تعریف
باشند. انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ دارای آن ماکسیمال مدولͬ

A دراین صورت .A = C٠(K) و باشد فشرده موضعاً فضای ی K کنید فرض .٢ . ٠ . ٢ مثال
است. انقباضͬ باناخ تابعͬ جبر ی



١٧ گلفاند۴ تبدیل

گلفاند١ تبدیل ٢ . ١
ی Mφ = kerφ وضوح به آنگاه ،φ ∈ ΦA اگر باشد. جابجایی باناخ جبر ی A کنید فرض
در که ͬ باشد م Mφ فرم به A در ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر است. ماکسیمال مدولͬ ایده آل

.φ ∈ ΦA آن
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را â ،a ∈ A به ازای هر ،ΦA ̸= ∅ کنید فرض

â : ΦA → C

â(φ) = φ(a)

تبدیل دراین صورت

ζ : A→ C٠(ΦA)

ζ(a) = â

ͬ نامیم. م A گلفاند تبدیل را
،a ∈ A به ازای هر که است همریختͬ ی ζ دی·ر عبارت به است. نزولͬ نرم همریختͬ ی ζ

.∥â∥ = ∥ζ(a)∥ ≤ ∥a∥

است. ΦA روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی Â آنگاه ،Â = {â | a ∈ A} اگر
آنگاه باشد نیم ساده A اگر است. A

ker ζ قسمتͬ خارج نرم همان Â نرم لذا ، A
ker ζ

∼= Â چون
.A = A

ker ζ
∼= Â در این صورت است. به ی ی ζ تبدیل

طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی جابجایی ساده نیم باناخ جبر هر که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین
است. ΦA روی

٣ دیتکین و تاوبرین٢ جبرهای ٢ . ٢
ͬ دهیم. م انجام را زیر نمادگذاری های دیتکین و تاوبرین جبرهای تعاریف برای

دلخواه x ∈ K و باشد K فشرده موضعاً فضای ی روی باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض
همچنین و Mx = Mεx = ker εx ͬ کنیم م تعریف است A روی شاخص ی εx چون باشد.

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را I(E) باشد K از بسته ای زیرمجموعه ی E اگر .M∞ = A

I(E) =
{
f ∈ A

∣∣ f |E = ٠}.
١Gelfand
٢Tauberian
٣Ditkin



باناخ تابعͬ جبرهای ١٨
است. A در بسته ایدآل ی I(E) که کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به

.J∞ = J∞(A) =
{
f ∈ A

∣∣ دارد فشرده {fمحمل ͬ دهیم م قرار همچنین
است. A در ایده آل ی J∞ که کرد ثابت ͬ توان م مشابه طور به

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را Jx(A) یا Jx مجموعه  x ∈ K هر برای
Jx = Jx(A) =

{
f ∈ J∞

∣∣∣ x /∈ suppf}.
.Jx ⊆Mx و است A در ایده آل ی Jx

.A٠ = J∞
A یعنͬ ͬ کنیم م تعریف A در J∞ بستار را A٠

در این صورت Kباشد. موضعاً فشرده فضای در باناخ تابعͬ جبر یA کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
.A٠ = A اگر ͬ نامند م تاوبرین را A جبر

قوی طور به J∞ هرگاه است تاوبرین باناخ تابعͬ جبر ی A٠ که داد نشان ͬ توان م بنابراین
کند. جدا را K نقاط

به را A دراین صورت باشد. K روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ تعریف
باشد. چ·ال Mx در Jx ،x ∈ K ∪ {∞} هر برای هرگاه ͬ نامیم م منتظم قوی طور

را A دراین صورت باشد. K روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ تعریف
چون عضوی x ∈ K \ F هر Kو در F بسته ناتهͬ مجموعه زیر هر برای اگر ͬ نامیم م منتظم

.f(y) = ٠ ، y ∈ F هر برای و f(x) = ١ به طوری که باشد موجود f ∈ A

است. منتظم منتظم، قوی به طور جبر هر .٢ . ٢ . ١ گزاره
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

جبر ی را A صورت این در باشد. طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ تعریف
.f ∈ fJx باشیم داشته f ∈Mx هر و x ∈ K ∪ {∞} هر برای اگر ͬ نامیم م دیتکین

است. منتظم قوی به طور دیتکین جبر هر .٢ . ٢ . ٢ گزاره
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

غیر و فشرده موضعاً فضای ی روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٢ . ٢ . ١ مثال
∞Kفضایی آنگاه Kباشد فضای نقطه ای تک ∞Kفشرده سازی = K∪{∞} اگر Kباشد. فشرده 
A ͬ توان م دراین صورت شود تعریف صفر مقدار f(∞) ،f ∈ A هر ازای به اگر است. فشرده
نظر در f(x) = ١ را K∞ روی ثابت تابع گرفت. نظر در C(K∞) از جبر زیر ی عنوان به را

صورت به را A ی دارسازی اگر حال ͬ گیریم. م
A♯ = {f + z١ | f ∈ A, z ∈ C},



١٩ باناخ تابعͬ جبرهای در کران دار تقریبی ͬ های همان
به ازای هر A♯ روی نرم اگر است. C(K∞) از جبر زیر ی A♯ آنگاه کنیم تعریف

تابعͬ جبر ی (A♯, ∥·∥) آنگاه شود تعریف ∥f + z١∥ = ∥f∥ + |z| صورت به f + z١ ∈ A♯

با A♯ بعلاوه ͬ باشد. م A♯ در ماکسیمال ایده آل ی A همچنین است. K∞ روی طبیعͬ باناخ
معادل K روی ی΄نواخت جبر ی با A اگروفقط اگر است معادل K∞ روی ی΄نواخت جبر ی

باشد.
۴.١ و ٢.۵ بخش [۶] ͽمرج از ͬ توان م قبل مثال مطالب مورد در بیشتر جزئیات برای

کرد. استفاده

باناخ تابعͬ جبرهای در کران دار تقریبی ͬ های همان ٢ . ٣
فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی (A, ∥·∥A) کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
B اگر است، (A به (نسبت مجرد ۵ س·ال جبر (B, ∥·∥B) باناخ تابعͬ جبر باشد. K ناتهͬ و
جبر دو هر برای تقریبی همانͬ آن که باشد داشته وجود B در تور ی و باشد A در ایده آل ی

باشد. (B, ∥·∥B) و (A, ∥·∥A)

مجرد س·ال جبر (B, ∥·∥B) اگر که گرفت نتیجه ͬ توان م مجرد س·ال جبر تعریف به توجه با
هستند برقرار زیر موارد آنگاه باشد A به نسبت

است. چ·ال A در B ‐١
است. طبیعͬ B ‐٢

.∥f∥A ≤ ∥f∥B ،f ∈ B هر برای ‐٣
.∥fg∥B ≤ ∥f∥A∥g∥B ،g ∈ B و f ∈ A هر برای ‐۴

جبر ی را K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی A طبیعͬ باناخ جبر ی .٢ . ٣ . ٢ تعریف
Jx در کران دار تقریبی همانͬ ی Mx ،x ∈ K ∪ {∞} هر برای اگر ͬ نامیم م قوی دیتکین

شود. مراجعه ۴.١.٣١ تعریف [۶] ͽمرج به تعریف این خصوص در باشد. داشته
است. دیتکین جبر قوی، دیتکین جبر هر که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

K فشرده موضعاً و ناتهͬ فضای ی روی باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ تعریف
مجموعه زیر هر برای اگر دارد m کران با کران دار نسبی تقریبی واحد A دراین صورت باشد.
هر برای به طوری که باشد. موجود f ∈ A[m] چون عضوی ε > ٠ هر و ΦA از L فشرده و ناتهͬ

.|١ − f(y)| < ε ،y ∈ L

۵Segal



باناخ تابعͬ جبرهای ٢٠
دارد m کران با کران دار نسبی تقریبی واحد ی A باناخ جبر کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به

باشد. داشته m کران با کران دار تقریبی همانͬ ی A هرگاه
نیست. برقرار فوق مطلب عکس که ͬ دهیم م نشان ١ . ۴ . ٢ مثالͬ بیان با ادامه در

دراین صورت باشد. کران دار تقریبی همانͬ ی با باناخ جبر ی A کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه
،AA∗ = A ·A∗ و A = A[٢] ‐١

،WAP (A) ⊆ A ·A∗ ‐٢
.A∗ = A ·A∗ آنگاه باشد آرنز منتظم A که حالتͬ در ‐٣

است. واض ۶ کوهن تجزیه قضیه از استفاده با (١ برهان.
شود. مراجعه ٣.١٢ گزاره [٨] ͽمرج به (٢

باشد. آرنز منتظم A اگروفقط اگر A∗ = WAP (A) ،[٢٩] و [١٠] از نتایجͬ به توجه با (٣
است. واض اثبات ٢ قسمت به توجه با دراین صورت

K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر A کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ تعریف
انقباضͬ تقریبی همانͬ x ∈ K ∪ {∞} هر برای Mx اگر است انقباضͬ A دراین صورت باشد.

باشد. داشته
C٠(K) دراین صورت باشد. فشرده موضعاً و ناتهͬ فضای ی K کنید فرض .٢ . ٣ . ١ مثال

است. انقباضͬ
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

فضای ی روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر دو (B, ∥·∥B) و (A, ∥·∥A) کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ تعریف
باشد B در چ·ال زیرجبر ی A کنید فرض همچنین باشند، K فشرده موضعاً و ناتهͬ
نیز B آنگاه باشد انقباضͬ A اگر دراین صورت .∥f∥B ≤ ∥f∥A ،f ∈ A هر برای به طوری که

است. انقباضͬ
مانند تابعͬ تحدید gn کنید فرض همچنین و باشد n ∈ N و t ∈ I کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ تعریف

شده تعریف زیر صورت به که باشد I به g
g :R −→ R

g(x) =


٠ x ∈ [t− ١

n , t+
١
n ]

١ x ∈ [t− ٢
n , t+

٢
n ]

c

h(x) x ∈ [t− ٢
n , t−

١
n ] ∪ [t+ ١

n , t+
٢
n ]

۶Cohens factorization



٢١ باناخ دنباله ای جبرهای
ی روی gn هر و است C(I) در توابع از دنباله ای (gn) بنابراین است. خطͬ تابعͬ h آن در که

است. صفر ،t از همسای·ͬ
نیستند. انقباضͬ که ͬ کنیم م معرفͬ را کلاسی باناخ تابعͬ جبر دو ادامه در

زیر صورت به را A(D) جبر دراین صورت .D = {z ∈ C
∣∣ |z| ≤ ١} کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ مثال

ͬ کنیم م تعریف
A(D) = {f ∈ C(D)

∣∣ است fتحلیلͬ |D}.
است. D روی پیوسته توابع تمام مجموعه C(D) آن در که

است. D روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی A(D)
در باشد z ∈ T که است انقباضͬ تقریبی همانͬ دارای زمانͬ Mz ماکسیمال ایده آل z ∈ D برای
بنابراین و M [٢]

z =M٢
z = {f ∈Mz

∣∣ f ′(z) = ٠} ⊊Mz ،z ∈ D وقتͬ اما Mz =M
[٢]
z حالت این

نیست. انقباضͬ A(D) لذا ندارد تقریبی همانͬ هیچ Mz ،z ∈ D وقتͬ
و f ∈ A[١] کنید فرض و باشد K فشرده فضای روی ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض

.F ◦ f ∈ A[١] دراین صورت .F ∈ A(D)[١]
با موبیوس تبدیل ψa بنابراین .ψa(z) =

(z−a)
(١−az)

(z ∈ D) ͬ دهیم م قرار a ∈ D برای هر ویژه به
.ψa ◦ f ∈ A[١] بنابراین و ψa ∈ A(D)[١] لذا است. ψa(a) = ٠

باشد. I روی کران د ار تغییر با پیوسته توابع جبر A = BV C(I) کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ مثال
تعریف زیر صورت به ∥·∥γ ،f ∈ A به ازای هر اگر شود. فرض ثابت γ > ٠ کنید فرض همچنین

است. طبیعͬ ی دار باناخ تابعͬ جبر ی A آنگاه شود
∥f∥γ = ∥f∥I + γVI(f)

است. I روی f تغییرات VI(f) آن در که
نیست. ی΄نواخت جبر ولͬ است منتظم جبر A که کرد ثابت ͬ توان م

باشد ۶ . ٢ . ٣ درتعریف شده تعریف دنباله ی همان (gn) اگر ͬ گیریم. م نظر در ثابت را t ∈ I حال
است. Mt(A) برای ١ + ٢γ کران با کران دار تقریبی همانͬ ی دنباله این و gn ∈ Jt(A) آنگاه

نیست. انقباضͬ که است قوی دیتکین جبر ی (BV C(I), ∥·∥γ) بنابراین
داشتن شرط ͬ توان نم انقباضͬ باناخ تابعͬ جبرهای بررسͬ در که ͬ دهد م نشان قبل مثال

نمود. تعویض کران دار تقریبی همانͬ با را انقباضͬ تقریبی همانͬ

باناخ دنباله ای جبرهای ۴ . ٢
S روی توابع تمام جبر دراین صورت باشد. ناتهͬ مجموعه ی S کنید فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
تابع آنگاه s ∈ S اگر همچنین ͬ دهیم. م نمایش c٠٠(S) با را دارند متناهͬ تکیه گاه یا محمل که



باناخ تابعͬ جبرهای ٢٢
زیرا .δs ∈ c٠٠(S) که است واض ͬ دهیم. م نمایش δs با را {s} عضوی تک مجموعه مشخصه

suppδs = {t ∈ S | δs(t) ̸= ٠} = {S} = {S}.

.δs ∈ c٠٠(S) لذا و است متناهͬ suppδs بنابراین
باناخ دنباله ای جبر ی دراین صورت باشد. ناتهͬ مجموعه ی S کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ تعریف

.c٠٠(S) ⊂ A به طوری که است S روی A مانند باناخ تابعͬ جبر ی S روی
دراین صورت باشد. S مجموعه روی باناخ دنباله ای جبر ی A کنید فرض

است. A در c٠٠(S) مجموعه بستار A٠ همچنین و J∞(A) = c٠٠(S)
باشد. چ·ال A در c٠٠(S) اگروفقط اگر است تاوبرین باناخ دنباله ای جبر ی گفت ͬ توان م لذا

. است منتظم طبیعͬ، باناخ دنباله ای جبر ی همچنین
باشد. تاوبرین آن اگروفقط اگر است منتظم قوی طور به طبیعͬ باناخ دنباله ای جبر ی

باشد. S ناتهͬ فضای ی روی تاوبرین باناخ دنباله ای جبر ی A کنید فرض .١ . ۴ . ٢ گزاره
ͬ باشد. م A∗∗ در ایده آل ی و است طبیعͬ A دراین صورت

ی اینکه اثبات برای است. طبیعͬ A ،(i) قسمت ۴.١.٣۵ گزاره [۶] ͽمرج به توجه با برهان.
ͬ کنیم م تعریف f, g ∈ A هر برای است A∗∗ در ایده آل
Rf :A −→ A

Rf (g) = gf

،g ∈ A هر برای همچنین و است واض Rf بودن خطͬ زیرا .Rf ∈ B(A) که است واض
∥Rf (g)∥ = ∥gf∥ ≤ ∥g∥ ∥f∥ ⇒ ∥Rf∥ ≤ ∥f∥.

حال است. فشرده Rf لذا و است ͬ البعد متناه Rf عمل·ر برد f ∈ c٠٠(S) هر برای طرفͬ از
به Rf ،f ∈ A هر برای بنابراین است فشرده Rf همچنین و است چ·ال A در c٠٠(S) چون
A∗∗ در ایده آل ی A ،١.۴.١٣ گزاره [٢۶] ͽمرج به توجه با لذا ͬ باشد. م فشرده ضعیف طور

است.
به ازای هر آنگاه α = (αk) ∈ CN اگر .CN = {(αk)

∞
k=١ | αk ∈ C} کنید فرض .١ . ۴ . ٢ مثال

و pn(α) = ١
n

∑n
k=١ k | αk+١ − αk| ͬ دهیم م قرار n ∈ N

.A = {α ∈ c٠ | p(α) < ∞} کنید فرض همچنین .p(α) = sup{pn(α) | n ∈ N}

α ∈ A هر برای آن نرم که است N روی خودالحاق باناخ دنباله ای جبر ی A دراین صورت
ͬ شود م تعریف زیر صورت به

∥α∥ =∥α∥N + p(α)

= sup{|αk| | k ∈ N}+ sup{pn(α) | n ∈ N}.



٢٣ نقطه وار تقریبی ͬ های همان
[۶] ͽمرج به ͬ تواند م خواننده زیر جزئیات اثبات برای شد. ارائه Feinstein توسط A جبر

کند. رجوع ۴.١.۴۶ مثال
α ∈ A ،m /∈ K که N از K فشرده مجموعه زیر هر و m ∈ N هر برای و است طبیعͬ جبر A

.∥α∥ ≤ ۴ و α(j) = ١ ،j ∈ K هر برای و α(m) = ٠ که است موجود چنان
همچنین دارد. ۴ کران از کران دار نسبی تقریبی Aواحد از ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر بنابراین
زیر A٢ این بر علاوه نیست. پذیر جدایی A که حالͬ در است پذیر جدایی A٠ A٢و = A٢٠ = A٠
تقریبی همانͬ هیچ A و نیست تاوبرین بنابراین .dim A

A٢ = ∞ که است A در بسته فضایی
ندارد.

دنباله ای جبر اولین عنوان به و است Read و Blecher به مربوط که زیر توجه قابل مثال
نیست. تاوبرین ولͬ دارد کران دار تقریبی همانͬ شد. ارائه طبیعͬ باناخ

دارد وجود زیر خواص همه با N روی A طبیعͬ باناخ دنباله ای جبر .٢ . ۴ . ٢ مثال
است. چ·ال c٠ در بنابراین و است خودالحاق A ‐١

.A[٢] = A بنابراین و دارد انقباضͬ تقریبی همانͬ A ‐٢
و است چ·ال A در B = lin(gn)n∈N زیرجبر به طوری که دارد وجود g ∈ A چون عضوی ‐٣

است. پذیر جدایی A همچنین
است. ͬ البعد نامتناه فضای A

A٠ و نیست تاوبرین A ‐۴
دارد. انقباضͬ تقریبی همانͬ و است بسته ایده آل A٠ ‐۵

برای بالایی کران هیچ ولͬ دارد کران دار تقریبی همانͬ ،A در ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر ‐۶
ندارد. وجود تقریبی ͬ های همان این کران های

قوی دیتکین جبر A٠ بنابراین و است c٠٠ در مشمول A٠ برای انقباضͬ تقریبی همانͬ ‐٧
است.

نیست. A∗∗ در ایده آل ی A اما است آرنز منتظم A ‐٨

نقطه وار تقریبی ͬ های همان ۵ . ٢
ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .١ . ۵ . ٢ تعریف
باشیم داشته (x ∈ K) هر برای اگر است نقطه وار تقریبی همانͬ ،A در (eα) تور ی باشد. K

lim
α
eα(x) = ١.

.supα∥eα∥ ≤ m هرگاه ͬ نامیم م m > ٠ کران با کران دار را (eα) نقطه وار تقریبی همانͬ
نقطه وار تقریبی همانͬ ی است. کران د ار نقطه وار تقریبی همانͬ ی (eα) دراین صورت

ͬ نامیم. م انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ را ی کران با کران دار
تقریبی همانͬ ی Mx ،x ∈ K ∪ {∞} هر برای اگر ͬ شود م نامیده انقباضͬ نقطه وار A جبر

باشد. داشته انقباضͬ نقطه وار



باناخ تابعͬ جبرهای ٢۴
هر برای اگروفقط اگر است انقباضͬ نقطه وار K روی A طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر .١ . ۵ . ٢ قضیه
وجود f ∈Mx ،ε > ٠ هر و x /∈ F که K از F متناهͬ و ناتهͬ مجموعه زیر هر و x ∈ K ∪ {∞}

.|١ − f(y)| < ε ،y ∈ F به ازای هر و ∥f∥ ≤ ١ که باشد داشته
دارد. نقطه وار تقریبی همانͬ باناخ، تابعͬ جبر هر .١ . ۵ . ٢ گزاره

شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

با کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ کران د ار، نسبی تقریبی واحد با باناخ تابعͬ جبر ی
دارد. ی΄سان کران

که است کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ با باناخ دنباله ای جبر ی دهنده نشان ١ . ۴ . ٢ مثال
ندارد. تقریبی همانͬ

وجود طبیعͬ و انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبر ی ٢.٣ قضیه [٧] ͽمرج به توجه با همچنین
طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی ٢.۶ قضیه [١۵] ͽمرج به توجه با ادامه در و نیست انقباضͬ که دارد

ندارد. تقریبی همانͬ ولͬ دارد انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ که دارد وجود
خواهیم ارائه طبیعͬ و انقباضͬ نقطه وار باناخ تابعͬ جبر ی عنوان به را ٣ . ٣ . ١ مثال نهایت در

ندارد. تقریبی همانͬ هیچ که کرد
انقباضͬ و انقباضͬ نقطه وار باناخ تابعͬ جبرهای ساختار درک و مطالعه مقاله این اصلͬ هدف

است.

K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ گزاره
عضو ،x از U همسای·ͬ هر برای که باشد موجود چنان n > ٠ اگر باشد. دلخواه x ∈ K و باشد

باشد. موجود suppg ⊂ U و g(x) = ١ شرط با g ∈ A[n]

Mx دراین صورت دارد. m کران با کران دار تقریبی همانͬ A و Jx = Mx که کنید فرض ‐١
است. m(١ + n) کران با کران دار تقریبی همانͬ دارای

دارای Mx دراین صورت دارد. m کران با کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ A که کنید فرض ‐٢
است. m(١ + n) کران با کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ

با h١ ∈ Jx چون عضوی دراین صورت باشند. دلخواه ε > ٠ و h ∈ Mx کنید فرض ‐١ برهان.
f ∈ A[m] پس دارد m کران با کران دار تقریبی همانͬ A چون است. موجود ∥h−h١∥ < ε شرط

.∥h١ − fh١∥ < ε که است موجود چنان
نظر در با لذا و نمود انتخاب U ∩ supph١ = ∅ شرط با را x از U همسای·ͬ ͬ توان م حال
بنابراین .suppg ⊂ U و g(x) = ١ که است موجود چنان g ∈ A[n] چون عضوی فرض گرفتن

.h١g = ٠



٢۵ نقطه وار تقریبی ͬ های همان
همچنین و f − fg ∈ (Mx)[m(n+١)] که ͬ دهد م نتیجه این

∥h− h(f − fg)∥ ≤∥h− h١∥+ ∥h١ − fh١∥+ ∥h− h١∥∥f − fg∥

<ε+ ε+ εm(١ + n).

دارد. m(n+ ١) کران با کران دار تقریبی واحد Mx بنابراین
است. m(١ + n) کران با کران دار تقریبی همانͬ دارای لذا

همچنین نباشد. x /∈ F که ͬ کنیم م انتخاب چنان را K از F ناتهͬ و متناهͬ مجموعه زیر ‐٢
،y ∈ F هر برای به طوری که است موجود f ∈ A[m] عضو بنابراین ͬ گیریم. م نظر در را ε > ٠

.|١ − f(y)| < ε

در را g ∈ A[m] عضو همچنین ͬ گیریم. م نظر در U ∩ F = ∅ شرط با را x از U همسای·ͬ
ͬ کنیم. م انتخاب suppg ⊂ U و g(x) = ١ شرط دو

.h ∈ (Mx)[m(n+١)] وضوح به h = f − fg ∈ (Mx)[m(n+١)] ͬ دهیم م قرار حال
نقطه وار تقریبی همانͬ Mx لذا و |١−h(y)| < ε ،y ∈ F هر برای که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

دارد. m(١ + n) کران با کران دار

آن ها ماکسیمال ایده آل های که ͬ پردازیم م باناخ تابعͬ جبرهای از مثال دو بیان به حال
ندارند. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ

مرتبه تا پذیر مشتق پیوسته طور به توابع تمام باناخ فضای Cn(I) کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ تعریف
دهد. نشان را I روی n

ی دار، باناخ تابعͬ جبر (Cn(I), ∥·∥n) دراین صورت باشد. n ∈ N کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ قضیه
ͬ کند. م ایجاد ی دار چندجمله ای {Z} وسیله به و است طبیعͬ و منتظم خودالحاقͬ،

،٠ ≤ α ≤ ١ هر برای و A = C(n)(I) ،n ∈ N هر برای کنید فرض .١ . ۵ . ٢ مثال
.B = (Lip

α
(I), ∥·∥α)

همانͬ آنها ماکسیمال ایده آل های که هستند طبیعͬ باناخ تابعͬ جبرهای B و A دراین صورت
ندارند. کران دار نقطه وار تقریبی

آنگاه کند صدق f( ١
n) >

١٢ و f(٠) = ٠ شرط در که f ∈ Lip
α
(I) و n ∈ N اگر مثال برای زیرا

نقطه وار تقریبی همانͬ ͬ توانند نم جبر دو این ماکسیمال ایده آل های لذا باشد. ∥f∥α ≥ nα

٢ باید
باشند. داشته کران دار

باناخ دنباله ای جبر A دراین صورت .A = ℓp = ℓP (N) و p ≥ ١ کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ مثال
آنگاه ،p > ١ اگر است. A∗∗ در ایده آل ی A لذا و است طبیعͬ و خودالحاق که است تاوبرین

است. انعکاسͬ A



باناخ تابعͬ جبرهای ٢۶
تقریبی همانͬ دارای آنها ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر و A که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به
.A[٢] = A٢ = ℓ

p٢ ،A جبر مورد در نیست. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای A اما هستند.
تعریف زیر صورت به را Bw مجموعه آنگاه باشد تابع ی w : N −→ [١,∞) اگر .٣ . ۵ . ٢ مثال

ͬ کنیم م
Bw = {α ∈ c٠

∣∣ pw(α) = ∞∑
i=١

w(i)|αi+١ − αi| <∞},

.∥α∥w = ∥α∥N + pw(α) ͬ دهیم م قرار ،α ∈ Bw هر برای حال
هم ارز زیر موارد آن برای که است طبیعͬ تاوبرین باناخ دنباله ای جبر ی Bw  دراین صورت

شود. مراجعه ٣.١٠.١ قضیه [١١] ͽمرج به هستند.
دارد. کران دار تقریبی همانͬ Bw ‐١

دارد. کران دار نسبی تقریبی واحد Bw ‐٢
دارد. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ Bw ‐٣

.lim infn→∞w(n) <∞ ‐۴

مربوطه خواص و اوج مجموعه های ۶ . ٢
باشد. K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی تابعͬ جبر ی A کنید فرض .١ . ۶ . ٢ تعریف
چون تابعͬ اگر ͬ نامیم م اوج مجموعه را K از F مانند بسته مجموعه زیر ی دراین صورت
.|f(y)| < ١ ،y ∈ K \ F هر برای و f(x) = ١ ،x ∈ F هر برای به طوری که باشد موجود f ∈ A

اوج نقطه ی را x آنگاه x ∈ K اگر همچنین ͬ رسد. م اوج به F روی f ͬ گوییم م حالت این در
باشد. اوج مجموعه ی {x} اگر ͬ نامیم م

عضو باشد. K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٢ . ۶ . ٢ تعریف
تمام مجموعه باشد. اوج مجموعه های از اشتراکͬ {x} اگر ͬ نامیم م ‐نقطه p ی را x ∈ K

ͬ دهیم. م نمایش Γ٠(A) با را A جبر ‐نقطه های p

اوج مجموعه های از شمارش پذیری اشتراک باشد، باناخ تابعͬ جبر ی A که حالتͬ در
اوج نقاط مجموعه Γ٠(A) است، پذیر متری K وقتͬ بنابراین و است اوج مجموعه ی مجدداً

ͬ باشد. م A
نباشند. اوج نقاط الزاماً ‐نقطه ها p است مم΄ن ی΄نواخت جبرهای در

باشد. K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای ی روی تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٣ . ۶ . ٢ تعریف
،f ∈ A هر برای اگر ͬ شود م نامیده A برای بسته مرز ی K از L مانند بسته مجموعه زیر ی

.∥f∥L = ∥f∥K



٢٧ مربوطه خواص و اوج مجموعه های
نمایش Γ(A) با را آن که ͬ شود. م نامیده ٧ سیلو مرز A برای بسته مرز های همه اشتراک

ͬ دهیم. م
باشد. K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای ی روی تابعͬ جبر ی A کنید فرض .١ . ۶ . ٢ قضیه

است. بسته مرز ی Γ(A) همچنین و Γ(A) = Γ٠(A) آنگاه
شود. مراجعه (i) قسمت ۴.٣.٧ نتیجه [۶] ͽمرج به برهان.

باشد. K متری پذیر و فشرده فضای روی طبیعͬ باناخ جبر ی A کنید فرض .٢ . ۶ . ٢ قضیه
است. چ·ال Γ(A) در اوج نقاط مجموعه ی دراین صورت

شود. مراجعه (ii) قسمت ۴.٣.٧ نتیجه [۶] ͽمرج همچنین و [۵] ͽمرج به برهان.
است. اثبات قابل زیر قضیه [۶] ͽمرج از ۴.٣.۵ قضیه اثبات در تغییر اندکͬ با

باشد. K ناتهͬ و فشرده فضای ی روی باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٣ . ۶ . ٢ قضیه
ی x آنگاه باشد. داشته کران دار نسبی تقریبی واحد Mx اگر ،x ∈ K کنید فرض همچنین

است. A برای نقطه −p
شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

ͬ کند. م بیان را باشد انقباضͬ A باناخ تابعͬ جبر آنکه برای لازم شرط ی زیر قضیه

Kباشد. ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ Aجبر کنید فرض .۴ . ۶ . ٢ قضیه
دراین صورت باشد. داشته کران دار تقریبی همانͬ A از ماکسیمال مدولͬ ایده آل هر به طوری که

.Γ٠(A) = K

واحد Mx بنابراین و دارد کران دار تقریبی همانͬ Mx دراین صورت .x ∈ K کنید فرض برهان.
است. A برای ‐نقطه p ی x ، ٣ . ۶ . ٢ قضیه به توجه با دارد. کران دار نسبی تقریبی

و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ و انقباضͬ باناخ جبرتابعͬ A کنید فرض .١ . ۶ . ٢ نتیجه
.Γ٠(A) = K دراین صورت باشد. K ناتهͬ

است. واض اثبات ۴ . ۶ . ٢ قضیه به توجه با برهان.

٧Šilov





٣ فصل
کران دار تقریبی ͬ های همان بین روابط

بین روابط دهنده نشان که کرد خواهیم ارائه را مثال هایی و نتایج از تعدادی ما بخش این در
است. باناخ تابعͬ جبرهای در تقریبی ͬ های همان از متنوعͬ مفاهیم

و است A∗∗ در ایده آل ی A به طوری که باشد باناخ تابعͬ جبر A کنید فرض .٣ . ٠ . ١ گزاره
ی΄سان کران با کران دار تقریبی همانͬ A دراین صورت دارد. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ

دارد.
است. ١ تاوبرین A جبر باشد A٠ در مشمول کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ که حالتͬ در

دراین صورت باشد. m کران با A برای کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ (eα) کنید فرض برهان.
دارد. ضعیف ‐ ستاره توپولوژی با (A∗∗)[m] در حدی نقطه ی دارای (eα)

.eα w∗
−−→ e ∈ [A∗∗][m] که کنیم فرض تور زیر ی به گذر با ͬ توانیم م حال
.e · f ∈ A ،f ∈ A هر برای بنابراین است A∗∗ در ایده آل ی A چون

نوشت ͬ توان م φ ∈ ΦA هر برای این بر علاوه
φ(f) = ⟨f, εφ⟩ = lim

α
⟨eαf, εφ⟩ = ⟨e, f · εφ⟩ = ⟨e · f, εφ⟩ = φ(e · f).

.A در eαf w−→ f که ͬ دهد م نشان این .e · f = f بنابراین
دارد. m کران با کران دار تقریبی همانͬ A ،(iii) قسمت ٢.٩.١۴ گزاره [۶] به توجه با حال

١Tauberian



کران دار تقریبی ͬ های همان بین روابط ٣٠
هر برای دراین صورت .f ∈ A کنید فرض همچنین و (eα) ∈ A٠ ،α هر برای کنید فرض حال

.f ∈ A٠w همچنین و (eαf) ∈ A٠ ،α
تاوبرین A که ͬ دهد م نشان این .f ∈ A٠ لذا و A٠w = A٠ داریم: ٢ مازور قضیه به توجه با حال

است.

بدون است A∗∗ از ایده آلͬ A که کرد خواهد ارائه را A مانند باناخ دنباله ای جبر ۵ . ٣ . ٠ مثال
باشد. تاوبرین آنکه

ایده آلͬ A باناخ، دنباله ای جبر ی A اگر که است این آن و دارد وجود اساسͬ سؤال ی البته
خیر. یا است تاوبرین A ضرورتاً آیا آنگاه باشد کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای A و A∗∗ در

K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر A کنید فرض .٣ . ٠ . ٢ گزاره
و x ∈ K کنید فرض همچنین است. انعکاسͬ باناخ فضای ی عنوان به A به طوری که باشد.
نقطه ی x و است همانͬ Mx دراین صورت باشد. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mx

است. فشرده K این بر علاوه است. K از تنها
لذا و هستند فشرده ضعیف طور به Mx بسته گوی های بنابراین است انعکاسͬ A چون برهان.
هم·را ضعیف توپولوژی در که است زیرتور ی دارای Mx در کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ

ͬ نامیم. م f را آن ضعیف حد است،
است. Mx برای همانͬ عضو ی f بنابراین و f(y) = ١ ،y ∈ K \ {x} هر برای وضوح به

باشد. فشرده نیز K و باشد K تنهای نقطه ی x باید پس f ∈ C٠(K) چون طرفͬ از

فضای ی عنوان به که ͬ پردازیم م ی دار باناخ تابعͬ جبرهای از مثال هایی بیان به حال
ͬ باشند. م خود دوم دوگان در ایده آلͬ و هستند انعکاسͬ باناخ

باناخ دنباله ای جبرهای آنها که گونه ای به هستند همبند شاخص فضای دارای همچنین
نیست. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای آنها ماکسیمال ایده آل های و نیستند

ی را w = (wn)n∈S عضو دراین صورت باشد. Z+ یا Z مجموعه S کنید فرض .٣ . ٠ . ١ تعریف
هر برای همچنین .wn > ٠ ،n ∈ S به ازای هر و w٠ = ١ اگر ͬ نامیم م S روی وزنͬ دنباله

.wm+n ≤ wmwn ،m,n ∈ S

باشد. S روی وزنͬ دنباله ی w همچنین و p > ١ کنید فرض .٣ . ٠ . ١ مثال
.ℓp(S,w) = {α = (αn)n∈S | ∥α∥p,w = (

∑
n∈S |αn|pwp

n)
١
p <∞} ͬ دهیم م قرار

٢Mazurs



٣١
ی α ⋆ β = (αn)n∈S ⋆ (βn)n∈S = (

∑
m∈S αmβn−m)n∈S پیچشͬ ضرب با همراه ℓp(S,w)

،k ∈ S به ازای هر که باشد موجود C > ٠ چون ثابتͬ عدد اینکه بر مشروط است باناخ جبر
. ١
p + ١

q = ١ یعنͬ است. p مزدوج q آن در که ∑
m+n=k

wq
k

wq
mwq

n
≤ C

ͬ دهیم. م ارجاع D قسمت ۶.٧ قضیه [٢١] ͽمرج به را خواننده جبر این جزئیات مطالعه برای

.∥α⋆β∥p,w ≤ C
١
q ∥α∥p,w∥β∥p,w همچنین و α⋆β ∈ ℓp(Z+, w) آنگاه α, β ∈ ℓp(S,w) اگر .٣ . ٠ . ١ تذکر

معادل نرم ی با ∥·∥p,w که است لازم شود باناخ تابعͬ جبر ی به تبدیل ℓp(S,w) آنکه برای
همچنین و است انعکاسͬ باناخ فضای ی عنوان به ℓp(S,w) نرم دو این تحت گردد. تعویض

ͬ باشد. م دومش دوگان در ایده آل ی و است آرنز منتظم
در که wn = (١ + |n|)r ،n ∈ S هر برای و باشد Z+ یا Z مجموعه S کنید فرض .٣ . ٠ . ٢ مثال

.r > ١
q آن

نامساوی در که است S روی وزنͬ دنباله ی w = (wn)n∈S که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به
هستند. باناخ جبرهای ℓP (Z, w) و ℓp(Z+, w) بنابراین ͬ کند. م صدق ∑

m+n=k
wq

k

wq
mwq

n
≤ C

.ℓP (Z, w) ⊂ ℓ١(Z) همچنین
به که هستند نیم ساده و طبیعͬ ی دار، باناخ تابعͬ جبرهای دو هر ℓP (Z, w) و ℓp(Z+, w)

شده اند. تعریف D و T روی ترتیب
فضای از تنها نقطه ی z چون باشد جبر دو این از کدام هر از ماکسیمال ایده آل ی Mz اگر

ندارد. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ Mz ،٣ . ٠ . ٢ گزاره به توجه با نیست جبر این شاخص
موضعاً فضای ی روی انقباضͬ نقطه وار باناخ تابعͬ جبر ی A کنید فرض .٣ . ٠ . ٣ گزاره
از مجزا و ناتهͬ متناهͬ، زیرمجموعه دو G و F کنید فرض همچنین باشد. K ناتهͬ و فشرده
،x ∈ F هر برای که است موجود چنان f ∈ A[١] دراین صورت باشد. دلخواه ε > ٠ و باشند K

.f(x) = ٠ ،x ∈ G هر برای و |١ − f(x)| < ε

fy ∈ A[١] چون عضوی ،y ∈ G هر برای دراین صورت .η ∈ (٠, εk ) و κ = |G| کنید فرض برهان.
.|١ − fy(x)| < η ،x ∈ F هر برای و fy(y) = ٠ که است موجود چنان

.f =
∏
{fy | y ∈ G} ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را f حال

.f(y) = ٠ ،y ∈ G هر برای و f ∈ A[١] که کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به
داریم ،x ∈ F هر برای همچنین

|١ − f(x)| ≤
∑

{|١ − fy(x)|
∣∣ y ∈ G} < κη < ε.

ی روی طبیعͬ و انقباضͬ نقطه وار باناخ دنباله ای جبر تنها که داد خواهیم نشان ادامه در
است. c٠(S) ،S مجموعه
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همچنین باشد. S ناتهͬ مجموعه روی طبیعͬ باناخ دنباله ای جبر A کنید فرض .٣ . ٠ . ١ قضیه
است. معادل c٠(S) ی΄نواخت جبر با A دراین صورت باشد. انقباضͬ نقطه وار A که کنید فرض

باشند. S∞ از مجزا و بسته تهͬ، غیر زیرمجموعه دو G و F کنید فرض برهان.
هستند. متناهͬ G و F بنابراین باشند. S از زیرمجموعه دو G و F کنید فرض ابتدا در

،x ∈ F هر برای که است موجود چنان ،f ∈ A[١] عضو ،٣ . ٠ . ٣ گزاره به توجه با حال
.f |G = ٠ و |١ − f(x)| < ١٢

است. متناهͬ F حالت این در باشد. ∞ ∈ G که کنید فرض سپس
،x ∈ F هر برای که است موجود چنان f ∈ A[١] چون عضوی است انقباضͬ نقطه وار A چون

.|١ − f(x)| < ١۴
.H = {y ∈ G

∣∣ |f(y)| ≥ ١۴} ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را H مجموعه حال
.F ∩H = ∅ که است S از متناهͬ لذا و فشرده زیرمجموعه ای H

،x ∈ F هر برای که است موجود چنان ،g ∈ A[١] عضو ،٣ . ٠ . ٣ گزاره به توجه با حال
.g|H = ٠ و |١ − g(x)| < ١٢

.|h(y)| < ١۴ ،y ∈ G هر برای و |١ − h(x)| < ١٢ ،x ∈ F هر برای و h ∈ A[١] آنگاه h = fg اگر
به توجه با لذا و هستند برقرار (m = ١ حالت (در ۴.١.١٩ قضیه [۶] ͽمرج فرضیات بنابراین
معادل c٠(S) با A که ͬ دهد م نشان این است. C(S∞) معادل A♯ ،۴.١.١٩ قضیه [۶] ͽمرج

است.

ی΄نواخت جبر ی با معادل انقباضͬ باناخ تابعͬ جبر ی که ͬ پردازیم م مثالͬ بیان به حال
نیست. ی΄نواخت جبر ی خود ولͬ است.

کنید فرض همچنین و باشد (c٠, ∥·∥N) از بسته ی΄ه گوی B کنید فرض .٣ . ٠ . ٣ مثال
.C = {(xn) ∈ B

∣∣ |x١ − x٢| ≤ ١}
همچنین و است بسته و محدب مطلق طور به C که کرد ثابت ͬ توان م راحتͬ به

.xy ∈ C آنگاه x, y ∈ C اگر ویژه به .( ١٢)B ⊂ C ⊂ B

(c٠, ∥·∥) و باشد (c٠, ∥·∥) فضای از بسته ی΄ه گوی C که است موجود ∥·∥ چون نرمͬ بنابراین
ولͬ است ی΄نواخت جبر ی با معادل (c٠, ∥·∥) لذا شود. گرفته نظر در باناخ تابعͬ جبر ی

.∥(−١, ١, ٠, ٠, ٠, · · · )∥ = ٢ زیرا نیست ی΄نواخت جبر خود
.∥(−١, ١, ٠, ٠, ٠, · · · )∥N = ١ که حالͬ در

ی ∑n
j=٢ δj آنگاه باشد (c٠, ∥·∥) از ماکسیمال مدولͬ ایده آل ی {(xn) ∈ c٠

∣∣ x١ = ٠} اگر حال
است. (c٠, ∥·∥) برای انقباضͬ تقریبی همانͬ

است. انقباضͬ (c٠, ∥·∥) که ͬ دهد م نشان این



٣٣
نقطه وار تقریبی همانͬ وجود وقت چه کنیم مشخص که هستیم آن دنبال به ادامه در
ی وجود فقط یا کران دار تقریبی همانͬ ی وجود A مانند باناخ تابعͬ جبر ی برای انقباضͬ

ͬ دهد. م نتیجه را A برای تقریبی همانͬ
ی وجود آنگاه باشد A∗∗ در ایده آل ی A که حالتͬ در که دادیم نشان ،٣ . ٠ . ١ گزاره در البته

ͬ دهد. م نتیجه را انقباضͬ تقریبی همانͬ ی وجود انقباضͬ، نقطه وار تقریبی همانͬ
ارائه مثال آنها شد. ارائه [٢٣] ͽمرج در Lahr و Jones توسط نقض مثال اولین راستا این در
بدون باشد داشته انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ ی ͬ تواند م باناخ تابعͬ جبر ی که دادند

باشد. تقریبی همانͬ دارای آنکه

جبر باشد، مثبت اکیداً گویای اعداد از نیم گروه S = (Q+•,+) کنید فرض .۴ . ٣ . ٠ مثال
است. جابه جایی و نیم ساده باناخ جبر A = (ℓ١(S), ⋆, ∥·∥١) نیم گروهͬ

است موجود چنان N در (nd) مانند صعودی اکیداً دنباله ی که شد داده نشان [٢٣] ͽمرج در
تقریبی همانͬ هیچ A لذا است. A برای انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ ی (δ ١

nd

) دنباله که
.∥δx − δx ⋆ f∥١ ≥ ١ داریم f ∈ A و x ∈ S هر برای زیرا ندارد.

هستند انقباضͬ نقطه وار که طبیعͬ باناخ تابعͬ جبرهای از دی·ری مثال های بیان برای
ͬ کنیم. م بیان را زیر گزاره نیستند تقریبی همانͬ دارای ولͬ

و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی (A, ∥·∥) کنید فرض .۴ . ٣ . ٠ گزاره
هر برای به طوری که باشد. f٠ ∈ C٠(K) \A که کنید فرض همچنین باشد. K ناتهͬ

.∥ff٠∥ ≤ ∥f∥ و ff٠ ∈ A ،f ∈ A ∪ {f٠}
تعریف زیر صورت به را B روی نرم z ∈ C و f ∈ A هر برای و B = A ⊕ Cf٠ ͬ دهیم م قرار

.∥f + zf٠∥ = ∥f∥+ |z| ͬ کنیم م
در سره بسته ایده آل ی عنوان به را A که است K روی طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر ی B آنگاه

ندارد. تقریبی همانͬ B بنابراین و B٢ ⊂ A این بر علاوه دارد. بر
دراین صورت باشد. داشته انقباضͬ نقطه وار یا انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ A کنید فرض

دارد. انقباضͬ نقطه وار یا انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ نیز B

سره ایده آل ی عنوان به A همچنین و است K روی باناخ تابعͬ جبر B که است واض برهان.
ͬ شود. م گرفته نظر در B از بسته

به طوری که دارد وجود x ∈ K بنابراین و φ|A ∈ ΦA دراین صورت باشد. φ ∈ ΦB کنید فرض
.φ(f) = f(x) ،f ∈ A هر برای

آنگاه .φ(f) = f(x) = ١ که باشد چنان f ∈ A اگر حال
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روی B لذا .φ(g) = g(x) ،g ∈ B هر برای بنابراین و φ(f٠) = φ(ff٠) = (ff٠)(x) = f٠(x)

است. طبیعͬ K

نیست. تقریبی همانͬ B بنابراین و B٢ ⊂ A ⊊ B روشنͬ به
نقطه وار تقریبی همانͬ ی دراین صورت باشد. A در ماکسیمال ایده آل ی Mx(A) کنید فرض
Mx(B) آن در که ͬ باشد م Mx(B) در انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ ی Mx(A) در انقباضͬ

است. B در متناظر ماکسیمال ایده آل

کنید فرض همچنین شود. گرفته نظر در نقطه وار ضرب با A = ℓ٢ کنید فرض .۵ . ٣ . ٠ مثال
باشد. ( ١√

n
)n∈N دنباله f٠

شرایط آنگاه باشد. ۴ . ٣ . ٠ گزاره در شده تعریف جبر همان B = A⊕Cf٠ کنید فرض همچنین
به این بر علاوه است. N روی باناخ دنباله ای جبر ی B بنابراین و است برقرار ۴ . ٣ . ٠ گزاره
تاوبرین B ولͬ است. B∗∗ در ایده آل ی B همچنین و است انعکاسͬ باناخ فضای ی عنوان

ͬ باشد. نم تقریبی همانͬ دارای B و نیست
کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای B جبر که ͬ دهد م نشان این .B٠ = A ⊊ B ͽواق در

نیست.

ی΄نواخت جبرهای ٣ . ١
است. آرنز منتظم ،A جبر ‐ C∗ هر .٣ . ١ . ١ قضیه
شود. مراجعه ٣.٢.٣٧ نتیجه [۶] ͽمرج به برهان.

است. جبر ‐ C∗ ی نیز (A∗∗,□) آنگاه باشد جبر ‐ C∗ ی A اگر .٣ . ١ . ٢ قضیه
شود. مراجعه ٣.٢.٣۶ قضیه [۶] ͽمرج به برهان.

دراین صورت باشد. ناتهͬ و فشرده موضعاً هاسدورف فضای ی K کنید فرض .٣ . ١ . ١ مثال
ی K̃ آن در که است C(K̃) صورت به و است ی دار و جابجایی جبر ‐ C∗ ی (C٠(K)∗∗,□)

است. فشرده فضای
شود. مراجعه ٣.٢.۶ قضیه [۶] ͽمرج به برهان.

باشد. K فشرده موضعاً و ناتهͬ فضای ی روی ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه
ͬ باشد. م C(K̃) از بسته  ای جبر زیر ی و است آرنز منتظم ی (A∗∗,□) دراین صورت
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شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

باشد K متناهͬ و فشرده فضای ی روی ی΄نواخت جبر ی A که کنید فرض .۴ . ٣ . ١ قضیه
هستند هم ارز x روی زیر شرایط صورت دراین شود. گرفته نظر در x ∈ K همچنین و

.εx ∈ exKA (a
.x ∈ Γ٠(A) (b

دارد. کران دار تقریبی همانͬ Mx (c
دارد. انقباضͬ تقریبی همانͬ Mx (d

همچنین و است [۶] ͽمرج در ۴.٣.۵ قضیه از خاصͬ حالت ی c و b و a بودن ارز هم برهان.
ͬ دهد. م نتیجه را c ،d که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

همچنین و است C(K̃) از بسته جبر زیر ی M∗∗
x دراین صورت باشد. برقرار cکنید فرض حال

است. e مانند همانͬ ی دارای [۶] ͽمرج از (iii) قسمت ٢.٩.١۶ گزاره به توجه با
.∥e∥

K̃
= ١ همچنین و است توان خود C(K̃) در e وضوح به

ی Mx که گرفت نتیجه ͬ توان م [۶] ͽمرج از (iii) قسمت ٢.٩.١۶ گزاره مجدد کارگیری به با
ͬ دهد. م نتیجه را d این و دارد انقباضͬ تقریبی همانͬ

باشد K متناهͬ و فشرده فضای ی روی ی΄نواخت جبر ی A که کنید فرض .۵ . ٣ . ١ قضیه
تجزیه Mx آنگاه باشد ‐ نقطه p ی x اگر صورت دراین شود. گرفته نظر در x ∈ K همچنین و

ͬ شود. م
شود. مراجعه (i) قسمت ٢ . ٣ . ١ قضیه به برهان.

باشد K متناهͬ و فشرده فضای ی روی ی΄نواخت جبر ی A که کنید فرض .۶ . ٣ . ١ قضیه
همانͬ ی دارای Mx آنگاه شود. گرفته نظر در اوج نقطه ی x ∈ K کنید فرض همچنین و

دارد. دنباله ای انقباضͬ تقریبی همانͬ Mx در همچنین است. دنباله ای کران دار تقریبی
ی (١K − fn)n∈N دنباله دراین صورت ͬ رسد. م اوج به x نقطه در f ∈ A کنید فرض برهان.

است. ٢ آن کران که است Mx برای دنباله ای کران دار تقریبی همانͬ
en ∈ (Mx)[١] چون عضوی n ∈ N هر برای بنابراین .fn = ١K−fn کنید فرض n ∈ N برای حال

است. موجود ∥fn − enfn∥K < ١
n شرط  با

به طوری که است موجود n ∈ N چون عضوی آنگاه باشند دلخواه ε > ٠ و g ∈Mx اگر
.∥g − eng∥K < ٢ε بنابراین .nε > ∥g∥K و ∥g − fng∥K < ε

است. Mx برای دنباله ای انقباضͬ تقریبی همانͬ ی (en) که ͬ دهد م نشان این

تقریبی همانͬ که دارد وجود ی΄نواخت جبر ی ٢.١ قضیه [١۵] ͽمرج به توجه با ادامه در
ندارد. انقباضͬ وار نقطه تقریبی همانͬ ولͬ دارد کران دار نقطه وار
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نتیجه را d قسمت ۴ . ٣ . ١ قضیه در c قسمت از ͬ توان نم حالت این در که ͬ دهد م نشان این

گرفت.

باشد. K ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر A کنید فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
است. ٣ کول جبر ی A آنگاه Γ٠(A) = K اگر صورت دراین

است. کول جبر ی C٠(K) آنگاه باشد ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای ی K اگر .٣ . ١ . ٢ مثال
شود. مراجعه ۴ . ۶ . ٢ قضیه به برهان.

ͬ پردازیم. م کول جبرهای معرفͬ به ذیل در مشروحه دلایل به پایان نامه این در
ی K روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی باشد پذیر متری و فشرده مجموعه ی K که حالتͬ در

باشد. اوج نقطه ی K از نقطه هر اگروفقط اگر است کول جبر
که بود این انجامید طول به مدت ها آن حل که حدس هایی از ی΄ͬ عنوان به اوج نقطه حدس

است. K پذیر متری و فشرده فضای ی روی کول جبر تنها C(K)

١٩ بخش [٣٢] ͽمرج در که است. [۴] ͽمرج در کول به مربوط مورد این در نقض مثال اولین
شد. توصیف

توابعͬ و نمود معرفͬ C٢ از K مانند فشرده ای مجموعه زیر [١] ͽمرج در Basener همچنین
گرفت. نظر در را هستند گویا K از همسای·ͬ ی روی که K دامنه با

جبر ی R(K) که کرد ثابت و نامید R(K) را توابع گونه این ی΄نواخت حدهای همه مجموعه
است. R(K) ̸= C(K) نمود ثابت همچنین و است کول

روی بدیهͬ غیر کول جبرهای از مثال هایی [١۶] [١۴] و ͽمرج در Feinstein آن بر علاوه
منتظم ولͬ هستند قوی دیتکین جبر که داد ارائه چنان K پذیر متری و فشرده فضاهای

نیستند.
باشد. I = [٠, ١] بسته بازه روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض

است. برابر C(I) با ضرورتاً A آیا که بود این گلفاند از مشهور خیلͬ سؤال ی
Γ٠(A) که است این شد اثبات Rossis توسط موضعͬ ماکسیمال مدول های قضیه نتایج از ی΄ͬ

شود. مراجعه ٩.١۴ نتیجه [٣٢] ͽمرج به است. چ·ال I در
همچنین و باشد A جبر بودن کول با معادل ͬ تواند م Γ٠(A) = I شرط آیا که نیست مشخص اما

است. بدیهͬ جبر ضرورتاً I روی کول جبر هر آیا نیست مشخص
است. بدیهͬ I روی منتظم قویاً ی΄نواخت جبر هر [٣۴] ͽمرج به توجه با که حالتͬ در

ͬ کنیم. م بیان بخش این اصلͬ نتایج از ی΄ͬ عنوان به را زیر قضیه حال
موارد صورت دراین باشد. K فشرده فضای روی ی΄نواخت جبر A کنید فرض .٣ . ١ . ٧ قضیه

هستند هم ارز زیر
٣Cole algebra



٣٧ انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبرهای و انقباضͬ ی΄نواخت جبرهای بین روابط
است. انقباضͬ A ‐١

است. کول جبر A ‐٢
است. کران دار تقریبی همانͬ دارای Mx ،x ∈ K هر برای ‐٣

شود. مراجعه [۶] ͽمرج به برهان.

جبرهای و انقباضͬ ی΄نواخت جبرهای بین روابط ٣ . ٢
انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت

جبرهای ماکسیمال ایده آل های زمانͬ چه که ͬ پردازیم م موضوع این بررسͬ به بخش این در
دارند. انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ یا کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ ی΄نواخت،

ͬ پردازیم. م انقباضͬ و انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبرهای بین روابط به همچنین

باشد. ناتهͬ و فشرده موضعاً فضای روی ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض .٣ . ٢ . ١ گزاره
دراین صورت باشد. داشته دنباله ای کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ یA که کنید فرض همچنین

دارد. دنباله ای انقباضͬ تقریبی همانͬ ی A
،x ∈ K به ازای هر که است موجود چنان A در (fn) دنباله برهان.

.sup∥fn∥K ≤ m و limn→∞ fn(x) = ١
صفر به نقطه وار طور به K روی ffn − f دنباله دراین صورت باشد. دلخواه f ∈ A کنید فرض
داریم K روی µ مثبت اندازه هر برای تسلطͬ هم·رایی قضیه به توجه با بنابراین و است هم·را

.limn→∞
∫
K(ffn − f)(x)dµ(x) = ٠

.limn→∞⟨ffn − f, λ⟩ = ٠ ،λ ∈ A∗ هر برای بنابراین
کران با کران دار تقریبی همانͬ دارای A ،(iii) قست ٢.٩.١۴ گزاره [۶] ͽمرج به توجه با حال

دارد. m
تقریبی همانͬ A لذا و است K∞ روی A♯ ی΄نواخت جبر در ماکسیمال ایده آل ی A حال

دارد. ی΄نواخت نرم به نسبت کران دار
صورت به را آن ͬ توان م که است انقباضͬ تقریبی همانͬ دارای A ،۴ . ٣ . ١ قضیه به توجه با

کرد. اختیار دنباله ای

همچنین و باشد K فشرده فضای ی روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض .٣ . ٢ . ١ لم
شوند. گرفته نظر در x, y ∈ K

هستند هم ارز زیر موارد آنگاه باشد. D روی هذلولوی متر دهنده نمایش ρ اگر



کران دار تقریبی ͬ های همان بین روابط ٣٨
.∥εx − εy∥ < ٢ ‐١

.|f(x)| < c∥f∥K ،f ∈My هر برای به طوری که دارد وجود c ∈ (٠, ١) ‐٢
.ρ(f(x), f(y)) ≤M ،f ∈ A[١] هر برای به طوری که M > ٠ دارد وجود ‐٣

ͬ پردازیم. م K روی ∼ هم ارزی رابطه معرفͬ به حال
تعریف دراین صورت شود. گرفته نظر در x, y ∈ K و باشد فشرده مجموعه K کنید فرض

باشند. صادق ٣ . ٢ . ١ لم شرایط در y و x اگروفقط اگر x ∼ y ͬ کنیم م

است. K روی هم ارزی رابطه ی ∼ رابطه .٣ . ٢ . ٢ گزاره
،f ∈ A[١] هر برای به طوری که دارد وجود M > ٠ ی پس x ∼ y چون برهان.

،f ∈ A[١] هر برای به طوری که دارد وجود N > ٠ ی پس y ∼ z چون .ρ(f(x), f(y)) ≤M

.ρ(f(y), f(z)) ≤ N

نشان این .ρ(f(x), f(z)) ≤ ρ(f(x), f(y)) + ρ(f(y), f(z)) ≤ M + N ،f ∈ A[١] هر برای لذا
.x ∼ z که ͬ دهد م

ͬ نامیم. م A برای گلیسون بخش را هم ارزی رابطه این به مربوط هم ارزی کلاس های
ͬ شود م تعریف زیر صورت به K فشرده مجموعه روی گلیسون متر

δ :K ×K −→ [٠,∞)

δ(x, y) = ∥εx − εy∥.

به نسبت همچنین و ͬ دهند م تش΄یل K برای افراز ی گلیسون بخش های دراین صورت
هستند. ‐فشرده σ گلیسون متر توسط شده القاء توپولوژی

آنگاه باشد A طبیعͬ ی΄نواخت جبر برای ‐نقطه P ی x اگر که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به
است. نقطه ای ی گلیسون بخش ی {x} مجموعه

فصل [١٩] ͽمرج به ͬ تواند م خواننده گلیسون بخش های مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای
نماید. مراجعه VI

ͬ پردازیم. م گلیسون بخش های با ارتباط در زیر قضیه به حال

همچنین باشد. K فشرده فضای روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه
هستند هم ارز زیر موارد صورت دراین شود. گرفته نظر در x ∈ K کنید فرض

است. نقطه ای ی گلیسون بخش ی {x} مجموعه (a
دارد. انقباضͬ وار نقطه تقریبی همانͬ Mx (b



٣٩ انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبرهای و انقباضͬ ی΄نواخت جبرهای بین روابط
∥fn∥K ≤ ١ ،n ∈ N هر برای که است موجود چنان Mx در (fn) دنباله y ∈ K \ {x} هر برای (c

.limn→∞ fn(y) = ١ همچنین و
نشان ͬ توان م راحتͬ به همچنین ͬ آید. م بدست ٣ . ٢ . ١ لم از راحتͬ به c و a هم ارزی برهان.

ͬ دهد. م نتیجه را c ،b که داد
نظر در را F = {y١, · · · , ym} ⊆ K \ {x} متناهͬ مجموعه باشد. برقرار c کنید فرض حال

ͬ گیریم. م
اگر همچنین و است ثابت F روی که باشد A در توابعͬ از متش΄ل A از بسته ای جبر زیر B اگر
ی΄نواخت جبر ی B و است B ماکسیمال ایده آل ی M دراین صورت .M =My١ ∩· · ·∩Mym

.y١ = y٢ = · · · = ym = yF آن در که است L = {yF } فشرده مجموعه روی طبیعͬ
.limn→∞ fj,n(x) = ١ که است موجود چنان (fj,n)n∈N ⊆ (Myj )[١] دنباله j ∈ Nm هر برای

fn ∈ M دراین صورت .fn = f١,n · · · fm,n ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را fn ،n ∈ N هر برای
.x ≁ yF همچنین و limn→∞ fn(x) = ١ و است

هر برای لذا .limn→∞ hn(yF ) = ١ که است موجود چنان (Mx)[١] در (hn) دنباله بنابراین
است. A در دنباله ای hn و limn→∞ hn(yj) = ١ ،j ∈ Nm

ͬ کند. م برقرار را b شرط که دارد انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ ی Mx که ͬ دهد م نشان این

شود گرفته نظر در x ∈ K و باشد K فشرده مجموعه روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر ی A اگر
گلیسون متر به نسبت x ∈ K آنگاه باشد کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mx همچنین و

است. تنها نقطه ی
ͬ پردازیم. م بخش این اصلͬ نتیجه دومین بیان به حال

دراین صورت Kباشد. فشرده فضای روی طبیعͬ ی΄نواخت جبر یA کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه
باشد. عضوی ی مجموعه ی K در گلیسون بخش هر اگروفقط اگر است انقباضͬ نقطه وار A

است. واض اثبات ٣ . ٢ . ١ قضیه به توجه با برهان.
بخش های با را آن ها ارتباط و ͬ پردازیم م ی΄نواخت جبرهای از متنوعͬ تعداد بیان به حال

ͬ کنیم. م بررسͬ گلیسون
رخ ͬ شوند، نم حذف قبل قضیه های توسط که احتمالاتͬ تمام که ͬ دهند م نشان مثال ها این

ͬ دهد. م

قرار ،z ∈ D برای باشد. ٢ . ٣ . ٢ مثال در شده تعریف جبر A = A(D) کنید فرض .٣ . ٢ . ١ مثال
.Mz = {f ∈ A | f(z) = ٠} دهید



کران دار تقریبی ͬ های همان بین روابط ۴٠
و f

∥f∥D
تابع برای پی ‐ شوارتز قضیه به توجه با آنگاه باشند شده داده f ∈ Mz و z ∈ D اگر

داریم w ∈ D∣∣∣∣∣
f(w)
∥f∥D

− f(z)
∥f∥D

١ − f(w)
∥f∥D

f(z)
∥f∥D

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣ w − z

١ − wz

∣∣∣ =⇒ |f(w)|
∥f∥D

≤
∣∣ w − z

١ − wz

∣∣ =⇒ |f(w)| ≤ |w − z|
|١ − wz|

∥f∥D.

برقرار |f(w)| < ١٢ رابطه |w− z| < δ شرط با w به ازای هر که است موجود چنان δ > ٠ بنابراین
نیست. کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mz لذا و است

همانͬ Mz اگروفقط اگر است کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mz آنگاه z ∈ D اگر حال
باشد. اوج نقطه ی z این که با است معادل این و باشد داشته انقباضͬ نقطه وار تقریبی

x ∈ K همچنین و Kباشد فشرده مجموعه روی ی΄نواخت جبر ی A کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ مثال
کنید. انتخاب را

نداشته کران دار نقطه وار تقریبی Mxهمانͬ که کرد انتخاب چنان را x ∈ Γ(A) با x ∈ K ͬ توان م
باشد.

و K = D× I کنید فرض موضوع این اثبات برای
A = {f ∈ C(K)

∣∣ باشد تحلیلͬ |z| < ١ به ازای f(z, ١)},
به طوری که است. K روی f پیوسته توابع همه از متش΄ل ی΄نواخت جبر ی A دراین صورت

تابع
D → C

z → f(z, ١)
و Γ٠(A) = {(z, t) ∈ K | ٠ ≤ t < ١} ∪ {(z, ١) ∈ K | z ∈ T} آنگاه باشد. تحلیلͬ D روی

ͬ باشد. م Γ(A) = K

همانͬ دارای Mx همچنین و است گلیسون بخش ی K \Γ٠(A) = {(z, ١) | z ∈ D} مجموعه
و باشد انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mx اگروفقط اگر است کران دار نقطه وار تقریبی

است. اوج نقطه ی x این که با است معادل این
نیست. تقریبی همانͬ دارای Mx لذا و M٢

x =M٢
x ⊊Mx آنگاه x ∈ K \ Γ٠(A) اگر همچنین

جبر R(K) همچنین و باشد صفحه در فشرده مجموعه ی K کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ مثال
شود. لحاظ K روی طبیعͬ ی΄نواخت

ی گلیسون بخش ی {x} مجموعه ،٢۶.١۴ نتیجه [٣٢] ͽمرج به توجه با آن گاه x ∈ K اگر
باشد. اوج نقطه ی x اگروفقط اگر است نقطه ای

نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mx اگروفقط اگر دارد کران دار تقریبی همانͬ ی Mx بنابراین



۴١ انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبرهای و انقباضͬ ی΄نواخت جبرهای بین روابط
باشد. R(K) جبر اوج نقطه ی x که است این با معادل این و باشد انقباضͬ

بخش ی K از نقطه هر اگروفقط اگر R(K) = C(K) ،٢۶.١۵ نتیجه [٣٢] ͽمرج به توجه با
انقباضͬ نقطه وار R(K) اگروفقط اگر R(K) = C(K) همچنین و است نقطه ای ی گلیسون

باشد.
به نسبت x آنگاه نباشد اوج نقطه ی x هرگاه ،٢۶.١٢ نتیجه [٣٢] ͽمرج به توجه با حال
اگروفقط اگر دارد کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ Mx بنابراین نیست. تنها نقطه گلیسون متر

باشد. انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ دارای
نقطه ای ی که R(K) برای گلیسون بخش هر ،٢۶.١٣ نتیجه [٣٢] ͽمرج به توجه با همچنین

دارد. ناصفر مساحتͬ صفحه در نیست
که دارند وجود K فشرده فضای ی روی A مانند طبیعͬ و جدایی پذیر ی΄نواخت جبرهای

است. نقطه ای ی گلیسون بخش {x} مجموعه ،x ∈ K \ Γ (A) از برخͬ ازای به
است. انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mx ماکسیمال ایده آل x مانند نقاطͬ چنین برای
قضیه [٣٢] ͽمرج از Uα ی΄نواخت جبر به ͬ توان م مثال برای ندارد. کران دار تقریبی همانͬ اما

نمود. مراجعه ١٨.١
مجموعه روی کران دار تحلیلͬ توابع همه ی ی΄نواخت جبر H∞ کنید فرض .۴ . ٣ . ٢ مثال

نیست. جدایی پذیر H∞ دراین صورت باشد. D = {z ∈ C | |z| < ١}
مورد ١٠ فصل [٢٠] ͽمرج در که ͬ شود. م داده نمایش Φ توسط H∞ جبر شاخص فضای

است. گرفته قرار مطالعه
دارای Γ = Γ(H∞) از نقطه هر است خودش سیلو مرز روی مدولͬ ل·اریتم جبر ی H∞ چون
متمرکز اندازه باید منحصربفرد نمایش اندازه این و است Γ روی منحصربفرد نمایش اندازه ی
ی بخش ی بنابراین و است ‐نقطه p ی Γ از نقطه هر نتیجه در باشد. نقطه ی در شده
است نقطه ای ی بخش ی ∞Hیا برای گلیسون بخش هر حقیقت در است. گلیسون نقطه ای
نیستند. Γ(H∞) در که دارد وجود نقطه ای ی گلیسون بخش های و است تحلیلͬ دیس یا
قضیه [٢٠] ͽمرج به توجه با دراین صورت باشد x ∈ Φ با نقطه ای ی بخش {x} که کنید فرض

ͬ شود م تجزیه Mx ،٢.۴
فضای ی روی طبیعͬ و جدایی پذیر ،A مانند ی΄نواخت جبری ٢.٣ قضیه [٧] ͽمرج به توجه با
نقطه وار A بنابراین است. نقطه ای ی گلیسون بخش ی که دارد وجود K فشرده متری

. Γ(A) ⊊ K ولͬ است انقباضͬ
ماکسیمالͬ ایده آل های بنابراین نیست انقباضͬ لذا و نیست کول جبر A که ͬ دهد م نشان این
تقریبی همانͬ دارای که هستند انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبرهای که هستند موجود A از
نتیجه نیز ٢.۵ قضیه [۴] ͽمرج از جبرها گونه این از مثالͬ وجود همچنین نیستند. کران دار

ͬ شود. م
و منتظم طبیعͬ، ی΄نواخت جبر ی Feinstein ،٢.١ قضیه [١۵] ͽمرج به توجه با حال
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گلیسون بخش ی آن برای که داد ارائه K مانند فشرده مجموعه ی روی A مانند جدایی پذیر
نقطه ای ی گلیسون بخش های K دی·ر نقاط تمام و دارد وجود {x١, x٢} مانند نقطه ای دو

هستند.
از متناهͬ مجموعه زیر ی را F و M = Mx١ ͬ دهیم م قرار مثال این به توجه با همچنین
{x٢, · · · , xn} مجموعه از مجموعه زیر ی را F مثال عنوان به ͬ گیریم. م نظر در K \ {x١}
f٢(x١) = ١ شرط با را f٢ ∈ Mx٢ عضو ͬ کنیم. م انتخاب هستند مجزا x٢, · · · , xn آن در که

.m = ∥f٢∥K ͬ دهیم م قرار و ͬ کنیم م انتخاب
عنصر j = ٣, · · · , n برای .mnδ < ε که ͬ کنیم م انتخاب چنان را δ > ٠ ،ε ∈ (٠, ١) برای

ͬ دهیم م قرار و ͬ کنیم م انتخاب ∥fj∥K = ١ و |fj(x١)| > ١ − δ شرط با را fj ∈ Mxj

.f = f٢f٣ · · · fn
ͬ دهیم م قرار حال .|f(x١)− ١| < mnδ < ε و ∥f∥K ≤ m و است f ∈ A وضوح به

.∥g∥K ≤ m+ ١ + ε همچنین و |g(xj)| > ١ − ε و g ∈M بنابراین g = f(x١)١K − f

ͬ باشد. ١+mم آن کران که است کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ Mدارای که ͬ دهد م نشان این
تقریبی همانͬ K از دی·ر نقطه ی هر و دارد کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ Mx٢ مشابه طور به

دارد. انقباضͬ نقطه وار
ولͬ است کران دار نقطه وار تقریبی همانͬ دارای ماکسیمال ایده آل هر مثال این در بنابراین

نیست. انقباضͬ نقطه وار جبر این
طبیعͬ ی΄نواخت جبرهای [٣١] ͽمرج در ۵.١۶ و ۵.١٣ شده ی ارائه مثال های .۵ . ٣ . ٢ مثال
چنان x ∈ K \ Γ(A) چون نقاطͬ آن ها در که هستند موجود K فشرده فضاهای روی A مانند
نیست چ·ال Mx در M٢

x و است نقطه ای ی گلیسون بخش ی {x} مجموعه که است موجود
نقطه وار تقریبی همانͬ دارای Mx ی΄نواخت جبر حالت این در ͬ شود. نم تجزیه Mx ویژه به

ندارد. تقریبی همانͬ ولͬ است انقباضͬ
نقطه وار تقریبی همانͬ از قوی ش΄ل ی Mx ماکسیمال ایده آل ی برای ادامه در حال
،x از F مجزایی مانند ناتهͬ و متناهͬ مجموعه هر برای به طوری که ͬ آوریم م بدست انقباضͬ

ͬ کند. م اتخاذ را ١ ثابت مقدار F روی که دارد وجود f ∈ (Mx)[١] چون تابعͬ

پذیر، متری فضای ی روی A مانند طبیعͬ و انقباضͬ نقطه وار ی΄نواخت جبر .٣ . ٢ . ٣ قضیه
دارای A از M مانند ماکسیمال ایده آل ی به طوری که دارد وجود K مانند ناتهͬ و فشرده

.Γ٠(A) ⊊ K و نیست کران دار تقریبی همانͬ
به توجه با که باشد K فشرده و متری پذیر فضای ی روی ی΄نواخت جبر A کنید فرض برهان.
عضوی که است خاصیت این دارای و است طبیعͬ جبر این شد. ارائه ۵.١ قضیه [١۴] ͽمرج

.A ̸= C(K) لذا و Γ٠(A) = K \ {x} به طوری که دارد وجود x ∈ K چون
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مجموعه F دراین صورت باشد. K \ {x} از ناتهͬ و متناهͬ زیرمجموعه ی F کنید فرض
هر برای و f(y) = ١ ،y ∈ F هر برای به طوری که دارد وجود f ∈ A تابع بنابراین و است اوج

.|f(y)| < ١ ،y ∈ K \ F

با f تابع ترکیب و ζ ∈ T عضو مناسب انتخاب با .a ∈ D دراین صورت .a = f(x) کنید فرض
.ψa(z) =

ζ(z−a)
(١−az)

(z ∈ D) تابع
نقطه هر است. انقباضͬ تقریبی همانͬ دارای Mx بنابراین .f ∈ Mx که کرد فرض ͬ توان م
است. انقباضͬ تقریبی همانͬ دارای My بنابراین و است A برای اوج نقطه ی y ∈ K \ {x}

است. انقباضͬ نقطه وار A لذا
کران دار تقریبی همانͬ Mx که گرفت نتیجه ͬ توان م ۴ . ٣ . ١ قضیه از x /∈ Γ٠(A) چون حال

ͬ باشد. نم کول جبر A و نیست انقباضͬ A لذا ندارد.

آیا که نیست مشخص حال به تا افراد دی·ر و مقاله نویسندگان برای که است ذکر به لازم
K از نقطه هر که دارد وجود K مانند فشرده مجموعه ی روی A چون طبیعͬ ی΄نواخت جبر
همانͬ حاوی که باشد M چون ماکسیمالͬ ایده آل دارای A مقابل در و باشد ی نقطه ای بخش

نباشد. تقریبی

بسته فاصله های روی باناخ تابعͬ جبرهای ٣ . ٣
ͬ شوند. م تعریف R بسته فاصله های روی طبیعͬ و ی دار باناخ تابعͬ جبر دو بخش این در

ماکسیمالش ایده آل های از ی΄ͬ که ͬ دهد م ارائه را انقباضͬ نقطه وار دیتکین جبر اول مثال
این ͽواق در ندارد. کران دار تقریبی همانͬ بنابراین و نیست کران دار نسبی تقریبی واحد دارای

است. C٠))٠, ١]) به نسبت مجرد س·ال جبر ی ماکسیمال ایده آل
ی΄نواخت جبر ی با معادل که ͬ پردازد م انقباضͬ باناخ تابعͬ جبر ی معرفͬ به مثال دومین

نیست.
.A = {f ∈ C(I)

∣∣ I(f) = ∫ ١٠ |f(t)−f(٠)|
t dt <∞} کنید فرض .٣ . ٣ . ١ مثال

و است چندجمله ای ها بردارنده در که است C(I) از خطͬ فضای زیر خودالحاق، A وضوح به
معنͬ این به است بزرگ بسیار A حقیقت در است. چ·ال C(I) در ی΄نواخت طور به A لذا
A همچنین دربردارد. ٠ < α ≤ ١ برای را (Lip

α
(I), ∥·∥α) باناخ تابعͬ جبرهای همه ی آن که

.suppf ⊂ (٠, ١] که است f ∈ C(I) چون توابعͬ تمام شامل
.∥f∥ = ∥f∥I + I(f) ͬ کنیم م تعریف f ∈ A هر برای حال

ی (A, ∥·∥) که ͬ دهیم م نشان است. نرم دار فضای (A, ∥·∥) که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به
باشد. (A, ∥·∥) در کوشͬ دنباله ی (fn) کنید فرض هدف این برای است. کامل فضای

.limn→∞∥fn − f∥I = ٠ که است موجود چنان f ∈ C(I) دراین صورت
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برای است که موجود چنان n٠ ∈ N عضو دراین صورت باشد. شده داده ε > ٠ کنید فرض

.∥fm − fn∥I + I(fm − fn) < ε ،m,n ≥ n٠
لذا .I(fm − f) ≤ lim infn→∞ I(fm − fn) ≤ ε ،m ≥ n٠ هر برای فاتو لم به توجه با

این .∥fm − f∥ ≤ ٢ε ،m ≥ n٠ هر برای این بر علاوه .f ∈ A بنابراین و I(f) ≤ I(fn٠) + ε

ͬ کند. م میل (A, ∥·∥) در f تابع به (fn) که ͬ دهد م نشان
،f, g ∈ A هر برای این بر علاوه و است C(I) از زیرجبر ی A مجموعه که است این ادعا اولین

نوشت ͬ توان م f, g ∈ A برای زیرا .∥fg∥ ≤ ∥f∥∥g∥

|(fg)(t)− (fg)(٠)| ≤ ∥f∥I|g(t)− g(٠)|+ ∥g∥I|f(t)− f(٠)| (t ∈ I),

ͬ کند. م ثابت را شده بیان ادعای این .I(fg) ≤ ∥f∥II(g) + ∥g∥II(f) بنابراین و
کنید فرض حال است. I روی باناخ تابعͬ جبر (A, ∥·∥) بنابراین و ∥١I∥ = ١ همچنین

و f ∈M برای و است C٠))٠, ١]) در ایده آل ی M دراین صورت .M =M٠(A)
.∥fg∥ ≤ ∥f∥∥g∥I داریم g ∈ C٠))٠, ١])

قسمت ۴.١.۵ گزاره [۶] ͽمرج به توجه با است. طبیعͬ I روی A که است این ادعا دومین
پذیر معکوس A در f(t) ̸= ٠ (t ∈ I) شرط با ،f ∈ A هر که دهیم نشان است کافͬ ،(ii)

است.
.f = ١ + g ͬ دهیم م قرار .f(٠) = ١ که کنیم فرض ͬ توانیم م مسئله کلیت از شدن کم بدون

.h(٠) = ٠ و h ∈ C(I) آن در که ١
f = ١ + h همچنین و g ∈M که جایی

هر برای چون .|g(t)| < ١٢ باشیم داشته t ∈ [٠, δ] هر برای که ͬ کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠
.∫ δ٠ ( |h(t)|t )dt <∞ داریم ،|h(t)| ≤ ٢|g(t)| ،t ∈ [٠, δ]

را شده بیان ادعای این . ١
f ∈ A و h ∈ M بنابراین و ∫ ١

δ
|h(t)|

t dt ≤ ∥h∥I log(١
δ ) < ∞ وضوح به

ͬ کند. م ثابت
مطلب این اثبات برای نیست. ی΄نواخت نرم ی با معادل A نرم که است این ادعا سومین
١ مساوی [ ١

n , ١] روی و خطͬ [٠, ١
n ] روی که ͬ کنیم م انتخاب طوری را fn و n ∈ N کنید فرض

این .∥fn∥I = ١ که حالͬ در ∥fn∥ = ١ +
∫ ١

n٠ ndt +
∫ ١١

n

١
t dt = ٢ + log n و fn ∈ A پس است.

h٠(t) = ١
log( ١

t
)

ضابطه ی با متناوب صورت به را h٠ تابع اگر ͬ کند. م ثابت را شده بیان ادعای
.h٠ /∈ A ولͬ h٠ ∈ C(I) آنگاه کنیم تعریف h(٠)٠ = ٠ و ٠ < t ≤ ١ برای

گرفت نتیجه ͬ توان م |١ − f(x)| < ١٢ ( ١
n ≤ x ≤ ١) شرط با f ∈M هر و n ∈ N هر برای زیرا

ندارد. کران دار نسبی تقریبی واحد M لذا و ∥f∥ ≥ (logn)٢ که
۶ . ٢ . ٣ تعریف در شده بیان دنباله همان (gn) کنید فرض همچنین و باشد t٠ ∈ I کنید فرض
دراین صورت .f ∈Mt٠ کنید فرض همچنین و است. Jt٠(A) در دنباله ی (gn) بنابراین باشد.

است. واض مطلب این t٠ > ٠ برای .limn→∞∥f − fgn∥ = ٠ که ͬ کنیم م ادعا
طوری را δ > ٠ همچنین و شود گرفته نظر در ثابت ε > ٠ کنید فرض t٠ = ٠ که حالتͬ در
داریم n > ١

δ برای پس .∫ δ٠ |f(t)|
t dt < ε و |f(t)| < ε ،٠ ≤ t ≤ δ هر برای که ͬ کنیم م انتخاب
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ͬ کند. م ثابت را شده بیان ادعای این .∥f − fgn∥ < ٢ε

ͬ باشد. م منتظم قوی طور به و است دیتکین جبر A طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر بنابراین
به نسبت M بنابراین و است C٠))٠, ١]) و M برای تقریبی همانͬ t٠ = ٠ برای (gn) دنباله

است. مجرد س·ال جبر C٠))٠, ١])
همانͬ Mt٠ برای ( gn

∥gn∥)n∈N دنباله بنابراین و ∥gn∥ = ١+O( ١
n) داریم n→ ∞ وقتͬ t٠ > ٠ برای

.Mt٠ =M
[٢]
t٠ = Jt٠ که ͬ گیریم م نتیجه لذا است. انقباضͬ تقریبی

در است. چ·ال A در I به شده محدود جمله ای های چند جبر که است این ادعا چهارمین
مانند چندجمله ای ی ε > ٠ و f ∈ J٠ برای که دهیم نشان است کافͬ آن اثبات برای حقیقت
تعریف زیر صورت به را g(t) تابع ابتدا در هدف این برای .∥f − p∥ < ε است که موجود چنان p

ͬ کنیم م
g(t) =


f(t)
t t ∈ I

٠ t = ٠
.g ∈ C(I) بنابراین

.p(t) = tq(t) ͬ دهیم م قرار t ∈ I برای .∥g − q∥I < ε٢ به طوری که است موجود q چندجمله ای
.∥f − p∥ < ε وضوح به و است چندجمله ای ی p لذا

ندارد. کران دار تقریبی همانͬ M ایده آل
M در M٢ همبعد بودن نامتناهͬ از که ͬ کنیم م ثابت را ح΄مͬ ادعا پنجمین در ،ͽواق در
زیرا است. ͬ البعد نامتناه صفر در نقطه ای اشتقاق های فضای بنابراین و است قوی تر کمͬ
موجود چنان M در h١, · · · , hk و g١, · · · , gk اعضای دراین صورت باشد. f ∈ M٢ کنید فرض
،t ∈ I برای و u ∈ M پس .u =

∑k
j=١(|gj | + |hj |) ͬ دهیم م قرار .f =

∑k
j=١ gjhj که هستند

.|f(t)| ≤ u(t)٢
صورت به fα تابع α > ٠ برای اگر حال

fα(t) =


١

(log( ١
t
))α

t ∈ (٠, ١]
٠ t = ٠

.fα ∈M ،α > ١ برای گفت ͬ توان م آنگاه شود تعریف
،t ∈ I برای هر به طوری که است موجود uα ∈ M دراین صورت باشد. fα ∈ M٢ کنید فرض
که ͬ گیریم م نتیجه لذا .uα(t) ≥ ١

(log( ١
t
))

α٢ داریم t ∈ (٠, ١] هر برای بنابراین و |fα(t)| ≤ uα(t)
٢

.fα ∈M \M٢ ،α ∈ (١,٢] هر برای بنابراین و α > ٢
این است. خطͬ مستقل M

M٢ در {fα +M٢ | α ∈ (١,٢]} مجموعه که ͬ شود م نتیجه آسانͬ به
ͬ کند. م ثابت را شده بیان ادعای

ثابت ششم ادعای عنوان به حال ندارد. کران دار تقریبی همانͬ M که کردیم ثابت اینجا تا
مجموعه زیر ی F کنید فرض زیرا است. انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ دارای M ͬ کنیم م
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کنید فرض i ∈ Nk و n ∈ N برای هر .F = {t١, · · · , tk} دراین صورت باشد. (٠, ١] از متناهͬ

که باشد I مجموعه به g چون تابعͬ تحدید fn,i
g :R −→ R

g(x) =


٠ x ∈ [ti − ١

n , ti +
١
n ]

c

h(x) x ∈ [ti − ١
n , ti] ∪ [ti, ti +

١
n ]

داریم n → ∞ وقتͬ و fF,n(t) = ١ ،t ∈ F برای راحتͬ به .fF,n =
∑k

i=١ fn,i ͬ دهیم م قرار
.∥fF,n∥ = ١ +O( ١

n)

M در انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ که ͬ کنیم م توجه ͬ کند. م ثابت را شده بیان ادعای این
است. انقباضͬ نقطه وار A که ͬ دهد م نشان این نیست. دنباله و است تور ی

h٠ ∈ C(I)\M بنابراین .h(٠)٠ = ٠ و h٠(t) = ١
log( ١

t
)

(t ∈ (٠, ١]) که باشد تابعͬ h٠ کنید فرض
داریم f ∈M هر برای .B =M ⊕ Ch٠ کنید فرض همچنین .h٢٠ ∈M و

کرد فرض ͬ توان م مناسب مثبت ثابت ی در h٠ کردن ضرب با لذا و ∥fh٠∥ ≤ ∥f∥∥h٠∥I
است. صادق ۴ . ٣ . ٠ گزاره شرایط در h٠ که

همانͬ هیچ B بنابراین است. انقباضͬ نقطه وار نیز B لذا است انقباضͬ نقطه وار M چون
ندارد. تقریبی

کارگیری به برای ͬ کنیم. م بیان زیر صورت به را T دایره روی باناخ تابعͬ جبر .٣ . ٣ . ٢ مثال
f ∈ C([−١, ١]) تابع های شامل که ͬ گیریم م ,١−])Cی΄ͬ ١]) از زیرجبری با C(T)را مناسب علائم

است. exp(−πif(−١)) = exp(πif(١)) شرط با
ͬ شود. م گرفته نظر در [−١, ١] پیمانه به [−١, ١] در تفریق و ͽجم

ͬ گیریم. م نظر در ثابت را ١ < α < ٢ شرط با α ضریب
هرگاه ͬ نامیم م t توسط f انتقال را Stf آنگاه f ∈ C(T) اگر t ∈ [−١, ١] برای

(Stf)(s) = f(s− t) (s ∈ [−١, ١])
صورت به f تابع نوسان

wf (t) = sup{|f(s)− (Stf)(s)| | s ∈ [−١, ١]} (t ∈ [−١, ١]),
و

Ωf (t) = ∥f − Stf∥١ =

∫ ١
−١ |f(s)− f(s− t)|ds (t ∈ [−١, ١]),

ͬ کنیم م تعریف بنابراین ͬ شود. م تعریف

I(f) =

∫ ١
−١
Ωf (t)

|t|α
dt.



۴٧ بسته فاصله های روی باناخ تابعͬ جبرهای
نگاشت که ͬ دانیم م

[−١, ١] → R+

t→ Ωf (t)

لذا و Ωf = Ω١−f همچنین است. خوش تعریف [٠,∞] در I(f) بنابراین و است پیوسته
.I(f) = I(١ − f)

ͬ دهیم م قرار و ͬ کنیم م تعریف I(f) <∞ شرط با f ∈ C(T) توابع فضای را A حال
∥f∥ = ∥f∥T + I(f) (f ∈ A).

است. نرم دار فضای (A, ∥·∥) همچنین و است C(T) از خطͬ فضای زیر خودالحاق، A وضوح به
دنباله (fn) کنید فرض زیرا است باناخ فضای بنابراین و ͬ باشد م کامل (A, ∥·∥) این بر علاوه
بنابراین .fn u−→ f که است موجود چنان f ∈ C(T) دراین صورت باشد. (A, ∥·∥) در کوشͬ

داریم t ∈ [−١, ١] هر برای گرفت نتیجه ͬ توان م
داریم (A, ∥·∥) در فاتو لم از دوباره استفاده با همچنین و limn→∞Ωfn(t) = Ωf (t)

.limn→∞ fn = f

دایره روی A جبر همچنین .∥Stf∥ = ∥f∥ و Stf ∈ A ،t ∈ [−١, ١] و f ∈ A هر برای که دیدیم
است. هم·ن

دراین صورت .wf (t) = O(tγ) که باشد گونه ای به f ∈ C(T) ،γ > α−١ از برخͬ برای کنید فرض
به C(T) در A بنابراین و است مثلثاتͬ چندجمله ای های بردارنده در A ویژه به است. f ∈ A

است. چ·ال ی΄نواخت طور
t ∈ [−١, ١] و f, g ∈ A اگر زیرا است. T روی باناخ تابعͬ جبر (A, ∥·∥) که است این اول ادعای

داریم s ∈ [−١, ١] هر برای آنگاه
|(fg − St(fg))(s)| ≤ ∥f∥T|(g − Stg)(s)|+ ∥g∥T|(f − Stf)(s)|.

I(fg) ≤ ∥f∥TI(g) + که ͬ دهد م نشان این .Ωfg(t) ≤ ∥f∥TΩg(t) + ∥g∥TΩf (t) بنابراین و
ثابت را شده بیان ادعای این .∥١T∥ = ١ بعلاوه .∥fg∥ ≤ ∥f∥∥g∥ همچنین و ∥g∥TI(f)

ͬ کند. م
برای که باشد تابعͬ f ∈ A کنید فرض زیرا است. طبیعͬ [−١, ١] Aروی که است این دوم ادعای
و I( ١

f ) ≤ δ٢I(f) <∞ که دید ͬ توان م راحتͬ به دراین صورت .|f(t)| ≥ δ > ٠ ،t ∈ [−١, ١] هر
است. طبیعͬ A بنابراین . ١

f ∈ A بنابراین
ͬ کنیم م تعریف n ∈ N برای منظور این برای A ̸= C(T) که است این سوم ادعای

en(s) = exp(iπns) (s ∈ [−١, ١]).
داریم n ∈ N هر برای بنابراین

Ωen(t) =

∫ ١
−١ |e

iπns − eiπn(s−t)|ds = ١|٢ − eiπnt| (t ∈ [−١, ١]).



کران دار تقریبی ͬ های همان بین روابط ۴٨
ی ازای به I(en) = ٢ ∫ ١

−١ |١−eiπnt|
|t|α dt ≥ ٢(πn)α−١ ∫ π

π٢
|١−eiu|
|u|α du = Cnα−١ رابطه همچنین و

است. برقرار C > ٠ ثابت عدد
،n ∈ N برای که حالͬ در .limn→∞∥en∥ = ∞ بنابراین ∥en∥ ≥ Cnα−١ که ͬ دهد م نشان این

ͬ کند. م ثابت را شده بیان ادعای این .∥en∥T = ١
است هم·ن T روی A چون است. انقباضͬ A باناخ تابعͬ جبر که است این ادعا چهارمین
انقباضͬ تقریبی همانͬ M = {f ∈ A | f(٠) = ٠} ماکسیمال ایده آل که دهیم نشان است کافͬ

دارد.
.∆n(s) = max{١ − n|s|, ٠} (s ∈ [−١, ١], n ∈ N) ͬ کنیم م تعریف هدف این برای

برای و |∆n(s) − ∆n(s − t)| ≤ n|t| ،|s| ≤ ٢
n برای دراین صورت .|t| ≤ ١

n که کنید فرض اولا˟
.Ω∆n(t) ≤ ٢ ∫ ٢

n٠ n|t|ds = ۴|t| بنابراین و ∆n(s) = ∆n(s− t) = ٠ ،|s| ≥ ٢
n

بنابراین .Ω∆n(t) ≤ ٢ ∫ ١
−١∆n(s)ds =

٢
n دراین صورت |t| ≥ ١

n که کنید فرض سپس

I(∆n) ≤ ٨
∫ ١

n

٠ t١−αdt+
٢
n

∫ ١
١
n

t−αdt = O(
١

n٢−α
).

داریم n→ ∞ وقتͬ بنابراین و α < ٢ زیرا .limn→∞O( ١
n٢−α ) = ٠ آن در که

.∥١ −∆n∥ = ∥∆n∥ = ١ + o(١)
.∥∆n∥ ≤ ٢ و I(∆n) ≤ ١ که کنیم فرض n ∈ N همه برای ͬ توانیم م حقیقت در

است. M ماکسیمال ایده آل برای تقریبی همانͬ ی (١ −∆n)n∈N که ͬ دهیم م نشان انتها در
.(١ −∆n) ∈M ،n ∈ N هر برای وضوح به

.Jδ(f) = ٢ ∫ ١
δ

Ωf (t)
|t|α dt و Iδ(f) = ∫ δ

−δ
Ωf (t)
|t|α dt ͬ نویسیم م δ > ٠ هر برای و f ∈ A برای اکنون

ͬ گیریم م نظر در ثابت را ε > ٠ و f ∈ M حال .I(f) = Iδ(f) + Jδ(f) ،f ∈ A برای بنابراین
دراین صورت .∥f∥[−δ,δ] < ε و Iδ(f) < ε که ͬ کنیم م انتخاب طوری را δ > ٠ همچنین و

.Iδ(f∆n) ≤ ∥∆n∥TIδ(f) + ∥f∥[−δ,δ]I(∆n) < ٢ε
n ≥ n٠ کنید فرض .∫ ١

n٠
−١
n٠

|f(t)|dt < εδα و n٠δ > ١ که ͬ کنیم م انتخاب طوری را n٠ ∈ N اکنون
،t ∈ [−١, ١] برای و ∥f∆n∥[−١,١] ≤ ∥f∥[−١,١] < ε دراین صورت

.Jδ(f∆n) < ۴εδα ∫ ١
δ

dt
tα < ۴ε بنابراین و Ωf∆n(t) ≤ ٢ ∫ ١

n
−١
n

|f(s)|ds < ٢εδα
limn→∞ f · (١ −∆n) = f دراین صورت .∥f∆n∥ ≤ ε + ٢ε + ۴ε = ٧ε ،n ≥ n٠ برای بنابراین

است. تقریبی همانͬ M برای (١ −∆n)n∈N لذا .(A, ∥·∥) در
بنابراین و است M در انقباضͬ تقریبی همانͬ ی ( (١−∆n)

∥١−∆n∥)n∈N که ͬ گیریم م نتیجه همچنین
است. انقباضͬ A
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Convolution multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچشͬ ضرب
Natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ
Non-trivial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهͬ  غیر
Closed intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته فاصله های
Vector space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری. فضای
State space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت. فضای
Linear space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. فضای
Compact space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده فضای



۵۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
Character space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص. فضای
Locally compact space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده موضعاً فضای
Infinite-dimensional space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ البعد نامتناه  فضای
Normed space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم دار فضای
Bounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  کران دار
Rational . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا
Gleason metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گلیسون متر
Metrizable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر متری
Finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ
Peak set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوج مجموعه
Directed set. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت دار. مجموعه
Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  محدب
Compact support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده محمل
Closed boundary. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته. مرز
Silov boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیلو  مرز
Conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج
Linearly independent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. مستقل
Invertible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر معکوس
Arens regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرنز منتظم
Non-empty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناتهͬ
Infinite dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ البعد نامتناه
Norm-decreasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نزولͬ نرم
Uniform norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی΄نواخت.  نرم
Peak points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوج نقاط
Isolated point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها نقطه
Accumulation point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی  نقطه
Pointwise contractive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ نقطه وار
Oscillation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوسان
Semi-simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده نیم
Bounded approximate units . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار تقریبی واحد
Bounded relative approximate units . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار نسبی تقریبی واحد
Approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی همانͬ



انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه ۵۶
Contractive approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ تقریبی همانͬ  
Bounded approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار تقریبی همانͬ
Pointwise contractive approximate identity . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ. نقطه وار تقریبی همانͬ
Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند 
Neighbourhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسای·ͬ
Unital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی دار



فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
Abstract Segal algebra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجرد. جبرس·ال
Accumulation point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی نقطه
Acteristic function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه تابع
Analytic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلͬ.
Approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی همانͬ
Arens products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرنز حاصل ضرب های
Arens regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرنز منتظم
Banach function algebras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ. تابعͬ جبرهای
Banach sequence algebra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ. دنباله ای جبر
Banach sequence algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ دنباله ای جبرهای
Bounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار
Bounded approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار تقریبی همانͬ
Bounded approximate units . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار تقریبی واحد
Bounded relative approximate units . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران دار نسبی تقریبی واحد
Character space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص. فضای
Closed boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته مرز
Closed intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته فاصله های
Cole algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کول جبر
Commutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی.
Commutative Banach algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی باناخ جبر
Compact space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده فضای
Compact subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده مجموعه زیر
Compact support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده محمل
Conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج.
Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند



فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه ۵٨
Continuous. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته.
Contractive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ.
Contractive approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ تقریبی همانͬ
Pointwise contractive Banach function algebras . . . . . . . انقباضͬ نقطه وار باناخ تابعͬ جبرهای
Countable intersection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شمارش پذیر اشتراک
Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب
Convolution multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچشͬ ضرب
Dense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ·ال
Directed set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت دار مجموعه
Ditkin algebra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیتکین. جبر
Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجزیه
Finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ
Gleason metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گلیسون متر
Infinite dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ البعد نامتناه
Infinite-dimensional space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ البعد نامتناه فضای
Invertible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر معکوس
Isolated point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها نقطه
Linearly independent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. مستقل
Linear space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. فضای
Linear subspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ فضای زیر
Locally compact space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده موضعاً فضای
Maximal modular ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال مدولͬ ایده آل
Metrizable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر متری
Natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ.
Natural Banach function algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ باناخ تابعͬ جبر
Natural uniform algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ ی΄نواخت جبر
Neighbourhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسای·ͬ
Net . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تور
Non-empty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناتهͬ
Non-trivial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهͬ غیر
Non-separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپذیر جدایی
Norm-decreasing. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نزولͬ. نرم



۵٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
Normed space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم دار فضای
Oscillation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوسان
Peak points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوج نقاط
Peak set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوج مجموعه
Plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفحه
Point derivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ای اشتقاق های
Pointwise contractive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ نقطه وار
Pointwise contractive approximate identity . . . . . . . . . . . . . . . انقباضͬ نقطه وار تقریبی همانͬ
Pointwise contractive Banach function algebras . . . . . . . انقباضͬ نقطه وار باناخ تابعͬ جبرهای
Polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله ای
Proper closed ideal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته. سره ایده آل
Rational . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا
Reflexive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انعکاسͬ
Restriction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحدید
Second dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم دوگان
Segal algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س·ال جبر
Self-adjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاق خود
Semi-simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده نیم
Separable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر جدایی
Sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله 
Shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتقال
Silov boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیلو مرز
State space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت فضای
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Aabstract

In this thesis, we shall study contractive and pointwise contractive Banach function algebras,
in which each maximal modular ideal has a contractive or pointwise contractive approximate iden-
tity, respectively, and we shall seek to characterize these algebras. We shall give many examples,
including uniform algebras, that distinguish between contractive and pointwise contractive Banach
function algebras. We shall describe a contractive Banach function algebra which is not equivalent
to a uniform algebra. We shall also obtain results about Banach sequence algebras and Banach
function algebras that are ideals in their second duals.
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quence algebra, Ditkin algebra, Abstract Segal algebra, Cole algebra, Banach function algebra,
Contractive Banach function algebra, Pointwise contractive Banach function algebra, Uniform al-
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