




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آمار گرایش ، آمار رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

و کوماراسوامͬ بر مبتنͬ توزیع های
آن ها تعمیم

ͬ نیایی عل امیر نگارنده:
راهنما استاد

رضازاده نزاکتͬ احمد دکتر
مشاور استاد

باغیشنͬ حسین دکتر
١٣٩۶ بهمن





ه





به: ͬ شود م تقدیم مجموعه این
عزیزم، خواهر و بزرگوار پدر و مهربان مادر

بی دریغشان. فداکاری های و صبوری و دریادلͬ و گذشتگͬ خود از پاس به

ز



مقدمه

بسیار مردم زندگͬ روی آن تاثیرات و تکنولوژی پیشرفت بشری، ͽجوام در امروزه
تولیدکنندگان بین شدیدی رقابت مردم، توقعات ͹سط رفتن بالا با است. بوده وسیع
بالا بر سعͬ تولیدی شرکت های و است آمده به وجود المللͬ بین ͹سط در محصولات
اطمینان قابلیت مطالعات در که آن جایی از دارند. خود محصولات کیفیت بردن
که است مم΄ن مواقعͬ در و داریم سروکار آن ها کیفیت با محصولات عمر طول و
بسیار گاه داده آوردن بدست لذا باشد بالایی اعتماد قابلیت دارای ما انتخابی محصول
نمونه هایی با موارد، از بسیاری در ͬ باشد. م پرهزینه بسیار اوقات گاهͬ و وقت گیر
را آزمایش واحد های افتادن کار از زمان ͬ توان نم دلیلͬ هر به بنا که ͬ شویم م روبه رو

دید.
داده های ͬ باشد. م عمر طول آزمون های و اعتماد قابلیت در متداول پدیده ΁ی سانسور
را کاملͬ اطلاعات نتواند آزمایش·ر آزمایش، ΁ی در که ͬ دهند م رخ زمانͬ شده سانسور
به وجود مشاهدات در را محدودیت هایی که باشد به گونه ای آزمایش ماهیت یا دهد ارائه
جمͽ آوری داده ها چ·ونه و ͬ یابد م پایان زمانͬ چه آزمایش ΁ی این که اساس بر آورد.
سانسور عنوان (١٩۴٩) کریچ١ بار اولین برای ͬ آیند. م پدید سانسور انواع ͬ شوند، م
سانسور و ΁ی نوع سانسور از پایان نامه، این در کرد. پیشنهاد نمونه ها این برای را شده
است: زیر شرح به خلاصه به که ͬ باشد م فصل چهار شامل و است شده استفاده دو نوع
ͬ کنیم. م بیان را فصل ها سایر نیاز مورد تعاریف و مقدمات مفاهیم، اول فصل در •

و ͬ کنیم م معرفͬ را تعمیم یافته توزیع های از جدید کلاس ΁ی دوم فصل در •

برآوردهای همچنین و موزون احتمال گشتاورهای و گشتاورها و ترتیبی آماره های
از استفاده با کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های برای را درستنمایی ماکسیمم

ͬ کنیم. م بیان کامل داده های
یافته تعمیم توزیع های برای را درستنمایی ماکسیمم برآوردهای سوم فصل در •

ͬ کنیم. م بررسͬ دو نوع سانسور و ΁ی نوع سانسور از استفاده با را کوماراسوامͬ
و گاما کوماراسوامͬ توزیع دو برای را شبیه سازی مطالعات چهارم فصل در •

و کرده بررسͬ دو نوع و ΁ی نوع سانسور داده های برای وایبل کوماراسوامͬ
ͬ کنیم. م گزارش را نتایج

١Kerrich

ح



ط
اجرای برای R نرم افزار در شده نوشته برنامه های شامل پایان نامه این ضمیمه •

ͬ باشد. م شبیه سازی مطالعات
و ارجمند استاد به نسبت را قدردانͬ و سپاس مراتب که ͬ دانم م لازم برخورد هم آخر در
رسانده اند، یاری مرا راهنمایی هایشان با که رضازاده نزاکتͬ دکتر آقای جناب بزرگوارم
عهده بر را پایان نامه این مشاوره که باغیشنͬ دکتر آقای جناب از همچنین نمایم. ابراز
بی دریغشان کم΁ های با که عزیزم دوستان از نهایت در دارم. را تش΄ر کمال داشته اند،

سپاس·زارم. برسانم، اتمام به  را پایان نامه این تا کردند یاری مرا

ͬ نیایی عل امیر
١٣٩۶ بهمن



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی ͬ نیایی عل امیر اینجانب
، آن ها تعمیم و کوماراسوامͬ بر مبتنͬ توزیع های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد رضازاده نزاکتͬ احمد راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خو٠د، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
ͬ نیایی عل امیر
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ی





چ΄یده
برای کرد. ارائه کرانه دو تصادفͬ فرآیندهای برای را احتمال چ·الͬ تایع ΁ی کوماراسوامͬ
برخͬ آمد. به وجود تعمیم یافته توزیع های از جدید خانواده ΁ی توزیع، این اساس بر بار، اولین
در ... و وایبل کوماراسوامͬ نرمال، کوماراسوامͬ گاما، کوماراسوامͬ مانند ویژه توزیع های از
بدست را توزیع ها این ترتیبی آماره های و گشتاورها و گرفته اند قرار بحث مورد جدید خانواده

ͬ آوریم. م
و کرده استفاده کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های برآورد برای درستنمایی ماکزیمم روش از
شبیه سازی مطالعه ΁ی دو نوع شده سانسور داده های و ΁ی نوع شده سانسور داده های برای
اطمینان فاصله خطا، دوم توان میانگین پارامترها، برآورد سانسور، هر برای و داده  انجام را
ثابت قبل از مقادیر با را پارامترها کارآیی همچنین کرده ایم. محاسبه را پوشش نرخ و تقریبی

داده ایم. قرار بررسͬ مورد

برآورد دو، نوع سانسور ،΁ی نوع سانسور کوماراسوامͬ، تعمیم یافته توزیع کلیدی: کلمات
اطمینان فاصله و وایبل توزیع گاما، توزیع درستنمایی، ماکزیمم

ل
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

گرفت، خواهند قرار استفاده مورد پایان نامه این در که را نمادهایی و مفاهیم فصل، این در
که داده ها جمͽ آوری روش های دوم بخش ترتیبی، آماره های اول بخش در ͬ کنیم. م معرفͬ
بخش نظم، شرایط سوم بخش ͬ باشد، م شده سانسور داده های انواع و کامل داده های شامل
توزیع های پنجم دربخش و اطمینان فاصله و قابلیت توابع درستنمایی، ماکزیمم روش چهارم

ͬ کنیم. م بیان را آماری

ترتیبی آماره های ١ . ١
و کرده مرتب صعودی ترتیب به را آن ها باشند. تصادفͬ متغیر n ،X١, X٢, ..., Xn کنید فرض
بنابراین است. ترتیبی آماره امین j ،X(j) حالت این در ͬ دهیم. م نشان X(١), X(٢), ..., X(n) با

ͬ نامیم. م ترتیبی آماره بزرگترین را X(n) و کوچ΄ترین را X(١)

ترتیبی آماره های ͬ های ویژگ ١ . ١ . ١
ترتیبی آماره به فقط ترتیبی آماره هر زیرا ͬ دهند، م مارکف زنجیر ΁ی تش΄یل ترتیبی آماره های
نمونه ΁ی X١, X٢, ..., Xn کنید فرض است. مستقل آماره ها دی·ر از و است وابسته خود ماقبل

صورت: این در باشد. F (x) پیوسته توزیع از تصادفͬ



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
از: است عبارت ترتیبی آماره های توام چ·الͬ تابع .١

fX(١),...,X(n)
(x١, x٢, ..., xn) = n!

n∏
i=١

f(xi) −∞ < x١ < x٢ < · · · < xn <∞.

ͬ آید: م بدست زیر صورت به ترتیبی آماره ΁ی حاشیه ای چ·الͬ تابع .٢
fX(i)

(x) =
n!

(i− ١)!(n− i)!
[F (x)]i−١]١ − F (x)]n−if(x) −∞ < xi <∞.

ͬ کنیم: م محاسبه زیر به صورت نیز ترتیبی آماره دو توام چ·الͬ تابع .٣
fX(i),X(j)(xi, xj) =

n!

(i− ١)!(j − i− ١)!(n− j)!
[F (xi)]

i−١[F (xi)− F (xj)]
j−i−١

×[١ − F (xj)]
n−jf(xi)f(xj) ;−∞ < xi < xj <∞.

ترتیبی آماره های کاربرد ١ . ١ . ٢
ͬ باشد. م کاربرد دارای آمار، علم استنباطͬ و توصیفͬ مختلف قسمت های در ترتیبی آماره های
خیلͬ یا ΁کوچ خیلͬ (داده های پرت داده های کشف توصیفͬ، آمار در آن ها کاربردهای از ی΄ͬ
از استفاده ضعف های از ی΄ͬ ͬ دانیم م که همان طور ͬ باشد. م داده ها از مجموعه ΁ی در بزرگ)
داده های به نسبت آن ها بالای حساسیت میزان داده ها، تمرکز جهت معیاری به عنوان میانگین
به نسبت ͬ باشند، م مرکزی معیارهای از که میانه، مقابل، در است. ال·و تغییرات و پرت
نقش ترتیبی آماره های آن ، محاسبه در که هستند برخوردار کمتری حساسیت از ال·و تغییرات

ͬ کنند. م ایفا عمده ای
نمود: اشاره ترتیبی آماره های کاربرد خصوص در زیر مثال های به ͬ توان م استنباطͬ آمار در
نمودار از اغلب تولیدات، بودن کنترل تحت بررسͬ برای کیفیت کنترل موضوعات در .١
برای که ͬ شود م استفاده تغییرات دامنه و میانه نمودار از یا تغییرات دامنه و میانگین

ͬ باشیم. م ترتیبی آماره های از استفاده به ناگزیر تغییرات دامنه و میانه محاسبه
آن جا از و هستیم ترتیبی آماره های از استفاده نیازمند تجربی، توزیع تابع محاسبه در .٢
تابع و تجربی توزیع تابع بین تغییرات روی تمرکز معمولا برازش، نی΄ویی آزمون در که

دارند. اساسͬ نقش آزمون ها این در ترتیبی آماره های است، فرضͬ
مالͬ، اعتبار یا زمانͬ محدودیت های قبیل از دلایلͬ به اغلب عمر طول آزمایشات در .٣
عمر طول مشاهده بنابراین ندارد. وجود آزمایش در واحدها تمام دادن شرکت ام΄ان
ͬ شود م استفاده سانسور١ روش های از دلیل همین به نیست. ام΄ان پذیر واحدها تمام

دارند. سانسورها در مهمͬ نقش ترتیبی آماره های و
١censoring



٣ شده سانسور و کامل داده های
که ͬ شوند م معرفͬ بسنده آماره های عنوان به موارد از بسیاری در ترتیبی، آماره های .۴
برای آزمون پرتوان ترین و اطمینان فواصل واریانس، کمترین با نااریب برآوردگرهای

ͬ کنند. م فراهم را نامعلوم پارامترهای
و دیوید به ͬ توان م آن ها، کاربردر و ترتیبی آماره های ͬ های ویژگ مورد در بیشتر جزئیات برای

نمود. مراجعه [۴] هم΄اران و آرنولد٣ یا [١٠] ناگاراجاه٢

شده سانسور و کامل داده های ١ . ٢
از ΁هری که است شده استفاده شده سانسور داده های و کامل داده های از پایان نامه این در

ͬ کنیم. م تعریف را آن ها

کامل داده های ١ . ٢ . ١
برای باشد. شده شناخته یا مشاهده نمونه، هرواحد ارزش که معناست بدان کامل۴ داده های
محاسبه را دانش آموزان از تایی ده نمونه ΁ی برای آزمونͬ نمره میانگین بخواهیم اگر مثال،
داشت. خواهیم احتیاج دانش آموزان از ΁هری نمره دانستن شامل کاملͬ اطلاعات به کنیم
ش΄ست زمان از مجموعه ای کامل داده های عمر، داده های تحلیل مورد در ترتیب، به همین
آن ها همه و شده آزمون واحد ͷپن اگر مثال برای شد. خواهد تش΄یل نمونه واحدهای همه
به عنوان کامل، اطلاعات پس باشد)، شده ثبت ΁هری ش΄ست (زمان باشند خورده ش΄ست

گرفت. خواهد قرار مطالعه مورد نمونه در ش΄ست هر زمان

شده سانسور داده های ١ . ٢ . ٢
خرابی زمان اولین صورت این در ب·یرد، قرار عمر طول آزمون تحت n حجم به نمونه ΁ی اگر
خرابی دومین مشابه طور به و است x(١) مرتب آماره کوچ΄ترین خود به خود شده مشاهده
آن را آیند بدست شده مرتب مشاهده ی n همه ی اگر آخر. الͬ و x(٢)از است عبارت شده ثبت
دلیل به عمر طول آزمون های در که دارد وجود زیادی موارد اما گویند. کامل نمونه گیری

مانند: بازدارنده ای عوامل
آزمایش بودن بر هزینه .١

واحدها همه دادن نتیجه از شدن مأیوس یا واحدها همه به دسترسͬ عدم .٢
فنͬ اش΄الات .٣

٢David and Nagaraga
٣Arnold
۴Complete Data
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آزمایش مدت شدن طولانͬ .۴
نتایج اعلام برای کم فرصت .۵

هستیم. روبرو شده سانسور نمونه ΁ی با و نشده اند ثبت نمونه مشاهدات همه
از: عبارتند سانسور انواع از برخͬ

΁ی نوع سانسور .١
دو نوع سانسور .٢
ترکیبی سانسور .٣

΁ی نوع فزاینده سانسور .۴
دو نوع فزاینده سانسور .۵

تفصیل به را شده اند استفاده پایان نامه این در که دو و ΁ی نوع سانسورهای بخش، این در
،[٨] کوهن۵ به آن ها کاربرد و سانسورها انواع مورد در بیشتر جزئیات برای ͬ دهیم. م توضیح

نمایید. مراجعه [٢١] نلسن٨ همچنین و [١٧] لاولس٧ ،[۶] کوهن و بالاکریشنان۶

اول نوع سانسور
در آزمایش تحت nواحد عمر طول X(١), · · · , X(n) شده مرتب تصادفͬ متغیرهای کنید فرض
در عمر طول آزمون ΁ی بازدارنده، عوامل وجود به دلیل گاهͬ باشند. عمر طول آزمون ΁ی
شروع و ͬ شوند م فعال واحدها همه ابتدا در بنابراین ͬ شود، م رسانده پایان به t مشخص زمان
صورت این در که ͬ افتند م کار از t زمان از قبل واحدها از تعدادی که وقتͬ تا ͬ کنند م به کار
و ͬ دهیم م نشان R با را تعداد این بود. خواهد معلوم دقیق به طور واحدها این عمر طول
t لحظه در آزمایش اتمام دلیل به اما ͬ کنند م کار t زمان به رسیدن تا باقیمانده واحد n − R

که است ͹واض ͬ شود. م ثبت واحدها این برای t عمر طول و ͬ افتند م کار از نیز واحدها این
نوع سانسور سانسور، نوع این است. t برابر لااقل شده سانسور واحد n− R واقعͬ عمر طول
اگر است. تصادفͬ متغیر ΁ی مشاهدات تعداد R و معلوم t سانسور این در ͬ شود. م نامیده اول
x(١), x(٢), ..., x(n) با را اول نوع سانسور اساس بر شده انجام آزمایش از آمده به دست مشاهدات
F (x; θ) تجمعͬ توزیع تابع و f(x; θ) احتمال چ·الͬ تابع دارای واحدها عمر طول و دهیم نشان

شد: خواهد زیر به صورت درستنمایی تابع آن گاه باشند،
L(θ) =

n!

(n− r)!

 r∏
i=١

f(x; θ)

 [١ − F (x; θ)]n−r

۵Chohen
۶Balakrishan
٧Lawless
٨Nelson
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تصادفͬ متغیر ΁ی افتاده اند، کار از t زمان از قبل تا که است واحدهایی تعداد R که آن جا از
به را موضوع این ͬ توان م بنابراین باشد، صفر حتͬ یا ΁کوچ عدد ΁ی است مم΄ن است،
همچنین آورد. حساب به اول نوع سانسور داده های از نوع این ساختار در ضعف ΁ی عنوان

ͬ گویند. م نیز زمانͬ سانسور را اول نوع سانسور

مثال
ب·یرید. نظر در را دارند قرار روشن حالت در که زمانͬ ال΄ترونی΄ͬ، قطعه n شامل مجموعه ΁ی
یادداشت قطعه هر خرابی زمان مدت آزمایش طͬ در ͬ کند. م پیدا ادامه روز ٢٠ تا آزمایش
فقط هستند، سالم زمان این تا که قطعاتͬ آزمایش) برای اتمام (زمان روز ٢٠ از بعد ͬ شود م
داده های از نمونه ای مثال، این است. روز ٢٠ از بیشتر آن ها خرابی تا لازم زمان که ͬ دانیم م

است. روز ٢٠ آن سانسور نقطه که است ΁ی نوع سانسور

دوم نوع سانسور
زمان از قبل افتاده کار از واحدهایی تعداد ،R اول، نوع سانسور در شده گفته آن چه به توجه با
عمر طول r عمر، طول آزمون ΁ی در که ͬ گیریم م نظر در را موقعیتͬ اکنون بود. تصادفͬ t،
یعنͬ کارافتادگͬ از ‐امین r به رسیدن برای لازم زمان صورت این در شود، مشاهده واقعͬ
مشاهده ی r فقط اینکه از پس عمر طول آزمون بنابراین است. تصادفͬ متغیر ΁ی T = X(r)

ͬ نامند، م دوم نوع سانسور را سانسور نوع این ͬ شود. م رسانده پایان به دهد اول شده ی مرتب
روبه رو کامل نمونه ΁ی با آنگاه ،r = n در اگر همچنین و ͬ باشد م r < n دو نوع سانسور در

هستیم.
تابع با n حجم به تصادفͬ نمونه ΁ی شده ی مرتب مشاهده ی r نمایانگر x(١), · · · , x(r) اگر
این در درستنمایی تابع آن گاه باشند، F (x; θ) تجمعͬ توزیع تابع و f(x; θ) احتمال چ·الͬ

است: زیر به صورت حالت

L(θ) =
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

f(x; θ)

 [١ − F (x; θ)]n−r

موضوع این نمود، مشخص را آزمایش کشیدن طول زمان قبل از ͬ توان نم دوم نوع سانسور در
سانسور، نوع این و آورد حساب به دوم نوع سانسور ضعف های از ی΄ͬ عنوان به ͬ توان م را

ͬ شود. م نامیده نیز ش΄ست سانسور

مثال
از استفاده آزمایش باشد.  شده تولید قطعه ΁ی عمر طول میانگین برآورد هدف کنید فرض
قطعه ۵٠ این که از بعد ͬ دهیم. م ادامه ۵٠ام قطعه خرابی زمان تا را شده تولید قطعه های
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در نیست. مشخص قطعات سایر خرابی زمان این جا در ͬ کنیم. م متوقف را آزمایش شد خراب
که است ثابتͬ مقدار برابر و مشخص قبل از ͬ شوند م خراب که واحدهایی تعداد سانسور این

است. تصادفͬ متغیر ΁ی آزمایش اتمام زمان ولͬ ͬ شود، م تعیین محقق توسط

نظم شرایط ١ . ٣
آن گاه باشد، Θ پارامتر فضای و f(·; θ) احتمال چ·الͬ تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X کنید فرض

:(١٣٨۶ پارسیان، (احمد ͬ شود م تعریف زیر به صورت خانواده این برای نظم شرایط
بستگͬ θ به X تغییرات دامنه و (Θ ⊆ R) است حقیقͬ اعداد مجموعه از بازه زیر ΁ی Θ .١

ندارد.
است. ͬ دار معن ∂

∂θf(x; θ) دی·ر به عبارت یا دارد. وجود θ به نسبت چ·الͬ تابع مشتق .٢
است. شده تعریف θ ⊆ Θ هر برای ∂

∂θ logf(x; θ) نتیجه در
بهفضای نسبت اندازه پذیر مجموعه ΁ی است، تغییرات دامنه از مجموعه ای زیر که A اگر .٣
است. مجاز ی΄دی·ر با انتگرال و مشتق عمل·رهای م΄ان تعویض آن گاه باشد، احتمال

یعنͬ:
∂

∂θ

∫
A
f(x; θ)dx =

∫
A

∂

∂θ
f(x; θ)dx

برقرارباشد: زیر رابطه و باشد داشته وجود مشاهدات فضای به نسبت دوم مشتق .۴
∂

∂θ
f(x; θ) =

∂٢
∂θ∂x

F (x; θ) =
∂٢
∂x∂θ

F (x; θ).

است: برقرار زیر رابطه باشد، θ پارامتر برای برآوردگری T اگر .۵
∂

∂θ
Eθ(T (x)) =

∂

∂θ

∫
T (x)f(x; θ)dx =

∫
∂

∂θ
T (x)f(x; θ)dx

فیشر اطلاع ١ . ٣ . ١
θ به نسبت تابع این مشتق و باشد f(x; θ) چ·الͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض
چ·الͬ تابع نسبی تغییر میزان نظم، شرایط تحت صورت این در دهیم، نمایش f ′θ(x; θ) با را

ͬ کنیم: م بیان زیر صورت به ͬ کند، م تغییر θ +∆θ θ به که زمانͬ احتمال،
f(x; θ +∆θ)− f(x; θ)

∆θf(x; θ)

داریم: و ͬ دهیم م نشان S(x; θ)با را ͬ کند م میل صفر سمت به ∆θ که وقتͬ فوق کسر حد
S(x; θ) =

lim f(x;θ+∆θ)−f(x;θ)
∆θ

f(x; θ)
=
f ′θ(x; θ)

f(x; θ)
=

∂

∂θ
logf(x; θ) (١ . ١)



٧ نظم شرایط
تصادفͬ متغیر X به x تبدیل با

S(X; θ) =
f ′θ(X; θ)

f(X; θ)

تحت که ͬ شود م ثابت به سادگͬ است. معروف امتیاز) (یا نمره٩ متغیر به که ͬ آید م به دست
نتیجه در و E[S(X; θ)] = ٠ نظم شرایط

V ar[S(X; θ)] = E٢[S(X; θ)] = E

[(
∂

∂θ
logf(X; θ)

)٢]
> ٠.

بیشتر θ در x چ·الͬ نسبی تغییر دوم توان متوسط باشد، بیشتر V ar[S(X; θ)] اندازه هر
پارامتر درباره X تصادفͬ متغیر در موجود اطلاع مقدار را V ar[S(X; θ)] رو این از ͬ باشد. م
مشهور فیشر١٠ اطلاع به که اطلاع نوع این ͬ دهند. م نشان IX(θ) نماد با را آن و ͬ نامند م θ

فیشر اطلاع اینک گردید معرفͬ انگلیسͬ، آماردان (١٩٢۵) فیشر١١ توسط بار اولین برای است،
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را

تحت باشد. f(x; θ) احتمال چ·الͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
به ͬ توان م را θ پارامتر خصوص در X تصادفͬ متغیر در موجود فیشر اطلاع میزان نظم شرایط

نمود: محاسبه زیر صورت
IX(θ) = −E

[
∂٢
∂θ٢ logf(X; θ)

]
.

فیشر اطلاع کاربرد
معروف نیز اطلاع نامساوی به که است کرامرـرائو نامساوی فیشر، اطلاع کاربردهای جمله از
واریانس مورد در (١٩۴۵) رائو١٣ و (١٩۴۶) کرامر١٢ مستقل تحقیق  های به دنبال ͬ باشد. م
کرامرـرائو نامساوی است. شده معروف کرامرـرائو یعنͬ هردو به نام نامساوی این برآوردگرها،
حسب بر و دارد فراوان کاربرد آمار در که ͬ دهد م ارائه برآوردگرها واریانس برای پایینͬ کران
حدی توزیع واریانس محاسبه در فیشر اطلاع دی·ر کاربردهای از است. بیان قابل فیشر اطلاع
کارایی و بسندگͬ با فیشر اطلاع همچنین ͬ باشد، م (MLE) درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای
سانسور نمونه در سانسور، برای لازم مشاهدات تعداد انتخاب در ͬ تواند م و داشته نزدی΄ͬ رابطه
شده سانسور داده های برای شده استفاده برآوردگرهای اهمیت ارزیابی همچنین و دو نوع شده

گیرد. قرار استفاده مورد نیز
٩Score

١٠Fisher information
١١Fisher
١٢Cramer
١٣Rao



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨

درستنمایی ماکزیمم روش ۴ . ١
θ آن در که باشد f(t; θ) احتمال چ·الͬ تابع دارای t عمر طول متغیر ΁ی توزیع کنید فرض
از مستقل تصادفͬ نمونه ΁ی t١, t٢, ..., tn کنید فرض همچنین است. مجهولͬ k بردار ΁ی
که را درستنمایی تابع ͬ دهند). م نشان را ش΄ست دقیق زمان (ti ها باشد f(t; θ) چ·الͬ تابع

بود: خواهد زیر صورت به ͬ دهیم، م نمایش L(θ) با
L(θ; t١, t٢, ..., tn) =

n∏
i=١

f(ti; θ). (١ . ٢)

که است ذکر به لازم
نیست. مشتق پذیر θ به نسبت لزوماً L(θ) درستنمایی تابع الف)

نیست. احتمال چ·الͬ تابع ΁ی θ به نسبت لزوماً L(θ) درستنمایی تابع ب)
است. θ پارامتر از تابعͬ تنها درستنمایی تابع ،ti مقادیر مشاهده از پس که باشید داشته توجه
این در کنیم. استفاده درستنمایی تابع ل·اریتم از است بهتر معمولا محاسبات، راحتͬ برای

ͬ شود: م تبدیل زیر تساوی به (١ . ٢) تساوی صورت
ℓ(θ; t١, t٢, ..., tn) =

n∑
i=١

logf(ti; θ)

(MLE) درستنمایی ماکزیمم برآوردگر است. درستنمایی تابع ΃ل ℓ(θ) = logL(θ) آن در که
ͬ گویند: م درستنمایی معادله آن به که ͬ آید م به دست زیر معادلات حل از θ پارامتر

∂

∂θi
ℓ(θ) = ٠ , i = ١,٢, ..., k

نیست محاسبه قابل تحلیلͬ به صورت θ̂ برآورد عمر، طول آزمون های در به ویژه موارد اغلب در
موجود نرم افزارهای از بسیاری آورد. به دست عددی روش های از استفاده با را آن ها باید و
درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای دارند. را عددی روش به درستنمایی معادلات حل توانایی
دی·ری منحصر به فرد ͬ های ویژگ بل΄ه است، برخوردار قوی ای بسیار شهودی پشتوانه از تنها نه
برآوردگرهای برجسته ͬ های ویژگ جمله از ͬ کند. م متمایز برآوردگرها دی·ر از را آن ها که دارد نیز

از: عبارتست درستنمایی  ماکزیمم
ماکزیمم برآورد باشیم علاقه مند اگر که معنͬ بدین است. پایا درستنمایی ماکزیمم روش .١
درستنمایی ماکزیمم برآورد ،ψ̂ = ψ(θ̂) آن گاه بیابیم، را ψ(θ) مانند پوشا تابعͬ درستنمایی

است. θ درستنمایی ماکزیمم برآورد θ̂ آن در که است ψ(θ)
ماکزیمم برآوردگرهای توزیع بزرگ، نمونه های حجم برای نظم، شرایط بعضͬ تحت .٢

است. نرمال درستنمایی



٩ درستنمایی ماکزیمم روش
هستند، سازگار مجانبی به طور درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای نظم، شرایط تحت .٣
نااریب تقریباً درستنمایی ماکزیمم برآوردگر بزرگ نمونه های حجم برای که معنͬ بدین

ͬ باشند. م واریانس کمترین دارای و
انواع مانند داده ها، جمͽ آوری مختلف شیوه های برای ͬ توان م را درستنمایی روش .۴
م΄انیزم های بر اساس ͬ توان م را درستنمایی ماکزیمم برآورد لذا برد. به کار سانسور روش های

آورد. به دست داده ها جمͽ آوری مختلف
قرار بحث مورد زیادی مقالات و کتاب ها در شده سانسور داده های درستنمایی تابع ساختار
ͬ کنیم م آزمون وارد t = ٠ لحظه در را آزمودنͬ واحد n دو، نوع و ΁ی نوع سانسور در گرفته اند.
و f(x) کنید فرض ͬ کنیم. م ثبت را آن ها ش΄ست زمان و ͬ دهیم م ادامه t لحظه تا را آزمون و
و θ پارامتر با شده انتخاب عمر طول تجمعͬ توریع تابع و احتمال چ·الͬ تابع به ترتیب F (x)
آن ها درستنمایی تابع آن گاه باشند. مانده باقͬ آزمایش در ش΄ست بدون واحد (n− r) تعداد

ͬ باشد: م زیر صورت به

L(θ) =
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

f(x)

 (١ − F (x))n−r. (١ . ٣)

است. x = x(r) دو نوع سانسور در و x = t ΁ی نوع سانسور در که کنید توجه

اطمینان فاصله ١ . ۴ . ١
به طوری باشند آماره دو T٢ و T١ و f(·; θ) چ·الͬ تابع از تصادفͬ نمونه ΁ی X١, X٢, ..., Xn اگر
΁ی را [T١, T٢] تصادفͬ بازه صورت این در باشند، Pθ[T١ < θ < T٢] = (١ − α) و T١ ≤ T٢ که
به صورت که ͬ نامیم م اطمینان ضریب را (١ − α) و θ برای درصدی (١ − α) اطمینان فاصله
اطمینان سطوح با متناظر که ١٪ و ۵٪ مقادیر اغلب ͬ شود. م انتخاب پژوهش·ر توسط دلخواه

ͬ شود. م گرفته نظر در α برای ͬ باشند، م ٩٩٪ و ٩۵٪
دقتͬ با تقریبی اطمینان فواصل به دست یابی برای راهͬ جستجوی نیازمند ،ͽمواق اکثر در
اطمینان فاصله تقریبی، اطمینان فواصل به رسیدن برای راه ΁ی هستیم. قبول قابل ͹سط در

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که است مجانبی

آن ͬ باشد م تایی n نمونه اساس بر برآوردگرهایی T٢ و T١ چون [T١, T٢] بازه در .١ . ۴ . ١ تعریف
گزاره هرگاه گویند، γ ͹سط در مجانبی اطمینان فاصله ΁ی را

Pθ[T١ < θ < T٢] = γ

باشد. درست کند، میل بی نهایت سمت به n وقتͬ حدی، صورت به



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
فاصله ای برآوردگر ΁ی برای باشد آن توزیع پارامتر θ و تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .٢ . ۴ . ١ تعریف
فاصله اینکه احتمال با است برابر [L(X), U(X)] پوشش احتمال ،θ پارامتر [L(X), U(X)]

ͬ شود: م داده نشان زیر صورت به و بپوشاند را θ پارامتر [L(X), U(X)] تصادفͬ
Pθ(θ ∈ [L(X), U(X)]) = P (θ ∈ [L(X), U(X)]|θ)

اعتماد قابلیت تابع ٢ . ۴ . ١
تابع با فقط پایان نامه این در که ͬ گیرند م قرار استفاده مورد اعتماد قابلیت در متفاوتͬ توابع

ͬ شویم. م آشنا پیوسته، حالت در اعتماد قابلیت
برای هرگاه ͬ باشد م پیوسته مطلقاً ،٠ ≤ a ≤ b ≤ ∞ که [a, b] بازه در f(x) تابع .٣ . ۴ . ١ تعریف

مجزای دنباله های زیر برای که به طوری باشد داشته وجود δای > ٠ ،ϵ مثبت مقدار هر
[xk, yk] k = ١,٢, ..., n

شرط در که
n∑

k=١
|yk − xk| < δ

باشیم: داشته ͬ کنند م صدق
n∑

k=١
|f(yk)− f(xk)| < ϵ.

دارای که باشد قطعه ای عمر طول X نامنفͬ پیوسته تصادفͬ متغیر کنید فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف
نوشت: ͬ توان م صورت این در که باشد f(·) چ·الͬ تابع و F (·) توزیع تابع

F (x) =


P (X ≤ x) =

∫ x٠ f(t)dt xاگر ≥ ٠
٠ xاگر < ٠

آن در که را S نامنفͬ Xتابع نامنفͬ پیوسته تصادفͬ متغیر برای
S(x) = ١ − F (x) = P (X > x) (۴ . ١)

گوییم. (بقاء) اعتماد قابلیت تابع
fX(x) و= دارد Xوجود تصادفͬ متغیر چ·الͬ تابع آن گاه باشد، پیوسته مطلقاً F (.) تابع اگر
تابع همانند ͬ دهد. م نشان را (٠, x] بازه در خرابی وقوع عدم احتمال S(x) ͽواق در .−S′

X(x)

کرد: بیان زیر به صورت را X تصادفͬ متغیر اعتماد قابلیت تابع چهارگانه خواص ͬ توان م توزیع
٠ ≤ S(x) ≤ ١; ∀x ≥ ٠ .١



١١ آماری توزیع های
S(٠) = ١, S(∞) = limx→∞ S(x) = ٠ .٢

است. صعودی غیر و ی΄نوا تابعͬ S(x) .٣

است. پیوسته چپ از تابعͬ S(x) .۴

آماری توزیع های ۵ . ١
بتا توزیع ١ . ۵ . ١

پارامتر دو دارای و ͬ شود م تعریف (٠ و ١) بازه بر که است پیوسته ای احتمالͬ توزیع بتا توزیع
بتا توزیع گشتاور مولد تابع و واریانس میانگین، تجمعͬ، توزیع تابع چ·الͬ، تابع است. ش΄ل

هستند: زیر ش΄ل به

f(x) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
xα−١)١ − x)β−١ ٠ < x < ١, α > ٠, β > ٠.

F (x) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

(
(α+ β − ١)xα − αxα+β−١

α(α+ β − ١)
)
,

E(x) =
α

α+ β
,

V ar(x) =
α+ β

(α+ β)٢(α+ β + ١) ,

Mx(t) = ١ +
∞∑
k=١

k−١∏
r=٠

α+ r

α+ β + r

 tk

k!
.

وایبل توزیع ٢ . ۵ . ١
سال در که است شده گرفته وایبل١۴، والدی نام به سوئد اهل فیزی΄دان ΁ی نام از وایبل توزیع
او همچنین کرد. استفاده مواد ش΄ست استح΄ام توزیع مدل بندی برای توزیع این از ١٩٣٩
از کاربردها، از متنوعͬ زمینه های مدل بندی برای وایبل توزیع از ١٩۶٧ و ١٩۵١ سال های در
شهرت دلایل مهمترین از ی΄ͬ کرد. استفاده مواد استح΄ام و ش΄نندگͬ فرسودگͬ، جمله:
این و است گوناگون اش΄ال دارای وایبل توزیع که است این داده ها برازش برای توزیع، این
شود. استفاده داده ها مجموعه از بسیاری برازش برای توزیع این از که شده موجب خاصیت

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت وایبل توزیع تابع و چ·الͬ تابع
١۴Waloddi Weibull



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢

f(x) =αλαxα−١e−(λx)α x ≥ ٠, α, λ > ٠,
F (x) =١ − e−(λx)α ,

E(x) =
١
λ
Γ(١ +

١
k
),

V ar(x) =
١
λ٢Γ(١ +

٢
k
)− µ٢,

MX(t) =
∞∑
n=٠

tn

n!λn
Γ(١ +

n

k
).

گاما توزیع ٣ . ۵ . ١
پارامتر و ،λ مقیاس پارامتر دو دارای و است پیوسته احتمالͬ توزیع های از ی΄ͬ گاما توزیع

است: زیر صورت به گاما توزیع واریانس و میانگین چ·الͬ، تابع ͬ باشد. م α ش΄ل

f(x) =
λαe−λxxα−١

Γ(α)
, x > ٠, α > ٠, λ > ٠.

E(x) =
α

λ
,

V ar(x) =
α

λ٢ ,

MX(t) = (١ − t

λ
)−α.

ندارد. بسته ای فرم گاما توزیع تجمعͬ توزیع تابع

گامبل توزیع ۴ . ۵ . ١
تعیین همچنین و هوا و آب مدل های در آماری توزیع های پرکاربردترین از ی΄ͬ گامبل توزیع
ش΄ل های دلیل به اساساَ این که ͬ باشد، م قطعات برخͬ خرابی زمان های یا عمر طول توزیع
ͬ باشد م آن پارامترهای مختلف مقادیر برحسب توزیع این خطر نرخ تابع و چ·الͬ تابع گوناگون

است. σ مقیاس و µ م΄ان پارامتر دو دارای توزیع این

f(x) =
١
σ
e−

x−µ
σ

−e
x−µ
σ , x, µ, σ > ٠,

F (x) = ١ − e−e−
x−µ
σ ,

E(x) = µ− γσ, (γ ≈ ٠٫۵٧٧٢٢),
V ar(x) =

π٢σ٢
۶ ,



١٣ آماری توزیع های

معکوس گوسͬ توزیع ۵ . ۵ . ١
تحت آن فیزی΄ͬ مهم خواص دلیل به شرودینگر١۵ توسط ١٩١۵ سال در معکوس گوسͬ توزیع
برای مدلͬ عنوان به اکنون توزیع این گردید. مطرح براونͬ) حرکت در گذر اولین عنوان(زمان
توصیف برای همچنین و صنعتͬ فرآورده ΁ی اعتماد قابلیت بررسͬ در خرابی زمان و عمر طول

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد باد انرژی ارزیابی جهت باد سرعت فراوانͬ
است. مقیاس پارامتر σ و م΄ان پارامتر µ پارامتر دو دارای معکوس گوسͬ توزیع چ·الͬ تابع

ͬ باشند: م زیر به صورت توزیع این واریانس و میانگین توزیع، تابع چ·الͬ، تابع همچنین

f(x) =
٢√١πσ٢x٣ e

− ١
٢µ٢σ٢x

(x−µ)٢
, x, µ, σ > ٠,

F (X) = Φ

( ١√
σ٢x

(
x

µ
− ١)

)
+ e

٢
µσ٢ Φ

(
− ١√

σ٢x
(
x

µ
+ ١)

)
,

E(x) = µ,

V ar(x) = σ٢µ٣.

نمایی توزیع ۶ . ۵ . ١
استفاده خاص پیشامد ΁ی رخداد برای لازم زمان مدت زدن تخمین در بیشتر نمایی توزیع از
جنگ، ΁ی آغاز زمین لرزه، ΁ی رخداد تا هم اکنون) (از لازم زمان مدت نمونه، برای ͬ شود. م

ͬ باشند. م نمایی توزیع با تصادفͬ متغیرهای ... و اشتباه، تلفنͬ تماس ΁ی دریافت
مقیاس پارامتر و ΁ی برابر آن ش΄ل پارامتر که است گاما توزیع از خاصͬ حالت نمایی توزیع

.Γ(١, λ) یعنͬ ͬ باشد، م λ آن
حل در بیشتر رو، این از و دارد بی حافظ·ͬ خاصیت که است، پیوسته ای  توزیع تنها توزیع این
مدل سازی برای توزیع این از هم چنین ͬ شود. م گرفته کار به صف وتئوری احتمال مسائل
ͬ توان م را تابع ویژگͬ این ͬ کنند. م استفاده واقعͬ مسائل حل شیوه ساختن آسان و کردن
زمان و نگیریم نظر در ͬ توانیم م افتاده اتفاق گذشته در که را رویدادهایی که کرد تفسیر اینطور
ساعت تا و است ساعت ١٠ عمرش طول که لامپی مثلا́ دهیم. قرار زمان مبدأ را بعد، به حال
نمایی توزیع ͬ های ویژگ برخͬ آورد. بحساب نو لامپ ΁ی مثل ͬ توان م را است نسوخته هنوز ۶

١۵schrodinger



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۴
شده: آورده زیر در

f(x) = λe−λx (x > ٠, λ > ٠),
F (X) = ١ − e−λx,

E(x) =
١
λ
,

V ar(x) =
١
λ٢ ,

MX(t) =

(
١ − t

λ

)−١
.

کوماراسوامͬ توزیع  ۶ . ١
عنوان با را جديدي توزيع ١٩٧۶ سال در که بود هندي آب شناسͯ متخصص ΁ي کوماراسوام١۶ͯ
کرد. معرفͯ دارد، کاربرد آبي فرآيندهاي در مخصوصاً که سينوسͯ، توان احتمال چ·الͯ تابع
تصادفͯ فرآيندهاي براي را ͯ تري کل احتمال چ·الͯ تابع ١٩٨٠ سال در کوماراسوامͯ سپس،
از بسياري در توزيع اين نمود. ارائه کوماراسوامͯ توزيع نام با و معرفͯ شده محدود طرف دو
درجه امتحانͯ، نمرات افراد، قد مانند پايين و بالا حدود شامل نتايجͯ با طبيعͯ پديده هاي

دارد. کاربرد ... و آبي داده هاي هوا، حرارت

,٠)،تعریف ١) بازه روی ͬ شود) م نامیده Kw توزیع عنوان با پس این (از کوماراسوامͬ توزیع
است: زیر مشخصات و b و a نامنفͬ پارامتر دو دارای و شده

ͬ باشند: م زیر صورت به تجمعͬ توزیع تابع و احتمال چ·الͬ تابع .١
f(x) = abxa−١)١ − xa)b−١ ٠ < x < ١, a > ٠, b > ٠ (۵ . ١)

F (x) = ١ − (١ − xa)b (۶ . ١)
در که است بتا توزیع با ی΄سانͬ و مشابه بسیار خواص دارای بالا معادله در چ·الͬ تابع

کرد. خواهیم اشاره آن ها به  بعدی فصل های
ͬ شود: م محاسبه زیر رابطه با کوماراسوامͬ توزیع گشتاورهای .٢
mn =

bΓ(١ + n
a )Γ(b))

Γ(١ + b+ n
a )

= bB(١ +
n

a
.b)

آوریم: به دست گشتاور این از استفاده با ͬ توانیم م را واریانس ͬ باشد. م بتا تابع B که
σ٢ = m٢ −m٢١ .

١۶Kumaraswamy



١۵ کوماراسوامͬ توزیع 
ͬ باشند: م زیر شرح به توزیع ها برخͬ با کوماراسوامͬ توزیع رابطه

X ∼ Kw(١, ١) آنگاه X ∼ U(٠, ١) اگر .١
X ∼ Kw(١, b) آنگاه X ∼ Beta(١, b) اگر .٢
X ∼ Kw(a, ١) آنگاه X ∼ Beta(a, ١) اگر .٣

X ∼ Kw(a, ١) آنگاه −Ln(X) ∼ Exp(a) اگر .۴





٢ فصل
تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت

کوماراسوامͬ

توزیع ها، از برخͯ دادن تعمیم برای است. آمار در پرکاربرد و مهم توزیع های از ی΄ͯ بتا توزیع
چ·الͯ تابع ضابطه در x به جای که است ویژگͯ این دارای زیرا ͯ شود؛ م استفاده توزیع این از
در گسترده به طور تعمیم یافته بتای توزیع های داد. قرار توزیع تابع ΁ی ͬ توان م آن احتمال
و یوجین١ داده اند. توسعه را آن از مختلف رده های بسیاری نویسندگان و شده مطالعه آمار
بتا توزیع آن ها کار به دنبال که دادند پیشنهاد را توزیع ها از عمومͬ کلاس ΁ی [١١] هم΄اران
نمایی توزیع و گامبل بتا توزیع [٢٠] و [١٩] کوتز٣ و ناداراجاه٢ آن از پس شد، معرفͬ نرمال

نمودند. معرفͬ را بتا فریشته توزیع [١٨] گوپته۴ و ناداراجاه و بتا
(منعطف) نرم بتا تابع زیرا ͬ شوند م ریاضͬ مش΄لات برخͬ به منجر کارها این همه حال، این با
[٢٢] کوماراسوام۵ͬ ͬ شود. م ناقص بتای تابع درگیر آن تجمعͬ توزیع تابع به ویژه ͬ باشد. نم
چ·الͬ تابع که کرد پیشنهاد شده محدود طرف دو فرآیندهای برای جدید احتمالͬ توزیع ΁ی

١Eugene
٢Nadaragah
٣Kotz
۴Gupta
۵Kumaraswamy



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ١٨
از مزیت و برتری چندین [١۶] جونز۶ است. بتا توزیع با مشابه بسیار خواص دارای توزیع این
دارد؛ ساده بسیار نرمال ساز (پایای) ثابت کرد: مشخص بتا توزیع روی را کوماراسوامͬ توزیع
΁ی نیست؛ شامل را خاصͬ توابع هیچ که چندکͬ و توزیع توابع برای ساده و صریح فرمول
فرمول و ‐گشتاورها L برای روشن و صریح فرمول تصادفͬ؛ متغیر تولید برای ساده فرمول

ترتیبی. آماره های گشتاورهای برای ساده
برای ساده فرمول است: کوماراسوامͬ توزیع روی مزیت هایی دارای نیز بتا توزیع براین، علاوه
برآورد متقارن؛ توزیع های از پارامتری تک خانواده زیر ΁ی گشتاور؛ مولد تابع و گشتاورها

فیزی΄ͬ. فرآیندهای از توزیع تولید از بیشتری راه های و ساده گشتاور
از خانواده ΁ی احتمال چ·الͬ تابع صورت این در ب·یرید. نظر در را G(x) دلخواه تجمعͬ تابع

g(x) = d
dxG(x) با: است برابر (٠, ١) بازه روی توزیع ها

جدید تعمیم یافته توزیع های تجمعͬ توزیع تابع دلخواه، اولیه تجمعͬ توزیع تابع به توجه با
ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به

F (x) = ١ − (١ −G(x)a)b. (٢ . ١)
حتͬ باشد مؤثر کاملا ͬ تواند م (٢ . ١) توزیع تابع هستند. فرعͬ های پارامتر b > ٠ و a > ٠ که
΁ی دارای توزیع ها از خانواده این چ·الͬ تابع این، بر علاوه باشند. شده سانسور داده ها اگر

هستند: ساده بسیار فرم
f(x) = abg(x)G(x)a−١)١ −G(x)a)b−١ (٢ . ٢)

ویژه کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های ٢ . ١
نرمال کوماراسوامͬ توزیع ٢ . ١ . ١

فرمول های از استفاده با را نرمال کوماراسوامͬ توزیع تجمعͬ توزیع تابع و احتمال چ·الͬ تابع
ͬ نویسیم: م زیر صورت به (٢ . ٢) و (٢ . ١)

f(x) =
ab

σ
ϕ(
x− µ

σ
){Φ(x− µ

σ
)a−١}{١ − Φ(

x− µ

σ
)a}b−١

F (x) =١ − {١ − Φ(
x− µ

σ
)a}b

و احتمال چ·الͬ تابع ترتیب به Φ و ϕ همچنین . σ, a, b > ٠ و x, µ ∈ R آن در که
پارامترهای با نرمال کوماراسوامͬ توزیع ͬ باشند. م استاندارد نرمال توزیع تجمعͬ توزیع تابع

ͬ دهیم. م نمایش KwN(a, b, µ, σ٢) صورت به را a, b, µ, σ
۶Jones



١٩ ویژه کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های

وایبل کوماراسوامͬ توزیع ٢ . ١ . ٢
G(x) = ١−exp−(λx)α برابر x > ٠ برای α, λ > ٠ پارامترهای با وایبل توزیع تجمعͬ توزیع تابع
پارامترهای با وایبل کوماراسوامͬ توزیع تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ تابع بنابراین ͬ باشد. م
(٢ . ٢) و (٢ . ١) فرمول های از استفاده با ͬ شود، م داده نشان KwW (a, b, α, λ) با که a, b, α, λ

ͬ باشند: م زیر ش΄ل به
f(x) =abαλαxα−١e−(λx)α{١ − e−(λx)α}a−١}١ − (١ − e−(λx)α)a}b−١

F (x) =١ − {١ − (١ − e−(λx)α)a}b

ͬ آید. م بدست نمایی کوماراسوامͬ توزیع α = ١ اگر .x, a, b, λ, α > ٠ آن در که

گاما کوماراسوامͬ توزیع ٢ . ١ . ٣
برای G(y) = Γλy(α)/Γ(α) تجمعͬ توزیع تابع با گاما تصادفͬ متغیر ΁ی Y کنید فرض
توزیع ͬ باشد. م ناقص گامای تابع Γz(α) =

∫ z٠ tα−١e−tdt و گاما تابع Γ(·) که باشد y, α, λ > ٠
و ͬ شود م داده نمایش KwGa(a, b, α, λ) ش΄ل به a, b, α, λ پارامترهای با گاما کوماراسوامͬ

است: زیر صورت به آن تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ تابع

f(x) =
abλαe−λxxα−١

Γ(α)

{
Γλx(α)

Γ(α)

}a−١}١ −
(
Γλx(α)

Γ(α)

)a}b−١

F (x) =١ −
{

١ −
(
Γλx(α)

Γ(α)

)a}b

ͬ آید. م بدست نمایی کوماراسوامͬ توزیع آن گاه α = ١ اگر .x, a, b, λ, α > ٠ آن در که

گامبل کوماراسوامͬ توزیع ۴ . ٢ . ١
KwGu(a, b, µ, σ) صورت به که گامبل کوماراسوامͬ توزیع تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ تابع

ͬ باشند: م زیر ش΄ل به ͬ شود م داده نشان
f(x) =

ab

σ
exp{−x− µ

σ
− exp{x− µ

σ
}}

×
{

١ − exp{−x− µ

σ
− exp{−x− µ

σ
}}
}a−١

×
{

١ −
(

١ − exp{−x− µ

σ
− exp{−x− µ

σ
}}
)a}b−١

F (x) = ١ −
{

١ −
(

١ − exp{−x− µ

σ
− exp{−x− µ

σ
}}
)a}b

.a, b, µ, σ > ٠ آن در که



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ٢٠

معکوس گوسͬ کوماراسوامͬ توزیع ۵ . ٢ . ١
و ͬ شود م داده نمایش KwIG(a, b, µ, σ٢) صورت به هم معکوس گوسͬ کوماراسوامͬ توزیع

ش΄ل: به آن تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ تابع
f(x) =

ab√٢πσ٢x٣ exp{(x− µ)٢
٢µ٢σ٢x }

×
{
Φ(

١√
σ٢x

(
x

µ
− ١)) + e

٢
µσ٢ Φ(− ١√

σ٢x
(
x

µ
− ١))

}a−١

×
{

١ −
(
Φ(

١√
σ٢x

(
x

µ
− ١)) + e

٢
µσ٢ Φ(− ١√

σ٢x
(
x

µ
− ١))

)a}b−١

F (x) = ١ −
{

١ −
(
Φ(

١√
σ٢x

(
x

µ
− ١)) + e

٢
µσ٢ Φ(− ١√

σ٢x
(
x

µ
− ١))

)a}b

.a, b, x, µ, σ > ٠ که ͬ باشد م

نمایی کوماراسوامͬ توزیع ۶ . ٢ . ١
تابع و داده نشان KwE(a, b, λ) صورت به را a, b, λ پارامترهای با نمایی کوماراسوامͬ توزیع

برابر: آن تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ
f(x) =abλe−λx(١ − e−λx)a−١}١ − (١ − e−λx)a}b−١

F (x) =١ − {١ − (١ − e−λx)a}b

.a, b, x, λ > ٠ که

چ·الͬ تابع برای عمومͬ بسط ΁ی ٢ . ٢
΁ی کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های چ·الͬ تابع برای ͬ توانیم م محاسبات راحتͬ برای
b > ٠ برای آوریم. بدست G(x) تجمعͬ توزیع تابع حسب بر را چ·الͬ تابع این و بنویسیم بسط

داریم: دوجمله ای بسط و سری ها نمایش از استفاده با صحیح، غیر حقیقͬ
{١ −G(x)a}b−١ =

∞∑
i=٠

(−١)i
(
b− ١
i

)
G(x)ai,

(Kw-G)ͬکوماراسوام تعمیم یافته توزیع چ·الͬ تابع ͬ توانیم م ،(٢ . ٢) فرمول و بالا بسط از
بنویسیم: زیر به صورت را

f(x) = g(x)

∞∑
i=٠

wiG(x)
a(i+١)−١, (٢ . ٣)

.∑∞
i=٠wi = ١ و wi = wi(a, b) = (−١)iab(b−١

i

) آن، در که



٢١ چ·الͬ تابع برای عمومͬ بسط ΁ی
΁ی a اگر ͬ شود. م متوقف b− ١ در قبلͬ فرمول در i اندیس باشد، صحیح عدد ΁ی b اگر
با است برابر که است Kw − G توزیع چ·الͬ دهنده نشان (٢ . ٣) فرمول باشد، صحیح عدد
اگر صورت، این غیر در .G توزیع از نامتناهͬ وزن دار توانͬ سری ΁ی در G توزیع چ·الͬ ضرب

دهیم: بسط زیر به صورت را G(x)a(i+١)−١ ͬ توانیم م باشد، صحیح غیر حقیقͬ a

G(x)a(i+١)−١ = [١ − {١ −G(x)}]a(i+١)−١

=
∞∑
j=٠

(−١)j
(
a(i+ ١)− ١

j

)
{١ −G(x)}j

سپس و
G(x)a(i+١)−١ =

∞∑
j=٠

j∑
r=٠

(−١)j+r

(
a(i+ ١)− ١

j

)(
j

r

)
G(x)r.

نوشت: زیر ش΄ل به ͬ توان م را (٢ . ٢) معادله در f(x) چ·الͬ این بر علاوه

f(x) = g(x)

∞∑
i,j=٠

j∑
r=٠

wi,j.rG(x)
r, (۴ . ٢)

ضرایب که
wi,j.r(a, b) = (−١)i+j+rab

(
a(i+ ١)− ١

j

)(
b− ١
i

)(
j

r

)
(۵ . ٢)

. ∑∞
i,j=٠

∑j
r=٠wi,j,r = ١ و هستند مطلوبی ثابت های

توزیع (pdf) چ·الͬ تابع ͬ کند، م صدق a صحیح غیر حقیقͬ عدد هر برای که ،(۴ . ٢) بسط
ارائه G توزیع تجمعͬ توزیع توابع از نامتناهͬ وزن دار توانͬ سری های اساس بر را Kw − G

از ͬ شود. م متوقف b − ١ در (۴ . ٢) بسط در در i اندیس باشد، صحیح ΁ی b اگر ͬ دهد. م
سه مجموع توسط Kw − G توزیع چ·الͬ تابع صحیح، غیر حقیقͬ عدد هر برای رو، این
ͬ شود. م داده G(x) تجمعͬ توزیع تابع از متناهͬ) ΁ی و نامتناهͬ دو ) وزن دار توانͬ سری
عددی روش های با آسانͬ به موجود نرم افزارهای از استفاده با ،(۵ . ٢) فرمول در wi,j,rثابت های
توسط (٢ . ٣) فرمول Kw−Gدر توزیع چ·الͬ باشد، صحیح a اگر ͬ دانیم، م ͬ شوند. م محاسبه

ͬ شود. م داده G(x) توزیع تابع نامتناهͬ وزن دار توانͬ سری های ͽجم ΁ی
دوگانه ͬ های بررس برای را جای·زین بسط ΁ی ͬ توانیم م a صحیح غیر حقیقͬ عدد برای
متناهͬ ͽجم ΁ی و نامتناهͬ مجموع دو به جای نامتناهͬ مجموع سه با اگرچه ب·یریم نتیجه
توانͬ سری بسط ΁ی ما همه از اول دارد. بر در هزینه ای پر بسیار محاسبات (۴ . ٢) فرمول در
داریم: ͬ کنیم. م محاسبه را ͬ باشد م q > ٠ صحیح غیر حقیقͬ عدد هر برای که G(x)q برای را

G(x)q = [١ − {١ −G(x)}]q =
∞∑
j=٠

(
q

j

)
(−١)j{١ −G(x)}j

وسپس
G(x)q =

∞∑
j=٠

j∑
r=٠

(−١)j+r

(
q

j

)(
j

r

)
G(x)j .



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ٢٢
ͬ آوریم: م به دست ͬ شود م جای·زین ∑∞

r=٠
∑∞

j=r با ∑∞
j=٠
∑j

r=٠ و

G(x)q =
∞∑
r=٠

∞∑
j=r

(−١)j+r

(
q

j

)(
j

r

)
G(x)j

و

G(x)q =
∞∑
r=٠

sr(q)G(x)
j (۶ . ٢)

ͬ باشند: م زیر ش΄ل به r = ٠, ١, .... برای ضرایب که

sr(q) =

∞∑
j=r

(−١)j+r

(
q

j

)(
j

r

)
. (٢ . ٧)

داریم: کنیم، استفاده (۶ . ٢) رابطه از (۴ . ٢) در اگر (٢ . ٢) چ·الͬ تابع برای

f(x) = g(x)
∞∑

j,r=٠
tj(a, b)G(x)

r, (٢ . ٨)

شده اند. تعریف زیر صورت به tj(a, b)ضرایب که

tj(a, b) = (−١)jab
(
b− ١
j

)
sr(a(j + ١)− ١). (٢ . ٩)

توسط حاضر حال در کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع pdf صحیح، غیر حقیقͬ a برای این رو از
دو مثال به عنوان است، شده داده G(x) توزیع تابع نامتناهͬ وزن دار توانͬ سری سه مجموع
که (٢ . ٩) معادله در شده تعریف tj(a, b) ضرایب برای ͽجم ΁ی و (٢ . ٨) معادله در مجموع
آماری نرم افزارهای از استفاده با عددی حل طریق از tj(a, b) ضرایب ͬ آید. م (٢ . ٧) معادله از
بخش این اصلͬ نتایج (٢ . ٨) و (۴ . ٢) و (٢ . ٣) معادلات ͬ شوند. م محاسبه به راحتͬ استاندارد
در بزرگ عدد ΁ی ͬ توان م معادلات، این در بینهایت به جای عددی روش های در ͬ باشند. م
ͬ گیریم. م نتیجه beta−G چ·الͬ تابع به مربوط فرعͬ نتیجه ΁ی با را بخش این گرفت. نظر

است: زیر به صورت beta−G چ·الͬ تابع بسط ،a صحیح عدد برای

f(x) = g(x)

∞∑
i=٠

wiG(x)
a+i−١, (٢ . ١٠)

ش΄ل های بین اساسͬ تفاوت که ͬ دانیم م .wi = wi(a, b) = (−١)i(b−١
j

)
/B(a, b) آن در که

Kw − G توزیع برای است. G(x) ،cdf توان مبنای بر (٢ . ١٠) و (٢ . ٣) معادلات در آمیخته
همچنین ͬ باشد. م (a + i − ١) ،beta − G توزیع برای که حالͬ در است a(i + ١) − ١ توان،
در اصلͬ تفاوت صحیح، غیر حقیقͬ a برای است. متفاوت باهم نیز توزیع دو هر وزن های

است. شده داده وزن ها توسط چ·الͬ های بسط



٢٣ گشتاورها برای عمومͬ فرمول

گشتاورها برای عمومͬ فرمول ٢ . ٣
بر ͬ تواند م ،(٢ . ٣) معادله در صحیح a برای کوماراسوامͬ، تعمیم یافته توزیع گشتاور s  امین
توزیع (s, r) آماره (PWMs) وزن٧ͬ احتمال گشتاورهای نامتناهͬ وزن دار مجموع ΁ی حسب
از (یا (۴ . ٢) معادله از گشتاور ‐امین s صحیح، غیر حقیقͬ a برای همچنین شود. بیان G

ͬ شود. م )بیان (٢ . ٨) معادله
نامیده µ′s که ،X گشتاور s امین Kw−Gهستند. توزیع Gو توزیع Xبه ترتیب، و Y کنیم فرض
τs,r = E{Y sG(Y )r} یعنͬ y موزون احتمال گشتاور ,s) ‐ امین r) حسب بر ͬ تواند م ͬ شود، م
aبرای است. شده تعریف [١٣] هم΄اران و وود گرین توسط که شود بیان r = ٠, ١, ... برای Y از

ͬ آوریم: م به دست صحیح،

µ′s =
∞∑
r=٠

wrτs,a(r+١)−١, (٢ . ١١)

داریم: (۴ . ٢) فرمول از صحیح، غیر حقیقͬ a برای که

µ′s =

∞∑
i,j=٠

j∑
r=٠

wi,j,rτs,r. (٢ . ١٢)

توزیع گشتاورهای ͬ توانیم م ͬ شوند. م شامل را بخش این نتایج (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) معادلات
بسط های کرد. محاسبه ،G توزیع PWMs نامتناهͬ وزنͬ مجموع های لحاظ از را Kw − G

محاسبه از کاراتر ͬ تواند م Kw −G توزیع هر گشتاورهای محاسبه برای ثابت توانͬ سری های
باشد. زیر بسط از عددی انتگرال گیری با گشتاورها این

µ′s = ab

∫
xsg(x)G(x)a−١}١ −G(x)a}b−١dx,

ͬ شود. م خطاها شدن گرد به منجر که

ترتیبی آماره های ۴ . ٢
ͬ کنند. م درست آماری، عملͬ و تئوری سطوح از بسیاری در را خود ش΄ل ترتیبی آماره های
توزیع هر برای X١, ..., Xn تصادفͬ متغیرهای از ترتیبی آماره امین i در fX(i)

(x) چ·الͬ تابع
ͬ باشد: م زیر به صورت ،Kw −G

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ ١)F (x)i−١}١ − F (x)}n−i

=
ab

B(i, n− i+ ١)g(x)G(x)i−١]١ − {١ −G(x)a}b]{١ −G(x)a}b(n−i+١)−١

٧Prpbability Weighted Moments



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ٢۴
سپس و است بتا تابع نماد B(.،.) که

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ ١)
n−i∑
j=٠

(−١)j
(
n− i

j

)
F (x)i+j−١ (٢ . ١٣)

از تابع ΁ی به عنوان Kw − G توزیع ترتیبی آماره های چ·الͬ برای بسط ΁ی حاضر حال در
این ͬ باشد. م G(x) توان های از نامتناهͬ موزون مجموع های توسط شده ضرب پایه ای چ·الͬ
به عنوان را Kw−G توزیع ترتیبی آماره های معمولͬ گشتاورهای که ͬ سازد م قادر را ما نتیجه،
بسط ΁ی (٢ . ١) معادله از آوریم. بدست ،G توزیع از PWMs نامتناهͬ موزون مجموع های

ͬ آوریم: م بدست F (x)i+j−١ برای

F (x)i+j−١ =

i+j−١∑
k=٠

(
i+ j − ١

k

)
(−١)k{١ −G(x)a}kb.

{١ −G(x)a}kb برای سری ها بسط از استفاده با
{١ −G(x)a}kb =

∞∑
m=٠

(−١)m
(
kb

m

)
G(x)ma

ͬ آوریم: م بدست (۶ . ٢) معادله از سپس و

F (x)i+j−١ =

i+j−١∑
k=٠

(
i+ j − ١

k

)
(−١)k

∞∑
r=٠

υr(a, b, k)G(x)
r. (١۴ . ٢)

شده اند: تعریف زیر به صوزت υr(a, b, k) ضرایب که
υr(a, b, k) =

∞∑
m=٠

(−١)m
(
kb

m

)
sr(ma)

فرمول در مجموع ها تبادل توسط ͬ شوند. م محاسبه (٢ . ٧) معادله از به راحتͬ sr(ma) مقادیر و
داریم: (١۴ . ٢)

F (x)i+j−١ =

∞∑
r=٠

pr,i+j−١(a, b)G(x)r,

کرد: محاسبه زیر ش΄ل به ͬ توان م r, u = ٠, ١, ... برای را pr,u(a, b) ضرایب که
pr,u(a, b) =

u∑
k=٠

(−١)k
∞∑

m=٠

∞∑
l=r

(−١)mr+l

(
kb

m

)(
ma

l

)(
l

r

)
(١۵ . ٢)

و (٢ . ١٣) معادله داخل (١۴ . ٢) و (۴ . ٢) معادلات جای·ذاری با باشد، ناصحیح حقیقͬ a اگر
کنیم: بازنویسͬ زیر به صورت را fi:n(x) چ·الͬ ͬ توانیم م اندیس ها، دادن تغییر

fi:n(x) =
g(x)

B(i, n− i+ ١)
n−i∑
j=٠

(−١)j
(
n− i

j

)

×
∞∑

r,u,v=٠

v∑
t=٠

wu,v,rpr,i+j−١(a, b)G(x)r+t.



٢۵ وزنͬ احتمال گشتاورهای
بنویسیم: (١۴ . ٢) و (٢ . ١٣) ، (٢ . ٣) فرمول های از ͬ توانیم م باشد، صحیح a اگر

fi:n(x) =
g(x)

B(i, n− i+ ١)
n−i∑
j=٠

(−١)j
(
n− i

j

)

×
∞∑

r,u=٠
wupr,i+j−١(a, b)G(x)a(u+l)+r−١.

(١۶ . ٢)

تابع ΁ی به عنوان Kw − G توزیع ترتیبی آماره های چ·الͬ حاصل بلافاصله ،(١۶ . ٢) معادله
ͬ باشد. م G(x) توان از نامتناهͬ موزون مجموع های توسط شده ضرب پایه ای توزیع از چ·الͬ
مجموع های توسط ͬ توانند م Kw −G توزیع ترتیبی آماره های معمولͬ گشتاورهای این رو، از
از بعضͬ برای تعمیم یافته  گشتاورهای این شوند. نوشته G توزیع از PWMs نامتناهͬ موزون

کرد. محاسبه شد، ذکر قبلا که عددی انتگرال گیری طریق از ͬ توان م را پایه ای توزیع های

وزنͬ احتمال گشتاورهای ۵ . ٢
احتمال توزیع های توصیف و خلاصه سازی وزنͬ، احتمال گشتاورهای برای کلͬ نظریه ΁ی
توزیع ناپارامتری برآورد شده، مشاهده داده های نمونه های توصیف و خلاصه سازی نظری،
آزمون و احتمال توزیع های چندک های و پارامترها برآورد شده، مشاهده نمونه ΁ی نظر مورد
برای ͬ تواند م کلͬ به طور PWM روش ͬ گیرد. م بر در را احتمال توزیع های برای فرض ها

شود. استفاده شود، بیان صراحت به ͬ تواند نم آن معکوس که توزیع ΁ی پارامترهای برآورد
زیر صورت به ،τKw

s,r می΄ند، پیروی Kw − G توزیع از که X وزنͬ احتمال گشتاور امین (s, r)
است: شده تعریف

τKw
s,r = E{XsF (X)r} =

∫ ∞

−∞
xsF (x)rf(x)dx.

: بنویسیم ͬ توانیم م (١۴ . ٢) و (۴ . ٢) معادلات از

τKw
s,r =

∞∑
m,u,v=٠

v∑
l=٠

pr,m(a, b)wu,v,lτs,m+l, (٢ . ١٧)

ضرایب و ͬ باشد م G توزیع PWM امین (s،m+l) τs,m+l =
∫∞
−∞ xsG(x)m+lg(x)dx که

شده اند. تعریف (١۵ . ٢) معادله در pr,m(a, b)

ترکیب ΁ی از ͬ تواند م Kw − G توزیع از PWM هر که ͬ دهد م نشان (٢ . ١٧) فرمول
که، است ͹واض شود. محاسبه G توزیع وزنͬ احتمال گشتاورهای از نامتناهͬ وزن دار خطͬ
عددی صورت به موجود نرم افزارهای از بسیاری در ͬ توانند م τKw

s,r تعمیم یافته گشتاورهای
نمود. محاسبه عددی انتگرال گیری با ͬ توان م را پایه ای توزیع های PWMs آیند. بدست

مثال، برای ͬ کنیم. م استفاده (١, r) ترتیبی گشتاورهای از اغلب ما برآورد، مش΄لات در



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ٢۶
داریم: به ترتیب وایبل و گامبل توزیع های برای

τ١,r =
r∑

k=٠

(
r

k

)
(−١)k Γ(١ + ١

c )

β(١ + k)١+ ١
c

و τ١,r =
µ+ σ{log(١ + r) + γ}

١ + r

محاسبه (٢ . ١٧) معادله از به راحتͬ KwW و KwGu توزیع های برای ،τKw١,r مقادیر بنابراین
ͬ شوند. م

ترتیبی آماره های گشتاورهای برای جای·زین فرمول ۶ . ٢
PWMsاساس توزیعKw−Gبر ترتیبی آماره های گشتاورهای برای جای·زین فرمول ΁ی اکنون
برای که [٧] عبدالقادر٩ و باراکت٨ فرمول از گشتاور امین s برای ما ͬ دهیم. م ارائه G توزیع

ͬ کنیم م استفاده است، شده برده به کار ی΄سان و مستقل شده توزیع مورد ΁ی
E(Xs

i:n) = s

n∑
j=n−i+١

(−١)j−n+i−١
(
j − ١
n− i

)(
n

j

)
Ij(s), (٢ . ١٨)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Ij(s) که
Ij(s) =

∫ ∞

−∞
xs−١}١ − F (x)}jdx.

نوشت: زیر به ش΄ل ͬ توان م را قبلͬ انتگرال دوجمله ای، بسط از استفاده با

Ij(s) =

j∑
m=٠

(−١)m
(
j

m

)
τKw
s−١,m,

زیر معادله (٢ . ١٨) فرمول در Ij(s) برای بسط دادن قرار .τKw
s−١,m =

∫∞
−∞ xs−١F (x)mf(x)dxکه

ͬ دهد: م را

E(Xs
i:n) = s

n∑
j=n−i+١

j∑
m=٠

(−١)j−n+i+m−١
(
j − ١
n− i

)(
n

j

)(
j

m

)
τKw
s−١,m, (٢ . ١٩)

از خطͬ تابعͬ به عنوان (٢ . ١٧) معادله از Kw −G توزیع τKw
s−١,m وزنͬ احتمال گشتاورهای که

گشتاورهای که ͬ دهیم م نشان بنابراین، ͬ آیند. م به دست G توزیع وزنͬ احتمال گشتاورهای
PWMs نامتناهͬ وزنͬ مجموع های حسب بر ͬ توان م را Kw − G توزیع ترتیبی آماره های

کرد. بیان G توزیع
خطͬ ترکیب ΁ی با را آن ها ͬ توان م اما هستند معمولͬ گشتاورهای شبیه ‐گشتاورها L

گشتاورهای به نسبت نظری مزیت چندین ‐گشتاورها L کرد. برآورد ترتیبی آماره های از
گشتاورهای بعضͬ اگر حتͬ باشد، داشته وجود توزیع میانگین که زمان هر دارند. معمولͬ

٨Barakat
٩Abdelkader



٢٧ نتایج استنباط
هستند توزیع از وسیع تری طیف توصیف به قادر آن ها دارند. وجود باشند، نداشته وجود بالاتر
هستند. استوارتر داده ها افتاده دور نقاط اثرات به نسبت شوند، برآورد نمونه ΁ی از که زمانͬ و
‐گشتاورها L از آمده به دست پارامترهای برآوردهای معمول، گشتاورهای برآوردهای برخلاف
دقیق تر (MLEs) درستنمایی ماکزیمم برآوردهای از حتͬ ،΁کوچ نمونه های در اوقات بیشتر
تعریف زیر صورت به انتظار مورد ترتیبی آماره های از خطͬ توابع ‐گشتاورها L هستند.

:[١۴] شده اند
λr+١ = (r + ١−(١ r∑

k=٠
(−١)k

(
r

k

)
E(Xr+١−k:r+١), r = ٠, ١, ....

λ٣ = ١٣E(X٣:٣ − ،λ٢ = ١٢E(X٢:٢ −X١:٢) ،λ١ = E(X١:١) از: عبارتند اول ‐گشتاور L چهار
برای که (٢ . ١٩) معادله از .λ۴ = ١۴E(X۴:۴ − ٣X٣:۴ + ٣X٢:۴ − X١:۴) ،٢X٢:٣ + X١:٣)
بسط هایی به راحتͬ ͬ توانیم م است، شده استفاده (s = ١) ترتیبی آماره های میانگین های
بر ͬ توانند م ‐گشتاورها L همچنین آوریم. به دست Kw − G توزیع ‐گشتاورهای L برای

ͬ شوند: م نوشته زیر به صورت و شوند محاسبه (٢ . ١٧) معادله در شده داده PWMs حسب
λr+١ =

r∑
k=٠

(−١)r−k

(
r

k

)(
r + k

k

)
τKw١,k , r = ٠, ١, ....

λ۴ = ٢٠τKw١,٣ − ،λ٣ = ۶τKw١,٢ − ۶τKw١,١ + τKw١,٠ ،λ٢ = ٢τKw١,١ − τKw١,٠ ،λ١ = τKw١,٠ ویژه، به  طور
.٣٠τKw١,٢ + ١٢τKw١,١ − τKw١,٠

نتایج استنباط ٢ . ٧
متغیرهای باشد. (٢ . ٢) و (٢ . ١) معادلات در پایه ای توزیع از بعدی pپارامتر بردار γ کنید فرض
پارامتر بردار با Kw − G توزیع ΁ی Xi هر ͬ کنیم، م ملاحظه را ،X١, ..., Xn مستقل تصادفͬ
از آمده بدست پارامترهای برای ℓ = ℓ(θ) درستنمایی ل·اریتم تابع دارد. دنبال به θ = (a, b, γ)

ش΄ل: به (٢ . ٢) معادله
ℓ(θ) = n{log(a) + log(b)}+

n∑
i=١

log{g(xi; γ)}

+(a− ١)
n∑

i=١
log{G(xi; γ)}+ (b− ١)

n∑
i=٠

log{١ −G(xi; γ)
a}.

شده اند: داده زیر در j = ١, ..., pبرای امتیاز بردار اعضای
∂ℓ(θ)

∂a
=
n

a
+

n∑
i=١

log{G(xi; γ)}
{

١ − (b− ١)G(xi; γ)a١ −G(xi; γ)a

}
,

∂ℓ(θ)

∂b
=
n

b
+

n∑
i=١

log{١ −G(xi; γ)
a}



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ٢٨
و

∂ℓ(θ)

∂γi
=

n∑
i=١

[ ١
g(xi; γ)

∂g(xi; γ)

∂γi
+

١
G(xi; γ)

∂G(xi; γ)

∂γi

{
١ − a(b− ١)

G(xi; γ)−a − ١
}]

΃ل عددی سازی ماکزیمم هستند. وابسته مشخص پایه ای توزیع به جزئͬ مشتقات این
gamlss بسته در دسترس قابل که ͬ شود م انجام [٢۴] RS روش از استفاده با درستنمایی
ماکزیمم برآورد عددی به طور که آن جا از ͬ باشد. م [٢٣] R توسعه١٠ تیم هسته در [٢۶]
بتای توزیع های پارامترهای برآورد از ساده تر بسیار Kw − G توزیع پارامترهای درستنمایی
توزیع ها دوم خانواده جای به Kw − G توزیع های از ͬ کنیم م توصیه هستند، تعمیم یافته
توزیع دارای ،θ̂ درستنمایی ماکزیمم برآوردگر مجانبی توزیع نظم شرایط تحت کنیم. استفاده
توزیع ΁ی ب·یرید: نظر در را Kw − G تودرتو توزیع های از دوتا است. متغیره چند نرمال
΁ی و −٢ℓ(θ̂A) شده ماکزیمم درستنمایی ل·اریتم و θ١, ..., θr مربوط پارامترهای با Kw −GA

ل·اریتم و θr+١, ..., θp فرعͬ پارامترهای و θ١, ..., θr مربوط پارامترهای همان با Kw−GB توزیع
برای ͬ باشند. م ی΄سان مدل های سایر صورت این غیر در ،−٢ℓ(θ̂B)شده ماکزیمم درستنمایی
با برابر به راحتͬ (LR) درستنمایی نسبت آماره Kw − GB برابر در Kw − GA توزیع آزمون

است. χ٢
p−r مجانبی توزیع دارای و −٢{ℓ(θ̂A)− ℓ(θ̂B)} تفاوت

شده داده ΁آکای اطلاع معیار از استفاده با را تودرتو غیر Kw − G توزیع های ͬ توانیم م
با توزیع هستند. مدل پارامترهای تعداد p∗ که کنیم مقایسه AIC = −٢ℓ(θ̂) + ٢p∗ توسط
بهترین به عنوان معمولا شده) گرفته نظر در توزیع های همه میان (در AIC مقدار کوچ΄ترین
مقایسه این ͬ شود. م گرفته نظر در شده داده داده های از مجموعه ای توصیف برای مدل
ندارد، نقصͬ که مدلͬ برابر در است برازش نقص نماینگر که مدلͬ گرفتن نظر در اساس بر

ͬ باشد. م

کاربرد ٢ . ٨
هم΄اران و یوجین مقاله از برگرفته آن داده های که ͬ دهیم م ارائه را مثالͬ بخش این در
و شده برازش توزیع های برخͬ برای را AIC مقادیر (٢ . ١) جدول است. جدول(٢ . ٢)[١١]

ͬ دهد. م آن ها استاندارد خطای با همراه پارامترها درستنمایی ماکزیمم برآورد

با کم خیلͬ نرمال، کوماراسوامͬ و بتانرمال توزیع های برازش های عمل΄رد ،AIC طبق
ͬ توانیم م بنابراین دارند. شده انتخاب توزیع های سایر از بهتر عمل΄ردی و دارند تفاوت هم
نرمال بتا توزیع در که کنید توجه کنیم. استفاده نرمال کوماراسوامͬ توزیع از بتا توزیع بجای
هیستوگرام نمودار است. بزرگتر ملاحظه ای قابل به طور σ و µ و a برآوردهای در تغییرپذیری
و بتانرمال توزیع که ͬ کنید م مشاهده زیر ش΄ل در شده برازش توزیع های برای را داده ها

١٠Development Core Team



٢٩ کاربرد

استاندارد انحراف و پارامترها برآوردهای شده، مرتب افزایشͬ AIC :٢ . ١ جدول
منتخب توزیع های

استاندارد) (خطای پارامترها برآورد
b a AIC توزیع

σ= ۴٢/٧۶(٨/٨٩) µ= ١٢/۶٩(٢٣/۴) ٠/٢۵(٠/٠٧۴٩) (١٢/٧)١٨/٢٠ ٧١٧۶/٩ نرمال بتا
σ=۴٢/٢۴(٣/٨۶) µ=٢۵/۵٢(٠/۵٩٢) ٠/٢٧(٠/٠۵٣١) ١۴/٨۶(١/٧۴) ٧١٧٧/۴ نرمال کوماراسوامͬ

β=۴۶/٢٢(۶/٩٨) ١/٣۴(٠/٣٢۵) ١۵/۵۴(٣/۶١) ٧١٨٠/٣ نمایی کوماراسوامͬ
β=١۴/(١١/٧)٢١ α=٧/٣٧(۶/٣١) ٠/۶٧(٠/۴٧۶) ١/٨۵(١/٣۶) ٧١٨٠/٩ گاما کوماراسوامͬ
β=١۵/۵۶(٠/٨۴٣) α=٨/٩٩(٠/۴٧۴) ٧١٨٣/٩ گاما

هستند. به هم ΁نزدی بسیار نرمال کوماراسوامͬ

هیستوگرام. نمودار :٢ . ١ ش΄ل

نرمال کوماراسوامͬ و نرمال بتا نمایی، کوماراسوامͬ گاما، توزیع های برای (٢ . ٢) جدول در
بین (MAD)میانگین انحراف مطلق قدر آورده ایم. به دست را انتظار مورد تعداد داده هر برای

ͬ رسد. م خود مقدار کمترین به نرمال بتا توزیع برای برآوردها و مشاهدات فراوانͬ



کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ساخت ٣٠

ͬ ها فراوان بین MAD و انتظار مورد ͬ های فراوان و مشاهدات :٢ . ٢ جدول

انتظار مورد
نرمال بتا نرمال کوماراسوامͬ نمایی کوماراسوامͬ گاما مشاهدات داده

٠/٢٢ ٠/٢١ ٠/١٩ ٠/٧۵ ١ ٣٠
۵/۶٧ ۵/٧٧ ۶/٣٢ ٩/٨۵ ١ ۵٠

٣٧/٣٩ ٣٧/۴٣ ٣٧/٨٢ ٣٩/٧٢ ۴٠ ٧٠
٩٣/٧٠ ٩١/٨۵ ٩٠/٧۵ ٨٣/۵٩ ٩۶ ٩٠
١٢٧/۵۴ ١٢۵/۵٣ ١٢٧/١۴ ١١٧/١۵ ١٢٢ ١١٠
١٢٣/٧٣ ١٢٣/٩۵ ١٢٧/٨١ ١٢۴/۵۶ ١۴٠ ١٣٠
١٠٠/٧٧ ١٠٢/۴١ ١٠۴/٢٢ ١٠٨/۵١ ٩٢ ١۵٠
٧۴/٣٠ ٧۵/٩۵ ٧۴/٣۵ ٨١/٣۵ ٧٠ ١٧٠
۵٠/٩٧ ۵٢/٠٠ ۴٨/۶٨ ۵۴/٢۴ ۴۴ ١٩٠
٣٢/٨٠ ٣٣/١٨ ٣٠/١۶ ٣٢/٩٣ ٣٨ ٢١٠
١٩/٨۶ ١٩/٨٠ ١٨/٠٣ ١٨/۵١ ٢۵ ٢٣٠
١١/٣٢ ١١/٠۶ ١٠/۵٣ ٩/٧۶ ١٣ ٢۵٠
۶/٠٨ ۵/٧٩ ۶/٠۶ ۴/٨٧ ۴ ٢٧٠
٣/٠٨ ٢/٨۴ ٣/۴۶ ٢/٣٢ ١ ٢٩٠
١/۴٧ ١/٣١ ١/٩۶ ١/٠۶ ١ ٣١٠
٠/۶۶ ٠/۵۶ ١/١٠ ٠/۴٧ ٢ ٣٣٠

۶٨٩/۵ ۶٨٩/۶ ۶٨٨/۶ ۶٨٩/٧ ۶٩٠ ͽجم
۴/٣٩ ۴/۶٠ ۴/٧۴ ۶/١٧ MAD



٣ فصل
با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد

شده سانسور داده های از استفاده

تحقیقات کلینی΄ͬ، آزمایش های بقا،  آنالیز عمر، طول آزمون های جمله از موارد، از خیلͬ در
مشاهدات همه که هستیم مواجه نمونه های با آمار علم کاربردی زمینه های دی·ر و زیست شناسͬ
مم΄ن محدودیت ها این نرسیده اند. نتیجه به نمونه واحد های همه یا و نشده ثبت دلایلͬ به بنا
صورت به که باشد گونه ای به آزمایش ماهیت یا باشد آمده بوجود آزمایش·ر شخص توسط است
داده های با مواقعͬ چنین در باشد. کرده اعمال مشاهدات در را محدودیت هایی ناخواسته
آزمایش·ر که ͬ دهند م رخ زمانͬ شده سانسور داده های ،ͽواق در هستیم. مواجه شده سانسور

آورد. بدست را مطالعه مورد آزمایشͬ واحدهای تمام از کاملͬ و ͽجام اطلاعات نتواند
داده های با را کلͬ حالت در (Kw − G) کوماراسوامͬ یافته تعمیم توزیع فصل این در
همزمان طور به موارد همه ،΁ی نوع سانسور در ͬ کنیم. م بررسͬ دو و ΁ی نوع شده سانسور
خاتمه ش΄ست ها، از تصادفͬ مقدار ΁ی با t شده تعیین پیش از لحظه در و شده آزمایش وارد
 r از بعد و شده آزمایش وارد همزمان به طور موارد همه دو، نوع سانسور در همچنین ͬ یابد. م

ͬ یابد. م خاتمه t(r) تصادفͬ لحظه در شده تعیین پیش از ش΄ست ‐امین
توزیع دوم بخش در و ΁ی نوع شده سانسور داده های با Kw−G توزیع بررسͬ به اول بخش در

کرد. خواهیم بررسͬ دو نوع شده سانسور داده های با را Kw −G

٣١



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ٣٢

΁ی نوع سانسور داده های ٣ . ١
از استفاده با را Kw − G توزیع برای درستنمایی ماکزیمم برآورد ͬ خواهیم م بخش این در
Kw−G توزیع تجمعͬ توزیع تابع و چ·الͬ تابع آوریم. به دست اول نوع شده سانسور داده های

داریم: زیر به صورت را
f(x) = abg(x)G(x)a−١}١ −G(x)a}b−١

همچنین و
FX(x) = ١ − {١ −G(x)a}b

با است برابر شود، سانسور t لحظه در مشاهدات از واحد ΁ی این که احتمال و
RX(t) = ١ − FX(t) = {١ −GX(t)a}b

ͬ باشد: م زیر به صورت ترتیبی آماره های i  امین چ·الͬ تابع
fX(i)

(x) =
n!

(i− ١)!(n− i)!
fX(x)(FX(x))i−١)١ − FX(x))n−i

است. t لحظه تا ش΄ست ها تعداد r و i = ١,٢, ..., r آن در که
به صورت را شده مشاهده داده های درستنمایی تابع ͬ توان م بالا رابطه های به توجه با اکنون

نوشت: زیر
L =

n!

(n− r)!
f(x(١))f(x(٢))...f(x(r))(RX(t))n−r

درستنمایی ماکزیمم برآورد ٣ . ١ . ١
زیر به صورت ͬ توان م را شده مشاهده داده های برای Kw − G توزیع برای درستنمایی تابع

نوشت:
L(a, b) =

n!

(n− r)!

 r∏
i=١

f(x(i))

 (RX(t))n−r

=
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

abg(x(i))G(x(i))
a−١}١ −G(x(i))

a}b−١


× ({١ −GX(t)a}b)n−r

(٣ . ١)

.٠ ≤ x(١) ≤ x(٢) ≤ ... ≤ x(r) ≤ t که
با: است برابر درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b) = rln(a) + rln(b) + ln(
n!

(n− r)!
) +

r∑
i=١

[lng(x(i))

+ (a− ١)lnG(x(i)) + (b− ١)ln{١ −G(x(i))
a}]

+ b(n− r)ln{١ −GX(t)a}



٣٣ ΁ی نوع سانسور داده های
به دست را b و a پارامترهای به نسبت بالا درستنمایی ل·اریتم تابع از اول مشتق های اکنون

ͬ دهیم: م قرار صفر مساوی را آن ها و آورده
∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[ln(G(x(i)))− (b− ١)G(x(i))aln(G(x(i))١ −G(x(i))a
]

−b(n− r)
GX(t)aln(GX(t)

١ −GX(t)a
= ٠

همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ −G(x(i))
a)] + (n− r)ln(١ −GX(t)a) = ٠

ͬ آیند. م به دست b و a پارامتر برآورد عددی روش های طریق از بالا معادلات حل با

΁ی نوع سانسور برای تقریبی اطمینان فاصله ٣ . ١ . ٢
مشاهدات اطلاع ماتریس آن گاه باشد، a, b فیشر اطلاع ماتریس دهنده نشان I(a, b) کنید فرض

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
Î(a, b) =

Î١١ Î١٢
Î٢١ Î٢٢


آن در که

Î١١ = −(
∂٢ℓ
∂a٢ )

= −(− r

a٢

−
r∑

i=١
(b− ١) ln٢G(x(i))G(x(i))a(١ −G(x(i))

a) + (ln(G(x(i)))G(x(i))
a)٢

(١ −G(x(i))a)٢
]

−b(n− r)
ln٢GX(t)GX(t)a(١ −GX(t)a) + (ln(GX(t))GX(t)a)٢

(١ −GX(t)a)٢ )

=⇒ Î١١ = (
r

a٢ +

r∑
i=١

[(b− ١) ln٢G(x(i))G(x(i))a
(١ −G(x(i))a)٢

]

+b(n− r)
ln٢(GX(t))GX(t)a

(١ −GX(t)a)٢ )



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ٣۴

Î٢٢ = −(
∂٢ℓ
∂b٢ ) = −(− r

b٢ ) =
r

b٢

Î١٢ = −(
∂٢ℓ
∂a∂b

) = Î٢١

= −(

r∑
i=١

[−
G(x(i))

alnG(x(i))

١ −G(x(i))a
]− (n− r)

GX(t)alnGX(t)

١ −GX(t)a
)

آورد: به دست زیر به صورت b و a برای را واریانس ماتریس ͬ توان م

V =

Î١١ Î١٢
Î٢١ Î٢٢

−١

محاسبه زیر ش΄ل به را b و a واریانس برآورد ͬ توان م شده مشاهده اطلاع ماتریس از همچنین
Vنمود: ar(â)

V ar(b̂)

 =

 Î١١
Î٢٢

−١

نرمال مجانبی توزیع به درستنمایی ماکزیمم برآورد بزرگ نمونه های حجم برای که آن جا از
١)١٠٠− تقریبی اطمینان فاصله ΁ی مجانبی، اطمینان فاصله تعریف به توجه با و ͬ کند م میل

با: است برابر ترتیب به b و a برای θ)٪
(â± Z١− θ٢

√
V ar(â)) و (b̂± Z١− θ٢

√
V ar(b̂))

کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های درستنمایی ماکزیمم برآورد ٣ . ١ . ٣
΁ی نوع سانسور از استفاده با ویژه

همچنین و شد گفته Kw − G توزیع های از برخͬ برای (٢ . ١) در که روابطͬ از استفاده با
برآورد و ͬ آوریم م بدست را شده ذکر تعمیم یافته توزیع های درستنمایی توابع ،(٣ . ١) معادله

ͬ کنیم. م محاسبه را توزیع هر در موجود پارامترهای

(KwN) نرمال کوماراسوامͬ توزیع
ͬ شود م داده ,KwN(aنمایش b, µ, σ) با که a و b و σ پارامترهایµو با نرمال کوماراسوامͬ توزیع
برای درستنمایی تابع ͬ باشد. م (٢ . ١ . ١) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای
برای درستنمایی تابع بنابراین شد. ارائه کلͬ حالت در (٣ . ١) در ΁ی نوع سانسور داده های



٣۵ ΁ی نوع سانسور داده های
ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwN توزیع برای ΁ی نوع شده سانسور های داده

L(a, b, µ, σ) =
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

ab

σ
ϕ(
x(i) − µ

σ
)Φ(

x(i) − µ

σ
)a−١

×{١ − Φ(
x(i) − µ

σ
)a}b−١

)
× {١ − Φ(

t− µ

σ
)a}b(n−r)

σ, a, b > ,xو٠ µ ∈ R آن در که
با است برابر KwN درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b, µ, σ) =ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b)− rln(σ)

+

r∑
i=١

[lnϕ(
x(i) − µ

σ
) + (a− ١)lnΦ(x(i) − µ

σ
)

+ (b− ١)ln{١ − Φ(
x(i) − µ

σ
)a}]

+ b(n− r)ln{١ − Φ(
t− µ

σ
)a}

قرار صفر مساوی و گرفته a, b, µ, σ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق اکنون
ͬ دهیم: م

:a به نسبت مشتق
∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒r

a
+

r∑
i=١

[
lnϕ(

x(i) − µ

σ
)− (b− ١)Φ(

x(i)−µ

σ )alnΦ(
x(i)−µ

σ )

١ − Φ(
x(i)−µ

σ )a

]

− b(n− r)
Φ( t−µ

σ )alnΦ( t−µ
σ )

١ − Φ( t−µ
σ )a

= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ − Φ(
x(i) − µ

σ
)a] + (n− r)ln(١ − Φ(

t− µ

σ
)a = ٠

:µ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂µ
= ٠



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ٣۶

=⇒
r∑

i=١

[
− ١

σϕ
′(

x(i)−µ

σ )

ϕ(
x(i)−µ

σ )
+ (a− ١)

(
− ١

σϕ(
x(i)−µ

σ )

Φ(
x(i)−µ

σ )

)

+(b− ١)
(

a
σΦ(

x(i)−µ

σ )a−١ϕ( (x−µ)
σ )

١ − Φ(
x(i)−µ

σ )a

)]

+ b(n− r)

(
a
σΦ(

t−µ
σ )a−١ϕ( (t−µ)

σ )

١ − Φ( t−µ
σ )a

)
= ٠

:σ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂σ
= ٠

=⇒− r

σ
+

r∑
i=١

[
−x(i)−µ

σ٢ ϕ′(
x(i)−µ

σ )

ϕ(
x(i)−µ

σ )
+ (a− ١)

(
−x(i)−µ

σ٢ ϕ(
x(i)−µ

σ )

Φ(
x(i)−µ

σ )

)

+(b− ١)
(
−ax(i)−µ

σ٢ Φ(
x(i)−µ

σ )a−١ϕ( (x−µ)
σ )

١ − Φ(
x(i)−µ

σ )a

)]

+ b(n− r)

(
−a t−µ

σ٢ Φ( t−µ
σ )a−١ϕ( (t−µ)

σ )

١ − Φ( t−µ
σ )a

)
= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, µ, σ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

(KwW) وایبل کوماراسوامͬ توزیع
ͬ شود م داده KwWنمایش (a, b, α, λ) با که λ و α و b و aپارامترهای با وایبل کوماراسوامͬ توزیع
برای درستنمایی تابع ͬ باشد. م (٢ . ١ . ٢) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای و

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwW
L(a, b, α, λ) =

n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

abαλαxα−١
(i) e−(λx(i))

α

× (١ − e−(λx(i))
α
)a−١}١ − (١ − e−(λx(i))

α
)a}b−١)

× {١ − (١ − e−(λt)α)a}b(n−r)

ͬ باشد. م α, λ, x, a, b > ٠ آن در که
با است برابر KwW درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b, α, λ) = ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b) + rln(α) + rαln(λ)

+

r∑
i=١

[
(α− ١)lnx(i) − (λx(i))

α + (a− ١)ln(١ − e−(λx(i))
α
)

+(b− ١)ln{١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a}
]

+ b(n− r)ln{١ − ١ − e−(λt)α)a}



٣٧ ΁ی نوع سانسور داده های
قرار صفر مساوی و گرفته a, b, α, λ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق اکنون

ͬ دهیم. م
:a به نسبت مشتق

∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(١ − e−(λx(i))

α
)

− (b− ١)(١ − e−(λx(i))
α
)aln(١ − e−(λx(i))

α
)

١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a

]

−b(n− r)
(١ − e−(λt)α)aln(١ − e−(λt)α)

١ − (١ − e−(λt)α)a
= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln{١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a}]

+(n− r)ln{١ − (١ − e−(λt)α)a} = ٠

:α به نسبت مشتق
∂ℓ

∂α
= ٠

=⇒ r

α
+ rlnλ+

r∑
i=١
[
lnx(i) − (λx(i))

αln(λx(i))

+(a− ١)e−(λx(i))
α
(λx(i))

αln(λx(i))

(١ − e−(λx(i))
α
)

−(b− ١)
(
ae−(λx(i))

α
(λx(i))

αln(λx(i))(١ − e−(λx(i))
α
)a−١

١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a

)]

−b(n− r)

(
ae−(λt)α(λt)αln(λt)(١ − e−(λt)α)a−١

١ − (١ − e−(λt)α)a

)
= ٠

:λ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂λ
= ٠



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ٣٨

=⇒ rα

λ
+

r∑
i=١

[
(−αλα−١xα(i))

+

(
(a− ١)αλ

α−١xα(i)(−e−(λx(i))
α
)

١ − e−(λx(i))
α

)

−

(
(b− ١)aαλ

α−١xα(i)e−(λx(i))
α
(١ − e−(λx(i))

α
)a−١

١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a

)]

−b(n− r)
aαλα−١tαe−(λt)α(١ − e−(λt)α)a−١

١ − (١ − e−(λt)α)a
= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, α, λ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

(KwGa) گاما کوماراسوامͬ توزیع
ͬ شود م داده ,KwGa(aنمایش b, α, λ) با که λ و α و b و aپارامترهای با گاما کوماراسوامͬ توزیع
برای درستنمایی تابع ͬ باشد. م (٢ . ١ . ٢) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای و

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwGa
L(a, b, α, λ) =

n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

abλαxα−١
(i) e−(λx(i))(

Γλx(i)
(α)

Γ(α)
)a−١

× (١ − (
Γλx(i)

(α)

Γ(α)
)a)b−١)(١ − (

Γλt(α)

Γ(α)
)a)b(n−r)

=
n!

(n− r)!

(
abλα

(Γ(α))ab(١+n−r)

)r

(
r∏

i=١
e−λx(i)x

(α−١)
(i)

× (Γλx(i)
(α))(a−١)((Γ(α))a − (Γλx(i)

(α))a)(b−١))
× ((Γ(α))a − (Γλt(α))

a)b(n−r)

ͬ باشد. م α, λ, x, a, b > ٠ آن در که
با است برابر KwGa درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b, α, λ) = ln(
n!

(n− r)!
) + r(ln(a) + ln(b) + αln(λ)− ab(١ + n− r)ln(Γ(α)))

+

r∑
i=١

[
(α− ١)lnx(i) − (λx(i)) + (a− ١)ln(Γλx(i)

(α))

+(b− ١)ln((Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a)

]
+ b(n− r)ln((Γ(α))a − (Γλt(α))

a)

قرار صفر مساوی و گرفته a, b, α, λ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق اکنون
ͬ دهیم. م

:a به نسبت مشتق
∂ℓ

∂a
= ٠



٣٩ ΁ی نوع سانسور داده های

=⇒ r

a
+ b(١ + n− r)ln(Γ(α)) +

r∑
i=١

[
ln(Γλx(i)

(α))

+ (b− ١) ln(Γ(α))(Γ(α))a − ln(Γλx(i)
(α))(Γλx(i)

(α))a)

(Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a)

]

+b(n− r)
ln(Γ(α))(Γ(α))a − ln(Γλt(α))(Γλt(α))

a)

(Γ(α))a − (Γλt(α))a)
= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+ a(١ + n− r)ln(Γ(α)) +

r∑
i=١

[ln((Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a)]

+(n− r)ln((Γ(α))a − (Γλt(α))
a) = ٠

:α به نسبت مشتق
∂ℓ

∂α
= ٠

=⇒ rlnλ− ab(١ + n− r)Γ′(α)

Γ(α)
+

r∑
i=١

[
lnx(i) + (a− ١)Γ

′
λx(i)

(α)

Γλx(i)
(α)

+(b− ١)
aΓ′(α)(Γ(α))a−١ − aΓ′

λx(i)
(α)(Γλx(i)

(α))a−١
(Γ(α))a − (Γλx(i)

(α))a


+b(n− r)

(
aΓ′(α)(Γ(α))a−١ − aΓ′

λt(α)(Γλt(α))
a−١

(Γ(α))a − (Γλt(α))a

)
= ٠

:λ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂λ
= ٠

=⇒ rα

λ
+

r∑
i=١

[
(−x(i)) +

(
(a− ١)Γ

′
λx(i)

(α)

Γλx(i)
(α)

)

−

(b− ١)aΓ
′
λx(i)

(α)(Γλx(i)
(α))(a−١)

(Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a


−b(n− r)

aΓ′
λt(α)(Γλt(α))

(a−١)
(Γ(α))a − (Γλt(α))a

= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, α, λ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۴٠
(KwE) نمایی کوماراسوامͬ توزیع

و ͬ شود م داده ,KwE(aنمایش b, λ) با که b λوaو پارامترهای با نمایی کوماراسوامͬ توزیع
ͬ باشد. م زیر به ش΄ل چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای

f(x) = abλe−λx(١ − e−λx)a−١}١ − (١ − e−λx)a}b−١

F (x) = ١ − {١ − (١ − e−λx)a}b

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwE برای درستنمایی تابع
L(a, b, λ) =

n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

abλe−λx(i)(١ − e−λx(i))a−١

×{١ − (١ − e−λx(i))a}b−١}(١ − (١ − e−λt)a}b(n−r)

ͬ باشد. م λ, x, a, b > ٠ که
با است برابر KwE درستنمایی تابع ل·اریتم

ℓ(a, b, λ) = ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b) + rln(λ)

+

r∑
i=١

[
(−λx(i)) + (a− ١)ln(١ − e−λx(i))

+(b− ١)ln(١ − (١ − e−λx(i))a)
]

+b(n− r)ln(١ − (١ − e−λt)a)

ͬ دهیم. م قرار صفر مساوی و گرفته a, b, λ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق
:a به نسبت مشتق

∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(١ − e−λx(i))

− (b− ١)(١ − e−λx(i))aln(١ − e−λx(i))

١ − (١ − e−λx(i))a

]

−b(n− r)
(١ − e−λx(r))aln(١ − e−λt)

١ − (١ − e−λt)a

= ٠
:b به نسبت مشتق همچنین

∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ − (١ − e−λx(i))a)]

+(n− r)ln(١ − (١ − e−λt)a) = ٠



۴١ ΁ی نوع سانسور داده های
:λ به نسبت مشتق

∂ℓ

∂λ
= ٠

=⇒ r

λ
+

r∑
i=١

[
(−x(i)) + (a− ١) x(i)e−λx(i)

١ − e−λx(i)

−(b− ١)
(
ax(i)e

−λx(i)(١ − e−λx(i))a−١
١ − (١ − e−λx(i))a

)]

−b(n− r)

(
ate−λt(١ − e−λt)a−١

١ − (١ − e−λt)a

)
= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, λ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

(KwGu) گامبل کوماراسوامͬ توزیع
داده ,KwGu(aنمایش b, µ, σ) با که σ و µ و b و a پارامترهای با گامبل کوماراسوامͬ توزیع
تابع ͬ باشد. م (۴ . ٢ . ١) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای و ͬ شود م

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwGu برای درستنمایی

L(a, b, µ, σ) =
n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

ab

σ
exp{−

x(i) − µ

σ
− e−

x(i)−µ

σ }

×(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a−١)١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a)b−١)
×(١ − (١ − exp{−e−

t−µ
σ })a)b(n−r)

ͬ باشد. م µ, σ, x, a, b > ٠ که
با است برابر KwGu درستنمایی تابع ل·اریتم

ℓ(a, b, µ, σ) =ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b)− rln(σ)

+

r∑
i=١

[
(−
x(i) − µ

σ
− e−

x(i)−µ

σ ) + (a− ١)ln(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })

+(b− ١)ln(١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a)
]

+ b(n− r)ln(١ − (١ − exp{−e−
t−µ
σ })a)

ͬ دهیم: م قرار صفر مساوی و گرفته a, b, µ, σ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق
:a به نسبت مشتق

∂ℓ

∂a
= ٠



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۴٢

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(١ − exp{−e−

x(i)−µ

σ })

− (b− ١)(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })aln(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a


−b(n− r)

(١ − exp{−e−
t−µ
σ })aln(١ − exp{−e−

t−µ
σ })

١ − (١ − exp{−e−
t−µ
σ })a

= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a)]

+(n− r)ln(١ − (١ − exp{−e−
t−µ
σ })a) = ٠

:µ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂µ
= ٠

=⇒
r∑

i=١

[ ١
σ
− ١
σ
e−

x(i)−µ

σ

+(a− ١)− ١
σe

−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })

−(b− ١)
a(١ − exp{−e−

x(i)−µ

σ })a−١ ١
σe

−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ }))a


−b(n− r)

(
a(١ − exp{−e−

t−µ
σ })a ١

σe
− t−µ

σ exp{−e−
t−µ
σ }

١ − (١ − exp{−e−
t−µ
σ }))a

)
= ٠

:σ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂σ
= ٠



۴٣ دو نوع سانسور داده های

=⇒ − r

σ
+

r∑
i=١

[
x(i) − µ

σ٢ −
x(i) − µ

σ٢ e−
x(i)−µ

σ

+

(a− ١)
x(i)−µ

σ٢ e−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ }


−

(b− ١)a(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a−١ x(i)−µ

σ٢ e−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a


−b(n− r)

a(١ − exp{−e−
t−µ
σ })a−١ t−µ

σ٢ e−
t−µ
σ exp{−e−

t−µ
σ }

١ − (١ − exp{−e−
t−µ
σ })a

= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, µ, σ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

دو نوع سانسور داده های ٣ . ٢
جمͽ آوری نمونه از کوچ΄تر r اگر ͬ یابد. م خاتمه r مشاهده از بعد آزمایش دو، نوع سانسور در
توجه بنویسیم. x(١) ≤ x(٢) ≤ ... ≤ x(r) به صورت ͬ توانیم م را ش΄ست زمان آن گاه باشد شده
ش΄ست ‐امین r در آزمایش سانسور نوع این در ͬ باشد. م مشخص قبل از r که باشید داشته
تابع دو، نوع سانسور در شده اند. سانسور n)تا − r) و ͬ رسد م پایان به x(r) ش΄ست زمان با

با است برابر X(r) ترتیبی آماره برای احتمال چ·الͬ

fX(i)(x) =
n!

(i− ١)!(n− i)!
fX(x)[FX(x)]i−١]١ − FX(x)]n−i

.i = ١,٢, ..., r آن در که
طول مانده اند، باقͬ ش΄ست بدون دو نوع سانسور در که واحدی (n− r) آن برای که ͬ دانیم م
شود سانسور x(r) زمان در واحد ΁ی این که احتمال ͬ باشد. م x(r) از بیشتر آن ها از ΁ی هر عمر

با است برابر
١ − P (X ≤ x(r)) = {١ −G(x(r))

a}b

تابع دو نوع سانسور در ͬ شود. م استفاده درستنمایی تابع ساختار در قبل رابطه های از که
داریم: زیر به صورت را درستنمایی

L(a, b) =
n!

(n− i)!

 r∏
i=١

f(x(i))

 [١ − FX(x(r))]
n−r (٣ . ٢)



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۴۴

درستنمایی ماکزیمم برآورد ٣ . ٢ . ١
زیر به صورت ͬ توانیم م را شده مشاهده داده های برای Kw − G توزیع های درستنمایی تابع

بنویسیم:

L(a, b) =
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

abg(x(i))G(x(i))
a−١}١ −G(x(i))

a}b−١


×
(
{١ −G(x(r))

a}
)b(n−r)

.٠ ≤ x(١) ≤ x(٢) ≤ ... ≤ x(r) آن در که
با است برابر درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b) = ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b) +

r∑
i=١

[lng(x(i))

+(a− ١)lnG(x(i)) + (b− ١)ln{١ −G(x(i))
a}]

+b(n− r)ln{١ −G(x(r))
a}

حاصل معادلات حل و موجود پارامترهای به نسبت درستنمایی ل·اریتم تابع از مشتق گیری با
ͬ آوریم. م به دست را پارامترها برآورد آن ها از

∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(G(x(i)))− (b− ١)G(x

a
(i)ln(G(x(i))

١ −G(x(i))a

]

−b(n− r)
G(x(r))

aln(G(x(r))

١ −G(x(r))a
= ٠

همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ −G(x(i))
a)] + (n− r)ln(١ −G(x(r))

a) = ٠

دو نوع سانسور برای تقریبی اطمینان فاصله ٣ . ٢ . ٢
اطلاع ماتریس آن گاه باشد، b و a فیشر اطلاع ماتریس دهنده نشان I(a, b) کنید فرض

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت مشاهدات

Î(a, b) =

Î١١ Î١٢
Î٢١ Î٢٢





۴۵ دو نوع سانسور داده های
آن در که

Î١١ = −(
∂٢ℓ
∂a٢ )

= −(− r

a٢

−
r∑

i=١
(b− ١)G(x(i))aln٢G(x(i))(١ −G(x(i))

a)− (G(x(i))
alnG(x(i)))

٢
(١ −G(x(i))a)٢

]

−b(n− r)
G(x(r))

aln٢G(x(r))(١ −G(x(r))
a)− (G(x(r))

aln(G(x(r))))
٢

(١ −G(x(r))a)٢
)

=⇒ Î١١ = (
r

a٢ +
r∑

i=١
[(b− ١) ln٢G(x(i))G(x(i))a

(١ −G(x(i))a)٢
]

+b(n− r)
ln٢(G(x(r)))G(x(r))a

(١ −G(x(r))a)٢
)

Î٢٢ = −(
∂٢ℓ
∂b٢ ) = −(− r

b٢ ) =
r

b٢

Î١٢ = −(
∂٢ℓ
∂a∂b

) = Î٢١

= −(
r∑

i=١
−[
G(x(i))

alnG(x(i))

١ −G(x(i))a
]− (n− r)

G(x(r))
alnG(x(r))

١ −G(x(r))a
)

آورد: به دست زیر به صورت b و a برای را واریانس ماتریس ͬ توان م

V =

Î١١ Î١٢
Î٢١ Î٢٢

−١

محاسبه زیر ش΄ل به را b و a واریانس برآورد ͬ توان م شده مشاهده اطلاع ماتریس از همچنین
Vنمود: ar(â)

V ar(b̂)

 =

 Î١١
Î٢٢

−١

ͬ باشند: م زیر به صورت برابر ترتیب به b و a برای ١٠٠(١−θ)٪ تقریبی اطمینان فاصله همچنین
(â± Z١− θ٢

√
V ar(â)) و (b̂± Z١− θ٢

√
V ar(b̂))

کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های درستنمایی ماکزیمم برآورد ٣ . ٢ . ٣
دو نوع سانسور داده های با ویژه

درستنمایی توابع شد، توزیع هایKw−Gگفته از برخͬ برای (٢ . ١) در که روابطͬ از استفاده با
ͬ کنیم. م محاسبه را توزیع هر در موجود پارامترهای برآورد و ͬ آوریم م بدست را



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۴۶
(KwN) نرمال کوماراسوامͬ توزیع

ͬ شود م داده ,KwN(aنمایش b, µ, σ) با که a و b و σ پارامترهایµو با نرمال کوماراسوامͬ توزیع
برای درستنمایی تابع ͬ باشد. م (٢ . ١ . ١) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای
به صورت KwN برای درستنمایی تابع بنابراین داریم. (٣ . ٢ . ١) در را، دو نوع سانسور داده های

ͬ شود: م نوشته زیر

L(a, b, µ, σ) =
n!

(n− r)!

 r∏
i=١

ab

σ
ϕ(
x(i) − µ

σ
)Φ(

x(i) − µ

σ
)a−١

×{١ − Φ(
x(i) − µ

σ
)a}b−١

)
× {١ − Φ(

x(r) − µ

σ
)a}b(n−r)

σ, a, b > ,xو٠ µ ∈ R آن در که
با است برابر KwN درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b, µ, σ) =ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b)− rln(σ)

+

r∑
i=١

[lnϕ(
x(i) − µ

σ
) + (a− ١)lnΦ(x(i) − µ

σ
)

+ (b− ١)ln{١ − Φ(
x(i) − µ

σ
)a}]

+ b(n− r)ln{١ − Φ(
x(r) − µ

σ
)a}

قرار صفر مساوی و گرفته a, b, µ, σ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق اکنون
ͬ دهیم: م

:a به نسبت مشتق
∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒r

a
+

r∑
i=١

[
lnϕ(

x(i) − µ

σ
)− (b− ١)Φ(

x(i)−µ

σ )alnΦ(
x(i)−µ

σ )

١ − Φ(
x(i)−µ

σ )a

]

− b(n− r)
Φ(

x(r)−µ

σ )alnΦ(
x(r)−µ

σ )

١ − Φ(
x(r)−µ

σ )a
= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ − Φ(
x(i) − µ

σ
)a] + (n− r)ln(١ − Φ(

x(r) − µ

σ
)a = ٠

:µ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂µ
= ٠



۴٧ دو نوع سانسور داده های

=⇒
r∑

i=١

[
− ١

σϕ
′(

x(i)−µ

σ )

ϕ(
x(i)−µ

σ )
+ (a− ١)

(
− ١

σϕ(
x(i)−µ

σ )

Φ(
x(i)−µ

σ )

)

+(b− ١)
(

a
σΦ(

x(i)−µ

σ )a−١ϕ( (x−µ)
σ )

١ − Φ(
x(i)−µ

σ )a

)]

+ b(n− r)

(
a
σΦ(

x(r)−µ

σ )a−١ϕ( (x(r)−µ)

σ )

١ − Φ(
x(r)−µ

σ )a

)
= ٠

:σ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂σ
= ٠

=⇒− r

σ
+

r∑
i=١

[
−x(i)−µ

σ٢ ϕ′(
x(i)−µ

σ )

ϕ(
x(i)−µ

σ )
+ (a− ١)

(
−x(i)−µ

σ٢ ϕ(
x(i)−µ

σ )

Φ(
x(i)−µ

σ )

)

+(b− ١)
(
−ax(i)−µ

σ٢ Φ(
x(i)−µ

σ )a−١ϕ( (x−µ)
σ )

١ − Φ(
x(i)−µ

σ )a

)]

+ b(n− r)

−ax(r)−µ

σ٢ Φ(
x(r)−µ

σ )a−١ϕ( (x(r)−µ)

σ )

١ − Φ(
x(r)−µ

σ )a

 = ٠

ͬ آید. م به دست a, b, µ, σ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

(KwW) وایبل کوماراسوامͬ توزیع
ͬ شود م داده KwWنمایش (a, b, α, λ) با که λ و α و b و aپارامترهای با وایبل کوماراسوامͬ توزیع
برای درستنمایی تابع ͬ باشد. م (٢ . ١ . ٢) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای و

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwW
L(a, b, α, λ) =

n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

abαλαxα−١
(i) e−(λx(i))

α

× (١ − e−(λx(i))
α
)a−١}١ − (١ − e−(λx(i))

α
)a}b−١)

× {١ − (١ − e−(λx(r))
α
)a}b(n−r)

ͬ باشد. م α, λ, x, a, b > ٠ آن در که
با است برابر KwW درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b, α, λ) = ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b) + rln(α) + rαln(λ)

+

r∑
i=١

[
(α− ١)lnx(i) − (λx(i))

α + (a− ١)ln(١ − e−(λx(i))
α
)

+(b− ١)ln{١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a}
]

+ b(n− r)ln{١ − ١ − e−(λx(r))
α
)a}



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۴٨
قرار صفر مساوی و گرفته a, b, α, λ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق اکنون

ͬ دهیم: م
:a به نسبت مشتق

∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(١ − e−(λx(i))

α
)

− (b− ١)(١ − e−(λx(i))
α
)aln(١ − e−(λx(i))

α
)

١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a

]

−b(n− r)
(١ − e−(λx(r))

α
)aln(١ − e−(λx(r))

α
)

١ − (١ − e−(λx(r))
α
)a

= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln{١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a}]

+(n− r)ln{١ − (١ − e−(λx(r))
α
)a} = ٠

:α به نسبت مشتق
∂ℓ

∂α
= ٠

=⇒ r

α
+ rlnλ+

r∑
i=١
[
lnx(i) − (λx(i))

αln(λx(i))

+(a− ١)e−(λx(i))
α
(λx(i))

αln(λx(i))

(١ − e−(λx(i))
α
)

−(b− ١)
(
ae−(λx(i))

α
(λx(i))

αln(λx(i))(١ − e−(λx(i))
α
)a−١

١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a

)]

−b(n− r)

(
ae−(λx(r))

α
(λx(r))

αln(λx(r))(١ − e−(λx(r))
α
)a−١

١ − (١ − e−(λx(r))
α
)a

)
= ٠

:λ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂λ
= ٠



۴٩ دو نوع سانسور داده های

=⇒ rα

λ
+

r∑
i=١

[
(−αλα−١xα(i))

+

(
(a− ١)αλ

α−١xα(i)(−e−(λx(i))
α
)

١ − e−(λx(i))
α

)

−

(
(b− ١)aαλ

α−١xα(i)e−(λx(i))
α
(١ − e−(λx(i))

α
)a−١

١ − (١ − e−(λx(i))
α
)a

)]

−b(n− r)
aαλα−١xα(r)e−(λx(r))

α
(١ − e−(λx(r))

α
)a−١

١ − (١ − e−(λx(r))
α
)a

= ٠
ͬ آید. م به دست a, b, α, λ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

(KwGa) گاما کوماراسوامͬ توزیع
ͬ شود، م داده ,KwGa(aنمایش b, α, λ) با که λ و α و b و aپارامترهای با گاما کوماراسوامͬ توزیع
برای درستنمایی تابع ͬ باشد. م (٢ . ١ . ٢) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwGa
L(a, b, α, λ) =

n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

abλαxα−١
(i) e−(λx(i))(

Γλx(i)
(α)

Γ(α)
)a−١

× (١ − (
Γλx(i)

(α)

Γ(α)
)a)b−١)(١ − (

Γλx(r)
(α)

Γ(α)
)a)b(n−r)

=
n!

(n− r)!

(
abλα

(Γ(α))ab(١+n−r)

)r

(

r∏
i=١

e−λx(i)x
(α−١)
(i)

× (Γλx(i)
(α))(a−١)((Γ(α))a − (Γλx(i)

(α))a)(b−١))
× ((Γ(α))a − (Γλx(r)

(α))a)b(n−r)

ͬ باشد. م α, λ, x, a, b > ٠ آن در که
با است برابر KwGa درستنمایی تابع ل·اریتم همچنین

ℓ(a, b, α, λ) = ln(
n!

(n− r)!
) + r(ln(a) + ln(b) + αln(λ)− ab(١ + n− r)ln(Γ(α)))

+

r∑
i=١

[
(α− ١)lnx(i) − (λx(i)) + (a− ١)ln(Γλx(i)

(α))

+(b− ١)ln((Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a)

]
+ b(n− r)ln((Γ(α))a − (Γλx(r)

(α))a)

قرار صفر مساوی و گرفته a, b, α, λ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق اکنون
ͬ دهیم: م

:a به نسبت مشتق
∂ℓ

∂a
= ٠



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۵٠

=⇒ r

a
+ b(١ + n− r)ln(Γ(α)) +

r∑
i=١

[
ln(Γλx(i)

(α))

+ (b− ١) ln(Γ(α))(Γ(α))a − ln(Γλx(i)
(α))(Γλx(i)

(α))a)

(Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a)

]

+b(n− r)
ln(Γ(α))(Γ(α))a − ln(Γλx(r)

(α))(Γλx(r)
(α))a)

(Γ(α))a − (Γλx(r)
(α))a)

= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+ a(١ + n− r)ln(Γ(α)) +

r∑
i=١

[ln((Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a)]

+(n− r)ln((Γ(α))a − (Γλx(r)
(α))a) = ٠

:α به نسبت مشتق
∂ℓ

∂α
= ٠

=⇒ rlnλ− ab(١ + n− r)Γ′(α)

Γ(α)
+

r∑
i=١

[
lnx(i) + (a− ١)Γ

′
λx(i)

(α)

Γλx(i)
(α)

+(b− ١)
aΓ′(α)(Γ(α))a−١ − aΓ′

λx(i)
(α)(Γλx(i)

(α))a−١
(Γ(α))a − (Γλx(i)

(α))a


+b(n− r)

aΓ′(α)(Γ(α))a−١ − aΓ′
λx(r)

(α)(Γλx(r)
(α))a−١

(Γ(α))a − (Γλx(r)
(α))a


= ٠

:λ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂λ
= ٠

=⇒ rα

λ
+

r∑
i=١

[
(−x(i)) +

(
(a− ١)Γ

′
λx(i)

(α)

Γλx(i)
(α)

)

−

(b− ١)aΓ
′
λx(i)

(α)(Γλx(i)
(α))(a−١)

(Γ(α))a − (Γλx(i)
(α))a


−b(n− r)

aΓ′
λx(r)

(α)(Γλx(r)
(α))(a−١)

(Γ(α))a − (Γλx(r)
(α))a

= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, α, λ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با



۵١ دو نوع سانسور داده های
(KwE) نمایی کوماراسوامͬ توزیع

دارای ͬ شود م داده ,KwE(aنمایش b, λ) با که b و aوλ پارامترهای با نمایی کوماراسوامͬ توزیع
ͬ باشد. م زیر به ش΄ل چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع

f(x) = abλe−λx(١ − e−λx)a−١}١ − (١ − e−λx)a}b−١

F (x) = ١ − {١ − (١ − e−λx)a}b

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwE برای درستنمایی تابع
L(a, b, λ) =

n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

abλe−λx(i)(١ − e−λx(i))a−١

×{١ − (١ − e−λx(i))a}b−١}(١ − (١ − e−λx(r))a}b(n−r)

ͬ باشد. م λ, x, a, b > ٠ که
با است برابر KwE درستنمایی تابع ل·اریتم

ℓ(a, b, λ) = ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b) + rln(λ)

+

r∑
i=١

[
(−λx(i)) + (a− ١)ln(١ − e−λx(i))

+(b− ١)ln(١ − (١ − e−λx(i))a)
]

+b(n− r)ln(١ − (١ − e−λx(r))a)

ͬ دهیم: م قرار صفر مساوی و گرفته a, b, λ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق
:a به نسبت مشتق

∂ℓ

∂a
= ٠

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(١ − e−λx(i))

− (b− ١)(١ − e−λx(i))aln(١ − e−λx(i))

١ − (١ − e−λx(i))a

]

−b(n− r)
(١ − e−λx(r))aln(١ − e−λx(r))

١ − (١ − e−λx(r))a

= ٠
:b به نسبت مشتق همچنین

∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ − (١ − e−λx(i))a)]

+(n− r)ln(١ − (١ − e−λx(r))a) = ٠



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۵٢
:λ به نسبت مشتق

∂ℓ

∂λ
= ٠

=⇒ r

λ
+

r∑
i=١

[
(−x(i)) + (a− ١) x(i)e−λx(i)

١ − e−λx(i)

−(b− ١)
(
ax(i)e

−λx(i)(١ − e−λx(i))a−١
١ − (١ − e−λx(i))a

)]

−b(n− r)

(
ax(r)e

−λx(r)(١ − e−λx(r))a−١
١ − (١ − e−λx(r))a

)
= ٠

ͬ آید. م به دست a, b, λ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با

(KwGu) گامبل کوماراسوامͬ توزیع
داده ,KwGu(aنمایش b, µ, σ) با که σ و µ و b و a پارامترهای با گامبل کوماراسوامͬ توزیع
درستنمایی تابع ͬ باشد. م (۴ . ٢ . ١) در شده داده چ·الͬ تابع و تجمعͬ توزیع تابع دارای ͬ شود، م

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت KwGu برای

L(a, b, µ, σ) =
n!

(n− r)!
(

r∏
i=١

ab

σ
exp{−

x(i) − µ

σ
− e−

x(i)−µ

σ }

×(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a−١)١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a)b−١)
×(١ − (١ − exp{−e−

x(r)−µ

σ })a)b(n−r)

ͬ باشد. م µ, σ, x, a, b > ٠ که
با است برابر KwGu درستنمایی تابع ل·اریتم

ℓ(a, b, µ, σ) =ln(
n!

(n− r)!
) + rln(a) + rln(b)− rln(σ)

+
r∑

i=١

[
(−
x(i) − µ

σ
− e−

x(i)−µ

σ ) + (a− ١)ln(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })

+(b− ١)ln(١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a)
]

+ b(n− r)ln(١ − (١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })a)

ͬ دهیم: م قرار صفر مساوی و گرفته a, b, µ, σ پارامترهای به نسبت را درستنمایی ΃ل مشتق
:a به نسبت مشتق

∂ℓ

∂a
= ٠



۵٣ دو نوع سانسور داده های

=⇒ r

a
+

r∑
i=١

[
ln(١ − exp{−e−

x(i)−µ

σ })

− (b− ١)(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })aln(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a


−b(n− r)

(١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })aln(١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })

١ − (١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })a
= ٠

:b به نسبت مشتق همچنین
∂ℓ

∂b
= ٠

=⇒ r

b
+

r∑
i=١

[ln(١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a)]

+(n− r)ln(١ − (١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })a) = ٠

:µ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂µ
= ٠

=⇒
r∑

i=١

[ ١
σ
− ١
σ
e−

x(i)−µ

σ

+(a− ١)− ١
σe

−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })

−(b− ١)
a(١ − exp{−e−

x(i)−µ

σ })a−١ ١
σe

−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ }))a


−b(n− r)

a(١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })a ١
σe

−
x(r)−µ

σ exp{−e−
x(r)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ }))a


= ٠

:σ به نسبت مشتق
∂ℓ

∂σ
= ٠



شده سانسور داده های از استفاده با Kw-G توزیع پارامترهای برآورد ۵۴

=⇒ − r

σ
+

r∑
i=١

[
x(i) − µ

σ٢ −
x(i) − µ

σ٢ e−
x(i)−µ

σ

+

(a− ١)
x(i)−µ

σ٢ e−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ }


−

(b− ١)a(١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a−١ x(i)−µ

σ٢ e−
x(i)−µ

σ exp{−e−
x(i)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(i)−µ

σ })a


−b(n− r)

a(١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })a−١ x(r)−µ

σ٢ e−
x(r)−µ

σ exp{−e−
x(r)−µ

σ }

١ − (١ − exp{−e−
x(r)−µ

σ })a
= ٠

ͬ آیند. م به دست a, b, µ, σ پارامترهای برآورد بالا معادلات حل با



۴ فصل
شبیه سازی

کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های برای را شده مطرح استنباطͬ روش های قبل فصل های در
داده ایم. انجام را شبیه سازی مطالعه ΁ی روش ها این عمل΄رد و ارزیابی برای کردیم. اعمال
دو برای شبیه سازی که است به ذکر لازم است. گرفته صورت R نرم افزار با شبیه سازی اجرای

ͬ باشد. م گاما کوماراسوامͬ و وایبل کوماراسوامͬ توزیع
هم دوم بخش در و اول نوع شده سانسور داده های برای را شبیه سازی مطالعه اول، بخش در

نموده ایم. بررسͬ دوم نوع شده سانسور داده های برای را شبیه سازی مطالعه

نوع شده سانسور داده های برای شبیه سازی نتایج ١ . ۴
΁ی

داده های برای ابتدا را شبیه سازی مطالعه این شده مطرح استنباطͬ روش های ارزیابی برای
وایبل کوماراسوامͬ توزیع های برای مطالعه، این در ͬ دهیم. م انجام ΁ی نوع شده سانسور
n تایی تصادفͬ نمونه ΁ی λ و α و b و a پارامترهای با (KwGa) گاما کوماراسوامͬ و (KwW)

کرده ایم. تولید
و α =١/٠۵ و b = ١/٠٢ و a = ١/٢ را پارامترها واقعͬ مقادیر وایبل، کوماراسوامͬ توزیع برای
١۴٠و١۶٠ برابر ترتیب به دوم و اول حالت های برای را نمونه حجم و گرفته نظر در λ =١/٠٣

۵۵



شبیه سازی ۵۶
لحظه در آزمون اول، نوع سانسور در داده ایم. قرار ١٧٠ برابر چهارم و سوم حالت های برای و
چهارم و سوم حالت در و t=٢٠ دوم و اول حالت در پس ͬ پذیرد. م پایان شده تعیین قبل از t
برای و داشت خواهیم n و t از مختلف حالت چهار بنابراین است. شده انتخاب ٢۵و٣٠ برابر

ͬ باشد. م ٩٩٠ برابر تکرارها تعداد توزیع این
و b = ١/١٢ و a = ٠/٨١ را پارامترها واقعͬ مقادیر گاما، کوماراسوامͬ توزیع برای همچنین

ͬ باشند. م λ =١/٢ و α =٠/۶
نظر در ٢٠ و ١۵ ،١٠ برابر را t لحظه و برابر١٠٠،١١٠و٩٠ مختلف حالت های در نمونه حجم

ͬ باشد م ۵٠٠ تکرارها تعداد و گرفته
بدست رافسون نیوتون روش براساس و پیشنهادی مدل های توسط را نتایج خلاصه و برآوردها
دوم توان میانگین پارامترها، برآورد مختلف، حالت های در پارامترها برای همچنین آورده ایم.
گزارش (٢ . ۴) و (١ . ۴) جدول های در نتایج کرده ایم. محاسبه را پوشش نرخ و (MSE) خطا
که ͬ باشد ٠/٩۵م به ΁نزدی پوشش نرخ حالات تمامͬ در که باشید داشته توجه شده اند.

ͬ کند. م تایید را مجانبی توزیع درستͬ

شبیه سازی نتایج ١ . ١ . ۴
توزیع برای ͬ باشند. م λ و α و b و a برای برآورد نتایج از خلاصه ای (٢ . ۴) و (١ . ۴) جدول های
پارامترها واقعͬ مقادیر ͬ کنید، م مشاهده (١ . ۴) جدول در که همانطور وایبل، کوماراسوامͬ
نمونه حجم افزایش با است، ثابت t که زمانͬ شده اند. برآورد کوچ΄ͬ نسبتاً خطای با به خوبی
در ثابت را نمونه حجم که زمانͬ همچنین ͬ یابد. م کاهش (MSE) خطاها دوم توان میانگین
داشتیم هم را انتظار این و ͬ یابد م کاهش خطاها دوم توان میانگین t افزایش با ͬ گیریم م نظر

داشت. خواهیم آزمایش اتمام در بیشتری ش΄ست های tتعداد افزایش با زیرا
مشاهده است، آمده (٢ . ۴) جدول در آن برآوردهای نتایج که گاما کوماراسوامͬ توزیع برای
است، ثابت t که زمانͬ نمونه حجم افزایش با و شده اند برآورد به خوبی پارامترها که ͬ کنیم م
را t و ثابت نمونه حجم که حالتͬ برای و ͬ یابد م کاهش (MSE) خطاها دوم توان میانگین

یابد. مͬ کاهش قبل حالت مانند MSE ͬ دهیم م افزایش



۵٧ ΁ی نوع شده سانسور داده های برای شبیه سازی نتایج

داده های از استفاده با وایبل کوماراسوامͬ توزیع برای شبیه سازی نتایج :١ . ۴ جدول
΁ی نوع سانسور

پوشش نرخ MSE برآورد واقعͬ مقادیر پارامتر
simnum=٩٩٠ ، t=٢٠ ، n=١۴٠ اول: حالت

٠/٩٣٨ ٠/٠۵٨۶ ١/٢٠۶ ١/٢ a
٠/٩٨ ٠/٠١١ ١/٠٢١ ١/٠٢ b

٠/٩٨٨ ٠/٠٢٢۴ ١/٠۴۶ ١/٠۵ α

١ ٠/٠٢١۵ ١/٠٣٣ ١/٠٣ λ

simnum=٩٩٠ ، t=٢٠ ، n=١۶٠ دوم: حالت
٠/٩۶١ ٠/٠۴۴۴ ١/٢٠۶ ١/٢ a
٠/٩٨٢ ٠/٠٠٩۶ ١/٠٢١ ١/٠٢ b
٠/٩٩٣ ٠/٠١٧٣ ١/٠۴٧ ١/٠۵ α

١ ٠/٠١٨۴ ١/٠٣٢ ١/٠٣ λ

simnum=٩٩٠ ، t=٢۵ ، n=١٧٠ سوم: حالت
٠/٩۵٧ ٠/٠۵٠۵ ١/٢٠٧ ١/٢ a
٠/٩٨١ ٠/٠١١٣ ١/٠٢١ ١/٠٢ b
٠/٩٨٨ ٠/٠٢٠١ ١/٠۴٧ ١/٠۵ α

١ ٠/٠٢١٩ ١/٠٣٣ ١/٠٣ λ

simnum=٩٩٠ ، t=٣٠ ، n=١٧٠ چهارم: حالت
٠/٩۵٧ ٠/٠۵٠٣ ١/٢٠٧ ١/٢ a
٠/٩٨١ ٠/٠١١٢ ١/٠٢١ ١/٠٢ b
٠/٩٨٨ ٠/٠٢ ١/٠۴٧ ١/٠۵ α

١ ٠/٠٢١٨ ١/٠٣٣ ١/٠٣ λ



شبیه سازی ۵٨

داده های از استفاده با گاما کوماراسوامͬ توزیع برای شبیه سازی نتایج :٢ . ۴ جدول
΁ی نوع سانسور

پوشش نرخ MSE برآورد واقعͬ مقادیر پارامتر
simnum=۵٠٠ ، t=١٠ ، n=١٠٠ اول: حالت

٠/٩٣٧۵ ٠/٢٣٠٩٠ ٠/٨۶٨ ٠/٨١ a
٠/٩۵١ ٠/٠۶٠٣ ١/١٠٨ ١/١٢ b
٠/٩٩١ ٠/٠٣٩٩۵ ٠/۵٩٢ ٠/۶ α

٠/٩٩۴ ٠/١٢۵١۵ ١/٢٠١ ١/٢ λ

simnum=۵٠٠ ، t=١۵ ، n=١٠٠ دوم: حالت
١ ٠/٢٢٧۶١ ٠/٨۶٧ ٠/٨١ a

٠/٩۵٣ ٠/٠۵٢۵٧ ١/١٠٩ ١/١٢ b
٠/٩٩۴ ٠/٠٣٩٣٣ ٠/۵٩٢ ٠/۶ α

٠/٩٩٧ ٠/٠٩٢٠٣ ١/١٩٧ ١/٢ λ

simnum=۵٠٠ ، t=٢٠ ، n=١١٠ سوم: حالت
٠/٩٢٨ ٠/٢٣۵١۴ ٠/٨۶٧ ٠/٨١ a
٠/٩٧٨ ٠/٠۴٢٢٣ ١/١١۶ ١/١٢ b
٠/٩٩۴ ٠/٠۴٠۶٢ ٠/۵٩٢ ٠/۶ α

٠/٩٩٧ ٠/٠٨١۴٣ ١/١٩۵ ١/٢ λ

simnum=۵٠٠ ، t=٢٠ ، n=٩٠ چهارم: حالت
٠/٨۶ ٠/٢۶٧١ ٠/٨٨ ٠/٨١ a

٠/٩۵٧ ٠/٠۶۶٩ ١/١١ ١/١٢ b
٠/٩٨٨ ٠/٠۴۶٩٣ ٠/۵٨ ٠/۶ α

٠/٩٩۴ ٠/٠٩٩۶ ١/١٨ ١/٢ λ



۵٩ دوم نوع شده سانسور داده های برای شبیه سازی نتایج

نوع شده سانسور داده های برای شبیه سازی نتایج ٢ . ۴
دوم

همانند دو، نوع سانسور داده های برای شده مطرح استنباطͬ روش های عمل΄رد و ارزیابی برای
داده ایم. انجام را شبیه سازی مطالعه قبل بخش

b = ١/١٩ و a = ١/٣٢ را پارامترها واقعͬ مقادیر وایبل کوماراسوامͬ توزیع برای مطالعه، این در
و ١۵۵ برابر به ترتیب مختلف حالت های در را نمونه حجم و داده قرار λ =١/١١ و α =١/۶ و
زمانͬ آزمایش دو، نوع سانسور در شده گفته قبلا́ که همانطور گرفته ایم. نظر در ١٧٠ و ١٠٠
ترکیب چهار ما ͬ باشد، م r≤n که آن جا از و ͬ پذیرد م پایان ͬ افتد، م اتفاق ش΄ست ‐امین r که

داریم: (n, r) از
(n, r) = (١٧٠,٢٩) و (١٠٠,٢٩) و (١۵۵,٢۶) و (١۵۵,٢٣)

ͬ باشد. م ١٠٠٠ دوم نوع سانسور در وایبل کوماراسوامͬ توزیع برای تکرارها تعداد
و b = ٠/٩٧ و a = ١/٠٩ را پارامترها واقعͬ مقادیر گاما، کوماراسوامͬ توزیع برای همچنین
و ٨٠ و ٧٠ و ۵٠ برابر را نمونه حجم مختلف حالات برای و داده قرار λ =١/١٣ و α =١/١۴
تکرارها تعداد و گرفته ایم نظر در ۶٠ و ۴٠ و ۴۶ برابر حالت چهار این برای را ش΄ست r‐امین

ͬ باشد. م ١١٠٠ توزیع این برای
پارامترها، واقعͬ مقادیر برای و است آمده شبیه سازی نتایج (۴ . ۴) و (٣ . ۴) جدول های در

نموده ایم. بررسͬ را پوشش نرخ و (MSE) خطا دوم توان میانگین پارامترها، برآورد

شبیه سازی نتایج ٢ . ١ . ۴
خوبی به پارامترها ͬ کنید م مشاهده (٣ . ۴) جدول در که همانطور وایبل، کوماراسوامͬ توزیع در
میانگین ͬ دهیم، م افزایش را نمونه حجم و ثابت r که زمانͬ شده اند. برآورد ΁کوچ خطای با
با ͬ گیریم، م نظر در ثابت را نمونه حجم که وقتͬ و یافته کاهش (MSE) خطاها دوم توان
تعداد که زمانͬ توزیع این در زیرا ͬ یابد. م کاهش خطاها دوم توان میانگین نیز r افزایش

یافت. خواهد کاهش پارامترها درستنمایی ماکزیمم واریانس ͬ یابند، م افزایش ش΄ست ها
افزایش با و شده برآورد خوب پارامترها ͬ بینید، م که همانطور هم گاما کوماراسوامͬ توزیع برای
را r که زمانͬ و ͬ یابد م کاهش خطاها دوم توان میانگین است ثابت r که زمانͬ نمونه حجم
ͬ یابد. م کاهش خطاها دوم توان میانگین است، ثابت نمونه حجم که زمانͬ ͬ دهیم م کاهش



شبیه سازی ۶٠

داده های از استفاده با وایبل کوماراسوامͬ توزیع برای شبیه سازی نتایج :٣ . ۴ جدول
دو نوع سانسور

پوشش نرخ MSE برآورد واقعͬ مقادیر پارامتر
simnum=١٠٠٠ ، r=٢٣ ، n=١۵۵ اول: حالت

٠/٩٣ ٠/٠۵٨١٢ ١/٣٠٣ ١/٣٢ a
١ ٠/٠٢۴١٢ ١/١٩٧ ١/١٩ b

٠/٩٣ ٠/٢٢١٩١ ١/۶۶ ١/۶ α

٠/٩٨ ٠/٢٢١٨ ١/١٧ ١/١١ λ

simnum=١٠٠٠ ، r=٢۶ ، n=١۵۵ دوم: حالت
٠/٩۵ ٠/٠۴۵٣۴ ١/٣١ ١/٣٢ a

١ ٠/٠٢٠٨۶ ١/١٩۴ ١/١٩ b
٠/٩۴ ٠/١٩۴٣ ١/۶۴ ١/۶ α

٠/٩٠ ٠/١٧٣٧ ١/١۵ ١/١١ λ

simnum=١٠٠٠ ، r=٢٩ ، n=١٠٠ سوم: حالت
٠/٩٧٧ ٠/٠٧١۴ ١/٣٢۴ ١/٣٢ a
٠/٩٩٨ ٠/٠۴٩٩ ١/١٨٩ ١/١٩ b
٠/٨٩٣ ٠/١١۶ ١/۶٢٩ ١/۶ α

٠/٩۵ ٠/٢٨٨ ١/١٣٧ ١/١١ λ

simnum=١٠٠٠ ، r=٢٩ ، n=١٧٠ چهارم: حالت
٠/٩٧ ٠/٠٣٩٧٩ ١/٣١٣ ١/٣٢ a

١ ٠/٠١٨٧ ١/١٩٣ ١/١٩ b
٠/٩۴۴ ٠/١۶٧۴ ١/۶٣ ١/۶ α

٠/٩١۶ ٠/١۵٠۵ ١/١٣٩ ١/١١ λ



۶١ دوم نوع شده سانسور داده های برای شبیه سازی نتایج

داده های از استفاده با گاما کوماراسوامͬ توزیع برای شبیه سازی نتایج :۴ . ۴ جدول
دو نوع سانسور

پوشش نرخ MSE برآورد واقعͬ مقادیر پارامتر
simnum=١١٠٠ ، r=۴۶ ، n=۵٠ اول: حالت

٠/٩٧ ٠/١٢۴ ١/٠٨ ١/٠٩ a
٠/٩۵ ٠/٠۶٩١ ٠/٩۶ ٠/٩٧ b
٠/٧٣ ٠/١٢٢٧ ١/٠۶۶ ١/١۴ α

٠/٩٨٩ ٠/٠٨۶٨٩ ١/١١ ١/١٣ λ

simnum=١١٠٠ ، r=۴۶ ، n=٧٠ دوم: حالت
٠/٩٩۴ ٠/٠٢٢٨ ١/٠٧۵ ١/٠٩ a
٠/٩٩٨ ٠/٠١٣١۵ ٠/٩٧٢ ٠/٩٧ b
٠/٩٢۴ ٠/٠٧١٣۴ ١/٠٩۴ ١/١۴ α

٠/٩٩٨ ٠/٠١٢۴ ١/١٣٢ ١/١٣ λ

simnum=١١٠٠ ، r=۴٠ ، n=٨٠ سوم: حالت
٠/٩٩۵ ٠/٠٢٣٣ ١/٠٧۴ ١/٠٩ a

١ ٠/٠١ ٠/٩٧٣ ٠/٩٧ b
٠/٩۵١ ٠/٠۶٧٠٩ ١/٠٩۵ ١/١۴ α

٠/٩٩٨ ٠/٠٠٩٧ ١/١٣٣ ١/١٣ λ

simnum=١١٠٠ ، r=۶٠ ، n=٨٠ چهارم: حالت
٠/٩٨۴ ٠/٠٢٩۴ ١/٠٧۵ ١/٠٩ a
٠/٩٩۵ ٠/٠٢٢ ٠/٩٧٠٣ ٠/٩٧ b
٠/٩٢١ ٠/٠٧١۶ ١/٠٩٣ ١/١۴ α

٠/٩٩٧ ٠/٠٢١٣ ١/١٣٠۵ ١/١٣ λ



شبیه سازی ۶٢
ͬ توانیم م وایبل کوماراسوامͬ و گاما کوماراسوامͬ توزیع های مشابه هم توزیع ها سایر برای

دهیم. انجام دو و ΁ی نوع سانسورهای برای را شبیه سازی مطالعه این



۶٣ دوم نوع شده سانسور داده های برای شبیه سازی نتایج

تحقیق آینده و نتیجه گیری
کوماراسوامͬ توزیع و [١١] بتا تعمیم یافته توزیع های از کلاسͬ ایده به دنبال پایان نامه، این در
مانند: توزیع هایی وسیله  به که را کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های از خانواده ای ،[٢٢]
ͬ توان م و ͬ کنیم م تعریف است، شده داده تعمیم نمایی و گامبل گاما، وایبل، نرمال، توزیع
و گشتاورها آورد. بدست G اولیه توزیع وسیله به کلͬ حالت در را آن ها ریاضͬ خواص برخͬ
برآوردهای درمورد کردیم. بیان را کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع وزنͬ احتمال گشتاورهای
درستنمایی، ماکزیمم برآورد کردیم. بحث نیز پارامترها روی استنباط و درستنمایی ماکزیمم
استفاده با کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های برای را پوشش نرخ و خطاها دوم توان میانگین
و کردیم گزارش را نتایج و آوردیم به دست را دوم نوع و ΁ی نوع شده سانسور داده های از
اکثریت در ش΄ست ها افزایش همچنین و حالات تمامͬ در نمونه حجم افزایش با که دیدیم
ماکزیمم ͬ توانیم م راحتͬ به براین علاوه دهیم. کاهش را برآوردها خطای ͬ توانیم م حالات،
برای (LR) درستنمایی نسبت آماره ساخت برای درستنمایی ΃ل محدود و نامحدود مقدارهای
را کوماراسوامͬ تعمیم یافته توزیع های یعنͬ خانواده این توزیع های در تودرتو مدل های آزمون 
تحقیق ادامه در کند. پیدا آمار در گسترده کاربردی تعمیم این که امیدواریم کنیم. محاسبه
نیاز اساس بر متفاوت سانسور های و دی·ر توزیع های برای را شده انجام ͬ های بررس ͬ توانیم م

داد. گسترش جامعه
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آ  پیوست
به مربوط R نرم افزار  کدهای

شبیه سازی
نوع شده سانسور داده های از استفاده با وایبل کوماراسوامͬ توزیع شبیه سازی به مربوط کد .١

اول:

library(MASS)

library(AdequacyModel)

library(Newdistns)

rm(list=ls())

set.seed(2356)

n = 140

b = 1.02

alpha = 1.05

lambda = 1.03

a = 1.2

censor = 20



شبیه سازی به مربوط R نرم افزار ٧٠ کدهای
r=1

real.par = c(a, b,alpha, lambda)

simnum = 990

gen.data <- function(n, r,censor,a, b,alpha, lambda){

x <- matrix(rep(1,n), nrow=1, ncol=n)

xcensor <- matrix(rep(1,n), nrow=1, ncol=n)

xsort <- matrix(rep(1,n), nrow=1, ncol=n)

x <- rkumg(n,"weibull", a=1,b=1,shape=alpha)

xcensor <- pmin(x,censor)

r <- sum(as.numeric(x <= censor))

xsort <- sort(xcensor)

return(list(xsort, r))

}

xsort = gen.data(n=n, r=r,censor=censor,a=a, b=b,

alpha=alpha, lambda=lambda)

r = xsort[[2]]

###################################

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha= theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) + r*(log(a)+log(b)+

log(alpha)+(alpha*log(lambda))) + sum((alpha-1)*log(xsort[[1]])) -

sum((lambda*xsort[[1]])^alpha) + (a-1)*

sum(log(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))) +

(b-1)*sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) +

b*(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)



٧١

return(ll)

}

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + sum(log(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)) -

(b-1)*sum((1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a *

log(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) -

b*(n-r)*(((1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)*

log(1-exp(-(lambda*censor)^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

c2 = r/b + sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) +

(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

c3 = r/alpha + log(lambda) + sum(log(xsort[[1]])) -

sum((lambda*xsort[[1]])^alpha*log(lambda*xsort[[1]]))+

(a-1)*sum(((lambda*xsort[[1]])^alpha*

exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)*log(lambda*xsort[[1]]))/

(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))) - (b-1)*

sum((a*(lambda*xsort[[1]])^alpha*exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)*

log(lambda*xsort[[1]])*(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) - b*(n-r)*

(a*(lambda*censor)^alpha*exp(-(lambda*censor)^alpha)*log(lambda*censor)*

(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

c4 = alpha*r/lambda - sum(alpha*xsort[[1]]^alpha*lambda^(alpha-1)) +

(a-1)*sum((alpha*xsort[[1]]^alpha*lambda^(alpha-1)*



شبیه سازی به مربوط R نرم افزار ٧٢ کدهای
exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))/(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))) -

(b-1)*sum((a*alpha*xsort[[1]]^alpha*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) - b*(n-r)*

(a*alpha*censor^alpha*lambda^(alpha-1)*exp(-(lambda*censor)^alpha)-

(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit2 = optim(par = c(1.2,1.02,1.05,1.03), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian =TRUE,control=list(fnscale=-1))

fit2

fit2$par

se.par = sqrt(diag(solve(-fit2$hessian)))

se.par

#### Repeat###############################################################

eval.fit <- function(rep){

thetafinal = matrix(c(1.2,1.02,1.05,1.03), nrow=4,ncol=simnum)

setheta = matrix(c(1.2,1.02,1.05,1.03), nrow=4, ncol=simnum)

for (i in 1:rep){

xsort = gen.data(n=n, r=r,censor=censor,a=a, b=b,alpha=alpha, lambda=lambda)

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha= theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) + r*(log(a)+log(b)+

log(alpha)+(alpha*log(lambda))) +

sum((alpha-1)*log(xsort[[1]])) -
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sum((lambda*xsort[[1]])^alpha) +

(a-1)*sum(log(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))) +

(b-1)*sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) +

b*(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

return(ll)

}

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + sum(log(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)) -

(b-1)*sum((1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a *

log(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) -

b*(n-r)*(((1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)*

log(1-exp(-(lambda*censor)^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

c2 = r/b + sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) +

(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

c3 = r/alpha + log(lambda) + sum(log(xsort[[1]])) -

sum((lambda*xsort[[1]])^alpha*log(lambda*xsort[[1]]))+

(a-1)*sum(((lambda*xsort[[1]])^alpha*

exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)*log(lambda*xsort[[1]]))/

(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))) - (b-1)*

sum((a*(lambda*xsort[[1]])^alpha*exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)*

log(lambda*xsort[[1]])*(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) - b*(n-r)*



شبیه سازی به مربوط R نرم افزار ٧۴ کدهای
(a*(lambda*censor)^alpha*exp(-(lambda*censor)^alpha)*

log(lambda*censor)*(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

c4 = alpha*r/lambda - sum(alpha*xsort[[1]]^alpha*lambda^(alpha-1)) +

(a-1)*sum((alpha*xsort[[1]]^alpha*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))/

(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))) - (b-1)*

sum((a*alpha*xsort[[1]]^alpha*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha)-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*xsort[[1]])^alpha))^a)) - b*(n-r)*

(a*alpha*censor^alpha*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*censor)^alpha)-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*censor)^alpha))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit = optim(par =c(1.2,1.02,1.05,1.03), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

se.par = sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))

thetafinal[,i] = fit$par

setheta[,i] = se.par

i=i

cat("i=",i, "\n")

}

return(list(thetafinal, setheta))

}

res = eval.fit(rep = simnum)

## Estimations, bias, and MSE

estimate = apply(res[[1]], 1, mean)

bias = estimate - real.par

diff = (res[[1]]-real.par)^2

MSE = sqrt(apply(diff, 1, mean))
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SE = apply(res[[2]],1, function(x) mean(na.omit(x)))

## Coverage by asymptotic normal distribution: nominal level is 0.95

CIu = res[[1]]+1.96*res[[2]]

CIl = res[[1]]-1.96*res[[2]]

coveru = CIu - matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum)

coverl = matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum) - CIl

cover.a = sum(as.numeric(coveru[1,] > 0 & coverl[1,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][1,]!="NaN")

cover.b = sum(as.numeric(coveru[2,] > 0 & coverl[2,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][2,]!="NaN")

cover.alpha = sum(as.numeric(coveru[3,] > 0 & coverl[3,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][3,]!="NaN")

cover.lambda = sum(as.numeric(coveru[4,] > 0 & coverl[4,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][4,]!="NaN")

cover.a

cover.b

cover.alpha

cover.lambda

estimate

SE

MSE

CIu=CIl=c(NA,NA,NA,NA)

real.par=c(a,b,alpha,lambda)

for(j in 1:4){

CIu[j]=estimate[j]+1.96*SE[j]

CIl[j]=estimate[j]-1.96*SE[j]

}

CIu

CIl



شبیه سازی به مربوط R نرم افزار ٧۶ کدهای
شده سانسور داده های از استفاده با گاما کوماراسوامͬ توزیع شبیه سازی به مربوط کد .٢

اول: نوع

library(MASS)

library(AdequacyModel)

library(Newdistns)

library(zipfR)

rm(list=ls())

set.seed(1234)

n = 90

a = .81

b = 1.12

alpha=.6

lambda = 1.2

censor = 20

r=1

real.par = c(a, b,alpha, lambda)

simnum = 500

gen.data <- function(n, r,censor,a, b,alpha, lambda){

x <- matrix(rep(1,1*n), nrow=1, ncol=n)

xcensor <- matrix(rep(1,1*n), nrow=1, ncol=n)

xsort <- matrix(rep(1,1*n), nrow=1, ncol=n)

x <- rkumg(n,"gamma",a=1,b=1,shape=alpha)

xcensor <- pmin(x,censor)

r <- sum(as.numeric(x <= censor))

xsort <- sort(xcensor)

return(list(xsort, r))

}

xsort = gen.data(n=n, r=r,censor=censor,a=a, b=b,

alpha=alpha, lambda=lambda)
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r = xsort[[2]]

############################################################################

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) +

r*(log(a)+log(b)+alpha*log(lambda))-

n*a*b*log(gamma(alpha))+

(alpha-1)*sum(log(xsort[[1]])) -

lambda*sum(xsort[[1]])+

(a-1)*sum(log(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T)))+

(b-1)*sum(log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a))+

b*(n-r)*log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a)

return(ll)

}

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha=theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + b*n*log(gamma(alpha)) +

sum(log(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))) +

(b-1)*sum( ( (gamma(alpha))^a *

log(gamma(alpha)) -
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(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T)) )/

( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a))+

b*(n-r)* ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T)) )/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a)

c2 = r/b - a*n*log(gamma(alpha)) + sum(log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a )) +

(n-r)*log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a )

c3 = r*log(lambda) - digamma(alpha)*a*b*n +

sum(log(xsort[[1]])) + (b-1)*sum( (a*gamma(alpha)*

digamma(alpha)*(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a ) ) +

b*(n-r)*(a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a )

c4 = (r*alpha)/lambda - sum(xsort[[1]]) + (a-1)*

sum( (xsort[[1]]*(lambda*xsort[[1]])^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xsort[[1]])))/

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T)) ) - (b-1)*

sum((a*xsort[[1]]*(lambda*xsort[[1]])^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xsort[[1]]))*

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a)) -

b*(n-r)*(a*censor*(lambda*censor)^(alpha-1)*

exp(-(lambda*censor))*

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^(a-1))/
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((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit = optim(par = c(.81,1.12,.6,1.2), loglik, gr = gradi,

method = "BFGS", hessian =TRUE,control=list(fnscale=-1))

fit

fit$par

se.par = sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))

se.par

#### Repeat###############################################################

eval.fit <- function(rep){

thetafinal = matrix(c(.81,1.12,.6,1.2), nrow=4,ncol=simnum)

setheta = matrix(c(.81,1.12,.6,1.2), nrow=4, ncol=simnum)

for (i in 1:rep){

xsort = gen.data(n=n, r=r,censor=censor,a=a, b=b,alpha=alpha ,lambda=lambda)

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) +

r*(log(a)+log(b)+alpha*log(lambda))-

n*a*b*log(gamma(alpha))+

(alpha-1)*sum(log(xsort[[1]])) - lambda*sum(xsort[[1]])+

(a-1)*sum(log(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T)))+

(b-1)*sum(log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a))+

b*(n-r)*log((gamma(alpha))^a-
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(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a)

return(ll)

}

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha=theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + b*n*log(gamma(alpha)) +

sum(log(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))) +

(b-1)*sum( ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T)))/

( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a)) +

b*(n-r)* ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T)) )/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a)

c2 = r/b - a*n*log(gamma(alpha)) + sum(log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a )) +

(n-r)*log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a )

c3 = r*log(lambda) - digamma(alpha)*a*b*n +

sum(log(xsort[[1]])) + (b-1)*

sum( (a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a ) ) +
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b*(n-r)*(a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a )

c4 = (r*alpha)/lambda - sum(xsort[[1]]) + (a-1)*sum( (xsort[[1]]*

(lambda*xsort[[1]])^(alpha-1)*exp(-(lambda*xsort[[1]])))/

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T)) ) - (b-1)*

sum((a*xsort[[1]]*

(lambda*xsort[[1]])^(alpha-1)*exp(-(lambda*xsort[[1]]))*

(Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xsort[[1]],lower=T))^a)) -

b*(n-r)*(a*censor*(lambda*censor)^(alpha-1)*exp(-(lambda*censor))*

(Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*censor,lower=T))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit = optim(par = c(.81,1.12,.6,1.2), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

se.par = sqrt(diag(solve(fit$hessian)))

thetafinal[,i] = fit$par

setheta[,i] = se.par

i=i

cat("i=",i, "\n")

}

return(list(thetafinal, setheta))

}

res = eval.fit(rep = simnum)

## Estimations, bias, and MSE

estimate = apply(res[[1]], 1, mean)
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bias = estimate - real.par

diff = (res[[1]]-real.par)^2

MSE = sqrt(apply(diff, 1, mean))

SE = apply(res[[2]],1, function(x) mean(na.omit(x)))

## Coverage by asymptotic normal distribution: nominal level is 0.95

CIu = res[[1]]+1.96*res[[2]]

CIl = res[[1]]-1.96*res[[2]]

coveru = CIu - matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum)

coverl = matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum) - CIl

cover.a = sum(as.numeric(coveru[1,] > 0 & coverl[1,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][1,]!="NaN")

cover.b = sum(as.numeric(coveru[2,] > 0 & coverl[2,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][2,]!="NaN")

cover.alpha = sum(as.numeric(coveru[3,] > 0 & coverl[3,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][3,]!="NaN")

cover.lambda = sum(as.numeric(coveru[4,] > 0 & coverl[4,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][4,]!="NaN")

cover.a

cover.b

cover.alpha

cover.lambda

estimate

SE

MSE

CIu=CIl=c(NA,NA,NA,NA)

real.par=c(a,b,alpha,lambda)

for(j in 1:4){

CIu[j]=estimate[j]+1.96*SE[j]

CIl[j]=estimate[j]-1.96*SE[j]

}

CIu

CIl
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دو: نوع

library(MASS)

library(AdequacyModel)

library(Newdistns)

rm(list=ls())

set.seed(2345)

n = 155

b = 1.19

alpha = 1.6

lambda = 1.11

a = 1.32

r = 26

real.par = c(a,b,alpha, lambda)

simnum = 1000

gen.data <- function(n, r,a, b,alpha, lambda){

x <- matrix(rep(1,n), nrow=1, ncol=n)

xcensor <- matrix(rep(1,r), nrow=1, ncol=r)

x <- rkumg(n,"weibull" ,shape=alpha)

xcensor <- sort(x)[1:r]

return(xcensor)

}

xcensor = gen.data(n=n, r=r,a=a, b=b,

alpha=alpha, lambda=lambda)

xcensor[r]

#####################################################################

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]
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b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) + r*(log(a)+log(b)+

log(alpha)+(alpha*log(lambda))) +

sum((alpha-1)*log(xcensor)) -

sum((lambda*xcensor)^alpha) + (a-1)*

sum(log(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))) +

(b-1)*sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) +

b*(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)

return(ll)

}

####

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + sum(log(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha)) -

(b-1)*sum((1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a *

log(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) -

b*(n-r)*(((1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)*

log(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)

c2 = r/b + sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) +
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(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)

c3 = r/alpha + log(lambda) + sum(log(xcensor) -

sum((lambda*xcensor)^alpha*log(lambda*xcensor))+

(a-1)*sum(((lambda*xcensor)^alpha*exp(-(lambda*xcensor)^alpha)*

log(lambda*xcensor))/(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))) -

(b-1)*sum((a*(lambda*xcensor)^alpha*exp(-(lambda*xcensor)^alpha)*

log(lambda*xcensor)*(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) - b*(n-r)*

((a*(lambda*xcensor[r])^alpha*exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha)*

log(lambda*(xcensor[r]))*(1-exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^(a-1))/

(1 - (1 - exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^a)))

c4 = ((alpha*r)/lambda) - sum(alpha*((xcensor)^alpha)*lambda^(alpha-1)) +

(a-1)*sum((alpha*((xcensor)^alpha)*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))/

(1-exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))) - (b-1)*

sum((a*alpha*((xcensor)^alpha)*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*(xcensor))^alpha)-

(1-exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))^a)) - b*(n-r)*

(a*alpha*((xcensor[r])^alpha)*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha)-

(1-exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit = optim(par = c(1.32,1.19,1.6,1.11), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

fit

fit$par

se.par = sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))
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se.par

########################

###Repeat####

eval.fit <- function(rep){

thetafinal = matrix(c(1.32,1.19,1.6,1.11), nrow=4,ncol=simnum)

setheta = matrix(c(1.32,1.19,1.6,1.11), nrow=4, ncol=simnum)

for (i in 1:rep){

xcensor = gen.data(n=n, r=r,a=a, b=b,alpha=alpha, lambda=lambda)

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) + r*(log(a)+log(b)+

log(alpha)+(alpha*log(lambda))) + sum((alpha-1)*log(xcensor)) -

sum((lambda*xcensor)^alpha) + (a-1)*

sum(log(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))) +

(b-1)*sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) +

b*(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)

return(ll)

}

####

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]
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lambda = theta[4]

c1 = r/a + sum(log(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha)) -

(b-1)*sum((1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a *

log(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) -

b*(n-r)*(((1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)*

log(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha)))/

(1-(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)

c2 = r/b + sum(log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) +

(n-r)*log(1-(1-exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha))^a)

c3 = r/alpha + log(lambda) + sum(log(xcensor) -

sum((lambda*xcensor)^alpha*log(lambda*xcensor))+

(a-1)*sum(((lambda*xcensor)^alpha*

exp(-(lambda*xcensor)^alpha)*log(lambda*xcensor))/

(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))) - (b-1)*

sum((a*(lambda*xcensor)^alpha*exp(-(lambda*xcensor)^alpha)*

log(lambda*xcensor)*(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*xcensor)^alpha))^a)) - b*(n-r)*

((a*(lambda*xcensor[r])^alpha*exp(-(lambda*xcensor[r])^alpha)*

log(lambda*(xcensor[r]))*(1-exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^(a-1))/

(1 - (1 - exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^a)))

c4 = ((alpha*r)/lambda) - sum(alpha*((xcensor)^alpha)*lambda^(alpha-1)) +

(a-1)*sum((alpha*((xcensor)^alpha)*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))/

(1-exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))) - (b-1)*

sum((a*alpha*((xcensor)^alpha)*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*(xcensor))^alpha)-

(1-exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*(xcensor))^alpha))^a)) - b*(n-r)*

(a*alpha*((xcensor[r])^alpha)*lambda^(alpha-1)*

exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha)-

(1-exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^(a-1))/

(1-(1-exp(-(lambda*(xcensor[r]))^alpha))^a)
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return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit = optim(par = c(1.32,1.19,1.6,1.11), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

se.par = sqrt(diag(solve(fit$hessian)))

thetafinal[,i] = fit$par

setheta[,i] = se.par

i=i

cat("i=",i, "\n")

}

return(list(thetafinal, setheta))

}

res = eval.fit(rep = simnum)

## Estimations, bias, and MSE

estimate = apply(res[[1]], 1, mean)

bias = estimate - real.par

diff = (res[[1]]-real.par)^2

MSE = sqrt(apply(diff, 1, mean))

SE = apply(res[[2]],1, function(x) mean(na.omit(x)))

## Coverage by asymptotic normal distribution: nominal level is 0.95

CIu = res[[1]]+1.96*res[[2]]

CIl = res[[1]]-1.96*res[[2]]

coveru = CIu - matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum)

coverl = matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum) - CIl

cover.a = sum(as.numeric(coveru[1,] > 0 & coverl[1,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][1,]!="NaN")

cover.b = sum(as.numeric(coveru[2,] > 0 & coverl[2,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][2,]!="NaN")
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cover.alpha = sum(as.numeric(coveru[3,] > 0 & coverl[3,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][3,]!="NaN")

cover.lambda = sum(as.numeric(coveru[4,] > 0 & coverl[4,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][4,]!="NaN")

cover.a

cover.b

cover.alpha

cover.lambda

estimate

SE

MSE

CIu=CIl=c(NA,NA,NA,NA)

real.par=c(a,b,alpha,lambda)

for(j in 1:4){

CIu[j]=estimate[j]+1.96*SE[j]

CIl[j]=estimate[j]-1.96*SE[j]

}

CIu

CIl

شده سانسور داده های از استفاده با گاما کوماراسوامͬ توزیع شبیه سازی به مربوط کد .۴
دو: نوع

library(MASS)

library(AdequacyModel)

library(Newdistns)

library(zipfR)

rm(list=ls())

set.seed(10)

n = 50

a = 1.09

b = .97

alpha = 1.14

lambda = 1.13
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r = 46

real.par = c(a,b,alpha, lambda)

simnum = 1100

gen.data <- function(n, r,a, b,alpha, lambda){

x <- matrix(rep(1,n), nrow=1, ncol=n)

xcensor <- matrix(rep(1,r), nrow=1, ncol=r)

x <- rkumg(n,"gamma",a=1,b=1,shape=alpha)

xcensor <- sort(x)[1:r]

return(xcensor)

}

xcensor = gen.data(n=n, r=r,a=a, b=b,

alpha=alpha, lambda=lambda)

xcensor[r]

#############################################

loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) + r*(log(a)+log(b)+

alpha*log(lambda))-n*a*b*log(gamma(alpha))+

(alpha-1)*sum(log(xcensor)) - lambda*sum(xcensor)+

(a-1)*sum(log(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T)))+

(b-1)*sum(log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a))+

b*(n-r)*log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a)
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return(ll)

}

####

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + b*n*log(gamma(alpha)) +

sum(log(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))) +

(b-1)*sum( ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T)) )/

( (gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a)) +

b*(n-r)* ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T)) )/

((gamma(alpha))^a -(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a)

c2 = r/b - a*n*log(gamma(alpha)) + sum(log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a )) +

(n-r)*log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a )

c3 = r*log(lambda) - digamma(alpha)*a*b*n +

sum(log(xcensor)) + (b-1)*sum( (a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*

(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a ) ) +

b*(n-r)*(a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*(gamma(alpha))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a )
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c4 = (r*alpha)/lambda - sum(xcensor) + (a-1)*

sum((xcensor*(lambda*xcensor)^(alpha-1)*exp(-(lambda*xcensor)))/

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T)) ) - (b-1)*

sum((a*xcensor*(lambda*xcensor)^(alpha-1)*exp(-(lambda*xcensor))*

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a)) -

b*(n-r)*(a*xcensor[r]*(lambda*xcensor[r])^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xcensor[r]))*

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}

fit = optim(par = c(1.08,.97,.9,1.03), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

fit = optim(par = c(1.09,.92,1.14,1.13), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

fit

fit$par

se.par = sqrt(diag(solve(-fit$hessian)))

se.par

########################

###Repeat####

eval.fit <- function(rep){

thetafinal = matrix(c(1.09,.97,1.14,1.13), nrow=4,ncol=simnum)

setheta = matrix(c(1.09,.97,1.14,1.13), nrow=4, ncol=simnum)

for (i in 1:rep){

xcensor = gen.data(n=n, r=r,a=a, b=b,alpha=alpha, lambda=lambda)



٩٣
loglik = function(theta){

ll = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

ll = log(factorial(n)/factorial(n-r)) +

r*(log(a)+log(b)+alpha*log(lambda))-n*a*b*log(gamma(alpha))+

(alpha-1)*sum(log(xcensor)) - lambda*sum(xcensor)+

(a-1)*sum(log(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T)))+

(b-1)*sum(log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a))+

b*(n-r)*log((gamma(alpha))^a-

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a)

return(ll)

}

####

gradi = function(theta){

c1 = c2 = c3 = c4 = c(rep(NA,1))

a = theta[1]

b = theta[2]

alpha = theta[3]

lambda = theta[4]

c1 = r/a + b*n*log(gamma(alpha)) +

sum(log(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))) +

(b-1)*sum( ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T)) )/
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( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a )) +

b*(n-r)* ( (gamma(alpha))^a * log(gamma(alpha)) -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a *

log(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T)) )/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a)

c2 = r/b - a*n*log(gamma(alpha)) + sum(log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a )) +

(n-r)*log( (gamma(alpha))^a -

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a )

c3 = r*log(lambda) - digamma(alpha)*a*b*n +

sum(log(xcensor)) + (b-1)*sum((a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*

(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a)) +

b*(n-r)*(a*gamma(alpha)*digamma(alpha)*(gamma(alpha))^(a-1))/

( (gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a )

c4 = (r*alpha)/lambda - sum(xcensor) + (a-1)*

sum( (xcensor*(lambda*xcensor)^(alpha-1)*exp(-(lambda*xcensor)))/

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T)) ) - (b-1)*

sum((a*xcensor*(lambda*xcensor)^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xcensor))*

(Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor,lower=T))^a)) -

b*(n-r)*(a*xcensor[r]*(lambda*xcensor[r])^(alpha-1)*

exp(-(lambda*xcensor[r]))*

(Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^(a-1))/

((gamma(alpha))^a - (Igamma(alpha,lambda*xcensor[r],lower=T))^a)

return(c(c1,c2,c3,c4))

}
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fit = optim(par = c(1.09,.97,1.14,1.13), loglik, gr = gradi, method = "BFGS",

hessian = TRUE,control=list(fnscale=-1))

se.par = sqrt(diag(solve(fit$hessian)))

thetafinal[,i] = fit$par

setheta[,i] = se.par

i=i

cat("i=",i, "\n")

}

return(list(thetafinal, setheta))

}

res = eval.fit(rep = simnum)

## Estimations, bias, and MSE

estimate = apply(res[[1]], 1, mean)

bias = estimate - real.par

diff = (res[[1]]-real.par)^2

MSE = sqrt(apply(diff, 1, mean))

SE = apply(res[[2]],1, function(x) mean(na.omit(x)))

## Coverage by asymptotic normal distribution: nominal level is 0.95

CIu = res[[1]]+1.96*res[[2]]

CIl = res[[1]]-1.96*res[[2]]

coveru = CIu - matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum)

coverl = matrix(real.par, nrow=4, ncol = simnum) - CIl

cover.a = sum(as.numeric(coveru[1,] > 0 & coverl[1,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][1,]!="NaN")

cover.b = sum(as.numeric(coveru[2,] > 0 & coverl[2,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][2,]!="NaN")

cover.alpha = sum(as.numeric(coveru[3,] > 0 & coverl[3,] >0),

na.rm = T)/sum(res[[2]][3,]!="NaN")

cover.lambda = sum(as.numeric(coveru[4,] > 0 & coverl[4,] >0),
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na.rm = T)/sum(res[[2]][4,]!="NaN")

cover.a

cover.b

cover.alpha

cover.lambda

estimate

SE

MSE

CIu=CIl=c(NA,NA,NA,NA)

real.par=c(a,b,alpha,lambda)

for(j in 1:4){

CIu[j]=estimate[j]+1.96*SE[j]

CIl[j]=estimate[j]-1.96*SE[j]

}

CIu

CIl
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Abstract

Kumaraswamy presented a probability density property for randomized two-side processes. For
the first time, based on this distribution, a new family of generalized distributions was created.
Some special distributions, such as theKumaraswamyGamma, KumaraswamyNormal, Kumaraswamy
Weibull, etc, are discussed in the new family and we have obtained the moments and order statis-
tics of these distributions.
we have used The Maximum Likelihood Method for Estimating Generalized Distributions of Ku-
maraswamy and a simulation study for Type 1 censored data and Type II censored data, and for
each censor, we estimate the parameters, the mean of second error, the approximate confidence
interval, and the coverage rate. We also have examined parameters performance with pre-fixed
values.

The Keywords: kumaraswamy generalized distribution, Type I censor, Type II censor, Maxi-
mum Likelihood Estimation, Gamma Distribution, Weibull Distribution and confidence interval.
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