




ریاضͬ علوم دانش΄ده
عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه
دیفرانسیل معادلات از رده ای تکنی΁حل از استفاده با کسری

شب΄ه آموزش بر مبتنͬ مصنوعͬبهینه سازی عصبی
ش΄ری الهام نگارنده:

راهنما استاد
قوتمند مهدی دکتر

مشاور استاد
طهرانͬ احسنͬ حجت دکتر
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ওواॹعൎ࣓م
تردید بی گشوده تو حمد به زبان کس هر که ͬ کنم... م جاری زبان بر را نام زیبا ترین
گشایم. لب ثنایت در ͬ پسندی م خود که کن جاری آن قلبم بر پس افتاده. او بر تو نگاه
گر نیفتد، فرو بندگͬ قامت بر سر نجوشد، هدایت سر چشمه نگنجد، معرفت وادی در
وتنها شود شمرده ΁کوچ کردی، یاد قسم آن به و خواندی مقدسش که را گنجینه ای
را علم تو ماند. باقͬ زندگͬ صفحات برگ برگ بر آن از شده ای ΁خش جوهر خاطره ی
آن بر مقدم را تزکیه و نماید راه را مسیر که راه بیغوله در فانوسͬ و دادی قرار روشنͬ
به را انسان وجودی گوهر هم معیت در تعلیم و تزکیه که باشد نگاهبانش تا دانستͬ
نظر نمایاند، رخ حقیقت که جاست آن زند. کنار واقعیات از پرده و کند منور تو نور

یابد. معنا آدمͬ که آنجاست آری شود رنگین دانش گنجینه های خوان و افتد فراتر
زشتͬ اگر گردیده، مدفون غفلت و فراموشͬ تل خروار ها زیر تو با وعده هایم اگر من
توبه مقام در که است آن از خش΁  تر چشمانم و ͬ کند م جلوه گری زیبا نظرم در طغیان
بر ͽطم چشم الهͬ بار نسیان...اما و است جهل سر از بدان شود، جاری آن بر اش΄ͬ
ͬ طلبم، م را معرفتت باران ترنم ضلالت، ظلمت از رهایی تمنای در و دوخته ام رحمتت
کند. روشن را چشمانم آن انعکاس و برویاند وجودم در را حقیقت جوانه ها ی آنکه امید
آن ”هر که ͬ دهم م قسم حبیبت به را تو و ͬ سایم م خاک چهره بر چهره اکنون
پسندیده تا فرمای اصلاحش خویش ͽواس لطف به ͬ بینͬ م من در که ناپسند خصلت
را جانم که نقص آن هر و گیر باز من از بیالاید فساد به را نفسم که عیب آن هر و شود

فرمای”. برطرفش دارد باز کمال از

ঈوหه... ख़جال و ا॥ت ඪ༚ر زبان
ম࡜وان...! قൎ࣍م ৗ ฬو૛তه ی ॽوح از را ඼ෙय़ જऩیده ऒود ৔و

ح



ণپاس ච໋اری...
یاری نیز زندگͬ از مرحله این در مرا که سپاس گزارم و شاکر را متعال و قادر خداوند
وظیفه است رسیده پایان به علمͬ دوره این متعال خداوند عنایت با که حال نمود.
پژوهش این انجام در طریقͬ به که کسانͬ به نسبت را خود قلبی تش΄ر که ͬ دانم م خود

دارم. ابراز نموده اند یاری مرا
آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه ی درآغاز
راستای در ایشان ارزنده راهنمایی های از که کنم قدر دانͬ و تش΄ر قوتمند مهدی دکتر
ایشان والای وانسانیت علم م΄تب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد

هستم.
پایان نامه این مشاوره و مطالعه زحمت که طهرانͬ احسنͬ حجت دکتر آقای جناب از

دارم. را تش΄ر کمال فرمودند تقبل را
تجلیل اند؛ و تکریم سپاس، نوع هر شایسته ی که بزرگوارم استاد از تش΄ر و تقدیر با
علمͬ ارتقا و آموزش جهت تحصیلͬ دوران طول در که ناظمͬ علیرضا دکتر آقای جناب

کشیده اند. فراوان زحمت بنده
ایشان راهنمایی های از که حسین پور سلیمان دکتر آقای از ͬ دانم م لازم همچنین

نمایم. قدر دانͬ و تش΄ر بردم بهره پایان نامه این پیشبرد طول در
عزیزم مادر و پدر مهربانͬ،  و مهر خداوند گاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان در
بهترین تحصیل ایام در که وجودشان امید بخش گرمای و سرشار عاطفه ی پاس به

بودند. من پشتیبان

ش΄ری الهام
١٣٩۶ بهمن

ط



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی ش΄ری الهام اینجانب
دیفرانسیل معادلات از رده ای حل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه
تحت ، مصنوعͬ عصبی شب΄ه آموزش بر مبتنͬ بهینه سازی ΁تکنی از استفاده با کسری

ͬ شوم: م متعهد قوتمند مهدی دکتر راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

نشده اند. ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهند چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

شده اند. رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
ش΄ری الهام
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق ساخته شده) تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
نیست. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ی





چ΄یده
تقریب برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه کاربرد با جدید روش ΁ی معرفͬ پایان نامه این هدف
چند جمله ای ها و کسری مشتقات از استفاده با کسری دیفرانسیل معادلات از رده ای جواب

ͬ باشد. م
حل در مهمͬ بسیار نقش چبیشف و لاگرانژ لژاندر، همچون ΁کلاسی چند جمله ای های
توان های دارای چند جمله ای ها این کرده اند. ایفا ΁کلاسی دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل
ͬ باشند. م کسری توان های با توابعͬ چند جمله ای ها، این از کسری مشتق ͬ باشند. م صحیح
کاهش کمͬ بسیار نرخ با خطا چند جمله ای ها، تعداد افزایش با که ͬ شود م باعث ویژگͬ این
پایه توابع از استفاده کسری حسابان به مربوط مسائل حل برای موثر روش های از ی΄ͬ یابد.
معادلات جواب تقریب برای پایان نامه این در منظور همین به است. Φn =

∑n
i=٠ cixiα به صورت

ابتدا که به طوری است شده داده قرار پایه چند جمله ای ها عصبی، شب΄ه با کسری دیفرانسیل
از ادامه در و کاپوتو‐فابریسیو کسری مشتق با پایه به عنوان ΁کلاسی چند جمله  ای های از
پایان در و است شده استفاده کاپوتو مشتق با عصبی شب΄ه پایه برای کسری چند جمله ای های

است. شده داده نشان روش کارایی عددی شبیه سازی با
چند جمله ای های کسری، دیفرانسیل معادلات مصنوعͬ، عصبی شب΄ه کلیدی: کلمات

کاپوتو‐فابریسیو. مشتق کاپوتو، مشتق کسری،

ل







مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ کسری برحسابان مروری ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان در پرکاربرد توابع ١ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتگرال و مشتق انواع ١ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . گرانوالد‐لتنی΄وف کسری انتگرال و مشتق ١ . ٣ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق ١ . ٣ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو کسری انتگرال و مشتق ١ . ٣ . ٣
١٣ . . . . . . . . . . . . کاپوتو‐فابریسیو کسری انتگرال و مشتق ۴ . ١ . ٣
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . ژومقͬ کسری انتگرال و مشتق ۵ . ١ . ٣
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۴ . ١

١٩ مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه تکامل تاریخچه ٢ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای ٢ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . ͬ کنیم؟ م استفاده عصبی شب΄ه های از چرا ٢ . ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ٢ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ٢ . ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشخور عصبی شب΄ه های ۴ . ٢ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ عصبی شب΄ه های ۵ . ٢ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی فعال توابع ٢ . ٣

٣٣ کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١

س



مطالب فهرست ع
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فابریسیو کاپوتو‐ کسری مشتق ٣ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله ای  های ٣ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چند جمله ای های خواص ٣ . ٣ . ١
٣٩ . . . . مصنوعͬ عصبی شب΄ه ΁کم به کسری دیفرانسیل معادلات حل ۴ . ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی جواب محاسبه ١ . ۴ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش سازی پیاده ۵ . ٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۶ . ٣

۴٩ کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۵٠ . . . . . . . کسری چند جمله  ای های از استفاده با کسری معادلات حل ٢ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لاگرانژ چند جمله ای های ٢ . ١ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه لژاندر چند جمله ای های ٢ . ٢ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه چبیشف چند جمله ای های ٢ . ٣ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو کسری مشتق ٣ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش سازی پیاده ۴ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۵ . ۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و گیری نتیجه ۶ . ۴

۶۵ ͽمراج
٧١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٧٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع ١ . ١ نمودار
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ١, ١٫۵,٢,۵ برای میتاگ‐لفلر تابع ١ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون ΁ی ساختار ٢ . ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون ΁ی ریاضͬ مدل ٢ . ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون ΁ی ساختار و ریاضͬ مدل ٢ . ٣
٢۶ . . . . . . . . خروجͬ لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون ΁ی ساختار ۴ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢ . ٢ . ١) مثال عصبی شب΄ه ۵ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . (پرسپترون) مصنوعͬ عصبی شب΄ه ساختار ۶ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندلایه پرسپترون ٢ . ٧
٢٩ . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ عصبی شب΄ه و فید فوروارد عصبی شب΄ه ٢ . ٨
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پله ای تابع ٢ . ٩
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوقطبی پله ای تابع ٢ . ١٠
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سی·موئید تابع ٢ . ١١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبی سی·موئید تابع ٢ . ١٢

بازه در α = ٠٫۶۶ با کاپوتو‐فابریسیو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی ٣ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [−٨,٢۵]
٣۵ . . [−٨,٢۵] بازه در α = ٠٫۶۶ با کاپوتو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی ٣ . ٢

بازه در α = ٠٫١ با کاپوتو‐فابریسیو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی ٣ . ٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [−٨,۵٠]
٣۶ . . . [−٨,۵٠] بازه در α = ٠٫١ با کاپوتو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی ۴ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر جمله ای های چند ۵ . ٣
۴٢ . . . . . لژاندر و تیلور چند جمله ای با تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار ۶ . ٣
۴٣ . . . . . . . . . پایه تیلور با دقیق جواب و تقریبی جواب خطای نمودار ٣ . ٧
۴٣ . . . . . . . . . پایه لژاندر با دقیق جواب و تقریبی جواب خطای نمودار ٣ . ٨
۴۴ . . . . . لژاندر و تیلور چند جمله ای با تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار ٣ . ٩

ف



تصاویر فهرست ص
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١ فصل
کسری برحسابان مروری

مقدمه ١ . ١
حسابان تولد زمان از اگرچه ͬ پردازیم. م کسری حسابان از تاریخچه ای بیان به بخش این در
ناتوانͬ دلیل به کسری حسابان مورد در اگرها و اما امروزه ͬ گذرد م سال سیصد حدود کسری
صنعت در موضوع این بر مبتنͬ تولیداتͬ که هنگامͬ آینده در است. مفاهیم این درک از ما
تاریخچه ای مرور از بعد فصل این در داشت. خواهیم آن مفاهیم از تری ͹واض تصویر یابد، رواج
بعد فصل ها ی در ͬ  پردازیم. م کسری انتگرال و مشتق مختلف تعاریف بیان به کسری حسابان از
دیفرانسیل معادلات حل برای کسری مشتق با عصبی شب΄ه های کاربرد و عصبی شب΄ه معرفͬ
و قضایا که ͬ دهد م ما به را ایده این فصل این در شده ارائه مطالب ͬ دهیم. م ارائه را کسری
صحیح مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب همانند کسری حسابان مورد در شده ارائه تعاریف

است. دشوار اندازه ΁ی به
در است. کرده معرفͬ nام صحیح مرتبه مشتق برای را dny

dxn
نماد لایپنیتس١ بار اولین

١۶٩۵ سال در هوپیتال٢ به لایپنیتس نامۀ در ͬ توان م را اشارات اولین کسری، مشتق با رابطه
توسعه صحیح مرتبه از دیفرانسیلͬ عمل·ر برای را زیر قاعدۀ لاگرانژ٣ ١٧٧٢ سال در کرد. پیدا

١Leibniz
٢L.Hopital
٣J.L.Lagrange

١



کسری برحسابان مروری ٢
داد:

dm

dxm
dn

dxn
=

dm+n

dxm+n
.

عنوان به را گاما تابع بار اولین برای و کرد کار اعداد تصاعد روی ١٧٨٣ سال در اویلر۴
کرد. معرفͬ فاکتوریل تعمیم

توابع، این برگردد. ١٨١٢ سال در لاپلاس۵ خاص توابع به کسری مشتق تعریف اولین شاید
در بار اولین برای ۶΁لاکرویس ١٨١٩ سال در آن از بعد بودند. ∫ T (x)t−xdx انتگرالͬ به صورت
چند جمله ای تابع ΁ی از دلخواه مرتبه مشتق از خود، صفحه ای ٧٠٠ کتاب از صفحه ٢ قالب
m آن در که باشد y = xm به صورت تابع که کرد فرض او آورد. میان به سخن صحیح درجه از

کرد: تعریف زیر به صورت را nام مرتبه مشتق لاکروی΄س است. صحیح عدد ΁ی
dmy

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n.

نوشت: ͬ توان م زیر به صورت گاما تابع حسب بر را آن که
dmy

dxn
=

Γ(m+ ١)
Γ(m− n+ ١)xm−n, m ≥ n.

ارائه زیر صورت به فوریه٧ توسط کسری عمل·ر کاربردی تعاریف از دی·ر ی΄ͬ ١٨٢٢ سال در
شد:

dif(x)

dxi
=

١
٢π
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(α)picos(p(x− α) +

iπ

٢ )dpdα,

هر برای کسری مشتق مناسبِ تعریف اولین این باشد. ͬ تواند م منفͬ هم و مثبت هم i که
نبود، شده شناخته کسری انتگرال یا و مشتق از کاربردی زمان آن تا بود. تعریف خوش تابع
همزمانͬ خم مسئله از آمده به دست انتگرالͬ معادله حل به جدید ابزار این از استفاده با آبل اما
که مسئله این برداشت. کسری حسابان کاربرد های بیان جهت در اساسͬ گامͬ و پرداخت
به ͬ باشد م (x, y) صفحه در منحنͬ ΁ی تعیین شامل بود کرده پیدا ΁فیزی در زیادی اهمیت
گرانشͬ جاذبه تحت نقطه ترین پایین به لغزش حال در ذره رسیدن برای لازم زمانِ طوری΄ه
در آمده بدست انتگرالͬ معادله باشد. منحنͬ روی بر (x٠, y٠) شروع نقطه از مستقل زمین،

ͬ شود: م بیان زیر به صورت و یافت شهرت آبل انتگرالͬ معادله به مساله این
K(x) =

∫ x

٠
(x− t)−

١٢ f(t)dt,

(x− t)α هسته با انتگرالͬ معادلات کلͬ حالت آن، از پس آبل است. ثابت مقداری K درآن که
که شد آن به منجر کسری حسابان در آبل بزرگ بسیار شاه΄ار این داد. قرار مطالعه مورد را

نشود. صفر لزوما ثابت ΁ی از کسری مشتق
۴L.Euler
۵P.S.Laplace
۶S.F.Lacroix
٧J.B.J.Fourier



٣ کسری حسابان در پرکاربرد توابع
درسال داد. انجام کسری حسابان در لیوویل٨ را وسیعͬ مطالعات ١٨٣٢ سال در آبل، از بعد
ازمرتبه کسری انتگرال تعریف او داد. انجام تیلور سری تعمیم روی را تحقیقاتͬ ریمن٩ ١٨۴٧

کرد: پیشنهاد زیر به صورت را f(x) مفروض تابع از α
D−αf(x) =

١
Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−١f(t)dt+ ψ(x). (١ . ١)

ψ(x) تابع بدون (١ . ١) رابطه امروزه است. انتگرال پایین حد در ابهام علت به ψ(x) تابع وجود
گرفته نام ریمن‐لیوویل کسری انتگرال که است، کسری گیری انتگرال از تعریف رایج ترین
تعمیم و تعریف زمینه در را تلاشهایی ریس١٢ و ١١ واتانابه مارچاد١٠، بیستم قرن اوایل در است.
کسری حسابان از مختلفͬ کاربردهای پیدایش و زمان گذشت با دادند. انجام کسری حسابان
شد. بیان بودند فیزی΄ͬ مدل های با متناسب که کسری انتگرال و مشتق از متعددی تعاریف
١٩٧۴ سال در کنفرانس اولین که کرد پیدا رشد حدی تا کسری حسابان بیستم قرن نیمه تا

شد. برگزار کسری حسابان کاربردهای و نظریات به مربوط فقط

کسری حسابان در پرکاربرد توابع ١ . ٢
بسیار نقش که میتاگ‐لفلر١٣ تابع و بتا گاما، تابع جمله از خاص توابع معرفͬ به بخش این در

.[۴۵] ͬ پردازیم م دارند، کسری حسابان در را مهمͬ

گاما تابع
ͬ شود  : م تعریف زیر به صورت گاما تابع

Γ(z) =

∫ ∞

٠ e−ttz−١dt, Re(z) > ٠.
از عبارتند آن خواص از برخͬ که

Γ(z + ١) = zΓ(z), z ∈ C\{٣−,٢−,١−,٠, . . .} (١
داریم جزء به جزء گیری انتگرال روش از استفاده با زیرا

Γ(z + ١) =
∫ ∞

٠ e−ttzdt = lim
t→∞

[−e−ttz]t=٠ + z

∫ ∞

٠ e−ttz−١dt = zΓ(z).

٨Liouville
٩Riemann

١٠Marchaud
١١Watanabe
١٢Riesz
١٣Mittag-Leffler
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داشت خواهیم n = ١,٢,٣, . . . برای و Γ(١) = ١ وضوح به

Γ(٢) = ١ × Γ(١) = ١,
Γ(٣) = ٢ × Γ(٢) = ٢ × ١! = ٢!,
Γ(۴) = ٣ × Γ(٣) = ٣ × ٢! = ٣!.
...
Γ(n+ ١) = nΓ(n) = n(n− ١)! = n!.

Γ(n+ ١) = n! که گیریم مͬ نتیجه روشنͬ به
گرفت. نظر در فاکتوریل مفهوم تعمیم را گاما تابع توان مͬ که جاست این از

داد نشان ͬ توان م راحتͬ به اول خاصیت از استفاده با (٢
Γ(z) =

Γ(z +m)

z(z + ١) · · · (z +m− ١) ,
−m < Re(z) < −m+ ١, m ∈ Z+, z ̸= {٢−,١−,٠, . . .}.

ͬ باشد: م زیر به صورت گاما تابع حدی تعریف (٣
Γ(z) = lim

n→∞

n!nz

z(z + ١) · · · (z + n)
, Re(z) > ٠.

نمایید. مشاهده را گاما تابع نمودار ͬ توانید م ١ . ١ ش΄ل در

     
گاما تابع ١ . ١: نمودار ش΄ل

   
  



۵ کسری حسابان در پرکاربرد توابع

بتا تابع
تابع کرد. استفاده گاما توابع از مشخصͬ ترکیب جای به بتا تابع از است بهتر موارد بعضͬ در

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت بتا
β(z, w) =

∫ ١
٠ tz−١)١ − t)w−١dt , (Re(z) > ٠, Re(w) > ٠).

ͬ باشد: م زیر به صورت گاما تابع و بتا تابع بین رابطه [۴۵] .١ . ٢ . ١ لم
β(z, w) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w ∈ C.

که ͬ کنیم م استفاده لاپلاس تبدیل از گاما و بتا تابع بین رابطه آوردن بدست برای برهان.
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

hz,w(t) =

∫ t

٠
τ z−١(t− τ)w−١ dτ.

با .hz,w(١) = β(z, w) و ͬ باشد م tw−١ و tz−١ توابع از کانولوشن ΁ی hz,w(t) که است ͹واض
است، تابع دو آن لاپلاس تبدیل حاصل ضرب برابر تابع دو کانولوشن لاپلاس اینکه به توجه

داریم
Hz,w(s) =

Γ(z)

sz
Γ(w)

sw
=

Γ(z)Γ(w)

sz+w
,

ثابت ΁ی Γ(z)Γ(w) چون دی·ر به عبارت است. hz,w(t) تابع لاپلاس تبدیل Hz,w(s) آن در که
بدست دوباره فوق رابطه طریق از لاپلاس تبدیل معکوس گرفتن با را hz,w(t) ͬ توان م است

داشت خواهیم بنابراین آورد،
hz,w(t) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−١

داریم t = ١ دادن قرار با و
β(z, w) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

میتاگ‐لفلر تابع
تعمیم ͬ کند. م ایفا مهمͬ نقش معمولͬ دیفرانسیل معادلات نظریه در ez نمائͬ تابع ͬ دانیم م

:[۴١] ͬ  شود م داده نمایش زیر به صورت آن پارامتری ΁ی
Eα(t) =

∞∑
k=٠

tk

Γ(١ + kα)
, α ≥ ٠.

[۴٢] میتاگ‐لفلر تابع و گرفت قرار مطالعه مورد و تعریف میتاگ‐لفلر جͬ.ام توسط تابع این
ͬ شود. م نامیده

شده است. داده نمایش α = ١, ١٫۵,٢,۵ برای میتاگ‐لفلر تابع ١ . ٢ ش΄ل در



کسری برحسابان مروری ۶

     
α = ١, ١٫۵,٢,۵ برای میتاگ‐لفلر تابع :١ . ٢ ش΄ل

   

اولین را دارد ویژه ای اهمیت کسری حساب در که میتاگ‐لفلر نوع از پارامتری دو تابع   
کرد: معرفͬ زیر به صورت [٣] آگراوال١۴ بار

Eα,β(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α > ٠, β > ٠).

داشت خواهیم β = ١ و α = ١ کنیم فرض چنان چه فوق تعریف نمادهای با

E١,١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ١) =
∞∑
k=٠

zk

k!
= ez.

آورد: به دست را زیر روابط ͬ توان م ترتیب همین به
E١,٢(z) =

ez − ١
z

,

E٢,١(z) = cosh(
√
z),

E٢,٢(z) =
sin(

√
z)√
z

.

΁ی تابع باشد، β = ١ میتاگ‐لفلر پارامتری دو تابع در اگر که ͬ کنیم م اشاره هم چنین
ͬ آید: م به دست زیر به صورت میتاگ‐لفلر پارامتری

Eα,١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) ∼= Eα(z).

١۴Agrawal



٧ کسری حسابان در پرکاربرد توابع
میتاگ‐ تابع از انتگرال گیری و مجموع یابی به وابسته میتاگ‐لفلر تابع از دی·ری فرمول های

ͬ کنیم: م ارائه زیر به صورت را (α پارامتر ΁ی (دارای معمولͬ لفلر

Eα(z) =
١
p

p−١∑
h=٠

Eα
p

(
z

١
p e

izπ h
p
)
, p ∈ N,

Eα(z) =
١
٢
[
Eα٢ (+z

١٢ ) + Eα٢ (−z
١٢ )
]
.

هم چنین ∫و ∞

٠
e

−x٢
(۴t) Eα(x

α) dx =
√
πt, tEα٢ (t

α٢ ) > ٠,∫ ∞

٠ e−uEα(u
αz) du =

١
١ − z

, α > ٠.
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت میتاگ‐لفلر متغیره چند تابع

E (α١, · · · , αn)β
(
z١, · · · , zn+١

)

=

∞∑
k=٠

∑
l١+···+ln+١=k

lj≥٠

(
k; l١ + · · ·+ ln+١

)


Πn+١
j=١ z

lj
j

Γ

(
β +

n+١∑
j=١

βjlj

)
 .

محاسبه برای ،f(t) و g(t) تابع دو برای نیتز لایب قاعده لایپ نیتز). قاعده ) .١ . ٢ . ١ تعریف
ͬ شود: م بیان زیر به صورت تابع دو این حاصل ضرب nام مشتق

dn

dtn
(g(t)f(t)) =

n∑
k=٠

(
n

k

)
g(k)(t)f (n−k)(t).

انتگرال از بخواهیم اگر .( انتگرال از مشتق گیری برای نیتز لایب (قانون .١ . ٢ . ٢ تعریف
داریم نیتز لایب قانون به توجه با ب·یریم مشتق x به نسبت ∫ h(x)

f(x) G(x, t) dt

d

dx

∫ h(x)

f(x)
G (x, t) dt = G (x, h(x))

dh(x)

dx
−G (x, f(x))

df(x)

dx
+

∫ h(x)

f(x)

∂G(x, t)

∂x
dt,

مستطیل شامل D که به طوری ͬ باشند م D دامنه در پیوسته توابعͬ ∂G(x,t)
∂x و G(x, t) آن در که

توابعͬ f(t) و g(t) طرفͬ از ͬ باشد. م و R =
(
(x, t)|a ≤ x ≤ b, t٠ ≤ t ≤ t١

) به صورت ،R
ͬ باشند. م پیوسته مشتق دارای که هستند

فرم به گانه n انتگرال کوشͬ فرمول گانه). n انتگرال برای کوشͬ فرمول ) .١ . ٢ . ٣ تعریف
است: ∫زیر x

a
dx١

∫ x١

a
dx٢ · · ·

∫ xn−١

a
f(t) dt =

١
(n− ١)!

∫ x

a
(x− t)n−١f(t) dt.
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کسری انتگرال و مشتق انواع ١ . ٣
انتگرال و مشتق از مختلفͬ تعاریف کسری حسابان فراوان کاربردهای پیدایش و زمان گذشت با
گرانوالد‐لتنی΄وف١۵، کسری انتگرال و مشتق تعریف به ͬ توان م مثال برای شد. ارائه کسری
مشتق و کاپوتو‐فابریسیو١٨ مشتق کاپوتو١٧، مشتق ریمن‐لیوویل١۶، کسری انتگرال و مشتق

.[۴۵] ͬ پردازیم م ΁ی هر ͬ های ویژگ و تعاریف بیان به درادامه کرد. اشاره ژومق١٩ͬ

گرانوالد‐لتنی΄وف کسری انتگرال و مشتق ١ . ٣ . ١
مشتقات برای شده ارائه قضایای و تعاریف کردیم، اشاره فصل این ابتدای در که همانطور
در باشد پیوسته تابعͬ f کنیم فرض نیست. صحیح مرتبه مشتقات تعاریف از سخت تر کسری

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت f تابع اول مرتبه مشتق صورت این

f ′(t) = lim
h→٠

f(t)− f(t− h)

h

ͬ آید: م بدست زیر به صورت دوم مرتبه مشتق بالا تعریف ب΄ارگیری با

f ′′(t) = lim
h→٠

f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→٠
١
h

{f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− ٢h)

h

}
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ .

داشت خواهیم دهیم، ادامه طور همین را روند این اگر

f (n)(t) = lim
h→٠

١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N.

داد: تعمیم زیر به صورت را αام مرتبه کسری مشتق ͬ توان م بنابراین
G
aD

α
t f(t) = lim

h→٠
١
hα

∞∑
k=٠

(−١)k
(
α

k

)
f(t− kh), α > ٠, (١ . ٢)

مساوی یا بزرگتر صحیح عدد کوچ΄ترین ⌈α⌉ علامت .⌈α⌉ = n, nh = t − a, a ≤ t ≤ b که
این از عددی، روشهای در (١ . ٢) کسری مشتق تقریب برای کلͬ طور به ͬ شود. م تعریف α با

ͬ شود. م استفاده متناهͬ مجموع با تعریف
١۵Grunwald-Letnikov
١۶Riemann-Liouville
١٧Caputo
١٨Caputo-Fabrizio
١٩Jumari



٩ کسری انتگرال و مشتق انواع
مرتبه از گرانوالد‐لتنی΄وف کسری انتگرال ،(١ . ٢) فرمول در α و −α جا بجایی با ͬ توان م

داریم nh = t− a فرض با یعنͬ کرد. تعریف را α
G
a I

α
t f(t) = lim

h→٠h
α

n∑
k=٠

(−١)k
(
−α
k

)
f(t− kh),

= lim
h→٠

hα

Γ(α)

n∑
k=٠

Γ(k + α)

Γ(k + ١) f(t− kh), α > ٠.

ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق ١ . ٣ . ٢
فرمول طبق آنگاه باشد. پذیر انتگرال (a, t) متناهͬ بازه هر در و پیوسته f(τ) ͬ کنیم م فرض

داریم کوشͬ
f (−n)(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−١f(τ)dτ, n ∈ N.

تعریف کوشͬ فرمول از گرفتن الهام با ͬ دهد. م نشان را گیری انتگرال بار n ،D−n یا f (−n)

بیان زیر به صورت n صحیح عدد جای به α > ٠ حقیقͬ عدد جانشینͬ با ریمن‐لیوویل انتگرال
:[٣٨] ͬ شود م

aI
α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١f(τ)dτ.

نمایش را aI
α
t f(t) در کسری گیری انتگرال عمل·ر به مربوط حد دو t و a های نویس زیر

ͬ کنند. م استفاده RD−α نماد از Iα کسری انتگرال جای به کتابها از بعضͬ در ͬ دهند. م
که ͬ شود م تعریف زیر به صورت ریمن‐لیوویل کسری مشتق کسری، انتگرال از استفاده با

ͬ شود م استفاده زیاد کاربردی مسائل حل در آن از امروزه
R
aD

α
t f(t) =

R
aD

n
t

{
R
aD

−(n−α)
t f(t)

}
= R

aD
n
t

{ ١
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−١f(τ)dτ

}
(١ . ٣)

.٠ ≤ n− ١ ≤ α < n, n ∈ Z+ آن در که
فوق رابطه منظورمان کردیم، ریمن‐لیوویل مشتق تعریف به اشاره جا هر بعد به این از

داد: نشان ͬ توان م نیز زیر به صورت را (١ . ٣) رابطه لذا ͬ باشد. م
RDαf(t) = RDnIn−αf(t).

ͬ کنیم. م بیان را ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق ͬ های ویژگ از برخͬ حال

ریمن‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق عمل·ر صحیح، مرتبه مشتق گیری همانند .١ . ٣ . ١ نکته
ͬ باشد. م خطͬ

RDα(c١f١ + c٢f٢) = c١ RDαf١ + c٢ RDαf٢, c١, c٢ ∈ R.

Iα(c١f١ + c٢f٢) = c١ Iαf١ + c٢ Iαf٢, c١, c٢ ∈ R.
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داریم ریمن‐لیوویل مشتق برای صحیح مرتبه مشتقات مشابه .١ . ٣ . ٢ نکته

R
aD

n
t

(
R
aD

α
t f(t)

)
= R

aD
n+α
t f(t), n ∈ Z , α ∈ R. (۴ . ١)

دی·ر عبارت به .RaD٠
t f(t) = f(t) آنگاه باشد، پیوسته t ≥ a ازای به f(t) اگر .١ . ٣ . ٣ نکته
داشت خواهیم ریمن‐لیوویل مشتق از استفاده با آنگاه ،α = k ∈ N اگر
R
aD

α
t f(t) =

dk

dtk
(
R
aD

٠
t f(t)

)
=
dkf(t)

dtk
= f (k)(t).

ͬ باشد. م برابر k مرتبه ΁کلاسی مشتقات با kام مرتبه از ریمن‐لیوویل کسری مشتق یعنͬ
است برابر ͬ باشند م α, β > ٠ که وقتͬ دلخواه مرتبه از ریمن‐لیوویل انتگرال [۴۵] .١ . ٣ . ١ لم

با

aI
β
t (aI

α
t f(t)) = aI

β+α
t f(t). (۵ . ١)

داریم ریمن‐لیوویل انتگرال تعریف از استفاده با برهان.

aI
β
t (aI

α
t f(t)) =

١
Γ(β)

∫ t

a
(t− τ)β−١

aI
α
τ f(τ)dτ,

=
١

Γ(β)Γ(α)

∫ t

a

∫ τ

a
(t− τ)β−١(τ − ξ)α−١f(ξ)dξdτ,

=
١

Γ(β)Γ(α)

∫ t

a

∫ t

ξ
f(ξ)(t− τ)β−١(τ − ξ)α−١dτdξ,

=
١

Γ(q + p)

∫ t

a
(t− ξ)p+q−١f(ξ)dξ = aI

q+p
t f(t).

استفاده بتا تابع تعریف و τ = ξ + z(t− ξ) متغیر تغییر از t تا ξ از انتگرال محاسبه برای حال
داریم لذا کنیم، مͬ

aI
β
t (aI

α
t f(t)) =

١
Γ(β + α)

∫ t

a
(t− ξ)α+β−١f(ξ)dξ = aI

β+α
t f(t).

است. آمده زير لم در مشتق این خواص مهمترین از ی΄ͬ
آنگاه باشد، t > a و α > ٠ اگر ريمن‐ليوويل مشتق برای .١ . ٣ . ٢ لم

R
aD

α
t (aI

α
t f(t)) = f(t).

ریمن‐ کسری انتگرال عمل·ر برای چپ معکوس ریمن‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر یعنͬ
.[۴۵] ͬ باشد م مرتبه همان از لیوویل
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ͬ گیریم م نظر در را α = n ≥ ١ صحیح حالت ابتدا برهان.

R
aD

n
t (aI

n
t f(t)) =

dn

dtn

{∫ t

a
dt

∫ t

a
dt · · ·

∫ t

a
f(τ)dτ

}
=

d

dt

∫ t

a
f(τ)dτ = f(t),

داریم (۵ . ١) از ، k − ١ ≤ α < k کنید فرض حال
aI

k
t f(t) = aI

k−α
t (aI

α
t f(t)) .

داشت خواهیم (١ . ٣) از بنابراین
R
aD

α
t (aI

α
t f(t)) =

dk

dtk

{
aI

k−α
t (aI

α
t f(t))

}
=

dk

dtk

{
aI

k
t f(t)

}
= f(t).

آنگاه باشند، نامنفͬ حقیقͬ اعداد α, β اگر [۴۵] .١ . ٣ . ٣ لم
R
aD

α
t

(
aI

β
t f(t)

)
=

 R
aD

α−β
t f(t), α ≥ β ≥ ٠ اگر

aI
β−α
t f(t), β ≥ α ≥ ٠ اگر (۶ . ١)

ریمن‐ کسری انتگرال عمل·ر راست معکوس ريمن‐ليوويل کسری مشتق عمل·ر .۴ . ١ . ٣ لم
یعنͬ نیست. لیوویل

aI
α
t

(
R
aD

α
t f(t)

)
= f(t)−

k∑
j=١

[RaD
α−j
t f(t)]t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + ١) ,

.[۴۵] ٠ ≤ k − ١ ≤ α < k آن در که
بنابر  این ،aIαt = d

dtI
α+١ داریم (۶ . ١) رابطه از ابتدا برهان.

aI
α
t

(
R
aD

α
t f(t)

)
=

d

dt

{
Iα+١ (R

aD
α
t f(t)

)}
,

=
d

dt

{ ١
Γ(α+ ١)

∫ t

a
(t− τ)α R

aD
α
τ f(τ)dτ

}
.

به صورت (۵ . ١) خاصیت و جزء به جزء گیری انتگرال از استفاده با را آکولاد داخل عبارت حال
ͬ آوریم: م بدست زیر

١
Γ(α+ ١)

∫ t

a
(t− τ)α R

aD
α
τ f(τ)dτ =

١
Γ(α+ ١)

∫ t

a
(t− τ)α

dk

dτk

{
aI

k−α
τ f(τ)

}
dτ

=
١

Γ(α− k + ١)
∫ t

a
(t− τ)α−k

aI
k−α
τ f(τ)dτ −

k∑
j=١

[
dk−j

dtk−j
(aI

k−α
t f(t))

]
t=a

(t− a)α−j+١
Γ(٢ + α− j)

=
١

Γ(α− k + ١)
∫ t

a
(t− τ)α−k

aI
k−α
τ f(τ)dτ −

k∑
j=١

[
R
aD

α−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)α−j+١
Γ(٢ + α− j)

= aI
α−k+١
t

(
aI

k−α
t f(t)

)
−

k∑
j=١

[
R
aD

α−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)α−j+١
Γ(٢ + α− j)

= aI
١
t f(t)−

k∑
j=١

[
R
aD

α−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)α−j+١
Γ(٢ + α− j)

.
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ͬ شود. م اثبات ح΄م فوق، عبارت از گیری مشتق بار ΁ی با حال

با است برابر k > −١ برای f(t) = tk تابع ریمن‐لیوویل کسری انتگرال .۴ . ١ . ٣ نکته
Iαt t

k =
Γ(k + ١)

Γ(k + α+ ١) tk+α.

کاپوتو کسری انتگرال و مشتق ١ . ٣ . ٣
انتگرال و مشتق نظریه توسعه در را مهمͬ بسیار نقش ریمن‐لیوویل کسری مشتق تعریف
به صورت فقط را اولیه شرایط کسری، دیفرانسیل معادلات حل در روش این اما دارد. کسری
آن از ͬ کند. م اعمال باشد مͬ n − ١ ≤ α < n که (k = ١,٢, ..., n) , [RaDα−k

t y(t)
]
t→a

= bk

باید پس است، نیاز اولیه شرایط به ریاضͬ سازی ها ی مدل مسائل از بسیاری در که جایی
کنند. فراهم را اولیه شرایط از استفاده ام΄ان که ببریم ب΄ار را کسری مشتق های از تعاریفͬ
مقادیر به صورت کاپوتو کسری مشتق برای اولیه شرایط ریمن‐لیوویل کسری مشتق برخلاف
،y(k)(٠) = bk به صورت اولیه شرایط بیان برای لذا باشد. مͬ صحیح مرتبه مشتق اولیه

ͬ کنیم. م استفاده کاپوتو کسری مشتق از (k = ٠, ١, . . . , n− ١)
کاپوتو راست و چپ کسری مشتق است. شده تعریف R در [a, b] بازه روی f(t) کنید فرض
به صورت و شود مͬ داده نشان C

t D
α
b f(t) و C

aD
α
t f(t) نماد با ترتیب به ،α > ٠ مرتبه از f(t) تابع

ͬ شود: م تعریف زیر

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ,

C
t D

α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ,

ͬ باشد. م α عدد صحیح جزء [α] و n = [α] + ١ آن در که n− ١ < α ≤ n, n ∈ N و
کاربردی مسائل حل و فرمول بندی در آن سودمندی علت به کاپوتو تعریف از استفاده

ͬ باشد. م
ͬ کنیم. م بیان را کاپوتو کسری مشتق ͬ های ویژگ از تعدادی حال

است صفر ثابت ، عدد از کاپوتو کسری مشتقات ریمن‐لیوویل کسری مشتق خلاف بر
که: به طوری

C
aD

α
t c = ٠, R٠ Dα

t c =
ct−α

Γ(١ − α)
, دلخواه ثابتͬ c

قابل زمانͬ زمانͬ، تابع ΁ی از کاپوتو کسری مشتق که باشیم داشته توجه باید هم چنین
کاپوتو کسری مشتق محاسبه برای یعنͬ باشند. موجود آن صحیح مشتقات که است محاسبه

باشد. داشته وجود f تابع اول مرتبه مشتق باید ٠ < α < ١ ازای به
را y(x٢) مقدار بخواهیم وقتͬ بنابرین ͬ شوند م محسوب غیر موضعͬ کاپوتو کسری مشتقات



١٣ کسری انتگرال و مشتق انواع
محاسبه را x٢ یعنͬ نظر مورد نقطه تا شروع نقطه از y تاریخچه کل بایستͬ کنیم، محاسبه
y(x١) مقدار اگر بطوری΄ه ͬ شوند م محسوب موضعͬ صحیح مرتبه مشتقات که درصورتͬ کنیم.
در آوریم. بدست x٢ > x١ نقطه در را y(x٢) مقدار ͬ توانیم م بدانیم را اولیه مقدار مساله در
روشهای اساس گیری نتیجه این نداریم. x ∈ [٠, x١) برای y(x) مقادیر از استفاده به نیاز اینجا

ͬ باشد. م اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای عددی
یعنͬ ͬ باشد، م خطͬ کاپوتو کسری مشتق عمل·ر .۵ . ١ . ٣ نکته

CDα(c١f١ + c٢f٢) = c١CDαf١ + c٢CDαf٢.

آنگاه ،α > ٠ و n = ⌈α⌉ اگر .۶ . ١ . ٣ نکته
CDαtj = ٠, j = ٠, ١, . . . , n− ١.

است. آمده زیر لم در ‐لیوویل ریمن کسری مشتق و کاپوتو کسری مشتق بین رابطه
آنگاه ،n = ⌈α⌉ و α > ٠ اگر [٧] .۵ . ١ . ٣ لم

C
aD

α
xf(x) =

R
aD

α
xf(x)−

n−١∑
k=٠

RDkf(a)

Γ(k − α+ ١)(x− a)k−α.

.RaDαf = C
aD

αf آنگاه ،RDkf(a) = ٠, k = ٠, ١, . . . , n− ١ اگر فوق شرایط با نتیجه:
آنگاه ، α > ٠ و لیوویل ریمن‐ کسری عمل·رانتگرال aI

α و پیوسته f اگر [٧] .۶ . ١ . ٣ لم
C
aD

α
aI

αf = f.

همان از ریمن‐لیوویل انتگرال عمل·ر برای چپ معکوس کاپوتو کسری مشتق عمل·ر یعنͬ
آنگاه ،f ∈ Cn[٠, ١] اگر اما ͬ باشد. م مرتبه

٠Iαt C٠ Dα
t f(t) = f(t)−

n−١∑
j=٠

١
j!
tj(Dj

t f)(٠), n− ١ < α ⩽ n.

کاپوتو‐فابریسیو کسری انتگرال و مشتق ۴ . ١ . ٣
است: زیر به صورت داد ارائه کسری مشتق از کاپوتو که تعریفͬ

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ, (١ . ٧)

.b > a هم چنین و f ∈ H١(a, b) و a ∈ (−∞, t) و α ∈ [٠, ١] که به طوری
فابریسیو و کاپوتو مش΄ل ،  این ͽرف برای است. t = τ در تکین نقطه ΁ی دارای تعریف این

دادند. ارائه جدیدی تعریف



کسری برحسابان مروری ١۴
جدیدی تعریف به M(α)١−α

با ١
Γ(١−α)

و exp(−α(t−τ)١−α
) تابع با (t−τ)−α هسته ی کردن جای·زین با

معروف کاپوتو شده ی اصلاح مشتق یا کاپوتو‐فابریسیو مشتق به که ͬ رسیم م کاپوتو مشتق از
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و است

CF
a Dα

t f(t) =
M(α)

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp[

−α(t− τ)

١ − α
]dτ, ٠ < α < ١ (١ . ٨)

.[۶] M(٠) =M(١) = ١ که به طوری است α حسب بر نرمال شده ثابت ΁ی M(α) که
کاپوتو، مشتق تعریف مشابه آن گاه باشد ثابت تابعͬ f اگر که است ͹واض جدید تعریف طبق

مشتق که است این کاپوتو مشتق و کاپوتو‐فابریسیو مشتق بین اصلͬ تفاوت .CF
a Dα

t f(t) = ٠
نیست. تکین نقطه دارای t = τ نقطه در جدید

نیستند. ,a)H١متعلق b) فضای به که شود اعمال توابعͬ روی ͬ تواند م کاپوتو‐فابریسیو مشتق
به طوری باشد شده فرموله α ∈ [٠, ١] هر و f ∈ L١(−∞, b) هر برای ͬ تواند م (١ . ٨) رابطه ͽواق در

که
CF
a Dα

t f(t) =
αM(α)

١ − α

∫ t

−∞
[f(t)− f(τ)] exp[

−α(t− τ)

١ − α
]dτ.

ͬ شود: م تبدیل زیر صورت به (١ . ٨) رابطه σ = ١−α
α ∈ [٠,∞) و α = ١١+σ

قراردهیم اگر حال

D
(σ)
t =

N(σ)

σ

∫ t

a
f ′(τ) exp[−(t− τ)

σ
]dτ,

.N(٠) = N(∞) = ١ بطوری΄ه است M(α) به مربوط شده نرمال معادله N(σ) ،σ ∈ [٠,∞] که
زیرا

lim
σ→٠

١
σ
exp[−(t− τ)

σ
] = δ(t− τ)

کنید.) ملاحظه را [١٧] و [٢٢] ͽمراج) آن گاه σ → ٠ داریم: α→ ١ هر برای و

lim
α→١D

(α)
t f(t) = lim

α→١
M(α)

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp[−α(t− τ)

١ − α
]dτ

= lim
σ→٠

N(σ)

σ

∫ t

a
f ′(τ) exp[−(t− τ)

σ
]dτ = f ′(t).

نتیجه در σ → +∞ داشت خواهیم α→ ٠ که زمانͬ صورت این غیر در
lim
α→٠D

(α)
t f(t) = lim

α→٠
M(α)

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp[−α(t− τ)

١ − α
]dτ

= lim
σ→+∞

N(σ)

σ

∫ t

a
f ′(τ) exp[−(t− τ)

χ
]dτ = f(t)− f(a).

به صورت (n + α) مرتبه برای کاپوتو‐فابریسیو مشتق α ∈ [٠, ١] ،n ≥ ١ اگر .١ . ٣ . ١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر

CF
a D

(α+n)
t f(t) := CF

a D
(α)
t (CF

a D
(n)
t f(t)). (١ . ٩)



١۵ کسری انتگرال و مشتق انواع
باشد: زیر به صورت f(t) تابع کاپوتو‐فابریسیو مشتق هر برای اگر .١ . ٣ . ١ قضیه

f (s)(a) = ٠, s = ١,٢, · · · , n
داشت خواهیم آن گاه

CF
a D

(n)
t (D

(α)
t f(t)) = CF

a D
(α)
t (CF

a D
(n)
t f(t)).

D
(α+١)
t (١ . ٩) رابطه از ͬ گیریم. م نظر در را n = ١ ابتدا استقرا روش از استفاده با برهان.

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت
D

(α)
t

(
D

(١)
t f(t)

)
=
M(α)

١ − α

∫ t

a
f ′′ exp

(
− α(t− τ)

١ − α

)
dτ,

داشت خواهیم ،f ′(a) = ٠ فرض با و انتگرال گیری از پس
D

(α)
t

(
D

(١)
t f(t)

)
=
M(α)

١ − α

∫ t

a

( d
dτ
f ′(τ)

)
exp

(
− α(t− τ)

١ − α

)
dτ

=
M(α)

١ − α

[ ∫ t

a

( d
dτ
f ′(τ)

)
exp(

−α(t− τ)

١ − α

)
dτ

− α

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp

(
− α(t− τ)

١ − α

)
dτ
]

=
M(α)

١ − α

[
f ′(t)− α

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp

(
− α(t− τ)

١ − α

)
dτ
]
.

طرفͬ، از
D

(١)
t

(
D

(α)
t f(t)

)
=

d

dt

[M(α)

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp

(
(−α(t− τ)

١ − α

)
dτ
]

=
M(α)

١ − α

[
f ′(t)− α

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp

(
− α(t− τ)

١ − α

)
dτ
]
.

ͬ شود. م حاصل آسانͬ به نیز n > ١ برای اثبات
یعنͬ است ، پذیر جابجایی کاپوتو‐فابریسیو کسری مشتق .١ . ٣ . ١ نتیجه

CF
a D

(n)
t (CF

a D
(α)
t f(t)) = CF

a D
(α)
t (CF

a D
(n)
t f(t)) = CF

a D
(α+n)
t f(t), n− ١ < α ≤ n

اگر فقط و اگر
f (s)(a) = ٠, s = ١,٢, · · · , n.

کاپوتو‐فابریسیو کسری مشتق لاپلاس تبدیل
زیر به صورت a = ٠ و p متغیر با کاپوتو‐فابریسیو کسری مشتق لاپلاس تبدیل .١ . ٣ . ٢ تعریف

ͬ شود: م تعریف



کسری برحسابان مروری ١۶

LT
[
D

(α)
t f(t)

]
=

١
(١ − α)

∫ ∞

٠ exp(−pt)
∫ t

٠ f ′(τ) exp
(
− α(t− τ)

١ − α

)
dτdt

داریم لاپلاس کانولوشن ویژگͬ طبق نتیجه در
LT
[
D

(α)
t f(t)

]
=

١
(١ − α)

LT
[
f ′(t)

]
LT
[
exp(− αt

١ − α
)
]
=
pLT

(
f(t)− f(٠))

p+ α(١ − p)

مشابه به طور
LT
[
D

(α+١)
t f(t)

]
=

١
(١ − α)

LT
[
f ′′(t)

]
LT
[
exp(− αt

١ − α
)
]

=
p٢LT [f(t)]− pf(٠)− f ′(٠)

p+ α(١ − p)

نتیجه در
LT
[
D

(α+n)
t

]
=

١
(١ − α)

LT
[
fn+١(t)]LT [ exp(− αt

١ − α
)
]

=
pn+١LT [f(t)]− pnf(٠)− pn−١f ′(٠)− · · · − f (n)(٠)

p+ α(١ − p)
.

ژومقͬ کسری انتگرال و مشتق ۵ . ١ . ٣
صفر ثابت عدد از ریمن‐لیوویل کسری مشتق شد ، بیان قبل قسمت ها ی در که همانطور
زمانͬ زمانͬ، تابع ΁ی از کاپوتو کسری مشتق که باشیم داشته توجه بایستͬ همچنین نیست.
تعریف ژومقͬ منظور این برای باشند. موجود آن صحیح مشتقات که است محاسبه قابل
وجود به لزومͬ و شود صفر ثابت عدد از کسری مشتق که داد ارائه کسری مشتق از جدیدی
ͬ شود م تعریف زیر به صورت ژومقͬ انتگرال نباشد. کسری مشتق برای صحیح مرتبه مشتقات

:[٢۶]
J
aI

α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a)

)
dτ, α > ٠.

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ژومقͬ کسری مشتق ٠ < α < ١ ازای به
J
aD

α
t f(t) = DJ

aI
α−١
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

d

dt

∫ t

a
(t− τ)α−١(f(τ)− f(a)

)
dτ.

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت ژومقͬ کسری مشتق n ≥ ١ و n− ١ ≤ α < n برای
J
aD

α
t f(t) = DnJ

aI
α−n
t f(t).

مشتق محاسبه برای و است صفر ثابت ، عدد از ژومقͬ کسری مشتق بالا ، تعریف به توجه با
نیست. f تابع اول مرتبه مشتق وجود به لزومͬ ٠ < α < ١ ازای به ژومقͬ کسری

کاپوتو‐ و کاپوتو کسری مشتق از استفاده با تحلیلͬ جواب کردن پیدا ما هدف که آنجا از
خواننده ͬ کنیم. م بسنده تعاریف همین به بنابرین باشد، مͬ عصبی شب΄ه ب΄ارگیری و فابریسیو
جمله از کسری حسابان کتاب های در را دی·ر کسری مشتق عمل·رهای ͬ تواند م علاقه مند

نماید. مطالعه [٨ ،٣١ ،٣٨ ،۴۵]



١٧ عددی مثال های

عددی مثال های ۴ . ١
مͬ استفاده زیاد کاربردها در که توابعͬ از کسری مشتقات انواع قسمت این در .١ . ۴ . ١ مثال

.[٨ ،۴۵] شود مͬ گرفته فرض n = ⌈α⌉ و α > ٠ شود توجه دهیم. مͬ ارائه را شود،
G
aD

α
t (t− a)ν =

Γ(ν + ١)
Γ(−α+ ν + ١)(t− a)ν−α, ν > n.

R٠ Dα
t e

λt = t−αE١,١−α(λt).

R٠ Dα
t cosh(

√
λt) = t−αE٢,١−α(λt

٢).

R٠ Dα
t

sinh(
√
λt)√

λt
= t١−αE٢,٢−α(λt

٢).

C٠ Dα
t x

k =


٠, k < n, k ∈ {٠, ١, · · · }
Γ(k+١)

Γ(k+١−α)
x(k−α), k ≥ n, k ∈ {٠, ١, · · · }

or k > n− ١, k /∈ {٠, ١, · · · }.
C٠ Dα

t e
λt = λntn−αE١,n−α+١(λt).

C٠ Dα
t sin(t) = t١−α

∞∑
k=٠

(−١)k t٢k
Γ(٢k + ٢ − α)

, ٠ < α < ١.

٠Iαt eλt = tα
∞∑
k=٠

(λt)k

Γ(α+ k + ١) .

٠Iαt cos(λt) = tα
∞∑
k=٠

(−١)k(λt)٢k
Γ(α+ ٢k + ١) .

٠Iαt sin(λt) = tα
∞∑
k=٠

(−١)k(λt)٢k+١
Γ(α+ ٢k + ٢) .

بدست α = ٠٫۵ ازای به را f(t) = t تابع ریمن‐لیوویل̞ و کاپوتو کسری مشتق .٢ . ۴ . ١ مثال
ͬ آوریم: م

C٠ D٠٫۵
t t =

١
Γ(٠٫۵)

∫ t

٠ (t− τ)−٠٫۵dτ =
١

Γ(٠٫۵) [−٢(t− τ)٠٫۵]t٠ =
٢

Γ(٠٫۵) t٠٫۵.

R٠ D٠٫۵
t t =

d

dt

١
Γ(٠٫۵)

∫ t

٠ τ(t− τ)−٠٫۵dτ =
١

Γ(٠٫۵)
d

dt

(
[−٢τ(t− τ)٠٫۵]t٠ + ٢

∫ t

٠ (t− τ)٠٫۵dτ
)
,

=
١

Γ(٠٫۵)
d

dt

(۴
٣ t١٫۵

)
=

٢
Γ(٠٫۵) t٠٫۵.

α > ٠ مرتبه از ریمن‐لیوویل مشتق .ν > −١ که f(t) = (t − a)ν کنید فرض .٣ . ۴ . ١ مثال
ͬ کنیم. م رامحاسبه



کسری برحسابان مروری ١٨
که دهیم مͬ نشان ابتدا

aI
α
t (t− a)ν =

Γ(ν + ١)
Γ(α+ ν + ١)(t− a)ν+α, (α > ٠, ν > −١)

داریم منظور این برای

aI
α
t (t− a)ν =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−١(τ − a)νdτ,

τ = متغیر تغییر با هم·راست. فوق انتگرال ،ν > −١ اینکه و بتا تابع تعریف به توجه با
داشت خواهیم بتا تابع تعریف از استفاده با و a+ ξ(t− a)

aI
α
t (t− a)ν =

١
Γ(α)

(t− a)ν+α

∫ ١
٠ ξν(١ − ξ)α−١dξ = ١

Γ(α)
B(α, ν + ١)(t− a)ν+α,

=
Γ(ν + ١)

Γ(ν + α+ ١)(t− a)ν+α, (α > ٠, ν > −١)
داریم ریمن‐لیوویل مشتق تعریف از استفاده با .α = n− p و n− ١ ≤ p < n کنید فرض حال

R
aD

p
t f(t) =

dn

dtn

(
aI

n−p
t f(t)

)
=

dn

dtn

(
Γ(ν + ١)

Γ(ν + α+ ١)(t− a)ν+α

)
,

⇒ R
aD

p
t ((t− a)ν) =

Γ(ν + ١)
Γ(١ + ν − p)

(t− a)ν−p, ν > −١. (١ . ١٠)



٢ فصل
مصنوعͬ عصبی شب΄ه

عصبی شب΄ه تکامل تاریخچه ٢ . ١
والتر نام به آمار متخصص ΁ی همراه به کلاچ١ ΁م وارن نام به نرولوژیست ΁ی ١٩۴٣ سال در
بود محاسبه گر عنصر ΁ی ساده نرون این .[٣٧] دادند ارائه را نرون ریاضͬ مدل اولین پیتز٢
عمل·ر ΁ی از را آنها و ͬ کرد م ضرب وزن نام به ثابتͬ مقادیر در را ورودی نام به عناصری که
ثابتͬ مقادیر وزن ها مدل این در ͬ داد. م تش΄یل را نرون خروجͬ حاصل و ͬ داد م عبور خطͬ
بر نوشت. انسان مغز در یادگیری نحوه درباره کتابی [١۶] هب٣ دونالد ١٩۴٩ سال در بودند.
تعلیم در بعدها و است معروف هب قانون به که داد ارائه را نرون برای یادگیری قانون مبنا این
را نرون ها از مدلͬ [١] کلارک۴ و فارلͬ ١٩۵۴ سال در شد. استفاده آن از عصبی شب΄ه های
ͬ توان م که دادند نشان و نمودند پیاده سازی را هب قانون و کردند وصل هم به تصادفͬ به طور
مدل اولین کامپیوتر علم پیشرفت با داد. تشخیص هم از تعلیم قانون این با را ورودی ال·وی دو
استفاده با ١٩۵٨ سال در IBM شرکت محقق روچستر۵ ناتانیال توسط مصنوعͬ عصبی نرون از
را م΁ کلاچ‐پیتز ساده نرون ١٩۵٨ سال در [۴٨ ،۴٩] روزنبلات شد. شبیه سازی کامپیوتر از

١Warren McCulloch
٢Walter Pitts
٣Donald Hebb
۴Farley and Clark
۵Nathanial Rochester

١٩



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٢٠
نامید. پرسپترون را نرون این و کرد اضافه را سازگاری و یادگیری قابلیت آن به و کرد اصلاح

است. عصبی شب΄ه های برای رسمͬ قانون اولین پرسپترون۶ تعلیم قانون
ابداع را نرون ها از سطحͬ سه مدل ΁ی هم΄ارانشان و هاف٨ مارسین و ویدرو٧ برنارد
،۶٠] بود ” تطبیق١٠ͬ خطͬ عنصر ” حروف شده مختصر و شد نام گذاری آدلاین٩ که کردند
قانون این نمودند. بیان گیری مشتق مبنای بر تعلیم قانون ΁ی آدلاین برای و .[۵٧ ،۵٨ ،۵٩
ساخته مادلاین١١ ی΄دی·ر به آدلاین چند کردن متصل از است. معروف α − LMS به تعلیم

نمودند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف برای مادلاین عصبی شب΄ه از هاف و ویدرو شد.
کتابی [٣٩] مینس΄١٢ͬ و پاپرت بود. عصبی شب΄ه برای رکود دوره ΁ی آغاز ١٩۶٩ سال
استفاده با ͬ توان م را AND و OR گیت های اگرچه که دادند نشان و نوشتند پرسپترون نام به
از ͬ توان نم لذا و ͬ باشد نم سازی پیاده قابل XOR گیت ولͬ کرد سازی پیاده پرسپترون از
[۵۶] ورباس١۴ پال انتشار١٣ پس ال·وریتم کرد. استفاده اطلاعات پردازش برای عصبی شب΄ه
این گردید. کشف مستقل به طور [۵١] هارت١۵ رامل توسط بعدها و شد ارائه ١٩٧۴ سال در
عصبی شب΄ه های در آموزش ال·وریتم ΁ی به عنوان گسترده به طور پیدایش زمان از ال·وریتم
شب΄ه دوباره تولد ͬ توان م را ١٩٨۶ تا ١٩٨٢ سال است. گرفته قرار استفاده مورد پیش خورد١۶
عصبی شب΄ه ارائه اول داد. رخ زمینه این در مهم اتفاق دو سال ها این در دانست. عصبی
شد. منتشر ١٩٨٢ سال در که بود [١٨] هاپفیلد١٧ جان توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتͬ
نشان هاپفیلد .[١٩] بود هاپفیلد شب΄ه توسط TSP دوره گرد فروشنده مساله حل اتفاق، دومین
جدیدی افق و کرد استفاده بهینه سازی مسائل حل برای ͬ توان م بازگشتͬ شب΄ه این از که داد

گشود. مصنوعͬ عصبی شب΄ه های در را

عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای ٢ . ٢
عصبی سیستم های اساس بر آن اجزای که پیشنهادی اطلاعات پردازش کار آمد مدل های از ی΄ͬ
سیستم این اساسا دارد. نام (ANN) مصنوع١٨ͬ عصبی شب΄ه است، شده نهاده بنا زیستͬ

۶Perceptron
٧Bernard Widrow
٨Marcian Hoff
٩Adeline

١٠Adaptive Linear Elaments
١١Madaline
١٢Papert and Minsky
١٣Back Propagation
١۴Paul Werbos
١۵Rumelhart
١۶Feed Forward
١٧John Hopfield
١٨Artificial Neural Networks



٢١ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
سپس و کند دریافت مختلف منابع از ͬ تواند م را ورودی سی·نال از زیادی اطلاعات پردازش
نشان خروجͬ نتایج عنوان به نهایت در و ͬ کند م ترکیب خطͬ غیر عملیات های با عموما را آنها
برنامه روش های با حل قابل که پیچیده مسائل حل در شب΄ه ها این توانایی رو این از ͬ دهد. م
کردن حل برای عصبی شب΄ه های دی·ر عبارت به است. توجه قابل نیستند معمول نویسͬ
محاسبه قابل استاندارد محاسبه محیط های در که واقع١٩ͬ جهان پیچیده مسائل از تعدادی

شده اند. طراحͬ نیستند

ͬ کنیم؟ م استفاده عصبی شب΄ه های از چرا ٢ . ٢ . ١
ͬ توانند م پیچیده داده های از نتایج استنتاج در خود توجه قابل توانایی با عصبی شب΄ه های
دشوار بسیار کامپیوتر و انسان ها برای که مختلفͬ گرایش های شناسایی و ال·وها استخراج در

برد: نام را زیر موارد ͬ توان م عصبی شب΄ه های مزایای از شوند. استفاده است
داده اطلاعات اساس بر را خود وظایف چ·ونه اینکه یادگیری توانایی تطبیقͬ: یاد گیری (١

. دهد انجام اولیه تجارب یا آن به شده
داده هایی و سازماندهͬ خودکار صورت به مصنوعͬ عصبی شب΄ه ΁ی سازماندهͬ: خود (٢

ͬ دهد. م راارائه کرده دریافت آموزش طول در که
و موازی صورت به ͬ تواند م مصنوعͬ عصبی شب΄ه در محاسبات بی درنگ: ٣)عمل·ر های
بهینه نتایج دریافت برای آن ساخت و طراحͬ که مخصوصͬ سخت افزارهای وسیله به

شود. انجام است مصنوعͬ عصبی شب΄ه قابلیت های
ام΄انات برخͬ ولͬ ͬ یابد م کاهش کارایی از مقداری شب΄ه در خرابی ایجاد با خطا: تحمل (۴

ͬ شود. م حفظ همچنان بزرگ مش΄لات وجود با آن
مناسب خروجͬ دریافت ای بر ورودی ها دسته بندی به قادر عصبی شب΄ه های دسته بندی: (۵

ͬ باشند. م
نمونه، محدودی تعداد با برخورد با تنها تا ͬ سازد م قادر را شب΄ه خاصیت این تعمیم دهͬ: (۶
قبل از مشاهده موارد به را آموخته ها این نتایج آورده، دست به را آن از کلͬ قانون ΁ی
روابط و اطلاعات بی نهایت باید سامانه آن نبود صورت در که توانایی دهد. تعمیم نیز

بسپارد. خاطر به را
فراگرفته اطلاعات تا است پایدار کافͬ حد به هم عصبی شب΄ه ΁ی پایداری‐انعطاف پذیری: (٧
اطلاعات دادن دست از بدون و دارد را تطبیق و انعطاف قابلیت هم و کند حفظ را خود

بپذیرد. را جدید موارد ͬ تواند م قبلͬ
١٩Real-World



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٢٢

بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ٢ . ٢
راز و مغز کار نحوه ΁ش بدون و ͬ باشد م نرون به نام خاص سلولͬ عصبی، دستگاه اصلͬ واحد
ظاهری، ش΄ل و اندازه نظر از زیاد تفاوت های وجود با نرون ها است. نهفته آن در آدمͬ شعور
سلولͬ تنه از است شده داده نشان ٢ . ١ ش΄ل در که همان طور دارند. مشترکͬ مشخصه های
سلولͬ، تنه و دندریت ها دارند. نام دندریت٢٠ که ͬ شود م خارج کوتاه ΁شاخ تعدادی نرون
به آکسون٢١ به نام ΁باری لوله ΁ی طریق از و ͬ کنند م دریافت مجاور نرون های از را سی·نال ها

ͬ گردد. م منتقل دی·ر نرون های
آکسونͬ پایانه های که ͬ گردد م تقسیم ΁باری جانبی رشته تعدادی به خود انتهای در آکسون
دندریت و نرون ΁ی آکسون بین ارتباط است. مرتبط نرون ها سایر دندریت های با و دارد نام
سیناپس٢٣ͬ،ش΄اف از قبل پایانه  از مرکب سیناپس ΁ی ͬ نامند. م سیناپس٢٢ را دی·ر نرون
تنه در شده، جمͽ بندی سی·نال های همه ͬ باشد. م سیناپس٢۵ͬ از بعد پایانه و سیناپس٢۴ͬ
مرحله برسد، نرون آستانه به شده ترکیب سی·نال های وسعت اگر و ͬ شوند م ترکیب نرون
به صورت سی·نال این ͬ شود. م تولید خروجͬ سی·نال ΁ی و ͬ شود م فعال شدن٢۶ ΁تحری
پایانه های به آکسون موازات به خاص میزان ΁ی در پالس ها از بخشͬ یا منفرد پالس ΁ی
عصب‐رسانه ͬ شود. م عصب‐رسانه به نام موادی ͹ترش موجب و ͬ یابد م انتقال سیناپسͬ
΁ی ترتیب این به و ͬ کند م ΁تحری را بعدی نرون و ͬ شود م پخش سیناپسͬ ش΄اف داخل در
مختلف نرون های از آکسون زیادی بسیار تعداد ͬ یابد. م انتقال دی·ری به نرون ΁ی از سی·نال

ͬ کنند. م برقرار ارتباط این صورت به نرون ΁ی دندریت های با
ͬ شوند: م تقسیم دسته سه به عمل΄ردشان به توجه با نرون ها

ͬ کنند. م منتقل مرکزی عصبی دستگاه به گیرنده ها از را پیام ها نرون ها این حسͬ: نرون های (١
و دارد قرار ... و پوست عضلات، حسͬ، اندام های در که است خاصͬ سلول گیرنده
تبدیل عصبی سی·نال های به را تغییرات این ͬ یابد، م در را شیمیایی یا فیزی΄ͬ تغییرات

ͬ کند. م
کننده عمل اندام های به نخاعͬ طناب یا مغز از را پیام ها نرون ها این حرکتͬ: نرون های (٢

ͬ رسانند. م
دی·ر رابط نرون ΁ی به و ͬ گیرند م حسͬ نرون های از را پیام ها نرون ها این رابط: نرون های (٣

٢٠Dendrite
٢١Axon
٢٢Synapse
٢٣Presynaptic Terminal
٢۴Synaptic Cleft
٢۵Postsynaptic Terminal
٢۶Firing



٢٣ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
در فقط رابط نرون های ͬ رسانند. م حرکتͬ نرون ΁ی به را پیام ها یا و ͬ دهند م انتقال

ͬ شوند. م یافت نخاعͬ طناب و چشم مغز،
،(΁تحری از (بعد سیناپس در ساختاری نسبتاً تغییری از است عبارت یادگیری از منظور حال

ͬ شود. م سیناپس کارایی افزایش باعث ساختاری تغییر این که

نرون ΁ی ساختار :٢ . ١ ش΄ل

مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ٢ . ٢ . ٣
این از ΁کوچ بسیار گوشه ای دادن نشان و بیولوژی΄ͬ عصبی شب΄ه بر گذرا اشاره ای از بعد
ͬ پردازیم. م مصنوعͬ عصبی شب΄ه های یعنͬ اصلͬ موضوع به پیچیده فوق العاده و مرموز جهان
و ساختار از گرفته الهام افزاری نرم یا افزاری سخت مدل های مصنوعͬ عصبی شب΄ه های
(به پردازشͬ عناصر شامل که هستند انسان عصبی سیستم های و بیولوژی΄ͬ نرون های رفتار
که است، ارتباطات به یافته اختصاص (وزن ها) ضرایب با آنها میان ارتباطات و نرون ها) نام
و لایه ها سازنده اجزای شامل عصبی شب΄ه ΁ی دهند. مͬ تش΄یل را عصبی شب΄ه ساختار
شب΄ه های در کلͬ حالت در است. اعضا بین ارتباط به وابسته نیز شب΄ه رفتار ͬ باشد. م وزن ها

دارد: وجود نورونͬ لایه نوع سه عصبی
شده است. تغذیه شب΄ه به که خامͬ اطلاعات دریافت ورودی: لایه •

لایه های و آنها بین ارتباط وزن و ورودی ها وسیله به لایه ها این عمل΄رد پنهان: لایه های •
چه که ͬ کند م تعیین پنهان و ورودی واحدهای بین وزن های ͬ شود. م تعیین پنهان

شود. فعال باید پنهان واحد ΁ی وقت
واحد بین ارتباط وزن و پنهان واحد فعالیت به بسته خروجͬ واحد عمل΄رد خروجͬ: لایه •

ͬ باشد. م خروجͬ و پنهان



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٢۴
به جای و کرد خواهیم فرض ریاضͬ مدل ΁ی را مصنوعͬ عصبی شب΄ه های پایان نامه این در
به کار را عصبی شب΄ه های عبارت خلاصه به طور مصنوعͬ عصبی شب΄ه های عبارت از استفاده

برد. خواهیم

نرون ΁ی ریاضͬ مدل :٢ . ٢ ش΄ل
حالت در نرون ΁ی است. شده داده نمایش ٢ . ٢ ش΄ل در نرون، ΁ی شده شبیه سازی مدل
سی·نال های همان ورودی ها این دارد. (j = ١, . . . , n) xj ورودی n از مجموعه ΁ی کلͬ
که (j = ١, . . . , n) wj ͬ شوند. م فرستاده دی·ر نرون ΁ی از یا محیط از که ͬ باشند م عصبی
تغییر باید که هستند این ها ͬ کنند. م ایفا را سیناپسͬ ساختار نقش هستند ͽواق آکسون ها روی
بستگͬ باشد استوار قاعده ای چه بر تغییر این اینکه حال افتد اتفاق یادگیری فرآیند تا کنند
بایاس٢٧ آن را و ͬ دهند م نشان b با را ورودی آخرین وزن دارد. تعلیم یا آموزش ال·وریتم به
ضرب wn و ... و w٢ و w١ در به ترتیب xn و ... و x٢ و x١ عصبی سی·نال های ͬ نامند. م
ͬ شوند. م نرون وارد ͬ دهیم، م ∑نشان با را آن ش΄ل در که حاصل ضرب ها این مجموع و شده
از را تابع) (برد خود کار حاصل و ͬ کند م عمل ∑ روی تابع ΁ی همانند نرون مرحله این در
فعال سازی٢٨ تابع را تابع این ͬ فرستد. م دی·ر نرون های به راست طرف آکسون های طریق
به Rn از تابع این شود فرض تابع به عنوان نرون اگر که ͬ کنیم م نشان خاطر البته ͬ نامند. م
ی΄سان راست طرف های آکسون تمام در نرون از خروجͬ سی·نال یعنͬ ͬ گردد. م تعریف R

در را نرون ΁ی ساختار و ریاضͬ مدل ٢ . ٣ ش΄ل داده ایم. نمایش O با ش΄ل روی که ͬ باشد م
خود رفتار بهبود و گذشته از اندوزی تجربه توانایی عصبی شب΄ه ͬ دهد. م نشان تصویر ΁ی
ͬ شوند م تنظیم عصبی شب΄ه بایاس بردار های و وزن ها ماتریس آن در که روندی داراست. را
معادلات به صورت عموما و بازگشتͬ روابط توسط قوانین این که ͬ گویند م یاد گیری قانون را

ͬ شوند. م بیان تفاضلͬ
٢٧Bias
٢٨Activation Function



٢۵ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
اطلاعات باشند. حرکتͬ یا و ارتباطͬ حسͬ، ͬ توانند م نرون ها شد اشاره قبلا́ که همان طور
بالاخره و ͬ یابد م انتقال ارتباطͬ نرون های طریق از و ͬ شود م دریافت حسͬ نرون های طریق از
نرون های طریق از شده دریافت اطلاعات به عصبی شب΄ه واکنش یا و عصبی شب΄ه کار نتیجه
حرکتͬ نرون های ورودی، لایه را حسͬ نرون های .(۴ . ٢ (ش΄ل ͬ گردد م منتقل خارج به حرکتͬ
چندین از تواند مͬ مخفͬ لایه گویند. مͬ نیز پنهان لایه را ارتباطͬ نرون های و خروجͬ لایه را

است. شده گرفته نظر در لایه تک را مخفͬ لایه ۴ . ٢ ش΄ل در البته گردد تش΄یل لایه
آورد. بوجود چندلایه یا لایه تک شب΄ه که باشد گونه ای به ͬ تواند م نرون ها اتصالات نحوه ی
که خروجͬ ولایه ͬ شود م اعمال آن به ورودی ال·وهای که ورودی لایه از لایه چند شب΄ه های
وظیفه ی و است لایه چند از متش΄ل خود که که پنهان لایه و ͬ کند م تعیین را شب΄ه خروجͬ

ͬ شود. م تش΄یل ست، ا خروجͬ لایه ی و ورودی لایه ی دادن ارتباط آن

نرون ΁ی ساختار و ریاضͬ مدل :٢ . ٣ ش΄ل
از: عبارتند گیرند قرار مدنظر باید آن طراحͬ در که عصبی شب΄ه ΁ی اصلͬ مشخصه های
تش΄یل لایه های تعداد و آن ها تعداد نرون ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شب΄ه معماری

ͬ گوییم. م عصبی شب΄ه  معماری را ارتباطͬ نرون های بخش دهنده 
کرده اثر نرون ورودی های بر تا ب·یرد قرار نرون روی تابعͬ چه این که فعال سازی: تابع های
از تعدادی ٢ . ١ جدول در گویند. نرون آن فعال سازی تابع کند تولید را نرون خروجͬ و

است. شده داده نشان فعال سازی توابع مهم ترین
و (wijها ͬ کنند م تغییر آن اساس بر آکسون ها روی وزن های که روشͬ آموزش: ال·وریتم
آموزش ال·وریتم را درآید مطلوب حالت به عصبی شب΄ه خروجͬ تا (۴ . ٢ ش΄ل در vjkها

ͬ گوییم. م
را زیر عمومͬ خصوصیات مصنوعͬ عصبی شب΄ه های برای ͬ توان م قبل مطالب به توجه با

داد: نسبت



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٢۶
ͬ گیرد. م انجام عصبی) (سلول نرون نام به ساده بسیار عناصر در اطلاعات پردازش .١

ͬ شوند. م مبادله آن ها بین اتصالات طریق از عصبی سلول های بین عصبی سی·نال های .٢
معمولͬ عصبی شب΄ه های در که ͬ شود م داده نسبت وزن ΁ی (آکسون) اتصال خط هر به .٣

گردند. مͬ ضرب شده منتقل سی·نال های در ها وزن این
است. غیرخطͬ موارد اکثر در تابع این که ͬ باشد م فعال سازی تابع ΁ی دارای نرون هر .۴

خروجͬ لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون ΁ی ساختار :۴ . ٢ ش΄ل

کنیم: تعیین را زیر شب΄ه خروجͬ ͬ خواهیم م .٢ . ٢ . ١ مثال

(٢ . ٢ . ١) مثال عصبی شب΄ه :۵ . ٢ ش΄ل

لایه ٣ در شب΄ه این ͬ کنیم. م بیان ریاضͬ به صورت را ش΄ل به مربوط عصبی شب΄ه های
سی·نال ها این ͬ دهند م انتقال عینا را دریافتͬ سی·نال های حسͬ نرون های است. شده ارائه
ͽجم هم با ارتباطͬ نرون ورودی در و ͬ شوند م ضرب آکسون ها روی در موجود وزن های در

ͬ شوند. م
w١x١ + w٢x٢ + w٣x٣



٢٧ عصبی شب΄ه های بر مقدمه ای
داشت خواهیم دهیم نشان y با را لایه این خروجͬ اگر

y = f(w١x١ + w٢x٢ + w٣x٣) = f(
٣∑

i=١
wixi).

و شود ضرب آن در موجود وزن های در باید بعدی لایه آکسون های از عبور هنگام خروجͬ این
خارج عصبی شب΄ه از حرکتͬ سی·نال عنوان به زیر سی·نال های خارجͬ لایه ی از گذر از بعد

ͬ گردند. م

z١ = g١(v١y), z٢ = g٢(v٢y)

پیشخور عصبی شب΄ه های ۴ . ٢ . ٢
شبیه که است مصنوعͬ هوش از جالب بسیار صورت ΁ی (ANN) مصنوعͬ عصبی شب΄ه های
.[۵٣] هستند تاریخͬ داده های از ال·وهایی استخراج به منظور انسان مغز از یادگیری فرآیند به
کاربردهای از گسترده ای گونه های برای آمیز موفقیت بطور تکنولوژی این بسیاری سال های برای
شب΄ه ΁ی (فید فوروارد) پیشخور٢٩ عصبی شب΄ه ΁ی .[۴۶] است شده ب΄ارگرفته واقعͬ دنیای
تش΄یل را چرخه ΁ی آن دهنده تش΄یل های واحد میان اتصال آن در که مصنوعͬ است، عصبی
عصبی شب΄ه ͬ باشد. بازگشتͬ م عصبی شب΄ه های از متفاوت شب΄ه این ͽواق در ͬ دهند. نم
تنها اطلاعات شب΄ه این در ͬ باشد. م مصنوعͬ عصبی شب΄ه نوع ترین ساده و اولین پیشخور
از شروع با اطلاعات ͽواق در ͬ باشد. م جلو به رو آن جهت که کند مͬ حرکت مسیر ΁ی از
خروجͬ گره های سمت به وجود) (درصورت پنهان لایه های از گذر و ورودی (نرون) های گره
پرسپترون٣٠ شب΄ه ندارد. وجود دوری یا حلقه شب΄ه این در شد گفته که همانطور ͬ روند. م
راببینید). ۶ . ٢ (ش΄ل [۴٠] شد معرفͬ ١٩۵٨ سال در روزنبلات٣١ توسط بار اولین برای
مطلوبی خروجͬ چه که ب·وید شب΄ه به که دارد احتیاج آموزش دهنده ΁ی به ساده پرسپترون
چندلایه پرسپترون ͬ دهد. م نشان را لایه سه پرسپترون از مثالͬ ٢ . ٧ ش΄ل باشد. داشته باید

.[١۵ ،٣٠] ͬ کنند م استفاده پنهان لایه های از سه تا، از بیشتر لایه های با

٢٩Feedforward Neural Network
٣٠Perceptron
٣١Rosenbllat



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٢٨

(پرسپترون) مصنوعͬ عصبی شب΄ه ساختار :۶ . ٢ ش΄ل

چندلایه پرسپترون :٢ . ٧ ش΄ل

نگاشت ΁ی توسط خروجͬ واحدهای به ورودی واحدهای چندلایه پرسپترون های در
در آنها توانایی چندلایه پرسپترون کاربرد مهم ترین .[٢۵] ͬ شوند م متصل بهم غیرخطͬ
n(٢n+ با سه لایه پرسپترون ΁ی که ͬ دانیم م کولوموگروف٣٢ وجود قضیه از است. تابع تقریب
تقریب دقت .[٣٣ ،٢٠] شود محاسبه متغیر n با پیوسته تابع هر برای ͬ تواند م گره ١)
ندارد بستگͬ پنهان لایه های تعداد به و دارد بستگͬ پنهان لایه های در نرون٣٣ ها تعداد به
مساله ی موارد برخͬ در که هستند یادگیری قابل فیدفوروارد چندلایه عصبی شب΄ه های .[٣٢]

.[٢۴] است بدحالت فیدفوروارد آموزشͬ
است مم΄ن و باشد داشته متفاوت ورودی های ١٠۴ است مم΄ن بیولوژی΄٣۴ͬ نرون ΁ی
که را هرچیزی مصنوعͬ عصبی شب΄ه کند. ارسال دی·ر نرون های از بسیاری به را آن خروجͬ

٣٢Kolomogrov’s
٣٣Neuron
٣۴ Biological Neural Network



٢٩ سازی فعال توابع
عصبی شب΄ه های از دهد. انجام ͬ تواند م را نیست انجام قابل سنتͬ محاسبات روش های با
ورودی) (داده های آموزشͬ داده های از زیاد) متغیرهای با (تابع مدل ΁ی به صورت فیدفوروارد
شامل تابع ΁ی تولید به منظور دیفرانسیل، معادلات از شب΄ه ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م استفاده
این سازی کمینه با ͬ گیرد. م یاد ͬ آید، م عصبی شب΄ه از که تنظیم قابل اصلͬ پارامترهای
بدست مربوطه چندلایه پرسپترون برای بهینه تنظیم قابل پارامترهای زیاد، متغیرهای با تابع
گفت ͬ توان م سادگͬ به است. مفید دیفرانسیل معادله جواب محاسبه برای تحلیل این ͬ آید. م

است. مربوطه دیفرانسیل معادله تقریبی جواب ΁ی این که

بازگشتͬ عصبی شب΄ه های ۵ . ٢ . ٢
یا نرون همان به نرون ΁ی از برگشتͬ سی·نال ΁ی حداقل بازگشت٣۵ͬ، عصبی شب΄ه های در
حالت و ͬ دارد م نگه را حافظه شب΄ه ای چنین دارد. وجود قبل لایه یا و لایه همان نرونهای
شب΄ه ͽدر واق است. وابسته نیز شب΄ه قبل حالات به بل΄ه ورودی سی·نالهای به تنها نه بعد
برگشت ها هستند. بیشتر یا (پسخور) برگشتͬ حلقه ΁ی با عصبی شب΄ه های بازگشتͬ، عصبی
خودشان به وسیله هم آنها رفتار که است این آنها اصلͬ خاصیت باشند. کلͬ یا محلͬ ͬ توانند م
اتصال ساده ترین محلͬ پسخور ͬ گردد. م تعیین شب΄ه ΁ی خارجͬ ورودی های به وسیله هم و

ͬ گیرد. م صورت خودش به پنهان لایه هر از اتصال که است بازگشتͬ

بازگشتͬ عصبی شب΄ه و فید فوروارد عصبی شب΄ه :٢ . ٨ ش΄ل

سازی فعال توابع ٢ . ٣
ͬ کنیم: م بیان زیر در را توابع این از نمونه چند

خواهد داغ نرون کند عبور x از ورودی اگر که است x آستانه ای حد با تابع این پله ای: تابع
٣۵Feedback (Recurrent) Neural Network



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٣٠
ͬ باشد: م زیر به صورت و شد

f(x) =


١, x ≥ θ

٠, x < θ.

پله ای تابع :٢ . ٩ ش΄ل

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و است x آستانه ای حد با تابع این دوقطبی: پله ای تابع

f(x) =


١, x ≥ θ

−١, x < θ.

دوقطبی پله ای تابع :٢ . ١٠ ش΄ل

مشتق ͬ توان م و است پذیر مشتق و کراندار ی΄نوا، تابعͬ سی·موئید، تابع سی·موئید: تابع
است: زیر ش΄ل به و کرد بیان تابع خود ΁کم به را تابع

f(x) =
١

١ + e−x
, f ′(x) = f(x)(١ − f(x)).



٣١ سازی فعال توابع

سی·موئید تابع :٢ . ١١ ش΄ل

تعریف زیر به صورت و دارد را سی·موئید تابع خواص همان تابع این قطبی: سی·موئید تابع
ͬ شود: م

g(x) = ٢f(x)− ١ = ٢
( ١

١ + e−x

)
− ١ =

١ − e−x

١ + e−x
, g′(x) =

١
١)٢ + g(x))(١ − g(x)).

قطبی سی·موئید تابع :٢ . ١٢ ش΄ل

زیر به صورت و ͬ گیرد م قرار استفاده مورد ورودی نرون های برای بیشتر تابع این همانͬ: تابع
ͬ شود: م بیان

f(x) = x.

آورده ایم. ٢ . ١ جدول در را دی·ر مهم سازی فعال تابع چند



مصنوعͬ عصبی شب΄ه ٣٢

فعال سازی توابع :٢ . ١ جدول
تابع ش΄ل تابع تعریف نام ردیف

f(x) =


٠ x < ٠,
١ x ≥ ٠. مقداره دو آستانه ای ١

f(x) =


−١ x < ٠,
١ x ≥ ٠. متقارن مقداره دو آستانه ای ٢

f(x) = x خطͬ ٣

f(x) =



−١, x < −١,
x, −١ ≤ x ≤ ١,
١, x > ١.

متقارن خطͬ آستانه ای ۴

f(x) =



٠, x < ٠,
x ٠,≤ x ≤ ١,
١, x > ١.

خطͬ آستانه ای ۵

f(x) =


٠ x < ٠,
x x ≥ ٠. مثبت خطͬ ۶

f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
΁هایپربولی تانژانت ٧



٣ فصل
با کسری دیفرانسیل معادلات حل

مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی
کاپوتو‐فابریسیو

مقدمه ٣ . ١
جدید تعریف از استفاده با را زیر کسری مرتبه دیفرانسیل معادله تقریبی جواب فصل این در
ͬ کنیم. م بررسͬ عصبی شب΄ه و شد عنوان اول فصل در که کاپوتو‐فابریسیو کسری مشتق

(CF
t٠ Dα

t x)(t) = f(t, x(t)), x(t٠) = x٠. (٣ . ١)
با کسری دیفرانسیل معادله از حل برای جدید روش ΁ی معرفͬ فصل این در ما هدف
کاپوتو‐فابریسیو مشتق و لژاندر٢ تیلور١، چند جمله ای پایه های با عصبی شب΄ه ی از استفاده
مسئله ΁ی به اصلͬ معادله تبدیل با و کاپوتو‐فابریسیو مشتق از استفاده با روش این ͬ باشد. م
به را مساله خطای عصبی شب΄ه ساختار ΁ی ΁کم با سپس و شود  ͬ م شروع مینیمم سازی
پذیر مشتق پیوسته جواب ΁ی ͬ توان م عصبی شب΄ه روش از استفاده با ͬ سازد. م ΁نزدی صفر

١Taylor
٢Legendre



کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ٣۴
حالͬ در ͬ کند م صدق مرزی یا اولیه شرایط همه در که داد ارائه کسری دیفرانسیل معادلات از
این در منظور همین برای کرد. تنظیم ANN پارامتر های تغییر با ͬ توان م را روش دقت که
لژاندر و تیلور جمله ای های چند ادامه در و ͬ پردازیم م نظر مورد عصبی شب΄ه معرفͬ به فصل
پیشنهادی روش کارایی متلب افزار نرم در عددی مثال های ارائه با انتها در و ͬ کنیم م معرفͬ را

ͬ دهیم. م نشان را

فابریسیو کاپوتو‐ کسری مشتق ٣ . ٢
زیر به صورت داد ارائه کسری مشتق از کاپوتو که تعریفͬ کردیم اشاره ١ فصل در که طور همان

است:
C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ (٣ . ٢)

.b > a هم چنین و f ∈ H١(a, b) و a ∈ (−∞, t) و α ∈ [٠, ١] که به طوری
تعریف فابریسیو و کاپوتو مش΄ل این ͽرف برای است. t = τ در تکین نقطه ΁ی دارای تعریف این
با ١

Γ(١−α)
و exp(−α(t−τ)١−α

) تابع با (t − τ)−α هسته ی کردن جای·زین با . دادند ارائه جدیدی
مشتق یا کاپوتو‐فابریسیو مشتق به که ͬ رسیم م کاپوتو مشتق از جدیدی تعریف به M(α)١−α

ͬ شود: م تعریف زیر وبه صورت است معروف کاپوتو شده اصلاح
CF
a Dα

t f(t) =
M(α)

١ − α

∫ t

a
f ′(τ) exp[

−α(t− τ)

١ − α
]dτ, ٠ < α < ١ (٣ . ٣)

.M(٠) =M(١) = ١ که به طوری است α بر حسب نرمال شده ثابت ΁ی M(α) که
کاپوتو، مشتق تعریف مشابه آن گاه باشد ثابت تابعͬ f اگر که است ͹واض جدید تعریف طبق

مشتق که است این کاپوتو مشتق و فابریسیو کاپوتو مشتق بین اصلͬ تفاوت .CF٠ Dα
t f = ٠

نیست. تکین نقطه دارای t = τ نقطه در جدید

و α = ٠٫۶۶ ازای به باشد f(t) = sinwt به صورت خاص تابع ΁ی کنید فرض .٣ . ٢ . ١ مثال
داشت خواهیم (٣ . ٣) رابطه طبق w = ١ و a = −٨

CF
a D

(٠٫۶۶)
t sinwt =

M(٠٫۶۶)
٠٫٣٣

∫ t

a
cos τ exp−٢(t− τ)dτ. (۴ . ٣)

باشد. مͬ فابریسیو کاپوتو‐ و کاپوتو مشتق با فوق مساله شبیه سازی نتیجه زیر نمودارهای



٣۵ فابریسیو کاپوتو‐ کسری مشتق

بازه در α = ٠٫۶۶ با کاپوتو‐فابریسیو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی :٣ . ١ ش΄ل
[−٨,٢۵]

[−٨,٢۵] بازه در α = ٠٫۶۶ با کاپوتو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی :٣ . ٢ ش΄ل

که زمانͬ صورت این غیر در هستند. هم شبیه بسیار ، α = ٠٫۶۶ با ٣ . ٢ و ٣ . ١ ش΄ل ها ی
کرد. خواهیم ملاحظه را تغییراتͬ ͬ گیریم م نظر در صفر ΁نزدی را α ما



کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ٣۶

بازه در α = ٠٫١ با کاپوتو‐فابریسیو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی :٣ . ٣ ش΄ل
[−٨,۵٠]

[−٨,۵٠] بازه در α = ٠٫١ با کاپوتو مشتق با (۴ . ٣) رابطه شبیه سازی :۴ . ٣ ش΄ل

با نمودار که ͬ کنیم م مشاهده را بیشتری تفاوت های α = ٠٫١ با ۴ . ٣ و ٣ . ٣ درش΄ل های
در است قرارگرفته تاثیر تحت و کرده تغییر بیشتر کاپوتو‐فابریسیو به نسبت کاپوتو مشتق

ͬ دهد. م نشان را سریع تثبیت ΁ی کاپوتو‐فابریسیو که حالͬ



٣٧ لژاندر چندجمله ای  های

لژاندر چندجمله ای  های ٣ . ٣
بازگشتͬ رابطه در که ͬ باشند م [−١, ١] بازه در متعامد چندجمله ای های لژاندر جمله ای های چند

ͬ کنند: م صدق زیر

Li+١(x) =
٢i+ ١
i+ ١ xLi(x)−

i

i+ ١Li−١(x), i = ١,٢, · · ·

.L١(x) = x و L٠(x) = ١ که به طوری
m مرتبه از pm(t) یافته انتقال لژاندر های جمله ای چند x = ٢t − ١ متغیر تغییر از استفاده با

ͬ شوند: م داده نمایش زیر به صورت [٠, ١] بازه روی

pm+١(t) =
٢m+ ١
m+ ١ (٢t+ ١)pm(t)− m

m+ ١pm−١(t) m = ١,٢, · · ·
ͬ باشد. م p١(t) = ٢t−١ و p٠(t) = ١ که

ͬ شود: م بیان زیر به صورت pn(t) یافته لژاندرانتقال جمله ای های چند تحلیلͬ فرم

pn(t) =
n∑

k=٠
(−١)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)٢ t
k.

است: شده داده نشان ۵ مرتبه تا لژاندر چند جمله ای های نمودار ۵ . ٣ ش΄ل در

     
لژاندر جمله ای های چند :۵ . ٣ ش΄ل

   



کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ٣٨

لژاندر چند جمله ای های خواص ٣ . ٣ . ١
از عبارتند خواص این از بعضͬ هستند توجهͬ جالب خواص دارای لژاندر چند جمله ای های

که معنͬ بدین هستند متعامد مجموعه  ΁ی (−١, ١) بازه در (١

∫ ١
−١ pm(x)pn(x)dx = ٠, m ̸= n∫ ١
−١[pm(x)]٢dx = ٢٢m+١ , m = n = ٠, ١,٢, · · ·

ͬ کنند: م صدق زیر بازگشتͬ معادله در (٢
(M + ١)pm+١(x) = (٢m+ ١)xpm(x)−mpm−١(x), m = ١,٢, · · ·

p٠(x) = ١ داشتن با فرمول این از باشد. صحیح که کدام هر ،M = m−١٢ یا M = m٢ که
آورد. بدست را لژاندر چند جمله ای های همه ی ͬ توان م p١(x) = x و

که ثابت ͬ توان م (٣
pm(x) =

١
٢mm!

dm

dxm
[(x٢ − ١)m] m = ٠, ١,٢, · · ·

های جمله ای چند ͬ توان م فرمول این از ͬ شود. م نامیده ٣ رودری·ز فرمول فرمول، این
کرد. محاسبه را لژاندر

که داد نشان ͬ توان م (۴
pi(١) = ١, pi(−١) = (−١)i, i = ١,٢,٣, · · ·

چند جمله ای ،x٠ ∈ [a, b] و f ∈ Cn[a, b] کنید فرض تیلور). چند جمله ای های ) .٣ . ٣ . ١ تعریف
نامند. مͬ x٠ مرکز به n مرتبه از تیلور چند جمله ای را زیر

Tn[f, x٠](x) =
n∑

k=٠
(x− x٠)k

k!
Dkf(x٠).

  
٣Rodrigues formula



٣٩ مصنوعͬ عصبی شب΄ه ΁کم به کسری دیفرانسیل معادلات حل

عصبی شب΄ه ΁کم به کسری دیفرانسیل معادلات حل ۴ . ٣
مصنوعͬ

ب·یرید: نظر در را زیر کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات کلͬ فرم
(Ct٠D

α
t x)(t) = f(t, x(t)); x(t٠) = x٠ (۵ . ٣)

فوق باشد. مساله برای تقریبی جواب ΁ی xN (t) ͬ کنیم م فرض ͬ باشد. م t٠ ⩽ t ⩽ T آن در که
تعریف زیر به صورت و کند صدق مرزی و اولیه شرایط در باید که است گونه ای به xN (t) ساختار

ͬ شود: م
xN (t) = x٠ + (t− t٠)N(t) (۶ . ٣)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و است عصبی شب΄ه مدل N(t) آن در که
N(t) =

n∑
k=١

Vkφi(ξk) (٣ . ٧)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ξk و است ساز فعال تابع ΁ی φi و
ξk = wkt+ bk.

هستند. چند جمله ای ها ساز فعال تابع و دولایه پرسپترون نوع از عصبی شب΄ه پایان نامه این در
داشت خواهیم (۵ . ٣) رابطه در (۶ . ٣) رابطه جای·ذاری با

(Ct٠D
α
t xN )(t) = f(t, xN (t)) (٣ . ٨)

بنابراین ͬ کنیم. م حل تقریبی به صورت را (۵ . ٣) رابطه ،(٣ . ٨) رابطه حل با صورت این در که
گسسته سازی عملیات انجام از پس و ͬ کنیم م تقسیم مساوی قسمت M به را [t٠, T ] بازه ی
ͬ شود: م حل سازی بهینه روش های از استفاده با که است زیر به صورت مساله بهینه سازی بازه،

min

m∑
i=١
[
C
t٠D

α
t xN (ti)− f(t, xN (ti))

]٢
.

استفاده عددی انتگرال گیری روش از ͬ توانیم م (٣ . ٨) رابطه در کسری مشتق تقریب برای
ͬ باشد. م مسائل نوع این برای مناسب روش های از ی΄ͬ ذوزنقه ای انتگرال گیری روش که کنیم

تقریبی جواب محاسبه ١ . ۴ . ٣
معادلات در آن محاسبه روش همانند کسری دیفرانسیل معادلات در xN (t) تقریبی جواب
تعریف زیر به صورت کسری دیفرانسیل ی معادله که ͬ دانیم م است. معمولͬ مرتبه دیفرانسیل



کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۴٠
ͬ شود: م

(Ct٠D
α
t x)(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t٠, T ]

این از بعضͬ به اختصار به که ͬ دهد م رخ xN (t) برای مختلفͬ حالت های ،α بازه ی تغییر با
را دی·ری مختلف حالت های ͬ کنیم. م اشاره است نیاز مورد نامه پایان این در که حالت ها

کنید. ملاحظه [٣۶] ͽمرج در ͬ توانید م

محاسبه زیر به صورت تقریبی جواب x(t٠) = x٠ اولیه شرایط وجود با باشد. ٠ < α < ١ اگر (١
شود: مͬ

xN (t) = x٠ + (t− t٠)N(t).

تقریبی جواب x′(t٠) = x١ و x(t٠) = x٠ اولیه شرایط وجود با باشد. ١ < α < ٢ اگر (٢
شود: مͬ محاسبه زیر به صورت

xN (t) = x٠ + x١(t− t٠) + (t− t٢(٠N(t)

شود: مͬ محاسبه زیر به صورت xN (t) ،x(T ) = X٠ و x(t٠) = x٠ مرزی شرایط وجود با و

xN (t) =
Tx٠ − t٠X٠
T − t٠ +

X٠ − x٠
T − t٠ t+ (t− t٠)(t− T )N(t).

نیز دهند مͬ تش΄یل را مساله معادلات کسری دیفرانسیل معادلات از دستگاهͬ وقتͬ (٣
: که به طوری ͬ آید م بدست قبل های قسمت مشابه تقریبی جواب

جواب xi(t٠) = (x٠)i ∀i = ١, · · · , k اولیه شرایط وجود با باشد، ٠ < α < ١ اگر •
شود: مͬ محاسبه زیر به صورت تقریبی

xNi(t) = (x٠)i + (t− t٠)Ni(t), ∀i = ١,٢, · · · k.

ازای به x′i(t٠) = (x١)i و xi(t٠) = (x٠)i اولیه شرایط وجود با باشد ١ < α < ٢ اگر •
زیراست: به صورت تقریبی جواب i = ١,٢, · · · , k

xNi(t) = (x٠)i + (x١)i(t− t٠) + (t− t٢(٠Ni(t)

i = ١,٢, · · · , k ازای به xi(T ) = (X٠)i و xi(t٠) = (x٠)i مرزی شرایط وجود با و
ͬ آید: م بدست زیر به صورت تقریبی جواب

xNi(t) =
T (x٠)i − t٠(X٠)i

T − t٠ +
(X٠)i − (x٠)i

T − t٠ t+ (t− t٠)(t− T )Ni(t).



۴١ روش سازی پیاده

روش سازی پیاده ۵ . ٣
شود: مͬ تعریف زیر به صورت کسری دیفرانسیل معادله دانیم مͬ

(Ct٠D
α
t x)(t) = f(t, x(t)); x(t٠) = x٠, t ∈ [t٠, T ] (٣ . ٩)

شب΄ه کنیم. مͬ مشخص را (M) نقاط تعداد و (N) ها نرون تعداد ابتدا شده ارائه روش در
ساز فعال تابع با لایه دو پرسپترون عصبی شب΄ه بریم مͬ کار به بخش این در که عصبی

: شود مͬ تعریف زیر به صورت که ͬ باشد م چند جمله ای

N(t) =
n∑

i=١
viφi(ξi)

=

n∑
i=١

vix
(i−١)(ξi) (٣ . ١٠)

=
n∑

i=١
vix

(i−١)(wit+ bi)

ذکر حالت های طبق اولیه، شرایط به توجه با مساله xN (t) تقریبی جواب شب΄ه، مدل تعریف با
کاپوتو‐ کسری مشتق از کسری مشتق گیری برای هم چنین و ͬ آید م بدست ١.٣.٣ در شده
در شده داده α ازای به مشتق جواب و ͬ کنیم م استفاده شد عنوان ٢.٣ بخش در که فابریسیو

شود. مͬ حاصل مسئله
ساز فعال توابع عنوان به را لژاندر چند جمله ای و تیلور چندجمله ای پیشنهادی روش این در
با را (٣ . ٩) کسری دیفرانسیل معادله که به طوری بریم مͬ کار به تقریبی جواب تعیین برای

ͬ کنند: م تبدیل زیر بهینه سازی مساله به مربعات میانگین حداقل از استفاده

min
m∑
i=١

[
(Ct٠D

α
t xN )(ti)− f

(
ti, xN (ti)

)]٢ (٣ . ١١)

مورد عصبی شب΄ه و fminsearch سازی بهینه دستور از استفاده با مینیمم  سازی مسئله سپس
را خطا (W ) انرژی تابع که است این عصبی شب΄ه از استفاده مزیت ͬ شود. م حل (٣ . ١٠) نظر

ͬ سازد. م ΁نزدی صفر به و ͬ دهد م کاهش
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد بخش این در شده بیان روش تایید برای را زیر مثال دو

ب·یرید. نظر در را زیر اولیه شرایط با کسری دیفرانسیل معادله .١ . ۵ . ٣ مثال
(CF٠ Dα

t x)(t) = ۴ exp(−t) + ۴t− ۴, x(٠) = ٠, t ∈ [٠, ١] (٣ . ١٢)
است: زیر به صورت α = ٠٫۵ ازای به مساله دقیق جواب

x(t) = t٢.



کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۴٢
داریم کاپوتو‐فابریسیو مشتق تعریف طبق

CF٠ D٠٫۵
t (t٢) = ١

١ − ٠٫۵
∫ t

٠
٢τ exp (− (t− τ)

)
dτ,

داشت خواهیم جزء به جزء گیری انتگرال دوبار با حال
CF٠ D٠٫۵

t (t٢) = ۴ exp(−t) + ۴t− ۴.
ͬ باشد: م زیر به صورت ١.۴.٣ در شده عنوان حالت ها ی طبق مساله تقریبی جواب چنین هم

xN (t) = tN(x, t),

و M = ١٠ به [٠, ١] بازه ی تقسیم و (٣ . ١٢) رابطه در بالا تقریبی جواب کردن جای·زین با
ͬ رسیم: م زیر سازی بهینه مساله به N = ۵ همچنین

min

١٠∑
i=١

[(
CF
t٠ D٠٫۵

t xN
)
(ti)− ۴ exp

(
− xN (ti)

)
− ۴xN (ti) + ۴]٢ (٣ . ١٣)

با (٣ . ١٣) رابطه نهایت در و ͬ کنیم م استفاده (٣ . ٣) ازرابطه (CF
t٠ D٠٫۵

t xN )(ti) تقریب برای که
ͬ توان م را سازی بهینه مساله که است ذکر قابل ͬ شود. م حل fminsearch سازی بهینه دستور

کرد. حل نیز بهینه سازی دی·ر دستور های با
شب΄ه روش با که xN (t) تقریبی جواب و دقیق جواب به مربوط نمودارهای ۶ . ٣ ش΄ل در
در که ͬ کنید م مشاهده را است شده حل لژاندر و تیلور چند جمله  ای پایه با و (٣ . ١٠) عصبی
شده گرفته نظر در M = ١٠ و N = ۵ مثال این در هستند. منطبق برهم نمودارها [٠, ١] بازه
به لژاندر و تیلور چند جمله ای پایه ی با دقیق جواب و تقریبی جواب خطای هم چنین است.

است. شده آورده و٣ . ٨ ٣ . ٧ ش΄ل های در α = ٠٫۵ ازای
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۴٣ روش سازی پیاده
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پایه لژاندر با دقیق جواب و تقریبی جواب خطای نمودار :٣ . ٨ ش΄ل
ب·یرید. نظر در را زیر کسری دیفرانسیل معادله .٢ . ۵ . ٣ مثال

(CF٠ Dα
t x)(t) + x(t) =

٢٩
٩ − ٢٠ exp(−٩t)

٩ + ٢t, x(٠) = ١, t ∈ [٠, ١] (١۴ . ٣)
است: زیر به صورت α = ٠٫٩ ازای به مساله دقیق جواب
x(t) = ٢t+ ١.

داریم کاپوتو‐فابریسیو مشتق تعریف طبق
CF٠ D٠٫٩

t (٢t+ ١) = ١
١ − ٠٫٩

∫ t

٠ ٢ exp(−٩(t− τ))dτ,



کاپوتو‐فابریسیو مشتق و شب΄ه  ها ی عصبی با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۴۴
داشت خواهیم جزء به جزء گیری انتگرال ی΄بار ΁ی با که

CF٠ D٠٫٩
t (٢t+ ١) + ٢t+ ١ =

٢٩
٩ − ٢٠ exp(−٩t)

٩ + ٢t.

ͬ آید: م بدست زیر به صورت نیز مساله تقریبی جواب همچنین

xN (t) = ١ + tN(x, t).

سازی گسسته همچنین و اصلͬ معادله ی در تقریبی جواب کردن جای·زین با قبل مثال همانند
ͬ رسیم: م زیر سازی بهینه مساله به [٠, ١] بازه

min
١٠∑
i=١

[(
CF
t٠ D٠٫٩

t xN
)
(ti) + xN (ti)−

٢٩
٩ +

٢٠ exp (− ٩xN (ti)
)

٩ − ٢t]٢ (١۵ . ٣)

(١۵ . ٣) رابطه و ͬ کنیم م استفاده (٣ . ٣) رابطه از (CF
t٠ D٠٫٩

t xN )(ti) تقریب برای نهایت در که
ͬ شود. م حل fminsearch سازی بهینه بادستور

شب΄ه روش با که xN (t) تقریبی جواب و دقیق جواب به مربوط نمودارهای ٣ . ٩ ش΄ل در
برهم [٠, ١] بازه در که کنید مͬ مشاهده را است شده حل لژاندر و تیلور پایه با (٣ . ١٠) عصبی
چنین هم است. شده گرفته نظر در M = ١٠ و N = ۵ نیز مثال این در ͬ باشند م منطبق
٣ . ١٠ ش΄ل های در α = ٠٫٩ ازای به لژاندر و تیلور پایه با دقیق جواب و تقریبی جواب خطای

است. شده آورده و٣ . ١١
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۴۵ عددی مثال های
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پایه لژاندر با دقیق جواب و تقریبی جواب خطای نمودار :٣ . ١١ ش΄ل
جواب و تقریبی جواب به مربوط نمودار فوق مثال دو در ͬ کنید م ملاحظه که همانطور
نمودار در و است سازگار دقیق جواب با شده مطرح روش و ͬ باشند م منطبق هم بر دقیق
کاهش توجهͬ قابل بطور را جواب خطای لژاندر چند جمله ای که ͬ کنید م مشاهده خطا ها

ͬ دهد. م

عددی مثال های ۶ . ٣
زیر غیر خطͬ و خطͬ عددی مثال های پیشنهادی روش اثر دادن نشان منظور به بخش این در
از گرفتیم. نظر در ١٠ را نقاط تعداد و ٣ را نرون ها تعداد زیر مثال های ͬ گیریم.در م نظر در را
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از زیر مثال های در ͬ دهد ، م کاهش توجهͬ قابل بطور را خطا لژاندر ای جمله چند که آنجایی

است. شده استفاده پایه توابع عنوان به لژاندر چند جمله ای های
(از ANN پارامتر های ͬ توان م غیر خطͬ) موارد در (بخصوص بالاتر دقت به دستیابی برای

داد. تغییر را و...) نرون ها ͬ ، تعداد آزمایش نقاط جمله
است. دسترسͬ قابل متلب افزار نرم در زیر مثال های برای عددی جواب های محاسبه ی

ب·یرید. نظر در را زیر غیر خطͬ کسری دیفرانسیل معادله .١ . ۶ . ٣ مثال
(CF٠ Dα

t x)(t) = x٢(t)− ٢
(t+ ٢(١ , x(٠) = −٢, t ∈ [٠, ١] (١۶ . ٣)

ͬ کند م حفظ را اولیه شرایط که ANN پیشنهادی روش اساس بر فوق مساله  ی تقریبی جواب
زیراست: به صورت

xN (t) = −٢ + tN(t)

مساله به M = ١٠ به [٠, ١] بازه ی وتقسیم (١۶ . ٣) رابطه در بالا تقریبی جواب کردن جای·زین با
ͬ رسیم: م زیر سازی بهینه

min
١٠∑
i=١

[
(CF
t٠ Dα

t xN )(ti)−
(
xN (ti)

)٢
+

٢(
xN (ti) + ٢(١

]٢ (٣ . ١٧)

(٣ . ١٧) رابطه نهایت در و ͬ کنیم م استفاده (٣ . ٣) رابطه از (CF
t٠ Dα

t xN )(ti) تقریب برای که
ͬ شود. م حل سازی بهینه بادستور

است. شده داده نشان ٣ . ١٢ ش΄ل در α = ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ ازای به مساله تقریبی جواب نمودار

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

x(
t)

α = 0.3
α = 0.5
α = 0.7

α = ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ ازای به (١۶ . ٣) مساله تقریبی جواب نمودار :٣ . ١٢ ش΄ل
ب·یرید. نظر در را زیر کسری دیفرانسیل معادله .٢ . ۶ . ٣ مثال

(CF٠ Dα
t x)(t) = −x(t), x(٠) = ٠, x′(٠) = ٠, t ∈ [٠, ١] (٣ . ١٨)



۴٧ عددی مثال های
زیراست: به صورت (٣ . ١٨) مساله تقریبی جواب است. شده ذکر α > ١ برای دوم شرط که

xN (t) = ١ + t٢N(t).

سازی گسسته همچنین و اصلͬ معادله ی در تقریبی جواب کردن جای·زین با قبل مثال همانند
میرسیم: زیر سازی بهینه مساله به [٠, ١] بازه

min
١٠∑
i=١

[
(CF
t٠ Dα

t xN )(ti) +
(
xN (ti)

)]٢ (٣ . ١٩)

با (٣ . ١٩) رابطه و ͬ کنیم م استفاده (٣ . ٣) رابطه از (CF
t٠ Dα

t xN )(ti) تقریب برای نهایت در که
ͬ شود. م حل fminsearch سازی بهینه دستور

است. شده داده نشان ٣ . ١٣ ش΄ل در α = ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ ازای به مساله تقریبی جواب نمودار
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ب·یرید. نظر در را زیر کسری دیفرانسیل معادله .٣ . ۶ . ٣ مثال
(CF٠ Dα

t x)(t) = −x(t) + t٢ +
٢t(٢−α)

Γ(٣ − α)
, x(٠) = ٠, t ∈ [٠, ١] (٣ . ٢٠)

ͬ باشد: م زیر به صورت فوق مساله تقریبی جواب
xN (t) = tN(t).

ش΄ل در α = ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ ازای به مساله تقریبی جواب نمودار قبل مثال های روند مشابه
است. شده داده نشان ١۴ . ٣
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۴ فصل

با کسری دیفرانسیل معادلات حل
چند جمله ای های و عصبی شب΄ه

کسری

مقدمه ١ . ۴

تیلور چند جمله ا  ی های پایه با عصبی شب΄ه و کاپوتو‐فابریسیو مشتق از استفاده با قبل فصل در
که کردیم ملاحظه و دادیم قرار بررسͬ مورد را کسری دیفرانسیل معادلات از رده ای لژاندر، و
قابل به طور را مساله خطای تیلور ، چند جمله ای های با مقایسه در لژاندر جمله ای های چند
عنوان به را کسری لژاندر چند جمله  ای ها ی داریم قصد فصل این در ͬ دهد. م کاهش توجهͬ
دیفرانسیل معادلات از رده ای تقریبی جواب کسری مشتق از استفاده با تا ب·یریم نظر در پایه

آوریم. بدست را کسری



کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۵٠

چند جمله  ای های از استفاده با کسری معادلات حل ٢ . ۴
کسری

حل در مهمͬ بسیار نقش لاگرانژ٢ و چبیشف١ لژاندر، همچون ΁کلاسی چند جمله ای های
توان های دارای چند جمله ای ها این کرده اند. ایفا ΁کلاسی دیفرانسیل معادلات به مربوط مسائل
این هستند. کسری توان های با توابعͬ چند جمله ای ها، این از کسری مشتق هستند. صحیح
پیدا کاهش کمͬ بسیار نرخ با خطا چند جمله ای ها، تعداد افزایش با که ͬ شود م باعث ویژگͬ
پایه توابع از استفاده کسری حسابان به مربوط مسائل حل برای موثر روش های از ی΄ͬ کند.
توان های با توابعͬ چند جمله  ای ها این از کسری مشتق است. Φn =

∑n
i=٠ cixiα به صورت

΁کلاسی پایه توابع به نسبت چند جمله ای ها این هم·رایی نرخ ͬ شود م باعث که است کسری
معرفͬ به کسری، مهم چند جمله ای های برخͬ از کوتاهͬ معرفͬ از پس ادامه در باشد. سریعتر

ͬ پردازیم. م پیشنهادی روش بیان و کسری لژاندر جمله ای های چند

کسری مرتبه لاگرانژ چند جمله ای های ٢ . ١ . ۴
jامین صورت این در باشند. [٠, ١] بازه در مفروض درونیابی نقاط {tj}N−١

j=٠ کنید فرض
:[١٢] ͬ شود م تعریف زیر به صورت N − ١ مرتبه از Gj(t) لاگرانژ چند جمله ای

Gj(t) =
N−١∏

i=٠,i̸=j

t− ti
tj − ti

, j = ٠, ١, · · · , N − ١.

تعریف زیر به صورت کسری لاگرانژ چند جمله ای jامین ،t = τα متغیر تغییر از استفاده با
ͬ شود: م

Gj(t)(τ)
α =

N−١∏
i=٠,i ̸=j

τα − ti
tj − ti

, ٢ < j < N.

لاگرانژ چندجمله ای برای زیر ویژگͬ لاگرانژ، های چندجمله ای مشابه .ti = ταi آن در که
است: برقرار نیز کسری

Gj(t)
α(τ) =


١, τ = τj ,

٠, τ ̸= τj .

(١ . ۴)

در اند. داده ارائه چندجمله ای ها این محاسبه برای دی·ر روشͬ [۶۵] هم΄اران و نوری٣ زائر
١Chebyshev
٢Lagrang
٣Zayernouri



۵١ کسری چند جمله  ای های از استفاده با کسری معادلات حل
ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت N + α− ١ درجه از کسری لژاندر چندجمله ای های مقاله این

hαj (t) =

N∏
k=٠,k ̸=j

x− xk
xj − xk

, j = ٠, ١, · · · , N − ١.

کنید. ملاحظه را [۶۵ ،١٢] ͽمراج چندجمله ای ها، این مورد در بیشتر مطالعه برای

کسری مرتبه لژاندر چند جمله ای های ٢ . ٢ . ۴
شد، عنوان ١.٣.٣ در که رودری·ز فرمول در معمولͬ مشتق با کسری مشتق جای·زینͬ با

این پیچیدگͬ .[۵٠] ͬ آید م بدست کسری مرتبه از لژاندار چندجمله ای های از تعمیمͬ
در رو این از است ساخته دشوار کاربردی مسائل در را ها آن از استفاده ام΄ان چند جمله ای ها
لژاندر چندجمله ای های (٣ . ٣) بازگشتͬ فرم در t = xα متغیر تغییر از استفاده با [٢٧] ͽمرج
مطالعه مورد کسری دیفرانسیل معادلات حل برای را [٠, ١] بازه در یافته انتقال کسری مرتبه

داده اند. قرار
باشدآن گاه m درجه از کسری مرتبه لژاندار چندجمله ای های FLα

m اگر
FLα

m+١(x) =
٢m+ ١
m+ ١ (٢xα − ١)FLα

m(x)− m

m+ ١FLα
m−١(x), m = ١,٢, · · ·

ͬ باشد. م FLα١ (x) = ٢xα − ١ و FLα٠ (x) = ١ که
است: زیر به صورت چندجمله ای ها این تحلیلͬ فرم

FLα
n(x) =

n∑
k=٠

(−١)n+k (n+ k)!

(n− k)!(k!)٢x
kα.

هستند. متعامد (٠, ١] بازه در w(x) = xα−١ وزن تابع به توجه با چندجمله ای ها این
∫ ١

٠ FLα
m(x)FLα

n(x)w(x)dx =


١

(٢n+١)α , m = n

٠, m ̸= n.

مرتبه لژاندر چندجمله ای های از استفاده با تقریب قابل (٠, ١] بازه به متعلق f دلخواه تابع
است: زیر به صورت کسری

f(t) =

∞∑
n=٠

cnFL
α
n(t), cn = α(٢n+ ١)

∫ ١
٠ f(t)FLα

n(t)w(t)dt.

کسری مرتبه چبیشف چند جمله ای های ٢ . ٣ . ۴
محاسبه قابل زیر بازگشتͬ فرمول از و ͬ شوند م تعریف [٠, ١] بازه در چبیشف چندجمله ای های

ͬ باشند[٢٩]: م
Ti+١(x) = ٢xTi(x)− Ti−١(x), i = ١,٢, · · ·
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ͬ شود: م بیان زیر به صورت چندجمله ای ها این برای تعامد رابطه .T١(x) = x٠ و T٠(x) = ١ که

∫ ١
−١
Tm(x)Tn(x)√١ − x٢ dx =


π, m = n = ٠
π٢ , m = n ̸= ٠
٠, m ̸= n.

در m مرتبه از T ∗
m(t) یافته انتقال چبیشف چندجمله ای های x = ٢t

L متغیر تغییر از استفاده با
ͬ شوند: م داده نمایش زیر به صورت [٠, L] بازه

T ∗
m(t) = Tm(

٢t
L

− ١),
از T ∗

m(t) یافته انتقال چبیشف چندجمله ای های تحلیلͬ فرم .T١(x) = ٢t
L − ١ و T٠(x) = ١ که

زیراست: به صورت [٠, L] بازه در m مرتبه

T ∗(t) = n

n∑
k=٠

(−١)n−k (n+ k − ٢٢!(١k
(n− k)!(٢k)!Lk

tk.

چندجمله ای های t = xα متغیر تغییر با ͬ توان م کسری مرتبه لژاندر چندجمله ای ها مشابه
کرد[٢١]. تعریف را زیر به صورت کسری مرتبه چبیشف

FTα
n (x) = n

n∑
k=٠

(−١)n−k (n+ k − ٢٢!(١k
(n− k)!(٢k)!Lk

xkα.

است: زیر به صورت چندجمله ای ها این برای تعامد ∫خاصیت L

٠ FTα
m(x)FTα

n (x)
xα−١√

Lxα − x٢αdx = δmnhn,

با تقریب قابل [٠, L] بازه به متعلق f دلخواه تابع .bn = ١ و n ⩾ ١ و b = ٠ با hn = bn٢α که
است: زیر به صورت کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های از استفاده

f(t) =

∞∑
n=٠

cnFt
α
n(t),

ͬ شوند: م محاسبه زیر به صورت cn ضرایب و

Cn =
١
hn

∫ L

٠ f(t)FTα
n (t)w(t)dt, n = ٠, ١,٢, · · · .

ب΄ارگیری و کاپوتو کسری ازمشتق استفاده با تقریبی جواب کردن پیدا ما هدف که آنجا از
ͬ کنیم. م بسنده تعاریف همین به بنابر این باشد، مͬ لژاندر کسری چند جمله ای با عصبی شب΄ه
مطالعه [١٣ ،۴ ،۵٢ ،۵۵] ͽدرمراج را دی·ر کسری چند جمله ای های ͬ تواند م علاقه مند خواننده

نماید.



۵٣ کاپوتو کسری مشتق

کاپوتو کسری مشتق ٣ . ۴
زمینه های در کسری دیفرانسیل معادلات فراوان کاربردهای دلیل به اخیر دهه های طول در
است. شده انجام کسری دیفرانسیل معادلات حل زمینه در فراوانͬ تلاش های علمͬ مختلف

کرد. خواهیم استفاده کاپوتو نوع از کسری دیفرانسیل معادلات از اینجا در
آنگاه ،f : A ⊆ R٢ → R و n = ⌈α⌉ و α /∈ N و α > ٠ اگر .٣ . ١ . ۴ تعریف

C
t٠D

α
t x(t) = f(t, x(t)), (٢ . ۴)

به صورت اولیه شرایط معادله این برای ͬ شود. م نامیده کاپوتو نوع از کسری دیفرانسیل معادله
ͬ شود: م بیان زیر

Dkx(٠) = bk, k = ٠, ١, · · · , n− ١.
را کاربرد بیشترین کسری دیفرانسیل در که داریم کار و سر مفاهیمͬ با ما فصل این در

شده اند. معرفͬ کاپوتو توسط و دارند
محدود دامنه روی بر nام مرتبه تا پذیر مشتق پیوسته تابع ΁ی x(t) کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت α > ٠ درجه از (Ct٠Dα
t x)(t) کاپوتو کسری مشتق باشد. [a, b]

(Ct٠D
α
t x)(t) =


dnx(t)
dtn , α = n

١
Γ(١−α)

∫ t
a(t− τ)n−α−١x(n)(τ)dτ, n− ١ < α ≤ n.

(٣ . ۴)

ترتیب همین به است. صفر ثابت عدد ΁ی مشتق کاپوتو تعریف در که ͬ شود م یادآوری
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت چند جمله ای ها برای کاپوتو مشتق

C٠ Dα
t x

k =


٠, k < n, k ∈ {٠, ١, · · · }
Γ(k+١)

Γ(k+١−α)
x(k−α), k ≥ n, k ∈ {٠, ١, · · · }

or k > n− ١, k /∈ {٠, ١, · · · }.
(۴ . ۴)

روش سازی پیاده ۴ . ۴
شود: مͬ تعریف زیر به صورت کسری دیفرانسیل معادله

(Ct٠D
α
t x)(t) = f(t, x(t)); x(t٠) = x٠, t ∈ [t٠, T ]. (۵ . ۴)

معادلات از رده ای جواب های زدن تقریب برای عصبی شب΄ه کاربرد بخش این در ما هدف
است. محدود دامنه ΁ی روی بر اولیه مقدار با کسری دیفرانسیل



کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۵۴
مساله جواب تقریب برای لژاندر کسری جمله ای های چند از بخش این در پیشنهادی روش
سپس و ͬ کند م تبدیل بهینه سازی مساله ΁ی به را اصلͬ دیفرانسیل معادله و ͬ کند م استفاده
با را پارامتر ها تا ͬ شود م حل لژاندر کسری عصبی شب΄ه ΁ی بوسیله ی مینیمم سازی مساله

نماید. محاسبه بالا دقت
به صورت و ͬ گیریم م نظر در کسری لژاندر چند جمله ای های را ساز فعال تابع روش این در

ͬ شود: م تعریف زیر

N(t) =

n∑
i=١

viφi(ξi)

=
n∑

i=١
viFL

(i−١)(α)(ξi) (۶ . ۴)

=

n∑
i=١

viFL
(i−١)(α)(wit+ bi)

ذکر حالت های طبق اولیه، شرایط به توجه با مسئله xN (t) تقریبی جواب شب΄ه، مدل تعریف با
که کاپوتو کسری مشتق از کسری گیری مشتق برای چنین هم و ͬ آید م بدست ١.٣.٣ در شده
مسئله در شده داده α ازای به مشتق جواب و کنیم مͬ استفاده شد عنوان ٣.٣.١ بخش در

شود. مͬ حاصل
تعیین برای ساز فعال توابع عنوان به که کسری لژاندر چند جمله ای پیشنهادی روش این در
میانگین حداقل از استفاده با را (۵ . ۴) کسری دیفرانسیل معادله بریم، مͬ کار به تقریبی جواب

کند: مͬ تبدیل زیر بهینه سازی مساله به مربعات

min

m∑
i=١

[
(Ct٠D

α
t xN )(ti)− f

(
ti, xN (ti)

)]٢ (٧ . ۴)

مͬ حل نظر مورد عصبی شب΄ه و سازی بهینه دستور از استفاده با مینیمم سازی مسئله سپس
مشاهده متلب افزار نرم در روش کارایی دادن نشان برای را عددی مثال های ادامه در شود.

کرد. خواهیم

عددی مثال های ۵ . ۴
غیر خطͬ و خطͬ عددی مثال های پیشنهادی روش کارایی دادن نشان منظور به بخش این در

گرفتیم. نظر در ۵ را نرون ها تعداد زیر مثال های ͬ گیریم.در م نظر در را زیر
پارامتر های ͬ توان م غیر خطͬ) موارد در (بخصوص بالاتر دقت آوردن منظوربدست به

داد. تغییر را و...) نرون ها ͬ ، تعداد آزمایش نقاط جمله ANN(از

است. دسترسͬ قابل متلب افزار نرم در زیر مثال های برای عددی جواب های محاسبه ی



۵۵ عددی مثال های
ب·یرید. نظر در را زیر کسری دیفرانسیل معادله .١ . ۵ . ۴ مثال

(C٠ Dα
t x)(t) = −x(t) + t٢ +

٢t(٢−α)

Γ(٣ − α)
, x(٠) = ٠, t ∈ [٠, ١] (٨ . ۴)

ͬ باشد. م x(t) = t٢ ،α هر ازای به مذکور دیفرانسیل معادله دقیق جواب
بدست زیر به صورت ١.۴.٣ در شده ذکر حالت های طبق (٨ . ۴) مساله تقریبی جواب همچنین

ͬ آید: م
xN (t) = tN(t),

و M = ١٠ به [٠, ١] بازه ی تقسیم و (٨ . ۴) رابطه در بالا تقریبی جواب کردن جای·زین با
ͬ رسیم: م زیر سازی بهینه مساله به N = ۵ همچنین

min
١٠∑
i=١

[(
C
t٠D

α
t xN

)
(ti) + xN (ti)−

(
xN (ti)

)٢ − ٢xN (ti)
(٢−α)

Γ(٣ − α)

]٢
, (٩ . ۴)

دستور با (٩ . ۴) رابطه نهایت در و ͬ کنیم م استفاده (١ . ۴) رابطه از (Ct٠Dα
t xN )(ti) تقریب برای که

ͬ شود. م حل fminsearch سازی بهینه
جواب نمودار و ٨ . ۴ ش΄ل در α = ١ ازای به مساله تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار
خطای همچنین است. شده داده نشان ٢ . ۴ ش΄ل در α = ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩ ازای به مساله تقریبی

است. شده داده نشان ش΄ل۴ . ۴ در مساله دقیق وجواب تقریبی جواب
است. شده آورده ٣ . ۴ ش΄ل در مختلف های α ازای به تقریبی جواب و دقیق جواب مقایسه
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۵٧ عددی مثال های

α = ١ ازای به دقیق جواب و تقریبی جواب خطای به مربوط نمودار :۴ . ۴ ش΄ل

ب·یرید. نظر در را زیر غیر خطͬ کسری دیفرانسیل معادله .٢ . ۵ . ۴ مثال
(C٠ Dα

t x)(t) = x٢(t)− ٢
(t+ ٢(١ , x(٠) = −٢, t ∈ [٠, ١] (١٠ . ۴)

: است زیر به صورت α = ١ ازای به مذکور دیفرانسیل معادله دقیق جواب

x(t) =
−٢
t+ ١ .

ͬ کند م حفظ را اولیه شرایط که ANN پیشنهادی روش اساس بر فوق مساله  ی تقریبی جواب
است: زیر به صورت

xN (t) = −٢ + tN(t).

M = ١٠ گرفتن نظر در با و فصل این در شده معرفͬ روش از استفاده با و قبل مثال همانند
قابل مربوطه نمودار های در [٠،١] بازه روی بر (١٠ . ۴) دیفرانسیل معادله حل نتایج N = ۵ و

است. ملاحظه
به [٠, ١] بازه سازی گسسته همچنین و اصلͬ معادله ی در تقریبی جواب کردن جای·زین با

ͬ رسیم: م زیر سازی بهینه مساله

min

١٠∑
i=١

[(
C
t٠D

α
t xN

)
(ti)−

(
xN (ti)

)٢
+

٢(
xN (ti) + ٢(١

]٢
, (١١ . ۴)

دستور با (١١ . ۴) رابطه ͬ کنیم م استفاده (١ . ۴) رابطه از (Ct٠Dα
t xN )(ti) تقریب برای نهایت در که

ͬ کنیم. م حل fminsearch سازی بهینه



کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۵٨
نمودار و ۵ . ۴ ش΄ل در α = ١ ازای به (١٠ . ۴) مساله تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار
همچنین است. شده داده نشان ۶ . ۴ ش΄ل در α = ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩ ازای به مساله تقریبی جواب
جواب مقایسه است. شده داده نشان ش΄ل۴ . ٨ در مساله دقیق وجواب تقریبی جواب خطای

است. شده آورده ٧ . ۴ ش΄ل در مختلف های α ازای به تقریبی جواب و دقیق
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۵٩ عددی مثال های

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

x(
t)

Exact

α = 0.5

α = 0.7

α = 0.9

مختلف های α با تقریبی جواب و دقیق جواب به مربوط نمودار :٧ . ۴ ش΄ل

α = ١ ازای به دقیق جواب و تقریبی جواب خطای به مربوط نمودار :٨ . ۴ ش΄ل

ب·یرید. نظر در را زیر کسری خطͬ دیفرانسیل معادله .٣ . ۵ . ۴ مثال
(C٠ Dα

t x)(t) = t٢ + ٢t− x(t), x(٠) = ٠, t ∈ [٠, ١] (١٢ . ۴)
: است زیر به صورت α = ١ ازای به مذکور دیفرانسیل معادله جواب

x(t) = t٢



کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۶٠
است: زیر به صورت که ͬ آوریم م بدست را تقریبی جواب ابتدا شد گفته بخش این در آنچه بنابر

xN (t) = tN(t)

نتایج N = ۵ و M = ١٠ گرفتن نظر در وبا شده معرفͬ روش وطبق قبل مثال های همانند
است. ملاحظه قابل زیر نمودار های در مذکور دیفرانسیل معادله عددی

تقریبی جواب نمودار و ٩ . ۴ ش΄ل در α = ١ ازای به مساله تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار
جواب خطای همچنین است. شده داده نشان ١٠ . ۴ ش΄ل در α = ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩ ازای به مساله
جواب و دقیق جواب مقایسه است. شده داده نشان ش΄ل۴ . ١٢ در مساله دقیق وجواب تقریبی

است. شده آورده ١١ . ۴ ش΄ل در مختلف های α ازای به تقریبی
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۶١ عددی مثال های
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α = ١ ازای به دقیق جواب و تقریبی جواب خطای به مربوط نمودار :١٢ . ۴ ش΄ل

را زیر اولیه شرایط با زمان به وابسته کسری مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله .۴ . ۵ . ۴ مثال
ب·یرید: درنظر

(C٠ Dα
t x)(t) =

Γ(٩)
Γ(٩ − α)

t٨−α + t٨ +
٩
۴ tα +

٩
۴Γ(α+ ١)− x(t), x(٠) = ٠ (١٣ . ۴)

است: زیر بصورت α = ١ ازای به مذکور دیفرانسیل معادله جواب
x(t) = t٨ +

٩
۴ t.



کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۶٢
M = ١٠ گرفتن نظر در با بخش، این در شده معرفͬ روش از استفاده با و قبل مثال های همانند
١٣ . ۴ ش΄ل در (١٣ . ۴) مساله دقیق جواب نمودار ͬ باشد. م مشاهده قابل زیر ش΄ل ها ی در نتایج
است. شده داده نشان ١۴ . ۴ ش΄ل در α = ٠٫۵, ٠٫٧, ٠٫٩ ازای به مساله تقریبی جواب نمودار و
است. شده داده نشان ١۶ . ۴ ش΄ل در مساله دقیق جواب و تقریبی جواب خطای همچنین

است. شده آورده ١۵ . ۴ ش΄ل در مختلف های α ازای به تقریبی جواب و دقیق جواب مقایسه
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α = ١ ازای به دقیق جواب و تقریبی جواب نمودار :١٣ . ۴ ش΄ل
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۶٣ عددی مثال های
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کسری چند جمله ای های و عصبی شب΄ه با کسری دیفرانسیل معادلات حل ۶۴

پیشنهادات و گیری نتیجه ۶ . ۴
به کسری دیفرانسیل معادلات از رده ای حل برای عددی روش دو ارائه به نامه پایان این در
کاپوتو‐ و کاپوتو کسری مشتقات از گیری مشتق در که به طوری پرداختیم عصبی شب΄ه ΁کم
جمله ای های چند همچون پایه توابع از استفاده که کردیم ملاحظه کردیم. استفاده فابریسیو
نتایج ͬ دهد. م کاهش توجهͬ قابل بطور را خطا فرد ، به منحصر ͬ ها ی ویژگ به توجه با لژاندر
در توابع این کارایی از نشان تیلور ای ها ی جمله چند با مقایسه در روش این از آمده بدست
مشتق در کاپوتو‐فابریسیو مشتق از استفاده همچنین دارد. کسری دیفرانسیل معادلات حل
مثلثاتͬ توابع و نمایی توابع بخصوص توابع بیشتر در کسری دیفرانسیل معادلات از گیری

است. توجه قابل
در کسری مرتبه لژاندر جمله ای های چند همچون کسری پایه توابع از استفاده همچنین
نمودیم. مشاهده را ونتایج کردیم بررسͬ نامه پایان این در را کاپوتو مشتق با عصبی شب΄ه
برای پیشنهاد عنوان به متفاوت ، و جالب خواص با جدید جمله  ای ها ی چند وجود به توجه با
برنشتاین مونتس‐لژاندر ۴، همچون کسری مرتبه جمله ای ها ی چند از ͬ توان م آتͬ کار های
استفاده کسری دیفرانسیل معادلات حل برای عصبی شب΄ه در پایه عنوان به کسری لاگر۵ و
این در را پذیر۶ همدیس و ژومقͬ جمله از جدید کسری مشتق  ها ی ͬ توان م همچنین و کرد

داد. قرار استفاده مورد مسائل

۴Muntz-Legendre
۵Laguerre
۶Comformable
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Abstract

The purpose of this thesis is to introduce a new method using artificial neural networks for same
of to the approximation solutions of fractional differential equations with the use fractional polyno-
mial and fractional derivative. Classical polynomials such as Legendre, Lagrange and Chebyshev
have played a very important role in solving the problems of classical differential equations. These
polynomials have correct powers. The fractional derivative of these polynomials is a function of
fractional powers. This feature will reduce the error by increasing the number of polynomials. One
of the effective methods for solving the problems of fractional calculus is the use of base functions
as Φn =

∑n
i=0 cix

iα. For this purpose, in this thesis, polynomials are based on the approximation
of the fractional differential equations with the artificial neural networks. First, we use classical
polynomials as the base with a caputo-fabrizio derivative and then use fractional polynomials for
the base with a caputo derivative artificial neural networks. Finally, the numerical simulation of
the efficiency of the method is shown.

Keywords: Artificial Neural Network, Fractional Differentional Equations, Fractional Poly-
nomial, Caputo Derivative, Caputo-Fabrizio Derivativ.
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