


ریاضͬ علوم دانش΄ده
آمارریاضͬ گرایش آمار، رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

شفایافتگͬ نرخ رگرسیونͬ مدل
در آن کاربرد و صفر در بانکͬآماسیده تسهیلات

عابدی مهر مونا نگارنده:
راهنما استاد

اقبال نگار دکتر
مشاور استاد

باغیشنͬ حسین دکتر
١٣٩۶ بهمن





به: تقدیم
دلم لغت نامه در واژه ها مقدس ترین

و مهر مدیون را زندگیم که مهربانم مادر
ͬ دانم. م آن عطوفت

حامͬ. و بردبار مشفق، مهربانͬ پدر،
در الهͬ لطف نشانه که نوید آرامشم و

است. من زندگͬ

ز



سپاس گزاری...

پایان به را پایان نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان ش΄ر
برسانم.

از و ͬ شوم م زاده ی΄ͬ از هستند. من تولد سراغاز که هستم کسانͬ سپاس گزار
پدری و مادر و نگاشت زندگیم سیاه تخته بر را سپیدی که استادی جاودانه. دی·ری

نماند. سیاه من پای به آن ها از مویی تار که
باغیشنͬ حسین دکتر آقای جناب و اقبال نگار دکتر خانم سرکار گرامͬ اساتید از
مش΄ل بسیار پایان نامه این تامین ایشان راهنمایی بدون که چرا سپاس گزارم بسیار

ͬ نمود. م
جناب و نزاکتͬ احمد دکتر آقای جناب داور، اساتید از ͬ دانم م لازم برخود هم چنین
آرشͬ دکتر شاهرود صنعتͬ دانش·اه آمار گروه اساتید تمام و شاهسونͬ داود دکتر آقای

نمایم. قدردانͬ و تش΄ر ربیعͬ دکتر و
زندگͬ دشواری های و ͬ ها سخت در که مهربانم مادر و پدر از که ͬ دانم م خود وظیفه
صمیمانه بوده اند برایم مطمئن و مح΄م پشتیبانͬ و فداکار و دلسوز یاری همواره
از سرشار محیطͬ و معرفت و عشق از آکنده قلبی که همسرعزیزم از کنم. سپاس گزاری
سپاس گزارم. بی نهایت است آورده فراهم من برای آسایش و آرامش و امنیت و سلامت
جلیلͬ، دکتر آقای جناب خصوص به ایران مرکزی بانک مسئولین از دارم ویژه تش΄ر
هم΄اری نهایت اینجانب با داده ها آوردن به دست در که مل شعار دکتر و اکبری دکتر

آوردند. به جا را
اختیار در را نامه پایان این شبیه سازی کدهای که اولوریا مایرو پروفسور از هم چنین
قدردانͬ و تش΄ر نهایت نمودند راهنمایی مرا بسیار تحقیق زمان در و دادند قرار من

دارم. را
ͬ های هم΄لاس و دوستان و بوده من همیش·ͬ همراه که عزیزم خواهر از سپاس با

داده اند. یاری صمیمانه مرا که گران مایه ام

عابدی مهر مونا
١٣٩۶ بهمن

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم دانش΄ده آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی عابدی مهر مونا این جانب
آماسیده شفایافتگͬ نرخ رگرسیونͬ مدل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه
ͬ شوم: م متعهد اقبال نگار دکتر راهنمایی تحت ، بانکͬ تسهیلات در آن کاربرد و صفر در

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این جانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا

با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “Shahrood University of Technology“ یا شاهرود“ صنعتͬ “دانش·اه نام

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
عابدی مهر مونا
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این است.
نیست. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
اعطاء را وام هایی خود مشتریان به شرایطͬ، تحت همواره، مالͬ موسسات و بانک ها
تقسیم دسته سه به را آن ها ͬ توان م وام ها، دادن بازپس در مشتریان عمل΄رد اساس بر ͬ کنند. م
افراد این به ͬ شود؛ م ͽقط بانک با ارتباطشان کامل به طور که هستند مشتریانͬ اول دسته کرد.
هستند مشتریانͬ دوم دسته است. صفر برابر آن ها وام پرداخت بقای زمان که ͬ گویند م متقلب
ادامه مدتͬ تا بازپرداخت این متقلبین، برخلاف اما ͬ دهند نم اهمیتͬ خود وام بازپرداخت به که
مثبت وام بازپرداخت بقای زمان مشتریان از دسته این ͬ گردد. م ͽقط سپس و ͬ کند م پیدا
قصورکننده مشتریان، نوع این به شوند. تبدیل متقلب به است مم΄ن نهایت در ولͬ دارند

کنند. پرداخت ͽموق به را اقساطشان تمام که هستند مشتریانͬ نیز سوم دسته ͬ  گویند. م
کم ترین به آن قصورکنندگان و متقلبین نرخ های باید بانک، ی سود بیشینه سازی برای
بازپرداخت بقای زمان طول تحلیل بنابراین شوند. حداکثر خوش حساب مشتریان و برسد مقدار
پدیده ی رخداد تا زمان طول داده های تحلیل باشد. حیاتͬ ͬ تواند م بانک هر در وام ها
در ͬ گیرد. م قرار بقا تحلیل حیطه در است)، وام بازپرداخت نظر مورد پدیده این جا در (که
مختلف عوامل تاثیر سنجش برای مناسب مدل ی یافتن اصلͬ مسأله بقا، داده های تحلیل
بازپرداخت عدم بقای بانک  ها، مشتریان داده  های ماهیت به توجه با است. بقا زمان طول بر
داده  های نوع این برای مناسب رده ͬ  کند. نم میل صفر به قصورکننده و متقلب مشتریان وام
و آمیخته مد ل های کلͬ زیررده دو مدل  ها این برای هستند. شفایافتگͬ نرخ مدل  های بقا،
برای شفایافتگͬ نرخ مدل  های از استفاده راه سر بر که مش΄لͬ شده  اند. معرفͬ غیرآمیخته
عدم بقای که است متقلبین یعنͬ اول دسته وجود دارد، وجود وام  گیرندگان رفتار تحلیل
ͬ  شود. م شفایافتگͬ نرخ مدل نامطلوب برازش باعث مساله این دارند. صفر برابر بازپرداخت
ابتدا پایان نامه، این در ͬ  شود. م توصیه صفر در آماسیده مدل  های به کارگیری مواردی چنین در
داده های تحلیل برای آن از سپس و ͬ کنیم م معرفͬ را صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل
ͬ کنیم. م استفاده ایران، مرکزی بانک در ثبت شده بانک نوع چهار مشتریان از برخͬ بازپرداخت

بانکͬ تسهیلات صفر، در آماسیده بقا، تحلیل شفایافتگͬ، نرخ کلیدی: کلمات

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

بانکͬ تسهیلات در تقلب ”تحلیل ،(١٣٩۶) ح.، باغیشنͬ و ن. اقبال م.، عابدی مهر .١
صفحه تصادفͬ، فرایندهای و احتمال سمینار یازدهمین بقا”، مدل های از استفاده با

ایران. قزوین، ،٨-٧٨۶

م



مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ اولیه تعاریف و مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ رگرسیون ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم درستنمایی روش ١ . ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتون‐رافسون روش ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BFGS روش ١ . ٢ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ رگرسیون ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لجستی رگرسیون ١ . ٣ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وایبل توزیع ١ . ٣ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تحلیل ۴ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا مفاهیم بر مقدمه ای ١ . ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تابع برآورد ٢ . ۴ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسورشده داده های ٣ . ۴ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برش ها انواع ۴ . ۴ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا مدل های ۵ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا پارامتری مدل های ١ . ۵ . ١

٢١ شفایافتگͬ نرخ مدل های ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ٢ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شفایافتگͬ نرخ مدل ٢ . ٣
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیخته نرخ شفایافتگͬ مدل ٢ . ٣ . ١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . غیرآمیخته نرخ شفایافتگͬ مدل ٢ . ٣ . ٢

س



مطالب فهرست ع
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . شفایافتگͬ نرخ مدل های درستنمایی تابع ۴ . ٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیخته مدل درستنمایی تابع ١ . ۴ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . غیرآمیخته مدل  درستنمایی تابع ٢ . ۴ . ٢

٣١ وام ها بازپرداخت بقای برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی رگرسیونͬ مدل ٣ . ٣
٣۶ . . . . . . خوش حساب مشتریان بقای تابع برای پارامتری مدل ٣ . ٣ . ١
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط و مدل برازش ۴ . ٣

۴١ واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی مطالعه ١ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی ال·وریتم ١ . ١ . ۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . کارلویی مونت شبیه سازی نتایج ١ . ٢ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . ایران مرکزی بانک تسهیلات موردی: مطالعه ٢ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده ها توصیفͬ تحلیل ٢ . ١ . ۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده و نتیجه گیری ٣ . ۴

۶٧ ͽمراج
٧١ R نرم افزار دستورات آ 
٨٩ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
٩١ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
٩٣ نمایه



تصاویر فهرست
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسور انواع از مثال هایی ١ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیمار ی برای تصادفͬ برش ١ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بانکͬ تسهیلات بازپرداخت زمان طول ٣ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل بقا تابع ٣ . ٢

(CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی ١ . ۴
مدل قصور و تقلب نرخ های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای برای
اول سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار. بار ١٠٠ برای پارامترها انتخاب
(CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی ٢ . ۴
شفایافتگͬ نرخ مدل وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای برای

۴٧ پارامترها انتخاب اول سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر در آماسیده
حجم های برای آن ها متناظر استاندارد خطای و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ٣ . ۴
را پارامتر واقعͬ مقدار نمودارها، در افقͬ خط اول. سناریوی در مختلف نمونه

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهد م نشان
(CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی ۴ . ۴
مدل قصور و تقلب نرخ های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای برای
دوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار بار ١٠٠ برای پارامترها انتخاب
(CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی ۵ . ۴
شفایافتگͬ نرخ مدل وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای برای

۵٠ پارامترها انتخاب دوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر در آماسیده
حجم های برای آن ها متناظر استاندارد خطای و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ۶ . ۴
را پارامتر واقعͬ مقدار نمودارها، در افقͬ خط دوم. سناریوی در مختلف نمونه

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهد م نشان
ف



تصاویر فهرست ص
(CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی ٧ . ۴
مدل قصور و تقلب نرخ های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای برای
سوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار بار ١٠٠ برای پارامترها انتخاب
(CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی ٨ . ۴
شفایافتگͬ نرخ مدل وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای برای

۵٣ پارامترها انتخاب سوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر در آماسیده
حجم های برای آن ها متناظر استاندارد خطای و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ٩ . ۴
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١ فصل
اولیه تعاریف و مفاهیم

ͬ دهیم. م شرح داریم، نیاز آن ها به آینده فصل های در که اساسͬ و پایه ای مفاهیم فصل این در
بهینه سازی روش  سپس ͬ کنیم. م بیان را پارامتر برآورد روش های و خطͬ رگرسیون مدل  ابتدا
رده از عضوی که لجستی رگرسیون ادامه، در ͬ کنیم. م معرفͬ را نیوتون‐رافسون١ عددی
تحلیل به مربوط مفاهیمͬ پایان در و کرده تعریف را است (GLMs) تعمیم یافته٢ خطͬ  مدل های

ͬ دهیم. م شرح را برش ها و سانسورها انواع و بقا مدل های بقا،

خطͬ رگرسیون ١ . ١
در آن معادله [۶] نیرومند کتاب به توجه با که است خطͬ رگرسیون رگرسیون، نوع ساده ترین

صورت به ،x تبیینͬ، متغیر ی تنها خاص حالت
y = β٠ + β١x+ ε

در ͬ رود. م به کار تبیینͬ متغیر و y ͺپاس متغیر بین خطͬ رابطه ی وجود بررسͬ برای که است
تصادفͬ خطای جمله ε و هستند مدل نامعلوم پارامترهای β١ و β٠ رگرسیونͬ ضرایب مدل این
باشند، داشته وجود تا، k مثلا رگرسیونͬ، تبیینͬ متغیر ی از بیش که صورتͬ در است.

١Newton-Raphson
٢Generalized Linear Models



اولیه تعاریف و مفاهیم ٢
ͬ دهند: م نمایش زیر صورت به و نامیده چندگانه خطͬ رگرسیون را خطͬ رگرسیون

y = β٠ + β١x١ + β٢x٢ + . . .+ βkxk + ε. (١ . ١)
شخص همان برای وام اقساط پرداخت نحوه  با مشتری ی درآمد بین رابطه مثال، به عنوان
خود اقساط مبل; لزوماً بالاتر درآمد با شخصͬ که معنͬ این به نیست؛ کامل مستقیم رابطه ی
اما ͬ کند. نم پرداخت تعیین شده، تاریخ های در منظم تر، پایین تر درآمد با افراد به نسبت را
به بیش تری تمایل دارد بالاتری درآمد که شخصͬ ملاحظه ای، قابل احتمال با داریم، انتظار
قسط پرداخت عدم یا پرداخت پیش گویی مثال، این در باشد. داشته ͽموق به اقساط پرداخت
ام΄ان پذیر خطͬ رگرسیون مدل ی با متغیر دو این بین ارتباط بیان و شخص درآمد روی از

است.
درستنمایی برآورد روش (خطͬ)، رگرسیون مدل ی پارامترهای برآورد برای معمول روش ی
مدل های پارامترهای برآورد برای روش این از استفاده به توجه با است. (MLE) ماکسیمم٣

ͬ کنیم. م معرفͬ اختصار به را روش این ابتدا ادامه، در پایان نامه، این در علاقه مورد

ماکسیمم درستنمایی روش ١ . ١ . ١
برآوردیابی نظریه در روش ها پراهمیت ترین و ͬ ترین قدیم از ی΄ͬ ماکسیمم درستنمایی روش
از کاربردی استفاده کنندگان بین در روش متداول ترین که ML برآورد .([٣] (پارسیان است
گسترده ای صورت به آن از پس و شد گرفته کار به [١۴] گاوس توسط بار اولین است، آمار علم

گرفت. قرار استفاده مورد گشتاوری برآوردیابی روش از انتقاد در [١٢] فیشر توسط
احتمال (چ·الͬ) تابع دارای X = (X١, X٢, . . . , Xn)

′ تصادفͬ متغیرهای بردار کنید فرض
این یافته های است. Θ پارامتر فضای از عضوی θ پارامتر واقعͬ مقدار آن در که باشد، fθ(x) توام
،X = x داده شده  مقدار هر برای ͬ دهیم. م نشان x = (x١, x٢, . . . , xn)′ با را تصادفͬ نمونه
تعریف ،fθ(x) یعنͬ ،X توأم) احتمال (تابع توأم احتمال چ·الͬ تابع را X درستنمایی تابع
ͬ دهیم؛ م نمایش L(θ) نماد با را آن و ͬ شود م گرفته نظر در θ از تابعͬ صورت به که ͬ کنیم م

دی·ر عبارت به
L(θ) = fθ(x).

است: ضروری درستنمایی تابع مورد در نکته چند ذکر
نیست. مشتق پذیر θ به نسبت لزوماً L(θ) درستنمایی تابع .١

نیست. احتمال (چ·الͬ) تابع ی L(θ) درستنمایی تابع .٢
احتمال (چ·الͬ) توابع خانواده  از توزیعͬ از nتایی تصادفͬ نمونه  ی X١, . . . , Xn اگر .٣

{fθ(x) : θ ∈ Θ}
٣Maximum Likelihood Estimation



٣ نیوتون‐رافسون روش
آن گاه باشد،

L(θ) =
n∏

i=١
fθ(xi).

آن ازای به درستنمایی تابع که است Θ پارامتر فضای از نقطه ای θ پارامتر ML برآوردگر
دی·ر عبارت به شود؛ ماکسیمم

θ̂ = argmax
Θ

L(θ)

برآوردگرهای ساده، و کلاسی مدل های از خارج است. ML برآوردگر همان θ̂ از منظور آن در که
موارد، این در آورد. به دست دقیق به طور را آن ها ͬ توان نم و ندارند بسته صورت پارامترها ML

بهینه سازی روش های کار، این برای کرد. استفاده MLE محاسبه برای تقریبی روش های از باید
عددی، بهینه سازی معمول روش های از ی΄ͬ شده اند. معرفͬ ریاضͬ علوم در مختلفͬ عددی

ͬ کنیم. م معرفͬ را آن خلاصه به طور ادامه در که است نیوتون‐رافسون روش

نیوتون‐رافسون روش ١ . ٢
برای عددی روشͬ ͬ شود، م شناخته نیوتون‐رافسون روش نام با بیش تر که نیوتون روش
یافتن برای منحنͬ بر مماس خط از استفاده روش این مبنای است. تابع ی ریشه تعیین
که باشید داشته دقت است. تابع ریشه مقدار به شدن نزدی تر و بعدی بهبودیافته حدس
آن در منحنͬ مشتق از منحنͬ شیب محاسبه برای است. درستنمایی تابع مشتق ریشه MLE

ͬ شود. م استفاده نقطه
معادله باید بنابراین بیابیم. را f(x) تابع ریشه بخواهیم کنید فرض

f(x) = ٠
انتخاب اولیه حدس به عنوان را x٠ آغازین نقطه ابتدا نیوتون‐رافسون، روش در کنیم. حل را
به رسیدن برای ((١ . ٢) (رابطه نیوتون‐رافسون به روزکننده معادله توسط آن از و ͬ کنیم م

ͬ کنیم: م استفاده x١ جدید مقدار
x١ = x٠ − f(x٠)

f ′(x٠) . (١ . ٢)
به n + ١ مرحله در به روزکننده معادله مراحل، همین ادامه و x٠ به جای x١ کردن جای·زین با

ͬ شود: م حاصل زیر صورت
xn+١ = xn − f(xn)

f ′(xn)
.

این است. نزدی تر ریشه به آمده به دست مقدار باشد، بیش تر تکرار دفعات تعداد هرچه
معادلات دستگاه ی به روز کننده معادله و است استفاده قابل نیز چندمتغیره توابع برای روش

بود. خواهد (برداری)



اولیه تعاریف و مفاهیم ۴
جواب به همیشه است مم΄ن و است وابسته بسیار اولیه حدس مقدار به تکراری روش این
هم·رایی سرعت که است توانمندی بسیار روش هم·رایی، صورت در اما، نشود. هم·را واقعͬ
تضمین را جواب به رسیدن که روش هایی با نیوتون‐رافسون روش ترکیب با دارد. نیز خوبی
۴BFGS روش راه΄ارها، این از ی΄ͬ یافت. دست معادله حل مناسب روش به ͬ توان م ͬ کنند، م
تابع دوم مشتق روش ها این در ͬ شود. م محسوب [١۶] شبه نیوتون۵ روش نوعͬ که است [٧]

ͬ شود. م استفاده تابع ریشه سوی به سریع تر حرکت برای آن از و شده محاسبه نیز

BFGS روش ١ . ٢ . ١
بدون غیرخطͬ برنامه سازی برای بهینه سازی عددی محاسبات برای است روشͬ BFGS روش
روش برای تعمیمͬ روش، این کنید. مشاهده ͬ توانید م [٣٣] در را آن جزئیات که قید
معادله ͺپاس توسط kام تکرار در ،Pk کاوش، جهت است. نیوتون‐رافسون بهینه سازی

است: زیر صورت به که ͬ شود م داده نیوتون‐رافسون
BkPk = −∇f(xk)

∇f(xk) و ͬ شود م به روزرسانͬ مرحله هر در که است هسیان۶ ماتریس از تقریبی Bk که به طوری
ͬ شود. م مقداردهͬ xk در که است تابع گرادیان

دوم مرتبه جزیی مشتقات شامل که مربعͬ است ماتریسͬ هسیان، ماتریس .١ . ٢ . ١ تعریف
نظر مورد تابع موضعͬ انحنای میزان بیان گر ͽواق در ماتریس این است. چندمتغیره تابع ی
در را حقیقͬ اعداد از دامنه ای با f(x١, x٢, . . . , xn) متغیره n تابع است. آن مولفه های ازای به
عبارت f تابع هسیان ماتریس آن گاه باشند، موجود f تابع جزیی مشتقات اگر ب·یرید. نظر

از است

H =



∂٢f
∂x٢١

∂٢f
∂x١∂x٢ . . . ∂٢f

∂x١∂xn

∂٢f
∂x٢∂x١

∂٢f
∂x٢٢

. . . ∂٢f
∂x٢∂xn... ... ... ...

∂٢f
∂xn∂x١

∂٢f
∂xn∂x٢ . . . ∂٢f

∂x٢
n
.


ͬ نامند. م مشاهده شده٧ اطلاع ماتریس را هسیان ماتریس قرینه تعریف، به بنا

با ͬ شود: م عمل زیر صورت به ،BFGS روش از استفاده با ،x ریشه آوردن به دست برای
ͬ شوند: م تکرار x به هم·رایی تا زیر مراحل ،B٠ اولیه تقریبی مقدار و x٠ اولیه مقدار از شروع

۴Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno
۵Quasi Newton
۶Hessian matrix
٧Observed information matrix



۵ تعمیم یافته خطͬ رگرسیون
.BkPk = −∇f(xk) حل با Pk جهت انتخاب .١

مقدار کردن به روز برای ،k مرحله در αk گام اندازه بهترین یافتن برای خطͬ کاوش انجام .٢
.xk+١ = xk + αkPk صورت به جاری

.sk = αkPk مقداردهͬ .٣
.yk = ∇f(xk+١)−∇f(xk) محاسبه .۴

.Bk+١ = Bk +
yky

T
k

yTk sk
− Bksks

T
k Bk

sTk Bksk
محاسبه .۵

تعمیم یافته خطͬ رگرسیون ١ . ٣
توجه مورد زمانͬ GLMs رده است. خطͬ رگرسیون مدل از تعمیمͬ تعمیم یافته، خطͬ مدل
متغیر اگر نمونه به عنوان باشد. رسته ای، یا گسسته به ویژه نرمال، غیر ͺپاس متغیر که است
،لجستی و پواسون رگرسیونͬ مدل های از ترتیب به معمولا باشد، دودویی یا شمارشͬ ͺپاس

ͬ شود. م استفاده آن ها رگرسیونͬ تحلیل برای هستند، GLMs رده اعضای که
برای ،yi اگر است. نمایی توزیع های خانواده از عضوی ͺپاس متغیر توزیع GLMs رده در
ͬ توان م را GLM مدل ی باشند، تایی n نمونه ی برای ͺپاس متغیر مقادیر ،i = ١,٢, . . . , n

صورت به
g(µi) = g[E(yi|xi)] = x′

iβ (١ . ٣)
پارامترها بردار β و iام مشاهده برای رگرسیونͬ تبیینͬ متغیرهای بردار xi آن در که داد، نمایش
تابع (١ . ٣) مدل در همچنین است. تبیینͬ متغیرهای بردار با بعد هم و رگرسیونͬ ضرایب یا
را تبیینͬ متغیرهای شرط به ͺپاس توزیع شرطͬ میانگین که است معروف پیوند٨ تابع به g(·)

ͬ دهد. م پیوند ηi = x′
iβ

خط٩ͬ پیش گوی توسط تبیینͬ متغیرهای به
دارد: جزء سه تعمیم یافته خطͬ مدل هر

خانواده از عضوی و ͬ شود م نامیده نیز خطا ساختار اوقات گاهͬ که ͺپاس متغیر توزیع .١
است. نمایی توزیع های

و ͬ شود م شامل را تبیینͬ متغیرهای که η خطͬ پیش گوی .٢
ͬ دهد. م پیوند ͺپاس متغیر (شرطͬ) میانگین به را خطͬ پیش گوی که g(·) پیوند تابع .٣

٨Link Function
٩Linear Predictor



اولیه تعاریف و مفاهیم ۶
مدل های رده از مثال هایی پواسن، و دوجمله ای ،لجستی خطͬ، رگرسیون مدل های
نرمال ͺپاس توزیع ،(١ . ١) خطͬ رگرسیون مدل در مثال، به عنوان هستند. تعمیم یافته خطͬ

صورت به خطͬ پیش گوی است،
η = β٠ + β١x١ + β٢x٢ + . . .+ βkxk

بنابراین است؛ همانͬ تابع ی پیوند تابع و است
E(y|x١, . . . , xk) = µ

= β٠ + β١x١ + β٢x٢ + . . .+ βkxk.

از استفاده به توجه با ͬ باشد. م تعمیم یافته خطͬ مدل ی استاندارد، خطͬ رگرسیون پس
ͬ کنیم. م معرفͬ را آن بعدی زیربخش در پایان نامه، این در لجستی رگرسیون

لجستی رگرسیون ١ . ٣ . ١
ͅ های پاس تحلیل برای مدل این از است. GLMs رده مدل های از ی΄ͬ لجستی رگرسیون

ͬ شود. م استفاده دارد)، سط دو ͺپاس مقدار (که دودویی
(١ و ٠ مقادیر (با y دودویی ͺپاس متغیر ی به آزمایش ی مستقل اجرای n کنید فرض
y = ١ دلخواه به اگر است. وابسته x = (x١, x٢, . . . , xk)′ تبیینͬ متغیر k به که شود منتهͬ
که است، p(xi) ͺپاس میانگین آن گاه ب·یریم، نظر در ش΄ست ی را y = ٠ و موفقیت ی را
iام آزمایش برای تبیینͬ متغیرهای xi و برنولͬ توزیع در موفقیت احتمال همان p(xi) ͽواق در
،لجستی رگرسیون مدل در است، (٠, ١) بازه به محدود p(xi) میانگین آن که به توجه با است.

تعریف با لجیت١٠ پیوند تابع کم به
Logit(t) = ln(

t

١ − t
)

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر صورت به میانگین این
p(xi) =

exp(x′
iβ)١ + exp(x′

iβ)

n پارامترهای با دوجمله ای توزیع دارای برنولͬ توزیع در موفقیت ها تعداد آن که به توجه با
درستنمایی ل·اریتم تابع نتیجه در ندارد، خود در را β پارامترهای (ny) جمله و است، p(xi) و

بود: خواهد زیر صورت به لجستی رگرسیون مدل

ln[L(β)] =
n∑

i=١
{yi ln[

p(xi)١ − p(xi)
] + ni ln[١ − p(xi)]}.

١٠Logit



٧ تعمیم یافته خطͬ رگرسیون
نوشت ͬ توان م که است لجیت تابع همان ln[ p(xi)١−p(xi)

] جمله
ln(

p(xi)١ − p(xi)
) = x′

iβ

= β٠ + β١xi١ + . . .+ βkxik

= β٠ +
k∑

j=١
xijβj i = ١,٢, . . . , n.

است: بازنویسͬ قابل زیر صورت به درستنمایی ل·اریتم تابع نتیجه در

ln[L(β)] =

n∑
i=١

k∑
j=١

yixijβj −
n∑

i=١
ln[(١ + exp

k∑
j=١

xijβj)]. (۴ . ١)

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را (۴ . ١) درستنمایی تابع ماتریسͬ، نماد با
ln[L(β)] = β′Xy −

n∑
i=١

ln[١ + exp(x′
iβj)] (۵ . ١)

است. ͺپاس بردار y و تبیینͬ متغیرهای از حاصل طرح ماتریس X آن در که
ها βj به نسبت را (۵ . ١) درستنمایی تابع باید β پارامترهای ML برآوردهای محاسبه برای

ͬ شود م نتیجه β به نسبت مشتق گیری با کنیم. ماکسیمم
∂ ln[L(β)]

∂β
= X ′y −

n∑
j=١

١
١ + ex

′
iβ
ex

′
iβxi.

ͬ شود م نتیجه p(xi) تعریف به توجه با بنابراین
∂ ln[L(β)]

∂β
= X ′y −

n∑
j=١

p(xi)xi.

ماتریسͬ نماد با را راست سمت عبارت پس است، برنولͬ تصادفͬ متغیر میانگین p(xi) چون
آن در که کرد، بیان X ′(y − µ) صورت به ͬ توان م

µ =


µ١
µ٢...
µm


است: زیر معادله جواب ماکسیمم درستنمایی برآوردگر بنابراین، .µi = p(xi) و

X ′(y − µ) = ٠
است. معروف امتیاز١١ معادله به که

١١Score equation



اولیه تعاریف و مفاهیم ٨

وایبل توزیع ١ . ٣ . ٢
این .([۵] (عبدی ͬ گیرد م قرار استفاده مورد مختلف کاربردی زمینه های در وایبل توزیع
عمر طول مدل بندی برای مناسب مدل ی به عنوان صنعت در به ویژه پیوسته احتمالͬ توزیع
[١٣] فرچه فرانسوی دانشمند توسط بار اولین وایبل توزیع اگرچه ͬ شود. م شناخته محصولات
برگرفته آن نام اما بردند، بهره ذرات اندازه توزیع برای آن از [٣٢] راملر و رزین سپس و شد ابداع

کرد. توصیف جزئیات با را آن که است [٣٧] وایبل والودی از
ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به وایبل تجمعͬ توزیع تابع و احتمال چ·الͬ تابع

f(t, α, λ) =
α

λ
(
t

λ
)α−١e−( t

λ
)α

F (t, α, λ) = ١ − e−( t
λ
)α

مهم ترین از ی΄ͬ هستند. وایبل توزیع ش΄ل پارامتر α > ٠ و مقیاس پارامتر λ > ٠ آن در که
تولید در آن بالای انعطاف داده ها، برازش در توزیع این از شایع استفاده و شهرت دلایل
برای توزیع این از که است شده موجب ویژگͬ این است. چ·الͬ تابع گوناگون ش΄ل های
دو خود، پارامترهای اساس بر توزیع، این شود؛ استفاده داده ها مجموعه از بسیاری برازش
ͬ شوند، م دیده ذاتͬ به طور نیز واقعͬ عمر طول داده های در که چ·الͬ منحنͬ برای حالت

ͬ کند: م ایجاد
باشد. نزولͬ ی΄نواخت به طور الف)

باشد. مدی تک ب)
λ > ٠ مقیاس پارامتر از مستقل و است وابسته α > ٠ ش΄ل پارامتر به فقط چ·الͬ تابع ش΄ل
بقای تحلیل در آن از پایان نامه این در که دارد فراوانͬ کاربردهای وایبل توزیع ͬ کند. م عمل
پایه ای مفاهیم معرفͬ به ابتدا منظور، همین به ͬ کنیم. م استفاده بانکͬ وام های بازپرداخت

ͬ پردازیم. م بقا تحلیل

بقا تحلیل ۴ . ١
علاقه مورد زمان از داده ها تحلیل آن در که است آماری روش های از مجموعه ای بقا١٢ تحلیل
رخداد زمان .([١٩] (کلین بام ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد دهد، رخ نظر مورد حادثه که زمانͬ تا
پی·یری زمان از که باشد، سال ها حتͬ یا ماه ها هفته ها، روزها، شامل ͬ تواند م نظر مورد واقعه
اجازه مطالعه) زمان (یا فرد سن که زمانͬ تا نظر مورد واقعه رخداد تا بررسͬ مورد زمان در فرد
مرگ، زمان به ͬ توان م نظر مورد واقعه از مثال هایی به عنوان ͬ انجامد. م طول به ͬ دهد، م
اشاره باشد، فرد علاقه مورد که تجربه ای هر یا کار) به برگشت (مثل بازیابی بیماری، بهبود

کرد.
١٢Survival Analysis



٩ بقا تحلیل
فرض این جا در اما باشد، نظر مورد رویداد، ی از بیش است مم΄ن تحقیق ی در اگرچه
اشاره نظر مورد زمان به معمولا بقا تحلیل در است. نظر مورد رویداد ی فقط رخداد ͬ کنیم م
رویداد این از معمولا یابد. نجات مرگ از بار  ی از بیش مطالعه زمان در فرد ی مثلا ͬ کنیم. م
مش΄لاتͬ یا بیماری بروز مرگ، مطالعه مورد رویداد معمولا زیرا ͬ شود، م یاد ش΄ست به عنوان
باشد، داشته هم مثبت نتیجه ͬ تواند م بقا زمان البته هستند. ͬ رسند، م منفͬ نتایجͬ به که

جراحͬ. ی از پس بیمار فرد ی بهبودی مدت طول مثل
ویژه ای چالش های با هستند)، واقعه ی رخداد تا مدت طول (که بقا داده های مطالعه
مهم آن ها ذکر که عمده چالش دو است. شده آمار از شاخه این پیدایش باعث که است مواجه
داده ها این در سانسور پدیده و داده ها نوع این به دستیابی برای گزاف زمانͬ هزینه است،

کنند: توجیه را آن به تر مثال هایی شاید اول، چالش مورد در هستند.
برای مرگ واقعه تا ͬ کشد م طول سال ها حتͬ یا هفته ها دارند، خون سرطان که بیمارانͬ •

دهد. رخ آن ها
در آن ها بیماری و شده اند قلبی عارضه دچار که مطالعه تحت افراد به دسترسͬ عدم •

است. توسعه حال
در میانگین به طور که سال، ۶٠ بالای سالمندان جمعیت میر و مرگ وضعیت پی·یری •

ͬ انجامد. م طول به ساله ١٣ محدوده ی
دوباره طولانͬ زمان ی در یا هیچ گاه است مم΄ن که مجرم ی مجدد دستگیری زمان •

شود. دستگیر و جرم مرتکب
قلبی. پیوند بیماران ماندن زنده زمان مدت •

مطالعه که ͬ دهد م رخ زمانͬ سانسور ͽواق در هستند. همراه سانسور با بقا مطالعات بیش تر
مبتلا بیماران مطالعه در مثال، به عنوان دارد. ادامه هم چنان بقا زمان ولͬ رسیده، پایان به
برخͬ ولͬ برسد پایان به مطالعه انجام برای گرفته شده نظر در زمان است مم΄ن سرطان به
این به ͬ شویم، م مواجه سانسور با بنابراین باشند. زنده هم چنان مطالعه در حاضر بیماران از
سانسور برای دلیل سه کلͬ به طور کنیم. مشاهده ͬ توانیم نم را فرد کامل بقای زمان که معنͬ

دارند: وجود
برسد. پایان به مطالعه و نکند تجربه را رویداد مطالعه برای تعیین شده زمان طول در فرد .١
را خود درمان روند مثلا نشود. پی·یری و شود خارج آن از مطالعه زمان طͬ در فرد .٢

ندهد. ادامه
اثر بر مرگ نظر مورد رخداد اگر مثلا شود. خارج مطالعه از ناخواسته دلیلͬ به فرد .٣

بمیرد. سرطان جز دی·ری دلیل به باشد، سرطان



اولیه تعاریف و مفاهیم ١٠
هر برای است. شده داده مطالعه ی در حاضر نفر شش برای بقا زمان های ١ . ١ جدول در
ͬ دهد م نشان آخر ستون است. شده ثبت نظر مورد رویداد تا سانسور زمان و بقا زمان شخص
نشان دهنده (صفر است شده سانسور زمان یا است داده رخ رویداد شده تعیین زمان در آیا که
شامل C فرد برای جدول اطلاعات مثال، به عنوان است). رویداد رخداد بیانگر ی و سانسور
ͬ که حال در است؛ داده رخ سانسور او برای که است این بیانگر صفر و است ٣٫۵ بقای زمان
ی جدول این است. داده رخ رویداد او برای که تفاوت این با است ٣٫۵ بقا زمان F فرد برای

ͬ دهد. م ارایه را سانسور انواع و بقا داده های از نمایش

سانسورها و بقا داده های از نمونه ای :١ . ١ جدول
و (٠) سانسور

(١) ش΄ست
بقا زمان فرد

١ ۵ A

٠ ١٢ B

٠ ٣٫۵ C

٠ ٨ D

٠ ۶ E

١ ٣٫۵ F

در ͬ دهد. م نمایش گرافی΄ͬ صورت به را ١ . ١ جدول نمونه شش بقای اطلاعات ١ . ١ ش΄ل
ثبت شده زمان بنابراین است. داده رخ هفته ۵ از پس نظر مورد رویداد A فرد برای ش΄ل این
زمان B شخص برای است. نداده رخ سانسوری و است رویداد رخداد واقعͬ زمان او برای
تنها نیست. معلوم آن دقیق مقدار و است فراتر هفته، ١٢ یعنͬ مطالعه، پایان از رویداد رخداد
این برای واقعه رخداد زمان حالت، این در بود. خواهد هفته ١٢ از بیشتر زمان این ͬ دانیم م
بیشتر جزییات و ͬ گویند م راست از سانسور سانسور، نوع این به که است شده سانسور فرد
شروع از هفته نیم و سه گذشت از پس C فرد داد. خواهیم توضیح بعدی بخش های در را آن
ͬ دهد. م رخ وی برای نظر مورد رویداد شروع، از هفته ۶ از پس و ͬ شود م مطالعه وارد مطالعه
وارد چهارم هفته در D فرد ͬ شود. م سانسور هفته نیم و سه از پس شخص این بقای بنابراین
ͬ رسد. م اتمام به مطالعه زمان دهد، رخ نظر مورد رویداد او برای این که بدون و شده مطالعه
مطالعه وارد هفته سه از پس E فرد ͬ دهد. م رخ سانسور هفته ٨ از پس فرد این برای لذا
نیز F فرد است. داده رخ سانسور وی برای که ͬ شود م خارج مطالعه از نهم هفته در و ͬ شود م
نیم و هفته سه شخص این برای مطالعه زمان که آن جا از اما شده مطالعه وارد هشتم هفته در
رخ سانسوری او برای A فرد مانند است، داده رخ او برای نظر مورد رویداد ١٢ هفته در و بوده
خواهیم تشریح را آن ها که ͬ شوند، م مشاهده برش و سانسور انواع مثال، این در ͬ دهد. نم



١١ بقا تحلیل

سانسور انواع از مثال هایی :١ . ١ ش΄ل

کرد.
آن ها به پایان نامه این در که را بقا تحلیل اصطلاحات و مفاهیم از برخͬ ͬ توانیم م اکنون

کنیم. مطرح داریم، نیاز

بقا مفاهیم بر مقدمه ای ١ . ۴ . ١
مقادیر دارای که است تصادفͬ متغیرهای تحلیل برای متنوع آماری روش های شامل بقا تحلیل
ی ش΄ست زمان مثل کمیت هایی تصادفͬ، متغیر این مقدار .([١] (آشفته هستند مثبت
حیوان) یا بیمار، (سلول، زنده واحد ی مرگ زمان یا ال΄ترونی΄ͬ) یا (م΄انی΄ͬ فیزی΄ͬ مؤلفه
متغیر مثال، برای باشد. نداشته زمان به ربطͬ بقا تصادفͬ متغیر است مم΄ن البته است.
برای خاص؛ حالت ی در بیمه شدگان به بیمه شرکت ی پرداختͬ هزینه به مربوط تصادفͬ
باشد، معلوم آن ها بیمه پرداختͬ کل مبل; و یافته بهبود بیماری است مم΄ن افراد از بعضͬ
باشد. معلوم زمان، آن تا پرداختͬ مبل; تنها و داشته ادامه هنوز بیماری دی·ر، برخͬ برای ولͬ
تحلیل برده اند؛ به کار گوناگونͬ نام های بقا تحلیل برای بقا، داده های به مربوط متون در
بسته که پیشامدها١۵ رخداد تا زمان تحلیل و اعتماد١۴، قابلیت تحلیل عمر١٣، طول داده های

شود. استفاده آن ها از کدام هر از است مم΄ن بقا، تحلیل کاربرد نوع به
١٣Life Time Data
١۴Reliabilty Analysis
١۵Time to Event Analysis



اولیه تعاریف و مفاهیم ١٢
زمان ͬ تواند م که مبدا زمان (١ شوند: معلوم باید زمانͬ نقطه دو بقا، زمان تعیین برای
بازپرداخت های شروع یا انسان ی تولد مثل مطالعه تحت مورد پیدایش زمان یا مطالعه شروع
پیشامد آن در که زمانͬ یعنͬ ش΄ست، اصطلاح به یا واقعه رخداد زمان (٢ و باشد افراد بانکͬ
کاربردها از بسیاری در بقا زمان داده های مطالعه. پایان زمان یا ͬ دهد، م رخ مرگ مثل نهایی
مثل رویدادی وقوع تا زمانͬ فاصله طول بر موثر عوامل شناخت مثلا هستند. اهمیت دارای

است. برخوردار بالایی اهمیت از سرطان مطالعات و پزش΄ͬ علوم در زنده موجود ی مرگ
برای بار يك حداكثر ͬ تواند م نظر مورد حادثه  رخداد يا ش΄ست کاربردها، از بسیاری در
به نو اتومبيل يك مراجعه  زمان اولين صنعتͬ، ماشين يك عمر طول بیافتد. اتفاق فرد هر
ی انجام یا درمان از پس بیمار ی بقای زمان افراد، بی΄اری زمان یا اعتصاب مدت تعميرگاه،
در هستند. داده ها نوع اين از مثال هايی ازدواج، از پس زوج ی طلاق زمان و جراحͬ، عمل
مثال، به عنوان دهد؛ رخ بار ی از بیشتر ͬ تواند م حادثه رخداد نیز دی·ر مختلف کاربردهای
و اعتیاد، ترک از پس معتاد ی دوباره آوردن روی زندان، به آزادشده زندانͬ ی مجدد بازگشت
ͬ گویند. م بازگشت١۶ͬ داده های داده ها، نوع این به هستند. جمله آن از بیماری ی کردن عود
ͬ شد، م برده كار به مير و مرگ مطالعات براي غالباً ابتدا در روش ها اين كه آن جايی از
١٧ قرن در عمر جداول تحلیل از بقا تحليل  شد. مصطل آن ها ”برای بقا زمان ”تحليل نام
در را میر و مرگ هفتگͬ فهرست اولین [١۵] گرانت نام به شخصͬ .[١۵] شد شروع میلادی
تحلیل در آماری مختلف روش های از مجموعه ای آمار علم نظر از بقا تحلیل کرد. منتشر لندن
زمان یا فیزی΄ͬ مولفه ی ش΄ست زمان ͬ تواند م آن مقدار که است نامنفͬ تصادفͬ متغیرهای

باشد. زنده واحد ی مرگ
مولفه سه ͬ بایست م بقا زمان نمودن مشخص برای

زمان مبدا .١
زمان گذشت گیری اندازه واحد و مقیاس .٢

حادثه وقوع یا ش΄ست مفهوم .٣
باشد. نداشته وجود آن ها برای ابهامͬ گونه هیچ و شوند تعریف دقیق و واض به طور

بیماری عود زمان یا خاص نشانه ی پیشرفت مرگ، زمان به بقا زمان بالینͬ مطالعات در
شده تعریف و روشن ،واض بسیار پایان نقطه  بقا، داده های در دارد. اشاره آن، بهبود از پس
بیماری که است زمانͬ آن تعریف بهترین اما نیست، مشخص وضوح به شروع نقطه  ولͬ است

ͬ شود. م داده تشخیص
ورود زمانͬ فاصله معمولا که است نامنفͬ تصادفͬ متغیر ی بقا تصادفͬ متغیر .١ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف علاقه مورد حادثه وقوع تا مطالعه به
١۶Recurrent Event Data



١٣ بقا تحلیل
است؛ نامنفͬ همواره که ͬ دهیم، م نشان T با را شخص بقای زمان برای تصادفͬ متغیر
ی برای بقا زمان مشاهده شده مقدار نمایش برای t حرف از پایان نامه این در .T ≥ ٠ یعنͬ

ͬ کنیم. م استفاده آزمودنͬ
زنده احتمال مثلا که است پرسش این به ͺپاس کلیدی اهداف از ی΄ͬ بقا، مطالعات در
برای هستند؟ تاثیرگذار احتمال این بر عواملͬ چه یا است؟ چقدر سال ۵ از بیش فردی ماندن
ͬ شود م استفاده مخاطره١٨ تابع و بقا١٧، تابع مانند کلیدی کمیت های از سوال، این به ͺپاس

ͬ کنیم. م معرفͬ را آن ها ادامه در که
t از بعد آزمودنͬ ماندن زنده احتمال t زمانͬ نقطه در تابع این بقا): (تابع .٢ . ۴ . ١ تعریف

از عبارتست و ͬ دهند م نشان S(t) با را تابع این است.
S(t) = P (T > t) ٠ ⩽ t < ∞.

ͬ کند: م صدق زیر شرایط در سره بقای تابع ی

S(٠) = ١, S(∞) = ٠.
است. پیوسته چپ از و نا صعودی تابع ی S(t) که است واض بقا، تابع تعریف به توجه با
مساوی یا کم تر احتمال و داده نشان F (t) با را تابع این تجمعͬ): توزیع (تابع .٣ . ۴ . ١ تعریف

دی·ر عبارت به ͬ شود. م تعریف T تصادفͬ متغیر بودن t مشخص زمان با
F (t) = P (T ⩽ t).

.F (t) = ١ − S(t) گرفت نتیجه ͬ توان م بقا، تابع تعریف به بنا
احتمال، چ·الͬ تابع بقا، پیوسته تصادفͬ متغیر برای احتمال): چ·الͬ (تابع .۴ . ۴ . ١ تعریف

بنابراین ͬ دهند. م نشان f(t) با را آن و است تجمعͬ توزیع تابع مشتق
f(t) =

dF (t)

dt
= −dS(t)

dt
.

و است آنͬ به طوری نظر مورد رویداد وقوع احتمال تابع این مخاطره): (تابع .۵ . ۴ . ١ تعریف
داریم دقیق تر، به طور ͬ دهند. م نشان t زمانͬ واحد برای h(t) نماد با را آن

h(t) =
f(t)

S(t)
.

در سانسور پدیده وجود ͬ کند، م متمایز داده ها سایر از را آن که بقا داده های بارز مشخصه
ͬ ها آزمودن بقای زمان درباره ناقصͬ اطلاعات که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ شدن سانسور است. آن ها
ͬ کنیم؛ م استفاده δ نماد از بقا زمان در سانسور رخداد یا ش΄ست نمایش برای باشد. دست در
مورد رویداد رخداد معنͬ به باشد، δ = ١ هرگاه و سانسور وجود معنͬ به باشد، δ = ٠ هرگاه

است. (ش΄ست) نظر
١٧Survival Function
١٨Hazard Function
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بقا تابع برآورد ٢ . ۴ . ١
طول در که جامعه از نسبتͬ ͬ توان م باشیم، داشته ͬ ها آزمودن بقای زمان های از نمونه ای اگر
اطلاعات از استفاده با مثلا کرد. برآورد را ͬ مانند م زنده ی΄سان، شرایط تحت و معین دوره ی
فاصله ی طول در جدید بیمار ی ماندن زنده احتمال ͬ توان م سرطانͬ بیماران به مربوط

کرد. محاسبه تقریبی، به طور را زمانͬ
تقسیم کوتاه تر زمانͬ فاصله چند به ͬ توان م را مشخص زمانͬ دوره ی که گونه همان
حاصل ضرب اساس بر ͬ توان م نیز را مشخص زمانͬ دوره  آن در ماندن زنده و بقا احتمال کرد،
زنده هفته دو مدت در شخصͬ که این احتمال مثلا کرد. محاسبه کوتاه تر فواصل احتمال
در ماندن زنده احتمال و اول هفته در ماندن زنده احتمال حاصل ضرب با ͬ توان م را بماند

آورد. به دست اول هفته در ماندن زنده شرط به دوم هفته
.[١٨] است (KM) کاپلان‐مایر١٩ روش بقا، تابع برآورد برای معمول ناپارامتری روش ی
پارامتری برآوردگرهای سایر با و ͬ شود م استفاده بقا تحلیل مثال های اغلب در روش این از

ͬ شود. م مقایسه مدل بر مبتنͬ

کاپلان‐مایر برآوردگر
ادوارد.ال.کاپلان٢١ است. معروف نیز حدی٢٠ حاصل ضرب برآوردگر به کاپلان‐مایر، برآوردگر
کردند، ارسال آمری΄ا آمار انجمن مجله به برآوردگر این مورد در مشابهͬ مقاله های مایر٢٢ پل و
برآوردگر به و کند ترکیب هم با مقاله ی در را آن ها کار که گرفت تصمیم مجله سردبیر اما

شد. معروف کاپلان‐مایر
بعد بیماران ماندن زنده زمان مدت اندازه گیری برای پزش΄ͬ تحقیقات در اغلب روش این
طول برآورد برای آن از اقتصاد، در .[۴] ͬ شود م استفاده مشخص، درمانͬ مراحل گذراندن از
در .[٢۵] ͬ کنند م استفاده داده اند، دست از را خود شغل که افرادی بی΄اری زمان مدت
م΄انی΄ͬ دستگاه ی قطعات خرابی تا ͬ  مانده باق زمان محاسبه برای برآوردگر این مهندسͬ
ماندن باقͬ زمان مدت برآورد برای آن از نیز بوم شناسͬ در .[١٧] ͬ گیرد م قرار استفاده مورد
استفاده بروند، بین از میوه خواران توسط این که از قبل تا درختان روی بر گوشتͬ میوه های

.[٢٣] ͬ کنند م
عمر طول برآورد برای بقا تابع برآورد ناپارامتری روش های ͬ ترین قدیم از ی΄ͬ برآوردگر این
این ͬ گیرد. م نظر در خود محاسبات در نیز را راست از سانسور داده های اثر که است بیماران
کارا ͬ شوند، م اندازه گیری و ثبت دقت به حوادث وقوع زمان که کوچ نمونه های برای روش

١٩Kaplan-Meier
٢٠Limit-Product
٢١E.L. Kaplan
٢٢P. Meier
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است.

مراقبت و پی·یری تحت که مطالعه ی در شرکت کننده ͬ های آزمودن کل تعداد کنید فرض
آوردن به دست برای باشند. آن ها متناظر بقای زمان های t١, t٢, . . . , tn و n با برابر دارند قرار
که به طوری ͬ کنیم، م مرتب صعودی به صورت را بقا زمان های ابتدا کاپلان‐مایر، برآوردگر
آن هایی هم چنین و خطرند معرض در tj زمان در که ͬ هایی آزمودن تعداد .t١ < t٢ < . . . < tn

همچنین ͬ دهیم. م نشان nj با را است داده رخ آن ها برای علاقه مورد رویداد زمان همین در که
از استفاده و tj ≤ tj+١ این که پذیرفتن با ͬ دهیم. م قرار tj زمان در رخدادها تعداد برابر را dj

P (A ∩B) = P (B)P (A|B)

نوشت ͬ توان م
S(tj) = P (T > tj)

= P (T > tj , T > tj−١)
= P (T > tj |T > tj−١)P (T > tj−١)
= P (T > tj |T > tj−١)P (T > tj−١|T > tj−٢)P (T > tj−٢)...
= P (T > tj |T > tj−١)P (T > tj−١|T > tj−٢) . . . P (T > t٠).

پس هستند، زنده نمونه افراد تمام مطالعه ابتدای در این که به توجه با
P (T > t٠ = ٠) = ١

ͬ شود م نتیجه شرطͬ احتمال تعریف از استفاده با و
P (T > tj |T > tj−١) =

nj − dj
nj

.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به کاپلان‐مایر برآوردگر بنابراین
Ŝ(t) =

∏
j:tj≤t

nj − dj
nj

=
∏

j:tj≤t

(١ − dj
nj

).

صورت این در باشند، شده سانسور راست از داده ها اگر
nj+١ = nj − cj − dj j = ٠, ١, . . . , n

به ͬ توانید م بیش تر جزییات دیدن برای ͬ باشد. م tj زمان در سانسورها تعداد cj آن در که
کنید. مراجعه [٢] بزرگ نیا کتاب
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سانسورشده داده های ٣ . ۴ . ١
با علمͬ، زمینه های سایر و زیست شناسͬ تحقیقات عمر، طول آزمون های از بسیاری در
واحد های همه یا نشده اند ثبت نمونه مشاهدات همه آن ها در که داریم سروکار نمونه هایی
اطلاعات تنها است مم΄ن n حجم به نمونه ی در مثال، به عنوان نرسیده اند. نتیجه به نمونه
نمونه دی·ر واحد n − n١ برای و باشند دسترس در کامل به طور نمونه واحد n١ به مربوط
قبل از یا اختیاری صورت به است مم΄ن محدودیت این باشند. نداشته وجود کاملͬ اطلاعات

شود. اعمال آزمایش·ر توسط
مورد شخص یا شود خراب تصادفͬ به طور آزمایشͬ واحدهای از ی΄ͬ اگر نمونه، به عنوان
داده رخ غیر عمدی نوع از حذف صورت این در کند، کناره گیری هم΄اری ادامه از مطالعه
مدت شدن طولانͬ بودجه، شدن تمام مانند ویژه شرایط برخͬ علت به اگر مقابل، در است.
تمام خرابی زمان حصول از قبل را آزمایش آزمایش·ر نتایج، اعلام برای کم فرصت یا آزمایش،

است. افتاده اتفاق عمدی نوع از حذف کند، متوقف واحدها
مشاهده از قبل آزمایشͬ واحدهای که داده ها نوع این به کردیم تعریف قبلا که همان طور
بدیهͬ ͬ گویند. م سانسورشده داده ͬ شوند، م خارج مطالعه یا آزمایش از واقعه رخداد زمان
رفت. خواهند دست از نمونه در موجود اطلاعات از مقداری مشاهدات، کردن سانسور با است

هستیم. کردن سانسور به مجبور یا مایل اوقات گاهͬ وجود این با
از عبارتند سانسورها انواع از بعضͬ ͬ شوند. م اعمال مختلفͬ صورت های به سانسورها
فاصله ای٢۵، سانسور دوم٢۴، نوع سانسور اول٢٣، نوع سانسور چپ، از سانسور راست، از سانسور
ͬ توانید م آن ها، کاربردهای و سانسورها انواع درباره بیش تر جزئیات برای ترکیبی٢۶. سانسور و
کنید. مراجعه (٢٠٠۴) نلسن و (١٩٨٢ ،٢٠٠٣) لاولس ،(١٩٩٢) هم΄اران و آرنولد کتاب های به
توسط بود، سانسورشده داده های شامل که آماری مسائل تحلیل برای تلاش ها اولین از ی΄ͬ
میر و مرگ به مربوط اطلاعات و آبله بیماری شیوع تحلیل در که گرفت انجام (١٧۶۶) برنولͬ
است. واقعͬ مثال های در سانسور شایع انواع از ی΄ͬ راست از سانسور بود. بیماری این اثر در

راست از سانسور
معمول ترین ͬ شوند. م مواجه سانسور با اغلب بقا مطالعات در داده ها شد گفته که همان طور
مقدار از نظر مورد واقعه رخداد زمان حالت این در که است راست از سانسور سانسور، نوع
تمام واقعه رخداد مشاهده از پیش آزمایش اگر دی·ر، بیان به است. بزرگ تر مشاهده شده
رخ راست از سانسور شوند، گذاشته کنار (آخر) بزرگ تر مشاهدات ͽواق در و یابد پایان واحدها

٢٣Type-I Censoring
٢۴Type-II Censoring
٢۵Interval Censoring
٢۶Hybrid Censoring



١٧ بقا تحلیل
است. داده

مطالعه پایان از قبل آزمودنͬ (حذف) واقعه رخداد عدم راست، از سانسور معمول دلایل از
هستند، زنده شیری گاو گله های در که دام هایی عمر طول ارزیابی در مثال، به عنوان است.
مطالعه دوره انتهای در حیوان (١ ͬ آید: م به وجود زیر عوامل از ی΄ͬ دلیل به سانسورشده داده
تحت که دی·ر گله به گله ی از حیوان که هنگامͬ (٢ است؛ زنده هنوز داده ها، جمͽ آوری و
برنامه از گله ی در موجود حیوانات همه که زمانͬ (٣ ͬ شود؛ م فروخته نیست مطالعه پوشش

ͬ شوند. م حذف ارزیابی

چپ از سانسور
سانسور باشیم، نداشته را مطالعه تحت نمونه  آزمودنͬ چند رخداد زمان آزمایش، شروع در اگر
حذف حالت در چپ از سانسور شیری، گاوهای مثال در مثال، به عنوان است. داده رخ چپ از

ͬ افتد. م اتفاق مطالعه شروع از قبل واقعه) (رخداد حیوان

برش ها انواع ۴ . ۴ . ١
کلͬ، به طور دارد. وجود نیز برش٢٧ مشاهده ام΄ان سانسور، پدیده بر علاوه بقا تحلیل های در
را نظر مورد تصادفͬ متغیرهای به مربوط اطلاعات از قسمتͬ تنها بریده شده، مشاهده ی
T١, T٢, . . . , Tn کنید فرض ابتدا ͬ کنیم. م معرفͬ را برش نوع سه پایان نامه این در دارد. بر در

هستند. F توزیع تابع با (i.i.d.) هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای

اول نوع برش
تصادفͬ متغیرهای توجه)، مورد تصادفͬ (متغیرهای Tn تا T١ مشاهده به جای اول نوع برش در

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به i = ١, . . . , n برای که ͬ شوند م مشاهده Yn تا Y١

Yi =


Ti Ti ≤ tc

tc Ti > tc

(۶ . ١)

مثبت احتمال جرم دارای y = tc در Y توزیع تابع کنید توجه نامند. برش زمان را tc که ثابت
است. P (T > tc) > ٠

دوم نوع برش
باشند. Tn تا T١ مرتب آماره های T(١) < T(٢) < . . . < T(n) و ثابت عددی r < n کنید فرض
این در بنابراین، ͬ پذیرد. م پایان مطالعه دهد، رخ واقعه امین r که زمانͬ دوم نوع برش در

٢٧Truncation
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مشاهده قابل متغیرهای صورت، این در هستند. مشاهده قابل Tr تا T١ متغیرهای فقط حالت

از عبارتند
Y١ = T(١)
Y٢ = T(٢)

...
Yr = T(r)

Yr+١ = T(r)

...
Yn = T(r).

لامپ تعدادی مثال، برای ͬ شوند. م گرفته کار به مهندسͬ علوم در دوم و اول برش نوع دو هر
ͬ دهیم م قرار آزمایش مورد t = ٠ زمان در را آن ها تمام که ب·یرید نظر در را ترانزیستور یا
طولانͬ ترانزیستورها از بعضͬ عمر طول است مم΄ن ͬ کنیم. م ثبت را آن ها ش΄ست زمان و
دارد ام΄ان بنابراین، برسد. پایان به آزمایش تا بمانیم منتظر طولانͬ مدت به نخواهیم و باشد
اول نوع برش حالت این در دهیم. پایان است، شده تعیین قبل از که ،tc زمان در را آزمایش
مناسب برش برای زمانͬ چه ندانیم قبل از کنید فرض دوم نوع برش برای است. شده انجام
کار از r

c مانند ترانزیستورها، از معینͬ نسبت تا بمانیم انتظار در که ب·یریم تصمیم لذا، است.
است. داده رخ دوم نوع برش حالت این در بیافتند.

تصادفͬ) (برش سوم نوع برش
تصادفͬ متغیرهای C١, . . . , Cn کنید فرض است. معروف نیز تصادف٢٨ͬ برش به برش نوع این
در است. Ti به مربوط برش زمان Ci برای مشاهده شده مقدار باشند. G توزیع تابع با i.i.d.
زیر صورت به δi و Yi آن در که کنیم، مشاهده را (Yn, δn), . . . (Y١, δ١) ͬ توانیم م فقط حالت این

ͬ شوند: م تعریف
Yi = min(Ti, Ci) = Ti ∧ Ci

و
δi = I(Ti ≤ Ci) =


١ Ti ≤ Ci ͬ شود نم بریده Ti یعنͬ
٠ Ti > Ci ͬ شود م بریده Ti یعنͬ

علاوه هستند. ،H توزیع تابع با مثلا ،i.i.d. تصادفͬ متغیرهای نیز Y١, . . . , Yn که کنید توجه
هستند. برش به مربوط اطلاعات شامل δ١, . . . , δn این، بر

٢٨Stochastic Truncation



١٩ بقا تحلیل
ͬ شوند، م بریده مشاهداتͬ چه ببینیم ͬ توانستیم م دوم و اول نوع برش در که آن جا از

نبود. ضروری واض به طور ها δi تعریف
ͬ شود. م استفاده بالینͬ آزمایش های یا افراد مورد در و پزش΄ͬ مطالعات در تصادفͬ برش
کنند. مراجعه مختلف زمان های در معالجه برای بیماران است مم΄ن بالینͬ، آزمایش ی در
آن ها عمر طول بخواهیم اگر حال شود. معالجه مم΄ن روش های از ی΄ͬ به بیمار هر سپس،

ͬ شود: م انجام زیر صورت های از ی΄ͬ به برش عمل کنیم، مطالعه را
را او دی·ر نتیجه در کند. مراجعه دی·ری پزش به ب·یرد تصمیم بیمار است مم΄ن مراجعه: عدم

دید. نخواهیم
کنیم. متوقف را درمان جانبی، بد عوارض علت به است مم΄ن معالجه: ͽقط

بررسͬ اتمام

بیمار ی برای تصادفͬ برش :١ . ٢ ش΄ل

مورد t = ٠ زمان در ١ بیمار مثال، این  در ͬ کند. م تشریح را تصادفͬ برش از نمایشͬ ١ . ٢ نمودار
(بریده نشده) کامل مشاهده ی نتیجه، در است. شده فوت T١ زمان در و گرفته قرار بررسͬ
در است. زنده هنوز بررسͬ پایان در و گرفته قرار بررسͬ مورد ٢ بیمار است. آمده به دست
قبل و گرفته قرار بررسͬ مورد نیز ٣ بیمار است. آمده به دست T+٢ کامل مشاهده ی نتیجه
شده نتیجه T+٣ بریده شده مشاهده ی نتیجه، در است. کرده ͽقط را معالجه بررسͬ، پایان از

است.



اولیه تعاریف و مفاهیم ٢٠
بدون است. Ti و Ci تصادفͬ متغیرهای استقلال تصادفͬ، برش اساسͬ پذیره های از ی΄ͬ
در مطالعه کنیم فرض که ͬ رسد م نظر به معقول البته ͬ شود. م پیچیده مساله پذیره، این
برای دلیلͬ اگر وجود، این با ͬ شود. م ͽقط و بررسͬ تصادفͬ به طور شروع، تصادفͬ زمان های
،Ti و Ci بین است مم΄ن صورت این در باشد، داشته وجود مطالعه طول در بررسͬ ͽقط

باشد. داشته وجود رابطه ای
هستند. توجه مورد سانسورشده راست از مشاهدات تنها پایان نامه، این در

بقا مدل های ۵ . ١
بقا احتمال بر موثر عوامل بررسͬ دنبال به مختلف، کاربردهای در بقا، داده های تحلیل در
نشان را خود رگرسیونͬ تبیینͬ متغیرهای حسب بر عوامل این هستند. مخاطره) تابع (یا
،[١٩] پارامتری مدل های مختلف رده های از بقا تحلیل متون در کار، این برای ͬ دهند. م
مدل از ما استفاده به توجه با ͬ شوند. م استفاده [٣۶] نیمه پارامتری٢٩ و [١٩] ناپارامتری

ͬ کنیم. م معرفͬ را پارامتری مدل های مختصر به طور پایان نامه، این در وایبل٣٠ پارامتری

بقا پارامتری مدل های ١ . ۵ . ١
بقا تحلیل متعدد کاربردهای در که است بقا مدل های رده از زیررده ی بقا پارامتری مدل های
از خانواده ی از T تصادفͬ متغیر ͬ شود م فرض پارامتری، مدل های در هستند. توجه مورد
مثال (به عنوان توزیع نتیجه پارامتری، مدل های در ͬ کند. م پیروی معلوم پارامتری توزیع های
پارامتری توزیع ی نامعلوم پارامترهای به توجه با ریه) سرطان به مبتلا بیماران مرگ زمان
به پارامتری صورت به را بقا تابع عمل΄رد بقا، پارامتری مدل های ͬ شود. م تعیین معلوم

ͬ کنند. م متصل بقا داده های از مجموعه ای
ͬ توان م ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد داده ها تحلیل در که بقا معمول پارامتری مدل های از
پرطرفدار مدل های از ی΄ͬ وایبل توزیع کرد. اشاره ل نرمال٣٢ و وایبل نمایی٣١، مدل های به
به  بیش تر مطالعه برای ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد بقا زمان های مدل بندی برای که است

کنید. مراجعه [١٩] کلین  بام کتاب

٢٩Semiparametric Models
٣٠Weibull
٣١Exponential
٣٢Log Normal



٢ فصل
شفایافتگͬ نرخ مدل های

مقدمه ٢ . ١
از برخͬ درمان ام΄ان سرطان، به ویژه مختلف، حوزه های در پزش΄ͬ علم مدرن پیشرفت های
وجود درمانͬ آن برای قبلا که ریه سرطان برای مثال، به عنوان است. کرده فراهم را بیماری ها
و مبتلا بیمار ی درمان ام΄ان آن، درمان برای صورت گرفته پزش΄ͬ پیشرفت های با نداشت،
زمان که بقایی داده های تحلیل در بنابراین دارد. وجود ریه سرطان واسطه به مرگ رخداد عدم
بقا تابع باشد، بلندمدت خیلͬ ͬ تواند م ریه) سرطان اثر بر مرگ (مثل نظر مورد واقعه رخداد
اصطلاح به و نکند میل صفر به است مم΄ن مدت١ طولانͬ در مطالعه، تحت ͬ های آزمودن همه

باشد. ناسره٢ بقای تابع ی
ویژگͬ که هستند معمولͬ بقای مدل های از تعمیمͬ (CRMs) شفایافتگ٣ͬ نرخ مدل های
را علاقه مورد رویداد که ͬ گیرد م نظر در را مطالعه مورد جمعیت از بخشͬ فقط شفایافتگ۴ͬ
بقا تابع بودن سره پذیره شفایافتگͬ، نرخ مدل های در .([٣۵] (وحیدپور ͬ کنند نم تجربه هرگز

یعنͬ نیست برقرار لزوما
lim

t−→∞
S(t) ̸= ٠.

١Long-term
٢Improper Survival Function
٣Cure Rate Models
۴Cure



شفایافتگͬ نرخ مدل های ٢٢
اول، زیررده ͬ شوند. م تقسیم زیررده دو به شفایافتگͬ نرخ مدل های دسته بندی، ی در
برای گسترده ای به طور که هستند ([٩] گیج، و (برکسون آمیخته۵ شفایافتگͬ نرخ مدل های
مدل های دوم، زیررده ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد شفایافتگͬ نسبت با بقا داده های مدل بندی
گرفته اند. قرار توجه مورد کم تر که هستند ([١١] هم΄اران، و (چن غیرآمیخته۶ شفایافتگͬ نرخ
سانسور مطالعه پایان در است مم΄ن درمان شده افراد بقای زمان شفایافتگͬ، نرخ مدل های در
و شوند درمان مطالعه مورد افراد است مم΄ن باشد، داشته ادامه مطالعه اگر عبارتͬ به شود.

ندهد. رخ هرگز ͽواق
اما هستند، سانسورشده افراد از زیرمجموعه ای شامل شفایافته افراد هرچند کلͬ، به طور
چندان که است شفایافتگͬ نسبت مدل بندی شفایافتگͬ، نرخ مدل های در چالش برانگیز جنبه
نسبت وجود ابتدا بقا، داده های تحلیل از قبل ͬ شود م توصیه همین برای نیست. واض
ͬ کنند، م لحاظ را شفایافتگͬ این که مدل هایی از تایید، صورت در و شود بررسͬ شفایافتگͬ

شود. استفاده

تاریخچه ٢ . ٢
مدل های ایده است. شفایافتگͬ نرخ مدل های برای ͽمرج مهم ترین [٩] گیج و برکسون مقاله
مطالعه ی در کنترل و درمان گروه دو برای بقا٧  ͬ منحن بین مقایسه از آمیخته شفایافتگͬ نرخ
دو بقای تابع مطالعه، آن در شد. آغاز بیماری، ی پیشرفت روند مدل بندی برای پزش΄ͬ
قرار مقایسه مورد و شدند رسم ش΄ل ی روی آن ها، بقای زمان ل·اریتم حسب بر گروه،
محاسبه قابل عمودی محور جهت در منحنͬ دو اختلاف روی از گروه دو بقای تفاوت گرفتند.
محور با موازی صورت به مشخصͬ زمان گذشت از بعد منحنͬ دو وضعیت است. مقایسه و
جایی از دی·ر عبارت به بود. گروه دو برای مساوی مخاطره نرخ معنͬ به که گرفتند قرار زمان
از برخͬ که بود معنͬ بدان این و شدند ی΄سان درمان و کنترل گروه دو مخاطره های بعد، به

یافته اند. شفا درمان، گروه
غیرصفر بقای (نرخ نرمال ش΄ست نرخ دارای که است بیمارانͬ نسبت شفایافتگ٨ͬ نسبت
پیشنهاد [٩] گیج و برکسون توسط ابتدا تعریف این هستند. کنترل گروه در بیماری) واسطه به
ش΄ست نرخ با گروه ی کردند: تقسیم فرضͬ گروه دو به را جمعیت [٩] گیج و برکسون شد.
نرخ ͬ تواند م که خاصͬ ش΄ست نرخ با دی·ر گروه و ͬ شود م نامیده شفایافته بخش که نرمال
نرخ برای ،١ − p٠ توسط ش΄ست نرخ دو این باشد. مطالعه تحت بیماری ی برای ش΄ست
نرخ دو این ͬ شوند. م داده نشان خاص بیماری از حاصل ش΄ست نرخ برای p٠ و نرمال ش΄ست

۵Mixture Cure Rate Models
۶Non-mixture Cure Rate Models
٧Survival Curves
٨Cured Fraction



٢٣ شفایافتگͬ نرخ مدل
نسبت با شفایافته بخش برای بقا احتمال ͬ کنند. م عمل مستقل و همزمان به طور ش΄ست
S(t) بقای تابع از ،١ − p٠ نسبت با غیرشفایافته بخش برای بقا احتمال و است ی برابر ،p٠
زنده آزمایش پایان در که هستند کسانͬ از بخشͬ شده اند درمان که افرادی ͬ کند. م پیروی
درمان حال در بررسͬ مورد رویداد با که هستند افرادی نشده اند درمان که افرادی و مانده اند

است. داده رخ آن ها برای مرگ یا هستند
مورد همواره گذشته دهه سه دو طͬ در شفایافتگͬ نرخ بررسͬ آن دنبال به و بقا مطالعات
معرفͬ را شفایافتگͬ نرخ مدل [٩] گیج و برکسون بار اولین است. گرفته قرار بررسͬ و بحث
مدل ها این روی بر دادند. ارایه را مدل این از بیزی نسخه ی [١١] هم΄اران و چن کردند.

شده اند. انجام اخیر سال های طͬ زیادی پژوهش های
زمینه در هم چنین برده اند. بهره بانکͬ تحقیقات برای مدل ها این از [٨] هم΄اران و باری·ا
برای پی·یری اولین زمان که دادند ارایه مدلͬ [٢٧] لوزادا و اولوریا اعتباری، ریس مدل بندی
بازپرداخت زمان تا وام دریافت زمان [٢۶] لوزادا و اولوریا ͬ کند. م مدل را غیرفعال وام های
دادند. قرار بررسͬ و تحلیل مورد شفایافتگͬ نرخ مدل های از استفاده با را بانکͬ وام های کامل
سوم فصل در که را صفر٩ در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ی [٢٠] هم΄اران و لوزادا
معرفͬ بانکͬ وام های در تقلب نرخ برآورد برای ͬ کنیم، م صحبت آن مورد در کامل به طور
و لوزادا توسط آن، مشابه آمیخته نسخه ی بود. غیرآمیخته آن ها پیشنهادی مدل کردند.

شد. معرفͬ [٢١] هم΄اران

شفایافتگͬ نرخ مدل ٢ . ٣
طول مدل بندی برای نباشند، نظر مورد رویداد خطر معرض در جامعه افراد تمام که صورتͬ در
اگر عبارتͬ، به کرد. استفاده شفایافتگͬ نرخ مدل های از ͬ توان م مذکور رویداد رخداد زمان
آن مقابل در جامعه افراد از درصدی پیشامد ی رخداد تا زمان بررسͬ به مربوط مطالعات در
که مهم نکات از ی΄ͬ ͬ کنیم. م استفاده شفایافتگͬ نرخ مدل از باشند داشته مصونیت پیشامد
مطالعاتͬ در فقط مدل این از که است این کرد، توجه آن به شفایافتگͬ نرخ مدل های در باید
مش΄وک افراد تمام تا باشد طولانͬ کافͬ قدر به مطالعه مدت طول که نمود استفاده ͬ توان م

کنند. تجربه را نظر مورد پیشامد
رده بندی غیرآمیخته و آمیخته مدل های خانواده دو به ͬ توان م را شفایافتگͬ نرخ مدل های

ͬ کنیم. م تشریح را زیررده دو این از ی هر ادامه، در کرد.

٩Zero-inflated Cure Rate Model



شفایافتگͬ نرخ مدل های ٢۴

آمیخته نرخ شفایافتگͬ مدل ٢ . ٣ . ١
پس که هستند بیماری هایی به مبتلا بیماران پزش΄ͬ، پژوهش های و مطالعات از برخͬ در
زمان تحلیل که زمانͬ ͬ گویند. م شفایافته آن ها به و ͬ یابند م بهبود کامل به طور درمان از
بر مرگ (مثل نظر مورد رویداد ͬ گیرد، م قرار توجه مورد بیماری ها این به مبتلا افراد بقای
برآورد برای رابطه این در مقاله اولین افتاد. نخواهد اتفاق شفایافته بخش برای بیماری) اثر

گردید. ارایه [١٠] بوگ توسط داده اند ͺپاس درمان به که سرطانͬ بیماران نسبت
هم آن وسیله به که کردند پیشنهاد را آمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل [٩] گیج و برکسون
در ͬ شوند. م لحاظ مدل در شده اند، مواجه ش΄ست با که بیمارانͬ هم و شفایافته بیماران
زیرجامعه، دو از ناهم·ن صورت به جامعه که است این بر فرض آمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل های
مدل ها این در است. شده تش΄یل مصون، یا شفایافته افراد و خطر١٠ معرض در افراد شامل
با و باشد نظر مورد پیشامد تجربه برای خطر معرض در ١− p احتمال با فرد هر ͬ شود م فرض
تعریف زیر صورت به افراد همه چ·الͬ تابع و بقا تابع مدل ها، این در باشد. شفایافته p احتمال

ͬ شوند: م
S(t) = p+ (١ − p)S∗(t) t ≥ ٠ (٢ . ١)

f(t) = (١ − p)f∗(t) t ≥ ٠ (٢ . ٢)
تابع ترتیب به f∗(t) و S∗(t) توابع و ͬ شود، م تعریف افراد برای رخداد وقوع زمان t آن در که
افراد نسبت p همچنین هستند. خطر معرض در افراد عمر طول احتمال چ·الͬ تابع و بقا

است. شفایافته
این که به توجه با ،(٢ . ١) بقا تابع از استفاده با (٢ . ٢) چ·الͬ تابع آوردن به دست برای

و S(t) = ١ − F (t) ͬ دانیم م

S
′
(t) =

dS(t)

dt
=

−dF (t)

dt
= −f(t).

پس
S∗′(t) = −f∗(t).

نوشت ͬ توان م بنابراین
S′(t) = (١ − p) ∗ (−f∗(t)) = −(١ − p)f∗(t)

−f(t) = −(١ − p)f∗(t)

f(t) = (١ − p)f∗(t).

١٠Uncured



٢۵ شفایافتگͬ نرخ مدل
یعنͬ است؛ ناسره بقای تابع ی S∗ تابع برخلاف S تابع (٢ . ١) رابطه در

lim
t→+∞

S(t) = p > ٠. (٢ . ٣)
جاگذاری را (٢ . ١) رابطه S(t) جای به است کافͬ دهیم، نشان را (٢ . ٣) رابطه درستͬ آن که برای

داریم کنیم.
lim

t→+∞
S(t) = lim

t→+∞
(p+ (١ − p)S∗(t))

= lim
t→+∞

p+ lim
t→+∞

(١ − p)S∗(t)

پس ، lim
t→+∞

S∗(t) = ٠ آن که به توجه با

lim
t→+∞

S(t) = p > ٠.
ͬ دهد م اجازه که است آن دارد بقا مدل های سایر به نسبت شفایافتگͬ نرخ مدل که مزیتͬ
در بخش بقای تابع و ،p یعنͬ شفایافتگͬ، نسبت قسمت دو هر به رگرسیونͬ تبیینͬ متغیرهای
متغیرهای ͬ دهد م اجازه مدل این دی·ر، عبارت به شوند. مرتبط ،S∗(t) یعنͬ خطر، معرض

باشند. داشته درمان نشده و درمان شده بیماران روی مختلفͬ تاثیرات تبیینͬ
برای پزش΄ͬ در ابتدا شدند، ارایه [٩] گیج و برکسون توسط که آمیخته شفایافته مدل های
محققان زمینه این در گرفت. قرار استفاده مورد سرطان به مبتلا بیماران عمر بقای مدل بندی

داشته اند. فعالیت [٣۴] هم΄اران و تانگ و [٢٨] هم΄اران و اودوس مانند دی·ری

غیرآمیخته نرخ شفایافتگͬ مدل ٢ . ٣ . ٢
و چن سپس شدند. ارایه [٣٨] یاکولف توسط بار اولین غیرآمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل های
شفایافتگͬ نرخ مدل به که کردند معرفͬ سرطانͬ سلول های اساس بر را مدل [١١] هم΄اران
نسخه به نسبت شفایافتگͬ نرخ مدل های از رده این مزیت است. معروف نیز پیشرفت١١ زمان
بیماری پیشرفت م΄انیسم اساس بر شفایافتگͬ از آن فهم تر قابل و ساده تعبیر آن، آمیخته
را مدل این نیز [٣١] هم΄اران و رودری·س است. سرطانͬ سلول های افزایش حسب بر سرطان
استفاده زنده بافت ی سرطانͬ سلول های مثال از مدل تشریح برای دادند. قرار بررسͬ مورد

ͬ کنیم. م
از که باشد درمان از پس فرد ی بافت در فعال سرطانͬ سلول  های تعداد N کنید فرض
سرطانͬ سلول فعالیت شروع تصادفͬ زمان های ͬ کند. م پیروی θ میانگین با پواسن توزیع
توزیع تابع با هم توزیع و مستقل ͬ کنیم م فرض و ͬ دهیم م نشان ،i = ٠, ١, . . . , N ،Zi با را iام
است. e−θ برابر و P (N = ٠) ̸= ٠ باشید داشته دقت هستند. N از مستقل و F (t) = ١ − S(t)

تعریف سرطان بازگشت زمان T = minZi, ٠ ≤ i ≤ N تصادفͬ متغیر و P (Z٠ = ∞) = ١ اگر
١١Promotion Time Cure Rate Model



شفایافتگͬ نرخ مدل های ٢۶
دست به زیر صورت به بیماری مجدد بازگشت زمان برای T تصادفͬ متغیر بقای تابع شود،

ͬ آید: م
Sp(t) = P (T > t,N ≥ ٠)

= P (N = ٠) + P (Z١ > t, . . . , ZN > t,N ≥ ١)
=

e−θθ٠
٠! + P (Z١ > t, . . . , ZN > t|N ≥ ١)P (N ≥ ١)

= exp(−θ) +

∞∑
k=١

S(t)k
θk

k!
exp(−θ)

=

∞∑
k=٠

S(t)k
θk

k!
exp(−θ)

= exp(−θ) exp(θS(t)) = exp(−θF (t)). (۴ . ٢)
بود: خواهد زیر صورت به نیز غیرآمیخته مدل با مرتبط احتمال چ·الͬ تابع

fp(t) = θf(t) exp(−θF (t)).

آن که به توجه با اما داراست. را Sp(٠) = ١ شرط مدل این F (٠) = ٠ آن که به توجه با
که است واض ،F (∞) = ١

lim
t−→+∞

Sp(t) = exp(−θ lim
t−→+∞

F (t)) = exp(−θF (∞)) = exp(−θ) ̸= ٠.
مدل شفایافتگͬ نسبت exp(−θ) کمیت است. ناسره بقای تابع ی Sp(t) بقای تابع بنابراین
ͽواق در و نیستند سرطان به مجدد ابتلای مستعد که افرادی نسبت یعنͬ ͬ شود. م محسوب
نسبت θ → ٠ که زمانͬ و صفر سمت به شفایافتگͬ نسبت θ → ∞ که زمانͬ شده اند. درمان

ͬ کند. م میل ی به شفایافتگͬ
سرطانͬ سلول های دارای خطر) معرض در یا (شفانیافته سرطان به مبتلا افراد مدل، این در
این بقای تابع دارند. سرطانͬ سلول ی حداقل افراد این پس هستند. صفر از بیش تر اولیه

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به افراد
S∗
p(t) = P (T > t,N ≥ ١) = exp(−θF (t))− exp(−θ)

١ − exp(−θ)
. (۵ . ٢)

ͬ دانیم م ،(۵ . ٢) رابطه اثبات برای
Sp(t) = P (T > t,N ≥ ٠) = exp(−θF (t)). (۶ . ٢)

بنابراین
Sp(t) = P (T > t,N ≥ ٠)

= P (N = ٠) + P (T > t,N ≥ ١)
= P (N = ٠) + S∗

p(t). (٢ . ٧)



٢٧ شفایافتگͬ نرخ مدل های درستنمایی تابع
پس ͬ کند، نم اختیار منفͬ مقدار بقا تابع چون

P (T > t,N ≥ ١) = P (N ≥ ١)P (T > t|N ≥ ١)
= (١ − P (N = ٠))P (T > t|N ≥ ١) (٢ . ٨)

گرفت نتیجه ͬ توان م (٢ . ٨) و (٢ . ٧) از
Sp(t) = P (N = ٠) + (١ − P (N = ٠))S∗

p(t)

S∗
p(t) =

Sp(t)− P (N = ٠)
١ − P (N = ٠) (٢ . ٩)

نوشت ͬ توان م (٢ . ٩) در (۶ . ٢) رابطه جاگذاری با
S∗
p(t) =

exp(−θF (t))− P (N = ٠)
(١ − P (N = ٠))

=
exp(−θF (t))− exp(−θ)

١ − exp(−θ)
.

که معنͬ این به است، سره بقای تابع ی (۵ . ٢) بقای تابع
S∗
p(٠) = ١, S∗

p(∞) = ٠.
ش΄ل به نیز (۵ . ٢) بقای تابع با متناظر احتمال چ·الͬ تابع

f∗(t) = − d

dt
S∗(t) =

(
exp(−θF (t))

١ − exp(−θ)

)
θf(t) (٢ . ١٠)

ͬ شود. م نوشته
ͬ پردازیم، م آن به ۴ و ٣ فصل دو در که بانکͬ وام های بازپرداخت بقای مدل بندی مساله در
معنͬ به N = ٠ بنابراین کرد. تعبیر مشتری توسط پرداخت شده اقساط تعداد ͬ توان م را N

بود. خواهد متقلب مشتری ی وجود آن نتیجه که است اقساط از هیچ کدام پرداخت عدم

شفایافتگͬ نرخ مدل های درستنمایی تابع ۴ . ٢
ͬ کنیم م تشریح را ͬ شده معرف مدل دو درستنمایی تابع محاسبه و تش΄یل نحوه بخش این در

آمیخته مدل درستنمایی تابع ١ . ۴ . ٢
ͬ تواند م که است مدل پارامترهای بردار θ ،(٢ . ١) آمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل در کنید فرض
را S∗(t) خطر معرض در افراد بقای تابع و p شفایافتگͬ نسبت برای تعریف شده پارامترهای
پیشامد رخداد زمان های t = (t١, t٢, . . . , tn)′ زمان های کنید فرض همچنین شود. شامل



شفایافتگͬ نرخ مدل های ٢٨
باشد سانسور نشانگر تابع δi و باشند مطالعه تحت افراد همه برای راست سانسور یا نظر مورد

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به  که

δi =


١ باشد ش΄ست معرض در ام i فرد اگر
٠ باشد سانسور معرض در ام i فرد اگر

محاسبه زیر صورت به راست، از سانسور نوع به توجه با مدل این برای درستنمایی تابع
ͬ شود: م

L(θ|ti) =

n∏
i=١

f(ti|θ)

=
n∏

i=١
f(ti|θ)δiS(ti|θ)١−δi

=

n∏
i=١

{(١ − p)f∗(t)}δi{p+ (١ − p)S∗(t)}١−δi

احتمال باشند. وابسته θ پارامترهای بردار به ͬ توانند م p پارامتر و f∗(t) و S∗(t) توابع آن، در که
و است افتاده اتفاق نظر مورد رخداد t زمان در آن ها برای که است افرادی سهم (١ − p)f∗(t)

شده اند. سانسور t زمان در که است افرادی برای بقا احتمال p+ (١ − p)S∗(t) احتمال

غیرآمیخته مدل  درستنمایی تابع ٢ . ۴ . ٢
ب·یرید. نظر در را δ = (δ١, . . . , δn)′ سانسور نشانگر و t مشاهدات بردار آمیخته، مدل مشابه
D = {n, t, δ, N} با را کامل داده های و Dobs = {n, t, δ} با را مشاهده شده داده های مجموعه
همان طور است. υ پارامتر با پواسن توزیع دارای و پنهان متغیر N که به طوری ͬ دهیم، م نمایش
ام i فرد برای سرطانͬ سلول های تعداد Ni متغیر غیرآمیخته شفایافتگͬ مدل در شد ذکر قبلا که
تصادفͬ متغیرهای ،i = ١,٢, . . . , N ،Zi هم چنین ͬ باشد. م مشاهده غیرقابل متغیر ی و است
کامل درستنمایی تابع ͬ باشند. م N از مستقل و F (t|γ) با هم توزیع و مستقل که هستند پنهانͬ

ͬ آید: م به دست زیر به صورت (υ, γ, β) پارامترهای اساس بر

L(υ, γ, β|Dobs) = f(Dobs|υ, γ, β) = f(n, t, δ,N |υ, γ, β)

=
n∏

i=١
f(ti, δi, Ni|υ, γ, β)

=

n∏
i=١

f(ti|δi, γ,Ni)P (Ni|υ, β)

=

n∏
i=١

fp(ti|γ,Ni)
δiSp(ti|γ,Ni)

١−δi

n∏
i=١

e−υυNi

Ni!



٢٩ شفایافتگͬ نرخ مدل های درستنمایی تابع
که به طوری

Sp(ti|γ,Ni) = P (T > ti|γ,Ni) = P (Zi١ > ti, Zi٢ > ti, . . . , ZiN > ti|γ,Ni)

= P (Zi١ > ti|γ,Ni)P (Zi٢ > ti|γ,Ni) . . . P (ZiN > ti|γ,Ni)

= S(ti|γ,Ni)
Ni

و
fp(ti|γ,Ni) = −−dSp(ti|γ,Ni)

dti
= NiS(ti|γ,Ni)

Ni−١f(ti|γ,Ni).

نتیجه در
L(υ, γ, β|Dobs) = {(NiS(ti|γ)Ni−١f(ti|γ))δi(S(ti|γ)Ni)١−δi}

n∏
i=١

e−υυNi

Ni!

= {(Nif(ti|γ))δi(S(ti|γ))Niδi}
n∏

i=١
e−υυNi

Ni!

= {S(ti|γ)Ni−δi(Nif(ti|γ))δi} exp{
n∑

i=١
((Ni log υ)− log(Ni!)− υ)}.





٣ فصل
صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل

وام ها بازپرداخت بقای برای

مقدمه ٣ . ١
ارتباط مواردی در که ͬ کنند م اعطا خود مشتریان به را وام هایی مالͬ موسسات و بانک ها اغلب
ͬ رود. م دست از بانک سوی از اعطاشده مبل; کل و شده ͽقط بانک با کامل به طور مشتری
از دسته این به ͬ کنند. م تحمیل را ضررهایی بانک برای وام گیرندگان از گروه این مسلماً
دارند صفر برابر بازپرداخت های تعداد مشتریان، این ͽواق در ͬ شود. م گفته متقلب مشتریان،

است. صفر آن ها وام بازپرداخت بقای زمان دی·ر، عبارت به و
نیستند، بانک به خود ͬ های بده بازپرداخت به قادر که دارند وجود مشتریان از دی·ری دسته
اقساط از مبلغͬ متقلب مشتریان خلاف بر مشتریان این البته ͬ شوند. م مش΄ل ساز بانک برای و
اغلب ͬ گویند. م قصورکننده مشتریان نوع این به کرده اند. پرداخت کامل) به طور (نه را خود
خود اقساط ͬ مانده باق پرداخت به موفق مالͬ مش΄لات دلیل به مشتریان از دسته این اوقات

ͬ گیرند. م قرار تقلب خطر معرض در و ͬ شوند نم
خود اقساط تمام که مشتریان سوم دسته مالͬ، موسسات و بانک ها بقای برای خوشبختانه
حساب خوش عنوان با را مشتریان این هستند. دارا را فراوانͬ بیشترین ͬ کنند، م بازپرداخت را
ندارد. وجود آن ها برای قصور و وفادارند خود تعهدات به مشتریان از دسته این ͬ شناسیم. م



وام ها بازپرداخت بقای برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣٢
هستند. شفایافته)  (یا مصون (تقلب) بازپرداخت عدم به نسبت افراد این ͽواق در

ی برای بقا زمان c مقدار ب·یرید، نظر در را ٣ . ١ ش΄ل نظر، مورد دسته سه تشریح برای
است. مثبت پیش فرض به طور قصورکننده ها برای a زمان است؛ صفر برابر و متقلب مشتری
وام بازپرداخت زمان مدت که صورتͬ در ͬ دهد، م نشان را زودهنگام بازپرداخت ی d زمان

است. گردیده پرداخت دوره پایان در b برابر

بانکͬ تسهیلات بازپرداخت زمان طول :٣ . ١ ش΄ل

رسانده حداقل به را قصورکننده و متقلب مشتریان تعداد باید خود سود افزایش برای بانک ها
و بانک ها مدیران اطلاعات که آن جایی از دهد. افزایش را خود حساب خوش مشتریان تعداد و
کنند پیش بینͬ قطعͬ به طور ͬ توانند نم است، محدود خود مشتریان مورد در مالͬ موسسات
ͽواق در هستند. مذکور دسته سه از ی کدام جزو آن ها از نسبتͬ چه و مشتریان از ی کدام
اهمیتͬ خود وام بازپرداخت به که است افرادی شناسایی پایان نامه، این در نظر مورد هدف

کنند. اجتناب افراد از دسته این به وام دادن از باید مالͬ موسسات و بانک ها ͬ دهند. نم
اهمیتͬ خود وام بازپرداخت به که مشتریانͬ اطلاعات که امیدوارند همواره بانکͬ مدیران
مقاله در که همان طور نشود. اعطا وامͬ آن ها به و شود ثبت نزدی آینده ای در ͬ دهند نم
در بقا تحلیل از استفاده عمده دلایل از ی΄ͬ است، شده اشاره آن به [٢٢] هم΄اران و لوزادا
نظارت بر علاوه که است این مدل بندی، تکنی های سایر به جای اعتبارات ریس مدل بندی
و تحلیل وارد نیز را سانسورشده داده های ͬ توان م زمان، طول در وام اسناد اعتبار ریس بر
اصطلاحات تعریف با [٨] هم΄ارانش و باری·ا کرد. تقسیم بد و خوب دسته های به را مشتریان
به بانکͬ تسهیلات اعطای مدل بندی در را مطالعات این شفایافتگͬ، نرخ مدل های از جدیدی
قصور عدم به ما، نظر مورد مساله برای شفایافتگͬ، نرخ مدل در شفایافتگͬ اصطلاح بردند. کار

ͬ کنند. م یاد نیز قصور عدم نرخ مدل به آن از و ͬ گردد برم اعتباری تسهیلات بازپرداخت در



٣٣ صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل
ͬ گیرند. م قرار نظارت و کنترل مورد مالͬ تأمین بدو از (وام ها) بانکͬ تسهیلات تمام
عدم ثبت این که به توجه با اما ͬ دهد. م نشان را وام شروع تاریخ t = ٠ اولیه زمان بنابراین
سه حداقل منظور این به ͬ کشد، م طول متوالͬ ماه سه حداقل معمولا تسهیلات بازپرداخت
است معنͬ آن به این است. لازم t = ٠ به عنوان ثبت برای وام شروع در بازپرداخت عدم ماه
ͬ گیریم. م نظر در t = ٠ برابر را آن باشد، t ≤ ٣ تسهیلات بازپرداخت بقای داده های در اگر که
زمان، شروع نقطه در بقا تابع شد، مطرح شفایافتگͬ نرخ و بقا مدل های در که همان طور

دی·ر عبارت به است. ی برابر ،t = ٠ یعنͬ
S(٠) = ١ − F (٠) = ١.

عبارت به یا است. ی از کمتر t = ٠ در بقا احتمال شدند، تشریح که بانکͬ داده های برای اما
دی·ر

F (٠) > ٠.
بازپرداخت عدم زمان طول مدل بندی مناسب غیرآمیخته یا آمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل بنابراین
عبارتͬ به و دارد وجود نیز صفر برابر زمان طول داده ها این در ͽواق در نیست. بانکͬ تسهیلات
نظر در برای شفایافتگͬ نرخ مدل باید رو این از باشند. آماسیده١ ͬ توانند م صفر در داده ها
در آماسیده غیرآمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل ͬ یافت. م تعمیم صفر در آماسیدگͬ این گرفتن
معرفͬ [٢١] هم΄اران و لوزادا توسط آن آمیخته نسخه و [٢٠] هم΄اران و لوزادا توسط صفر
ادامه در کردند. استفاده بانکͬ تسهیلات بازپرداخت در تقلب نرخ برآورد برای آن ها از و شدند

ͬ کنیم. م ارایه را نیاز مورد نظری جزییات و مدل این

صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣ . ٢
(مشتریان صفرها حضور با که است آن دارد، شفایافتگͬ نرخ مدل که مش΄لͬ کردیم اشاره
شفایافتگͬ نرخ مدل [٢٠] هم΄ارانش و لوزادا مش΄ل، این ͽرف برای نیست. سازگار متقلب)
آماسیده مدل های است. شفایافتگͬ نرخ مدل بهبودیافته که دادند پیشنهاد را صفر در آماسیده
ترکیب را صفر در نقطه ای جرم و شمارشͬ مولفه  ی که هستند آمیخته ای مدل های صفر در

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به آن ها بقای تابع و ͬ کنند م
S(t) = γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗(t) t ≥ ٠.

که این به توجه با
S(t) = ١ − F (t)

S′(t) =
dS(t)

dt
=

−dF (t)

dt
= −f(t)

S∗′(t) = −f∗(t).

١Inflated



وام ها بازپرداخت بقای برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣۴
بنابراین

S′(t) = (١ − γ٠ − γ١)S∗′(t)

−f(t) = −(١ − γ٠ − γ١)f∗(t).

پس
f(t) = (١ − γ٠ − γ١)f∗(t).

بنابراین ،S∗(∞) = ٠ که آن جا از
lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

(γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗(t))

= lim
t→∞

γ١ + lim
t→∞

(١ − γ٠ − γ١)S∗(t)

= lim
t→∞

γ١ + (١ − γ٠ − γ١) lim
t→∞

S∗(t)

= γ١ > ٠.
پس ،S∗(٠) = ١ این که دلیل به هم چنین

S(٠) = γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗(٠)
= γ١ + ١ − γ٠ − γ١
= ١ − γ٠ < ١.

باشید داشته توجه است. متقلب مشتریان نسبت γ٠ و قصورکننده مشتریان نسبت γ١ بنابراین
اکنون ͬ شود. م تبدیل معمولͬ شفایافتگͬ نرخ مدل همان به مذکور مدل باشد، γ٠ = ٠ اگر
در باشیم، داشته متقلب مشتریان، بین در اگر که دریافت ͬ توان م سادگͬ به مدل این روی از
معتبر استنباط نتایج ͬ شود، نم گرفته نظر در صفرها فراوانͬ چون شفایافتگͬ نرخ معمولͬ مدل

ͬ شود. م بیش برآورد برآوردگرها استاندارد خطای مثلا باشند؛ گمراه کننده ͬ توانند م و نبوده

پیشنهادی رگرسیونͬ مدل ٣ . ٣
این کردن متحد با و (۴ . ٢) غیرآمیخته مدل و (٢ . ١) آمیخته شفایافتگͬ نرخ مدل به توجه با

صورت به آمیخته مدل ی صورت به را غیرآمیخته مدل ͬ توان م دو،
S(t) = exp(−θ) + (١ − exp(−θ))S∗(t) t ≥ ٠ (٣ . ١)

مشتریان نسبت مطالعه هدف چون است. (۵ . ٢) بقای تابع S∗(t) آن در که کرد، بازنویسͬ
مشتریان نسبت که شود داده تعمیم نحوی به (٣ . ١) مدل باید است، قصورکننده کنار در متقلب

مدل منظور، این برای شوند. لحاظ مدل در دو هر قصورکننده و متقلب
S(t) = γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗(t) t ≥ ٠ (٣ . ٢)



٣۵ پیشنهادی رگرسیونͬ مدل

صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل بقا تابع :٣ . ٢ ش΄ل

.γ١ = exp(−θ) و γ٠ = exp(−κ) آن در که شد، معرفͬ [٢٠] هم΄اران و لوزادا توسط
داده های برای و شد معروف صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل به (٣ . ٢) ͬ شده معرف مدل
مشتری، سن مانند تبیینͬ متغیرهای از برداری تاثیر آن که برای است. مناسب بانکͬ تسهیلات
کنیم، بررسͬ مشتری بودن قصورکننده یا متقلب بر را وام نوع و اقساط، تعداد قسط، هر میزان
γ١ و γ٠ تغییرات دامنه آن که به توجه با کنیم. استفاده رگرسیونͬ مدل های چارچوب از باید
استفاده آن ها مدل بندی برای تعمیم یافته خطͬ مدل های چارچوب از باید است، (٠, ١) بازه
لجیت پیوند تابع از معمولا ͬ گیرند، م قرار (٠, ١) در که پارامترهایی برای مدل ها این در کنیم.
باشد p = q١ + q٢ بعد با تبیینͬ متغیرهای بردار X = (X′١,X′٢)′ کنید فرض ͬ شود. م استفاده
γ١ ،γ٠ آن که از اطمینان برای است. تجزیه قابل q٢ بعد با X٢ و q١ بعد با X١ زیربردار دو به که
استفاده با و i = ١, . . . , n مشاهده هر برای ͬ گیرند، م قرار (٠, ١) در (١ − γ٠ − γ١) هم چنین و

ͬ کنیم م تعریف لجیت، پیوند تابع از
κi = − log(

eX
′
١iβκ

١ + eX
′
١iβκ + eX

′
٢iβθ

) (٣ . ٣)

θi = − log(
eX

′
٢iβθ

١ + eX
′
١iβκ + eX

′
٢iβθ

) (۴ . ٣)
بر تبیینͬ متغیرهای تاثیر که است رگرسیونͬ ضرایب از بعدی q١ بردار ی ،βκ ∈ ℜq١ آن در که
است رگرسیونͬ ضرایب از بعدی q٢ بردار ی βθ ∈ ℜq٢ و ͬ دهد م نشان را متقلب مشتریان نرخ

ͬ کند. م بیان قصورکننده مشتریان نسبت بر را تبیینͬ متغیرهای اثر که



وام ها بازپرداخت بقای برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣۶
به دست زیر صورت به را γ٠ مقدار ͬ توان م ،(٣ . ٣) رابطه به توجه با .γ٠ = exp(−κ) ͬ دانیم م

آورد:
γ٠ = exp(−(− log(

eX
′
١βκ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

)))

=
eX

′
١βκ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

. (۵ . ٣)
ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به γ١ ،(۴ . ٣) رابطه و γ١ = exp(−θ) به توجه با ترتیب همین به

γ١ = exp(−(− log(
eX

′
٢βθ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

)))

=
eX

′
٢βθ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

. (۶ . ٣)
(٠, ١) بازه در همواره که است واض شده اند، تعریف لجیت پیوند تابع اساس بر γ١ و γ٠ چون
(١−γ٠−γ١) گرفتن قرار تضمین ،(۶ . ٣) و (۵ . ٣) در γ١ و γ٠ کردن تعریف دلیل ͬ گیرند. م قرار
نشان ͬ توان م ،(۶ . ٣) و (۵ . ٣) روابط به توجه با ضمانت، این نمایش برای است. (٠, ١) بازه در

داد
١ − γ٠ − γ١ = ١ − eX

′
١βκ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

− eX
′
٢βθ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

=
١ + eX

′
١βκ + eX

′
٢βθ − eX

′
١βκ − eX

′
٢βθ

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

=
١

١ + eX
′
١βκ + eX

′
٢βθ

.

دارد. قرار (٠, ١) در نیز (١ − γ٠ − γ١) بنابراین

خوش حساب مشتریان بقای تابع برای پارامتری مدل ٣ . ٣ . ١
در کنیم. مشخص را ،S∗(t) خوش حساب، مشتریان بقای تابع باید (٣ . ٢) مدل تکمیل برای
یعنͬ علاقه، مورد رویداد به نسبت که هستند افرادی خوش حساب، مشتریان این جا، در ͽواق
پارامتری مدل ی از منظور این برای نیستند. شفایافته یا مصون تسهیلات، بازپرداخت عدم

ͬ کنیم. م استفاده وایبل
باشند: وایبل تجمعͬ توریع تابع و احتمال چ·الͬ تابع ترتیب به F (t) و f(t) کنید فرض

F (t) = ١ − e−( t
λ
)
α

f(t) =
α

λ
(
t

λ
)
α−١

e−( t
λ
)
α

.

مدل های از ی΄ͬ به را آن ،λ > ٠ مقیاس و α > ٠ ش΄ل پارامتر دو با وایبل توزیع ͬ های ویژگ
ͬ کنیم م فرض بنابراین کرده اند. تبدیل اطمینان قابلیت و بقا تحلیل  برای مناسب پارامتری



٣٧ آماری استنباط و مدل برازش
نرخ مدل مطرح شده، جزییات همه جمͽ بندی با بنابراین، است. وایبل توزیع بقای تابع S∗(t)

ͬ شود: م ارایه زیر صورت به صفر در آماسیده شفایافتگͬ
S(t) = exp(−θ) + (١ − exp(−κ)− exp(−θ))S∗(t) (٣ . ٧)

آن در که
S∗(t) =

exp(−θF (t))− exp(−θ)

١ − exp(−θ)

f∗(t) = (
exp(−θF (t))

١ − exp(−θ)
)θf(t)

F (t) = ١ − e−( t
λ
)
α

f(t) =
α

λ
(
t

λ
)
α−١

e−( t
λ
)
α

نامعلوم پارامترهای بردار ،(٣ . ٧) مدل در شده اند. معرفͬ (۴ . ٣) و (٣ . ٣) در θ و κ که به طوری
ͬ دهیم. م نمایش ϑ = (α, λ, βκ, βθ) با را

آماری استنباط و مدل برازش ۴ . ٣
ͬ کنیم. م استفاده درستنمایی بر مبتنͬ رهیافت از آن پارامترهای برآورد و مدل برازش برای
باشند. راست) (از سانسورشده مشاهدات از برخͬ است مم΄ن مطالعه، تحت بازه به توجه با
درستنمایی تابع در مشاهده هر سهم آن گاه کنیم، مشخص ti با را iام مشتری بقای زمان اگر

ͬ شود: م تقسیم بخش سه به
.γ٠i با است برابر درستنمایی تابع در i مشاهده سهم آن گاه ti = ٠ اگر •

با است برابر درستنمایی تابع در آن سهم آن گاه نباشد، سانسورشده ti مشاهده اگر •
.(١ − γ٠i − γ١i)f∗(ti)

با است برابر درستنمایی تابع در آن سهم باشد، سانسورشده راست از ti مشاهده اگر و •
.γ١i + (١ − γ٠i − γ١i)S∗(ti)

نشانگر تصادفͬ متغیر δi آن در که باشد داده ها مجموعه D = {ti, δi,x١i,x٢i}ni=١ کنید فرض
و باشد قصور) یا (تقلب مشاهده  شده رخداد زمان ti اگر δi = ١ که به طوری است، سانسور

باشد. سانسورشده راست از ti اگر δi = ٠
که معنͬ این به ͬ کنیم م تعریف نشانگر تابع را I(ti > ٠) درستنمایی، تابع نوشتن برای
مشاهدات همه برای درستنمایی تابع بنابراین است. صفر جاها سایر در و ی برابر ti > ٠ برای

صورت به
L(ϑ|D) ∝

n∏
i=١

{(١−I(ti > ٠))γi٠+I(ti > ٠)[(١−γi٠−γi١)f∗(ti)]
δi [γi١+(١−γi٠−γi١)S∗(ti)]

١−δi}



وام ها بازپرداخت بقای برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل ٣٨
نوشت: نیز زیر صورت به ͬ توان م را تابع این است.

L(ϑ|D) =
∏

i:ti=٠
γ٠

∏
i:ti>٠

{[(١ − γ٠ − γ١)f∗
w(ti)]

δi [γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗
w(ti)]

١−δi}.

نوشت ͬ توان م درستنمایی، تابع از گرفتن ل·اریتم با بنابراین
log{L(ϑ|D)} =

∑
i:ti=٠

log(γ٠) +
∑
i:ti>٠

log{[(١ − γ٠ − γ١)f∗
w(ti)]δi}

+
∑
i:ti>٠

log{[γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗
w(ti)]

١−δi}

=
∑
i:ti=٠

log(γ٠) +
∑
i:ti>٠

δi log{(١ − γ٠ − γ١)}+
∑
i:ti>٠

δi log[f
∗
w(ti)]

+
∑
i:ti>٠

(١ − δi) log{[γ١ + (١ − γ٠ − γ١)S∗
w(ti)]}.

روابط به توجه با طرفͬ از

f∗
w(ti) =

α

λ
(
t

λ
)
α−١

e−( t
λ
)
α

F ∗
w(ti) = ١ − e−( t

λ
)
α

S∗
w(ti) = ١ − F ∗

w(ti)

= ١ − (١ − e−( t
λ
)
α

)

= e−( t
λ
)
α

گرفت نتیجه ͬ توان م
log{L(ϑ|D)} =

∑
i:ti=٠

log(γ٠) +
∑
i:ti>٠

δi log{(١ − γ٠ − γ١)}

+
∑
i:ti>٠

δi log[
α

λ
(
t

λ
)
α−١

e−( t
λ
)
α

]

+
∑
i:ti>٠

(١ − δi) log{[γ١ + (١ − γ٠ − γ١)e−( t
λ
)]}.

معادل های به توجه با اکنون

γ٠ =
ex

′
١βκ

١ + ex
′
١βκ + ex

′
٢βθ

γ١ =
ex

′
٢βθ

١ + ex
′
١βκ + ex

′
٢βθ

١ − γ٠ − γ١ =
١

١ + ex
′
١βκ + ex

′
٢βθ



٣٩ آماری استنباط و مدل برازش
ͬ آید: م به دست زیر صورت به درستنمایی ل·اریتم تابع درستنمایی، تابع در آن ها جای·ذاری و

log{L(ϑ|D)} =
∑
i:ti=٠

log(
ex

′
١βκ

١ + ex
′
١βκ + ex

′
٢βθ

) +
∑
i:ti>٠

log{ ١
١ + ex

′
١βκ + ex

′
٢βθ

}

+
∑
i:ti>٠

δi log[
α

λ
(
t

λ
)
α−١

e−( t
λ
)
α

]

+
∑
i:ti>٠

(١ − δi) log{[
ex

′
٢βθ

١ + ex
′
١βκ + ex

′
٢βθ

+ (
١

١ + ex
′
١βκ + ex

′
٢βθ

)e−( t
λ
)
α

]}.

تابع کردن ماکسیمم با ͬ دهیم، م نمایش ϑ̂ با که ،ϑ درستنمایی ماکسیمم برآوردهای
درستنمایی تابع بودن پیچیده به توجه با ͬ آیند. م به دست پارامتر فضای در L(ϑ|D) درستنمایی
عددی روش های با و تقریبی صورت به را آن باید و ندارد وجود بسته ش΄ل ϑ̂ برای مذکور،

کرد. محاسبه BFGS مثل
میانگین با نرمال شرایطͬ، تحت ،ϑ̂ درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای مجانبی توزیع
.[٢۴] است مدل فیشر اطلاع ماتریس I(ϑ) آن در که است، I−١(ϑ̂) واریانس ماتریس و ϑ

در که مشاهده شده I(ϑ) = {−∂٢ℓ(ϑ)
∂ϑ∂ϑ′ }−١ هسیان ماتریس معکوس با ͬ توان م را I ماتریس

است. مدل درستنمایی ل·اریتم تابع ℓ(ϑ) آن در که کرد، برآورد است شده مقداردهͬ ϑ = ϑ̂

استنباط ͬ توان م ماکسیمم، درستنمایی برآوردگرهای نرمال مجانبی توزیع از استفاده با
مدل برای را مدل، انتخاب و فرضیه ها، آزمون اطمینان، فواصل محاسبه شامل تقریبی، آماری
متقلب و قصورکننده خوش حساب، مشتریان نسبت های این، از مهم تر داد. انجام برازش شده
بانک ی برای ͬ تواند م که هستند برآورد قابل تبیینͬ متغیرهای اطلاعات از سط هر ازای به
عنوان به خوش حساب مشتریان بقای تابع این بر افزون شود. محسوب ارزشمندی اطلاعات

است. استفاده و برآورد قابل بانکͬ، تسهیلات داده های تحلیل کلیدی بخش





۴ فصل
وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل
کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی:

واقعͬ

شبیه سازی مطالعه ی با را صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل عمل΄رد فصل، این در
واقعͬ داده مجموعه ی تحلیل برای را مدل کاربست همچنین ͬ کنیم. م ارزیابی گسترده
شناسایی و کشور داخل بانک چهار توسط اعطاشده تسهیلات بازپرداخت زمان طول مورد در
نهایی نتیجه گیری نیز پایان در ͬ دهیم. م نشان مشتریان، بازپرداخت رفتار بر موثر عوامل

ͬ کنیم. م مطرح را تحقیق آینده و پایان نامه

شبیه سازی مطالعه ١ . ۴
آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل در ML برآوردگرهای رفتار بررسͬ شبیه سازی، مطالعه از هدف
که مدل، پارامترهای ML برآوردگرهای رفتار از منظور است. (٣ فصل در ͬ شده (معرف صفر در
توزیع به نرمال مجانبی توزیع تقریب بودن نزدی و سازگاری ͬ آیند، م به دست عددی به طور

مطالعه این در است. برآوردگرها واقعͬ



واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۴٢
خطا١ دوم توان میانگین ریشه مدل، پارامترهای ML برآوردگرهای سازگاری بررسͬ برای •

کردیم. بررسͬ نمونه، حجم افزایش با را، صفر به آن هم·رایی و محاسبه را (RMSE)
از حاصل مم΄ن استنباط های اعتبارسنجͬ و نرمال مجانبی توزیع دقت بررسͬ برای •
را نرمال تقریب از نتیجه شده اطمینان فواصل تجربی٢ پوشش نرخ برازش شده، مدل
را اسم٣ͬ اطمینان سط به آن نزدی΄ͬ و محاسبه مدل پارامترهای از کدام هر برای
گرفتیم. نظر در ٪٩۵ برابر را اسمͬ اطمینان سط شبیه سازی ها تمام در کردیم. ارزیابی
١٠٠٠ صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل از شبیه سازی، تنظیمات همه برای مطالعه، این در
کردیم. تولید n = ١٠٠,٢۵٠,۵٠٠,٧۵٠, ١٠٠٠ نمونه حجم های از کدام هر برای داده مجموعه
BFGS عددی روش به نیز آن ها متناظر استاندارد خطای مقادیر و پارامترها ML برآوردهای

است. پیاده سازی قابل R نرم افزار در optim() تابع توسط روش این آمدند. به دست
صفر در آماسیده قصور) (بدون شفایافتگͬ نرخ مدل برای را مختلف شبیه سازی مثال سه
را x رگرسیونͬ تبیینͬ متغیر ی مثال سه هر در گرفتیم. نظر در وایبل، پارامتری بقای تابع با
ͬ های ویژگ به عنوان ͬ توان م آن از که کردیم تولید ٠٫۵ موفقیت پارامتر با برنولͬ توزیع ی از
تعبیر مالͬ، موسسات سایر از دی·ر تسهیلات نگرفتن یا گرفتن یا آن ها جنسیت مثل مشتریان،

کرد.
صورت به را مدل پارامترهای

γ٠i =
eβ١٠+xiβ١١

١ + eβ١٠+xiβ١١ + eβ٢٠+xiβ٢١

γ١i =
eβ٢٠+xiβ٢١

١ + eβ١٠+xiβ١١ + eβ٢٠+xiβ٢١
αi = eβ٣٠+xiβ٣١

λi = eβ۴٠+xiβ۴١ (١ . ۴)
برای مختلف سناریوی سه ،(١ . ۴) در تعیین شده پارامترهای از استفاده با گرفتیم. نظر در

کردیم: تعریف شبیه سازی مثال سه هر در پارامترها واقعͬ مقادیر
β٢١ و −٢٫۵ برابر β٢٠ هم چنین شدند. تعیین β١١ = ١ و β١٠ = −٣ اول، سناریوی برای .١
مقادیر این تعیین با است، ٠٫۵ برابر x میانگین این که به توجه با شدند. انتخاب ٠٫٣ برابر
آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل در γ١ و γ٠ مقادیر ،β٢١ و β٢٠ ،β١١ ،β١٠ پارامترهای برای
با مقایسه در شدند. نتیجه ٠٫٠٨٠٩ و ٠٫٠۶٩٧ برابر متوسط به طور ترتیب به صفر در
به که است کوچ تری قصور بدون و قصور نرخ دارای سناریو این ،٣ و ٢ سناریوهای
در موجود رگرسیونͬ پارامترهای برای ͬ آیند. م به دست ٪٨٫٠٩ و ٪۶٫٩٧ برابر ترتیب

١Root Mean Squared Error
٢Emprical Coverage Rate
٣Nominal Confidence Level



۴٣ شبیه سازی مطالعه
(β٣٠, β٣١, β۴٠, β۴١) = (٠٫۵, ٠٫۵, ١٫۵,٢) واقعͬ مقادیر نیز وایبل بقای تابع پارامترهای
پارامترهای ،x تبیینͬ متغیر برای ٠٫۵ میانگین مقدار به بنا و انتخاب این با شدند. انتخاب

ͬ شوند. م نتیجه ٢٫١٨ و ٢٫١١ برابر ترتیب به متوسط به طور وایبل توزیع در λ و α

و −١٫۵ برابر β٢٠ هم چنین شدند. انتخاب β١١ = ٢ و β١٠ = −٢ دوم، سناریوی برای .٢
به طور ترتیب به γ١ و γ٠ مقادیر انتخاب ها، این با شدند. گرفته نظر در ١٫۵ برابر β٢١
قصور نرخ سناریو این در بنابراین، شدند. نتیجه ٠٫٢۵۶۶ و ٠٫١٩٩٩ برابر متوسط
پارامترهای برای ͬ آیند. م به دست ٪٢۵٫۶۶ و ٪١٩٫٩٩ برابر ترتیب به قصور بدون و
(β٣٠, β٣١, β۴٠, β۴١) = واقعͬ مقادیر نیز وایبل بقای تابع پارامترهای در موجود رگرسیونͬ
وایبل توزیع در λ و α پارامترهای انتخاب ها، این با شدند. انتخاب (−٠٫۵, ١٫۵,−٠٫۵,٣)

ͬ شوند. م نتیجه ٢٫٧١ و ١٫٢٨ برابر ترتیب به متوسط به طور
برابر β٢٠ هم چنین شدند. انتخاب β١١ = ٠٫٧۵ و β١٠ = −٠٫۵ سوم، سناریوی برای .٣
ترتیب به γ١ و γ٠ مقادیر انتخاب ها، این با شدند. گرفته نظر در ١٫٧۵ برابر β٢١ و −٠٫٣۵
نرخ سناریو این در بنابراین، آمدند. به دست ٠٫٧٨٣٢ و ٠٫٢۴۶٩ برابر متوسط به طور
دو با مقایسه در که ͬ آیند م به دست ٪٧٨٫٣٢ و ٪٢۴٫۶٩ برابر ترتیب به قصور بدون و قصور
در موجود رگرسیونͬ پارامترهای برای است. بزرگ تری نرخ های دارای قبلͬ، سناریوی
(β٣٠, β٣١, β۴٠, β۴١) = (−١,٢, ١٫٢۵,٣٫۵) واقعͬ مقادیر نیز وایبل بقای تابع پارامترهای
به متوسط به طور وایبل توزیع در λ و α پارامترهای انتخاب ها، این با شدند. انتخاب

ͬ شوند. م نتیجه ٢٠٫٠٨ و ١ برابر ترتیب
مم΄ن که است قصوری و تقلب شرایط انواع کردن لحاظ برای سناریو سه این گرفتن نظر در

شوند. دیده واقعیت در است

شبیه سازی ال·وریتم ١ . ١ . ۴
با صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل از n حجم به داده مجموعه ی شبیه سازی برای
نسبت γ٠ مدل این در ͬ کنیم م تاکید ͬ کنیم. م استفاده زیر ال·وریتم از مطرح شده، تنظیمات
١ − و قصور بدون مشتریان نسبت γ١ متقلب)، مشتریان نسبت همان (یا صفر در آماسیدگͬ

است. λ و α پارامترهای با وایبل بقای تابع با قصورکننده ها نسبت γ٠ − γ١

صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل از نمونه تولید ال·وریتم
ضرایب هستند؛ ،γ٠ برای صفر، در آماسیدگͬ زمان به مربوط β١١ و β١٠ رگرسیونͬ ضرایب
β٣١ و β٣٠ ضرایب همچنین ͬ کنند. م کنترل را ،γ١ یعنͬ قصور، نرخ β٢١ و β٢٠ رگرسیونͬ
λ پارامتر به مربوط β۴١ و β۴٠ رگرسیونͬ ضرایب و هستند وایبل توزیع در α پارامتر به مربوط

هستند.



واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۴۴
مرحله برای شوند. تکرار بار n تعداد به زیر ال·وریتم مراحل باید داده ها شبیه سازی برای

i = ١, . . . , n
پارامترهای تعریف با کنید. تولید ٠٫۵ موفقیت پارامتر با برنولͬ توزیع از را xi مشاهده .١

کنید. محاسبه را λi و αi ،γ١i ،γ٠i مقادیر شبیه سازی،
کنید. تولید استاندارد ی΄نواخت توزیع از را ui مقدار .٢

.si = ٠ دهید قرار آن گاه ،ui ≤ γ٠i اگر .٣
.si = ∞ دهید قرار آن گاه ،ui > ١ − γ١i اگر .۴

کنید تولید Uinf(γ٠i, ١ − γ١i) ی΄نواخت توزیع از را vi آن گاه ،γ٠i < ui ≤ ١ − γ١i اگر .۵
با وایبل توزیع تابع F آن در که کنید، محاسبه F (si) − vi = ٠ ریشه به عنوان را si و

است. λi و αi پارامترهای
کن. تولید را Unif(٠,max(si)) ی΄نواخت توزیع از را wi مقدار .۶

قرار این صورت غیر در و δi = ١ دهید قرار ،ti < wi اگر .ti = min(si, wi) کنید تعریف .٧
.δi = ٠ دهید

کنید. گزارش خروجͬ به عنوان را (xi, ti, δi) مشاهدات .٨
دامنه با ی΄نواخت سانسور توزیع ی از شبیه سازی ها در مدل، شدن شناسایی پذیر۴ برای
را [٣٠] هم΄اران و روچا مقاله مورد این در بیش تر اطلاعات برای کردیم استفاده محدود

ببینید.

کارلویی مونت شبیه سازی نتایج ١ . ٢ . ۴
مدل پارامترهای انتخاب اول سناریوی برای را شبیه سازی نتایج ٣ . ۴ و ،٢ . ۴ ،١ . ۴ ش΄ل های
انتخاب دوم سناریوی به مربوط نتایج ۶ . ۴ و ۵ . ۴ ،۴ . ۴ ش΄ل های مشابه به طور ͬ دهند. م نشان
پارامترها انتخاب سوم سناریوی به مربوط نتایج ٩ . ۴ و ٨ . ۴ ،٧ . ۴ ش΄ل های و هستند پارامترها
١٠٠٠ تولید اساس بر و n = ١٠٠,٢۵٠,۵٠٠,٧۵٠, ١٠٠٠ نمونه حجم های برای نتایج این هستند.

آمده اند. به دست سناریو هر برای داده مجموعه
شد مدعͬ ͬ توان م حاصل نتایج به توجه با

به نمونه حجم افزایش با RMSE و اریبی مدل، پارامترهای ML برآوردهای تمام برای .١
همچنین است. نتیجه گیری قابل برآوردگرها سازگاری بنابراین ͬ شوند. م هم·را صفر
تقریب از حاکͬ که ͬ شوند م نزدی ٪٩۵ اسمͬ اطمینان سط به تجربی پوشش نرخ

است. ML برآوردگرهای توزیع به عنوان نرمال مجانبی توزیع خوب
۴Identifiabilty



۴۵ شبیه سازی مطالعه
هر در وایبل بقای تابع پارامترهای رگرسیونͬ ضرایب درستنمایی ماکسیمم برآوردهای .٢
پارامترهای واقعͬ مقادیر به گرفته شده نظر در نمونه حجم های ازای به و سناریو سه
خوب دقت از نشان نیز برآوردها استاندارد خطای هستند. نزدی بسیار انتخاب شده

دارد. نمونه حجم های تمام برای برآوردها
هم·رایی به دستیابی برای β̂٢١ و β̂١١ پارامترهای دوم، و اول سناریوهای در حال، این با

دارند. بزرگتری نمونه حجم به نیاز سریع تر
(با دوم سناریوی یعنͬ هستند، بزرگ تر قصور بدون و تقلب نرخ که سناریوهایی در .٣
شامل اندازه گیری شاخص های وضعیت بالا)، نرخ (با سوم سناریوی و متوسط) نرخ های

است. بهتر ،کوچ نرخ های با اول سناریوی به نسبت RMSE و اریبی پوشش، نرخ
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مدل در ML برآورد روش کارایی ͬ توان م شبیه سازی، مطالعه از حاصل نتایج به توجه با

گرفت. نتیجه را پایان نامه این نظر مورد

برای (CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی :١ . ۴ ش΄ل
در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل قصور و تقلب نرخ های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

تکرار. بار ١٠٠ برای پارامترها انتخاب اول سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر



۴٧ شبیه سازی مطالعه

برای (CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی :٢ . ۴ ش΄ل
برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

پارامترها انتخاب اول سناریوی در شبیه سازی شده داده های



واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۴٨

نمونه حجم های برای آن ها متناظر استاندارد خطای و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای :٣ . ۴ ش΄ل
ͬ دهد م نشان را پارامتر واقعͬ مقدار نمودارها، در افقͬ خط اول. سناریوی در مختلف



۴٩ شبیه سازی مطالعه

برای (CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی :۴ . ۴ ش΄ل
در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل قصور و تقلب نرخ های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

تکرار بار ١٠٠ برای پارامترها انتخاب دوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر



واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۵٠

برای (CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی :۵ . ۴ ش΄ل
برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

پارامترها انتخاب دوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های



۵١ شبیه سازی مطالعه

نمونه حجم های برای آن ها متناظر استاندارد خطای و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای :۶ . ۴ ش΄ل
ͬ دهد م نشان را پارامتر واقعͬ مقدار نمودارها، در افقͬ خط دوم. سناریوی در مختلف



واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۵٢

برای (CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی :٧ . ۴ ش΄ل
در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل قصور و تقلب نرخ های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

تکرار بار ١٠٠ برای پارامترها انتخاب سوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های برای صفر



۵٣ شبیه سازی مطالعه

برای (CP) تجربی پوشش نرخ و (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه ،(BIAS) اریبی :٨ . ۴ ش΄ل
برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

پارامترها انتخاب سوم سناریوی در شبیه سازی شده داده های



واقعͬ کاربرد و شبیه سازی مطالعه اعطایی: وام های بازپرداخت بقای زمان تحلیل ۵۴

نمونه حجم های برای آن ها متناظر استاندارد خطای و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای :٩ . ۴ ش΄ل
ͬ دهد م نشان را پارامتر واقعͬ مقدار نمودارها، در افقͬ خط سوم. سناریوی در مختلف

ایران مرکزی بانک تسهیلات موردی: مطالعه ٢ . ۴
از عبارتند شده اند، تعریف ایران بانکͬ نظام در که بانکͬ تسهیلات انواع

امور در استفاده جهت لازم تسهیلات ایجاد منظور به ͬ توانند م بانک ها اقساطͬ: فروش .١
در اقساطͬ فروش طریق از و کنند تهیه را زیر کالاهای از دسته سه خدماتͬ، و تولیدی

دهند: قرار متقاضیان اختیار
کار ابزار و یدکͬ لوازم اولیه، مواد •

تولیدی تجهیزات و تأسیسات ماشین آلات، •
مس΄ن اقساطͬ فروش •
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تمام که است ترتیبی به غیر، به معلوم، بهای به عین واگذاری اقساطͬ، فروش از منظور
سررسیدهای یا سررسید در غیرمساوی یا مساوی اقساط به مزبور بهای از قسمتͬ یا

گردد. دریافت معین
ابزار ی به عنوان اسلامͬ بانک داری نظام در که بانکͬ تسهیلات از دی·ر ی΄ͬ جعاله: .٢
انجام مقابل در کارفرما یا جاعل آن موجب به که است جعاله ͬ گیرد، م قرار استفاده مورد
یا عمل که طرفͬ ͬ شود. م معلوم اجرت مبلغͬ ادای به ملزم قرارداد) (طبق معین عمل

ͬ شود. م نامیده پیمان کار یا عامل ͬ دهد، م انجام را کار
گسترش ام΄ان بانک ها برای بانکͬ، تسهیلات به کارگیری در جعاله عقد از استفاده با
تنظیم با خدماتͬ و بازرگانͬ کشاورزی، و صنعتͬ تولیدات به مربوط امور در توسعه و
بانک ها بنابراین، ͬ گردد. م فراهم جاعل به عنوان عندالقتضا یا عامل به عنوان قرارداد
طریق از را نیازشان ͬ توانند نم که را مشتریانͬ تقاضای جعاله، قرارداد تنظیم با قادرند

دهند. قرار اجابت مورد سازند، برآورده تسهیلات سایر
تسهیلات دی·ر انواع یا وام صورت به نقد وجه ربوی، بانک داری نظام در قرض الحسنه: .٣
برساند. مصرف به را آن است مایل که نحو هر به او تا ͬ گیرد م قرار مشتری اختیار در ربوی
توسط اعطایی تسهیلات قالب در و مستقیما مشتریان نیاز ربا، بدون بانک داری در ولͬ

ͬ شود. م برطرف و تأمین بانک
مس΄ن تعمیر و ازدواج، مانند مردم ضروری نیازهای تأمین منظور به قرض الحسنه عقد

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد
شرکت های سرمایه از قسمتͬ تأمین از است عبارت حقوقͬ مشارکت حقوقͬ: مشارکت .۴
مشارکت تعریف، طبق موجود. سهامͬ شرکت های سهام از قسمتͬ خرید یا جدید سهامͬ
ساختمانͬ) و کشاورزی معدنͬ، (صنعتͬ، تولیدی سهامͬ شرکت های سرمایه در بانک ها
مورد مالͬ منابع کمبود تأمین منظور به خدماتͬ و بازرگانͬ سهامͬ شرکت های نیز و
ترتیب این به ͬ گیرد. م صورت حقوقͬ مشارکت عنوان تحت شرکت ها، گونه این نیاز
شرکت های نظر مورد طرح اجرای برای که بلندمدت مالͬ منابع از قسمتͬ تأمین ام΄ان

ͬ آید. م به وجود بانکͬ سیستم منابع محل از است، ضروری سهامͬ
اشخاص با ͬ تواند م بانک شرع، موازین اساس بر که روش هایی جمله از مدنͬ: مشارکت .۵
کند، برطرف را اشخاص گونه این مالͬ نیازهای و شود معامله وارد حقوقͬ) و (حقیقͬ

است. مدنͬ مشارکت
ͬ دهند. م کار انجام حسن ضمانت برای حقوقͬ و حقیقͬ اشخاص به بانک ها ضمانت نامه: .۶
و گذاشته اجرا به را آن باشد نداشته رضایت خود پیمان کار از شخص که صورتͬ در
است کرده ضمانت درخواست که فردی حالت این در ͬ کند. م دریافت خسارت به عنوان
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ضمانت نامه داشت رضایت پیمانکار کار از اگر و برگرداند بانک به را مبل; آن است موظف

ͬ شود. م باطل
(حقیقͬ شخص و بانک بین قرارداد ی اساس بر آن، موجب به که است عقدی مضاربه: .٧
فراهم کالا) فروش و (خرید تجاری امر ی به اقدام برای لازم کار و سرمایه حقوقͬ) و
مضاربه) (سرمایه لزوم مورد وجه تأمین کننده (مضارب) بانک قرارداد، این در ͬ شود. م
مضاربه قرارداد موضوع به مربوط امور کلیه انجام عهده دار (عامل) قرارداد دی·ر طرف و
تقسیم عامل و بانک بین کار پایان در نظر، مورد معامله انجام از حاصل سود است.

بود. خواهد اولیه توافق اساس بر تقسیم این نسبت شد. خواهد
در تسهیلات ͬ توانند م آن وسیله به بانک ها که کوتاه مدت ابزارهای دی·ر از دین: خرید .٨
بدون بانک داری قانون اجرای از قبل است. دین خرید دهند، قرار خود مشتریان اختیار
اسناد ͬ شد. م استفاده تجاری سفته های تنزیل در دین خرید ابزار از بانکͬ سیستم در ربا،
معاملات از ناشͬ و حقیقͬ باید ͬ شود، م خریداری بانک ها طرف از که تجاری اوراق و
انتشار مورد سود و مبل; اصل به لطمه ای تا باشد معتبر نیز سفته دارنده و بوده تجاری

نیاید. وارد برگشت قابل
ی از آن ها سررسید مدت که هستند تجاری اوراق و اسناد خریداری به مجاز بانک ها
مختارند بازرگانͬ عملیات از ناشͬ تجاری اوراق و اسناد خرید ͽموق در و نکند تجاوز سال

کنند. خریداری اسمͬ مبل; از کم تر قیمت به را آن ها
مشتریان از دسته آن توسط استفاده قابل بسیار روش های از ی΄ͬ :تملی شرط به اجاره .٩
تسهیلات دریافت متقاضͬ یا دارند اشتغال خدماتͬ و تولیدی فعالیت های در که بانک ها
عدیده ای موارد جای·زین که است تملی شرط به اجاره ͬ باشند، م مس΄ن بابت بانکͬ

است. شده گذشته در معمول ربوی اعتبارات و وام ها از
مستأجر ͬ شود م شرط آن در که است اجاره ای عقد بر مبتنͬ تملی شرط به اجاره روش
(کالا مستأجره عین قرارداد، در مندرج شرایط به عمل صورت در اجاره، مدت پایان در

شود. مال را اجاره) موضوع اموال یا
گسترش برای لازم تسهیلات ایجاد منظور به ͬ توانند م بانک ها روش، این از استفاده با
مس΄ن، نیز و معدنͬ صنعتͬ، کشاورزی، خدماتͬ، امور از اعم اقتصاد مختلف بخش های

کنند. تملی شرط به اجاره معاملات به مبادرت موجر، عنوان به
در سایر به عنوان وام ها از دسته ای ͬ مانده باق وام های تعداد در محدودیت دلیل به سایر: .١٠
ͬ شوند. م مشارکت عقود و مبادله ای، عقود سلف، وام های شامل که شده اند گرفته نظر
برای صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل برازش و کاربست به واقعͬ، مثال این در

ͬ پردازیم. م ایران، مرکزی بانک در بانک چهار از ثبت شده بانکͬ تسهیلات داده های
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آن از که هستند بانک چهار مشتریان از ١٧۴٧ حجم به نمونه ی مثال، این داده های
۴۴٨ متقلب، مشتری ٢٨ اطلاعات داده، مجموعه این کرده اند. دریافت تسهیلات بانک ها

دارد. خود در را خوش حساب مشتری ١٢٧١ و قصورکننده مشتری
D و C ،B ،A کدهای با را نظر مورد بانک چهار اطلاعات، بودن محرمانه به توجه با
را تسهیلاتͬ خود مشتریان به کشور سراسر در ایران مرکزی بانک نظر زیر که ͬ کنیم م معرفͬ
تاریخ هستند. ١٣٩٠/٠٧/٠۶ تا ١٣٨٣/١٠/٠٩ بازه در اعطاشده تسهیلات تاریخ کرده اند. ارایه
است. متغیر ١٣٩۵/١٢/٢٩ تا ١٣٨٨/٠۴/٣٠ زمانͬ دامنه در نیز مشتریان این بازپرداخت شروع
بازپرداخت هایشان، زمان طول به توجه با را مشتری هر نوع ابتدا داده ها، این تحلیل برای
شامل مشتری کردیم. تعیین را کرده اند بازپرداخت که زمانͬ تا وام دریافت زمانͬ فاصله یعنͬ
هستند افرادی شامل متقلب مشتریان هستند. خوش حساب و قصورکننده متقلب، دسته سه
از دسته آن به قصورکننده مشتریان است. شده ثبت آن ها برای بازپرداخت سه حداکثر که
پرداختͬ دی·ر آن از بعد اما داشته اند پرداخت معین تاریخͬ تا که ͬ گردد م اطلاق مشتریان
نیز خوش حساب مشتریان است. داده رخ سانسور مشتریان از دسته این برای نکرده اند.
صفر آن ها بدهͬ و است رسیده اتمام به پرداختشان که افرادی اول هستند: دسته دو شامل
پرداخت ͽموق به را اقساطشان تمام ١٣٩۵/١٢/٢٩ تاریخ تا که هستند مشتریانͬ دوم و است

است. داده رخ سانسور خوش حساب، مشتریان دسته این برای که کرده اند
از که بانکͬ نوع مشتریان، جنسیت هستند، موجود داده ها مجموعه در که اطلاعاتͬ سایر
انواع از دریافتͬ وام نوع و ریال)، (به دریافتͬ تسهیلات میزان کرده اند، دریافت تسهیلات آن

ͬ باشند. م بردیم، اسم که گانه ای ١٠

داده ها توصیفͬ تحلیل ٢ . ١ . ۴
زمان آخرین متقلب، مشتری برای است. ،t مشتریان، بازپرداخت آخرین زمان ͺپاس متغیر
بازپرداخت ٣ حداکثر یا نداشتند پرداختͬ هیچ گونه زیرا است، شده ثبت t = ٠ بازپرداخت
به t زمان و است گردیده ثبت نموده، پرداخت که تاریخͬ تا قصورکننده مشتری داشته اند.
زمانͬ بازه  به توجه با نیز خوش حساب مشتری ͬ شود. م تلقͬ علاقه مورد واقعه رخداد عنوان
نرسیده اتمام به هنوز آن ها بازپرداخت تاریخ و هستند پرداخت حال در هم چنان یا داده شده
است شده تمام آن ها بازپرداخت یا ͬ شود م محسوب رخداد زمان آن ها برای t زمان که است

کرد. فرض سانسورشده را آن ͬ توان م که
کل تعداد ͬ دهد. م نمایش آن ها جنسیت حسب بر را مشتریان نوع تفکی ١ . ۴ جدول
۴٩٢ برابر زن ها، گروه برای و ١٢۵۵ برابر مردها، گروه برای داده ها در موجود مشتریان
قابل نیز خوش حساب ها و قصورکنندگان متقلبان، تعداد گروه هر برای همچنین است. نفر

است. مشاهده
این برای را کاپلان‐مایر روش به بازپرداخت ها زمان طول بقای تابع ناپارامتری برآورد
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مشتریان جنسیت به توجه با بانکͬ وام عمر طول داده های از خلاصه ای :١ . ۴ جدول

تعداد
خوش حساب ها

تعداد
قصورکنندگان

متقلبان تعداد تعداد
مشتریان

جنسیت

٩٣٨ (٧۴٫٧۴١٠٪) ٢٩٩ (٢٣٫٨٢۴٧٪) ١٨ (١٫۴٣۴٢٪) ١٢۵۵ مرد
٣٣٣ (۶٨٫۶٧٢٩٪) ١۴٩ (٣٠٫٢٨۴۵٪) ١٠ (٢٫٠٣٢۵٪) ۴٩٢ زن
١٢٧١ (٧٢٫٧۵٣٣٪) ۴۴٨ (٢۵٫۶۴٣٩٪) ٢٨ (١٫۶٠٢٨٪) ١٧۴٧ ͽجم

جنسیتͬ گروه های تفکی به کاپلان‐مایر روش به برآوردشده بقای تابع :١٠ . ۴ ش΄ل

که همان طور داده ایم. نمایش ١٠ . ۴ ش΄ل در و کرده محاسبه زن ها و مردها تفکی به داده ها
ͬ کنید، م مشاهده زن و مرد گروه دو برای بقا تابع برآوردشده ͬ های منحن از
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ناچیزی اختلاف و هستند هم شبیه تقریبا زن و مرد جنسیتͬ گروه دو هر برای برآوردها •

ͬ شود. م دیده است، ماه ١٠٠ از بیش تر آن ها زمان طول که مواردی برای
از کوچ΄ͬ نسبت و ͬ شود نم شروع ١ از t = ٠ زمانͬ نقطه در گروه دو هر برای بقا تابع •
البته است. ناسره گروه دو هر برای بقا تابع ͽواق در ͬ شود. م دیده گروه دو هر در تقلب

نیست. ملاحظه قابل چندان متقلبان نرخ
ͬ دهد. م نشان وام اعطاکننده بانک نوع تفکی به را ١ . ۴ جدول مشابه اطلاعات ٢ . ۴ جدول
تعداد به توجه با متقلبین بالاترین حال، عین در شده اند. ثبت B بانک برای مشتریان بیشترین

دارد. A بانک را مشتری

بانک نوع اساس بر بانکͬ وام عمر طول داده های از خلاصه ای :٢ . ۴ جدول

تعداد
خوش حساب ها

تعداد
قصورکنندگان

متقلبان تعداد تعداد
مشتریان

بانک نوع

١۴٣ (۵۵٫۴٢۶٣٪) ١٠٠ (٣٨٫٧۵٩٧٪) ١۵ (۵٫٨١٣٩٪) ٢۵٨ A

١٠٠٨ (٨۵٫٣۵١۴٪) ١۶٧ (١۴٫١۴٠۵٪) ۶ (٠٫۵٠٨٠٪) ١١٨١ B

٢٢ (١۶٫٢٩۶٣٪) ١٠٨ (٨٠٪) ۵ (٣٫٧٠٣٧٪) ١٣۵ C

٩٨ (۵۶٫۶۴٧۴٪) ٧٣ (۴٢٫١٩۶۵٪) ٢ (١٫١۵۶٠٪) ١٧٣ D

١٢٧١ (٧٢٫٧۵٣٣٪) ۴۴٨ (٢۵٫۶۴٣٩٪) ٢٨ (١٫۶٠٢٨٪) ١٧۴٧ ͽجم

برای بانک نوع تفکی به را کاپلان‐مایر برآوردشده بقای تابع ͬ های منحن ١١ . ۴ ش΄ل
هر برای برآوردشده بقای تابع که است واض ͬ دهد. م نشان بازپرداخت ها طول داده های
است. ١ از کمتر بقا تابع مقدار t = ٠ زمان در که معنͬ این به است، ناسره بانک نوع چهار
بسیار تقلب نرخ بانک این مشتریان اما شده اند، ثبت B بانک برای مشتری بیشترین این که با
است، شده داده نشان ٢ . ۴ جدول در که همان طور نیز تقلب نرخ بیشترین دارند. را کوچ΄ͬ
به اشاره که نکته ای اما دارد؛ ملاحظه ای قابل تقلب نرخ نیز C بانک است. A بانک به مربوط
بانک با مقایسه در C بانک برای بازپرداخت ها مدت بقای تابع سریع نزول است، ارزشمند آن
قصور) (بدون شفایافتگͬ نرخ کلͬ به طور دارد. سریع کاهشͬ بقای تابع نیز D بانک است. B

را بانک ها بقیه به نسبت بیشتری بازپرداخت های و است بیشتر بانک ها سایر از B بانک برای
سیاست گذاری های گفت ͬ توان م بنابراین هست. A بانک به مربوط دوم رتبه کرده اند. ثبت
تقلب از دوری برای بانک ها سایر به نسبت بیشتری کارایی بانکͬ، تسهیلات اعطای در B بانک

داراست. قصور و
انواع جدول این در ͬ دهد. م نشان را وام ها نوع حسب بر توصیفͬ اطلاعات نیز ٣ . ۴ جدول
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بانک نوع تفکی به کاپلان‐مایر روش به برآوردشده بقای تابع :١١ . ۴ ش΄ل

مشارکت قرض الحسنه، جعاله، اقساطͬ، فروش برای ترتیب به ١,٢, . . . , ١٠ کدهای با وام ها
سایر، و تملی شرط به اجاره دین، خرید مضاربه، ضمانت نامه، مدنͬ، مشارکت حقوقͬ،
برای کم بسیار اطلاعات و تبیینͬ متغیر این زیاد دسته های تعداد دلیل به شده اند. مشخص
گزارش و محاسبه را متغیر این تفکی به کاپلان‐مایر برآوردهای نوع، ده از وام نوع شش

نکردیم.
ͬ دهد. م نشان را قصورکننده و متقلب مشتریان به مربوط مشاهدات هیستوگرام ١٢ . ۴ ش΄ل
دریافت قصورکننده ها بازپرداخت های آخرین تغییرات از ایده ای ͬ توان م نمودار این به توجه با

بود. نخواهد صفر قصور احتمال درازمدت، بازپرداخت های از بعد حتͬ ͬ دهد م نشان که
بررسͬ از پس داده ها، این روی بر صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل برازش برای
نوع تنها تسهیلات، میزان و بانک، نوع جنسیت، شامل مختلف تبیینͬ متغیرهای ͬ داری معن
داده تشخیص ͬ دار معن شود، گرفته نظر در وایبل بقای تابع پارامترهای برای ͬ که زمان بانک



۶١ ایران مرکزی بانک تسهیلات موردی: مطالعه

وام نوع اساس بر بانکͬ وام عمر طول داده های از خلاصه ای :٣ . ۴ جدول

سانسورها تعداد تعداد
قصورکنندگان

متقلبان تعداد تعداد
کل

وام نوع

١٠٠٠(٨٣٫٧۵٢١٪) ١٨٩(١۵٫٨٢٩١٪) ۵(٠٫۴١٨٨٪) ١١٩۴ اقساطͬ فروش
۵(٩٫۴٣۴٠٪) ۴٨(٩٠٫۵۶۶٠٪) (٪٠)٠ ۵٣ جعاله
۶(۶٫٨٩۶۵٪) (٪٨٣٫٩٠٨٠)٧٣ ٨(٩٫١٩۵۴٪) ٨٧ قرض الحسنه

۴(٢١٫٠۵٢۶٪) ١۴(٧٣٫۶٨۴٢٪) ١(۵٫٢۶٣١٪) ١٩ حقوقͬ مشارکت
٢۴(۵٨٫۵٣۶۶٪) ١٧(۴١٫۴۶٣۴٪) (٪٠)٠ ۴١ مدنͬ مشارکت

(٪٠)٠ (٪٠)٠ (٪١٠٠)١ ١ ضمانت نامه
(٪٠)٠ ۶(١٠٠٪) (٪٠)٠ ۶ مضاربه

(٪١٠٠)١ (٪٠)٠ (٪٠)٠ ١ دین خرید
(٪١٠٠)٢ (٪٠)٠ (٪٠)٠ ٢ تملی شرط به اجاره

٢٢٩(۶۶٫٧۶٣٨٪) ١٠١(٢٩٫۴۴۶١٪) (٪٣٫٧٩٠١)١٣ ٣۴٣ سایر
١٢٧١(٧٢٫٧۵٣٣٪) ۴۴٨(٢۵٫۶۴٣٩٪) ٢٨(١٫۶٠٢٨٪) ١٧۴٧ ͽجم

از مدل در آن کردن وارد برای بانک، نوع متغیر بودن رسته ای به توجه با است ذکر به لازم شد.
چهار چون بنابراین کردیم. استفاده بانک نوع چهار معرفͬ برای دودویی ظاهری۵ متغیرهای
۴ . ۴ جدول در که به طوری کردیم، تعریف را z٣ و z٢ ،z١ ظاهری متغیر سه داشتیم، بانک نوع

ͬ کنید. م مشاهده

بانک ها انواع برای ظاهری متغیرهای :۴ . ۴ جدول
z١ z٢ z٣
٠ ٠ ٠ A

١ ٠ ٠ B

٠ ١ ٠ C

٠ ٠ ١ D

صورت به مختلف پارامترهای با را صفر در آماسیده شفایافتگͬ نرخ مدل توضیح، این با
۵Dummy Variables
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قصورکننده و متقلب مشتریان فقط بازپرداخت زمان طول هیستوگرام :١٢ . ۴ ش΄ل

گرفتیم: نظر در زیر
γ٠i =

eβκ٠
١ + eβκ٠ + eβθ٠

γ١i =
eβθ٠

١ + eβκ٠ + eβθ٠
αi = eβα٠+z١iβα١+z٢iβα٢+z٣iβα٣

λi = eβλ٠+z١iβλ١+z٢iβλ٢+z٣iβλ٣

به دست نتایج به توجه با شده اند. گزارش ۵ . ۴ جدول در داده ها روی بر مدل برازش نتایج
بانک پارامتر رگرسیونͬ ضریب تنها کرد مشاهده ͬ توان م ،t = β̂

se(β̂)
آماره مقدار حسب بر آمده

نیست. ͬ دار معن ،βλ١ یعنͬ ،B

برآورد ٠٫٠٢١ مقدار کلͬ، به طور داده ها، این برای تقلب نرخ برازش شده مدل از استفاده با
در مدل روی از بانک هر تفکی به بازپرداخت ها زمان طول بقای توابع برآورد ͬ شود. م



۶٣ ایران مرکزی بانک تسهیلات موردی: مطالعه

مرکزی بانک تسهیلات داده های برای مدل پارامترهای برآورد :۵ . ۴ جدول
پارامتر پارامتر برآورد معیار خطای t مقدار

βκ٠ −٣٫٨۶ ٠٫١٧ −٢٢٫٩٣
βθ٠ −٢۵٫٠٠ ٢٩۶۵ −٠٫٠٠٨
βα٠ ٠٫۵۴ ٠٫٠٩٧ ۵٫۵۶
βα١ ١٫١٢ ٠٫١١ ٩٫٩٧
βα٢ ٠٫٢۶ ٠٫١٣١ ١٫٩٧
βα٣ ٠٫٩٨ ٠٫١۴۶ ۶٫٧۶
βλ٠ ۴٫٨٧ ٠٫٠٧۵ ۶۴٫۶۶
βλ١ ٠٫٠۴٧ ٠٫٠٧٩ ٠٫۶٠
βλ٢ −٠٫۶۶ ٠٫٠٨٨ −٧٫۵٢
βλ٣ −٠٫٢٠٧ ٠٫٠٨٢ −٢٫۵۴

در پارامتری مدل در بانک هر برای بقا تابع برآوردهای شده اند. داده نمایش ١٣ . ۴ ش΄ل
در دارند. زیادی توافق کاپلان‐مایر روش از حاصل ناپارامتری برآوردهای با گرفته شده نظر
افراد بودن کم دلیل به کاپلان‐مایر ناپارامتری برآورد طولانͬ، زمان های برای حال، عین
به عنوان ͬ تواند م مدل از حاصل برآوردهای بنابراین نیست. دقیق چندان خطر معرض در
با مدل توسط تقلب نرخ برآوردهای البته گیرند. قرار استفاده مورد کاراتری جانشین های
در تبیینͬ متغیرهای ͬ داری معن عدم هم آن دلیل که دارند اختلاف ناپارامتری برآوردهای
برآوردهای به ͬ تواند م بیشتر کم΄ͬ اطلاعات وجود است. قصور و تقلب نرخ های مدل بندی

کند. کم دقیق تر
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بانک نوع تفکی به شفایافتگͬ نرخ مدل برای وایبل بقای توابع برآورد :١٣ . ۴ ش΄ل

تحقیق آینده و نتیجه گیری ٣ . ۴
نسبت مدل بندی برای که شد معرفͬ بقا شفایافتگͬ نرخ مدل ی از تعمیمͬ پایان نامه، این در
برای گیرد. قرار استفاده مورد و باشد مفید ͬ تواند م بانکͬ تسهیلات اعطای مسایل در متقلبین
ماکسیمم برآوردهای و کردیم معرفͬ را درستنمایی بر مبتنͬ دیدگاه مدل، این در استنباط
برآوردهای دادیم نشان همچنین آوردیم. به دست BFGS عددی روش با را مدل درستنمایی
،ML برآوردگرهای نظری بهینه ͬ های ویژگ درستنمایی تابع عددی ماکسیمم سازی از حاصل

هستند. دارا را مجانبی، نرمال و کارایی سازگاری، شامل
نوع چهار تسهیلات داده های به مربوط واقعͬ داده مجموعه ی و شبیه سازی مثال های با
از حاصل نتایج مجموع در دادیم. قرار ارزیابی مورد را پیشنهادی مدل عمل΄رد داخلͬ، بانکͬ

دارند. تاکید پیشنهادی مدل مناسب کارایی بر مثال ها



۶۵ تحقیق آینده و نتیجه گیری
تحقیق آینده به عنوان را زیر موارد ͬ توان م پایان نامه، این در ارایه شده مطالب به توجه با

کرد: مطرح
به توجه با باشد. توجه مورد ͬ تواند م پیشنهادی مدل در بیزی دیدگاه بر مبتنͬ استنباط •
مشخص حدودی تا مختلف بانک های برای گذشته در ایران در وام گیرندگان رفتار این که
پارامترهای برای مناسب پیشین  توزیع های تعریف برای اطلاعات آن از ͬ توان م است،
تعریف بتوان را پیشینͬ توزیع های چنین اگر ͬ رود م انتظار بنابراین کرد. استفاده مدل

آورد. به دست کاراتری استنباط های کرد،
مدل بندی شد. گرفته نظر در خطͬ تبیینͬ متغیرهای اثر پایان نامه، پیشنهادی مدل در •
و قصور و تقلب نرخ شامل مدل مختلف بخش های در متغیرها این اثر ناپارامتری
جالب ͬ تواند م اسپلاین ها، مثل روش هایی از استفاده با بقا، توزیع پارامترهای همچنین

باشد. تحقیق برای جذاب موضوعͬ و
روش های به کارگیری کردیم. استفاده وایبل پارامتری مدل از بقا توزیع مدل بندی برای •
از همچنین، است. بررسͬ قابل نیز کاکس۶ متناسب مخاطره مدل مثل بقا ناپارامتری

گرفت. بهره ͬ توان م ل نرمال مثل پارامتری توزیع های سایر

۶Cox Proportional Hazard Model
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آ  پیوست
R نرم افزار دستورات

ارایه ۴ فصل در شبیه سازی مثال نتایج بازتولید برای مربوط R دستورات پیوست، این در
شده اند.

rm(list=ls(all=TRUE))

library(parallel) #Library for PARALLEL Processing

simFunc<-function(N){

B<-500 #Number of Estimates.

set.seed(2016)

#Set the covariates.

#Set the first parameter scenario.

beta1=0.5

beta2=0.5

beta3=1.5

beta4=2

beta5 = -3



R نرم افزار دستورات ٧٢
beta6 = 1

beta7 = -2

beta8 = 0.75

varp=c(beta1,beta2,beta3,beta4,beta5,beta6,beta7,beta8)

lime = 10

# Declaring vectors and counters.

emle <-matrix(nrow=B,ncol=8)

old = options(digits=10)

o<-1

ite<-1

pc1<-rep(0,times=B)

pc2<-rep(0,times=B)

pc3<-rep(0,times=B)

pc4<-rep(0,times=B)

pc5<-rep(0,times=B)

pc6<-rep(0,times=B)

pc7<-rep(0,times=B)

pc8<-rep(0,times=B)

censura = matrix(numeric(B),B,1)

model <- function(N,varp){

a = exp(varp[1])*exp(y*varp[2])

lam = exp(varp[3])*exp(y*varp[4])

# Parameters - WEIGHT IN ZEROS AND INFS: GAMMA ZERO AND GAMMA ONES WITH A COVARIABLE

gamm_zer = (exp(varp[5])*exp(y*varp[6]))/(1+exp(varp[5])*exp(y*varp[6])+

exp(varp[7])*exp(y*varp[8]))

gamm_inf = (exp(varp[7])*exp(y*varp[8]))/(1+exp(varp[5])*exp(y*varp[6])+

exp(varp[7])*exp(y*varp[8]))

U=runif(N)

V=runif(N,gamm_zer,1-gamm_inf)

y=numeric(N)



٧٣
for(i in 1:N){

if(U[i]<=gamm_zer[i]){

y[i] = 0

}else

if(U[i]>gamm_zer[i] & U[i] <= 1-gamm_inf[i]){

#y[i]=qweibull(V[i], a, lam)

y[i] = lam[i]*((-log(1 - (V[i]-gamm_zer[i])/(1-gamm_zer[i]-gamm_inf[i])))^(1/a[i]))

}else {

y[i]=+Inf

}

}

return(y)

}

GPE=function(varp)

{

a = exp(varp[1])*exp(y*varp[2])

lam = exp(varp[3])*exp(y*varp[4])

gamm_zer = (exp(varp[5])*exp(y*varp[6]))/(1+exp(varp[5])*exp(y*varp[6])+

exp(varp[7])*exp(y*varp[8]))

gamm_inf = (exp(varp[7])*exp(y*varp[8]))/(1+exp(varp[5])*exp(y*varp[6])+

exp(varp[7])*exp(y*varp[8]))

f0 = gamm_zer

fw = (exp(log(a)-log(lam)))*((exp(log(time)-log(lam)))^(a-1))*

(exp(-(exp(log(time)-log(lam)))^a))

Sw = (exp(-(exp(log(time)-log(lam)))^a))

fpop = (1-gamm_zer-gamm_inf)*fw

Spop = gamm_inf + (1-gamm_zer-gamm_inf)*Sw

f = (fpop^delta)*(Spop^(1-delta))

g <- ifelse(time==0, f0, f)

adFunc = sum(log(g))

return(adFunc)

}
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while(o<=B){

y=rbinom(N,1,0.5)

tp = model(N,varp)

tM = max(tp[tp<+Inf])

Z=runif(N,0,tM)

time=numeric(N)

for (i in 1:N)

{time[i] = min(tp[i],Z[i])

}

delta=numeric(N)

for (i in 1:N) {

if (time[i] < Z[i]){

delta[i]=1

}

}

t<-time

d<-delta

x<-y

fit=try(optim(varp,GPE,method="BFGS",hessian=TRUE,control=list(fnscale=-1)))

estc = try(fit$par)

Hc=try(fit$hessian); varic=try(-solve(Hc))

if ( is.finite(estc[1]) & is.finite(estc[2]) & is.finite(estc[3]) &

is.finite(estc[4]) & is.finite(estc[5]) & is.finite(estc[6]) &

is.finite(estc[7]) & is.finite(estc[8])) {

if ( is.finite(varic[1,1]) & is.finite(varic[2,2]) &

is.finite(varic[3,3]) & is.finite(varic[4,4]) &

is.finite(varic[5,5]) & is.finite(varic[6,6]) & is.finite(varic[7,7]) &

is.finite(varic[8,8])){

if ( varic[1,1] > 0 & varic[2,2] > 0 & varic[3,3] > 0 & varic[4,4] > 0 &

varic[5,5] > 0 & varic[6,6] > 0 & varic[7,7] > 0 & varic[8,8] > 0 &
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estc[1] < lime & estc[2] < lime & estc[3] < lime & estc[4] < lime &

estc[5] < lime & estc[6] < lime & estc[7] < lime & estc[8] < lime ){

var.varp1 =varic[1,1]; Lvarp1 =estc[1]-1.96*sqrt(var.varp1);

Uvarp1=estc[1]+1.96*sqrt(var.varp1)

var.varp2 =varic[2,2]; Lvarp2 =estc[2]-1.96*sqrt(var.varp2);

Uvarp2=estc[2]+1.96*sqrt(var.varp2)

var.varp3 =varic[3,3]; Lvarp3 =estc[3]-1.96*sqrt(var.varp3);

Uvarp3=estc[3]+1.96*sqrt(var.varp3)

var.varp4 =varic[4,4]; Lvarp4 =estc[4]-1.96*sqrt(var.varp4);

Uvarp4=estc[4]+1.96*sqrt(var.varp4)

var.varp5 =varic[5,5]; Lvarp5 =estc[5]-1.96*sqrt(var.varp5);

Uvarp5=estc[5]+1.96*sqrt(var.varp5)

var.varp6 =varic[6,6]; Lvarp6 =estc[6]-1.96*sqrt(var.varp6);

Uvarp6=estc[6]+1.96*sqrt(var.varp6)

var.varp7 =varic[7,7]; Lvarp7 =estc[7]-1.96*sqrt(var.varp7);

Uvarp7=estc[7]+1.96*sqrt(var.varp7)

var.varp8 =varic[8,8]; Lvarp8 =estc[8]-1.96*sqrt(var.varp8);

Uvarp8=estc[8]+1.96*sqrt(var.varp8)

emle[o,1] <- estc[1]; emle[o,2] <- estc[2]; emle[o,3] <- estc[3]; emle[o,4] <- estc[4];

emle[o,5] <- estc[5]; emle[o,6] <- estc[6]; emle[o,7] <- estc[7]; emle[o,8] <- estc[8];

{

if (beta1 >= Lvarp1 && beta1 <= Uvarp1) pc1[o]<-1

if (beta2 >= Lvarp2 && beta2 <= Uvarp2) pc2[o]<-1

if (beta3 >= Lvarp3 && beta3 <= Uvarp3) pc3[o]<-1

if (beta4 >= Lvarp4 && beta4 <= Uvarp4) pc4[o]<-1

if (beta5 >= Lvarp5 && beta5 <= Uvarp5) pc5[o]<-1

if (beta6 >= Lvarp6 && beta6 <= Uvarp6) pc6[o]<-1

if (beta7 >= Lvarp7 && beta7 <= Uvarp7) pc7[o]<-1

if (beta8 >= Lvarp8 && beta8 <= Uvarp8) pc8[o]<-1

censura[o,] = table(d)[1]/N

}



R نرم افزار دستورات ٧۶
cat(o," ",ite," ",round(sum(pc1)/o,3)," ",round(sum(pc2)/o,3),"

",round(sum(pc3)/o,3)," ",round(sum(pc4)/o,3)," ",round(sum(pc5)/o,3),"

",round(sum(pc6)/o,3)," ",round(sum(pc7)/o,3)," ",round(sum(pc8)/o,3),

"\n"); o<-(o+1);

}

}}

ite<-ite+1

}

qtite <-c(ite)

s_cens = mean(censura[,1])

ESTI1c <-c(mean(emle[,1]),mean(emle[,2]),mean(emle[,3]),mean(emle[,4])

,mean(emle[,5]),mean(emle[,6]),mean(emle[,7]),mean(emle[,8]))

BIAS1c <-c(mean(emle[,1])-beta1, mean(emle[,2])-beta2,

mean(emle[,3])-beta3, mean(emle[,4])-beta4,

mean(emle[,5])-beta5, mean(emle[,6])-beta6,

mean(emle[,7])-beta7, mean(emle[,8])-beta8)

RMSE1c <-c(sqrt(mean((emle[,1]-beta1)^2)),sqrt(mean((emle[,2]-beta2)^2)),

sqrt(mean((emle[,3]-beta3)^2)),sqrt(mean((emle[,4]-beta4)^2)),

sqrt(mean((emle[,5]-beta5)^2)),sqrt(mean((emle[,6]-beta6)^2)),

sqrt(mean((emle[,7]-beta7)^2)),sqrt(mean((emle[,8]-beta8)^2)))

PCc <-c(sum(pc1)/B,sum(pc2)/B,sum(pc3)/B,sum(pc4)/B,

sum(pc5)/B,sum(pc6)/B,sum(pc7)/B,sum(pc8)/B)

return(list(qtite = qtite ,

s_cens = s_cens ,

ESTI1c = ESTI1c ,

BIAS1c = BIAS1c ,

RMSE1c = RMSE1c ,

PCc = PCc ) )

}
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numCores <- 5

cl <- makeCluster(numCores)

finalResults1 <- parLapply(cl, c(100,250,500,750,1000), simFunc)

stopCluster(cl)

#Plot

beta1 = 0.5

beta2 = 0.5

beta3 = 1.5

beta4 = 2

beta5 = -3

beta6 = 1

beta7 = -2

beta8 = 0.75

beta1c=c(beta1,beta2,beta3,beta4,beta5,beta6,beta7,beta8)

size = c(100,250,500,750,1000)

AV1_c = rbind( finalResults1[[1]]$ESTI1c,

finalResults1[[2]]$ESTI1c,

finalResults1[[3]]$ESTI1c,

finalResults1[[4]]$ESTI1c,

finalResults1[[5]]$ESTI1c)

RMSE1_c = rbind(finalResults1[[1]]$RMSE1c,

finalResults1[[2]]$RMSE1c,

finalResults1[[3]]$RMSE1c,

finalResults1[[4]]$RMSE1c,

finalResults1[[5]]$RMSE1c)

B1_c = rbind( finalResults1[[1]]$BIAS1c,

finalResults1[[2]]$BIAS1c,
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finalResults1[[3]]$BIAS1c,

finalResults1[[4]]$BIAS1c,

finalResults1[[5]]$BIAS1c)

cob1_c = rbind(finalResults1[[1]]$PCc,

finalResults1[[2]]$PCc,

finalResults1[[3]]$PCc,

finalResults1[[4]]$PCc,

finalResults1[[5]]$PCc)

par(mfrow=c(4,3))

## Param[5]

a5 = 0# min(RMSE1_c[,5]) - 0.25

b5 = max(RMSE1_c[,5]) + 0.25

aa5 = min(B1_c[,5]) - 0.25

bb5 = max(B1_c[,5]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,5],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa5,bb5),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[10], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,5],xlim=c(min(size),

max(size)), xlab="",ylim=c(a5,b5),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[10], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")
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par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,5],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[10],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

## Param[6]

a6 = 0# min(RMSE1_c[,6]) - 0.25

b6 = max(RMSE1_c[,6]) + 0.25

aa6 = min(B1_c[,6]) - 0.25

bb6 = max(B1_c[,6]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,6],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa6,bb6),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[11], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,6],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a6,b6),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[11], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,6],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[11],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")
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## Param[7]

a7 = 0# min(RMSE1_c[,7])- 0.25

b7 = max(RMSE1_c[,7])+ 0.25

aa7 = min(B1_c[,7])- 0.25

bb7 = max(B1_c[,7])+ 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,7],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa7,bb7),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[20], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,7],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a7,b7),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[20], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,7],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[20],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

## Param[8]

a8 = 0# min(RMSE1_c[,8])- 0.25

b8 = max(RMSE1_c[,8])+ 0.25

aa8 = min(B1_c[,8])- 0.25

bb8 = max(B1_c[,8])+ 0.25
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par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,8],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa8,bb8),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[21], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,8],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a8,b8),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[21], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,8],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[21],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

dev.off()

par(mfrow=c(4,3))

## Param[1]

a1 = 0#min(RMSE1_c[,1])- 0.25

b1 = max(RMSE1_c[,1])+ 0.25

aa1 = min(B1_c[,1])- 0.25

bb1 = max(B1_c[,1])+ 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,1],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa1,bb1),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[30], " )")),type="o", pch =



R نرم افزار دستورات ٨٢
49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,1],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a1,b1),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[30], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,1],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[30],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

## Param[2]

a2 = 0# min(RMSE1_c[,2])- 0.25

b2 = max(RMSE1_c[,2])+ 0.25

aa2 = min(B1_c[,2])- 0.25

bb2 = max(B1_c[,2])+ 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,2],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa2,bb2),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[31], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,2],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a2,b2),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[31], " )")),type="o", pch =
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49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,2],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[31],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

## Param[3]

a3 = 0# min(RMSE1_c[,3])- 0.25

b3 = max(RMSE1_c[,3])+ 0.25

aa3 = min(B1_c[,3])- 0.25

bb3 = max(B1_c[,3])+ 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,3],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa3,bb3),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[40], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,3],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a3,b3),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[40], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,3],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[40],")")),type="o", pch =
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49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

## Param[4]

a4 = 0# min(RMSE1_c[,4])- 0.25

b4 = max(RMSE1_c[,4])+ 0.25

aa4 = min(B1_c[,4])- 0.25

bb4 = max(B1_c[,4])+ 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,B1_c[,4],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(aa4,bb4),ylab =

expression(paste("BIAS ( ", hat(beta)[41], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,RMSE1_c[,4],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(a4,b4),ylab =

expression(paste("RMSE ( ", hat(beta)[41], " )")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0, v = 1, col = "gray60")

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size,cob1_c[,4],xlim=c(min(size),max(size)),

xlab="",ylim=c(0.80,1),ylab=

expression(paste("CP"," (",hat(beta)[41],")")),type="o", pch =

49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = 0.95, v = 0.95, col = "gray60")

dev.off()

par(mfrow=c(4,2))

inf5 = min(AV1_c[,5]) - 0.25

sup5 = max(AV1_c[,5]) + 0.25
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par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,5],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf5,sup5), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[10])),type="o",

pch = 49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[5], v = 1, col = "gray60")

inf6 = min(AV1_c[,6]) - 0.25

sup6 = max(AV1_c[,6]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,6],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf6,sup6), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[11])),type="o",

pch = 49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[6], v = 1, col = "gray60")

inf7 = min(AV1_c[,7]) - 0.25

sup7 = max(AV1_c[,7]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,7],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf7,sup7), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[20])),type="o", pch = 49,

col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[7], v = 1, col = "gray60")

inf8 = min(AV1_c[,8]) - 0.25

sup8 = max(AV1_c[,8]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,8],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf8,sup8), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[21])),type="o", pch = 49,

col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[8], v = 1, col = "gray60")
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inf1 = min(AV1_c[,1]) - 0.25

sup1 = max(AV1_c[,1]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,1],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf1,sup1), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[30])),type="o",

pch = 49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[1], v = 1, col = "gray60")

inf2 = min(AV1_c[,2]) - 0.25

sup2 = max(AV1_c[,2]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,2],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf2,sup2), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[31])),type="o",

pch = 49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[2], v = 1, col = "gray60")

inf3 = min(AV1_c[,3]) - 0.25

sup3 = max(AV1_c[,3]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,3],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf3,sup3), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[40])),type="o",

pch = 49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)

abline(h = beta1c[3], v = 1, col = "gray60")

inf4 = min(AV1_c[,4]) - 0.25

sup4 = max(AV1_c[,4]) + 0.25

par(mai=c(0.45,0.9,0.1, 0.1))

plot(size, AV1_c[,4],xlim=c(min(size),max(size)),

ylim=c(inf4,sup4), xlab="",ylab =

expression(paste(hat(beta)[41])),type="o",

pch = 49,col="1",lwd=1,lty=2,main=NULL)



٨٧
abline(h = beta1c[4], v = 1, col = "gray60")

dev.off()

save.image("model1.RData")
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Aabstract

Banks and financial institutions give their customers loans under some conditions, always.
customers can be divided in to three groups based on their performance. The first group of cus-
tomers cut off their relationship with the bank, completely. This group of customers are called
dishonest which their survival time to repay the loan is equal to zero. The second group is those
customers who do not care about their loan repayment. Contrary to the first group, they repay their
loan somedeal and then cut off. This group has positive survival time of repayment of loan, but
finally they are turned to dishonest one. We call these customers defaulter. At last, the third group
is the customers who repay their loan in a timely manner.

In order to maximize the profit of a bank, it is necessary to minimize the rates of dishonest
and defaulter customers and maximize good customers (the third group). Therefore, analyzing the
survival time of loan repayment can be vital in any bank. Analyzing of the timelength of the data till
the occurance of a phenomenon (here, repayment of loan) places in the survival analysis domain.
In the analysis of the survival data, the main problem is to find a suitable model for measuring the
affection of the various factors on the length of the survival time.

Accordingly to the nature of the data attained from the bank customers, the survival of non-
repayment of dishonest and defaulter customers do not tend to zero. A suitable category for these
type of the survival data is Healing rate models. For these models, two subclasses are introduced:
mixture and non-mixture models. There is a problem with using of the Healing rate models for
analyzing the borrowers behaviour, and that is the first group of customers which their survival
repayment tend to zero. This case causes an unwanted fitness in the Healing rate model. In such
cases, it is recommended to use zero-inflated models. In this thesis, first we introduce the zero-
inflated rate model and then it for data analysis we will refund some of our clients to four types of
registered banks in the central bank of Iran.

Keywords: cure rate, survival analysis, zero-inflated, bank loans
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