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ৎقد৤م৮ଘدروماభم
آلام آرام بخش ͬ شان آسمان مهر که ومادری پدر به ͬ کنم م تقدیم را پایان نامه این
΁نی نموده، خود پیشه ی را منطق و عقل که آزادمردانͬ تمام به تقدیم و است زمینͬ

ͬ کنند. م عمل ΁نی و ͬ گویند م ΁نی ͬ اندیشند، م
ͬ گنجند نم تعریف در که آنان
ماندگارند اثر به و ͬ اند رفتن

فردایی اند... همیشه و دیروزی اند امروز

ز



سپاس گزاری...

میرلوحͬ مجتبی آقای جناب و ͷدسترن الهام خانم سرکار ͬ ام، گرام و گرانقدر اساتید از
من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که
بودند پایان نامه اکمال و اتمام در نگارنده راه·شای و راهنما همواره و ننمودند دریغ
را دانͬ قدر و سپاس گزاری کمال داشتند؛ برعهده را پایان نامه این راهنمایی زحمت و

دارم.
زحمت که زیره دکتر آقای جناب و غیاثͬ دکتر آقای جناب شایسته و فرزانه اساتید از

سپاس گزارم. نهایت بی شدند متقبل را پایان نامه این داوری

لطفͬ مریم
١٣٩۶ بهمن

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی لطفͬ مریم اینجانب
پویا گذاری سرمایه صندوق قراردادهای گذاری قیمت عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، سوئیچینگ روش به شده حفاظت و
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
لطفͬ مریم
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
تحت شده حفاظت و پویا سرمایه گذاری صندوق قراردادهای ارزش ارزیابی به پایان نامه این
مارکوف زنجیره به توجه با زمان طول در نوسانات پردازد. مͬ مارکوفͬ رژیم‐سوئیچینگ

ͬ کنند. م تغییر زمان‐پیوسته
گذاری سرمایه صندوق قراردادهای اولیه ارزش رژیم‐سوئیچینگ انتشار فرآیند از استفاده با
صندوق قراردادهای ارزش لاپلاس تبدیل صریح حل راه ͬ شود. م توصیف شده حفاظت و پویا
به توجه با ͬ آید. م دست به مارتینگل روش از استفاده با شده حفاظت و پویا گذاری سرمایه
صندوق قراردادهای برای فرمول آوردن دست به پرش و مارکوف سوئیچینگ بودن پیچیده
تقریبی های روش به توجه یا عددی ال·وریتم ، پایان نامه دراین است. مم΄ن غیر تقریبا
گذاری سرمایه صندوق قراردادهای ارزش عددی نتایج و است شده طراحͬ مارکوف زنجیره

است. شده ارائه شده حفاظت و پویا

کلیدی: کلمات
مارتینگل روش سوئیچینگ، روش مارکوف، زنجیره مشترک، سرمایه گذاری صندوق قراردادهای

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

اول مقاله .١
دوم مقاله .٢
سوم مقاله .٣

م
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جداول فهرست

ق





١ فصل
ومفاهیم تعاریف

مقدمه ١ . ١
مفاهیم و تعاریف ͬ پردازیم، م آتͬ فصل های در نیاز مورد وتعاریف مفاهیم معرفͬ به فصل این در

است. شده جمͽ آوری [٣٢] [٢٧]و ،[٩] ،[۶] ،[٣] ،[١] ͽمراج از فصل این

احتمال و اندازه نظریه مفاهیم ١ . ٢
΁ی را F باشد، Ω زیرمجموعه های از دسته ی ناتهͬ Fو ناتهͬ مجموعه ی Ωاگر .١ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه گوییم میدان ‐σ

،Ω ∈ F.١
،Cc ∈ F آن گاه C ∈ F اگر .٢

آن گاه باشند، F به متعلق . . . , C٢, C١ مانند مجموعه ها از نامتناهͬ دنباله ی اگر .٣
∞∪
i=١

Ci ∈ F ,

باشد. بسته نا متناهͬ پذیر شمارش اجتماع های تحت
توسط شده تولید σ‐میدان باشد، بازه ها تمام دسته ی F و Ω = R کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ دهیم. م نشان B با و گوییم بورل σ‐میدان را F



ومفاهیم تعاریف ٢
، باشد Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمجموعه های از σ‐میدان ΁ی F کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف

باشد زیر خواص دارای هرگاه ͬ گوییم م اندازه را ( µ : F −→ [٠,+∞]) تابع
،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم داشته A ∈ F مجموعه هر برای .١

باشد ∪
i≥١

Ai ∈ F به طوری که باشند F هم از جدا دو به دو اعضای از  دنباله ی {Ai}i≥١ اگر .٢
باشیم داشته آن گاه

µ(
∪
i≥١

Ai) =
∑
i≥١

µ(Ai),

گوییم. µ برای σ‐جمͽ پذیری خاصیت را خاصیت این که
آن زیرمجموعه های از میدان ‐σ ΁ی F و ناتهͬ مجموعه ی ΁ی Ω کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف

گویند. اندازه پذیر فضای را (Ω,F) مرتب زوج باشد،
ͬ نامیم. م اندازه فضای را (Ω,F , P ) سه تایی آن گاه باشد F روی اندازه ای P اگر

باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمجموعه های از σ‐میدان ΁ی F کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه ͬ نامیم م احتمال اندازه را (P : F −→ [٠, ١]) P تابع

،P (Ω) = ١ .١∪
n≥١ Cn ∈ F که طوری به باشند F در ازهم جدا دو به دو ازاعضای دنباله ای {Cn}n≥١ اگر .٢

باشیم داشته آن گاه
P (

∪
n≥١

Cn) =
∑
n≥١

P (Cn).

ͬ نامیم. م احتمال فضای را (Ω,F , P ) سه تایی
گوییم σ‐متناهͬ ،(X,F) پذیر اندازه فضای روی را µ : F −→ [٠,+∞] اندازه .۶ . ١ . ٢ تعریف

به طوری که باشد داشته وجود F هم از جدا دو به دو ازاعضای {Ai}i≥١ دنباله ی هرگاه
X =

∪
i≥١

Ai,

.µ(Ai) < ∞ باشیم داشته ،i ≥ ١ هر برای و

تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم ١ . ٣
(R,B) اندازه پذیر فضای به (Ω,F , P ) احتمال فضای از حقیقͬ اندازه پذیر تابع هر .١ . ٣ . ١ تعریف
تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای معمولا گوییم. تصادفͬ متغیر ΁ی را ، σ‐میدان B که
ͬ توان م X تصادفͬ متغیر هر برای ͬ کنیم. م استفاده X,Y, Z, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از

صورت به FX : R → [٠, ١] تابع
FX(x) = P (X ≤ x) = P{ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x},



٣ تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم
است برقرار زیر خواص FX توزیع برای ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع کردکه تعریف

∀a, b ∈ R برای .١
FX(b)−FX(a) = P (a < X < b),

است، پیوسته راست سمت از نقطه هر در و است نزولͬ غیر FX تابع .٢
. lim
x→∞

FX(x) = ١ و lim
x→−∞

FX(x) = ٠ .٣
گوییم باشند فضا این روی اندازه دو µ٢ و µ١ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) اگر .١ . ٣ . ٢ تعریف
A ∈ A هر برای ͬ شود) م داده نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد (با هستند پیوسته مطلقاً اندازه دو این

باشیم داشته
µ٢(A) = ٠ =⇒ µ١(A) = ٠.

باشد. P معادل احتمال اندازه P̃ و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنیم فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف
که باشد مثبتͬ تصادفͬ متغیر Z اگر

P̃ (A) =

∫
A
Z dP.

ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م P به نسبت P̃ رادون‐نی΄ودیم١ مشتق را Z آنگاه

Z =
dP̃

dP
.

مجموعه ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه  ی A اگر .۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان χA با را A

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ o.w.

هم چنین باشد نامنفͬ تصادفͬ متغیر Y و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف
پذیر اندازه D است تابعͬ امیدشرطͬ صورت این در باشد F از σ‐میدان زیر ΁ی D کنید فرض

داریم ͬ دهیم. م نشان E(Y |D) با و Ω روی حقیقͬ و
∀D ∈ D

∫
D
E(Y |D)dP =

∫
D
Y dP,

امیدشرطͬ خواص
X ≥ ٠ اگر .١

E(X|D) ≥ ٠, a.s.

١Radon-Nikodym



ومفاهیم تعاریف ۴
.٢

E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s.

∀a ∈ R .٣
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آن گاه D = {∅,Ω} اگر .۴
E(X|D) = E(X), a.s.

آن گاه D١ ⊂ D٢ اگر .۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

.۶
E(E(X|D)) = E(X) a.s.

صورت به آن احتمال چ·الͬ اگرتابع است نرمال٢ توزیع دارای z تصادفͬ متغیر .۶ . ١ . ٣ تعریف
باشد زیر

ϕ(z) =
١

σ
√٢πe

− ١٢ ( z−µ
σ

)٢
,

ͬ نامند. م استاندارد نرمال توزیع را σ = ٠ و µ = ٠ با نرمال توزیع
نرمال توزیع Y = ln(X) هرگاه دارد، ل΃‐نرمال٣ توزیع X تصادفͬ متغیر .١ . ٣ . ٧ تعریف

ͬ گیرند. م را مثبت حقیقͬ مقادیر فقط نرمال ΃ل توزیع که است بدیهͬ باشد، داشته
به آن توزیع تابع هرگاه است، λ > ٠ با نمایی۴ توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .١ . ٣ . ٨ تعریف

باشد زیر صورت
FX(x) = λe−λx, x > ٠.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به گشتاور ۵ مولد تابع X تصادفͬ متغیر برای .١ . ٣ . ٩ تعریف
MX(t) = E[etX ], t ∈ R.

تصادفͬ فرآیند ΁ی تصادفͬ، متغیرهای از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .١ . ٣ . ١٠ تعریف
،(Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیرهای از {Xi}i∈I خانواده ͬ شود. م نامیده

X : (Ω,F , P ) −→ (R,B),

ناشماراباشد. یا شمارا (I) گذار اندیس مجموعه که ͬ گوییم م تصادفͬ رافرآیندهای
٢Normal distribution
٣Log-Normal distribution
۴Exponential distribution
۵Moment generating function



۵ لوی فرآیند
هر برای هرگاه گوییم سازگار  {Ft}t فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .١ . ٣ . ١١ تعریف

باشد. Ft‐اندازه پذیر ،Xt تصادفͬ متغیر عبارتͬ به Xt ∈ Ft ،t ≥ ٠
گوییم مارتینگل۶ ،{Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١ . ٣ . ١٢ تعریف

هرگاه
باشد، پذیر اندازه Fn یا باشد سازگار {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .١

باشد، انتگرال پذیر Xn یعنͬ E(| Xn |) < ∞ ،n هر برای .٢
باشیم داشته n ≥ ١ هر برای .٣

E(Xn+١ | Fn) = Xn. a.s.

گاه هر گوییم توقف زمان {Ft} فیلتر به نسبت را τ : Ω −→ Z+
∪
{∞} تابع .١ . ٣ . ١٣ تعریف

باشیم داشته t ⩾ ٠ هر برای
{τ ≤ t} ∈ Ft.

فیلتر به نسبت {τn}n⩾١ باشد. تصادفͬ فرآیند ΁ی {Xt} ͬ کنیم م فرض .١۴ . ١ . ٣ تعریف
صورت به و ͬ دهیم م نشان Xτn(ω) نماد با را شده متوقف فرآیند باشد. توقف زمان {Ft}t⩾٠

ͬ کنیم م تعریف زیر
∀ω ∈ Ω Xτn(ω) = Xτn∧t(ω)

لوی فرآیند ۴ . ١
سال در که تصادفͬ فرآیندهای خانواده رده مهمترین از ی΄ͬ لوی ٧ فرآیند احتمال، نظریه در
اخیر دهه های در است. گرفته قرار مطالعه مورد لوی پل فرانسوی ریاضیدان توسط ١٩٣٠
لوی فرآیندهای گذشته دهه دو طͬ . است نموده ایفا مالͬ ریاضیات دنیای در را پررنگͬ نقش
لوی، فرآیند گرفتند. قرار توجه مورد بسیار معامله اختیار قیمت گذاری و ارزیابی در ویژه به
جابه جایی های که نقطه ΁ی حرکت فرآیند این است، ثابت مستقل بانموهای تصادفͬ فرآیند
طول با مختلف زمان های در آماری نظر از هستند. مستقل و تصادفͬ صورت به آن پی درپی
پیوسته زمان تصادفͬ گام عنوان به است مم΄ن لوی فرآیند ΁ی نتیجه در هستند، ی΄سان برابر

شود. بررسͬ آنالوگ
هستند. پواسون فرآیند و براونͬ فرآیند لوی، فرآیند نمونه شده ترین شناخته
باشیم داشته هرگاه شود مͬ گفته لوی فرآیند Xt تصادفͬ فرآیند .١ . ۴ . ١ تعریف

۶Martingale
٧Levy proccess



ومفاهیم تعاریف ۶
،P (X٠ = ٠) = ١ .١

گاه آن ٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tn اگر یعنͬ هستند مستقل Xt نموهای .٢
Xt٢ −Xt١ , Xt٣ −Xt٢ , . . . , Xtn −Xtn−١ ,

هستند، مستقل
است، توزیع هم Xt−s با Xt −Xs یعنͬ است ایستا فرآیندی Xt .٣

یعنͬ باشد پیوسته احتمال در فرآیند .۴
∀ε > ٠ limP (|Xt| > ε) = ٠.

لوی فرآیند از نمودارحاصل :١ . ١ ش΄ل

پواسون فرآیند ۵ . ١
N(t) هر گاه گوییم، شمارشͬ فرآیند ΁ی را {N(t); t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١ . ۵ . ١ تعریف

کند صدق زیر شرایط در و داده اند رخ t زمان تا که باشد پیشامدهایی کل تعداد
ͬ کند، م اختیار را نامنفͬ صحیح مقادیر N(t) .١

،N(s) ≤ N(t) آنگاه s ≤ t اگر .٢
رخ (s, t] زمانͬ فاصله در که است پیشامدهایی تعداد برابر N(t) − N(s) ، s < t برای .٣

ͬ دهند. م
ͬ شود م گفته λ > ٠ بانرخ پواسون٨ فرآیند {N(t); t ≥ ٠} شمارش·ر فرآیند به .٢ . ۵ . ١ تعریف

باشیم داشته اگر
٨Poisson process



٧ براونͬ حرکت
،N(٠) = ٠ .١

زمانͬ مقادیر و k > ٠ صحیح عدد هر برای یعنͬ باشد مستقل نموهای دارای Nt فرآیند .٢
N(t١) − N(t٠), N(t٢) − N(t١), . . . , N(tk) − تصادفͬ متغیرهای ٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tk

باشند، مستقل هم از دو دوبه N(tk−١)

شده توزیع پواسون صورت به τ طول به زمانͬ بازه در افتاده اتفاق رویدادهای تعداد .٣
tها تمام برای ͽواق در و λτدارد ومیانگین است

Pr{N(t+ τ)−N(t) = k} =
e−λτ (λτ)k

k!
, k = ٠, ١, . . .

پواسون توزیع احتمال چ·الͬ تابع از نمودارحاصل :١ . ٢ ش΄ل

تصادفͬ فرآیند از Y پرش واندازه λ > ٠ تصادفͬ شدت با مرکب پواسون فرآیند .٣ . ۵ . ١ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به {Xt}t≥٠

Xt =

N∑
i=١

Yi,

هستند. پواسون فرآیند Nt و ومستقل ی΄سان توزیع با Yi پرش های اندازه که

براونͬ حرکت ۶ . ١
آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی بنای سنگ و تصادفͬ فرآیندهای ͬ ترین اساس از براونͬ حرکت

است. دیفرانسیل معادلات و تصادفͬ



ومفاهیم تعاریف ٨

N(٠, ١) پرش با مرکب پواسون فرآیند از نمودارحاصل :١ . ٣ ش΄ل
گیاه گرده های به می΄روس΄وپ توسط که (گیاه شناس)هنگامͬ براون رابرت ١٨٢٧ سال در
پیدا آن برای توجیهͬ نتوانست ولͬ شد آب در ذرات حرکت متوجه ͬ کرد، م نگاه آب در معلق
چند که بود اینشتین آلبرت این اما بودند، شده شناخته آن از قبل بسیار مول΄ول و اتم کند،
در کرده مشاهده براون که حرکتͬ که داد توضیح کرد منتشر ١٩٠۵ در که مقاله ای در بعد دهه
مول΄ول ها برخورد از حاصل نیروی جهت است، بوده گرده با آب مول΄ول های برخورد نتیجه
اصابت مورد بیشتر سمت ΁ی از است مم΄ن مختلف زمان های در ذره و ͬ کند م تغییر مرتباً
افتخار به پدیده این ͬ شود، م ذرات اتفاقͬ حرکت موجب دو هر که دی·ر سمت از تا گیرد قرار
که است تصادفͬ فرآیند ΁ی براونͬ حرکت است. شده نام·ذاری براونͬ حرکت براون رابرت

ندارد. وجود ای نقطه هیچ در آن مشتق و دارد پیوسته مسیرهای
هرگاه گوییم استاندارد٩ براونͬ حرکت را {Wt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .١ . ۶ . ١ تعریف

،W٠ = ٠ .١
واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Ws − Wt تصادفͬ متغیر ،٠ ≤ t ≤ s برای .٢

باشد، s− t

و مستقل ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای Wtn −Wtn−١ , . . . ,Wt٢ −Wt١ تصادفͬ متغیرهای .٣
باشند، هم توزیع

ͬ گوییم. م نیز وینر١٠ فرآیند را استاندارد براونͬ حرکت

باشد براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر {Ft}t≥٠ و براونͬ حرکت ΁ی {Wt}t≥٠ اگر .١ . ۶ . ١ قضیه
داریم آن گاه

،E(WtWs) = t ،t ≤ s هر برای .١
است، مارتینگل ΁ی {Wt}t≥٠ .٢

است. مارتینگل {W ٢
t − t} .٣

٩Standard Brownian motion
١٠Wiener process



٩ ایتو انتگرال
شود. رجوع [٣٢] به برهان.

استاندارد براونͬ حرکت از حاصل نمودار :۴ . ١ ش΄ل

بعدی سه حالت در استاندارد براونͬ حرکت از حاصل نمودار :۵ . ١ ش΄ل

ایتو انتگرال ١ . ٧
را حقیقͬ مقدار ΁ی ریمان انتگرال اما است تصادفͬ متغیر ΁ی ایتو انتگرال که است ذکر شایان
نسبت را ͬ کند م حرکت جوی آب ͹سط در که ذره ای حرکت معادله داریم قصد ͬ دهد، م نتیجه
و باد وزش که ضرباتͬ دلیل به نظر مورد ذره حرکت مسیر که آن جا .از آوریم به دست زمان به

بود. خواهد زیر صورت به آن معادله است، تصادفͬ ͬ کنند م وارد آن به آب مول΄ول های
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه), (١ . ١)



ومفاهیم تعاریف ١٠
مانند تصادفͬ فرآیند نوفه و هستند (٠,∞) × Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b و σ آن در که

ͬ کند. م صدق زیر شرط سه در که است Wt

باشند. هم از مستقل Wt٢ و Wt١ ،t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای •
بستگͬ t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Wtn+t, . . . ,Wt١+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع •

باشد. نداشته
.E(Wt) = ٠ ، t ∈ (٠, T ] هر برای •

است. براونͬ فرآیند است ΁نزدی بالا ͬ های ویژگ به و است پیوسته مسیرهای دارای که فرآیندی
نوشت ͬ توان م لذا

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt,

داریم بالا عبارت از
Xt = X٠ +

∫ t

٠ b(s, w)ds+

∫ t

٠ σ(s, w)dWs.

است لازم {Xt}t فرآیند کردن پیدا برای بنابراین است. اخیر معادله جواب Xt تصادفͬ فرآیند
بپردازیم زیر فرم به انتگرال های محاسبه ∫به t

s
f(s, w)dWs(w),

یعنͬ باشد. ϕ : [٠,∞)× Ω −→ R ابتدایی١١ تابعͬ f که کنید فرض اول: گام
ϕ(t, w) = X(w)χ(a,b](t), a, b ∈ [٠,∞),

ͬ کنیم م تعریف صورت این ∫در t

a
ϕ(s, w)dWs =

∫ t

a
X(w)χ[a,b)dWs(w) = X(w)[Wb∧t(w)−Wa∧t(w)],

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنͬ باشد. [٠,∞)× Ω روی ساده١٢ تابعͬ f کنید فرض دوم: گام

f =

n∑
j=٠

ϕi,

ͬ کنیم م تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع ϕiها ∫که t

a
fdWs =

n∑
j=٠

∫ t

a
ϕidWs. (١ . ٢)

١١Elementary function
١٢Simple function



١١ ایتو انتگرال
با توابع از رده ای ،[٠,∞) × Ω مجموعه ی روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .١ . ٧ . ١ تعریف

است زیر ͬ های ویژگ
است، B‐اندازه پذیر × F ،(t, w) −→ f(t, w) تابع •

باشد، Ft‐اندازه پذیر ،f(t, .) تابع ،t هر ازای به •
.E [∫ T٠ f٢(s, w)ds

]
< ∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر ایتو) ایزومتری (لم .١ . ٧ . ١ لم
E

[(∫ T

s
ϕ(s, w)dWs(w)

)٢]
= E

[∫ T

s
ϕ٢(s, w)ds

]
.

کنید. رجوع [٢٧] به برهان.
به طوری که دارد وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله ی آن گاه ،f ∈ P٢ اگر .١ . ٧ . ٢ لم

E

[∫ T

٠
| f(s)− ϕn(s) |٢ ds

]
n→∞−−−→ ٠.

کنید. رجوع [٢٧] به برهان.
کرد تعریف P٢ توابع رده برای را ایتو انتگرال ͬ توان م ∫اکنون T

s
f(s, w)dWs(w) = lim

n→∞

∫ T

s
ϕndWs(w),

یعنͬ است دوم میانگین در مفروض هم·رایی آن در که
E

[∫ T

s
| f(s)− ϕn(s) |٢ ds

]
→ ٠.

ایتو فرمول ١ . ٧ . ١
انتگرال باشد، (Ω,F , P ) روی استاندارد براونͬ حرکت {Wt}t≥٠ کنید فرض .١ . ٧ . ٢ تعریف

است زیر فرم به {Xt}t تصادفͬ فرآیند درحقیقت بعدی، ΁ی تصادفͬ
Xt(w) = X٠(w) +

∫ t

٠ u(s, w) ds+

∫ t

٠ v(s, w) dWs,

هستند. [٠,∞)× Ω −→ R روی حقیقͬ دوتابع v و u آن در که
اگر ایتو) ١‐بعدی (فرمول .١ . ٧ . ١ قضیه

dXt = u dt+ v dWt, Yt = g(t,Xt)

آن گاه
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢,

.dWt
٢ = dt و dtdt = dtdWt = dWtdt = ٠ این جا در که



ومفاهیم تعاریف ١٢
n‐بعدی انتگرال ΁ی dXt = u dt+v dWt کنید فرض ایتو) بعدی چند (فرمول .١ . ٧ . ٢ قضیه
تصادفͬ انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) باشد،آن گاه C٢ نگاشت ΁ی g : [٠,∞)×R٢ −→ R٢ و

داریم و است
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj ,

.dWidWj = ρijdt و dtdt = dtdWi = dWidt = ٠ اینجا در که
١٣ هندسͬ براونͬ فرآیند سهام، قیمت سازی مدل اصلͬ های بلوک از ی΄ͬ .١ . ٧ . ٣ تعریف
زیر فرم به که است معمولͬ دیفرانسیل معادله طبیعͬ تعمیم درحقیقت یادشده معادله است

ͬ باشد م
dXt = µXtdt+ σXtdWt, (١ . ٣)

دانست تصادفͬ ضرایب با معمولͬ دیفرانسیل معادله را هندسͬ براونͬ فرآیند ͬ توان م ͽواق در
است زیر فرم به آن جواب که

Xt = x٠e(µ− ١٢σ٢)t+σWt . (۴ . ١)
است زیر صورت به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلͬ فرم .۴ . ١ . ٧ تعریف

F (x, y(x), y′(x), · · · , yn(x)) = ٠
نسبی مشتق صورت این در Z،Y ،X مستقل متغیرهای از تابع ΁ی u(x, y, z) ͬ کنیم م فرض

با است برابر (X,Y, Z) نقطه در x به نسبت u
Dxu =

∂u

∂x
= lim

h→٠
u(x+ h, y, z)− u(x, y, z)

h

F (s) تابع t ⩾ ٠ برای حقیقͬ اعداد مجموعه ی در f(t) تابع لاپلاس تبدیل .۵ . ١ . ٧ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به که است

F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞

٠ e−stf(t)dt

هستند. حقیقͬ ω و σ که s = σ + iω صورت به مختلط عددی s

فاینمن‐کاک قضیه ١ . ٧ . ٢
باشد زیر مرزی مقدار مسئله ی برای جوابی F کنیم فرض (فاینمن‐کاک١۴). ١ . ٧ . ٣ قضیه

∂F
∂t (t, x) + µ(t, x)∂F∂x (t, x) +

١٢σ٢(t, x)∂٢F
∂x٢ (t, x) = ٠,

F (T, x) = ϕ(x).

١٣Geometric Brownian motion
١۴Feynman-Kac



١٣ بعدی ΁ی گیرسانوف قضیه
فرایند که کنیم فرض همچنین

σ(s,Xs)
∂F

∂x
(s,Xs),

است. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب X آن در که است ١۵L٢ به متعلق
dXs = µ(Xs, s)ds+ σ(Xs, s)dWs,

Xt = x.

ͬ باشد. م زیر صورت به نمایشͬ دارای F صورت این در
F (t, x) = E[ϕ(XT )|Xt = x].

بعدی ΁ی گیرسانوف قضیه ١ . ٨
فرآیند (٠ ≤ t ≤ T ) هر برای W (t) کنید فرض (١۶ بعدی ΁ی گیرسانوف قضیه ) .١ . ٨ . ١ قضیه
فیلتر تحت سازگار فرآیند θ(t) کنید فرض هم چنین باشد، (Ω,Ft, P ) احتمال فضای روی براونͬ

ͬ کنیم م تعریف باشد. Ft

W̃ (t) =

∫ t

٠ θ(u)du+W (t),

Z(t) = exp{−
∫ t

٠ θ(u)dW (u)− ١
٢
∫ t

٠ θ٢(u)du},

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه ΁ی و
P (A) =

∫
A
Z(T )dP, ∀A ∈ F .

استاندارداست. براونͬ فرآیند P احتمال اندازه تحت W̃ (t) این صورت در
کنید [٣٢]رجوع به برهان.

d‐بعدی گیرسانوف قضیه ١ . ٩
برای W(t) = (W١(t), . . . ,Wd(t)) کنید فرض d‐بعدی) گیرسانوف قضیه ) .١ . ٩ . ١ قضیه

کنید فرض هم چنین و باشد (Ω,Ft, P ) احتمال فضای روی d‐بعدی براونͬ فرآیند ٠ ≤ t ≤ T

کند. صدق زیر شرایط در هرگاه است، L٢[a, b] کلاس به متعلق f ١۵فرایند
∫ b

a
E[f٢(s)]ds < ∞ •

باشد. سازگار FW
t فیلتر با f فرایند •

١۶Girsanov theorem



ومفاهیم تعاریف ١۴
کنید تعریف حال باشد Ft فیلتر روی d‐بعدی سازگار فرآیند θ(t) = (θ١(t), . . . , θd(t))

W̃j(t) =

∫ t

٠ θj(u)du+Wj(t) j = ١,٢, . . . , d

Z(t) = exp{−
∫ t

٠ θ(u)dWu − ١
٢
∫ t

٠ ||θ(u)||٢du}, (۵ . ١)
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه ΁ی و

P̃ (A) =

∫
A
Z(T )dP, ∀A ∈ F .

d‐بعدی براونͬ فرآیند P احتمال اندازه تحت W̃ (t) = W̃١(t), . . . , W̃d(t) فرآیند این صورت  در
اسن.

کنید رجوع [٣٢] به برهان.

مالͬ ریاضͬ مفاهیم ١ . ١٠
سهام سبد ١ . ١٠ . ١

است مالͬ مشتقات و بهادار اوراق از مجموعه ای سرمایه گذاری، مجموعه .١ . ١٠ . ١ تعریف
مجموعه به هستند. جداگانه ای ΁ریس و بازده دارای کدام هر مشتقات و اوراق این که

ͬ شود. م گفته ١٧ پرتفوی یا مالͬ سبد مالͬ، اصطلاح در سرمایه گذاری
متناهͬ Ω نمونه ای فضای ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م نظر در را (Ω,F , P ) احتمال فضای
با را اطلاعات جریان این ما و ͬ یابد م افزایش بازار به ͽراج ما اطلاعات زمان گذشت با باشد.
تا بازار از ما اطلاعات از است عبارت Ft شهودی لحاظ به ͬ دهیم. م نشان {Ft}t∈[٠,T ] فیلتر

.FT = F و F٠ = {∅,Ω} ͬ شود م فرض معمولا .t زمان
بدون دارایی ی΄ͬ ͬ شود، م فروش و خرید دارایی دو تنها بازار در ͬ کنیم م فرض همچنین
به را دارایی دو این قیمت سهام). (مثلا ریس΄ͬ دارایی دی·ری و قرضه) ورق (مثلا ΁ریس
΁ی تنها اینجا در ͬ دهیم. م نشان S(١)

t و S
(٠)
t Ft‐سازگار و مثبت تصادفͬ فرایندهای با ترتیب

از بیش بازار در که حالتͬ به را نتایج تمام ͬ توان م که حالͬ در گرفته ایم نظر در ریس΄ͬ دارایی
یعنͬ ͬ کنند، م نرمال را بازار سهولت برای معمولا داد. تعمیم است موجود ریس΄ͬ دارایی ΁ی
نرمال شده ی قیمت بدین ترتیب ͬ کنند. م تقسیم ΁ریس بدون دارایی قیمت به را قیمت ها تمام
است. St =

S
(١)
t

S
(٠)
t

برابر ریس΄ͬ دارایی نرمال شده ی قیمت و ΁ی برابر همواره ΁ریس بدون دارایی
بود. خواهد نرمال شده قیمت قیمت، از ما منظور پس این از

١٧Portfolio



١۵ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
.φt = (ξt, ηt) که است φ = {φt}t∈[٠,T ] چون ͬ پذیری پیش بین تصادفͬ فرایند مالͬ سبد ΁ی
ͬ دهد. م نشان را مالͬ سبد در موجود قرضه اورق تعداد ηt و سهام تعداد ξt ،t زمان در

.t ∈ [٠, T ] هر برای φt ∈ Ft−١ یعنͬ φ بودن ͬ پذیر پیش بین
t لحظه در .Vt = ξtSt + ηt که V = {Vt}t∈[٠,T ] تصادفͬ فرایند از است عبارت مالͬ سبد ارزش
آن ارزش که ͬ شود م تعیین φt+١ ،φ بودن ͬ پذیر پیش بین از استفاده با قیمت ها، مشاهده از پس
سرمایه سبد تعیین از قبل و قیمت ها مشاهده از پس t+ ١ لحظه در است. ξt+١St + ηt+١ برابر
روی مالͬ سبد این از حاصل عایدی پس ͬ باشد. م ξt+١St+١ + ηt+١ مالͬ سبد ارزش جدید،
تصادفͬ فرایند عنوان به عایدی تعریف بنابراین .ξt+١(St+١ − St) با است برابر (t, t + ١] بازه

ͬ رسد. م نظر به مناسب GT (φ) =
∑t−١

i=٠ ξi+١(Si+١ − Si) که G = {Gt}t∈[٠,T ]

سرمایه گذاری ها آن در که است ͬ ای مال سبد خودتأمین، استراتژی ΁ی از منظور .١ . ١٠ . ٢ تعریف
باشد. قرضه اوراق و سهام فروش از ناشͬ درآمدها و قرضه اوراق و سهام خرید به منحصر

برابر t لحظه در مالͬ سبد ارزش که ͬ کنیم م توجه مفهوم این ریاضͬ فرمول بندی برای
ͬ شود، م ξt+١St + ηt+١ ارزش به جدید مالͬ سبد تش΄یل صرف مبل; این و ξtSt + ηt با است

هرگاه ͬ گوییم م خودتأمین را φ = (ξ, η) مالͬ سبد
∀t ∈ [٠, T ], ∆ξtSt +∆ηt = ٠,

بودن ثابت با است معادل تعریف این که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به .∆ξt = ξt+١ − ξt که
معادل مالͬ سبد بودن خودتأمین دقیق تر، عبارت به .C(φ) := V (φ)−G(φ) هزینه ی فرایند

بنویسیم که این با است
∀t ∈ [٠, T ], Ct(φ) = ثابت = V٠(φ).

‐FT و نامنفͬ تصادفͬ متغیر ΁ی جز نیست چیزی مشروط١٨، ادعای ΁ی .١ . ١٠ . ٣ تعریف
اندازه پذیر.

φ خودتأمین مالͬ سبد هرگاه ͬ نامیم م دست یافتن١٩ͬ را H مشروط ادعای .۴ . ١ . ١٠ تعریف
که باشد موجود

VT (φ) = H, a.s.
ͬ شود. م نامیده H برای ٢٠΁ریس پوشش ΁ی φ صورت این در

غیر در باشد. دست یافتنͬ مشروط، ادعای هر هرگاه ͬ نامیم م کامل را بازار .۵ . ١ . ١٠ تعریف
است. ناکامل بازار صورت این

١٨Contingent claim
١٩attainable
٢٠Hedging



ومفاهیم تعاریف ١۶
اگر فقط و اگر است آربیتراژ از عاری مدل قیمت گذاری). اول اساسͬ (قضیه ١ . ١٠ . ١ قضیه

باشد. موجود مارتینگل احتمال اندازه
کنید. رجوع [٣٢] به برهان.

(وجود ریاضͬ مفهوم ΁ی و آربیتراژ) بدون بازار (وجود اقتصادی مفهوم ΁ی بین قضیه این
ͬ کند. م ایجاد ارتباط مارتینگل) احتمال اندازه

آنگاه باشد، آربیتراژ از عاری بازار کنیم فرض قیمت گذاری). دوم اساسͬ (قضیه ١ . ١٠ . ٢ قضیه
باشد. منحصربفرد مارتینگل احتمال اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.
مورد در اطمینان عدم اندازه گیری برای معیاری سهم، ΁ی نوسان پذیری٢١ .۶ . ١ . ١٠ تعریف
در سهم بازده معیار انحراف سهم ΁ی قیمت نوسان پذیری ͽواق در است. سهم آن بازده های

است. سال ΁ی طول
که پولͬ از استفاده بابت قرض گیرنده، توسط که است نرخͬ بهره٢٢، نرخ .١ . ١٠ . ٧ تعریف
معینͬ مدت برای پول مبلغͬ هرگاه خاص، طور به ͬ شود. م پرداخت گرفته، قرض دهنده از
دریافتͬ مبل; از بیش ͬ پردازد، م دهنده وام به گیرنده وام آینده در که مبلغͬ شود، داده وام
مبل; مابه التفاوت نسبت صورت به ͬ توان م را بهره نرخ یا اضافͬ پرداخت این بود. خواهد اولیه
ترتیب بدین کرد. بیان دریافتͬ پول کل به معین دوره ΁ی پایان در بازپرداخت مبل; و دریافتͬ
برابر سالانه بهره نرخ گردد، دریافت ریال ١٠۵ سال پایان در و شود داده وام ریال ١٠٠ هرگاه

(١٠۵-١٠٠)/٠/٠=١٠٠۵ درصد. ۵ با بود خواهد
همان منظور نشود، مشخص آن مدت هرگاه و ͬ شود م محاسبه سال ΁ی برای بهره نرخ معمولا

است. سالانه دوره
جمله این مفهوم درک مالͬ تحلیل های و تجزیه اساس و پایه تنزیل). (نرخ ١ . ١٠ . ٨ تعریف
با سرمایه گذاری ΁ی برابر آتͬ سال های در دارایی قیمت برای شده پیش بینͬ رقم هر که است
دارایی ارزش محاسبات، در زمان عامل حذف برای ͬ باشد. م حال زمان در سالانه سود نرخ
تبدیل روز ارزش به e−rt تنزیل ضریب از استفاده با ͬ گردد م کسب آتͬ سال های در که را
سرمایه گذاری بهره نرخ عنوان به محاسبات در که r سالانه بهره نرخ حالت این در ͬ نماییم. م
فرض لذا ͬ گیرند. م نظر در تنزیل نرخ عنوان به را ͬ باشد م ΁ریس بدون بورس بازار ΁ی در

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را تنزیل فرایند باشد. R(t) سازگار فرایند ΁ی بهره، نرخ کنید
D(t) = e−

∫ t٠ R(s)ds.

٢١Volatility
٢٢Interest rate



١٧ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
باشیم داشته هرگاه گوییم خنث٢٣ͬ ΁ریس اندازه را Q احتمال اندازه .١ . ١٠ . ٩ تعریف

باشند. معادل احتمال اندازه دو P و Q .١
باشد. مارتینگل Q تحت D(t)S(t) شده تنزیل دارایی قیمت فرایند .٢

ͬ باشد. م e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در

اختیارمعامله ١ . ١٠ . ٢
اختیار فروشنده از خریدار که ی بنحو فروشنده، و خریدار بین است قراردادي معامله٢۴ اختیار
خریداري مشخص زمان ΁ی ودر معین قیمت ΁ی در را دارایی ΁ی فروش یا خرید حق ، معامله
مͬ اعطاء مقابل طرف به را امتیازي طرف هر قراردادها، تمام همانند نیز اینجا در ͬ کند. م
قیمت همان ͽواق در که ͬ کند م پرداخت شرط حق عنوان تحت مبلغͬ فروشنده به خریدار کند،
معین قیمت ΁ی در را مذکور دارایی فروش یا خرید حق نیز فروشنده ͬ باشد. م معامله اختیار
خرید٢۵ اختیار را ͬ شود م داده دارایی ΁ی خرید براي که اختیاري ͬ نماید. م اعطاء خریدار به
تعیین قیمت گویند. ٢۶ فروش اختیار را ͬ شود م داده دارایی ΁ی فروش براي که اختیاري و
قیمت یا اعمال قیمت بفروشد، یا نموده خریداري را دارایی ͬ تواند م خریدار که را شده اي
دارایی فروش یا خرید حق دارد، معینͬ مدت معامله اختیار علاوه به ͬ شود م نامیده توافق٢٧ͬ
داشت. خواهد ام΄ان است شده مشخص قبلا که ٢٨ انقضایی تاریخ تا فقط معین قیمت ΁ی در
اجبار نه و اختیار این دارنده اش به که است دادی قرار اروپایی معامله اختیار .١ . ١٠ . ١٠ تعریف

بفروشد. یا بخرد K قیمت به T زمان در درست دادی قرار تا ͬ دهد م را
اجبار ونه اختیار این دارنده اش به که است قراردادی آمری΄ایی معامله اختیار .١ . ١٠ . ١١ تعریف

بفروشد. یا بخرد K قیمت به T زمان به رسیدن تا زمان هر در را قراردادی تا ͬ دهد م را
برای موقعيت چهار كلͬ طور به باشد، T لحظه در دارایی قیمت ST و توافقͬ قیمت K اگر

دارد وجود اروپایی معامله اختيار ΁ي

خريد اختيار قرارداد در خريد موقعيت .١

max{ST −K, ٠} = [ST −K]+

٢٣Risk neutral measure
٢۴Option
٢۵Call Option
٢۶Put Option
٢٧Strike price
٢٨Expiration price



ومفاهیم تعاریف ١٨
خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت .٢

−max{ST −K, ٠} = min{K − ST , ٠}
فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت .٣

max{K − ST , ٠} = [K − ST ]
+

فروش اختيار قرارداد در فروش موقعيت .۴

−max{K − ST , ٠} = min{ST −K, ٠}
ͬ دهند. م نشان خوبی به را حالات این ۶ . ١ ش΄ل نمودارهای

(٢٩ خرید اختیار و فروش اختیار برابری (رابطه .١ . ١٠ . ١٢ تعریف

C +Ke−rT = P + S٠

گوییم، استاندارد معامله اختیار برای خرید اختیار و فروش اختیار برابری رابطه را فوق رابطه
سررسيد و توافقͬ قيمت با اروپایی خريد اختيار ΁ي قيمت ͬ توان م كه ͬ دهد م نشان فوق رابطه
به دست سررسيد همان و توافقͬ قيمت همان با اروپایی فروش اختيار ΁ی قيمت از را معين

برعكس. و آورد

شاخص با آشنایی
غیر سرمایه گذاری حتͬ و بورس در سرمایه گذاری عمل΄رد ارزیابی معیار های مهم ترین از ی΄ͬ
حرکت تغییر که است آماری معیار شاخص ΁ی سهام شاخص است. بورس شاخص های مالͬ،
خاصͬ محاسباتͬ روش دارای شاخص هر ͬ دهد. م نشان را سهام بازار ΁ی اقتصاد جهت و
بهادار اوراق بورس بازار هر در ͬ شود. م بیان مبنا ارزش از تغییر حسب بر معمولا که است

نمود. محاسبه و تعریف را زیادی شاخص های کارایی و احتیاج بر بنا ͬ توان م

S& Pشاخص
S& P شاخص شاخص هاست. شناخته ترین از ی΄ͬ پور٣٠ اند استاندارد سهام قیمت شاخص
شاخص است. کرده کار به شروع ١٩۵٧ سال از که است گذاری باسرمایه مرتبط شاخص ΁ی

٢٩ Put-Call parity
٣٠Standard & Poor



١٩ مالͬ ریاضͬ مفاهیم

اروپایی معامله اختیار فروش یا خرید از حاصل نمودار :۶ . ١ ش΄ل

صنعتͬ میانگین از پس ͬ آید. م دست به بزرگ شرکت های سهام ۵٠٠ وزنͬ میانگین از S& P

ی΄ͬ عنوان به شاخص این است. آمری΄ا سهام شاخص بزرگترین S& P شاخص جونز، داو
تاثیرگذار شاخص های مقوله در و ͬ شود م محسوب آمری΄ا اقتصاد در شاخص ها ازبزرگ      ترین
تبادل صندوق های ، سرمایه گذاری مشترک صندوق های از بسیاری ͬ شود م داده جای اقتصاد
هستند. شاخص عمل΄رد تاثیر تحت بسیار نشستگͬ باز صندوق هم چون صندوق ها دی·ر و ارز

معامله گران انواع ١ . ١٠ . ٣
بوده موفقیت آميز توجهͬ قابل طور به معاملات، اختيار و آتͬ پيمان های و آتͬ بازارهای عمل΄رد
و معامله گران انواع از كثيری تعداد جذب برای بازارها اين توانايی آن، دليل مهم ترين است.
سرمایه گذاری چنانچه که طوری به است، مبادلات انجام برای فراوان نقدينگͬ قابليت ايجاد
ندارد، قرارداد دوم طرف يافتن در مش΄لͬ معمولا˟ كند، اتخاذ را معاملاتͬ موقعيت ΁ي بخواهد
در آربيتراژگران و سفته بازان ،΁ريس پوشش دهندگان ͬ توان م را معامله گران عمده گروه سه

گرفت. نظر



ومفاهیم تعاریف ٢٠

΁ریس دهندگان پوشش
به معاملات اختیار و آتͬ های پیمان آتͬ، قراردادهای از استفاده با ٣١΁ریس دهندگان پوشش
یا ͬ شود.(هزینه م ناشͬ متغیر ΁ی در آتͬ ی بالقوه حرکت از که هستند، ریس΄ͬ کاهش دنبال
΁ریس پوشش از ناشͬ نتیجه ی که این ولͬ ͬ شود م تضمین پایه، دارایی بابت دریافتͬ قیمت

وجودندارد). اطمینانͬ هیچ باشد، ΁ریس پوشش عدم حالت از بهتر

سفته بازان
استفاده بازار متغیر ΁ی در قیمت آتͬ حرکت جهت بینͬ، پیش از سوداگران٣٢ یا بازان سفته
پیش بینͬ نوع با متناسب را موقعیت هایی و ͬ روند م ΁ریس استقبال به بازان ͬ کنند.(سفته م

ͬ کنند) م کسب قیمت ها، تغییر درباره ی خود

آربیتراژگران
سود کسب دنبال به مختلف بازار چند یا دو در متناسب موقعیت های اتخاذ با آربیتراژگران٣٣

اگر آربیتراژدارد بازارفرصت ͬ گوییم م هستند. ΁ریس بدون
،V h٠ = ٠ .١

،P (V h
T ⩾ ٠) = ١ .٢

.P (V h
T > ٠) > ٠ .٣

بدون سود کسب اجازه که خودتامین سبدی گوییم آربیتراژ وجود صورت در بنابراین
باشد. نداشته وجود بدهد را ΁ریس

٣١To hedge a risk
٣٢Speculation
٣٣Arbitrage



٢ فصل
مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری

پرش‐انتشار

مقدمه ٢ . ١
این ͬ شود. م مطرح مالͬ ادبیات در که است گسترده ای مبحث معامله اختیار ارزش گذاری
به را زیادی متخصصان توجه است موسوم معامله اختیار قیمت گذاری نظریه به که مبحث
مساله حل برای ١٩٧٠ درسال شولز٢ میرن و ١΁فیشربل ها آن بین از . است کرده جلب خود
سبدی تش΄یل بر مبتنͬ که کردند پیشنهاد را نوینͬ راهبرد اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری
کامل بازار ΁ی در فردی اگر که دادند نشان آن ها بود. آربیتراژ بدون فضای ΁ی در تامین خود
سودی سررسید، در ͬ تواند م بخرد قرضه ورقه و سهام ی΄سان پولͬ با اختیار، ΁ی خرید جای به

کند. کسب را اختیار این اعمال با مشابه
با و کردند مدل سازی هندسͬ وینر فرآیند ΁ی ΁کم با را سهام قیمت آن ها کار این انجام برای
بدهند. پیشنهاد را شولز ΁بل مدل توانستند نوسان پذیر عامل های حذف و سبد کامل پوشش
متحول بود سهام آن ها پایه دارایی که را مالͬ مشتقات قیمت گذاری دنیای توانست مدل این

کند.
١Black
٢Scholes

٢١



پرش‐انتشار مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری ٢٢

انتشار پرش‐ مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت ٢ . ٢

ͬ است پرش بخش و انتشاری بخش شامل دارایی ل΃‐قیمت فرآیند پرش‐انتشار مدل های در
اختیار گذاری قیمت مدل داریم نظر در فصل این در لذا ͬ افتد. م اتفاق پواسون زمان های در که
است. شده تش΄یل پرش و انتشار بخش دو از آن پایه دارایی که آوریم به د ست را شولز ΁بل
دارای حالات از بعضͬ در و نبوده انتشاری سهام قیمت تغییر فرآیند کلͬ حالت در اینکه به نظر
نیست. نرمال صورت به سهام بازده ΃ل ͽمواق اکثر در هم چنین ͬ باشد. م بزرگ جهش های
بنابراین باشد داشته پایه دارایی مدل از واقعͬ تصویر ͬ تواند نم هندسͬ براونͬ فرآیند مدل لذا
پرش‐انتشار روش از استفاده مزایای از ͬ کنیم. م استفاده پایه دارایی برای جای·زین مدل از
را تلاطم لبخند یا چول·ͬ چون مهمͬ شده مشاهده خصوصیات است قادر مدل اینکه اول
که معنا .به این دهد توضیح را مالͬ بازار ناکامͬ ͬ تواند م پرش فرآیند اینکه دوم دهد نشان
اینکه نهایت در دهد. نشان واکنش زیان از جلوگیری منظور به کوتاهͬ زمان در واقعͬ بازار
از استفاده و ͬ کنند م بازی مالͬ تحقیقات در مهمͬ نقش مالͬ بازار در پیش بینͬ رویدادهای

باشد. مناسب حوادث مدل سازی برای پرش فرآیند ΁ی
حالت در که است پرش مولفه و شولز ΁بل مدل مجموع پرش‐انتشار فرآیند .٢ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود م نوشته زیر صورت به کلͬ

Xt = µt+ σBt +

Nt∑
i=١

Yi,

براونͬ حرکت Bt پایه، دارایی نوسان پذیری σ ،΁ریس بدون بهره نرخ µ اول جمله دو که
آن در و (پرش)، ناپیوستگͬ بیانگر ∑Nt

i=١ Yi جمله و هستند پیوستگͬ بیانگر است، استاندارد
است. λ باشدت پواسون توزیع دارای Nt

ͬ کند م پیروی شولز ΁بل مدل از سهام پایه دارایی قیمت فرآیند کنید فرض
dSt = rStdt+ σtStdWt (٢ . ١)

حرکت Wt و پایه دارایی نوسان پذیری σt پایه، دارایی St ،΁ریس بدون بهره نرخ r آن در که
افتاده اتفاق λdt احتمال با [t, t+ dt] زمانͬ بازه در پرش ΁ی کنید فرض است. هندسͬ براونͬ
زمان به وابسته شده داده رخ پرش احتمال ولͬ زمانͬ بازه از مستقل پرش ها اندازه باشد.

( پرش میزان J).کند ͬ م تغییر J میزان به پایه دارایی جدید ارزش به طوری که است.
ل΃‐ نرمال توزیع دارای eJ بنابراین باشد γ٢ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای Jها

صورت به دارایی قیمت برای پرش از ناشͬ تغییرات .[٢٩] بود خواهد



٢٣ انتشار پرش‐ مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت
داریم دهد رخ پرش ΁ی اگر لذا است. dSJ = (J − ١)SJ−dNt

SJ+ = SJ− + dSJ = SJ− + (J − ١)SJ− = JSJ− ,

است. پرش از بعد دارایی قیمت SJ+ پرش، از قبل دارایی قیمت SJ− آن در که
است زیر فرم به پرش و انتشار از ترکیبی دارایی قیمت بنابراین

dSt = rStdt+ σtStdWt + (J − ١)SJ−dNt. (٢ . ٢)
صورت به مرکب پواسون فرآیند همراه به پایه دارایی قیمت فرآیند برای را شولز ΁بل مدل حال

ͬ کنیم م تعریف زیر
dSt = rStdt+ σtStdWt + (J − ١)SJ−dNt −E{(J − ١)StdNt} (٢ . ٣)

،λ تصادفͬ شدت با پواسون توزیع dNt هستند، مستقل و توزیع هم Jها چون طرفͬ از
E{(J − ١)StdNt} = E(J − ١)E(dNt)St = mλStdt, (۴ . ٢)

آن در که
m = E(J − ١) = eµ+

١٢γ٢
− ١,

E(dNt) = ١ · λdt+ ١).٠ − λdλdt) = λdt,

داریم (٢ . ٣) دررابطه (۴ . ٢) رابطه باجای گذاری بنابراین
dSt = (r − λm)Stdt+ σtStdWt︸ ︷︷ ︸

dSW

+(J − ١)SJ−dNt︸ ︷︷ ︸
dSJ

= dSW + dSJ , (۵ . ٢)

اندازه چ·الͬ تابع g(J) کنید فرض است. پرش جمله dSJ و شولز ΁بل براونͬ جمله dSW که
است زیر فرم به g(J)dJ چ·الͬ تابع برای ،[t, t+ dt]بازه در پرش ΁ی احتمال لذا باشد پرش

E(f) =

∫ +∞

٠ f(J)g(J)dJ. (۶ . ٢)

مدل از آن قیمت که پایه دارایی ∆ و C اروپایی خرید اختیار ΁ی از که داریم سبدی کنید فرض
است زیر فرم به  پرتفوی این ارزش ͬ کند. م تبعیت شده ذکر

Π = C −∆St,

با است برابر پرتفوی این ارزش تغییرات و
dΠ = dΠW + dΠJ , (٢ . ٧)



پرش‐انتشار مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری ٢۴
ازای به dΠJ و شولز ΁بل مدل پایه دارایی ازای به پرتفوی ارزش تغییرات dΠW آن در که

پرش. پرتفوی ارزش تغییرات
داریم ٣ ایتو لم به بنا صورت این در

dΠW = dCW −∆dSW

= [
∂C

∂t
+

∂C

∂St
(r − λm)St +

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]dt+

∂C

∂St
σtStdWt

−∆[(r − λm)Stdt+ σtStdW
(١)
t ]

= [
∂C

dt
+ [

∂C

∂St
−∆](r − λm)St +

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]dt+ [

∂C

∂St
−∆]σtStdW

(١)
t ,

(٢ . ٨)

فرضͬ چنین که کرد فرض را ∆ = ∂C
∂S ͬ توان م نظر مورد پرتفوی در تصادفͬ جمله حذف برای

داشت خواهیم فرض این با لذا است. پذیر ام΄ان آربیتراژ) کامل(فاقد بازارهای در
dΠW = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]dt, (٢ . ٩)

داریم پرش اندازه بودن متناهͬ به توجه با
dΠJ = dCJ −∆dSJ

= [C(JS, t)− C(S, t)]dN c
t −∆(J − ١)StdN

c
t ,

(٢ . ١٠)

داریم (٢ . ٧) در (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) جای گذاری با
dΠ = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]dt+ [C(JS, t)− C(S, t)]dN c

t −∆(J − ١)StdN
c
t , (٢ . ١١)

پوشش ͬ توان نم را سبد ارزش تغییرات دلیل همین به و نیست پیوسته و است تصادفͬ جز dN c
t

ͬ کنیم م حذف را dN c
t تصادفͬ جز (٢ . ١١) از گرفتن امید با لذا داد

E[dΠ] = E[
∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]E[dt] + E[C(JS, t)− C(S, t)]E[dN c

t ]

−E[
∂C

∂St
]E[(J − ١)]StE[dN c

t ],

(٢ . ١٢)

داریم E(J − ١) = m ͬ دهیم م قرار هستند. مستقل پرش اندازه های احتمال که کرده ایم فرض
E[dΠ] = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]dt+ E[C(JS, t)− C(S, t)]λdt− ∂C

∂St
mStλdt, (٢ . ١٣)

بازده بنابراین ͬ گیریم. م نظر در ΁کوچ را آن واریانس و ناهمبسته را سبدها این گونه پرش های
انتظار مورد

E[dΠ] = fΠdt = f(C −∆St)dt = fCdt− f
∂C

∂St
Stdt,

٣Lemma Ito



٢۵ انتشار پرش‐ مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت
ͬ آید درم زیر به صورت (٢ . ١٢) رابطه لذا

fCdt− f
∂C

∂St
Stdt = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t ]dt+ E[C(JS, t)− C(S, t)]λdt− ∂C

∂St
mStλdt,

(١۴ . ٢)

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t + E[C(JS, t)]λ+

∂C

∂t
St(f −mλ)− C(S, t)(λ+ f) = ٠, (١۵ . ٢)

داریم (۶ . ٢) معادله به توجه با
∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

σ٢
t S

٢
t +

∂C

∂t
St(f−mλ)−C(S, t)(λ+f)+

∫ +∞

٠ C(JS, t)λg(J)dJ = ٠, (١۶ . ٢)

گوییم. پرش‐انتشار مدل تحت جزئͬ دیفرانسیل‐انتگرال معادله ΁رای (١۶ . ٢) معادله
بازار، نوسانات تخمین بر علاوه که است این صورت به مالͬ بازارهاي در مدل این کاربرد
روش هاي ͬ توانند م کاربردي ریاضیات محققین ͬ شود. م اندازه گیري نیز بزرگ پرش هاي
پیشین روش هاي ͬ هاي ناکام از برخͬ تا دهند ارائه مدل این حل براي ریاضͬ پیشرفته ی 

.[٢٠] ،[۵] شوند ͽرف غیره و بدخیمͬ هم·رایی، دقت جمله از





٣ فصل
سوئیچینگ رژیم مدل

تحقیق پیشینه ٣ . ١
(سهام) پایه دارایی بازار ساختاری ش΄ست های روی بر تجربی مطالعات اکثر اخیر سال های در
،(١٩٧٨) سهام بازار ورش΄ستگͬ ،(١٩٧-١٩٧٣۴) خام نفت قیمت افزایش است. یافته تمرکز
از نمونه ای شرقͬ(١٩٩٧)، آسیای کشورهای در مالͬ بحران یا و کویت(١٩٩٠) به عراق حمله
این ͬ تواند م که مدلͬ ͬ شود. م مالͬ زمانͬ سری فرایند در تغییر موجب که است رخدادهایی
سوئیچینگ رژیم مدل است. سوئیچینگ رژیم مدل کند اندازه گیری و دهد توضیح را تغییر
ارز نرخ و بهره نرخ جمله از مهم، متغیر چندین از پیچیده زمانͬ سری های خواص موثر به طور
رژیم مدل های با را سنجͬ اقتصاد رسیده، پژوهش های و تحقیقات ͬ کند. م محاسبه را غیره و

است. کرده ثابت مدل ها سایر به نسبت را مدل این برتری و داده توسعه سوئیچینگ
مورد مشتقات و سهام بازارهای در گسترده طور به سوئیچینگ رژیم مدل ترتیب بدین
وجود ١ هیشیما است. رژیم رفتار تغییرات گرفتن نظر در اصلͬ، ایده ی گرفت. قرار استفاده
تغییر و کرد بررسͬ یافته توسعه اقتصاد ͷپن سهام بازار بازده ی در را سوئیچینگ رژیم احتمالͬ
ارایه مقاله ی از حاصله نتایج داد. تشخیص سهام بازارهای نوسانات تمامͬ در را رژیم رفتار
ͬ باشد. م مالͬ بازار هر در رژیم ΁ی از بیش وجود برای قوی مدرک ΁ی ٢ وانگ توسط شده

١Hichima
٢Wang



سوئیچینگ رژیم مدل ٢٨
با که مدل هایی وسیله به پایه دارایی های قیمت های پویای تغییرات انصافا، که: کرد بیان او
حضور نتیجه در شوند. توصیف ͬ توانند م بهتر شده اند، ترکیب سوئیچینگ رژیم مولفه ی ΁ی
شده مشاهده پدیده این بارها است. شده تصدیق خوبی به بازار پویایی در سوئیچینگ رژیم
در معناداری تغییر ΁ی به معمولا تجارت چرخه توسعه و بحران بین تغییر مرحله ΁ی که است
نشان دهنده ی تغییرات این ͬ شود. م منجر مالͬ شاخص های دی·ر و بهره نرخ سهام، بازگشتͬ

است. معین دوره ای و چرخه ای ال·وهای
با قیمت گذاری خطای است. شده کمتری توجه سوئیچینگ رژیم با اختیارات ارزیابی در اما
ͬ کند، م کنترل را پایه دارایی بازدهͬ سوئیچینگ رژیم فرایند ΁ی که زمانͬ بل΁‐شولز معادله
تلاطم اثر سوئیچینگ رژیم با اختیارات قیمت گذاری علاوه، به ͬ شود. م داده نشان خوبی به
تدارک را کننده ی دل·رم حمایت های نتایج این ͬ دهد. م نشان را تجربی مطالعات اکثر در
اصلͬ اجزای محاسبه ی در کافͬ اندازه ی به و است اهمیت پر ارزیابی، ΁تکنی این که ͬ بیند م

است. غنͬ اختیار قیمت معاملات
روش های گذشته پژوهش های است. ͹واض سوئیچینگ رژیم مدل های سر پشت بینش
پژوهش ها این در داده اند. توسعه سوئیچینگ رژیم مدل پارامترهای تخمین برای را اقتصادی
نسبت را متغیر چندین از زمانͬ سری های رفتار سوئیچینگ رژیم مدل های که است شده ثابت
با سوئیچینگ رژیم مدل ΁ی روی بر ٣ همیلتون ͬ کنند. م توصیف بهتر رژیمͬ تک مدل به
احتمال پایه ی بر را ل·اریتمͬ نمایی درست تابع ΁ی او کرد. مطالعه رژیم هر در ثابت گام های
با ۴ گرای و همیلتون کرد. ماکسیمم را آن سپس و ساخت پارامترها تخمین برای رژیم ها در
شرطͬ صورت به خاص رژیم در بودن احتمال برحسب را تخمین مسئله، کردن مدل دوباره

کردند. ساده مشاهده، قابل داده های روی
سوئیچینگ، رژیم مدل که داد نشان و کرد مطالعه بهره، نرخ های روی بر (١٩٩۶) گرای
گارچ مدل ΁ی یا و است ثابت واریانس آن در که مدل هایی از بهتر را نوسانات ͬ های پیش بین
΁ی نیازمند اختیارات دقیق قیمت گذاری که داد نشان او نتایج ͬ دهد. م نشان رژیمͬ تک ۵
ورودی کلید نوسانات پیش بینͬ که زیرا است پایه دارایی بازگشتͬ برای سوئیچینگ رژیم فرایند

است. مشتقات ارزیابی روش های همه ی برای
اختیار قیمت از تقریبی برای که رژیم دو حالت برای را جمله ای ͷپن درخت ΁ی ۶ بولن
اختیارات روی بر ٧ الیوت و بافینگتون کرد. طراحͬ شود، استفاده ͬ تواند م وآمری΄ایی اروپایی
معادلات از سیستم ΁ی به و کردند مطالعه سوئیچینگ رژیم مدل با آمری΄ایی و اروپایی
΁ریس قیمت گذاری اصل ب΄ارگیری با اختیار قیمت در شولز ΁بل معادله شبیه جزئͬ دیفرانسیل

٣Hamilton
۴Gray
۵Garch
۶Bollen
٧Buffingron and Elliott



٢٩ مقدمه
کران شرایط دقت با که جزئͬ دیفرانسیل معادله از سیستمͬ روی بر ٨ یاو یافتند. دست خنثͬ
تقریبی روش های توسعه ی به و کرده بررسͬ ͬ کند، م انتخاب اختیار قیمت تقریب برای را هموار

است. پرداخته

مقدمه ٣ . ٢
و تجزیه در اصلͬ مباحث از ٩ اختیارات قیمت گذاری کردیم، اشاره اول فصل در که همان گونه
است استوار پایه دارایی مدل بر اختیارات مدل سازی که آن جا از است. مالͬ مشتقات تحلیل
دارایی قیمت رفتار اقتصادی، رژیم های مفهوم و مارکوف فرایند خواص از استفاده با نخست لذا،
. ͬ نامیم م ١٠ سوئیچینگ رژیم مدل را بدست آمده مدل و ͬ کنیم م مدل سازی را (سهام) پایه

پیوسته زمان مارکوف زنجیره ٣ . ٣
و باشد (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر ΁ی ،t ≥ ٠ هر برای ،Xt کنید فرض
تصادفͬ فرایند ΁ی {Xt, t ≥ ٠} مجموعه ی صورت این در ب·یرد. S مجموعه از را خود مقادیر

است. S حالت فضای روی
مجموعه ی در مقادیرش با ،(Ω,F , P ) احتمال فضای روی {Xt, t ≥ ٠} تصادفͬ فرایند ΁ی
اگر است، پیوسته١٢ زمان مارکوف زنجیره ͬ شود)، م نامیده حالت١١ فضای (که S شمارشͬ
از متناظر مجموعه ی و ٠ ≤ t١ < t٢ < · · · < tn < tn+١ زمان های از متناهͬ دنباله ی هر برای

باشد. برقرار زیر رابطه ی ،S در i١, i٢, . . . , in−١, i, j حالات
P (Xtn+١ = j|Xt١ = i١, . . . , Xtn = i) = P (Xtn+١ = j|Xtn = i) (٣ . ١)

آن در که
P (Xt١ = i١, . . . , Xtn−١ = in−١, Xtn = i) > ٠.
،٠ ≤ s ≤ t ،s هر برای و ͬ شود م نامیده مارکوف خاصیت (٣ . ١) رابطه
P (s, i, t, j) := P (Xt = j|Xs = i), i, j ∈ S, (٣ . ٢)

j حالت به فرایند انتقال احتمال بیانگر P (s, i, t, j) ͬ باشد. م ١٣ زنجیره انتقال (احتمال) تابع
باشد. i حالت در s زمان در که وقتͬ است t زمان در

٨Yao et al
٩Option pricing

١٠Regime switching
١١State space
١٢Continuous-time Markov chain
١٣The chain’s transition (probability) function



سوئیچینگ رژیم مدل ٣٠
i, j ∈ S هر برای باشد. مارکوف زنجیره ΁ی از انتقال تابع P (s, i, t, j) کنید فرض .٣ . ٣ . ١ گزاره

داریم ٠ ≤ s ≤ t و
P (s, i, t, j) ≥ ٠ .١

∑
j∈S

P (s, i, t, j) = ١ .٢
P (s, i, t, j) = δij .٣

داریم ٠ ≤ s ≤ v ≤ t و ،i, j ∈ S هر برای .۴
P (s, i, t, j) =

∑
k∈S

P (s, i, v, j)P (v, k, t, j)

معمولا نیست، محاسبه قابل موارد بیشتر در پیوسته زمان انتقال احتمال تابع که آن جا از
احتمال تابع نه ͬ شود م مشخص ١۴ انتقال نرخ های حسب بر پیوسته زمان مارکوف زنجیره

آن. انتقال
شرط در (٣ . ٣ . ١) گزاره شرایط بر علاوه اگر است، ١۵ استاندارد انتقال تابع ΁ی .٣ . ٣ . ١ تعریف

باشد صادق نیز زیر
lim
t↓s

P (s, i, t, j) = δij .

s ≥ ٠ و i ̸= j حالت دو هر برای آنگاه باشد، استاندارد تابع ΁ی P (s, i, t, j) کنید فرض حال
داشت خواهیم

است. منفͬ و موجود qii = lim
t→s+

P (s,i,t,j)−١
t−s .١

است. متناهͬ و نامنفͬ موجود، qij = lim
t→s+

P (s,i,t,j)
t−s .٢

ͬ شود). م نامیده انتقال نرخ qij) .qi(s) := −qii(s) > ٠ که ،∑
j ̸=i

qij(s) < qi(s) .٣

سوئیچینگ رژیم ۴ . ٣
(رفتار پایه دارایی ΁دینامی آن واسطه به که ͬ شوند م حوادثͬ دستخوش پارامترها از بسیاری

ͬ کند. م تغییر چشم گیری طور به سری)
طولانͬ کافͬ اندازه به دوره های برای مالͬ زمانͬ سری های در و کلانͬ اقتصاد هر در مطلب این
جنگ، چون رخدادهایی نتیجه در ͬ تواند م زمانͬ سری فرایند در تغییراتͬ چنین ͬ شود. م دیده
در بی ثباتͬ .[٣٠] آید پدید غیره و ح΄ومتͬ سیاست های در مهم تغییرات مالͬ، بحران های

١۴The transition rates
١۵Standard transition function



٣١ سوئیچینگ رژیم
در است. شده تعریف دی·ر رژیم به رژیم ΁ی از معادله ΁ی در سوئیچ عنوان به اغلب مدل،
وجود ͬ کنند م تغییر پارامترها که زمان هایی مورد در کمͬ اطلاعات است مم΄ن تحقیقات اکثر
سری در را رژیم ΁ی فقط که گرفتند نظر در را مدل هایی محققین برخͬ ابتدا در باشد. داشته
آن ها در سوئیچ احتمال که شد طراحͬ رژیم ΁ی از بیش با مدل هایی سپس باشد، دارا داده ها
دارد را آن قابلیت مدل این شد. معرفͬ سوئیچینگ رژیم مدل با وابستگͬ این و است وابسته

.[٢۴] ب·یرد نظر در را اقتصادی رژیم های تکراری و متناوب تغییرات که
نوسان پذیری بازار این در باشد مطرح اقتصادی وضعیت M آن در که ب·یرید نظر در را مالͬ بازار
بازار این کردن مدل برای کند. اختیار رژیم در مختلف مقادیر ͬ تواند م پایه دارایی جایی جابه و
دارایی مدل پس گیریم. مͬ نظر در را وضعیت M تعداد با εt زمان‐پیوسته مارکوف زنجیره

است زیر صورت به بازار این در پایه
dst
st

= µεtdt+ σεtdwt, ٠ < t < T

جابه µεt و پایه دارایی نوسان پذیری σεt پایه، دارایی st استاندارد، براونͬ فرآیند dwt آن در که
ͬ نامیم. م رژیم‐سوئیچینگ مدل را فوق مدل است. ΁ریس بدون بهره نرخ جایی





۴ فصل
حفاظت و پویا گذاری سرمایه صندوق

شده

مقدمه ١ . ۴
١٩٨٨ سال در بار اولین (DFP) ١ شده حفاظت و پویا سرمایه گذاری صندوق قراردادهای مفهوم
منتظره غیر رفتن دست از ͽمان و است مداوم حفاظت نوعͬ که شد ارائه ٣ جربر ،٢ ͬ یو ش توسط
در سرمایه ارزش که ͬ کند م تضمین DFP شود. مͬ سرمایه گذاری دوره طول تمام در سرمایه
به سهام شاخص اگر (حتͬ نشود. شده تعیین پیش از که سطحͬ از کمتر هرگز دوره طول

برسد). ͹سط ترین پایین
گذاران بیمه یا سرمایه گذاران به مالͬ، محصول این در شده داده قرار گزینه های  و تضمین با
ͬ شود. م نیز بیمه گرها بین رقابت افزایش باعث محصول این ͬ دهد. م ارائه بیشتری اطمینان
ارائه شرکت بیمه حمایت با و هستند گران بسیار حمایت ها و تضمین ها چنین کلͬ، طور به

ͬ شود. م

١Dynamic Found Protection
٢Shiu
٣ Gerber



شده حفاظت و پویا گذاری سرمایه صندوق ٣۴
بررسͬ هندسͬ براونͬ‐ حرکت با را پرداختͬ مقدار گرفتن پس باز و مجدد تنظیم ۵ نو ،۴ چو

کرده اند.
مطالعه مورد سررسید تاریخ گرفتن نظر در بدون را DFP گذاری قیمت و ضمانت ͹سط ۶ جربر

قرارداده اند.
مدل های در DFP قیمت گذاری مطالعه است. سختͬ کار آن پیش بینͬ و DFP قیمت گذاری

است. گرفته صورت تصادفͬ مختلف
حال، این با کرده اند. بررسͬ هندسͬ براونͬ حرکت با را DFP قیمت گذاری ٧ پافومͬ جربر،

ͬ شود. م محدود ٨ بل΁‐شولز ΁کلاسی مدل به بیشتر تحلیل
قرار هدف را مدت دراز در انباشته سود که شده حفاظت و پویا سرمایه گذاری صندوق برای
رژیم بین سوئیچ فرآیند ͬ گیرند. م قرار توجه مورد بازار حالت های ناگهانͬ سوئیچ های ͬ دهد، م
سوئیچینگ مارکوف فرمول بندی ترتیب، بدین ͬ کند. م برابری متناهͬ مارکوف زنجیره با ها
مارکوف زنجیره با بازار بهره نرخ و ریس΄ͬ سرمایه نوسانات پایان نامه این در است. جانبه همه
ͬ دهد، م نشان را اقتصادی مختلف های وضعیت که ١٠ پیوسته زمان‐ و ٩ متناهͬ حالت‐

شود. مͬ مدل
هندسͬ مارکوفͬ، رژیم‐سوئیچینگ صورت به ابتدا در مشترک سرمایه گذاری صندوق ارزش
دست به مارتینگل روش به (DFP) لاپلاس تبدیل ساده، شرایط در است. شده فرض براونͬ

دارد. سروکار اول گذر زمان توزیع با که ͬ آید م
رژیم‐ پرش انتشار مدل ΁ی و ͬ شود م گرفته نظر در اروپایی قرارداد ΁ی اینپایان نامه، در

ͬ شود. م پیشنهاد سرمایه مقدار برای سوئیچینگ
آورد. دست به لاپلاس تبدیل با را ١٢(CEV) تحت (DFP) برای تحلیلͬ حل راه ١١ وانگ

مدل ΁ی تحت DFP ارزش لاپلاس تبدیل ،٢ بخش در است: شرح این به پایان نامه ادامه
پرش انتشار مدل ΁ی ،٣ بخش در ͬ آوریم. م دست به را رژیم‐سوئیچینگ و هندسͬ براونͬ
DFPبا حل برای عددی ال·وریتم است. شده ارائه عمومͬ چ·الͬ تابع با رژیم‐سوئیچینگ
عددی روش کاربرد دادن نشان برای عددی مثال و مارکوف زنجیره تقریبی روش از استفاده
قرار بحث مورد نیز ۴ بخش در آینده مطالعات برخͬ و نتیجه گیری پایان، در است. شده ارائه

است. گرفته

۴Chu
۵Know
۶ Gerber
٧ Pafumi
٨Black-Scholes
٩Finite- state

١٠Continuous- time
١١Wong
١٢Constant elasticity of variance



٣۵ انتشارسوئیچینگ مدل

انتشارسوئیچینگ مدل ٢ . ۴
تاریخ T ،(٠ ⩽ t < T ) باشد t زمان در مشترک سرمایه گذاری صندوق ارزش S(t) کنید فرض

باشد. DFP سررسید
نرخ ارزش فرآیند پس است. بازار برای خنثͬ ΁ریس اندازه ی Q که ͬ کنیم م فرض بنابراین،
΁دینامی با مشترک سرمایه گذاری صندوق ارزش فرآیند و است مارتینگل ‐Q ΁ی S(t) تنزیل

است زیر صورت به Q
ds(t) = s(t)(rdt+ σ(αt)dwt), (١ . ۴)

بهره ی نرخ r و Q = (qij) ∈ Rn×n مولد با پیوسته زمان مارکوف زنجیره ی ΁ی αt آن در که
مقدار مارکوف زنجیره ی که ͬ دهد م نشان حالتͬ در را بازار تلاطم σ(i) است. ΁ریس بدون

است. αt فرآیند از مستقل و استاندارد براونͬ حرکت wt کند. اختیار را αt = i

هستند. {wt}٠⩽t<T ،{αt}٠⩽t<T توسط شده تولید فیلتر دو {Fw
t }٠⩽t<T ،{Fα

t }٠⩽t<T

،در DFP قیمت گذاری برای صریح بیان آوردن دست به برای باشید داشته توجه .٢ . ١ . ۴ تذکر
وبه ͬ شود م تولید سوئیچینگ رژیم توسط r، ٣ بخش در است. ثابت r کنید فرض بخش این

است. وابسته آن
صندوق این در که سرمایه گذاری برای را شده تعیین پیش از حفاظت ͹سط ΁ی ،DFP
صندوق با شده حفاظت سهام سبد روی بازده نرخ ͬ کند. م ضمانت است، کرده سرمایه گذاری
از بیشتر مشترک سرمایه گذاری صندوق ارزش که زمانͬ تا است ی΄سان مشترک سرمایه گذاری

بماند. باقͬ شده تعیین که حفاظتͬ ͹سط
به فوری صورت به اضافͬ مبل; گیرد، قرار حفاظت ͹سط از پایین تر صندوق ارزش ͬ که هنگام

گیرد. قرار حفاظت ͹سط از بالاتر آن ارزش تا شود مͬ افزوده سهام سبد
k ⩽ s(٠) داریم و دهند مͬ نمایش k با را حفاظت ͹سط

ͬ آید م دست به زیر صورت به و دهند  ͬ م نمایش F (T ) با را DFP بازده تابع
F (T ) = s(T )max{١,max٠⩽t<T

k

s(t)
} − s(T ). (٢ . ۴)

ͬ دهند. م نمایش V (t) با را t زمان در DFP ارزش
V (٠) = EQ[e

−rTF (T )] = EQ[e
−rT s(T )max{١,max٠⩽t<T

k

s(t)
} − s(٠)]. (٣ . ۴)

داریم باشد. Q به نسبت Qs نی΄ودیم رادون‐ مشتق ξ(t) کنید فرض .٢ . ١ . ۴ گزاره
ξ(t) =

dQs

dQ

∣∣∣
gt
=

s(t)

EQ[s(t)|Fα
t ]

= e
∫ t٠ σ(αs)dws− ١٢

∫ t٠ σ٢(αs)ds. (۴ . ۴)
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وینراست. فرآیند ‐Qs ΁ی w∗

t ،Fα
t به توجه با پس

w∗
t = wt −

∫ t

٠ σ(αs)ds. (۵ . ۴)
داریم ایتو لم طبق برهان.

z(t) = lns(t)

dz(t) =
١

s(t)
(rs(t)dt+ σ(αt)s(t)dwt)−

١
s٢(t)(σ

٢(αt)s
٢(t)dt)

= rdt+ σ(αt)dwt −
١
٢σ٢(αt)dt

= (r − ١
٢σ٢(αt))dt+ σ(αt)dwt.

z(t) = lns(٠) +
∫ t

٠ (r − ١
٢σ٢(αs))ds+

∫ t

٠ σ(αs)dws

s(t) = ez(t) = elns(٠)+
∫ t٠ (r− ١٢σ٢(αs))ds+

∫ t٠ σ(αs)dws

s(t) = s(٠)e∫ t٠ (r− ١٢σ٢(αs))ds+
∫ t٠ σ(αs)dws . (۶ . ۴)

ds(t) = rs(t)dt+ σ(αt)s(t)dwt

ds(t)

s(t)
= rdt+ σ(αt)dwt.

داریم رو این از

lns(t) =

∫ t

٠
rds+

∫ t

٠
σ(αs)dws

s(t) = elns(٠)+
∫ t٠ rds = s(٠)e∫ t٠ rds

ξ(t) =
s(٠)e∫ t٠ r− ١٢σ(αs)ds+

∫ t٠ σ٢(αs)dws

s٠e
∫ t٠ rds

= e
∫ t٠ σ(αs)dws− ١٢σ٢(αs)ds.

است. Fα
t روی وینر Qs‐فرآیند ΁ی W ∗ گیرسانوف، قضیه طبق

دهید قرار
µ(i) = r + σ٢(i), i = ١,٢, · · · , n. (٧ . ۴)

داریم (٧ . ۴) و (۵ . ۴) به باتوجه
ds(t) = s(t)(µ(αt)dt+ σ(αt)dw

∗
t ). (٨ . ۴)

است زیر معادل (٨ . ۴) سپس
s(t) = s(٠)e∫ t٠ (µ(αs− ١٢σ٢(αs))ds)+

∫ t٠ σ(αs)dw∗
s . (٩ . ۴)
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ͬ کنیم م تعریف علاوه به

X(t) := ln
s(t)

s(٠) =

∫ t

٠ (µ(αs)−
١
٢σ٢(αs))ds+

∫ t

٠ σ(αs)dw
∗
s ,

m(s) := min٠⩽t⩽sX(t),

τb := inf{t ⩾ ٠, X(t) ⩽ b}.

پیش از حفاظت ͹سط از کمتر سرمایه ارزش بار اولین برای که جایی ) است. توقف زمان τb

داریم پس ͬ شود.) م شده تعیین
Qs(τb ⩽ t) = Qs(m(t) ⩽ b),

max٠⩽t⩽T
١

s(t)
=

١
min٠⩽t⩽T s(t)

=
e−m(T )

s(٠) .

ͬ آوریم. م دست به را Qs(τb ⩽ t) لاپلاس تبدیل بعدی بندهای در
شده استفاده اول گذر زمان مطالعه برای هاف وینر‐ فرآیند از معمولا قبلͬ، مقاله های در
را مضاعف نمایی پرش انتشار فرآیند با اول گذر زمان لاپلاس تبدیل ١۴ کاز کو١٣، است.
مارتینگل روش کرده ایم. انتخاب را مارتینگل روش ما کرده اند. ترکیب مارتینگل روش با
بندی فرمول طبق و دارد گذر زمان اولین لاپلاس تبدیل آوردن دست به برای بهتری کارایی
زنجیره که ͬ کنیم م فرض محاسبات، سادگͬ برای . است تری مناسب انتخاب پایان نامه این

باشد. حالت دو دارای فقط αt مارکوف
آید مͬ دست به زیر صورت به αt مولد M = {١,٢}

Q = (qij) =

−θ١ θ١
θ٢ −θ٢


زیر معادلات جواب .٢ . ١ . ۴ لم

µ(١)∂u(x,١)∂x + ١٢σ(١)٢∂u٢(x,٢)
∂x٢ − θ١u(x, ١) + θ١u(x,٢)− au(x, ١) = ٠,

µ(٢)∂u(x,٢)∂x + ١٢σ(١)٢∂u٢(x,٢)
∂x٢ + θ٢u(x, ١)− θ٢u(x,٢)− au(x,٢) = ٠,

(١٠ . ۴)

است زیر فرم به
u(x, ١) = ∑۴

i=١ Aie
ηi,a(x−b),

u(x,٢) = ∑۴
i=١ kiAie

ηi,a(x−b).

(١١ . ۴)

داریم است. ثابت و نامعین Ai ،i = ١, · · · ,۴ هر ازای به
ki =

−١
θ

(µ(١)ηi + ١
٢σ(١)٢η٢

i − (θ١ + a)).

.−∞ < η١,a < η٢,a < ٠ < η٣,a < η۴,a < ∞ هستندو (١۴ . ۴) جواب ηi,a
١٣Kou
١۴ Caz
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داریم: (١٠ . ۴) اول معادله ی به توجه با اثبات برهان.

µ(١)∂u(x, ١)
∂x

+
١
٢σ(١)٢∂u٢(x,٢)

∂x٢ − θ١u(x, ١)− au(x, ١) = −θ١u(x,٢),
u(x,٢) = −١

θ١
(µ(١)∂u(x, ١)

∂x
+

١
٢σ(١)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ − (θ١ + a)u(x, ١)). (١٢ . ۴)

داریم متناظر ضرب و (١٢ . ۴) و (١٠ . ۴) معادلات به توجه با [٢٠] طبق

(
١
٢σ(١)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ )(
١
٢σ(٢)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ )

+ (
١
٢σ(١)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ )(µ(٢)∂u(x, ١)
∂x

)

+ (
١
٢σ(٢)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ )(µ(١)∂u(x, ١)
∂x

)

+ (
١
٢σ(١)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ )(θ٢ − a)− (
١
٢σ(٢)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ )(θ١ + a)

+ (µ(٢)∂u(x, ١)
∂x

)(µ(١)∂u(x, ١)
∂x

)

− (µ(٢)∂u(x, ١)
∂x

)(θ١ + a) + (µ(١)∂u(x, ١)
∂x

)(θ٢ + a)

+ θ١au(x, ١) + θ٢au(x, ١) + (au(x, ١)au(x, ١))
=

σ(١)٢σ(٢)٢
۴

∂۴u(x, ١)
∂x۴ +

σ(١)٢µ(٢) + σ(١)٢µ(١)
٢

∂٣u(x, ١)
∂x٣

+ (µ(١)µ(٢)− (θ١ + a)σ(٢)٢
٢ − (θ٢ + a)σ(١)٢

٢ )
∂٢u(x, ١)

∂x٢
− ((θ١ + a)µ(٢) + (θ٢ + a)µ(١))∂u(x, ١)

∂x
+ [a٢ + (θ١ + θ٢)a]u(x, ١) = ٠. (١٣ . ۴)

ͬ آید م دست به زیر صورت به (١٣ . ۴) با متناظر مشخصه معادله

σ(١)٢σ(٢)٢
۴ y۴ +

σ(٢)٢µ(٢) + σ(١)٢µ(١)
٢ y٣ + (µ(٢)µ(١)− (θ١ + a)σ(٢)٢

٢
− (θ٢ + a)σ(١)٢

٢ )y٢ − ((θ١ + a)µ(٢) + (θ٢ + a)µ(١))y + [a٢ + (θ١ + θ٢)a] = ٠. (١۴ . ۴)

ͬ کنیم م تعریف

Ψ(y) = (
σ(١)٢

٢ y٢ + µ(١)y − (θ١ + a))(
σ(٢)٢

٢ y٢ + µ(٢)y − (θ٢ + a))− θ١θ٢.

β۴ و β٣ و σ٢(١)٢ y٢ + µ(١)y − (θ١ + a) = ٠ دوم درجه مشخصه معادله ریشه های β٢ و β١
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هستند. σ٢(٢)٢ y٢ + µ(٢)y − (θ٢ + a) = ٠ دوم درجه مشخصه معادله ریشه های

∆ = µ(١)٢ +
۴σ(١)٢θ١ + ۴σ(١)٢a

٢ = µ(١)٢ + ٢σ(١)٢θ١ + ٢σ(١)٢a,

β١ =
−µ(١) +√

µ(١)٢ + ٢σ(١)٢θ١ + ٢σ(١)٢a
σ(١)٢ ,

β٢ =
−µ(١)−√

µ(١)٢ + ٢σ(١)٢θ١ + ٢σ(١)٢a
σ(١)٢ .

β١β٢ = −٢σ(١)٢(θ١ + a)

σ۴(١) = −٢(θ١ + a)

σ(١)٢ < ٠.

.β٣β۴ = (−٢(θ٢+a)

σ(٢)٢ ) ترتیب همین به
داریم علاوه به

Ψ(٠) = a٢ + (θ١ + θ٢)a > ٠,
Ψ(∞) = Ψ(−∞) = ∞.

حقیقͬ و ی΄تا ریشه ۴ دارای (١۴ . ۴) معادله صورت بدین
ͬ شود. م نتیجه زیر قضیه رو، این از است −∞ < η١,a < η٢,a < ٠ < η٣,a < η۴,a < ∞

داریم b < ٠ و a > ٠ هر ازای به .٢ . ١ . ۴ قضیه
EQs [e

−aτb ] =

٢∑
i=١

Aie
ηi,ab[p١ + kip٢],

است. p٢ = Q(α٠ = ٢) و p١ = Q(α٠ = ١) آن در که
دست به (١٧ . ۴) رابطه از Ai و شده اند تعریف ٢ . ١ . ۴ لم طبق kiو ηi,a iو = ١,٢ هر ازای به

ͬ آید. م
ͬ یابیم. م را u(x, i) کران دار تابع i = ١,٢ هر ازای به ابتدا برهان.

است. پیوسته x روی زمان چهار در u(x, i) ، i هر ازای به
است زیر صورت به PDE


Lu(x, i) = au(x, i) x > b,

u(x, i) = ١ x ⩽ b,

است. ΁کوچ نهایت بی مولد ΁ی L آن در که


Lu(x, ١) = µ(١)∂u(x,١)∂x + ١٢σ(١)٢∂u٢(x,١)
∂x٢ − θ١u(x, ١) + θ١u(x,٢),

Lu(x,٢) = µ(٢)∂u(x,٢)∂x + ١٢σ(٢)٢∂u٢(x,٢)
∂x٢ + θ٢u(x,٢)− θ٢u(x,٢).

(١۵ . ۴)
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دارد ١١ . ۴ معادله صورت به فرمͬ u(x, i) ، x > b و i = ١,٢ برای که ͬ دانیم م (٢ . ١ . ۴) لم طبق

است. A٣ = A۴ = ٠ x → ∞ که زمانͬ داراست. کران  و
.u(b, i) = ١ پس است، پیوسته b در u(x, i)

A١ +A٢ = ١,
A١k١ +A٢k٢ = ١.

(١۶ . ۴)

k١ = − ١
θ١

(µ(١)η١ +
١
٢σ(١)٢η٢١ − (θ١ + a)),

k٢ = − ١
θ١

(µ(١)η٢ +
١
٢σ(١)٢η٢٢ − (θ١ + a)).

−k١A١ − k١A٢ = −k١,
A١k١ +A٢k٢ = ١.

داریم معادلات باحل گاه آن
A٢(

١
θ١

(µ(١)η١ +
١
٢σ(١)٢η٢١ − (θ١ + a))) +A٢(−

١
θ١

(µ(١)η٢ +
١
٢σ(١)٢η٢٢ − (θ١ + a)))

A٢
١
θ١

(µ(١)(η١ − η٢) +
١
٢σ(١)٢(η٢١ − η٢٢))

= ١ +
١
θ١

(µ(١)η١ +
١
٢σ(١)٢η٢١ − (θ١ + a)) =

θ١ + µ(١)η١ + ١٢σ(١)٢η٢١ − θ١ − a

θ١
A٢

١
θ١

(µ(١)(η١ − η٢) +
١
٢σ(١)٢(η٢١ − η٢٢)) =

١
θ١

(µ(١)η١ +
١
٢σ(١)٢η٢١ − a)

A٢ =
µ(١)η١ + ١٢σ(١)٢η٢١ − a

µ(١)(η١ − η٢) + ١٢σ(١)٢(η٢١ − η٢٢)
.

داریم گذاری جای  با
A١ = ١ −A٢,

A١ = ١ −
µ(١)η١ + ١٢σ(١)٢η٢١ − a

µ(١)(η١ − η٢) + ١٢σ(١)٢(η٢١ − η٢٢)

=
µ(١)(η١ − η٢) + ١٢σ(١)٢(η٢١ − η٢٢)− µ(١)η١ − ١٢σ(١)٢η٢١ + a

µ(١)(η١ − η٢) + ١٢σ(١)٢(η٢١ − η٢٢)
.


A١ =

−µ(١)η٢− ١٢σ(١)٢η٢٢+a

µ(١)(η١−η٢)+ ١٢σ(١)٢(η٢١−η٢٢)
,

A٢ =
µ(١)η١+ ١٢σ(١)٢η٢١−a

µ(١)(η١−η٢)+ ١٢σ(١)٢(η٢١−η٢٢)
.

(١٧ . ۴)

بنابراین
u(x, ١) =


١ x ⩽ b,∑٢

i=١ Aie
ηi,a(x−b) x > b,
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u(x,٢) =


١ x ⩽ b,∑٢
i=١ kiAie

ηi,a(x−b) x > b.

ͬ آید م دست به زیر فرآیند z(t) = e−atu(X(t), αt) روی ایتو لم براساس و α٠ = i قراردهید
z(t) = z٠ −

∫ t

٠ e−as(−au(X(s), αs) + Lu(X(s), αs))ds, t ⩾ ٠
ͬ شود م داده نشان زیر صورت به و است شده متوقف فرآیند z٠ ،[٢۵] طبق

z(٠) = e−a(t∧τb)u(X(t ∧ τb), αt∧τb)

(t ∧ τb) = min{t, τb}

z(t) = e−a(t∧τb)u(X(t ∧ τb), αt∧τb)−
∫ t∧τb

٠
e−as(−au(X(s), αs) + Lu(X(s), αs))ds, t ⩾ ٠

داریم بنابراین ͬ شود. م شروع z(٠) = u(X(٠), α٠) = u(٠, i) با که است مارتینگل z(t)

Ei
Qs

[z(t)] = Ei
Qs

[e−a(t∧τb)u(X(t ∧ τb), αt∧τb)

−
∫ t∧τb

٠
e−as(−au(X(s), αs) + Lu(X(s), αs))ds] = u(٠, i).

براین، علاوه .Ei
Qs

[·] = Ei
Qs

[·|α٠ = i] آن در که
u(٠, i) = Ei

Qs
[e−a(t∧τb)u(X(t ∧ τb), αt∧τb)]

= Ei
Qs

[e−a(t∧τb)u(X(t ∧ τb), αt∧τb)]χ(τb < ∞)

+ Ei
Qs

[e−atu(X(t), αt)χ(τb = ∞)]. (١٨ . ۴)
داریم {τb < ∞} ی بازه روی نیست، دار کران u ، t → ∞ که زمانͬ

u(٠, i) = Ei
Qs

[e−aτbu(X(τb))χ(τb < ∞)],

= Ei
Qs

[e−aτbχ(τb < ∞)] = Ei
Qs

[E−aτb ]. (١٩ . ۴)
داریم بنابراین .u(X(τb)) = ١ ،[٢۵] طبق

Ei
Qs

[e−aτb ] =

٢∑
i=١

u(٠, i)Qs(α٠ = i)

= u(٠, ١)Qs(α٠ = ١) + u(٠,٢)Qs(α٠ = ٢)
= Aie

ηi,abQs(α٠ = ١) + kiAie
ηi,abQs(α٠ = ٢)

= Aie
ηi,ab[Qs(α٠ = ١) + kiQs(α٠ = ٢)].

تغییری αt در Qs به Q احتمال اندازه ی تغییر بنابراین است. W از مستقل αt مارکوف زنجیره ی
کند. نمͬ ایجاد

Ei
Qs

[e−aτb ] =

٢∑
i=١

Aie
ηi,ab[Qs(α٠ = ١) +Qs(α٠ = ٢)].
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تشخیص قابل b نقطه در x روی u(x, i) پیوستگͬ است مم΄ن ، i = ١,٢ برای .٢ . ٢ . ۴ تذکر
کنیم. اعمال {e−αtu(X(t), αt)} فرآیند روی بر را ایتو فرمول مستقیم طور به ͬ توانیم نم نباشد،

هموار کافͬ اندازه به توابع از مجموعه ای ͬ توانیم م وجود این با
در un(x, i) تر دقیق طور به بسازیم. u(x, i) زدن تقریب برای را {un(x, i) : n = ١,٢, · · · }
این بر علاوه است. تشخیص قابل زمان ۴ در x روی آن پیوستگͬ و است هموار جا همه

.x ⩾ b یا x ⩽ b− ١
n هر برای un(x, i) ≡ u(x, i)

،x هر برای پس است. ثابت و مثبت L که ،٠ < un(x, i) < L ،b − ١
n < x < b برای و

.x → ∞ که زمانͬ هم·راست، un(x, i) → u(x, i)

داریم [٢۶] و [٢۵] طبق برهان.

Lun(x, ١) = µ(١)∂un(x, ١)
∂x

+
١
٢σ(١)٢∂u٢

n(x, ١)
∂x٢ − θ١un(x, ١) + θ١un(x,٢)

+ λ

∫ ∞

−∞
[un(x, ١) + z − un(x, ١)]fZ(z)dz

= µ(١)∂un(x, ١)
∂x

+
١
٢σ(١)٢∂u٢

n(x, ١)
∂x٢ − θ١un(x, ١) + θ١un(x,٢)− λun(x, ١)

+ λ

∫ ∞

−∞
un((x, ١) + z)fZ(z)dz

= µ(١)∂u(x, ١)
∂x

+
١
٢σ(١)٢∂u٢(x, ١)

∂x٢ − θ١u(x, ١) + θ١u(x,٢)− λu(x, ١)
+ λ

∫ x−b

−∞
u((x, ١) + z)fZ(z)dz

+ λ

∫ x−b+ ١
n

x−b
un((x, ١) + z)fZ(z)dz + λ

∫ ∞

x−b+ ١
n

u((x, ١) + z)fZ(z)dz

= au(x, ١) + λ

∫ x−b+ ١
n

x−b
un((x, ١) + z)fZ(z)dz − λ

∫ x−b+ ١
n

x−b
u((x, ١) + z)fZ(z)dz

λ

∫ x−b+ ١
n

x−b
un((x, ١) + z)fZ(z)dz − λ

∫ x−b+ ١
n

x−b
u((x, ١) + z)fZ(z)dz = ٠

un(x, i) → u(x, i) ،x هر برای پس شود. مͬ اثبات نیز Lun(x,٢) برای مشابه طور به
.x → ∞ که زمانͬ هم·راست،

داریم t > ٠ هر ازای به .٢ . ٢ . ۴ لم
lim

y→−∞
e−yQs(m(t) ⩽ y) = ٠.



۴٣ انتشارسوئیچینگ مدل
گیریم مͬ نظر در را eG(θ,t) := EQs [e

−θX(t)] و θ > ١ برهان.
EQs [e

−θX(t)] = EQs [e
−θX(t)|Fα

t ]

داریم ایتو لم طبق
z(t) = e−θX(t),

dz(t) = ٠ − θe−θX(t)dwt +
١
٢θ٢e−θX(t)dt.

داریم X(t) برای چنین هم
f(w, t) = (µ(αt)−

١
٢σ٢(αt)t) + σ(αt)w,

∂wf = σf ∂٢
wf = σ٢f ∂tf = (µ− ١

٢σ٢)f

df((µ(αt)−
١
٢σ٢(αt))t+ σ(αt)w) =

١
٢σ٢(αt) + µ(αt)−

١
٢σ٢(αt)dt,

EQs(e
−θX(t)|Fα

t ) = EQs

[
e
∫ t٠ −θ(µ(αs)− ١٢σ٢(αs))+

θ٢
٢ σ٢(αs)ds

]
. (٢٠ . ۴)

ب·یرید، نظر در [٠, t] روی ١ حالت در αt شده اشغال زمان را J١

M = max{| − θ(µ(١)− ١
٢σ(١)٢) + θ٢

٢ σ(١)٢|,
= | − θ(µ(٢)− ١

٢σ(٢)٢) + θ٢
٢ σ(٢)٢|

نوشت زیر صورت به توان مͬ را (٢٠ . ۴) پس
EQs [exp{(−θ(µ(١)− ١

٢σ(١)٢) + θ٢
٢ σ(١)٢)J١+

(−θ(µ(٢)− ١
٢σ(٢)٢) + θ٢

٢ σ(٢)٢)(t− J١)}] ⩽ eMt

داریم بنابراین eG(θ,t) < eMt که
e−yQs(m(t) ⩽ y) = e(θ−١)ye−θyQs(m(t) ⩽ y) ⩽ e(θ−١)yEQs [e

−θX(t∧τy)]

= e(θ−١)yEQs [e
G(θ,t∧τy)] ⩽ e(θ−١)yEQs [e

M(t∧τy)] ⩽ e(θ−١)yeMt

شود. مͬ حاصل نتیجه y → −∞ که زمانͬ
لاپلاس تبدیل a > max{٠, ١٢σ(١)٢− µ(١)− θ١, ١٢σ(٢)٢− µ(٢)− θ٢} هر برای .٢ . ٢ . ۴ قضیه

آید مͬ دست به زیر صورت به DFP ارزش
∫ ∞

٠ e−aTV (٠)dT =
k

a

٢∑
i=١

Ai[p١ + kip٢]
( s(٠)k )ηi,a+١
−ηi,a − ١ (٢١ . ۴)
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برهان.

V (٠) = EQs [s(٠)max{١,max
k

s(t)
}]− s(٠)

= EQs [max{s(٠), s(٠)ke−mT

s(٠) }]− s(٠)
= EQs [max{s(٠), ke−mT }]− s(٠)

V (٠) = s(٠)Qs(m(T ) > −ln
s(٠)
k

) + EQs [ke
−mT I(m(T ) ⩽ −ln

s(٠)
k

)]− s(٠).
EQs [ke

−mT I(m(T ) ⩽ −ln
s(٠)
k

)] =

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
ke−ydQs(m(T ) ⩽ y).

داریم y به نسبت جز جزبه انتگرال گیری با

ke−yQs(m(T ) ⩽ y)
∣∣∣−ln

s(٠)
k

−∞
−

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
−ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dy

= (
s(٠)
k

)kQs(m(T ) ⩽ −ln
s(٠)
k

) +

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dy

= s(٠)Qs(m(T ) ⩽ −ln
s(٠)
k

) +

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dy.

داریم

V (٠) = s(٠) +
∫ −ln

s(٠)
k

−∞
ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dy − s(٠) =

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dy.

(٢٢ . ۴)
بنابراین

∫ ∞

٠
e−aTV (٠)dT =

∫ ∞

٠
e−aT

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dydT. (٢٣ . ۴)

براین، علاوه
∫ ∞

٠ e−aT

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
ke−yQs(m(T ) ⩽ y)dydT = k

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
e−y

∫ ∞

٠ e−aTQs(m(T ) ⩽ y)dTdy

= k

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
e−y

∫ ∞

٠ e−aTQs(m(T ) ⩽ y)dTdy

= k

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
e−y

∫ ∞

٠ e−aTQs(τy ⩽ T )dTdy

= k

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
e−y ١

a
EQs [e

−aτy ]dy. (٢۴ . ۴)

.−ln s(٠)
k < ٠ هم چنین و s(٠) ⩾ k که ͬ کنیم م آوری یاد

.a > max{٠, ١٢σ(١)٢− µ(١)− θ١, ١٢σ(٢)٢− µ(٢)− θ٢} براین، علاوه
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آید. مͬ دست به زیر روابط ٢ . ١ . ۴ قضیه به توجه با است. ηi,a < −١ ، i = ١,٢ برای دانیم مͬ

∫ ∞

٠ e−aTV (٠)dT =
k

a

∫ −ln
s(٠)
k

−∞
e−y

٢∑
i=١

Aie
ηi,ay[p١ + kip٢]dy

=
k

a

٢∑
i=١

Ai[p١ + kip٢]
∫ −ln

s(٠)
k

−∞
e−yeηi,aydy

=
k

a

٢∑
i=١

Ai[p١ + kip٢]
∫ −ln

s(٠)
k

−∞
eηi,ay−ydy

=
k

a

٢∑
i=١

Ai[p١ + kip٢]
∫ −ln

s(٠)
k

−∞
ey(ηi,a−١)dy

=
k

a

٢∑
i=١

Ai[p١ + kip٢]
١

ηi,a − ١ey(ηi,a−١)∣∣∣−ln
s(٠)
k

−∞

=
k

a

٢∑
i=١

Ai[p١ + kip٢]
( s(٠)k )ηi,a+١
−ηi,a − ١ .

ͬ شود. م تعیین آن به توجه با و احتمال توزیع به وابسته ی΄تا مشخصه، تابع .٢ . ٣ . ۴ تذکر
تبدیل ،ͽواق در آوریم. دست به ٢ . ١ . ۴ قضیه با را اول گذر زمان احتمال توزیع ͬ توانیم م پس

آید مͬ دست به زیر رابطه ی از اول گذر زمان مشخصه تابع و احتمال توزیع ∫لاپلاس ∞

٠ e−aTQs(τb ⩽ t)dt =
١
a

∫ ∞

٠ dQs(τb ⩽ t) =
١
a
EQs [e

−aτb ].

DFP گذاری ارزش و است اول گذر زمان احتمال توزیع آوردن دست به برای ای ساده راه این
شود. مͬ انجام عددی لاپلاس معکوس از استفاده با ٢ . ٢ . ۴ و ٢ . ١ . ۴ قضیه به توجه با

برای صریح حل راه ΁ی توانیم مͬ هندسͬ براونͬ حرکت با رژیم‐سوئیچنگ مدل تحت
های روش است. مم΄ن غیر عمل در کار این اما آوریم. دست به DFP ارزش لاپلاس تبدیل
بعدی بخش در مارکوف زنجیره تقریب از استفاده با ما و کنند مͬ فراهم را ام΄ان این عددی

پرداخته ایم. مش΄ل این حل به

رژیم‐سوئیچینگ پرش انتشار مدل ٣ . ۴
قرار مطالعه مورد سوئیچینگ رژیم پرش انتشار تحت را DFP قیمت گذاری ما بخش، این در
سرمایه صندوق قراردادهای ارزش فرآیند توصیف به که است ناگهانͬ تغییر ΁ی پرش ͬ دهیم. م

پردازد. مͬ مشترک گذاری
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ساز مش΄ل تحلیلͬ حل را کردن پیدا برای سوئیچینگ مارکوف های ویژگͬ و ناپیوسته پرش
DFP ارزش کردن پیدا به تواند مͬ تفاضلͬ انتگرال معادلات دوتایی سیستم اگرچه هستند.
تقریب برای عددی طرح ΁ی طراحͬ ما هدف نیست. مم΄ن آن حل عمل در ولͬ کند ΁کم

است. DFP ارزش زدن

عددی محاسبه و فرمول بندی ٣ . ١ . ۴
ͬ آید م دست به زیر ΁دینامی ‐Q با مشترک گذاری سرمایه صندوق قراردادهای ارزش فرآیند

ds(t)

s(t)
= (r(αt)− λξ)dt+ σ(αt)dwt + d

N(t)∑
i=١

(Vi − ١). (٢۵ . ۴)

مستقل دنباله ای {Zi = ln(Vi − ١)} و ξ = EQ(Vi − ١) است. λ نرخ با پواسون فرآیند N(t) که
سادگͬ، برای شده اند. تعریف ١ . ۴ در نمادها دی·ر است. fZ(z) چ·الͬ تابع و ی΄سان توزیع با
به t زمان در DFP ارزش پس ͬ شود. م گرفته نظر در M(t) = mins(u) و µ′(i) = ri − λξ

است زیر صورت

V (s,M, i, t) = EQ[e
−

∫ T
t r(αs)dss(T )max{١,max

k

s(t)
} − s(T )|s(t) = s,M(t) = M,αt = i].

(٢۶ . ۴)
کند مͬ پیروی زیر جزئͬ دیفرانسیل انتگرال‐ معادلات سیستم از DFP ، i ∈ M هر ازای به



∂V
∂t + σ٢(i)s٢

٢ ∂٢V
∂s٢ + µ′(i)s∂V∂s − (r(i) + λ)V +

∑m
j=١ qijV (s,M, j, t)

+λ
∫∞
−∞ V (sez,min(M, seZ), i, t)fZ(z)dz = ٠; s ̸= M, t > ٠

∂V
∂M

∣∣∣
s=M

= ٠,
V (s,M, i, t) → s{max(١, k

M )− ١}, s → ∞,

V (s,M, i, t) = s{max(١, k
M )− ١}.

(٢٧ . ۴)

است. دشوار بسیار تحلیلͬ صورت به ٢٧ . ۴ حل
΁ی عنوان به عددی حل های راه آوردن دست به برای را مارکوف زنجیره تقریب روش ما
در را M̃(t) = lnM(t) ، s̃(t) = lns(t) ما ٢٧ . ۴ کردن ساده برای کرد. خواهیم اتخاذ جای·زین

است زیر صورت به Ṽ (·) بنابراین ͬ گیریم. م نظر

Ṽ (s̃, M̃ , i, t) = V (s,M, i, t).
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نوشت زیر صورت به توان مͬ را ٢٧ . ۴ بنابراین

∂Ṽ
∂t + σ٢(i)s٢

٢ ∂٢Ṽ
∂s̃٢ + µ′(i)−σ٢(i)٢ s∂Ṽ∂s̃ − (r(i) + λ)Ṽ +

∑m
j=١ qijṼ (s̃, M̃ , j, t)

+λ
∫∞
−∞ Ṽ (s̃+ z,min(M̃, s̃+ z))fZ(z)dz = ٠ s̃ ̸= M̃, t > ٠

∂Ṽ
∂M̃

∣∣∣
s̃=M̃

= ٠
Ṽ (s̃, M̃ , i, t) → es̃{max(١, k

M̃
)− ١}, s̃ → ∞

Ṽ (s̃, M̃ , i, T ) = es̃{max(١, k
M̃
)− ١}.

(٢٨ . ۴)

مارکوف زنجیره باید ما سوئیچینگ، رژیم تحت DFP برای عددی ال·وی ΁ی طراحͬ برای
ماست. سیستم پویایی بر منطبق که بسازیم حالت‐متناهͬ گسسته زمان

ͬ کنیم. م استفاده راهنما ΁ی عنوان به آن از بل΄ه نداریم ٢٨ . ۴ کردن حل به نیازی ما عمل، در
دهد. مͬ ارائه گسسته زمان مارکوف های زنجیره ساختن برای را راه که

ضروری پرش اندازه دو دارد. بستگͬ زمان متغیر t و s̃ ،M̃ حالت دو به Ṽ (·) که کنید توجه
نشان برای δ > ٠ و s̃ ،M̃ های حالت در پرش اندازه دادن نشان برای h > ٠ از ما هستند.
استفاده N = N(δ) = ⌊Tδ ⌋ از ، T > ٠ هر برای ͬ کنیم. م استفاده زمان برای پرش اندازه دادن

کنیم. مͬ
⌊Tδ ⌋ صورت وبه ͬ کنیم م حذف را ⌊·⌋ نشانه اغلب ما زیر، مورد در قرارداد، ΁ی عنوان به
دست به منظور به را گسسته زمان‐ مارکوف زنجیره داریم قصد .Tδ ساده تر و ͬ نویسیم م

هستند. αt ، M̃ ،s̃ ترتیب به مولفه ها این بسازیم. مولفه ٣ با Ṽ (·) تقریب آوردن
تقریبی آوردن دست به برای ترتیب این به ندارد. M̃وجود مشتق ٢٨ . ۴ به توجه با حال، این با

شوند. زده تقریب αt ، s̃ مولفه دو است کافͬ Ṽ (·) از
.s̃, M̃ ∈ (−∞,∞) پس s,M ∈ (٠,∞) که کنیم مͬ آوری یاد

عنوان به را K مثبت و بزرگ کافͬ اندازه به ثابت مقدار ΁ی ما کاربردی محاسبات انجام برای
دارایی محدوده با DFP ارزش بنابراین، کنیم. مͬ تعیین دارایی ارزش از بالا کران

شد. خواهد محاسبه τ = [٠, T ] زمانͬ ی محدوده و G = (−K,K)

یعنͬ .k ⩾ ٠ هر برای h برابر چند ثابت یعنͬ دهیم. مͬ قرار ،s̃ = kh فرم به را s̃ شامل s′h ما
داریم h > ٠ هر ازای به

s′h = {s̃ : s̃ = kh, k = ٢±,١±,٠, · · · }.
.sh = s′h ∩G پس آید. مͬ دست به sh وسیله به z برای حالت فضای تقریب که کنید توجه

گسسته حالت فضای روی گسسته زمان‐ مارکوف زنجیره {(ξh,δn , αh,δ
n ), n < ∞} دهید قرار

صورت به (y, j) ∈ sh ×M دی·ر حالت به (x, i) ∈ sh ×M حالت از انتقال احتمال با sh ×M

زمان‐پیوسته تعامل بازه ΁ی به Ṽ (·) تقریب برای شود. مͬ داده نمایش P h,δ
D ((x, i), (y, j))

شوند مͬ تعریف زیر صورت به شوندو مͬ داده نمایش αh,δ
n (·)،ξh,δn (·) صورت به که داریم نیاز

ξh,δ(t) = ξh,δn , αh,δ = αh,δ
n , t ∈ [nδ, nδ + δ]. (٢٩ . ۴)
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،h > ٠ هر ازای به که کنید فرض است. تعامل ی بازه که ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) > ٠ دهید قرار

داریم چنین هم و infs̃,M̃ ,i,δ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) > ٠
lim

h,δ→٠∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) → ٠.
برای را متناهͬ تفاضلات گسسته زمان‐ تقریبی مارکوف زنجیره از احتمال فرم تشخیص برای
با دیفرانسیل معادلات با عددی حل راه آوردن دست به برای کنیم. مͬ تعریف ٢٨ . ۴ تقریب

کنیم مͬ تعریف را دوم جزئͬ مشتق سپس و اول جزئͬ مشتق ابتدا جزئͬ مشتقات
Ṽ (s̃, M̃ , i, t) → Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t),

Ṽt(s̃, M̃ , i, t) → Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t+ δ)− Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t)

δ
,

Ṽs̃(s̃, M̃ , i, t) → Ṽ h,δ(s̃+ h, M̃, i, t+ δ)− Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t+ δ)

h
µ′(i)− σ٢(i)

٢ > ٠,
Ṽs̃(s̃, M̃ , i, t) → Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t+ δ)− Ṽ h,δ(s̃− h, M̃, i, t+ δ)

h
µ′(i)− σ٢(i)

٢ < ٠,
Ṽs̃s̃(s̃, M̃ , i, t) → Ṽ h,δ(s̃+ h, M̃, i, t+ δ)− ٢Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t+ δ) + Ṽ h,δ(s̃− h, M̃, i, t+ δ)

h٢ .

تعریف انتشار های فرآیند برای گسسته زمان‐ تقریبی مارکوف زنجیره انتقال احتمال ادامه در
شود مͬ

P h,δ
D ((s̃, M̃ , i, nδ), (s̃, M̃ , i, nδ + δ)) = ١ − σ٢(i) δ

h٢ − |µ′(i)− σ٢(i)
٢ | δ

h
+ qiiδ,

P h,δ
D ((s̃, M̃ , i, nδ), (s̃+ h, M̃, i, nδ + δ)) =

σ٢(i)
٢

δ

h٢ + (µ′(i)− σ٢(i)
٢ )+

δ

h
,

P h,δ
D ((s̃, M̃ , i, nδ), (s̃− h, M̃, i, nδ + δ)) =

σ٢(i)
٢

δ

h٢ + (µ′(i)− σ٢(i)
٢ )−

δ

h
, (٣٠ . ۴)

P h,δ
D ((s̃, M̃ , i, nδ), (s̃, M̃ , j, nδ + δ)) = qijδ, i ̸= j

P h,δ
D (·) = ٠, o.w. ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) =

δ

١ + r(i)δ
,

ترتیب بدین هستند. (µ′(i)− σ٢(i)٢ ) منفͬ و مثبت بخش (µ′(i)− σ٢(i)٢ )− و (µ′(i)− σ٢(i)٢ )+ که
زمانͬ توانیم مͬ ما است شده تعریف (٣٠ . ۴) در که ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) و تنزیل نرخ انتخاب با

کنیم بازنویسͬ را آن δ → ٠ که
(١ − λ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) +O(∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ)))e−r(i)∆th,δ(s̃,M̃ ,i,t)

=
١

١ + (r(i) + λ)δ
+O(δ),

= (λ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) +O(∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ)))e−r(i)∆th,δ(s̃,M̃ ,i,t)

=
λδ

١ + (r(i) + λ)δ
+O(δ).



۴٩ رژیم‐سوئیچینگ پرش انتشار مدل
Ṽ (s̃, M̃ , i, t) شد، ساخته بالا در که تقریبی مارکوف زنجیره به مربوطه معادلات حل با عمل، در

است زیر شرح به تقریبی مارکوف زنجیره s̃ ∈ sh و i ∈ M هر برای ͬ کنیم م محاسبه را
(٣١ . ۴)

Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, nδ) =



(١ − λ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) +O(∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ)))e−r(i)∆th,δ(s̃,M̃ ,i,nδ)

×
∑

P h,δ
D ((x, i), (y, j)Ṽ h,δ(y, M̃ , j, nδ + δ)

+(λ∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ) +O(∆th,δ(s̃, M̃ , i, δ)))e−r(i)∆th,δ(s̃,M̃ ,i,δ)

×
∫ k
−k Ṽ

h,δ(s̃+ z,min(M̃, s̃+ z), i, nδ + δ)fZ(z)dz.

شود. مͬ اثبات Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, nδ) → Ṽ (s̃, M̃ , i, nδ) هم·رایی

برهان.

V (s,M, i, t) = EQ[e
−

∫ T
t r(αs)ds(s(T )max{١,max

k

s(t)
} − s(T ))|s(t) = s,M(t) = M,α = i]

V (s,M, i, t) = J,

J ⩽ V (s,M, i, t)

V (s,M, i, t) ⩾ lim
h

supṼ h,δ(s̃, M̃ , i, t)

lim
h

supṼ h,δ(s̃, M̃ , i, t) = J (٣٢ . ۴)
V (s,M, i, t) ⩽ lim

h
infṼ h,δ(s̃, M̃ , i, t) (٣٣ . ۴)

∀ϵ > ٠ J ⩾ V (s,M, i, t)− ϵ

lim
h

infṼ h,δ(s̃, M̃ , i, t) → J

lim
h

infṼ h,δ(s̃, M̃ , i, t) ⩾ V (s,M, i, t)− ٢ϵ,

داریم است دلخواه ϵ چون

lim
h

infṼ h,δ(s̃, M̃ , i, t) ⩾ V (s,M, i, t)

(٣٣ . ۴) و (٣٢ . ۴) به توجه با

Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, t) → V (s,M, i, t)

V (s,M, i, t) = Ṽ (s̃, M̃ , i, t), t = nδ

Ṽ h,δ(s̃, M̃ , i, nδ) → Ṽ (s̃, M̃ , i, nδ)
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عددی های مثال ۴ . ۴
حالت ما سادگͬ، برای داریم. رو پیش را سوئیچینگ رژیم‐ انتشارپرش مدل عددی مثال های
زنجیره رو این از ͬ کنیم. م بررسͬ را مختلف سوئیچینگ های با حالت دو دارای که گسسته
مارکوف زنجیره مولد است. M = {١,٢} مقادیر با حالت دو دارای پیوسته زمان‐ مارکوف

شود مͬ تعریف زیر صورت به است حالت گسسته دهنده ی نشان که αt زمان‐پیوسته

Q =

−٠٫١ ٠٫١
١ −١


است. f(z) = ١٢πe−

(z−١)٢٢ چ·الͬ تابع با نرمال توزیع دارای Zi پرش اصطلاح
΁ریس بدون دارایی بهره نرخ مختلف، گسسته های حالت به توجه با .ξ = e١٫۵

،σ(١) = ٠٫۴ صورت به σ(αt) سرمایه ارزش نوسان است. r(٢) = ٠٫٠۶ و r(١) = ٠٫٠۴
هستند. σ(٢) = ٠٫۶

زمانͬ را DFP ارزش ͬ کنیم. م محاسبه T = ٢ سررسید تاریخ با دوره ΁ی در را DFP قیمت
s(t),M(t) ∈ [e−٢, e٣] کنیم مͬ فرض سپس آوریم. مͬ دست به [e−٢, e٣] بین سرمایه مقدار که

گیریم. مͬ نظر در ٢ را k سررسید قیمت است. مقدار حداقل M(t) که
مقدار اثرات از بهتر دید ارائه برای است، مولفه ۴ با تابع ΁ی V (s,M, i, t) که باشید داشته توجه

کنیم. مͬ تعیین را t = ١ ، سرسید تاریخ و سرمایه
زمان در DFP کنیم.مقادیر مͬ بررسͬ رژیم دو مورد در که، است ͹سط دو شامل ١ . ۴ ش΄ل
DFP مقادیر M ⩽ s که جا آن از است. شده داده نشان ترتیب به مختلف های رژیم در صفر
نشان ٣.١ ش΄ل این بر علاوه ͬ شوند. م ترسیم دارد وجود ناهمواری آن در که مثلثͬ ناحیه در
s و پایین کران به M که زمانͬ هستند بالا ملاحظه ای قابل طور به DFP مقادیر که ͬ دهد م
است. سازگار M → ٠ طوری که به k

M → ∞ یعنͬ DFP ساختار با این کند. میل بالا کران به
کنند. مͬ میل بالا کران به دو هر ، M حداقل مقدار و s فعلͬ سرمایه مقدار این، بر علاوه
بسیار M و s بالای کران که است دلیل بدین این ͬ شوند. م ΁نزدی صفر به DFP مقادیر ارزش

هستند. سررسید قیمت از بیشتر
است بعید کند پیدا دست رسید سر قیمت از بالاتر کافͬ اندازه به ارزشͬ به بتواند صندوق اگر
بی حفاظت رو، این از ب·یرد. قرار دوره طول در رسید سر قیمت از تر پایین سرمایه مقدار که
رژیم دو در بازارها اگرچه است ثابت نمودار دو در DFP ارزش  ١ . ۴ ش΄ل در شود. مͬ معنͬ

هستند. متفاوت

آن از ͬ کنیم. م بررسͬ را M و V بین ی رابطه و ͬ کنیم م تعیین را s = e ۴ . ٢(آ) ش΄ل در
ͬ بینیم م است. [e−٢, e] فعلͬ زمان تا مقدار حداقل محدوده ی است، e سرمایه مقدار که جا
مقدار حداقل عنوان به M ͬ کند. م میل e−٢ به M که هنگامͬ ͬ یابد م افزایش DFP ارزش که



۵١ عددی های مثال

r(٢) = که DFPدربازاری ارزش (ب)
σ(٢) = ٠٫٠۶و٠٫۶

r(١) = که DFPدربازاری ارزش (آ)
σ(١) = ٠٫٠۴و٠٫۴

زمان و سرمایه ارزش برابر در DFP ارزش :١ . ۴ ش΄ل
شده حفاظت صندوق بازده تابع با این ͬ یابد. م افزایش DFP ارزش است، کم کافͬ اندازه به

است. سازگار
هموار DFP ارزش و ͬ شود م کوچ΄تر k

M ͬ شود، م بزرگتر مقدار حداقل که زمانͬ این، بر علاوه
مثال عنوان به دارد را سررسید قیمت از شدن کمتر برای فرصتͬ هنوز سرمایه ارزش ͬ شود. م
سرمایه مقدار هستند k از بالاتر دو هر هرچند است، e سرمایه مقدار و M = ٢٫۵ که هنگامͬ
با DFP ارزش بنابراین، شود. ٢ از کمتر T سررسید از تاقبل که دارد را شانس این همچنان
حداقل DFPو مقادیر بین رابطه ی مشابه طور به است سازگار شده حفاظت صندوق بازده تابع
مقدار که باشید داشته توجه کنیم. مͬ تعیین است، e−١٫۵ سرمایه مقدار که هنگامͬ را مقدار
غالب ∂V

∂M |s=M = ٠ مرزی شرایط و هستند پایین مرز به ΁نزدی دو هر حداقل مقدار و سرمایه
͹مسط حالت دو هر در DFP ارزش که است شده داده نشان ۴ . ٢(ب) ش΄ل در که است.

است.

s = و t = ٠ درزمان DFP ارزش (ب)
e−١٫۵

s = e و t = ٠ درزمان DFP ارزش (آ)

مقدار حداقل برابر در DFP ارزش :٢ . ۴ ش΄ل
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مختلف های M در سرمایه مقادیر به نسبت را متفاوتͬ روندهای DFP مقادیر ٣ . ۴ ش΄ل در
سر قیمت از بیشتر و است برابر e با t زمان در مقدار حداقل ۴ . ٣(آ) ش΄ل در دهد. مͬ نشان

. یابد مͬ کاهش سرمایه مقادیر افزایش با DFP رو این از است. رسید
افزایش ای ملاحظه قابل طور به DFP ارزش که دهد مͬ ۴ . ٣(ب)نشان ش΄ل دی·ر سوی از
کمتر t زمان تا مقدار حداقل ولͬ کند مͬ میل بالا کران به سرمایه مقدار که چنان هم یابد مͬ

داریم (٢۶ . ۴) به توجه با این، بر علاوه است. رسید سر قیمت از
V (s,M, i, t) = EQ[e

−
∫ T
t r(αs)ds(s(T ){ k

mins(t)
} − ١)∣∣∣s(t) = s,M(t) = M,αt = i]

⩾ EQ[e
−

∫ T
t r(αs)ds(s(T ){ k

M
} − ١)∣∣∣s(t) = s,M(t) = M,αt = i]

= (
k

M
− ١)EQ[e

−
∫ T
t r(αs)dss(T )

∣∣∣s(t) = s,M(t) = M,αt = i]. (٣۴ . ۴)
ارزش کند پیروی سوئیچنگ رژیم پرش انتشار از سرمایه ارزش فرآیند که هنگامͬ رو، این از

است. سرمایه ارزش تنزیل نرخ (امید) انتظار مورد مقدار خطͬ تابع از بیشتر DFP

M = و t = ٠ درزمان DFPارزش (ب)
e−١٫۵

M = e و t = ٠ درزمان DFPارزش (آ)

سرمایه ارزش دربرابر DFP ارزش :٣ . ۴ ش΄ل

نتیجه گیری ۵ . ۴
نگرانͬ قرارداد طول در سرمایه گذار شود مͬ باعث و کند مͬ فراهم را مداوم حفاظت ΁ی DFP

به مقاله این .در است بیمه صنعت در محصولات ترین محبوب از ی΄ͬ DFP باشد. نداشته
رژیم‐ پرش انتشار مدل و رژیم‐سوئیچینگ انتشار مدل تحت DFP گذاری قیمت ترتیب

کردیم. بررسͬ را سوئیچینگ
ارزش فرآیند حداقل یا حداکثر در پویا توزیعͬ یافتن DFP گذاری قیمت برای کلیدی مسئله



۵٣ نتیجه گیری
΁تکنی از مارکوف، رژیم‐سوئیچینگ انتشار مدل تحت مقاله این در است. مشترک سرمایه ی
استفاده رژیم‐سوئیچینگ انتشار فرآیند در لاپلاس تبدیل دست آوردن به برای مارتینگل

کردیم.
سرمایه گذاران توسط مستقیم طور به ͬ تواند م ͬ آید، م دست به که DFP ارزش لاپلاس تبدیل
مارتینگل ΁تکنی شود گنجانیده جهش که هنگامͬ حال، این با ب·یرد. قرار استفاده مورد
مدل در است. دشوار سوئیچنگ رژیم پرش انتشار فرآیند لاپلاس تبدیل آوردن دست به برای
و پویا گذاری سرمایه صندوق قراردادهای ارزش رژیم‐سوئیچینگ پرش انتشار پیشنهادی

کرد. حل تحلیلͬ صورت به ͬ توان نم را شده حفاظت
عددی نتایج ͬ کنیم. م پیشنهاد جای·زین عددی ال·وریتم ΁ی و مارکوف زنجیره تقریبی روش ما
کاهش را ضعیف تصمیمات از ناشͬ ضررهای که ͬ دهد م را ام΄ان این بیمه و مالͬ مدیران به
در فرصت ΁ی عنوان به را DFP تصادفͬ تضمین ͹سط ͬ توان م بیشتر، مطالعات در دهند.

گرفت. نظر
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Aabstract

This dissertation deals with the valuation of dynamic fund protections in a Markov regime-
switching environment. The volatility switches over time subject to a continuous-time Markov
chain. Using a regime-switching diffusion process to describe the primary mutual fund value,
explicit solutions of the Laplace transforms of the value of the dynamic fund protection are obtained
through martingale technique. Moreover, we analyze the value of dynamic fund protections under
a generalized regime-switching jump diffusion model. Due to the complexity of Markov regime-
switching, the jump process involved, and the nonlinearity, closed-form formulas for dynamic fund
protection prices are virtually impossible to obtain. We design a numerical algorithm according to
the Markov chain approximation techniques and obtain numerical results of the value of dynamic
fund protection.
Keywords: Dynamic fund protection, Martingale technique, Markov chain, Regime switching
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