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نامه تعهد
شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی علوم کاربردي ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوي اسبومحلی زهره اینجانب
شعرباف رحیمی صادق راهنمایی تحت ، گراف ها فاصله انرژي خواص از برخی بررسی عنوان با پایان نامه نویسنده

می شوم: متعهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات �

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش هاي نتایج از استفاده در �

ارایه هیچ جا در امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب �
است. نشده

شاهرود صنعتی دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوي حقوق �
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “

از مستخرج مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادي تمام معنوي حقوق �
می گردد. رعایت پایان نامه

ضوابط است، شده استفاده آنها) بافت هاي (یا زنده موجود از که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت اخلاقی اصول و

استفاده (یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است)، شده

اسبومحلی زهره
1396 بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
و نرم افزارها رایانه اي، برنامه هاي کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام �
در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده �

ط





چکیده

بعضی و گراف انرژي موضوع ابتدا می گیرد. قرار وبررسی مطالعه مورد فاصله انرژي خواص از برخی نامه پایان این در
براي کران هایی سپس داریم، لاپلاسین انرژي کران هاي بر مروري و لاپلاسین انرژي و گراف انرژي براي کران هایی از
فاصله کمینه پوشش انرژي و آن براي کران هایی و فاصله کمینه پوشش انرژي ادامه در می گردد. تعیین فاصله انرژي
کمینه غالب انرژي هم چنین و می شود ارائه دوبخشی و ستاره تاج، کامل، گراف مانند: استاندارد گراف هاي از تعدادي
و تاج کامل، گراف مانند: استاندارد گراف هاي از تعدادي فاصله کمینه غالب انرژي آن  و براي پایین و بالا کران  و فاصله
براي کرانی که می باشد لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي به مربوط نامه پایان انتهاي می گیرد. قرار برسی مورد ستاره
شده است. تدوین ابتکاري صورت به که آورده ایم بدست را ستاره و کامل گراف لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انر ژي و آن

پوشش انرژي فاصله، کمینه غالب انرژي فاصله، کمینه پوشش انرژي پوششی، مجموعه فاصله، انرژي کلیدي: کلمات
فاصله. لاپلاسین کمینه

ك





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

ترکیبیات و گراف نظریه کنفرانس دهمین ،” حداقل فاصله اي پوشش لاپلاسین انرژي ” اسبومحلی، زهره .1
.1396 ماه دي 28 الی یزد،27 دانشگاه جبري،

م
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١ فصل

وتعریف تاریخچه

تاریخچه 1 . 1

آمار، عملیات، در تحقیق کدگذاري، نظریه مانند گوناگون زمینه  هاي در تحقیق براي مناسبی بسیار ابزار گراف نظریه
ارائه گراف یک انرژي براي انتگرالی فرمول 1 کولسن 1940 سال در است. ... و شیمی ، رایانه علوم الکتریکی، شبکه هاي
جز به گراف انرژي مطالعه داد. تعمیم ساده گراف هاي براي را گراف انرژي مفهوم 1978 سال در 2 گاتمن آن از پس داد.
استفاده مولکول ها π-الکترون انرژي تخمین براي آن از و می دهد تشکیل را فعالی بخش نیز شیمی در ریاضی، رشته در
بهینه نقش مختلط علوم در کدام هر که شد مطرح متفاوت اشخاص توسط انرژي از دیگر انواع نیز دیگر سوي از می شود.
در ژو3 و گرفت.گاتمن قرار مطالعه مورد 2008 سال در همکاران و گاتمن توسط بار اولین فاصله انرژي موضوع دارند.
پوشش حداقل انرژي [22] در همکارانش و 4 آدیا اخیراً کرده اند. تعریف 2006 سال در را G گراف لاپلاسین انرژي [18]

کرده اند. مطرح را G گراف حداقل فاصله اي پوشش انرژي 2013 سال در [21] راجاش5 همچنین و را G گراف

1Colson
2Gutman
3Zhou
4Adiga
5Rajesh



وتعریف تاریخچه 2

پایه تعاریف 2 . 1
است. شده آورده [1] منبع از زیر تعاریف از بعضی

و رأس ها V (G) ناتهی مجموعه ي از متشکل (V (G), E(G), ψG) مرتب تایی سه یک G گراف .1 . 2 . 1 تعریف
را G رأس هاي از مجزا) لزوماً (نه نامرتب جفت یک ،G یال هر با که است ψG وقوع تابع و یال ها E(G) مجموعه ي
وصل v به را u ،e می گویند آنگاه ،ψG(e) = uv که قسمی به باشند، رأس هایی v و u و یال یک e اگر می دهد. نسبت

می نامند. e یال سر دو را v و u رأس هاي می کند،

می نامند. (n,m)−گراف یک را یال m و رأس n با گراف یک .2 . 2 . 1 تعریف

متناوباً آن جمله هاي که است، W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk ناتهی دنباله ي G گراف از گشت یک .3 . 2 . 1 تعریف
یا vk به v٠ از گشتی W هستند. vi−١ و vi ،ei انتهاي دو ،١ ≤ i ≤ k براي که طوري به هستند، یال ها و رأس ها
W داخلی  رأس هاي v١, v٢, . . . , vk−١ و W انتهاي و مبدأ ترتیب به را vk و v٠ رأس هاي است. ،(v٠, vk) گشت

. است W طول k صحیح عدد می نامند.

رأس هاي یال ها، بر علاوه می نامند، گذر را W باشند، W در مجزا گشت e١, e٢, . . . , ek یال  هاي اگر .4 . 2 . 1 تعریف
می نامند. مسیر را W باشند، مجزا v٠, v١, v٢, . . . , vk

براي دیگر عبارت به باشد، متصل v به u ،G رئوس از v و u جفت هر براي اگر است همبند G گراف .5 . 2 . 1 تعریف
باشد. داشته وجود مسیر −uv یک v و u رأس هاي از جفت هر

هم بر آن انتهاي و ابتدا که است مسیري دور دیگر عبارت به یا می شود. نامیده دور بسته، مسیر یک .6 . 2 . 1 تعریف
باشند. منطبق

داده نمایش Kn نماد با و می نامند کامل گراف باشند، مجاور آن رأس دو هر که را n مرتبه از G گراف .7 . 2 . 1 تعریف
دارد. یال m = n(n−١)٢ و است منظم −n)ـ ١) ،n مرتبه از کامل گراف یک می شود.

افراز طوري به Y و X مجموعه ي زیر دو به بتوان را رأس ها مجموعه که است گرافی بخشی دو گراف .8 . 2 . 1 تعریف
می نامند. گراف کردن دوبخشی را (X,Y ) افراز چنین باشد. Y در انتها یک و X در انتها یک داراي یال هر که کرد

رأس هر به X رأس هر آن در که است (X,Y ) افراز با ساده بخشی دو یک کامل، بخشی دو گراف .9 . 2 . 1 تعریف
می دهند. نشان Km,n وسیله ي به را گرافی چنین ،|Y | = n و |X| = m اگر است. متصل Y

دهند. می نشان ،dG(v) با را آن و است. واقع آن ها بر v که است G یال هاي تعداد G در v رأس درجه .10 . 2 . 1 تعریف

درجه اي قطري ماتریس می باشد رأس هر درجه اصلی آن قطر روي درایه هاي که n × n ماتریس .11 . 2 . 1 تعریف
می دهند. نشان deg(G) با که می نامند.

deg(G) = diag(d(v١), d(v٢), . . . , d(vn))



3 پایه تعاریف

می نامند. r−منتظم گراف d(v) = r داریم v ∈ V هر ازاي به که را G گراف .12 . 2 . 1 تعریف

می نامند. درخت را دور بدون و همبند گراف هر .13 . 2 . 1 تعریف

تک گراف را است دور یک فقط شامل که را ،m = n بطوریکه یال m و رأس n با G همبند گراف .14 . 2 . 1 تعریف
می نامند. دور

مسیر کوتاهترین طول برابر ،v ،u بین فاصله باشند، G گراف یک در دلخواه رأس دو v ،u اگر .15 . 2 . 1 تعریف
آنگاه نباشد مسیري چنین داراي G اگر می دهند. نشان dG(u, v) یا d(u, v) با را آن که می باشد رأس دو آن موجود

است. d(u, v) = ∞

A = A(G) = aij با که است n×nمربعی ماتریس یک رأس، n گرافGبا مجاورت ماتریس [10] .16 . 2 . 1 تعریف
طوریکه:   به می شود داده نشان

aij =


١ vj viمجاور
٠ در غیر اینصورت

D = D(G) = با را آن که است n×n مربعی ماتریس یک رأس، n گرافGبا فاصله ماتریس [13] .17 . 2 . 1 تعریف
یعنی می باشد. G گراف در vj و vi رأس بین فاصله فاصله) ماتریس (درآیه هاي dij طوریکه به می دهند نشان [dij ]

dij =


d(vi, vj) i ̸= j

٠ i = j

می دهند. نشان D(T ) با را درخت فاصله ماتریس .1 . 2 . 1 ملاحظه

می نامند. گراف کمر6 را گراف یک در دور کوتاهترین طول .18 . 2 . 1 تعریف

یعنی: می نامند، قطر7 را G گراف از رأس دو هر بین فاصله بیشترین .19 . 2 . 1 تعریف

daim(G) = max
u,v∈V (G)

{d(u, v)}

طیف را ویژه مقادیر این از یک هر تکرار مرتبه با همراه G گراف ماتریس ویژه مقادیر مجموعه [2] .20 . 2 . 1 تعریف
به ،m(λ١),m(λ٢), . . . ,m(λn) با را یک هر تکرار مرتبه و λ١, λ٢, . . . , λn با را ویژه مقادیر اگر می نامند. گراف8

شکل به را G گراف طیف آنگاه دهند نشان ترتیب

Spec(G) =

 λ١ λ٢ . . . λn

m(λ١) m(λ٢) . . . m(λn)


6girth
7diam
8spectrum



وتعریف تاریخچه 4

رأس یک حداقل G یال هر اگر می نامیم G گراف از پوششی9 مجموعه یک V از C مجموعه زیر [3] .21 . 2 . 1 تعریف
شود. می نامیده 10 کمینه رأسی پوشش عضو تعداد کمترین با پوشش مجموعه هر باشد. داشته C در

رئوس مجموعه با n ≥ ٢ براي که می دهیم نشان S٠
n بصورت را 11 تاج گراف .22 . 2 . 1 تعریف

عبارت به می شود. تعریف {uivj : ١ ≤ i, j ≤ n, i ̸= j} یال هاي مجموعه و {u١, u٢, . . . , un, v١, v٢, . . . , vn}
است. شده حذف آن uivj : i = j یال هاي که می باشد، Kn,n بخشی دو کامل گراف نوع یک S٠

n دیگر

:1 . 1 شکل

حداقل با D \ V از رأس هر اگر می شود نامیده G از 12 غالب مجموعه V از D مجموعه زیر یک .23 . 2 . 1 تعریف
باشد. مجاور D از رأس یک

می نامند: 13 وینر اندیس را G گراف رأس هاي جفت تمام بین فاصله مجموع .24 . 2 . 1 تعریف

W (G) =
∑
i<j

d(vi, vj)

9covering set
10minimum covering set
11Crown graph
12dominating set
13Wiener index



٢ فصل

ها گراف انرژي

آن کران هاي از بعضی و گراف انرژي 1 . 2
می باشند. جهت بدون و ساده بررسی مورد گراف هاي فصل این در

بصورت A ماتریس با مرتبط دترمینان باشد، n مرتبه از G گراف مجاورت ماتریس A کنید فرض .1 . 1 . 2 تعریف
معادله را det(λI −A) = ٠ شامل جمله اي چند می باشد. λ متغیر با n درجه از چندجمله اي یک ،det(λI −A)

مقادیر را ریشه ها این است. ریشه n داراي معادله این جبر اساسی قضیه از استفاده با می شود. نامیده A مشخصه
می نامند. A ویژه

می باشند. حقیقی همگی آن ویژه مقادیر پس می باشد، حقیقی متقارن ماتریس یک مجاورت ماتریس که آنجایی از

باشند. تکراري می توانند ریشه ها این از بعضی .λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . ≥ λn می کنیم مرتب نزولی بصورت را λi ویژه مقادیر

رابطه بصورت را آن و می نامند. گراف1 انرژي را مجاورت ماتریس ویژه مقادیر مطلق قدر مجموع [4] .2 . 1 . 2 تعریف
می دهند: نشان زیر

E(G) =

n∑
i=١

|λi|. (1 . 2)

1Graph energy
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روابط ویژه مقادیر خواص به توجه با باشند ماتریس ویژه مقادیر λi و n مرتبه از G گراف محاورت ماتریس A اگر
است. برقرار زیر

n∑
i=١

λi = ٠.
n∑

i=١
λ٢
i = ٢m. (2 . 2)

است. شده آورده ادامه در گراف انرژي براي پایین و بالا کران هاي به مربوط خواص از بعضی

آنگاه: باشد، آن مکمل Ḡ و ،n مرتبه از گراف یک G کنید فرض [28] .1 . 1 . 2 نتیجه

E(G) + E(Ḡ) ≥ ٢(n− ١).
.G = K̄n یا G = Kn که می باشد زمانی برابري و

،|X|= m که بطوري  Y و X آن رأس هاي مجموعه که باشد دوبخشی گراف B کنید فرض [28] .2 . 1 . 2 نتیجه
آنگاه: باشد آن مکمل B̄ و |Y | = n

E(B) + E(B̄) ≥ ٢√mn. (3 . 2)

.B ∼= Kn,m که می باشد زمانی برابري

آنگاه: باشد، G گراف از e یال حذف از که باشد گرافی زیر G− e کنید فرض [28] .3 . 1 . 2 نتیجه

E(G) ≤ E(G− e) + ٢. (4 . 2)

: داریم آنگاه باشد آن مجاورت ماتریس A و باشد همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .1 . 1 . 2 √قضیه
٢m+ n(n− ١)|detA| ٢n ≤ E(G) ≤

√٢mn. (5 . 2)

داریم: 2 . 2 معادله بنابر [2] برهان.
n∑

i=١
λ٢
i = ٢m

لذا

E(G)٢ =

 n∑
i=١

|, λi|

٢
=

n∑
i=١

|λi|٢ + ٢∑
i<j

|λi||λj |,

= ٢m+ n(n− ١)AM{|λi||λj |},

هندسی میانگین .(i < j) است |λi||λj | مجزا جمله n٢−n
n حسابی میانگین نشان دهنده AM{|λi||λj |} درآن که

از: است عبارت جملات این
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GM {|λi||λj |} = (Πi<j |λi||λj |)
٢

n٢−n =
(
Πn

i=١ |λi|n−١) ٢
n٢−n ,

=
(
Πn

i=١ |λi|
) ٢

n = |detA|
٢
n .

نمی کند. تجاوز حسابی میانگین از همواره مثبت اعداد هندسی میانگین واقع در که است دنباله یک پایین کران
با: است برابر نیز |λi| اعداد واریانس

V ar {|λi|} = AM{|λi|٢} − [AM{|λi|}]٢ =
١
n

n∑
i=١

|λi|٢ −

١
n

n∑
i=١

|λi|

٢
,

=
٢m
n

− (
E(G)

n
)٢.

می شود. حاصل نتیجه لذا است صفر مساوي یا بزرگتر همواره غیرمنفی اعداد واریانس چون و

یا (G = K̄n مثال بعنوان m = ٠) پوچ گراف یک G اگر تنها و اگر است برابر فوق قضیه در بالا کران .1 . 1 . 2 ملاحظه
باشد. K٢

آنگاه: باشد یال m داراي G گراف کنید فرض [2] .4 . 1 . 2 نتیجه

٢√m ≤ E(G) ≤ ٢m. (6 . 2)

داریم: 2 . 2 معادله به توجه با ∑برهان.
i<j

λiλj = −m,

پس

E(G)٢ = ٢m+ ٢∑
i<j

|λi||λj | ≥ ٢m+ ٢
∣∣∣∣∣∣
∑
i<j

λiλj

∣∣∣∣∣∣ = ٢m+ ٢| −m| = ۴m,
که: می دهد نتیجه این و

E(G) ≥ ٢√m.
را m نه و E نه تنها، رئوس این ولی می دهد. نتیجه را صفر ویژه مقدار یک رأس، هر آنگاه باشد تنها رأس داراي G اگر
هر براي باشد. نیز یال m داراي و باشد نداشته تنها رأس که می گیریم نظر در را اي G گراف ما پس نمی دهند. تغییر

درنتیجه: .n < ٢m داریم ٢mn√گراف ≤
√٢m(٢m) = ٢m,

که می دهد نتیجه قبل قضیه در بالا کران با آن ترکیب که

E(G) ≤ ٢m.
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a.b = m که ka,b بخشی دو گراف یک G که می افتد اتفاق زمانی برابري E(G) = ٢√m

باشد: (n,m)-گراف یک G کنید فرض [18] .2 . 1 . 2 ملاحظه

باشد. m = ٠ اگر وتنها اگر E(G) = ٠ ،E(G) ≥ ٠ .1

.E(G) = E(G١) + E(G٢) آنگاه باشد G٢ و G١ مؤلفه، دو شامل G گراف اگر .2

آنگاه باشند تنها رأس آن مؤلفه هاي بقیه و بنامیم G١ را آن مؤلفه           ي یک مؤلفه،که چند شامل G گراف اگر .3
.E(G) = E(G١)

کرده اند. اثبات را زیر قضیه مولتن3 و کولن2 اخیراً

آنگاه: باشد همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .2 . 1 . 2 قضیه

E(G) ≤ ٢m
n

+

√
(n− ١)

[
٢m− ۴m٢

n٢
]
.

داریم: آنگاه باشند G از ویژه مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . λn کنید فرض [25] برهان.

λ١ ≥
٢m
n
,

داریم: معادله از
n∑

i=١
λ٢
i = ٢m,

بنابراین
n∑

i=٢
λ٢
i = ٢m− λ٢١ ,

را زیر نابرابري (|λ٢|, |λ٣|, . . . , |λn|), و (١, ١, . . . , ١) بردار (n − ١) دو و کوشی-شوارتز نامساوي از استفاده با
می کنیم: دریافت

n∑
i=٢

|λi| ≤
√

(n− ٢)(١m− λ٢١ ),

داریم:

E(G) ≤ λ١ +
√

(n− ٢)(١m− λ٢١
)
, (7 . 2)

می کنیم: تعریف را زیر تابع حال

f(x) = x+
√

(n− ١) (٢m− x٢),
2Koolen
3Moulton
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می باشد: زیرکاهشی فاصله در ٢m√تابع
n

≤ x ≤
√٢m,

داریم: ٢m ≥ n که این به توجه ٢m√با
n

≤ ٢m
n

≤ λ١,

می شود. اثبات حکم 7 . 2 نامساوي و بالا از f(λ١) ≤ f(٢mn ) بنابراین:

منتظم گراف 2 . 2
است. شده آورده [27] و [25] ، [17] از بخش این قضایاي

m = ١٢nr داراي G آنگاه باشد.) r آن رأس هاي از یک هر باشد.(درجه r درجه از و رأس n داراي G گراف کنید فرض
می باشد. یال

r > ٠ می کنیم فرض بنابراین E(G) = ٠ نتیجه در است صفر برابر G گراف ویژه مقادیر همه آنگاه r = ٠ اگر
داریم: E(G) ≤

√٢mn از مککلند4 نابرابري از راحتی به منتظم گراف انرژي بالاي کران یک باشد.

E(G) ≤ n
√
r.

می آید: بدست زیر رابطه کولن ومولتن برابري از بهتري بالاي کران که است بدیهی

E(G) ≤
(٢m
n

)
+

√
(n− ١)

(
٢m− ۴m٢

n٢
)
.

نتیجه: در

E(G) ≤ r +

√
(n− ٢)(١m− r٢).

باشد. n− ١ یا ٠, ١ درجه از منتظم r گراف یک G که می  افتد اتفاق زمانی برابري

آنگاه: باشد r درجه از و رأس n با منتظم گراف یک G کنید فرض .1 . 2 . 2 قضیه

E(G) ≥ n.

روي جمع بندي با است. برقرار i = ١,٢, . . . , n براي λ١|λi| ≥ λ٢
i آنگاه باشد ویژه مقدار بزرگترین λ١ اگر برهان.

جایگذاري با ،٢m = nr و λ١ = r داریم: r درجه از منتظم گراف براي می آید. بدست E(G) ≥ ٢m
λ١ iها، همه

می شود. حاصل نتیجه
4Mcclelland
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لاپلاسین انرژي 3 . 2
است. شده گرفته [18] از بخش این 5

می  شود: تعریف زیر بصورت را که می باشد n× n مربعی ماتریس یک لاپلاسین6 ماتریس .1 . 3 . 2 تعریف

L(G) = deg(G)−A(G).

می باشد. G گراف مجاورت ماتریس A(G) و G گراف درجه اي قطري ماتریس deg(G) اینجا در که

می آیند، بدست مشخصه معادله تعریف از که لاپلاسین باشد ماتریس ویژه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn که شود فرض اگر
می دهند. نمایش زیر بصورت را ویژه مقادیر این معمولاً آنگاه

µ١ ≥ µ٢ ≥ . . . ≥ µn (8 . 2)

داریم: ویژه مقادیر خواص و (2 . 2) معادله از است، برقرار (9 . 2) رابطه نیز لاپلاسین ویژه مقادیر براي
n∑

i=١
µi = ٢m.

n∑
i=١

µ٢
i = ٢m+

n∑
i=١

di. (9 . 2)

برابراست که می دهیم نشان LE(G) با را G لاپلاسین7 انرژي باشد گراف (n,m) یک G کنید فرض .2 . 3 . 2 تعریف
با:

LE(G) =
n∑

i=١

∣∣∣∣µi − ٢m
n

∣∣∣∣ . (10 . 2)

می نامند. رأسی درجه میانگین را ٢m
n که طوري به

داریم: را زیر کران هاي 4 . 1 . 2 نتیجه و 2 . 1 . 2 ،1 . 1 . 2 قضیه هاي از

LE(G) ≤
√٢Mn.

LE(G) ≤ ٢m
n

+

√
(n− ١)

[
٢M − (

٢m
n

)٢
]
. (11 . 2)

٢√M ≤ LE(G) ≤ ٢M.

که
M = m+

١
٢

n∑
i=١

(
di +

٢m
n

)٢
.

5lLaplacian energy
6Laplacian matrix
7Laplacian energy
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می باشد. لاپلاسین انرژي مساوي کوچکتر گراف انرژي که است شده بررسی [16] در .1 . 3 . 2 حدس

E(G) ≤ LE(G).

آنگاه باشد منتظم گراف یک G اگر .1 . 3 . 2 لم

LE(G) = E(G).

داریم: [28] و r = ٢m
n پس باشد r درجه از منتظم گراف (n,m) یک G کنید فرض برهان.

µi −
٢m
n

= −λn−i+١,i = ١,٢, . . . , n
می رسیم. گراف انرژي تعریف به (10 . 2) در جایگذاري با

با مستقیم شباهت 1 ویژگی تنها آن ها از است. شده داده نشان گراف ها انرژي ابتدایی ویژگی سه 2 . 1 . 2 ملاحظه در
m = ٠ اگر که می دانیم و LE(G) ≥ ٠ که است واضح (10 . 2) لاپلاسین انرژي تعریف از واقع در دارد، لاپلاسین انرژي
آنگاه باشد یال یک حداقل داراي G اگر ،M = LE(G) = ٠ آنگاه می باشد صفر لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر همه

داریم: را زیر لم 2 . 1 . 2 ملاحظه دوم قسمت به توجه با .LE(G) > ٠ نتیجه در µ١ > ٢m
n

آنگاه: باشند برابر رأسی درجه میانگین داراي G٢ و G١ و باشد G٢ و G١ مؤلفه دو شامل G گراف اگر .2 . 3 . 2 لم

LE(G) = LE(G١) + LE(G٢).

از آنگاه باشند گراف ها −(n٢,m٢) و −(n١,m١) ،−(n,m) به ترتیب G٢ و G١ ،G کنید فرض برهان.
داریم: ٢m١

n١ =
٢m٢
n٢

٢m
n

=
٢mi

ni
, i = ١,٢

درنتیجه:

LE(G) =

n١+n٢∑
i=١

∣∣∣∣µi − ٢m
n

∣∣∣∣ = n١∑
i=١

∣∣∣∣µi − ٢m١
n١

∣∣∣∣+ n١+n٢∑
i=n١+١

∣∣∣∣µi − ٢m٢
n٢

∣∣∣∣ ,
= LE(G١) + LE(G٢).

می آید: بدست زیر لم 2 . 1 . 2 ملاحظه به توجه با

باشد،آنگاه: بزرگ کافی اندازه به n٢ اگر .3 . 3 . 2 لم

LE(G) = ۴m p+ n٢
n١ + n٢

< ۴m. (12 . 2)

داریم: علاوه براین می باشد. G گراف ساختاري ویژگی هر از مستقل لاپلاسین انرژي مورد این در بنابراین

lim
n٢−→∞

LE(G) = ۴m.
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بزرگ کافی اندازه به n٢ و ،i = ١, . . . , n١ − p براي برهان.

µi >
٢m

n١ + n٢
,

درنتیجه: و

LE(G) =

n١−p∑
i=١

(
µi −

٢m
n١ + n٢

)
+ (p+ n٢)

٢m
n١ + n٢

,

زیر: رابطه به توجه با
n١−p∑
i=١

µi = ٢m,
شد. حاصل ما نظر مورد نتیجه فوق معادله در عبارت این دادن قرار با

شود. حل باید آینده در که است باز مشکل یک است” بزرگ کافی اندازه ”به فوق دیدگاه در که آنچه



٣ فصل

گراف فاصله انرژي کران هاي

کران هاي می شود. مشخص آن دترمینان و رئوس تعداد به توجه با همبند گراف (n,m) هر فاصله انرژي براي بالا کران
کمر با تک دور گراف هاي و درخت ها رئوس، از شده داده رئوس تعداد و دو قطر با همبند گراف فاصله انرژي براي بالاي

می شود. ارائه فرد کمر با تک دور گراف هاي از فاصله انرژي براي پایین کران یک می شود. بررسی فرد

بصورت D ماتریس با مرتبط باشد،دترمینان n مرتبه از G گراف فاصله ماتریس یک D کنید فرض [19] .1 . 0 . 3 تعریف
det(ρI−D) = ٠ مشخصه جمله اي چند معادله است n درجه از متغیري ρ که است چندجمله اي یک ،det(ρI−D)

را ریشه ها این است. ریشه n داراي معادله این جبر اساسی قضیه از استفاده با می شود. نامیده D مشخصه معادله
می نامند. D ویژه مقادیر

می باشند. حقیقی همگی آن ویژه مقادیر پس می باشد، حقیقی و متقارن ماتریس یک ، فاصله ماتریس که آنجایی از
می کنیم: مرتب نزولی بصورت را ρi ویژه مقادیر

ρ١ ≥ ρ٢ ≥ . . . ≥ ρn.

نشان (1 . 3) رابطه می نامند.بصورت فاصله1 انرژي را فاصله ماتریس ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع .2 . 0 . 3 تعریف
می دهند.

ED(G) =

n∑
i=١

|ρi|. (1 . 3)

1Distance energy
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است. برابر هم با Kn کامل گراف فاصله انرژي و Kn کامل گراف انرژي [29] .1 . 0 . 3 نتیجه

E(G) = ED(G) = ٢(n− ١)
برابرند هم با فاصله ماتریس و مجاورت ماتریس کامل گراف باشد.در کامل گراف یک G کنید فرض برهان.

زیر بصورت کامل گراف طیف می باشد. مشابه هم ها آن ویژه مقادیر و مشخصه جمله اي چند پس A(Kn) = D(Kn)

است:

Spec(kn) =

n− ١ −١
١ n− ١


E(G) = ED(G) =| − ١|(n− ١)+|n− ١| = ٢n− ٢.

[29] [9] می باشد. نیاز لم تعدادي به گراف ها فاصله انرژي براي کران آوردن بدست منظور به

گراف ها فاصله انرژي خواص از بعضی 1 . 3
آنگاه: باشد فاصله ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn و باشد رأس n با همبند گراف یک G کنید فرض .1 . 1 . 3 لم

n∑
i=١

ρi = ٠.
n∑

i=١
ρ٢i = ٢∑

i<j

(dij)
٢. (2 . 3)

آنگاه: باشد فاصله ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn و باشد همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض برهان.
n∑

i=١
ρi = trace[D(G)] =

n∑
i=١

dii = ٠.
با: است برابر [D(G)]٢ در (i, i) ،i = ١,٢, . . . , n براي

n∑
j=١

dijdji =
n∑

j=١
(dij)

٢,

بنابراین:
n∑

i=١
ρ٢i = trace[D(G)]٢ =

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢ = ٢ ∑

١≤i≤j≤n

(dij)
٢.

آنگاه: باشند، مثبت حقیقی اعداد همگی a١, a٢, . . . , an اگر .2 . 1 . 3 لم

n

١
n

n∑
i=١

ai −
(
Πn

i=١ai
) ١

n

 ≤ n
n∑

i=١
ai −

 n∑
i=١

√
ai

٢

≤ n(n− ١)
١
n

n∑
i=١

ai −
(
Πn

i=١ai
) ١

n ] (3 . 3)
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آنگاه: باشد، همبند گراف (n,m) یک G اگر .1 . 1 . 3 √قضیه
٢ ∑

١≤i≤j≤n

(dij)٢ ≤ ED(G) ≤
√

٢n ∑
١≤i≤j≤n

(dij)٢.

داریم: کوشی-شوارتز نامساوي از استفاده با برهان.
 n∑

i=١
aibi

٢
≤

 n∑
i=١

a٢i
 n∑

i=١
b٢i
 ,

داریم: ai = ١ ،bi = |ρi| می دهیم قرار حال
 n∑

i=١
|ρi|

٢
≤ n

n∑
i=١

ρ٢i ,

نتیجه: در
ED(G)

٢ ≤ ٢n ∑
١≤i≤j≤n

(dij)
٢,

حال: می شود. ED(G) براي بالا کران به منجر این

ED(G)
٢ =

 n∑
i=١

|ρi|

٢
≥

n∑
i=١

|ρi|٢ = ٢ ∑
١≤i≤j≤n

(dij)
٢.

می شود. ED(G) براي پایین کران به منجر مستقیماً که

آنگاه: باشد، همبند گراف (n,m) یک G اگر [29] .1 . 1 . 3 نتیجه

ED(G) ≥
√
n(n− ١).

داریم: 1 . 1 . 3 در پایین کران از G در رئوس جفت n(n−١)٢ دارد وجود i ̸= j و dij ≥ ١ که آنجایی از برهان.

ED(G) ≥
√

٢ ∑
١≤i≤j≤n

(dij)٢ ≥
√

٢n(n− ١)
٢ =

√
n(n− ١).

می باشد. ماتریس آن دترمینان مطلق قدر با برابر ماتریس هر ویژه مقادیر حاصلضرب می دانیم

آنگاه: باشد، D(G) فاصله ماتریس دترمینان قدرمطلق ∆ و همبند - گراف (n,m) یک G کنید فرض .2 . 1 . 3 √قضیه
٢ ∑

١≤i≤j≤n

(dij)٢ + n(n− ١)∆ ٢
n ≤ ED(G) ≤

√
٢n ∑

١≤i≤j≤n

(dij)٢. (4 . 3)
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داریم: 2 . 3 معادله و انرژي فاصله تعریف کنیم،از ثابت را پایین کران صحت که داریم نیاز 4 . 3 قضیه به توجه با برهان.

ED(G)
٢ =

 n∑
i=١

|ρi|

٢
= ٢

n∑
i=١

µ٢
i + ٢ ∑

١≤i≤j≤n

|ρi||ρj |,

= ٢ ∑
١≤i≤j≤n

(dij)
٢ + ٢ ∑

١≤i≤j≤n

|ρi||ρj |,

= ٢ ∑
١≤i≤j≤n

(dij)
٢ +

∑
i ̸=j

|ρi||ρj |,

(5 . 3)

نتیجه: در می باشد هندسی میانگین از بزرگتر مثبت اعداد حسابی میانگین که آنجایی از
١

n(n− ١)
∑
i̸=j

|ρi||ρj | ≥ (Πi ̸=j |ρi||ρj |)
١

n(n−١) ,

=
(
Πn

i=١|ρi|٢(n−١)) ,
= Πn

i=١|ρi|
٢
n = ∆

٢
n . (6 . 3)

می رسیم. پایین کران به 6 . 3 و 5 . 3 معادلات از

آنگاه: باشد، D(G) فاصله ماتریس دترمینان قدرمطلق ∆ و همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .3 . 1 . 3 √قضیه
٢ ∑

١≤i≤j≤n

(dij)٢ + n(n− ١)∆ ٢
n ≤ ED(G) ≤

√
٢(n− ١)∑

i≤j

(dij)٢ + n∆
٢
n . (7 . 3)

می دهیم: قرار 2 . 1 . 3 و 1 . 1 . 3 لم هاي بنابر و i = ١,٢, . . . , n براي ai = ρ٢i کنید فرض برهان.

K = n

١
n

n∑
i=١

ρ٢i −
(
Πn

i=١ρ٢i
) ١

n

 = n

٢
n

∑
i<j

(dij)
٢ −

(
Πn

i=١ |ρi|
) ٢

n

 ,
= ٢∑

i<j

(dij)
٢ − n∆

٢
n ,

داریم:

K ≤ n
n∑

i=١
ρ٢i −

 n∑
i=١

|ρi|

٢
≤ (n− ١)K,

نتیجه: در
K ≤ ٢n∑

i<j

(dij)
٢ − ED(G) ≤ (n− ١)K.

شد. ثابت حکم

می پردازیم. اخیر قضیه دو هاي کران مقایسه به قسمت در

4 . 3 در بالا کران از بهتر 7 . 3 در بالا کران است.همیشه 4 . 3 در پایین کران شامل 7 . 3 در پایین کران .1 . 1 . 3 ملاحظه
داریم: هندسی نامساوي از استفاده با است.

٢∑
i<j

(dij)
٢ ≥ n∆

٢
n ,
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که: می شود ملاحظه
ED(G) ≤

√
٢n∑

i<j

(dij)٢.

است. 4 . 3 در بالا کران این که

آنگاه: باشد، همبند - گراف (n,m) یک G کنید فرض [29] .4 . 1 . 3 قضیه

ED(G) ≤
٢
n

∑
i<j

(dij)
٢ +

√√√√√√(n− ١)
٢∑

i<j

(dij)٢ −

٢
n

∑
i<j

(dij)٢
٢ . (8 . 3)

معمولی گراف انرژي بالا کران مشابه که می باشد. [26] و [25] مولتن و کولن ایده هاي از پیروي به ما اثبات برهان.
است. E(G)

داریم: (|ρ٢|, |ρ٣|, . . . , |ρn|) و (١, ١, . . . , ١) بردار (n− ١) دو و کوشی-شوارتز نامساوي از استفاده با n∑
i=٢

|ρi|

٢
≤ (n− ١)

 n∑
i=٢

ρ٢i
 ,

(ED(G)− ρ٢(١ ≤ (n− ١)
٢∑

i<j

(dij)
٢ − ρ٢١

 ,

ED(G) ≤ ρ١ +

√√√√√(n− ١)
٢∑

i<j

(dij)٢ − ρ٢١

 ,

می کنیم: تعریف را زیر تابع

f(x) = x+

√√√√√(n− ١)
٢∑

i<j

(dij)٢ − x٢
,

:ρ١ ≥ ١ که می دانیم و ρ١ = x می دهیم قرار
n∑

i=١
ρ٢i = ٢∑

i<j

(dij)
٢,

داریم:

x٢ = ρ٢١ ≤ ٢∑
i<j

(dij)
٢,

x ≤
√

٢∑
i<j

(dij)٢,

f ′(x) = ٠ حال

x =

√√√√٢
n

∑
i<j

(dij)٢,
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است. کاهشی تابع یک f(x) ٢√√√√بنابراین:
n

∑
i<j

(dij)٢ ≤ x ≤ ٢
√∑

i<j

(dij)٢,

٢√√√√و
n

∑
i<j

(dij)٢ ≤ ٢
n

∑
i<j

(dij)
٢ ≤ ρ١,

بنابراین:
f(ρ١) ≤ f(

٢
n

∑
i<j

(dij)
٢).

شد. ثابت حکم درنتیجه

آنگاه: باشد daim(G) ≤ ٢ با همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض [20] .2 . 1 . 3 نتیجه
n∑

i=١
µ٢
i = ٢)٢n٢ + ٢n− ٣m).

دارد، وجود دو فاصله از عنصر n(n− ١)− ٢m و یک فاصله از عنصر ٢m ،G گراف از D فاصله ماتریس در برهان.
بنابراین:

n∑
i=١

µ٢
i =

n∑
i=١

(D٢)ii =
n∑

i=١

n∑
j=١

dijdji =

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij)
٢,

= (٢m)× ١٢ + (n٢ − n− ٢m)× ٢٢,
= ٢m+ ۴n٢ − ۴n− ٨m,
= ٢)٢n٢ + ٢n− ٣m).

داریم: را زیر نتایج 4 . 1 . 3 3 . 1 . 1و قضایایی و 2 . 1 . 3 نتیجه و 1 . 1 . 3 لم از استفاده با

آنگاه: باشد daim(G) ≤ ٢ با همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .3 . 1 . 3 نتیجه

ED(G) ≤
۴n٢ − ۴n− ۶m

n
+

√√√√(n− ١)
[
۴n(n− ١)− ۶m−

(۴n(n− ١)− ۶m
n

)٢]
.

آنگاه: باشد daim(G) ≤ ٢ با همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .4 . 1 . 3 √نتیجه
۴n(n− ١)− ۶m+ n(n− ١)∆ ٢

n ≤ ED(G) ≤
√

٢n(٢n٢ − ٢n− ٣m). (9 . 3)

آنگاه: باشد daim(G) ≤ ٢ با همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .5 . 1 . 3 نتیجه

ED(G) ≤
√

٢(n− ٢)(١n٢ − ٢n− ٣m) + n∆
٢
n . (10 . 3)

است. 9 . 3 در بالا کران از بهتر همیشه 10 . 3 در بالا کران
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فرد کمر با تک دور گراف هاي و درخت ها فاصله انرژي کران هاي 2 . 3
یال هاي مجموعه و V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با درخت یک T = (V,E) کنید فرض

شود. می داده نشان D = D(T ) با T درخت فاصله ماتریس ،m = n− ١ بطوریکه باشد، E = {e١, e٢, . . . , en}
داریم: [11] و [8] از رأس n با T درخت هر براي

detD(T ) = (−١)n−١(n− ٢(١n−٢ (11 . 3)

داریم: رأس n با T درخت هر براي [29] .1 . 2 . 3 √نتیجه
٢∑

i<j

(dij)٢ + n
[
(n− ١)n+٢۴n−٢] ≤ ED(T ) ≤

√
٢n∑

i<j

(dij)٢ (12 . 3)

12 . 3 کران هاي به ∆ بجاي 11 . 3 معادله گذاري جاي با detD(T ) تعریف و 2 . 1 . 3 قضیه اثبات به توجه با برهان.
می رسیم.

داریم: رأس n با T درخت هر براي .2 . 2 . 3 نتیجه

ED(T ) ≤
√

٢(n− ١)∑
i<j

(dij)٢ + n
[
(n− ٢(١۴n−٢] ١

n (13 . 3)

است. 12 . 3 در بالا کران از بهتر همیشه 13 . 3 در بالا کران
.ED(T ) = ٢µ١ ،T درخت هر براي بنابراین ،µ٢ < ٠ و µ١ > ٠ [34] داریم: رأس دو حداقل با T درخت هر براي

[6] باشد: r کمر با تک دور رأسی n گراف یک U کنید فرض

آنگاه: باشد فرد r اگر .1

detD(U) = (−٢)n−r−٢)٢rn− r٢ − ١) (14 . 3)

آنگاه: باشد زوج r اگر .2
detD(U) = ٠

می آید: بدست زیر نتیجه 3 . 1 . 3 قضیه و 14 . 3 از استفاده با

آنگاه: باشد r فرد کمر با تک دور رأسی n گراف یک U اگر [9] .3 . 2 . 3 √نتیجه
٢∑

i<j

(dij)٢ + n(n− ١) [۴n−r−٢)٢rn− r٢ − ٢(١] ١
n

≤ ED(G)

≤
√

٢(n− ١)∑
i<j

(dij)٢ + n)
[۴n−r−٢)٢rn− r٢ − ٢(١] ١

n

(15 . 3)





۴ فصل

گراف فاصله کمینه پوشش انرژي

مانند گراف ها از برخی فاصله کمینه پوشش انرژي و می شود تعریف گراف ها فاصله کمینه پوشش انرژي فصل این در
شده گرفته [21] مقاله از فصل این مطالب است. شده آورده بدست دوبخشی گراف و تاج گراف کامل، گراف ستاره، گراف

است.

یال ومجموعه V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با n مرتبه از ساده گراف یک G کنید فرض .1 . 0 . 4 تعریف
مربعی ماتریس یک G از فاصله1 کمینه پوشش ماتریس باشد G گراف کمینه رأسی پوشش مجموعه C و باشد، E

: می کنیم تعریف ACd(G) := (dij) بصورت که می باشد n× n

dij =


١ vi = vj , vi ∈ C

d(vi, vj) o.w

fn(G, ρ) = det(ρI −ACd(G)) می کنیم تعریف را ACd(G) مشخصه جمله اي چند
متقارن حقیقی ماتریس یک ACd(G) چون هستند. ACd(G) ویژه مقادیر G گراف از ویژه مقادیر حداقل این
بصورت فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر نزولی نمایش می باشند، حقیقی اعداد همگی آن ویژه مقادیر پس است

است: زیر

ρ١ ≥ ρ٢ ≥ ... ≥ ρn

1minimum covering distance matrix
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می کنیم: تعریف زیر بصورت را G گراف از 2 گراف فاصله کمینه پوشش انرژي .2 . 0 . 4 تعریف

ECd(G) =
n∑

i=١
|ρi|

با: است برابر اصلی قطر روي عناصر مجموع می شود  که ملاحظه

ACd(G) = |c|

بگیرید: درنظر را زیر گراف براي کمینه پوشش مجموعه سه .1 . 0 . 4 مثال

C١ = {v١, v٢, v۵} .1

C٢ = {v٢, v۴, v۵} .2

C٣ = {v١, v٣, v۵} .3

v١ v٢ v٣

v۴ v۵ v۶

:1 . 4 شکل

١.ACd١(G) =



١ ١ ٢ ١ ١ ٢
١ ١ ١ ٢ ١ ٢
٢ ١ ٠ ٢ ١ ٢
١ ٢ ٢ ٠ ١ ٢
١ ١ ١ ١ ١ ١
٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٠


2minimum covering distance energy
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می باشد: زیر بصورت آن مشخصه جمله اي چند

ρ۶ − ٣ρ۵ − ٣٣ρ۴ − ۵٠ρ٣ + ۵ρ٢ + ٢١ρ− ۵ = ٠
با: است برابر فاصله کمینه پوشش ویژه مقادیر

ρ١ ≈ −٢٫۴١۴٢, ρ٢ ≈ −٢٫٢٢٠٣, ρ٣ ≈ −١٫٠٠٠٠,
ρ۴ ≈ ٠٫٢٨٣٧, ρ۵ ≈ ٠٫۴١۴٢, ρ۶ ≈ ٧٫٩٣۶۶.

با: است برابر فاصله کمینه پوشش انرژي نتیجه در

ECd١(G) ≈ ١۴٫٢۶٩١.

٢.ACd٢(G) =



٠ ١ ٢ ١ ١ ٢
١ ١ ١ ٢ ١ ٢
٢ ١ ٠ ٢ ١ ٢
١ ٢ ٢ ١ ١ ٢
١ ١ ١ ١ ١ ١
٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٠


می باشد: زیر بصورت آن مشخصه جمله اي چند

ρ۶ − ٣ρ۵ − ٣٣ρ۴ − ۵٣ρ٣ − ۶ρ٢ + ١٣ρ− ١ = ٠
با: است برابر فاصله کمینه پوشش ویژه مقادیر

ρ١ ≈ −٢٫٣٣۴٨, ρ٢ ≈ −٢٫٢۵٨٧, ρ٣ ≈ −٠٫٨١٨٨
ρ۴ ≈ ٠٫٠٨٢۵, ρ۵ ≈ ٠٫٣۵٢٠ρ۶ ≈ ٧٫٩٧٧٨

ECd٢(G) ≈ ١٣٫٨٢۴۶.
. می باشد کمینه کمینه پوششی مجموعه به وابسته فاصله کمینه پوشش انرژي که می گیریم نتیجه مثال از

استاندارد گراف هاي از تعدادي فاصله کمینه پوشش انرژي 1 . 4
. ۴n− ٧ با است برابر n ≥ ٣ براي ستاره گراف فاصله کمینه پوشش انرژي .1 . 1 . 4 قضیه

مجموعه C = {v٠} و می گیریم. نظر در V = {v٠, v١, v٢, ..., vn−١} رئوس مجموعه با ستاره گراف برهان.
: آنگاه می باشد، کمینه کمینه کمینه پوششی
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Acd(k١,n−١) =



١ ١ ١ . . . ١
١ ٠ ٢ . . . ٢
١ ٢ ٠ . . . ٢
: : :

. . . :

١ ٢ ٢ . . . ٠


n×n

می آید: بدست زیر بصورت Acd(k١,n−١) ماتریس مشخصه جمله اي چند

f(K١,n−١) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ− ١ −١ −١ . . . −١
−١ ρ −٢ . . . −٢
−١ −٢ ρ . . . −٢
: : :

. . . :

−١ − ٢ −٢ . . . ρ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

(ρ+ ٢)n−٢[ρ٢ − (٢n− ٣)ρ+ (n− ٣)] = ٠

با: است متناظر فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر

Spec(K١,n−١) =
 −٢ (٢n−٣)+√۴n١−٢۶n+٢١٢ (٢n−٣)−√۴n١−٢۶n+٢١٢
n− ٢ ١ ١


: است برابر فاصله کمینه پوشش انرژي

ECd(K١,n−١) = |−٢|(n− ٢) + |(٢n− ٣) +√۴n٢ − ١۶n+ ٢١
٢ |

+ |(٢n− ٣)−√۴n٢ − ١۶n+ ٢١
٢ |

= ۴n− ٧.

: با است برابر تاج گراف فاصله کمینه پوشش انرژي .2 . 1 . 4 قضیه

√۵, n = ٢
√١٠١+ ١٧√٢, n = ٣
(۴n− ٣) + (n− ١٧√(١, n > ٣.
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کمینه پوششی مجموعه و V = {u١, u٢, . . . , un, v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با تاج گراف کنید فرض برهان.
: آنگاه ، باشد C = {u١, u٢, . . . , un} کمینه کمینه

ACd(S
٠
n) =



١ ٢ ٢ . . . ٢ ٣ ١ ١ . . . ١
٢ ١ ٢ . . . ٢ ١ ٣ ١ . . . ١
٢ ٢ ١ . . . ٢ ١ ١ ٣ . . . ١
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
٢ ٢ ٢ . . . ١ ١ ١ ١ . . . ٣
٣ ١ ١ . . . ١ ٠ ٢ ٢ . . . ٢
١ ٣ ١ . . . ١ ٢ ٠ ٢ . . . ٢
١ ١ ٣ . . . ١ ٢ ٢ ٠ . . . ٢
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
١ ١ ١ . . . ٣ ٢ ٢ ٢ . . . ٠


(٢n×٢n)

(ρ٢ − ρ− ٢(١ = ٠ : با است برابر n = ٢ براي مشخصه جمله اي چند .1
: با است برابر n = ٢ براي فاصله کمینه پوشش ویژه مقادیر

Spec(S٠٢) =
١+√۵٢ ١−√۵٢

١ ١


.ECd(S
٠
n) =

√۵ نتیجه در

: با برابراست n > ٣ براي مشخصه جمله اي چند .2
[ρ٢ − (۴n− ٣)ρ+ (٣n٢ − ١٠n− ٢)](ρ٢ + ٣ρ− ٢)n−١ = ٠

: با برابراست n > ٣ براي فاصله کمینه پوشش ویژه مقادیر

Spec(S٠
n) =

 (۴n−٣)+√۴n١+٢۶n+١٧٢ (۴n−٣)−√۴n١+٢۶n+١٧٢ −١٧٢√+٣ −١٧٢√−٣
١ ١ n− ١ n− ١


n > ٣ براي فاصله کمینه پوشش انرژي

ECd(S
٠
n) =

∣∣∣∣∣(۴n− ٣) +√۴n٢ + ١۶n+ ١٧
٢

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣(۴n− ٣)−√۴n٢ + ١۶n+ ١٧

٢
∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣−٣+
√١٧

٢
∣∣∣∣∣ (n− ١) +

∣∣∣∣∣−٣−
√١٧

٢
∣∣∣∣∣ (n− ١).

. می شود ثابت حکم n = ٣ گذاري جاي با

: با است برابر m ≤ n براي کامل بخشی دو گراف فاصله کمینه پوشش انرژي .3 . 1 . 4 قضیه

ECd(Km,n) = ٣m+ ۴n− ۶.
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V = {u١, u٢, . . . , um, v١, v٢, . . . , vn}رئوس مجموعه mبا ≤ nبراي کامل بخشی دو گراف کنید فرض برهان.
: آنگاه باشد، C = {u١, u٢, . . . , um} کمینه کمینه کمینه پوششی مجموعه و

ACd(Km,n) =



١ ٢ ٢ . . . ٢ ١ ١ ١ . . . ١
٢ ١ ٢ . . . ٢ ١ ١ ١ . . . ١
٢ ٢ ١ . . . ٢ ١ ١ ١ . . . ١
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
٢ ٢ ٢ . . . ١ ١ ١ ١ . . . ١
١ ١ ١ . . . ١ ٠ ٢ ٢ . . . ٢
١ ١ ١ . . . ١ ٢ ٠ ٢ . . . ٢
١ ١ ١ . . . ١ ٢ ٢ ٠ . . . ٢
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
١ ١ ١ . . . ١ ٢ ٢ ٢ . . . ٠


(m+n,m+n)

: است برابر مشخصه جمله اي چند

(ρ+ ١)m+١(ρ+ ٢)n−١[ρ٢ − (٢m+ ٢n− ٣)− (٣mn− ۴m− ٢n+ ٢)] = ٠
: با است برابر فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر

Spec(Km,n) =

 −١ −٢ (٢m+٢n−٣)+√
B٢ (٢m+٢n−٣)−√

B٢
m− ١ n− ١ ١ ١


که: بطوري

B = (۴mn)٢ − ۴mn+ ۴m+ ۴n٢ − ۴n+ ١
با: است برابر گراف فاصله کمینه پوشش انرژي

ECd(Km,n) = |−١|(m− ١) + |−٢|(n− ١)

+

∣∣∣∣∣∣
(٢m+ ٢n− ٣) +√(۴mn)٢ − ۴mn+ ۴m+ ۴n٢ − ۴n+ ١

٢
∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
(٢m+ ٢n− ٣)−√(۴mn)٢ − ۴mn+ ۴m+ ۴n٢ − ۴n+ ١

٢
∣∣∣∣∣∣

= (m− ١) + (٢n− ٢) + (٢m+ ٢n− ٣)
= ٣m+ ۴n− ۶.

: با برابراست n ≥ ٢ براي کامل گراف فاصله کمینه پوشش انرژي .4 . 1 . 4 قضیه

ECd(Kn) =
√

(n+ ٣)(n− ١).
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C =
{
v١, v٢, . . . , vn−١

} و V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با کامل گراف یک Kn کنید فرض برهان.
آنگاه: باشد کمینه پوشش مجموعه

ECd(Kn) =



١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ١ . . . ١ ١
... ... ... . . . ... ...
١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ١ . . . ١ ٠


(n×n)

است: زیر بصورت آن به مربوط جمله اي چند

fn(Kn, ρ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ− ١ −١ −١ . . . −١ −١
−١ ρ− ١ −١ . . . −١ −١
−١ −١ ρ− ١ . . . −١ −١

... ... ... . . . ... ...
−١ −١ −١ . . . ρ− ١ −١
−١ −١ −١ . . . −١ ρ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n×n)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ− ١ −١ −١ . . . −١ −١
−١ ρ− ١ −١ . . . −١ −١
−١ −١ ρ− ١ . . . −١ −١

... ... ... . . . ... ...
−١ −١ −١ . . . ρ− ١ −١
٠ ٠ ٠ . . . −ρ ρ+ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n×n)

می رسیم: مثلثی پایین ماتریس به بالا ماتریس برروي مقدماتی ستونی اعمال با

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ٢−nρ+ρ−n+١
ρ+١ −ρ . . . −ρ −ρ

٠ ρ . . . ٠ ٠
... ... . . . ... ...
٠ ٠ . . . ρ ٠
٠ ٠ . . . ٠ ρ+ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
داریم: پس می باشد آن اصلی قطر روي حاصلضرب با برابر مثلثی پایین ماتریس دترمینان چون

ρn−٢[ρ٢ − (n− ١)ρ− (n− ١)] = ٠
می باشد: زیر شکل به گراف طیف و

Spec(Kn) =

 ٠ (n−١)+√(n+٣)(n−١)
٢

(n−١)−√(n+٣)(n−١)
٢

n− ٢ ١ ١

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: کامل گراف فاصله کمینه پوشش انرژي نتیجه در

ECd(Kn) =
√

(n+ ٣)(n− ١).
شد. ثابت حکم

گراف ها فاصله کمینه پوشش انرژي براي کران هایی 2 . 4
می باشد. فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر خواص براي قضیه اي زیر قضیه

و E یال هاي مجموعه و v = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با ساده گراف یک G کنید فرض .1 . 2 . 4 قضیه
کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn اگر باشد، کمینه پوششی مجموعه یک C = {u١, u٢, . . . , un}

: آنگاه باشد فاصله

.1
n∑

i=١
ρi = |C|.

.2
n∑

i=١
ρ٢i = ٢m+ ٢M + |c|.

بطوري که
M =

∑
i<j,d(vi,vj )̸=١

d(vi, vj)
٢.

ACd(G) اصلی قطر روي درایه هاي مجموع با برابر ACd(G) ویژه مقادیر مجموع که می دانیم قبل از .1 برهان.
: نتیجه در می باشد

n∑
i=١

ρi =

n∑
i=١

dii = |C|.

می باشد [ACd(G)]
٢ اصلی قطر روي درایه هاي برابرمجموع ACd(G) ویژه مقادیر مربعات مجموع مشابه بطور .2

: نتیجه در
n∑

i=١
ρ٢i =

n∑
i=١

n∑
j=١

didj =

n∑
i=١

d٢ii +
∑
i̸=j

dijdji,

=

n∑
i=١

d٢ii + ٢∑
i<j

(dij)
٢ = |C|+ ٢∑

i<j

d(vi, vj)
٢,

=
n∑

i=١
ρ٢i = ٢m+ ٢M + |c|.

بطوري که
M =

∑
i<j,d(vi,vj )̸=١

d(vi, vj)
٢.
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مجموعه یک C = {u١, u٢, . . . , un} اگر و باشد دو قطر با همبند گراف −(n,m) Gیک کنید فرض .1 . 2 . 4 نتیجه
: آنگاه باشد، فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn و کمینه پوششی

n∑
i=١

ρ٢i = |C|+ ٢)٢n٢ − ٢n− ٣m).

توجه با دارد وجود دو فاصله از عنصر n(n− ١)− ٢m و یک فاصله از عنصر ٢m ACd(G) در که می دانیم برهان.
. می شود ثابت 1 . 2 . 4 قضیه به

P = |detACd(G)| و باشد کمینه پوششی مجموعه C اگر باشد گراف −(n,m) یک G کنید فرض .2 . 2 . 4 قضیه
: آنگاه

√
(٢m+ ٢M + |C|) + n(n− ١)P ٢

n ≤ ECd(G) ≤
√
n(٢m+ ٢M + |C|).

: داریم شوارتز ـ کوشی نامساوي از استفاده با برهان.
 n∑

i=١
aibi

٢
≤

 n∑
i=١

a٢i
 n∑

i=١
b٢i
 ,

: آنگاه bi = |ρi| و ai = ١ می دهیم قرار
 n∑

i=١
|ρi|

٢
≤

 n∑
i=١

١
 n∑

i=١
ρ٢i
 ,

[ECd(G)]
٢ ≤

√
n(٢m+ ٢M + |C|) =⇒ ECd(G) ≤

√
n((٢m+ ٢M + |C|),

: داریم پس است هندسی نامساوي از بزرگتر حسابی نامساوي می دانیم

١
n(n− ١) |ρi||ρj | ≥

∏
i ̸=j

|ρi||ρj |

 ١
n(n−١)

,

=

 n∏
i=١

|ρi|٢(n−١)
 ١

n(n−١)
,

=

 n∏
i=١

|ρi|

 ٢
n

=

∣∣∣∣∣∣
n∏

i=١
ρi

∣∣∣∣∣∣
٢
n

,

= |detACd(G)|
٢
n = P

٢
n ,

∴
∑
i̸=j

|ρi||ρj | ≥ n(n− ١)P ٢
n , (1 . 4)
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: می گیریم نظر در حال

[ECd(G)]
٢ =

 n∑
i=١

|ρi|

٢
,

=
n∑

i=١
|ρi|٢ +

∑
i<j

|ρi||ρj |,

∴ [ECd(G)]
٢ ≥ (٢m+ ٢M + |C|) + n(n− ١)P ٢

n ,

ECd(G) ≥
√

(٢m+ ٢M + |C|) + n(n− ١)P ٢
n .

: آنگاه باشد، فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقدار بزرگترین ρ١(G) اگر .3 . 2 . 4 قضیه

ρ١(G) ≥
٢W (G) + |C|

n
.

: داریم [5] بر بنا ، باشد صفر غیر بردار X کنید فرض برهان.

ρ١(ACd) = max
∥X∥=١

{
X ′ACdX

}
= ρ١(ACd) = max

X ̸=٠
{
X ′ACdX

X ′X

}
,

∴ ρ١(ACd) ≥
J ′ACdJ

J ′J
=

٢∑i<j d(vi, vj) + |C|
n

=
٢W (G) + |C|

n
.

است. واحد ماتریس J که

فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقدار بزرگترین ρ١(G) و دو قطر با گراف −(n,m) یک G کنید فرض .1 . 2 . 4 لم
: آنگاه باشد،

ρ١(G) ≥
٢n٢ − ٢m− ٢n+ |C|

n
.

باشد: vi رأس درجه دهنده نشان di و دو قطر با همبند گراف یک G کنید فرض برهان.

ρ١(ACd) ≥
J ′ACdJ

J ′J
=

∑n
i=١[di × ١+ (n− di − ٢(١] + |C|

n
,

=

∑n
i=٢]١n− di − ٢] + |C|

n
=

٢n٢ − ٢m− ٢n+ |C|
n

.

: آنگاه باشد، |C|+٢n٢−٢n−٢m
n ≥ ١ و دو قطر با همبند گراف −(n,m) یک G کنید فرض .4 . 2 . 4 قضیه

ECd(G) ≤
|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

+

√
(n− ١)[|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m− (

|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

)٢].
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: داریم شوارتز ـ کوشی نامساوي از استفاده با برهان.
 n∑

i=٢
aibi

٢
≤

 n∑
i=٢

a٢i
 n∑

i=٢
b٢i
 ,

: آنگاه bi = |ρi| و ai = ١ می دهیم قرار
 n∑

i=٢
|ρi|

٢
≤

 n∑
i=٢

١
 n∑

i=٢
ρ٢i
 ,

=⇒ [ECd(G)− ρ٢[١ ≤ (n− ١)(|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m− ρ٢١ ),
ECd(G) ≤ ρ١ +

√
(n− ١)(|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m− ρ٢١ ),

کنید: فرض

f(x) = x+

√
(n− ١)(|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m− x٢),

f ′(x) ≤ ٠ داریم: کاهشی تابع براي

=⇒ ١− x(n− ١)√
(n− ١)(|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m− x٢)

≤ ٠

=⇒ x ≥

√
|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m

n
,

می باشد: کاهشی زیر بازه در f(x) تابع
√ |C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m

n
,

√
|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m

 ,
داریم: وضوح به

√
|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m

n
∈

√ |C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m
n

,

√
|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m

 ,
: داریم فرض از

|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

≥ ١,
: √بنابراین

|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

≤ |C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

≤ ρ١,
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∴ f(ρ١) ≤ f

(
|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

)
,

ECd(G) ≤ f(ρ١) ≤ f

(
|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

)
,

ECd(G) ≤ f

(
|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

)
,

ECd(G) ≤
|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m

n
,

+

√
(n− ١)[|C|+ ۴n٢ − ۴n− ۶m− (

|C|+ ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

)٢].



۵ فصل

گراف ها فاصله کمینه غالب انرژي

گراف ها از برخی فاصله کمینه غالب انرژي است . شده پرداخته گراف ها فاصله کمینه غالب انرژي معرفی به فصل این در
مقاله به مربوط فصل این قضایایی و تعاریف می شود. بررسی دوبخشی گراف و تاج گراف کامل، گراف ستاره، گراف مانند

می باشد. [24] و [23]

غالب مجموعه D و باشد، E یال هاي مجموعه و V رئوس مجموعه با ساده گراف یک G کنید فرض .1 . 0 . 5 تعریف
زیر بصورت که می باشد n × n مربعی ماتریس یک G گراف از فاصله1 کمینه غالب ماتریس باشد G گراف کمینه

که: ADd(G) = (dij) می شود: تعریف

dij =


١ i = j, vi ∈ D

d(vi, vj) o.w

پوشش حداقل فاصله ماتریس ویژه مقادیر و مشخصه جمله اي چند مانند آن ویژه مقادیر و مشخصه اي جمله چند
داریم: می باشند

می کنیم: تعریف زیر بصورت را 2 فاصله کمینه غالب انرژي .2 . 0 . 5 تعریف

EDd(G) =

n∑
i=١

|ρi|.

1 minimum dominating distance matrix
2minimum dominating distance energy
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کمینه غالب مجموعه اعضاي تعداد برابر فاصله کمینه غالب ماتریس اصلی قطر روي مجموعه داریم، 1 . 0 . 5 تعریف از
می گیریم. نظر در k عدد برابر را تعداد این که می باشد

است: شده گرفته نظر در زیر شکل به زیر G گراف براي ممکن کمینه غالب مجموعه .1 . 0 . 5 مثال

D١ = {v١, v۵} .1

D٢ = {v٢, v۵} .2

D٣ = {v٢, v۶} .3

v١ v٢

v٣ v۴

v۵ v۶

:1 . 5 شکل

ADd١(G) =



١ ١ ٢ ٢ ٢ ٣
١ ٠ ١ ١ ١ ٢
٢ ١ ٠ ٢ ١ ٢
٢ ١ ٢ ٠ ١ ٢
٢ ١ ١ ١ ١ ١
٣ ٢ ٢ ٢ ١ ٠


با: برابراست فوق ماتریس مشخصه جمله اي چند

ρ۶ − ٢ρ۵ − ۴٣ρ۴ − ١١۴ρ٣ − ٩۴ρ٢ − ٨ρ+ ٨ = ٠
است: زیر بصورت ADd١(G) ماتریس ویژه مقادیر

ρ١ ≈ −٣٫٠٢۵٧, ρ٢ ≈ −٢, ρ٣ ≈ −١٫٣٣٨۶
ρ۴ ≈ −٠٫۵٠۶٧, ρ۵ ≈ ٠٫٢٢۵۵, ρ۶ ≈ ٨٫۶۴۵۶
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نتیجه: در

EDd١(G) = ١۵٫٧۴٢٠.

ADd٢(G) =



٠ ١ ٢ ٢ ٢ ٣
١ ١ ١ ١ ١ ٢
٢ ١ ٠ ٢ ١ ٢
٢ ١ ٢ ٠ ١ ٢
٢ ١ ١ ١ ١ ١
٣ ٢ ٢ ٢ ١ ٠


است: برابر فوق ماتریس مشخصه جمله اي چند

ρ۶ − ٢ρ۵ − ۴٣ρ۴ − ١٠٠ρ٣ − ۴١ρ٢ + ٣۶ρ− ۴ = ٠

است: زیر بصورت ADd٢(G) ماتریس ویژه مقادیر

ρ١ ≈ −٣٫٣٠٢٨, ρ٢ ≈ −٢, ρ٣ ≈ −١٫۶۴۴۵
ρ۴ ≈ ٠٫١۴٣١, ρ۵ ≈ ٠٫٣٠٢٨, ρ۶٨٫۵٠١۵

نتیجه: در

EDd٢(G) ≈ ١۵٫٨٩۴۶.

دارد. کمینه غالب مجموعه به بستگی فاصله کمینه غالب انرژي بنابراین

استاندارد گراف هاي از برخی فاصله کمینه غالب انرژي 1 . 5
. ۴n− ٧ با است برابر n ≥ ٣ براي ستاره گراف فاصله کمینه غالب انرژي .1 . 1 . 5 قضیه

است. برقرار حکم لذا برابرند هم با فاصله کمینه غالب ماتریس و فاصله کمینه پوشش ماتریس ستاره گراف در برهان.

: با است برابر S٠
n تاج گراف فاصله کمینه غالب انرژي .2 . 1 . 5 قضیه

EDd(S
٠
n) = ٧(n− ١)√n٢ − ٢n+ ۵.

D = آن کمینه غالب مجموعه {u١, u٢, . . . , un, v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با تاج گراف براي برهان.
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داریم: پس می باشد {u١, v١}

ADd(G) =



١ ٢ ٢ . . . ٢ ٣ ١ ١ . . . ١
٢ ٠ ٢ . . . ٢ ١ ٣ ١ . . . ١
٢ ٢ ٠ . . . ٢ ١ ١ ٣ . . . ١
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
٢ ٢ ٢ . . . ٠ ١ ١ ١ . . . ٣
٣ ١ ١ . . . ١ ١ ٢ ٢ . . . ٢
١ ٣ ١ . . . ١ ٢ ٠ ٢ . . . ٢
١ ١ ٣ . . . ١ ٢ ٢ ٠ . . . ٢
... ... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
١ ١ ١ . . . ٣ ٢ ٢ ٢ · · · ٠


(٢n×٢n)

است: برابر آن مشخصه معادله

ρn−٢(ρ+ ۴٠)n−٢[ρ٢ + (٧− n)ρ+ (١١− ٣n)][ρ٢ − (٣n+ ١)ρ(٣n− ٣)] = ٠

است: زیر بصورت بالا معادله از کمینه غالب ویژه مقادیر

Spec(S٠
n) =

 ٠ −۴ (n−٧)+√
A٢ (n−٧)−√

A٢ (٣n+١)+√
B٢ (٣n+١)−√

B٢
n− ٢ n− ٢ ١ ١ ١ ١


که

A = n٢ − ٢n+ ۵, B = ٩n٢ − ۶n+ ١٣
بنابراین:

EDd(S
٠
n) = ٧(n− ١) +√n٢ − ٢n+ ۵.

با: است برابر Kn کامل گراف از فاصله کمینه غالب انرژي ،n ⩾ ٢ صحیح عدد هر براي .3 . 1 . 5 قضیه

EDd(Kn) = (n− ٢) +√n٢ − ٢n+ ۵.

غالب انرژي بنابراین است برابر هم با کمینه غلبه ماتریس و فاصله کمینه غالب ماتریس کامل گراف هاي براي برهان.
داریم: [24] از می باشد کمینه غالب انرژي برابر فاصله کمینه

کمینه غالب ماتریس D = {v١} غالب مجموعه و V = {v١, v٢, v٣, . . . , vn} رئوس مجموعه با کامل گراف براي
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است: زیر بصورت Kn گراف فاصله

AD(Kn) = ADd(Kn) =



١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ٠ ١ . . . ١ ١
١ ١ ٠ . . . ١ ١
: : :

. . . : :

١ ١ ١ . . . ٠ ١
١ ١ ١ . . . ١ ٠


n×n

با: است برابر آن مشخصه معادله

(ρ+ ١)(n−٢)(ρ٢ − (n− ١)ρ− ١) = ٠
است: برابر آن ویژه مقادیر

Spec(Kn) =

 −١ (n−١)+√n٢−٢n+۵٢ (n−١)−√n٢−٢n+۵٢
n− ٢ −١ −١


می شود. ثابت حکم

فاصله کمینه غالب انرژي براي کران هایی 2 . 5
می شود. بیان فاصله کمینه غالب ماتریس ویژه مقادیر خصوصیات زیر قضیه

و E یال هاي مجموعه ،V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با ساده گراف یک G کنید فرض .1 . 2 . 5 قضیه
فاصله کمینه غالب ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn اگر باشد. کمینه غالب مجموعه D = {u١, u٢, . . . , un}

آنگاه: باشند ADd(G)

.1
n∑

i=١
ρi =|D|.

.2
n∑

i=١
ρ٢i = ٢m+ ٢M + |D|.

که
M =

∑
i<j,d(vi,vj )̸=١

d(vi, vj)
mو٢ =|E|
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پس ADd(G) اصلی قطر روي درایه هاي مجموع با برابراست ADd(G) ویژه مقادیر مجموع که 1.می دانیم برهان.
داریم:

n∑
i=١

ρi =

n∑
i=١

dii =|D| = k.

می باشد [ADd(G)]
٢ اصلی قطر روي درایه هاي مجموع با برابر ADd(G) ویژه مقادیر مربعات مجموع مشابه، 2.بطور

بنابراین:
n∑

i=١
ρ٢i =

n∑
i=١

n∑
j=١

dijdij =

n∑
i=١

d٢ii +
∑
i̸=j

dijdji,

=
n∑

i=١
d٢ii + ٢∑

i<j

(dij)
٢ = |D|+ ٢∑

i<j

d(vi, vj)
٢,

= |D|+ ٢m+ ٢M.

کمینه غالب مجموعه D = {u١, u٢, . . . , un} و 2 قطر با همبند گراف (n,m) یک G کنید فرض .1 . 2 . 5 نتیجه
آنگاه: باشند ADd(G) فاصله کمینه غالب ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn اگر باشد.

n∑
i=١

ρ٢i = k + ٢)٢n٢ − ٢n− ٣m).

دو فاصله از عنصر n(n − ١) − ٢m و یک فاصله از عنصر ٢m ADd(G) در که می دانیم 2 . 1 . 3 نتیجه از برهان.
است. فوق قضیه از حاصل نتیجه اینرو از دارد وجود

می شود. داده نشان زیر قضیه در EDd(G) براي کران هاي گراف، یک انرژي براي کران هایی مک کلند [27] مشابه

و باشد کمینه غالب مجموعه D اگر باشد گراف −(n,m) یک G کنید فرض .2 . 2 . 5 قضیه
: آنگاه P = |detADd(G)|√

(٢m+ ٢M + k) + n(n− ١)P ٢
n ≤ EDd(G) ≤

√
n(٢m+ ٢M + k).

: داریم شوارتز ـ کوشی نامساوي از استفاده با برهان. n∑
i=١

aibi

٢
≤

 n∑
i=١

a٢i
 n∑

i=١
b٢i
 ,

: آنگاه bi = |ρi| و ai = ١ : می دهیم قرار n∑
i=١

|ρi|

٢
≤

 n∑
i=١

١
 n∑

i=١
ρ٢i
 ,

[EDd(G)]
٢ ≤

√
n(٢m+ ٢M + k)1 . 2 . 5,

=⇒ ECd(G) ≤
√
n((٢m+ ٢M + k),
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: داریم پس است هندسی نامساوي از بزرگتر حسابی نامساوي می دانیم

١
n(n− ١) |ρi||ρj | ≥

∏
i ̸=j

|ρi||ρj |

 ١
n(n−١)

,

=

 n∏
i=١

|ρi|٢(n−١)
 ١

n(n−١)
,

=

 n∏
i=١

|ρi|

 ٢
n

=

∣∣∣∣∣∣
n∏

i=١
ρi

∣∣∣∣∣∣
٢
n

,

= |detADd(G)|
٢
n = P

٢
n ,

∴
∑
i̸=j

|ρi||ρj | ≥ n(n− ١)P ٢
n , (1 . 5)

: می گیریم نظر در حال

[EDd(G)]
٢ =

 n∑
i=١

|ρi|

٢
,

=

n∑
i=١

|ρi|٢ +
∑
i<j

|ρi||ρj |,

∴ [EDd(G)]
٢ ≥ (٢m+ ٢M + k) + n(n− ١)P ٢

n ,از(5 . 1)

EDd(G) ≥
√
(٢m+ ٢M + k) + n(n− ١)P ٢

n .

: آنگاه باشد، فاصله کمینه غالب ماتریس ویژه مقدار بزرگترین ρ١(G) اگر .3 . 2 . 5 قضیه

ρ١(G) ≥
٢W (G) + k

n
.

است. غالب تعداد k و G گراف وینر اندیس W (G) که

: داریم [5] بر بنا ، باشد صفر غیر بردار X کنید فرض برهان.

ρ١(ADd) = max
X ̸=٠

{
X ′ADdX

X ′X

}
,

∴ ρ١(ADd) ≥
J ′ADdJ

J ′J
=

٢∑i<j d(vi, vj) + k

n
=

٢W (G) + k

n
.

است. واحد ماتریس J که

فاصله کمینه غالب ماتریس ویژه مقدار بزرگترین ρ١(G) و دو قطر با گراف −(n,m) یک G کنید فرض .1 . 2 . 5 لم
: آنگاه ، باشد

ρ١(G) ≥
٢n٢ − ٢m− ٢n+ k

n
.
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از ام i سطر که است واضح باشد، vi رأس درجه دهنده نشان di و دو قطر با همبند گراف یک G کنید فرض برهان.
داریم: J = [١, ١, ١, . . . , ١] براي ریلی، اصل از استفاده با n− di − ١ می باشد. دو و di یک شامل Add ماتریس

ρ١(ADd) ≥
J ′ADdJ

J ′J
=

∑n
i=١[di × ١+ (n− di − ٢(١] + k

n
,

=

∑n
i=٢]١n− di − ٢] + k

n
=

٢n٢ − ٢m− ٢n+ k

n
.

است. شده داده زیر قضیه در EDd(G) براي بالا کران [25] در گراف یک انرژي بالاي کران مشابه

: آنگاه باشد، k+٢n٢−٢n−٢m
n ≥ ١ و دو قطر با همبند گراف −(n,m) یک G کنید فرض .4 . 2 . 5 قضیه

EDd(G) ≤
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

+

√
(n− ١)[k + ۴n٢ − ۴n− ۶m− (

k + ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

)٢].

: داریم شوارتز ـ کوشی نامساوي از استفاده با برهان. n∑
i=٢

aibi

٢
≤

 n∑
i=٢

a٢i
 n∑

i=٢
b٢i
 ,

: آنگاه bi = |ρi| و ai = ١ می دهیم قرار n∑
i=٢

|ρi|

٢
≤

 n∑
i=٢

١
 n∑

i=٢
ρ٢i
 ,

=⇒ [EDd(G)− ρ٢[١ ≤ (n− ١)(k + ۴n٢ − ۴n− ۶m− ρ٢١ ),
EDd(G) ≤ ρ١ +

√
(n− ١)(k + ۴n٢ − ۴n− ۶m− ρ٢١ ),

کنید: فرض
f(x) = x+

√
(n− ١)(k + ۴n٢ − ۴n− ۶m− x٢),

داریم: f ′(x) ≤ ٠ داریم کاهشی تابع براي

=⇒ ١− x(n− ١)√
(n− ١)(k + ۴n٢ − ۴n− ۶m− x٢)

≤ ٠,

=⇒ x ≥

√
k + ۴n٢ − ۴n− ۶m

n
,

می باشد کاهشی زیر بازه در f(x) √kتابع + ۴n٢ − ۴n− ۶m
n

,
√
k + ۴n٢ − ۴n− ۶m

 ,
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داریم: وضوح به
√
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n
∈

√k + ۴n٢ − ۴n− ۶m
n

,
√
k + ۴n٢ − ۴n− ۶m

 ,
: داریم فرض از

k + ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

≥ ١,

: √بنابراین
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n
≤ k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n
≤ ρ١1 . 2 . 5,

∴ f(ρ١) ≤ f

(
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

)
,

EDd(G) ≤ f(ρ١) ≤ f

(
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

)
,

EDd(G) ≤ f

(
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n

)
,

EDd(G) ≤
k + ٢n٢ − ٢n− ٢m

n
,

+

√
(n− ١)[k + ۴n٢ − ۴n− ۶m− (

k + ٢n٢ − ٢n− ٢m
n

)٢].

نتیجه است. حقیقی صحیح عدد یک پس باشد گویا عدد گراف انرژي اگر که کردند ثابت [7] در اس پتی4 و باپت3
است. آمده زیر قضیه در غالب انرژي حداقل براي مشابه

گویا عدد یک EDd(G) فاصله کمینه غالب انرژي اگر باشد. D غالب مجموعه با گراف یک G کنید فرض .2 . 2 . 5 لم
آنگاه: باشد

EDd(G) ≡|D|(mod٢)

مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρr که گرافGباشند فاصله کمینه غالب ماتریس ویژه مقادیر ρ١, ρ٢, . . . , ρn کنید فرض برهان.

3Bapat
4S. Pati
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آنگاه: می باشند، منفی بقیه و مثبت ویژه
n∑

i=١
|ρi| = (ρ١ + ρ٢ + . . .+ ρr)−

(
ρr+١ + . . .+ ρn

)
,

= ٢ (ρ١ + ρ٢ + . . .+ ρr)− (ρ١ + ρ٢ + . . .+ ρn) ,

EDd(G) = ٢ (ρ١ + ρ٢ + . . .+ ρr)−
n∑

i=١
ρi,

EDd(G) = ٢ (ρ١ + ρ٢ + . . .+ ρr)−|D|,

EDd(G) ≡|D|
(
mod٢) .



۶ فصل

لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي

انرژي و می پردازیم. براي آن کران هاي و لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي تعریف به ابتکاري بصورت فصل این در
ساده گراف یک G = (V,E) شود فرض می کنیم. محاسبه را ستاره و کامل گراف دو فاصله لاپلاسین کمینه پوشش
A(G) و باشد. E(G) = {e١, e٢, . . . , en} یال هاي مجموعه و V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با
n×n مربعی ماتریس یک ،G لاپلاسین ماتریس Gباشد. گراف درجه اي ماتریس deg(G) Gو گراف مجاورت ماتریس

[18] می شود: تعریف زیر بصورت که است

L(G) = deg(G)−A(G). (1 . 6)

می کنیم: مرتب نزولی بصورت باشد L(G) ماتریس ویژه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn شود فرض

µ١ ≥ µ٢ ≥ . . . ≥ µn

[18] می شود: تعریف زیر بصورت G گراف لاپلاسین انرژي

LE(G) =

n∑
i=١

∣∣∣∣µi − ٢m
n

∣∣∣∣ . (2 . 6)

لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي 1 . 6
کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر خواص و لاپلاسین کمینه پوشش انرژي تعریف بر مرور اصلی قضایاي و تعریف از قبل
لاپلاسین کمینه پوشش ماتریس است. شده گرد آوري [22] [18]و مراجع از زیر قضایاي و تعاریف که داریم لاپلاسین
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صورت به
LC(G) = deg(G)−AC(G).

است: شده مرتب نزولی بصورت باشند LC(G) از ویژه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn اگر می شود. تعریف

µ١ ≥ µ٢ ≥ . . . ≥ µn.

کرد: تعریف زیر بصورت را لاپلاسین کمینه پوشش انرژي می توان

LEC(G) =

n∑
i=١

|µi −
٢m
n

|.

ویژهماتریس مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn اگر باشد، کمینه پوشش Cمجموعه و ساده گراف Gیک کنید فرض .1 . 1 . 6 قضیه
آنگاه: باشد، لاپلاسین کمینه پوشش

.1
n∑

i=١
µi = ٢|E| − |C|.

.2
n∑

i=١
µ٢
i = ٢|E|+

n∑
i=١

(di − ci)
٢.

که

ci =


١ vi ∈ C

٠ vi /∈ C

ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع اگر باشد، کمینه پوشش مجموعه C و ساده گراف یک G کنید فرض .2 . 1 . 6 قضیه
آنگاه: باشد، گویا عدد لاپلاسین کمینه پوشش ماتریس

n∑
i=١

|µi| ≡ |C| (mod٢).
ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع اگر باشد، کمینه پوشش مجموعه C و ساده گراف یک G کنید فرض .3 . 1 . 6 قضیه

آنگاه: باشد، گویا عدد لاپلاسین کمینه پوشش ماتریس

LEC(G) ∈ (|C|+ ٢t− ٢m, |C|+ ٢t+ ٢m),

که
n∑

i=١
|µi| ≡ |C| (mod٢).

می باشد. صحیح عدد یک

تعریف به لاپلاسین کمینه پوشش انرژي و لاپلاسین کمینه پوشش ماتریس تعریف از پیروي به ما بخش این در
می پردازیم. آن براي کران هاي و لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي
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می شود: تعریف زیر صورت به 1 لاپلاسین فاصله ماتریس .1 . 1 . 6 تعریف

LD(G) = deg(G)−D(G).

به لاپلاسین فاصله ماتریس ویژه مقادیر می باشد. فاصله ماتریس D(G) و درجه اي قطري ماتریس deg(G) که
زیرمی باشد: صورت

γ١ ≥ γ٢ ≥ . . . ≥ γn.

می شود: تعریف زیر صورت به را 2 لاپلاسین فاصله انرژي .2 . 1 . 6 تعریف

LED(G) =

n∑
i=١

|γi −
٢m
n

|.

باشد فاصله کمینه پوشش ماتریس ACd(G) و G گراف درجه اي ماتریس deg(G) که می شود فرض .3 . 1 . 6 تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را لاپلاسین3 فاصله کمینه پوشش ماتریس

LCd(G) = deg(G)−ACd(G).

می کنیم: مرتب نزولی صورت به که باشند LCd(G) از ویژه مقادیر γ١, γ٢, ..., γn کنید فرض

γ١ ≥ γ٢ ≥ ... ≥ γn.

لاپلاسین فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر قدرمطلق مجموعه را لاپلاسین4 فاصله کمینه پوشش انرژي
می کنیم: تعریف

LECd(G) =

n∑
i=١

|γi −
٢m
n

|.

لاپلاسین کمینه پوشش انرژي و فاصله کینه پوشش انرژي دارد وجود کمینه پوشش مجموعه چند گراف هر براي چون
پوششی مجموعه به وابسته هم لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي بنابراین دارد کمینه پوشش مجموعه به بستگی

می باشد.

داریم: زیر گراف براي کمینه پوشش مجموعه سه .1 . 1 . 6 مثال

C١ = {v١, v٢, v۴} .1

C٢ = {v١, v٣, v۴} .2
1Laplacian distance matrix
2Laplacian distance Energy
3Laplacian minimum covering distance matrix
4Laplacian minimum covering distance Energy
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v١v٢

v٣

v۴

v۵ v۶

۶: با است برابر گراف رأسی درجه میانگین و می باشد زیر صورت به C٢ و C١ به مربوط فاصله کمینه پوشش ماتریس

AC١d(G) =



١ ١ ١ ١ ٢ ٢
١ ١ ١ ٢ ٣ ٣
١ ١ ٠ ٢ ٣ ٣
١ ٢ ٢ ١ ١ ١
٢ ٣ ٣ ١ ٠ ٢
٢ ٣ ٣ ١ ٢ ٠


deg(G)و =



٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٣ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



LC١d =



٢ −١ −١ −١ −٢ −٢
−١ ١ −١ −٢ −٣ −٣
−١ −١ ٢ −٢ −٣ −٣
−١ −٢ −٢ ٢ −١ −١
−٢ −٣ −٣ −١ ١ −٢
−٢ −٣ −٣ −١ −٢ ١


با: است برابر LC١d مشخصه جمله اي چند

γ۶ − ٩γ۵ − ٢٩γ۴ + ۵٧۵γ٣ − ٢۴٠٧γ٢ + ۴٢٣۶γ − ٢٧۶٣ = ٠

است: برابر آن ویژه ومقادیر

γ١ = −٨٫٢۴٧۶,γ٢ = ٢٫٢٩۵۵, γ٣ = ٢٫۵٢١٧
γ۴ = ٣,γ۵ = ٣, γ۶ = ۶٫۴٣٠٣

LEC١d(G) = ٢٨٫١۵٧١
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AC٢d(G) =



١ ١ ١ ١ ٢ ٢
١ ٠ ١ ٢ ٣ ٣
١ ١ ١ ٢ ٣ ٣
١ ٢ ٢ ١ ١ ١
٢ ٣ ٣ ١ ٠ ٢
٢ ٣ ٣ ١ ٢ ٠


deg(G)−AC٢d = LC٢d =



٢ −١ −١ −١ −٢ −٢
−١ ١ −١ −٢ −٣ −٣
−١ −١ ٢ −٢ −٣ −٣
−١ −٢ −٢ ٢ −١ −١
−٢ −٣ −٣ −١ ١ −٢
−٢ −٣ −٣ −١ −٢ ١


γ۶ − ٨γ۵ − ٣۶γ۴ + ۵۴٣γ٣ − ٢٠٣٣γ٢ + ٣٢٠۵γ − ١٨۴٨ = ٠

γ١ = −٨٫٣٣٩٢,γ٢ = ١٫۶۴٧٧, γ٣ = ٢٫۴٠۵٠
γ۴ = ٢٫٩٣۴۶,γ۵ = ٣, γ۶ = ۶٫٣۵١٩

LEC٢d = ٢٨٫٧٠٣٨

لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي براي کران هاي 2 . 6
می باشد. لاپلاسین فاصله کمینه پوشش ماتریس ویژه مقادیر خواص به مربوط زیر قضیه

ماتریس ویژه مقادیر γ١, γ٢, . . . , γn اگر باشد، کمینه پوشش مجمعه C و ساده گراف Gیک کنید فرض .1 . 2 . 6 قضیه
آنگاه: باشد، لاپلاسین فاصله کمینه پوشش

.1
n∑

i=١
γi = ٢|E| − |C|.

.2
n∑

i=١
γ٢i = ٢|E|+ ٢ ∑

i<j,d(vi,vj )̸=١
d(vi, vj)

٢ +
n∑

i=١
(di − ci)

٢.

که

ci =


١ vi ∈ C

٠ vi /∈ C

با: است برابر ماتریس این اصلی قطر روي عناصر مجموع LCd(G) تعریف به توجه با .1 برهان.
n∑

i=١
di = ٢E−|C|,

این اصلی قطر روي درایه هاي مجموع با است برابر LCd(G) ماتریس ویژه مقادیر مجموع که می دانیم همچنین
پس: ماتریس

n∑
i=١

γi = ٢E−|C|.
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در است [LCd(G)]
٢ ماتریس اصلی قطر روي درایه هاي مجموع با برابر LCd(G) ویژه مقادیر مربعات مجموع .2

نتیجه:
n∑

i=١
γ٢i =

n∑
i=١

n∑
j=١

(lij) (lji) ,

= ٢∑
i<j

(lij)
٢ +

n∑
i=١

(lii)
٢ ,

= ٢ (|E|+M) +

n∑
i=١

(di − Ci) .

که
M =

∑
i<j,d(vi,vj )̸=١

d (vi, vj)
٢ .

آنگاه: باشد LCd(G) ماتریس کمینه پوشش مجموعه C و یال m و رأس n با گراف یک G اگر .2 . 2 . 6 قضیه

LECd(G) ≤

√√√√٢n(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) + ٢m.

کوشی-شوارتز نامساوي بنابر برهان. n∑
i=١

aibi

٢
≤

 n∑
i=١

a٢i
 n∑

i=١
b٢i
 ,

پس ai = ١ ،bi = |γi| می دهیم قرار n∑
i=١

|γi|

٢
≤

n∑
i=١

١
n∑

i=١
|γi|٢ ,

 n∑
i=١

|γi|

٢
≤ n٢ (m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) ,

n∑
i=١

|γi| ≤

√√√√٢n(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci),

γi∣∣∣∣می دانیم: − ٢m
n

∣∣∣∣ ≤|γi|+
∣∣∣∣٢mn

∣∣∣∣ , ∀i = ١,٢, . . . , n∣∣∣∣γi − ٢m
n

∣∣∣∣ ≤|γi|+
٢m
n
, ∀i = ١,٢, · · · , n

n∑
i=١

∣∣∣∣γi − ٢m
n

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=١

|γi|+
n∑

i=١
٢m
n
,
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نتیجه: در

LECd(G) ≤

√√√√٢n(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) + ٢m.

P = و LCd(G) ماتریس کمینه پوشش مجموعه C و یال m و رأس n با گراف یک G کنید فرض .3 . 2 . 6 قضیه
آنگاه: باشد |detLCd(G)|

√√√√٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) + n(n− ١)P ٢
n − ٢m ≤ LECd(G)

≤

√√√√√
n
٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci)

+ ۴m(|C| −m)

 .

داریم: کوشی-شوارتز ازنامساوي برهان.

 n∑
i=١

aibi

٢
≤

 n∑
i=١

a٢i
 n∑

i=١
b٢i
 ,

ai = ١ ،bi =
∣∣∣γi − ٢m

n

∣∣∣ می دهیم قرار

 n∑
i=١

∣∣∣∣γi − ٢m
n

∣∣∣∣
٢

≤
n∑

i=١
١
 n∑

i=١

∣∣∣∣γi − ٢m
n

∣∣∣∣٢
 ,

[LECd(G)]
٢ ≤ n

 n∑
i=١

γ٢i +

n∑
i=١

۴m٢
n٢ −

n∑
i=١

۴m
n
γi

 ,
[LECd(G)]

٢ ≤ n

٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) +
۴m٢
n٢ · n− ۴m

n
(٢m−|C|)

 ,
[LECd(G)]

٢ ≤

n
٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci)

+ ۴m(|C| −m)

 ,
LECd(G) ≤

√√√√√
n
٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci)

+ ۴m(|C| −m)

,
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: داریم پس است هندسی نامساوي از بزرگتر حسابی نامساوي می دانیم

١
n(n− ١)

n∑
i=١

|γi||γj | ≥

∏
i̸=j

|γi||γj |

 ١
n(n−١)

,

≥

 n∏
i=١

|γi|٢(n−١)
 ١

n(n−١)
,

≥

 n∏
i=١

|γi|

 ٢
n

=

∣∣∣∣∣∣
n∏

i=١
γi

∣∣∣∣∣∣
٢
n

,

≥ |detLCd(G)|
٢
n = P

٢
n ,

∴
∑
i ̸=j

|γi||γj | ≥ n(n− ١)P ٢
n , (3 . 6)

داریم:
 n∑

i=١
|γi|

٢
=

 n∑
i=١

|γi|

 n∑
j=١

|γj |

 ,

 n∑
i=١

|γi|

٢
=

n∑
i=١

|γi|٢ +
∑
i ̸=j

|γi| |γj | , (4 . 6)

داریم: 4 . 6 و 3 . 6 معادله از
 n∑

i=١
|γi|

٢
≥ ٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) + n(n− ١)P ٢
n ,

n∑
i=١

|γi| ≥

√√√√٢(m+M) +
n∑

i=١
(di − ci) + n(n− ١)P ٢

n ,

γi∣∣∣∣می دانیم: − ٢m
n

∣∣∣∣ ≥ |γi| −
∣∣∣∣٢mn

∣∣∣∣ , ∀i = ١,٢, . . . , n
≥ |γi| −

٢m
n
,∀i = ١,٢, . . . , n

n∑
i=١

∣∣∣∣γi − ٢m
n

∣∣∣∣ ≥ n∑
i=١

|γi| −
n∑

i=١
٢m
n
,

LECd(G) ≥

√√√√٢(m+M) +

n∑
i=١

(di − ci) + n(n− ١)P ٢
n − ٢m.
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استاندارد گراف دو لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي 3 . 6
: با برابراست n ≥ ٢ براي کامل گراف لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي .1 . 3 . 6 قضیه

LECd(Kn) =
√

(n+ ٣)(n− ١).
و V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با کامل گراف یک Kn کنید فرض برهان.

آنگاه: باشد کمینه پوشش مجموعه C =
{
v١, v٢, . . . , vn−١

}
است: زیر بصورت LCd(Kn) به مربوط جمله اي چند

deg(kn) =



n− ١ ٠ ٠ . . . ٠
٠ n− ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ n− ١ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . n− ١


(n×n)

ACd(Kn) =



١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ١ . . . ١ ١
... ... ... . . . ... ...
١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ١ . . . ١ ٠


(n×n)

fn(LCd(Kn), γ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ(n− ٢) ١ ١ . . . ١ ١
١ γ(n− ٢) ١ . . . ١ ١
١ ١ γ(n− ٢) . . . ١ ١
... ... ... . . . ... ...
١ ١ ١ . . . γ − (n− ٢) ١
١ ١ ١ . . . ١ γ − n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n×n)

fn(LCd(Kn), γ) =
[
γ(n− ١)]n−٢

+ [γ٢ − (n− ١)γ − (n− ١)],
برابراست: آن ویژه مقادیر که

Spec(Kn) =

n− ١ (n−١)+√(n+٣)(n−١)
٢

(n−١)−√(n+٣)(n−١)
٢

n− ٢ ١ ١

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نتیجه در (n− ١) با برابراست آن درجه اي میانگین پس می باشد یال n(n−١)٢ و رأس n داراي Kn گراف

LECd(Kn) = |(n− ١)− (n− ١)| × (n− ٢)+∣∣∣∣∣(n− ١) +√(n+ ٣)(n− ١)
٢

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣(n− ١)−√(n+ ٣)(n− ١)

٢
∣∣∣∣∣

این: بنابر
LECd(Kn) =

√
(n+ ٣)(n− ١).

با: است برابر n ≥ ٣ براي ستاره گراف لاپلاسین فاصله کمینه پوشش انرژي .2 . 3 . 6 قضیه

LECd(K١,n) =
n٢ − ۴
n

+
√١٧n٢ − ٢٢n+ ۵۴.

مجموعه C = {v٠} و . می گیریم نظر در V = {v٠, v١, v٢, ..., vn−١} رئوس مجموعه با ستاره گراف برهان.
: آنگاه می باشد، کمینه پوشش

deg(k١,n−١) =



n− ١ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ١


(n×n)

Acd(k١,n−١) =



١ ١ ١ . . . ١
١ ٠ ٢ . . . ٢
١ ٢ ٠ . . . ٢
: : :

. . . :

١ ٢ ٢ . . . ٠


n×n

می آید: بدست زیر بصورت LCd(K١,n−١) مشخصه جمله اي چند

f(K١,n−١) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ − (n− ١) ١ ١ . . . ١
١ γ − ١ ٢ . . . ٢
١ ٢ γ − ١ . . . ٢
: : :

. . . :

١ ٢ ٢ . . . γ − ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

f(K١,n−١) = (γ − ٣)n−٢ [γ٢ + (n− ٣)γ + (−۴n٢ + ۴n− ٩)]
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Spec(K١,n−١) =
 ٣ −(n−٣)+√١٧n٢٢−٢n+۵۴٢ −(n−٣)−√١٧n٢٢−٢n+۵۴٢
n− ٢ ١ ١


: پس ٢(n−١)

n با برابراست K١,n−١ ستاره گراف درجه اي میانگین

LECd(K١,n−١) =
∣∣∣∣٣− ٢(n− ١)

n

∣∣∣∣× (n− ٢)
+

∣∣∣∣∣−(n− ١٧√−(٣n٢ − ٢٢n+ ۵۴
٢ − ٢(n− ١)

n

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣−(n− ٣) +√١٧n٢ − ٢٢n+ ۵۴
٢ − ٢(n− ١)

n

∣∣∣∣∣
=
n٢ − ۴
n

+
√١٧n٢ − ٢٢n+ ۵۴
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Abstract

In this thesis, we will study some properties of distance energy of a graph G. frist, we have graph
energy and some of graph energy of bounds, also we have Laplacian energy then we will review
bounds of Laplacian energy, Second bounds of distance energy will be detected. In the following,
we will survey minimum covering distance energy and it’s bounds then, we will comput minimum
covering distance energy of some of standard graphs such as complete graph, crown graph, star
graph and biparite graph, Also we will reviewminimum dominating distance energy and upper and
lower bound’s, we will comput minimum dominating distance energy of a few standard graphs like
complete graph, crown graph, star graph. Finally, the end of thesis is related to distance Laplacian
minimum covering energy that we could catch a bound for it and distance Laplacian minimum
covering energy complete graph and star graph which is developed in an innovative way.

Keywords distance energy, covering set, minimum covering distance energy, minimum dominat-
ing distance energy, Laplacian minimum covering distance energy.
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