


ریاضͬ علوم دانش΄ده

عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

براساس سهموی مسائل عددی م΄ان‐زمانحل ضعیف فرمول 
ͬ زاده وفائ مونس نگارنده:

راهنما استاد
مس فروش علͬ دکتر

مشاور استاد
ͬ طهرانͬ احسن حجت دکتر

١٣٩۶ بهمن



ଘ ਗی ঍࣒م ৎقد৤م را ऒود ଓฬ پایان
඼ෙय़باৣم، భما و ୁرদوار ৮در

را ऒود و ඟ໕ید৯د جان ଘ را ୓ یਠ൏। ،௭ذথ ऒوا૛ণه ী୓شان از ଒ ૛ত඼່ه ای دو آن
آن భ اਯࣨون ଒ گاਘی جای ଘ ૼن ห ඟ໊د৯د ฬملا৷مات و کلات ज़ش بلای ඳසر

३ୀم. اീীتاده ام

ج



قدردانͬ و تش΄ر

دانش و علم طریق به و بخشید ͬ مان هست که را ی΄تا پروردگار بی کران سپاس
نمود. مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به و شد رهنمونمان

کم هم باز گویم هرچه تو از پدر ای مهربانم، مادر و بزرگوار پدر از فراوان سپاس
نفس شوق ای مادر، ای تو و گرفتم. جان روشنایی ات از و شدی خورشید ͬ آورم، م

شدی. شادی  هایم رنگ تو ͬ ام؛ هست کشیدنم،
عهده بر را پایان نامه این راهنمایی که مس فروش علͬ دکتر آقای جناب محترم؛ استاد از
را پایان نامه این مشاوره زحمت که ͬ طهرانͬ احسن حجت دکتر آقای جناب و گرفتند
در که که اساتیدی تمام از همچنین دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال داشتند عهده بر
کمال داشتم را محضرشان در شاگردی افتخار به نحوی تحصیلم سال هجده دوران

دارم. را تش΄ر

ͬ زاده وفائ مونس
١٣٩۶ بهمن

د



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی ͬ زاده وفائ مونس اینجانب
فرمول  براساس سهموی مسائل عددی حل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد مس فروش علͬ راهنمایی تحت ، م΄ان‐زمان ضعیف
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
ͬ زاده وفائ مونس
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ه



چ΄یده
شیوه ΁ی ساخت برای آن از و پرداخته گرما معادله  م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی به
م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی شناخت بر مبتنͬ فرمول بندی این ͬ کنیم. م استفاده  عددی
اکنون ͬ شود، م حذف دی·ر کارهای در معمولا که جواب نقطه ای مولفه که تفاوت این با است،
آوردن بدست برای آن از استفاده توسط اول را مولفه ای چنین نقش است. شده داشته نگه
گسترش عددی روش ΁ی ساخت برای را آن سپس و کرده بررسͬ جواب روی نقطه به نقطه کران
گره های در همچنین است شبه بهین L٢ جهت در اینکه بر علاوه آمده بدست شیوه ͬ دهیم. م
آزمایش های و کرده اثبات را پیشین خطای برآوردهای است. ابرهم·را نقطه نقطه به زمانͬ

ͬ دهیم. م ارائه ͬ کنند م پشتیبانͬ را ما محاسبات تجربی به صورت که عددی

متناهͬ، عناصر شبه بهینگͬ، ابرهم·را، م΄ان‐زمان، اینفیمم‐سوپریمم، کلیدی: کلمات
پترو‐گالرکین خطا، برآورد

و
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

دیفرانسیل معادلات ماهیت ١ . ١
معادله را مستقل متغیر چند یا ΁ی به نسبت آن مشتقات و وابسته متغیر ΁ی شامل معادله هر
اقتصاد مهندسͬ، هندسه، در به ویژه ریاضیات، در دیفرانسیل معادلات ͬ نامند. م دیفرانسیل
معادلات گسترده کارایی این دلیل دارند. فراوان کاربرد علوم دی·ر زمینه های از بسیاری و
مفروض تابعͬ y = f(x) چنانچه که ͬ کنیم م یادآوری است. درک قابل آسانͬ به دیفرانسیل
نظر در x به نسبت y تغییرات میزان به عنوان ͬ توان م را x به نسبت آن مشتق آنگاه باشد،
علمͬ اصول با آنها تغییرات میزان و مربوطه متغیرهای پدیده، هر طبیعͬ روند در گرفت.
ریاضͬ علائم با ارتباط این که هنگامͬ ͬ شوند. م مربوط ی΄دی·ر به روند، آن بر حاکم اساسͬ

است. دیفرانسیل معادله ΁ی اغلب نتیجه شود، بیان
دیفرانسیل معادله را باشد داشته وجود آن در مستقل متغیر ΁ی تنها که معادله ای .١ . ١ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م معمولͬ
متغیرهای به نسبت آن مشتق های و متغیره چند تابع ΁ی شامل که معادله ای .١ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ΁ی را است مستقل
به نسبت هرگاه ͬ گوییم م خطͬ را جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ΁ی .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ گویند. م غیرخطͬ را آن صورت این غیر در باشد. خطͬ آن مشتقات و (وابسته) تابع متغیر

١



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢
است، زیر به صورت y و x مستقل متغیر دو با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله کلͬ فرم

φ(x, y, u, ux, uy, uxx, uyy, ...) = ٠.

تعاریف ١ . ٢
هستند، زیر کلͬ به صورت دوم درجه از پاره ای دیفرانسیل معادلات از خانواده ای .١ . ٢ . ١ تعریف

Auxx + ٢Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu +G = ٠,
ͬ شود. م نامیده جزئͬ مشتقات با سهموی دیفرانسیل معادلات ،AC −B

٢ = ٠ که زمانͬ
مهندسͬ و علوم در مسائل از گسترده ای طیف توصیف در پاره ای دیفرانسیل معادلات از نوع این
توصیف تا اقیانوس در صوتͬ امواج انتشار تا گرفته حرارت معادلات از ͬ شوند، م ظاهر بسیار

زمان. گذر به وابسته فیزی΄ͬ سیستم های و ریاضͬ مدلهای
اولیه مقدار مساله .١ . ٢ . ٢ ⎩⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎧تعریف

u̇(t) + a(t)u(t) = f(t), ٠ ≤ t ≤ T,

u(٠) = u٠,

است، کراندار تابعͬ a(t) و t به نسبت u مشتق u̇ منبع، تابع f(t) اولیه، مقدار u٠ آن در که
ͬ شود. م نامیده سهموی مساله شده، بیان مساله آنگاه a(t) ≥ ٠ اگر

خطͬ سهموی را مساله شوند ظاهر خطͬ به صورت آن مشتقات همه و u وابسته متغیر اگر
ͬ نامند. م

متری فضای ΁ی خواهیم نامیم، نقاط را آن عناصر پس این از که X مجموعه .١ . ٢ . ٣ تعریف
طوری ،q تا p از فاصله به نام ،d(p, q) حقیقͬ عدد X از q و p نقطه دو هر برای هرگاه است،

باشد، زیر خاصیت سه دارای که باشد شده مربوط
،d(p, p) = ٠ و p ≠ q هرگاه d(p, q) > ٠ .١

،d(p, q) = d(q, p) .٢
،d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) ،r ∈ X هر به ازای .٣

دارد. نام متر یا فاصله تابع ΁ی خاصیت سه این از برخوردار تابع هر
دنباله M در (xk) دنباله گوییم باشد. متری فضای ΁ی (M,d) کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
k, l ≥ k٠ اگر که به گونه ای باشد داشته وجود k٠ صحیح عدد ،ε > ٠ به ازای هرگاه است، کوشͬ

.d(xk, xl) < ε آنگاه



٣ تعاریف
سوی به M در کوشͬ دنباله هر هرگاه است، کامل متری فضای ΁ی (M,d) .۵ . ١ . ٢ تعریف

کند. میل M در حد ΁ی
خود داخلͬ ضرب وسیله به شده ایجاد متر به نسبت که داخلͬ ضرب فضای .۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م هیلبرت فضای را باشد کامل متری فضای ΁ی
شمارش پذیر پایه اگر ͬ شود م نامیده جدایی پذیر هیلبرت، فضای ΁ی [٣٨] .١ . ٢ . ٧ تعریف

باشد. داشته
به صورت که حقیقͬ عدد ΁ی با V عناصر جفت تناظر باشد، نرم دار فضای V اگر .١ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ نامند. م فرم را ͬ شود م داده نمایش a∶V × V → R

شرایط u, v, w ∈ V و λ, µ ∈ R ازای هر به اگر ͬ شود م نامیده دوخطͬ فرم، ΁ی .١ . ٢ . ٩ تعریف
باشند، برقرار زیر

a(λu + µw, v) = λa(u, v) + µa(w, v),
a(u, λw + µv) = λa(u,w) + µa(u, v).

فرم (⋅, ⋅) باشد، برقرار a(u, v) = a(v, u) تساوی ،u, v ∈ V به ازای هر اگر .١ . ٢ . ١٠ تعریف
ͬ شود. م نامیده متقارن

 
مجموعه باشد، حدی نقطه ،A نقطه هر Rn در و باشد فضا کل بستار A اگر .١ . ٢ . ١١ تعریف

ͬ نامیم. م چ·ال را A
١ سوبولف فضای باشد. مثبت عددصحیح k Rnو از باز مجموعه ΁ی Ω اگر .١ . ٢ . ١٢ تعریف

ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل
H

k(Ω) = {f ∈ L٢(Ω)∶Dα
f ∈ L٢(Ω) ∀α∶ ∣α∣ ≤ k}.

 
فضای ΁ی ،W و V برداری فضای دو V ⊗ W

٢ تانسور حاصلضرب [٣۵] .١ . ٢ . ١٣ تعریف
داده نشان ⊗ توسط که ͬ باشد م V ⊗W به V ×W دکارتͬ حاصلضرب مرتب جفت از برداری
w ∈ W و v ∈ V توسط V ⊗W برداری فضای ،W و V تانسوری حاصلضرب در ͬ شود. م
پایه دارای V اگر ͬ شود. م اعمال ⊗ ضرب عمل·ر برای دوخطͬ روابط آن در که ͬ شود م تولید
نوشته ei⊗fj به صورت V ⊗W پایه عناصر از ΁ی هر باشد f١, . . . , fn پایه دارای W و e١, . . . , em

١Sobolev space
٢Tensor product



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
پس ͬ باشد. م w = ∑j wjfj و v = ∑i viei به صورت w ∈ W و v ∈ V بردار هر شد. خواهد
تعریف ∑i,j viwj(ei ⊗ fj) ∈ V ⊗W به صورت V ⊗W در v ⊗ w متناظر حاصلضرب بردار هر

ͬ شود. م تعریف ei ⊗ fj = eifTj به صورت ei ⊗ fj که ͬ شود. م
باشد جبری) فضای یا حلقه گروه، دو جبری(مانند ساختار دو بین که نگاشتͬ .١۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده ٣ همومرفیسم
ͬ شود. م نامیده ۴ ایزومرفیسم باشد معکوس پذیر که همومرفیسمͬ .١۵ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده ۵ باناخ فضای باشد کامل نرم دارای که خطͬ فضای [٢۵] .١۶ . ١ . ٢ تعریف
 

ͬ شود م داده نشان B → H → B
∗ عمل·ر توسط ۶ سه گانه گلفاند ΁ی [٢٣] .١ . ٢ . ١٧ تعریف

باشد. j∶B → H و جدایی پذیر هیلبرت فضای H و باناخ فضای B که
دوگان فضای H∗ باشد، هیلبرت فضای H اگر که صورت این به است ایزومورفیسم ic∶H ≅ H∗

باشد. C یا R به H از پیوسته خطͬ توابع همه شامل
ͬ شود. م تعریف φx(y) = ⟨y, x⟩ توسط H در ها y همه برای φx تابع باشد H عضو ΁ی x اگر

است. هیلبرت فضای داخلͬ ضرب ⟨⋅, ⋅⟩ اینجا در
xg = g(e١)e١ +g(e٢)e٢ + . . . به ش΄ل را xg ∈ H عضو با متناظر H∗ در g پیوسته خطͬ تابع هر

ͬ باشد. م H متعامد پایه ei اینجا در داد. تش΄یل ͬ توان م بفرد منحصرد به طور
ͬ شود. م تعریف k = j∗ ◦ ic به ش΄ل k∶H → B

∗ و ͬ باشد م j∗∶H∗ → B
∗ به ش΄ل باناخ ترانهاده

تعریف زیر به صورت Lp(E,µ) ٧ لب΃‐بوخنر تابع فضای باشد، ١ ≤ p ≤ ∞ اگر .١ . ٢ . ١٨ تعریف
ͬ شود، م

Lp(E, µ) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩f∣f ∶T → E اندازه پذیر ,(∫
T
∥f(t)∥p

dµ(t)) ١
p

< ∞
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

L∞(E,µ) = {f∣f ∶T → E اندازه پذیر , sup
t∈T

∥f(t)∥ < ∞} ,
است. مثبت و صحیح اعداد مجموعه T آن در که

آزمون فضای ͬ کنیم، م جستجو آن در را تقریبی جواب که توابع از مجموعه ای .١ . ٢ . ١٩ تعریف
ͬ شود. م نامیده ٨

٣Homomorphism
۴Isomorphism
۵Banach space
۶Gelfand triple
٧Lebesgue-Bochner
٨Trial space



۵ تعاریف
ͬ گوییم. م ٩ آزمایش فضای را ͬ رود م ب΄ار تعامد شرط برای که توابعͬ فضای .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
.Th = {Ij} که است Th افراز(مش) روی پیوسته خطͬ قطعه وار توابع فضای V q

h .١ . ٢ . ٢١ تعریف
.hj = xj − xj−١ و Ij = (xj−١, xj) که کنید توجه

است. q حداکثر درجه از جمله ای های چند همه فضای ،V q
h ⊂ Pq(a, b) .١ . ٢ . ٢٢ تعریف

V
٠q
h = {v∶ v ∈ V q

h , v(٠) = v(١) = ٠} ,
ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل که است {φi} ،V ٠q

h پایه های از ی΄ͬ

φi(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
xi+١−x
hi+١ , xi ≤ x ≤ xi+١,

x−xi−١
hi

, xi−١ ≤ x ≤ xi,

٠, حالات .دی·ر
مربع را ∫ b

a ∣f(t)∣٢dt < ∞ و −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ که f ∶ [a, b] → R حقیقͬ توابع .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
ͬ نامیم. م  انتگرال پذیر

V به U از f نگاشت باشند، باز مجموعه های V ⊂ Rl و U ⊂ Rk کنید فرض .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
باشند. پیوسته و داشته وجود پاره ای مشتق های همه هرگاه ͬ نامیم م هموار را

خوش مساله ΁ی dy

dt
= f(t, y), a ≤ t ≤ b, y(a) = α اولیه مقدار مساله گوییم .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

کند. صدق زیر شرط سه در اگر است ͽوض 
باشد، داشته وجود مساله این برای y(t) مانند منحصربه فرد جواب دارای .١

مقدار a ≤ t ≤ b هر برای ∣ε٠∣ < ε اگر که به گونه ای باشد موجود ε > ٠ مانند عددی .٢
مساله که به گونه ای باشد موجود ∣δ(t)∣ < ε

dz

dt
= f(t, z) + δ(t), a ≤ t ≤ b, z(a) = α + ε٠,

باشد. z(t) ی΄تای جواب دارای
نامساوی a ≤ t ≤ b هر به ازای که به گونه ای باشد موجود k > ٠ مانند ثابتͬ .٣

باشد. برقرار ∣z(t) − y(t)∣ < kε
Phu ∈ Vh باشد. Ω ناحیه روی پیوسته خطͬ توابع تمام فضای Vh کنید فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ کنیم، م تعریف زیر به ش΄ل v ∈ Vh هر برای است، u ∈ L٢(Ω) تابع L٢ تصویر که را
⟨u − Phu, v⟩ = ٠.
است. عمود Vh فضای بر u − Phu عضو که معنͬ این به

٩Test space



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶
گوییم. L∞ را کراندار و اندازه پذیر حقیقͬ توابع تمام مجموعه .١ . ٢ . ٢٧ تعریف

خوش اولیه مقدار مساله برای تقریبی جواب تعیین هدف ١٠ اویلر روش در .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
ͬ باشد، م زیر ͽوض

dy

dt
= f(t, y), a ≤ t ≤ b, y(a) = α, (١ . ١)

در y به تقریب هایی عوض، در ͬ آید. نم بدست y(t) جواب به پیوسته تقریب ΁ی عمل، در
نقاط این در تقریبی جواب وقتͬ ͬ آیند. م پدید شب΄ه ای نقاط به نام ،[a, b] بازه گوناگون نقاط
حاصل درونیابی روندهای از ی΄ͬ از استفاده با بازه نقاط سایر در تقریبی جواب آمد، بدست
ی΄سان به طور [a, b] بازه طول در شب΄ه ای نقاط توزیع که باوریم براین اینجا در ͬ شود. م
ازای هر به آن در که {t٠, t١, t٢, . . . , tN} نقاط و N مثبت صحیح عدد انتخاب با شرط این باشد.
نقاط، این بین مشترک فاصله یعنͬ h = (b−a)

N
ͬ شود. م حاصل ti = a+ ih و i = ٠, ١,٢, . . . , N

ͬ کنیم. م استفاده ١١ تیلور قضیه از اویلر، روش به رسیدن برای ͬ شود. م نامیده گام اندازه
به طوری΄ه باشد، داشته [a, b] بر پیوسته مشتق دو (١ . ١) ی΄تای جواب یعنͬ y(t) کنیم فرض
ti < ζi < ti+١ که ζi مانند نقطه ای به ازای را y(ti+١) ͬ توان م i = ٠, ١,٢, . . . , N − ١ هر به ازای

نوشت، زیر به صورت

y(ti+١) = y(ti + h) = y(ti) + hy
′(ti) + h

٢
٢ y

′′(ζi),
به طوری΄ه، دارد وجود ٠ < θi < ١ که θi عدد که ͬ شود م نتیجه h = ti+١ − ti نماد از استفاده با

y(ti+١) = y(ti) + hy
′(ti) + h

٢
٢ y

′′(ti + θih).
است، برقرار زیر تساوی لذا ͬ کند، م صدق (١ . ١) دیفرانسیل معادله در y(t) چون

y(ti+١) = y(ti) + hf(ti, y(ti)) + h
٢

٢ y
′′(ti + θih).

داریم، i = ٠, ١, . . . , N − ١ ازای هر به معادله، این باز نویسͬ با
y(ti+١) − y(ti)

h
= f(ti, y(ti)) + h

٢y
′′(ti + θih).

و بوده ΁کوچ نیز (h٢)y′′(ti+ θih) جمله ،y′′ پیوستگͬ بنابر باشد ΁کوچ کافͬ به اندازه h وقتͬ
y(ti+١) − y(ti)

h
≃ f(ti, y(ti)).

به ازای wi ≈ y(ti) فرض و wi+١ = wi + hf(ti, wi)،w٠ = α تعریف با فرض، این از اویلر روش در
ͬ شود. م استفاده i = ١,٢, . . . , N هر

١٠Euler
١١Taylur thoerem



٧ تعاریف
با برابر به ترتیب x٠, x١, . . . , xn متمایز نقاط در f تابع ΁ی مقادیر کنید فرض .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
x٠ نقاط بین است نقطه ای x که f(x) تقریبی مقدار یافتن برای باشند f(x٠), f(x١), . . . , f(xn)
i = ٠, ١, . . . , n که (xi, f(xi)) نقطه n+١ از که ͬ سازیم م P (x) جمله ای چند ΁ی ،x ≠ xi و xn تا
چند طرفͬ از ،f(x) ≃ P (x) داریم x = xi برای حال .P (xi) = f(xi) این صورت در ب·ذرد.

ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت را Li(x) ١٢ لاگرانژ جمله ای های
Li(x) = n

∏
j=٠
j≠i

(x − xj)(xi − xj) , i = ٠, ١, . . . , n.

دارند، را زیر خاصیت و هستند n درجه از جمله ای ها چند این

Li(xj) = ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
٠, i ≠ j,

١, i = j.

ͬ کنیم، م تعریف زیر به ش΄ل را P (x) چندجمله ای حال
P (x) = n

∑
i=٠

Li(x)f(xi),
است. شده نوشته لاگرانژ جمله ای های چند از خطͬ ترکیب ΁ی به ش΄ل که

١٢Lagrange





٢ فصل
پیش نیازها و مساله تعریف

مقدمه ٢ . ١
دیدگاه از را م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی براساس سهموی مسائل حل پایان نامه این در

ͬ گیریم، م نظر در را (٢ . ١) اولیه مقدار با مساله منظور این به ͬ کنیم، م مطالعه عددی
u̇(t) +Au(t) = f(t), t ∈ (٠, T ],
u(٠) = u٠.

(٢ . ١)

بوده محققان از بسیاری توجه مورد مساله این م΄ان‐زمان فرمول بندی اخیر دهه های در
آزمایش تابع در (٢ . ١) معادله ضرب بر مبتنͬ م΄ان‐زمان فرمول بندی اصلͬ ایده است.
آغازین شرط اعمال با ͬ باشد. م آن از انتگرال گیری سپس و م΄ان و زمان به وابسته مناسب
آن به ادامه در که ͬ رسیم م مساله م΄ان‐زمان اولیه فرمول بندی به معادلات، کردن ͽجم و
ضعیف فرمول بندی به زمان، مشتق شامل قسمت از جزبه جز انتگرال گیری با ͬ شود. م پرداخته
[١٧]،[١۶]،[٩]،[١۴]،[٨] (در دوم فرمول بندی را آن گاهͬ که ͬ یابیم م دست م΄ان‐زمان
ابزار فرمول بندی، دو هر در ͬ نامند. م ( ͬ بینیم م [۴٠] طبیعͬ(در فرمول بندی یا ( ͬ بینیم م
١ . ۵ . ٢ قضیه در که است ١ باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا قضیه جواب ی΄تایی و وجود اثبات برای اصلͬ
ضعیف فرمول بندی بر مبتنͬ مسائل گسترش برای عددی تحلیل های اولین خواهدآمد.

١Banach-Necas-Babuska theorem

٩



پیش نیازها و مساله تعریف ١٠
اولیه فرمول بندی بر مبتنͬ گسسته سازی [١٨] در یافت. [١٢ در [١١، ͬ توان م را م΄ان‐زمان
حل روش های ساخت برای م΄ان‐زمان دوم فرمول بندی [١٧] در است. شده انجام مسائل
در موجود نظریه بتوانند محققان ͬ شود م باعث که است شده داده گسترش تطبیقͬ عددی
کنند. اجرا متناهͬ بعدهای در سهموی جزئͬ مشتقات با معادلات برای را پیشین مقالات
کرد. استفاده م΄ان‐زمان اولیه فرمول بندی از ͬ توان م نیست منظم کافͬ به اندازه جواب چون
[٣٩ ،٨] در ͬ کنیم. م استفاده بیشتر بررسͬ برای م΄ان‐زمان دوم فرمول بندی از [١۴] در
دوم و اول فرمول بندی های برای مساله م΄ان‐زمان ٢ پترو‐گالرکین گسسته سازی پایداری
قطعه وار جمله ای چند آزمایش و آزمون فضاهای که زمانͬ برای CFL شرط ͬ شود. م بررسͬ
بر گرما معادله م΄ان‐زمان پترو‐گالرکین گسسته سازی [٩] در است. ضروری شرطͬ باشند
فرمول بندی دو هر ͬ شود. م انجام ٣ لاگور چندجمله ای های توسط بی کران زمانͬ بازه ΁ی
از خانواده ای موج΄ͬ نوع و متناهͬ عناصر [١۶] در شده اند. بررسͬ م΄ان‐زمان دوم و اول
΁ی به عنوان م΄ان‐زمان دوم فرمول بندی [١٩] در ͬ شود. م گرفته درنظر گسسته فضاهای
از دقیقͬ نتیجه به که به طوری شود، استفاده ͬ تواند م روش کردن ساده در طبیعͬ چهارچوب
انجام م΄ان‐زمان دوم فرمول بندی روی که کارهایی همه در رسید. پسین خطای کران های
توابع توسط که ͬ کنند م استفاده جزبه جز انتگرال از قسمت، ΁ی حذف برای محققان ͬ گیرد م
م΄ان‐ دوم فرمول بندی اینجا در است. آمده بدست ͬ رود م بین از پایانͬ لحظه در که آزمایش
انتزاعͬ چهارچوب فصل این در ͬ شود. م استفاده (٢ . ١) تصادفͬ متغیر مطالعه برای زمان
باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا اینفیمم‐سوپریمم قضیه براساس م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی برای
جمله ای های چند بر مبتنͬ پترو‐گالرکین تقریب های شامل سوم فصل ͬ شود. م ساخته
باشند، q + ١ درجه از و پیوسته آزمایش توابع که هنگامͬ ͬ باشد. م زمان و م΄ان در قطعه وار
پیشین خطای برآوردهای به چهارم فصل ͬ باشند. م q ≥ ٠ درجه از و ناپیوسته آزمون توابع
q + ١ طبیعͬ نرم در زمانͬ مرتبه است. لازم شرط ΁ی CFL دارد. اختصاص شبه بهینگͬ
با مقایسه در زمان به نسبت دوم مرتبه از (q = ٠) برای قطعه وار ثابت تقریب اگرچه است.
ͬ دهد م نشان که ͬ شود م ارائه مستقیمͬ اثبات پنجم، فصل در است. ۴ کرنک‐نی΄لسون روش
جداسازی بر مبتنͬ آن اثبات است. زمانͬ شب΄ه های در ٢(q + ١) مرتبه از ۵ ابر هم·را ما روش
انجام زمانͬ شبه گسسته سازی قسمت تحلیل فقط است. دوگان روش و زمانͬ و م΄انͬ خطای
هم·رایی نرخ های ششم، فصل در ͬ کنیم. نم استفاده CFL شرط از اثبات این در ͬ گیرد. م

شده اند. داده نشان عددی آزمایش های در زمانͬ

٢Petrov-Galerkin
٣Laguerre
۴Crank-Nicolson
۵Superconvergence



١١ انتزاعͬ چهارچوب

انتزاعͬ چهارچوب ٢ . ٢
هیلبرت فضاهای H و V که است، شده داده V → H → V

∗ سه گانه گلفاند کنید فرض
عمل·ر کنید فرض است. شده داده جا H در چ·ال به طور V که به گونه ای هستند جدایی پذیر
مثبت ثابت های بعضͬ برای که باشد a(⋅, ⋅) متقارن خطͬ دو فرم با متناظر (٢ . ١) در موجود A

ͬ باشند. م برقرار زیر نامساوی های u, v ∈ V هر برای Amin و Amax

∣a(u, v)∣ ≤ Amax∥u∥V ∥v∥V , (کرانداری)
a(v, v) ≥ Amin∥v∥٢

V ,

تعریف زیر به صورت لب΃‐بوخنر فضاهای است. موسوم ۶ کورسیوتͬ خاصیت به دوم نامساوی
ͬ شوند، م

Yt = L٠))٢, t);V ), X t = L٠))٢, t);V ) ∩H
٠))١, t);V ∗),

ͬ باشند، م استفاده قابل فضا این در زیر نرم های که
∥y∥٢

Yt ∶= ∥y∥٢
L٢((٠,t);V ) = ∫ t

٠ ∥y(s)∥٢
V ds,

∥x∥٢
X t ∶= ∥x(٠)∥٢

H + ∥x∥٢
L٢((٠,t);V ) + ∥ẋ∥٢

L٢((٠,t);V ∗),
حالتͬ در و ͬ کنیم م استفاده است داخلͬ ضرب به مجهز که Yt ×H فضای برای Yt

H نماد از
ͬ کنیم م یادآوری همچنین .X = X T و YH = Y ×H ، Y = YT ͬ دهیم، م قرار است t = T که
با x ∈ X نقطه  وار مقادیر لذا است، شده داده جا C([٠, t];H) در چ·ال طور به X t فضای که

.v ∈ V و u ∈ V ∗ که است داخلͬ ضرب V ∗⟨u, v⟩V از منظور بود. خواهند معنͬ
با V → H → V

∗ سه گانه گلفاند باشند. شده داده H و V هیلبرت فضاهای ͬ کنیم م فرض
ͬ باشد، م زیر دوخطͬ فرم  

a(t; ⋅, ⋅)∶V × V → R, t ∈ [٠, T ],
است، برقرار Amin و Amax مثبت اعداد همه برای u, v ∈ V هر برای زیر شرایط

∣a(t;u, v)∣ ≤ Amax∥u∥V ∥v∥V , t ∈ [٠, T ],
a(t; v, v) ≥ Amin∥v∥٢

V , t ∈ [٠, T ].
فرم با متناظر V

∗ در V از کراندار خطͬ عمل·ر A(t) ∈ L(V, V ∗) ،t ∈ [٠, T ] هر برای اگر
ͬ باشد، م برقرار زیر عبارت پس باشد، دوخطͬ

V ∗⟨A(t)u, v⟩V = a(t;u, v) = V ⟨u,A∗(t)v⟩V ∗ .

۶Coersivity
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،u̇ = du

dt
ͬ باشد، م t به نسبت u مشتق u̇ آن در که ͬ گیریم م درنظر را زیر مساله حالا

u̇(t) +Au(t) = f(t), V
,در∗ t ∈ (٠, T ],

u(٠) = u٠, Hدر,
زمان روی x(٠), x(T ) ∈ H بنابراین است، شده داده جا C([٠, T ];H) در چ·ال به طور X

است. ی΄نواخت V در و نیست وابسته
و معادله بین دوتایی جفت از زمان در انتگرال گیری با (٢ . ١) اولیه فرمول آوردن بدست برای
زیر معادله دو y٢ ∈ H آزمایش بردار و آغازین شرط بین داخلͬ ضرب و y١ ∈ Y آزمایش تابع

ͬ آید، م بدست
∫ T

٠ (V ∗⟨u̇(s), y١(s)⟩V + a(s;u(s), y١(s)))ds = ∫ T

٠ V ∗⟨f(t), y١(t)⟩V dt,

⟨u(٠), y٢⟩H = ⟨u٠, y٢⟩H ,
تعریف y = (y١, y٢) ∈ YH هر به ازای زیر مساله YH ∶= Y ×H تعریف و بالا معادله دو ͽجم با

ͬ شود، م

u ∈ X ∶B(u, y) = F(y), (٢ . ٢)
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل دوخطͬ فرم

B∶X × YH −→ R,

B(x, y) ∶= ∫ T

٠ (V ∗⟨ẋ(s), y١⟩V + a(s;x(s), y١(s)))ds + ⟨x(٠), y٢⟩H ,
است، زیر به صورت بار تابع و

F ∈ Y∗
H , F(y) ∶= ∫ T

٠ V ∗⟨f(t), y١(t)⟩V dt + ⟨u٠, y٢⟩H ,
ͬ نامیم. م (٢ . ١) م΄ان‐زمان اولیه فرمول را (٢ . ٢) پس

م΄ان‐ ضعیف فرمول آزمون و آزمایش توابع جابه جایی و (٢ . ١) از جزبه جز انتگرال گیری با
ͬ آوریم، م بدست زیر به صورت را آن زمان

∫ T

٠ (u̇ +Au)vds = ∫ T

٠ fvdt,

∫ T

٠ u̇vds + ∫ T

٠ Auvds = ∫ T

٠ fvdt,

u(T )v(T ) − u(٠)v(٠) − ∫ T

٠ u(t)v̇(t)ds + ∫ T

٠ Au(t)v(t)ds = ∫ T

٠ fvdt,
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ͬ باشد، م زیر به ش΄ل x ∈ X هر به ازای دوخطͬ فرم آزمون و آزمایش فضای کردن جابه جا با

B∗∶YH × X −→ R,

B∗(y, x) ∶= ∫ T

٠ V ⟨y١,−ẋ +Ax⟩V ∗ds + ⟨y٢, x(T )⟩H , (٢ . ٣)

است، زیر به ش΄ل بار تابع و
F ∈ X ∗

, F(x) ∶= ∫ T

٠ V ∗⟨f(t), x(t)⟩V dt + ⟨u٠, x(٠)⟩H , (۴ . ٢)
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل (٢ . ١) ضعیف فرمول پس

u = (u١, u٢) ∈ YH ∶ B∗(u, x) = F(x). (۵ . ٢)
ͬ توان م بنابراین است وابسته T پایانͬ لحظه  به (٢ . ٣) u جواب در u٢ که ͬ شود م دیده راحتͬ به
YH کردن، پارامتری با Yt

H = Yt × H چون کرد، پارامتری t ∈ [٠, T ] روی را (۵ . ٢) فرمول
خواهیم را Yt

H × X t دوخطͬ فرم پس ،u = (u١, u٢(t)) ∈ Yt
H بنابراین ͬ شود. م Yt

H به تبدیل
است، زیر به ش΄ل که داشت

B∗
t ∶Y

t
H × X t

→ R,

آن پارامتری فرم قبل مانند آزمون، و آزمایش تابع کردن جابه جا و جزبه جز انتگرال گیری با که
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل

B∗
t (y, x) ∶= ∫ t

٠ V ⟨y١(s),−ẋ +Ax⟩V ∗ds + ⟨y٢(t), x(T )⟩H ,
است، زیر به ش΄ل بار تابع و

Ft∶X
t −→ R,

Ft(x) ∶= ∫ t

٠ V ∗⟨f(t), x(t)⟩V dt + ⟨u٠, x(٠)⟩H , (۶ . ٢)

است، زیر به ش΄ل x ∈ X t هر به ازای (۵ . ٢) پارامتری ش΄ل بنابراین
u = (u١, u٢(t)) ∈ Yt

H ∶ B∗
t (u, x) = Ft(x). (٢ . ٧)

ͬ شوند. م محدود X t و Yt
H فضاهای به قبل مانند B∗

t و Ft اینجا در
خواهیم باشد داشته ͬ تواند م معادله راست طرف که گوناگونͬ ش΄ل های پیرامون ادامه در

نوشت.

راست سمت گوناگون انواع ٢ . ٣
راست طرف به عنوان را داده ها گوناگون انواع از استفاده اجازه م΄ان‐زمان فرمول بندی  ضعیف
منظم، راست سمت ادامه در که ͬ باشد، م مشتق پذیری معنای به بودن منظم ͬ دهد. م معادله
جا هیچ که راستͬ سمت و تصادفͬ انتگرال دارای راست سمت منظم، قطعه وار راست سمت

ͬ کنیم. م بررسͬ را نباشد مشتق پذیر
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منظم راست سمت ٢ . ٣ . ١
،u٠ ∈ H و f ∈ L٠))٢, T );V ∗) آن در که ͬ باشد م زیر به صورت مطالعه مورد اصلͬ حالت

Ft(x) = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V ds + ⟨u٠, x(٠)⟩H , t ∈ [٠, T ], (٢ . ٨)
داریم، را زیر تساوی (٢ . ٧) در x ∈ C∞٠ ([٠, t];V ) گرفتن نظر در با .u٢ = u١ ∈ X مورد این در

∫ t

٠ ⟨u١(s),−ẋ(s)⟩H ds = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s) −Au١(s), x(s)⟩V ds.
ͬ آوریم، م بدست را بالا تساوی زیر به ش΄ل

B∗(u, x) ∶= ∫ T

٠ V ⟨u١,−ẋ +Ax⟩V ∗ ds + ⟨u٢, x(T )⟩H ,
B∗
t (u, x) ∶= ∫ t

٠ V ⟨u١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗ ds + ⟨u٢(s), x(T )⟩H ,
Ft(x) ∶= ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V dt + ⟨u٠(t), x(٠)⟩H ,
B∗
t (u, x) = Ft(x),
∫ t

٠ V ⟨u١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗ ds + ⟨u٢, x(T )⟩H = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V ds + ⟨u٠(t), x(٠)⟩H ,
∫ t

٠ V ⟨u١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗ ds = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V ds,

∫ t

٠ V ⟨u١(s),−ẋ(s)⟩V ∗ ds = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s) −Ax(s), x(s)⟩V ds,

∫ t

٠ V ⟨u١(s),−ẋ(s)⟩V ∗ ds = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s) −Au١(s), x(s)⟩V ds,

∫ t

٠ ⟨u١(s),−ẋ(s)⟩H ds = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s) −Au١(s), x(s)⟩V ds.
آن مشتق پس u̇١ + Au١ = f چون است، انتگرال پذیر مربع ضعیف مشتق دارای u١ بنابراین
استفاده زیر به ش΄ل (٢ . ٧) از ͬ توان م سپس ͬ باشد. م u̇١ = f −Au١ ∈ L٠))٢, T );V ∗) با برابر

کرد،
∫ t

٠ V ⟨u١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗ ds + ⟨u٢(t), x(T )⟩H = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V dt + ⟨u٠(t), x(٠)⟩H ,
داشت، خواهیم بالا تساوی به توجه با ،u١(t) = u٢(t) که گرفت نتیجه و

⟨u٢(t), x(T )⟩H = ⟨u٠(t), x(٠)⟩H
آنها دو هر و u١ = u٢ نتیجه در u٢ = u(٠) پس u٠ = u(٠) طرفͬ از ،u٠ = u٢ پس x(٠) = x(T )
پس X ⊂ C([٠, T ];H) و u٢ ∈ X پس u١ ∈ X چون ͬ باشند. م X ⊂ C([٠, T ];H) به وابسته

ͬ باشند. م X ⊂ C([٠, T ];H) به وابسته آنها دو هر
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منظم قطعه وار راست سمت ٢ . ٣ . ٢
عبارت {ti}i=١,...,M ⊂ [٠, T ] M,...,١=i{ζi}و ∈ H ،f ∈ L٠))٢, T );V ∗) همه برای کلͬ حالت در

است، برقرار زیر
Ft(x) = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V ds + ∑
ti≤t

⟨ζi, x(ti)⟩H , t ∈ [٠, T ], (٢ . ٩)
داریم، را زیر عبارت (۶ . ٢) به توجه با

Ft(x) ∶= ∫ t

٠ V ∗⟨f(t), x(t)⟩V dt + ⟨u٠, x(٠)⟩H ,
داشت، خواهیم زیر به ش΄ل را (۶ . ٢) عبارت باشد، قطعه وار راست سمت اگر

Ft(x) = M

∑
i=١

∫ ti

ti−١
V ∗⟨f(s), x(s)⟩V ds + M−١

∑
i=١

⟨u(t+i ) − u(t−i ), x(ti)⟩Hds + ⟨u٠, x(٠)⟩H ,
داشت. خواهیم (٢ . ٩) به ش΄ل را بالا عبارت آنگاه ζi = u(t+i ) − u(t−i ) اگر

پرش های ،ζi مقادیر که ویژه است،به صحیح قطعه وار مورد در فقط ͬ شود م ارائه بالا در که آنچه
ͬ دهند. م نشان را ti زمان در جواب

تصادفͬ انتگرال ٢ . ٣ . ٣
کامل فضای ΁ی در ω ͬ شود. م ارائه ͬ شود م نامیده ω‐روش که تابعͬ توسط ͬ تر کل مثال
Wt و ͬ باشد م ٢ . ٣ . ١ مانند Ft اینجا ͬ باشد.در م Ft +Wt به فرم و دارد قرار (Ω,Σt,P) احتمال
به صورت Ψ انتگرال مقدار عمل·ر با W ٧ وینر فرایند است. H به وابسته تصادفͬ ضعیف انتگرال

است، زیر
Wt(x) = ∫ t

٠ ⟨Ψ(s) dW (s), x(s)⟩Hds, t ∈ [٠, T ]. (٢ . ١٠)
کند، صدق زیر شرایط در که است W (t) تصادفͬ متغیر ΁ی [٠, T ] بازه روی وینر فرایند ΁ی

W (٠) = ٠
و

W (t) −W (s) ∼ √
t − sN(٠, ١), ٠ ≤ s < t ≤ T,

است. ΁ی واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع N(٠, ١) که
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل خطͬ سهموی تصادفͬ تکامل یافته مساله

dU(t) +A(t)U(t)dt = f(t)dt +Ψ(t)dW (t), t ∈ (٠, T ],
U(٠) = U٠.

(٢ . ١١)

٧Wiener
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ͬ دهیم م تش΄یل را V ⊂ H ⊂ V ∗ سه گانه گلفاند باشند جدایی پذیر هیلبرت فضاهای Hو V اگر
بین دوتایی جفت و ⟨⋅, ⋅⟩H با را H در داخلͬ ضرب است. شده داده چ·ال به طور H در V که
V ∗⟨u, v⟩V = ⟨u, v⟩H تساوی u ∈ H و v ∈ V همه برای ͬ دهیم. م نشان V ∗⟨⋅, ⋅⟩V با را V ∗ و V
اندازه پذیر نگاشت به توجه با باشد، احتمال کامل فضای (Ω,Σt,P) Tو ∈ (٠,∞) اگر داریم. را

ͬ دهیم، م نشان را زیر دوخطͬ فرم A∶Ω × [٠, T ] × V → V
∗

a(w, t;u, v) = V ∗⟨A(w, t)u, v⟩V .
ͬ شود. م نامیده ω‐روش که ͬ دهیم م گسترش را (٢ . ١١) تکامل یافته مساله

ͬ کنیم. م عمل ٢ . ٢ مانند (٢ . ١١) معادله م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی تولید برای
ͬ کنیم، م تعریف زیر به ش΄ل Y = Yt٠ و X = X t٠ که قرارداد این با را Y و X فضاهای

Yt٠ = L٠))٢, t);V ), X t٠ = L٠))٢, t);V ) ∩H
٠))١, t);V ∗),

هستند، استفاده قابل فضا این در زیر نرم های که
∥y∥٢

Yt٠ ∶= ∥y∥٢
L٢((٠,t);V ),∥x∥٢

X t٠ ∶= ∥x∥٢
L٢((٠,t);V ) + ∥ẋ∥

L٢((٠,t);V ∗) + ∥x(٠)∥٢
H + ∥x(t)∥٢

H .

است، برقرار زیر شرایط در Amin و Amax مثبت اعداد همه برای A(w, s) عمل·رهای خانواده
∣a(w, s;u, v)∣ ≤ Amax∥u∥V ∥v∥V , (w, s) ∈ Ω × [٠, T ], u, v ∈ V

a(w, s; v, v) ≥ Amin∥v∥٢
V , (w, s) ∈ Ω × [٠, T ], v ∈ V.

ͬ کنیم، م تعریف زیر دوخطͬ به فرم را (w, t) پارامتری مسائل خانواده
B∗
w,t∶Y

t٠ × X t٠ −→ R,

B∗
w,t ∶= ∫ T

٠ V ∗(⟨y١(s),−ẋ⟩V + a(w, s; y١(s), x(s))) ds + ⟨y٢, x(t)⟩H ,
است، زیر به ش΄ل بار تابع و

Fw,t∶X
t٠ → R, Ww,t∶X

t٠ → R

Fw,t(x) = ∫ T

٠ V ∗⟨f(w, s), x(s)⟩V ds + ⟨U٠(w), x(٠)⟩H ,
Ww,t(x) = (∫ t

٠ ⟨Ψ(s) dW (s), x(s)⟩H)(w),
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل (w, t) ∈ Ω × [٠, T ] برای م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی بنابراین

باشد، برقرار زیر عبارت x ∈ X t٠ هر برای که به طوری کنید پیدا را Uw,t ∈ Yt٠ ×H

B∗
w,t(Uw,t, x) = Fw,t(x) +Ww,t(x),
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ͬ شود. م نامیده ω‐روش معادله این که

و u٢ ∈ C([٠, T ];H) ،u١ ∈ L٠))٢, T );V ) که مفهوم این به ی΄دی·رند از مدل هایی u٢ و u١
از مدلͬ و H به وابسته پیوسته، زمان روی u٢ اما باشد، پیوسته یا مشتق پذیر نیست لازم u١

است، u١ مقدار
∫ T

٠ ∥u١(t) − u٢(t)∥٢
H dt = ٠.

پس؛
∥u١(t) − u٢(t)∥٢

H = ٠,
u١(t) − u٢(t) = ٠,

.u١ = u٢ Ω)L٢؛ × (٠, T );H) در درنتیجه
م΄ان‐زمان اول فرمول با ͬ تواند نم م΄ان‐زمان ضعیف فرمول که است این است مهم آنچه

.u١ ∉ X بنابراین، و نیست مشتق پذیر هیچ جا وینر فرایند چون شود، جابه جا

نباشد مشتق پذیر هیچ جا راست سمت ۴ . ٢ . ٣
دارد، را زیر فرم برد به کار ͬ توان م که راست سمت ͬ تر کل نوع

Ft(x) = ∫ t

٠ V ⟨g(s),−ẋ(s)⟩V ∗ ds − ⟨g(t), x(t)⟩H + ⟨g(٠), x(٠)⟩H , t ∈ [٠, T ],
(٢ . ١٢)

مشابه به طور نیست. مشتق پذیر هیچ جا g و g ∈ L٠))٢, T );V ) ∩ C([٠, T ];H) تابع برای
است. برقرار نیز مورد این در آمد بدست تصادفͬ انتگرال برای آنچه ͬ گیریم م نتیجه

مورد دو هر در ͬ کنیم م تاکید .u١ = u٢ ،u٢ ∈ C([٠, T ];H) و L٠))٢, T );H) در که u١ ∉ X

خوش تعریف u١ از u١(t) نقطه ای مقادیر است،چون مهم u٢ ،(٢ . ١٢) یا (٢ . ١٠) راست سمت
مشتق u١ سپس باشد، منظم کافͬ اندازه به ٢ . ٣ . ١ همچون (٢ . ١) راست سمت اگر نیستند.
است. u١ = u٢ و X ⊂ C([٠, T ];H) فضای به وابسته بنابراین و دارد انتگرال پذیر مربع ضعیف
مشتق پذیر u١ که نیست لازم سپس باشد، منظم کمتر و٢ . ٣ . ۴ ٢ . ٣ . ٣ همچون راست طرف اگر

است، u١ مقدار از مدلͬ و H به وابسته پیوسته، زمان روی u٢ اما باشد. پیوسته یا
∫ T

٠ ∥u١(t) − u٢(t)∥٢
H dt = ٠.

فرمول بندی از صورت این در که است، شده حذف ([١٧ ،١۶] دی·ر( موارد در اغلب u٢
ͬ کنیم، م استفاده زیر م΄ان‐زمان ضعیف

u ∈ Y ∶ B∗(u, x) = F(x), ∀x ∈ X٠,T ∶= {x ∈ X ∶ x(T ) = ٠}.



پیش نیازها و مساله تعریف ١٨
اهمیت افزایش بیان برای ͬ داریم. م نگه استخراج قابل نقطه ای مقادیر از دسته ای در را u٢
بزرگتری تنوع ͬ کنیم: م بازخوانͬ را اصلͬ فایده دو خلاصه م΄ان‐زمان،به طور ضعیف فرمول

ͬ شود. م ام΄ان پذیر نقطه ای به صورت کران ها آوردن بدست و اولیه جملات از

آنها تجزیه و نقطه ای مقادیر ۴ . ٢
است. u١ یعنͬ جواب اول جز بودن پیوسته از بی نیازی ضعیف فرمو ل بندی برتری های از ی΄ͬ
روی ͬ تواند م این کرد. حل را موضعͬ مسائل و کرده گسسته سازی را زمانͬ بازه میتوان لذا
شود انجام زمانͬ بازه هر روی مختلف فضایی گسسته سازی با مسائل حل توسط گسسته ͹سط
ͬ تواند م را زمانͬ بازه هر اصل در ͬ شود. م زمانͬ شب΄ه  انتخاب در انعطاف قابلیت باعث که

دهد. تغییر

اینفیمم‐سوپریمم ٢ . ۵ قضیه 
ͬ کنیم، م بیان ͬ بینیم) م [٣٠, ١٠] (در را زیر قضیه  ی

خطͬ دو فرم باشند، هیلبرت فضاهای W و V اگر .( ٨ (باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا ١ . ۵ . ٢ قضیه
بطوری΄ه، شده داده B ∶W × V −→ R

CB ∶= sup٠≠w∈W
sup٠≠v∈V

B(w, v)∥w∥W∥v∥V
< ∞, (٢ . ١٣)

ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل v ∈ V و w ∈W همه برای ،B ∶W −→ V
∗ متناظر خطͬ عمل·ر

V ∗⟨Bw, v⟩V ∶= B(w, v),
باشند، برقرار زیر شرایط اگر فقط و اگر است وارون پذیر کراندار به طور که

cB ∶= inf٠≠w∈W
sup٠≠v∈V

B(w, v)∥w∥W∥v∥V
> ٠, (١۴ . ٢)

∀v ∈ V, sup٠≠w∈W
B(w, v) > ٠. (١۵ . ٢)

کران داری ثابت CB ثابت که هنگامͬ ͬ شود م نامیده اینفیمم‐سوپریمم ثابت ،cB ثابت
شود. نامیده

،c−١
B = ∥B−١∥L(V ∗,W ) ،cB تعریف به توجه با چون ،c−١

B = ∥B−١∥L(V ∗,W ) = ∥(B∗)−١∥L(W∗,V )
برقرارند، زیر روابط که ͬ دانیم م علاوه براین

B
−١ ∶ V ∗

→W

V ∗⟨Bv,w⟩V ∶= B(v, w), ∀v ∈ V,∀w ∈W,

٨Banach-Necas-Babushka(BNB)



١٩ اینفیمم‐سوپریمم  قضیه 
B

∗ ∶W∗
→ V(B∗)−١

∶ V →W
∗

V ∗⟨Bv,w⟩V ∶= B(v, w), ∀v ∈ V,∀w ∈W,

داریم، را زیر تساوی نتیجه در ،∥B−١∥L(V ∗,W ) = ∥(B∗)−١∥L(w∗,V ) پس
c
−١
B = ∥B−١∥L(V ∗,W ) = ∥(B∗)−١∥L(w∗,V ),

است، برقرار زیر تساوی (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) شرایط به توجه با
inf٠≠w∈W

sup٠≠v∈V
B(w, v)∥w∥W∥v∥V

= inf٠≠v∈V sup٠≠w∈W

B(w, v)∥w∥W∥v∥V
> ٠. (١۶ . ٢)

شوند. جابه جا شده اند گرفته اینفیمم و سوپریمم اینجا در که فضاهایی ͬ دهد م اجازه این
X t و Yt

H فضاهای روی باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا قضیه  فرضیات در ،B∗
t که ͬ دهیم م نشان حالا

V
∗ و V نرم های و هستند خوش تعریف کسری توان های ،A خاصیت های از ͬ کند. م صدق

بیان زیر به ش΄ل را نرم ها این بودن معادل ͬ باشند. م ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ⋅
ÂÂÂÂÂÂÂH

و ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ ⋅
ÂÂÂÂÂÂÂH

با معادل  به ترتیب
ͬ کنیم، م

ͬ کنیم، م استفاده زیر داخلͬ ضرب و استاندارد نرم با H = L٢(Ω) هیلبرت فضای از

∥v∥ = (∫
Ω
∣v∣٢dx) ١٢

, (v, w) = ∫
Ω
vwdx,

ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل Hm(Ω), ٠ < m سوبولف فضاهای نرم

∥v∥m = ( ∑∣α∣<m∥Dα
v∥٢ ) ١٢

.

است. شده تش΄یل V = H١(Ω) در موجود توابع از ∥ ⋅ ∥١ نرم با V = H١٠(Ω) فضای
ͬ باشد، م زیر نرم با V دوگان فضای V ∗ = H−١(Ω)

∥v∥−١ = sup
X∈V

∣(v,X )∣∥X∥١ .

ͬ کنیم، م تعریف زیر به ش΄ل α ∈ R هر برای را A کسری توان های
A

α
v =

∞

∑
j=١

λ
α
j (v, ϕj)ϕj ,

∥Aα
v∥ = ( ∞

∑
j=١

(λαj (v, ϕj))٢) ١٢
,

D(Aα) = {v∶∥Aα
v∥ < ∞} ,

D(A l٢ ) = H l(Ω) ∩H
١٠(Ω) l = ١,٢,

D(A ١٢ ) = H١٠(Ω), D(A) = H٢(Ω) ∩H
١٠(Ω),

D(A− ١٢ ) = H−١(Ω),



پیش نیازها و مساله تعریف ٢٠
ͬ کنیم، م معرفͬ زیر به صورت به ترتیب را X t و Yt

H روی معادل نرم های بنابراین

∣x∣٢X t ∶= ∥x(٠)∥٢
H + ∫ t

٠ (ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds,

∣y∣٢Yt
H
∶= ∥y٢∥٢

H + ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds.

ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل که ⦀ ⋅⦀X t نرم .١ . ۵ . ٢ لم
⦀x⦀٢

X t ∶= ∥x(t)∥٢
H + ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s) −A

− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
ds

ͬ باشد. م t ∈ [٠, T ] هر برای ∣ ⋅ ∣X t نرم با هم ارز
است، زیر تساوی با برابر ⦀ ⋅⦀X t نرم تعریف، به توجه با برهان.

⦀x⦀٢
X t = ∥x(t)∥٢

H + ∫ t

٠ (ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
− ٢V ⟨x(s), ẋ(s)⟩V ∗)ds,

است، برقرار زیر تساوی ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ⋅
ÂÂÂÂÂÂÂH

و ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ ⋅
ÂÂÂÂÂÂÂH

با V ∗ و V نرم های بودن معادل از

⟨A ١٢x(s), A− ١٢ ẋ(s)⟩H = V ⟨x(s), ẋ(s)⟩V ∗ = ١
٢

d

dt
∥x(s)∥٢

H ,

ͬ کنیم، م جای·ذاری اولیه عبارت در زیر به ش΄ل را فوق تساوی بنابراین

⦀x⦀٢
X t = ∥x(t)∥٢

H + ∫ t

٠ (ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
− ٢ ١

٢
d

dt
∥x(s)∥٢

H)ds,
⦀x⦀٢

X t = ∥x(t)∥٢
H + ∫ t

٠ (ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds −∥x(s)∥٢

H

»»»»»»٠t ,
⦀x⦀٢

X t = ∥x(t)∥٢
H − ∥x(t)∥٢

H + ∥x(٠)∥٢
H + ∫ t

٠ (ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds,

⦀x⦀٢
X t = ∥x(٠)∥٢

H + ∫ t

٠ (ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds = ∣x∣٢X t .

ͬ کنیم. م محاسبه ∣ ⋅ ∣Yt
H

و ∣ ⋅ ∣X t به توجه با B∗
t برای را CB و cB حال

ͬ کند، م صدق زیر شرایط در B∗
t (⋅, ⋅) خطͬ دو فرم .٢ . ۵ . ٢ قضیه

CB ∶= sup
٠≠y∈Yt×H

sup
٠≠x∈X t

B∗
t (y, x)∣y∣Yt

H
∣x∣X t

= ١, (٢ . ١٧)

cB ∶= inf٠≠y∈Yt×H
sup

٠≠x∈X t

B∗
t (y, x)∣y∣Yt

H
∣x∣X t

= ١. (٢ . ١٨)



٢١ اینفیمم‐سوپریمم  قضیه 
است، برقرار زیر تساوی برهان.

B∗
t (y, x) = ∫ t

٠ V ⟨y١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗ds + ⟨y٢, x(t)⟩H ,
داریم، را زیر تساوی بالا عبارت طرفین از قدرمطلق گرفتن با

∣B∗
t (y, x)∣ = »»»»»»»»∫ t

٠ V ⟨y١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗ds + ⟨y٢, x(t)⟩H»»»»»»»» ,
داشت، خواهیم را زیر مثلثͬ،نامساوی نامساوی طبق

∣B∗
t (y, x)∣ ≤ ∫ t

٠ ∣V ⟨y١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗∣ds + ∣⟨y٢, x(t)⟩H∣,
داریم، را زیر عبارت ∥A− ١٢ ⋅ ∥H و ∥A ١٢ ⋅ ∥H معادل نرم های به V ∗ و V تبدیل با

∣B∗
t (y, x)∣ ≤∫ t

٠ ∣V ⟨y١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗∣ ds + ∣⟨y٢, x(t)⟩H∣
= ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)( − ẋ(s) +Ax(s))A− ١٢ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∥y٢x(t)∥H ,

برقرارند، زیر عبارات ∥AB∥H ≤ ∥A∥H∥B∥H نامساوی به توجه با
∣B∗

t (y, x)∣ ≤ ∫ t

٠ ∣V ⟨y١(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩V ∗∣ ds + ∣⟨y٢, x(t)⟩H∣
= ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)( − ẋ(s) +Ax(s))A− ١٢ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∥y٢∥H∥x(t)∥H

≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H

ÂÂÂÂÂÂÂ−A− ١٢ ẋ(s) +A
١٢x(s)ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∥y٢∥H∥x(t)∥H ,

داریم، را ∣B∗
t (y, x)∣ ≤ ∣y∣Yt

H
⦀x⦀X t نامساوی ⦀x⦀X t و ∣y∣Yt

H
نرم های تعریف به توجه با

است. برقرار ∣y∣Yt
H
⦀x⦀X t = ∣y∣Yt

H
∣x∣X t تساوی ∣x∣X t با ⦀x⦀X t بودن معادل از همچنین

داریم، را زیر عبارت پس
∣B∗

t (y, x)∣ ≤ ∣y∣Yt
H
⦀x⦀X t = ∣y∣Yt

H
∣x∣X t

ͬ شود، م نتیجه زیر نامساوی که
B∗
t (y, x)∣y∣Yt

H
∣x∣X t

≤ ١,
.CB = cB یعنͬ cB = ١ و CB = ١ دهیم نشان باید (٢ . ١٨) و (٢ . ١٧) طبق .CB ≤ ١ نتیجه در
برقرار ح΄م cB ≥ ١ دهیم نشان اگر cB ≤ CB ͬ دانیم م طرفͬ از ،CB ≤ ١ که دادیم نشان

ͬ کنیم، م اثبات را زیر عبارت و کرده استفاده (١۶ . ٢) از cB ≥ ١ دادن نشان برای ͬ شود. م
∀x ∈ X t

, ∃yx ∈ Yt
H ∶B∗

t (y, x) ≥ ∣yx∣Yt
H
⦀x⦀X t = ∣yx∣Yt

H
∣x∣X t .



پیش نیازها و مساله تعریف ٢٢
طبق است. Yt

H به متعلق که ͬ کنیم م انتخاب را ،yx = (x − A
−١
ẋ, x(t)) ،x ∈ X t برای پس

است، برقرار زیر تساوی ∣y∣Yt
H

تعریف

∣yx∣٢Yt
H
= ∥y٢∥٢

H +
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١

ÂÂÂÂÂÂÂ٢
L٢((٠,t);H) , (٢ . ١٩)

شود، حاصل زیر رابطه تا ͬ کنیم م جای·ذاری را yx مقدار (٢ . ١٩) رابطه در

∣yx∣٢Yt
H
= ∥x(t)∥٢

H +
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ (x −A

−١
ẋ(t))ÂÂÂÂÂÂÂ٢

L٢((٠,t);H) = ∥x(t)∥٢
H +

ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s) −A
− ١٢ ẋ(s))ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
.

داریم، را زیر تساوی ⦀x⦀٢
X t نرم تعریف به توجه با چون

⦀x⦀٢
X t = ∥x(t)∥٢

H +
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s) −A

− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
.

برقرارند، زیر تساوی های پس
∣yx∣٢Yt

H
= ⦀x⦀٢

X t = ∣x∣٢X t

∣yx∣٢Yt
H
= ∥x(t)∥٢

H +
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ (x −A

−١
ẋ(t))ÂÂÂÂÂÂÂ٢

L٢((٠,t);H) = ⦀x⦀٢
X t = ∣x∣٢X t . (٢ . ٢٠)

داریم، را زیر تساوی (٢ . ٢٠) از استفاده با و خطͬ دو فرم بسط با
B∗
t (yx, x) = ∫ t

٠ ⟨x(s) −A
−١
ẋ(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩Hds + ∥x(t)∥٢

H

= ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s) −A

− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+ ∥x(t)∥٢

H = ⦀x⦀٢
X t

نتیجه در داریم. را ∣yx∣Yt
H

= ∣x∣X t تساوی پس ∣yx∣٢Yt
H

= ∣x∣٢X t کردیم ثابت اینکه به توجه با
برقرارند، زیر عبارات

⦀x⦀٢
X t = ∣x∣٢X t = ∣yx∣٢Yt

H
= ∣yx∣Yt

H
∣yx∣Yt

H
= ∣x∣X t∣yx∣Yt

H
,

B∗
t (yx, x) = ∫ t

٠ ⟨x(s) −A
−١
ẋ(s),−ẋ(s) +Ax(s)⟩Hds + ∥x(t)∥٢

H

= ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x(s) −A

− ١٢ ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+ ∥x(t)∥٢

H = ∣x∣X t∣yx∣Yt
H
,

ͬ گیریم. م نتیجه را (٢ . ١٨) و (٢ . ١٧) پس ،cB ≤ CB چون .cB ≥ ١ بنابراین
Bt ∈ L(Yt

H , (X t)∗) ͬ کند، م صدق باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا قضیه فرض در خطͬ دو فرم چون
توسط ، B∗

t (⋅, ⋅) با متناظر

B∗
t (y, x) = (X t)∗⟨Bty, x⟩X t



٢٣ اینفیمم‐سوپریمم  قضیه 
این دادن نشان برای است. برقرار ،∣y∣Yt

H
≤ ∥F∥(X t,∣⋅∣X t)∗ نامساوی و است وارون پذیر کراندار

است، برقرار زیر تساوی که ͬ دانیم م ͬ کنیم. م عمل زیر به ش΄ل نامساوی
B∗
t (y, x) = F(x).

برقرارند، زیر تساوی های پس
B∗
t (y, x) = ∫ t

٠ V ⟨y١,−ẋ +Ax⟩V ∗ds + ⟨y٢, x(T )⟩H
= ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(−ẋ +Ax)A− ١٢ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∣∣y٢x(T )∣∣H .
زیر، تعریف به توجه با همچنین

∣y∣Yt
H
= ∣∣y٢∣∣H + ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)ÂÂÂÂÂÂÂH

ds,

است، برقرار زیر نامساوی
∣∣y٢∣∣H + ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)ÂÂÂÂÂÂÂH

ds ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(−ẋ +Ax)A− ١٢ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∣∣y٢x(T )∣∣H ,
داریم، زیر نامساوی y∣Yt∣پس

H
≤ ∥F∥(X t,∣⋅∣X t)∗ .

هر برای (X t
, ∣ ⋅ ∣X t) دوتایی فضای به متعلق Ft ،٢ . ٣ . ١ راست سمت برای که ͬ کنیم م توجه

برقرارند، زیر عبارات (٢ . ٨) طبق ͽواق در ،u٠ ∈ H و f ∈ L٠))٢, T );V ∗) است،اگر t ≤ T
Ft = ∫ t

٠ V ∗⟨f(s), x(s)⟩V ds + ⟨u٠, x(٠)⟩H t ∈ [٠, T ]
Ft = ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)x(s)A ١٢ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∣∣u٠x(٠)∣∣H
≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂH

ÂÂÂÂÂÂÂx(s)A ١٢ÂÂÂÂÂÂÂH
ds + ∣∣u٠∣∣H∣∣x(٠)∣∣H

∣∣Ft∣∣ ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∣∣u٠∣∣H + ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)ÂÂÂÂÂÂÂH

ds + ∣∣y٢∣∣H
∣∣Ft∣∣٢ ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∣∣u٢∣∣٠H + ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ y١(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∣∣y٢∣∣٢H

∣∣Ft∣∣٢ ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∣∣u٢∣∣٠H + ∣y∣٢Yt

H∣∣Ft∣∣٢ ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∣∣u٢∣∣٠H

∣∣Ft∣∣ ≤ [∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∣∣u٢∣∣٠H] ١٢

برقرارند، زیر نامساوی های پس

∥Ft∥(X t,∣⋅∣X t)∗ ≤ [∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢∥٠

H] ١٢
≤ [A−١

min ∫
t

٠ ∥f(s)∥٢
V ∗ds + ∥u٢∥٠

H] ١٢
.

(٢ . ٢١)



پیش نیازها و مساله تعریف ٢۴
،∣y∣Yt

H
≤ ∥Ft∥(X t,∣⋅∣X t)∗ اینکه به وباتوجه (٢ . ٢١) و باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا قضیه ترکیب با

داریم، را زیر نامساوی های

∣y∣Yt
H
≤ ∥Ft∥(X t,∣⋅∣X t)∗ ≤ [∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢∥٠

H] ١٢
≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds+∥u٢∥٠

H

ͬ آید، م بدست زیر نامساوی پس
∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢u١(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢(t)∥٢

H ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢∥٠

H .

ͬ آوریم، م بدست را زیر نامساوی (٢ . ٢١) در کران آخرین و ∥ ⋅ ∥Yt
H

و ∣ ⋅ ∣Yt
H

هم ارزی با
Amin ∫

t

٠ ∥u١(s)∥٢
V ds + ∥u٢(t)∥٢

H ≤ A−١
min ∫

t

٠ ∥f(s)∥٢
V ∗ds + ∥u٢∥٠

H . (٢ . ٢٢)
ͬ کنیم، م عمل زیر به ش΄ل بالا نامساوی آوردن بدست برای

داریم، قبل از را زیر نامساوی

[∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢∥٠

H] ١٢
≤ [A−١

min ∫
t

٠ ∥f(s)∥٢
V ∗ + ∥u٢∥٠

H] ١٢
, (٢ . ٢٣)

داریم، را زیر نامساوی (٢ . ٢٣) نامساوی به توجه با
∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢∥٠

H ≤ A−١
min ∫

t

٠ ∥f(s)∥٢
V ∗ + ∥u٢∥٠

H ,

داریم، را زیر نامساوی قبل از همچنین
∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢u١(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
ds + ∥u٢(t)∥٢

H ≤ ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ f(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
+ ∥u٢∥٠

H

ͬ شود، م حاصل زیر نامساوی پس
Amin ∫

t

٠ ∥u١(s)∥٢
V ds + ∥u٢∥٠

H ≤ A−١
min ∫

t

٠ ∥f(s)∥٢
V ∗ds + ∥u٢∥٠

H .

داریم، را زیر موضعͬ کران دو آوریم بدست [r, t] و [٠, r] روی را مسائل بعضͬ اگر
Amin ∫

r

٠ ∥u١(s)∥٢
V ds + ∥u٢(r)∥٢

H ≤ A−١
min ∫

r

٠ ∥f(s)∥٢
V ∗ds + ∥u٢∥٠

H ,

Amin ∫
t

r
∥u١(s)∥٢

V ds + ∥u٢(t)∥٢
H ≤ A−١

min ∫
t

r
∥f(s)∥٢

V ∗ds + ∥u٢∥٢
H

(٢۴ . ٢)

f ∈ L٠))٢, T );V ∗) و u٠ ∈ H که ٢ . ٣ . ١ راست سمت برای ی΄تایی). و (وجود ٣ . ۵ . ٢ قضیه
و دارد وجود (٢ . ٧) معادله برای L٠))٢, T );V ) × C([٠, T ];H) در u = (u١, u٢) ی΄تای جواب

ͬ کند، م صدق زیر کران در نرم
Amin ∫

T

٠ ∥u١(t)∥٢
V dt + sup

t∈[٠,T ]∥u٢(t)∥٢
H ≤ A−١

min ∫
T

٠ ∥f(t)∥٢
V ∗dt + ∥u٢∥٠

H ,

است. برقرار u١ = u٢ ∈ X خاص حالت در و



٢۵ اینفیمم‐سوپریمم  قضیه 
مانند ی΄تایی و وجود باشد نشده معرفͬ ٢ . ٣ . ١ در که راستͬ سمت برای .١ . ۵ . ٢ F∥(X∥ملاحظه t,∣⋅∣X t)∗ برای ͬ توان م که حدودی طبق نرم ها، حدود اما ͬ آید، م بدست  ٣ . ۵ . ٢ قضیه
صورتͬ در ͬ آیند، م بدست آسانͬ به ۴ . ٢ . ٣ یا ٢ . ٣ . ٢ برای تغییرات ͬ کنند. م تغییر آورد بدست

ͬ باشد، م زیر به ش΄ل ٢ . ٣ . ٣ برای نظر مورد نظریه که
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل خطͬ سهموی تصادفͬ مساله

dU(t) +A(t)U(t)dt = f(t)dt +Ψ(t) +Wd(t), t ∈ (٠, T ],
U(٠) = U٠,

(٢۵ . ٢)

و اند شده داده H و V جدایی پذیر هیلبرت فضاهای باشد. عمل·ر ΁ی A(t) که ͬ کنیم م فرض
که ͬ کنیم م توجه است. شده داده جا H در چ·ال و کامل V که ،V ⊂ H ⊂ V ∗ سه گانه گلفاند
،V ∗⟨u, v⟩V = ⟨u, v⟩H به ش΄ل V و∗ V بین دوگان دوخطͬ V ∗⟨⋅, ⋅⟩V Hو در داخلͬ ضرب ⟨⋅, ⋅⟩H
روی کراندار خطͬ عمل·رهای فضای ℓ(H) = ℓ(H;H) همچنین ͬ باشد. م u ∈ H و v ∈ V که
با احتمال کامل فضای (Ω,Σ,P) اگر و ثابت T ∈ (٠,∞) اگر است. ℓ٢(H) = ℓ٢(H;H) و H

باشد. Σ = (Σt)t∈(٠,∞) نرمال جداسازی
که [٠, t] روی را Yو X فضاهای (٢۵ . ٢) معادله م΄ان‐زمان ضعیف فرمول بندی ساختن برای

ͬ دهیم، م تش΄یل زیر به ش΄ل ͬ باشد م دلخواه t ∈ [٠, T ]
Yt٠ = L٠))٢, t);V ), X t٠ = L٠))٢, t);V ) ∩H

٠))١, t);V ∗),
هستند، استفاده قابل فضاها این در زیر نرم های

∥y∥٢
Yt٠ ∶= ∥y∥٢

L٢((٠,t);V )∥x∥٢
X t٠ ∶= ∥x∥٢

L٢((٠,t);V ) + ∥ẋ∥L٢((٠,t);V ∗) + ∥x(٠)∥٢
H + ∥x(t)∥٢

H ,

باشند. برقرار Y = Yt٠ و X = X t٠ تساوی های پس این از که ͬ کنیم م قرارداد
ͬ باشد، م زیر خطͬ دو فرم با (w, t) توسط شده پارامتری مسائل خانواده

B∗
w,t ∶ (Yt٠ ×H) × X t٠ → R,

B∗
w,t(y, x) = ∫ t

٠ (V ∗⟨y١(s),−ẋ(s)⟩V + a(w, s; y١(s), x(s)))ds,
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل بار تابعک های و

Fw,t ∶ X
t٠ → R, Ww,t ∶ X

t٠ → R,

برقرارند، زیر تساوی های اینجا در
Fw,t(x) = ∫ t

٠ V ∗⟨f(w, s), x(s)⟩V ds + ⟨U٠(w), x(٠)⟩H ,
Ww,t(x) = (∫ t

٠ ⟨Ψ(s)dW (s), x(s)⟩H)(w).



پیش نیازها و مساله تعریف ٢۶
نامساوی های x ∈ X t٠ برای پس ،U٠(w) ∈ H و f(w, ⋅) ∈ L٠))٢, T );V ∗) که ͬ کنیم م فرض

داریم، را زیر

∣Fw,t(x)∣ = »»»»»»»»»»∫
t

٠ V ∗⟨f(w, s), x(s)⟩V ds + ⟨U٠(w), x(٠)⟩H»»»»»»»»»»
≤ (∫ t

٠ ∥f(w, s)∥٢
V ∗ds) ١٢(∫ t

٠ ∥x(s)∥٢
V ds) ١٢

+ ∥U٠(w)∥H∥x(٠)∥H

≲ (∥f(w, ⋅)∥L٠))٢,T );V ∗) + ∥U٠(w)∥H)∥x∥X t٠ ,

است، برقرار زیر عبارت بنابراین

∥Fw,t(x)∥(X t٠ )∗ ≲ ∥f(w, ⋅)∥L٠))٢,T );V ∗) + ∥U٠(w)∥H .

برای ∥v∥Ḣγ =
ÂÂÂÂÂÂA γ٢ v

ÂÂÂÂÂÂH
نرم های با Ḣγ = D(A γ٢ ) فضاهای از ٩ فضایی نظم اندازه گیری برای

ͬ کنیم، م تعریف زیر به ش΄ل را D(Aα) ͬ کنیم. م استفاده γ ∈ R

A
α
v =

∞

∑
j=١

λ
α
j (v, φj)φj

∥Aα
v∥ = ( ∞

∑
j=١

(λαj (v, φj))٢) ١٢

D(Aα) = {v∶∥Aα
v∥ < ∞}

است کران دار (٢ . ٧) شده تعریف دوخطͬ فرم ،β ≥ ٠ کنیم فرض فضایی). (نظم ۴ . ۵ . ٢ قضیه
و L٠))٢, t); Ḣ١−β) ∩H

٠))١, t); Ḣ−١−β) فضاهای جفت روی اینفیمم‐سوپریمم شرط های و
و f ∈ L٠))٢, T ); Ḣβ−١) اگر ٢ . ٣ . ١ راست سمت برای است. برقرار L٠))٢, t); Ḣβ+١) × Ḣ

β

وجود (٢ . ٧) برای u = (u١, u٢) ∈ L٠))٢, T ); Ḣβ+١) × C([٠, T ]; Ḣβ) ی΄تای جواب ،u٠ ∈ Ḣ
β

ͬ کند: م صدق زیر کران در نرم این دارد.
∫ T

٠ ∥u١(t)∥٢̇
Hβ+١dt + sup

t∈[٠,T ]∥u٢(t)∥٢̇
Hβ ≤ ∫ T

٠ ∥f(t)∥٢̇
Hβ−١dt + ∥u٢̇∥٠

Hβ ,

است. برقرار u١ = u٢ ∈ L٠))٢, T ); Ḣβ+١) ∩H
٠))١, T ); Ḣβ−١) خاص حالت در

٩Spatial regularity



٣ فصل
گسسته سازی

خطͬ قطعه وار زمان به نسبت که آزمایش توابع براساس مساله گسسته سازی با فصل این
بدست که روشͬ ͬ شود. م شروع ͬ باشند م ثابت قطعه وار زمان به نسبت که آزمون توابع و
پیشرو آخر گام و ١ اویلر پسرو اول گام با که است شده اصلاح کرنک‐نی΄لسون روش ͬ آوریم م

ͬ شود. م تولید ٢ اویلر
باشد، زیر به ش΄ل جزئͬ دیفرانسیل معادلات اگر

∂u

∂t
= F(u, x, t, ∂u

∂x
,
∂

٢
u

∂x٢),
u(n∆x, i∆t) = uin.

باشند، زیر به ش΄ل اویلر پسرو و اویلر پیشرو معادلات به ترتیب و
u
i+١
n − u

i
n

∆t
= F i

n(u, x, t, ∂u∂x, ∂٢
u

∂x٢),
u
i+١
n − u

i
n

∆t
= F i+١

n (u, x, t, ∂u
∂x
,
∂

٢
u

∂x٢),
است، زیر به ش΄ل کرنک‐نی΄لسون روش برای معادله آنگاه

u
i+١
n − u

i
n

∆t
= ١

٢ [F i+١
n (u, x, t, ∂u

∂x
,
∂

٢
u

∂x٢) + F
i
n(u, x, t, ∂u∂x, ∂٢

u

∂x٢)] .
١Backward Euler
٢Forward Euler

٢٧



گسسته سازی ٢٨

درجه پایین ترین از جمله ای هایی چند با گسسته سازی ٣ . ١
زمان در

ͬ کنیم م تقسیم  Tk = {٠ = t٠ < ⋯ < ti < ti+١ < ⋯ < tN = T} به ش΄ل را [٠, T ] زمانͬ فاصله 
،T n

k با را [٠, T ] زمانͬ فاصله  در Tk تقسیم بندی .k = maxi ki و ki = ti+١ − ti ͬ دهیم م قرار و
قطعه وار توابع فضای و Sk با را خطͬ قطعه وار پیوسته توابع فضای ،Ii با را [ti, ti+١] فاصله 
انجام T n

k مانند را Qn
k و Sn

k تقسیم بندی که ͬ کنیم م قرارداد و ͬ دهیم م نشان Qk با را ثابت
مساوی یا کمتر درجه از پیوسته قطعه وار جمله ای های چند متناهͬ عناصر فضای را Vh دهیم.
چون ͬ گیریم. م نظر در h مش اندازه با دامنه روی مثلث ها از شبه ی΄نواخت خانواده روی p
باشد. بزرگ کافͬ اندازه به p ≥ ١ که ͬ کنیم م فرض ماست، اصلͬ هدف زمانͬ گسسته سازی
ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل Xh,k ∶= Sk⊗Vh Yh,kو ∶= Qk⊗Vh توسط متناهͬ بعد با زیرفضاهایی

Qk ⊗ Vh = ∑
i,j

eifj(ψi ⊗ vj), ψi ⊗ vj = ψiv
T
j ,

Sk ⊗ Vh = ∑
i,j

gifj(φi ⊗ vj), φi ⊗ vj = φiv
T
j ,

Sk ،Qk عناصر ترتیب به fj و gi ،ei همچنین Vh و Sk ، Qk پایه ای عناصر ترتیب به vj و φi ،ψi

هت توابع مولد استاندارد پایه  ͬ کنیم. م تولید را X n
h,k و Yn

h,k فضاهای خانواده ͬ باشند. م Vh ٠=Ni{ψi}و با را Qk ثابت قطعه وار توابع مولد استاندارد پایه  و {φi}Ni=٠ توسط Sk خطͬ قطعه وار
ͬ دهیم. م نشان

آن به (۴ . ٢) در که ͬ باشد م بار تابع F و است شده تعریف (٢ . ٣) در که است دوخطͬ فرم B∗

ͬ شود. م گسسته سازی زیر به ش΄ل (۵ . ٢) مساله است. شده اشاره
باشد، برقرار زیر رابطه X ∈ Xh,k هر برای که بیابید طوری را U ∈ Yh,k × Vh

B∗(U,X) = F(X). (٣ . ١)
ͬ گیریم، م نظر در است شده مجهز دی·ر نرم با که را Xh,k فضای

∥X∥٢
Xk

∶= ∥X(٠)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds,
ͬ آید، م بدست زیر تساوی ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ⋅

ÂÂÂÂÂÂÂH
و ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ ⋅

ÂÂÂÂÂÂÂH
با V ∗ و V بودن معادل از

∣X∣٢Xk
∶= ∥X(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ
ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ΠiX

ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
)ds,

ͬ شود، م تعریف زیر ش΄ل به  که است متعامد تصویر Π اینجا در
(ΠiX)(t) = ١

ki
∫
Ii

X(s)ds, t ∈ Ii.



٢٩ زمان در درجه پایین ترین از جمله ای هایی چند با گسسته سازی
آوردن بدست همچنین و (٣ . ١) گسسته مساله برای جواب ی΄تایی و وجود اثبات منظور به
ͬ کنیم. م بیان را ٣ . ١ . ١ قضیه پیوسته، حالت همانند گسسته حالت در اینفیمم‐سوپریمم ثابت
،v ∈ Y هر برای آنگاه باشد، u ∈ X و باشند متناهͬ بعد با زیرفضاهایی Yδ ⊂ Y و Xδ ⊂ X اگر

ͬ کنیم، م گسسته سازی را زیر شده بیان مساله
u ∈ X ∶ b(u, v) = f(v).

باشیم، داشته را زیر مساله vδ ∈ Yδ هر برای که بیابید طوری را uδ ∈ Xδ

b(uδ, vδ) = f(vδ). (٣ . ٢)
به ش΄ل را δ و Yδ = Q∆t ⊗ Vh ،Xδ = S∆t ⊗ Vh ͬ گیریم. م نظر در را V = H١٠(Ω) و H = L٢(Ω)
قطعه وار متناهͬ عناصر Q∆t و خطͬ قطعه وار Vh و S∆t آنها در که ͬ کنیم م تعریف δ = (∆t, h)
ͬ باشند. م ∆t ∶= T

K
برای T∆t = {tk−١ = (k − ١)∆t < t ≤ k∆t = tk, ١ ≤ k ≤ K} و ثابت

T k = X Ik که Q∆t = {T ١
, . . . , T K} و هت  باشند توابع σk که S∆t = {σ١

, . . . , σ
K} اگر

و wδ = ∑K
k=١ ∑nh

i=١wk
i σ

k ⊗ φi ∈ Xδ هر برای ،Vh = {φ١, . . . , φnh
} و I

k ∶= (tk−١
, t

k) و
داریم، را زیر عبارت vδ = ∑K

l=١ ∑nh

j=١ vljT k ⊗ φj

b(wδ, vδ) = ∫
I
(⟨ẇδ(t), vδ(t)⟩V ′×V + a(wδ(t), vδ(t)))dt

=
K

∑
k,l=١

nh

∑
i,j=١

w
i
kv

j
l [(σ̇k, T l)L٢(I)(φi, φj)H + (σk, T l)L٢(I)a(φi, φj)]

=W T
δ BδVδ

است، برقرار زیر عبارت اینجا در که
Bδ ∶= N∆t ⊗Mh +M∆t ⊗Ah,

برقرارند، زیر عبارات
Mh ∶= [(φi, φj)L٢(Ω)]

i,j=١,...,nh

,

M∆t ∶= [(σk, T l)L٢(I)]k,l=١,...,K ,

N∆t ∶= [(σ̇k, T l)L٢(I)]k,l=١,...,K ,

Ah ∶= [a(φi, φj)]
i,j=١,...,nh

,

داریم، را زیر تساوی های همچنین
(σ̇k, T l)L٢(I) = δk,l − δk+١,l,(σk, T l)L٢(I) = ∆t

٢ (δk,l + δk+١,l),



گسسته سازی ٣٠
است، برقرار زیر تساوی بنابراین

b(wδ, T
l ⊗ φj) = nh

∑
i=١

[(wl
i − w

l−١
i )(φi, φj)H +

∆t

٢ (wl
i + w

l−١
i )a(φi, φj)]

= ∆t[Mh
١
∆t

(W l −W
l−١) +AhW

l− ١٢]
داریم، را زیر تعاریف اینجا در که

W
l ∶= (wl

i)i=١,...,nh
, w

l− ١٢
i ∶= ١

٢(wl
i + w

l−١
i ),

زمانͬ انتگرال گیری راست سمت تقریب از اگر ͬ شود. م تعریف صورت همین به W l− ١٢ که
است، برقرار زیر تساوی کنیم استفاده

f(T l ⊗ φj) = ∫ T

٠ ⟨g(t), T l ⊗ φj⟩V ′×V
dt ≈ ∆t

٢ ⟨g(tl−١) + g(tl), φj⟩
V ′×V

= ∆t

٢ (gl−١ + g
l)j = ∆tg

l− ١٢
i

داریم، را زیر رابطه اینجا در
g
l = (⟨g(tl), φj⟩V ′×V )

j=١,...,nh

کنیم، بازنویسͬ زیر به ش΄ل را (٣ . ٢) معادله ͬ توان م
١
∆t

Mh(W l −W
l−١) +AhW

l− ١٢ = gl−
١٢ , W

٠ ∶= ٠,
داریم، را زیر تعاریف X روی متفاوت نرم تولید برای

پس داریم. را w̄ ∶= ∑K
k=١ X Ik ⊗ w̄i ∈ L٢(I;V ) و w̄k ∶= (∆t)−١ ∫Ik w(t)dt ∈ V ، w ∈ X برای

ͬ کنیم، م تعریف را زیر نرم
⦀w⦀٢

X ,δ ∶= ∥ẇ∥٢
L٢(I;V ′) + ∥w̄∥٢

L٢(I;V ) + ∥w(T )∥٢
H .

هر برای و باشد کورسیوتͬ و کرانداری شرایط دارای و متقارن a(⋅, ⋅) اگر [١٩] .٣ . ١ . ١ قضیه
ͬ شوند، م تعریف زیر به ش΄ل γδ βδو که βδ = γδ = ١ آنگاه ∥φ∥٢

V ∶= a(φ,φ) باشیم داشته φ ∈ V

βδ ∶= inf
wδ∈Xδ

sup
vδ∈Yδ

b(wδ, vδ)⦀wδ⦀X ,δ∥vδ∥Y
,

γδ ∶= sup
wδ∈Xδ

sup
vδ∈Yδ

b(wδ, vδ)⦀wδ⦀X ,δ∥vδ∥Y
.

داریم، w ∈ X همه برای را زیر تساوی است زمان در ثابت قطعه وار vδ ∈ Yδ چون برهان.
∫
I
a(w(t), vδ(t))dt = ∫

I
a(w̄(t), vδ(t))dt,



٣١ زمان در درجه پایین ترین از جمله ای هایی چند با گسسته سازی
است، برقرار زیر تساوی بنابراین

b(wδ, vδ) = ∫
I
a(A−١

h ẇδ(t) + w̄δ(t), vδ(t))dt,
داریم، را زیر تساوی φh ∈ Vh همه برای که ،zδ(t) ∶= A−١

h ẇδ(t) اینجا در که
a(zδ(t), φh) = ⟨ẇδ(t), φh⟩V ′×V .

است، برقرار زیر تساوی ṽ ∈ V ′ هر ١−ÂÂÂÂÂÂAبرای
h ṽ

ÂÂÂÂÂÂ٢
V
= a(A−١

h ṽ, A
−١
h ṽ) = ⟨ṽ, A−١

h ṽ⟩
V ′×V

= ∥ṽ∥٢
V ′ ,

هر برای به طوری΄ه دارد وجود zδ ∈ Xδ ی΄تای جواب ،vδ ∈ Yδ همه برای که ͬ کنیم م اثبات
است، برقرار زیر تساوی qδ ∈ Yδ

∫
I
a(A−١

h żδ(t) + z̄δ(t), qδ(t))dt = ∫
I
a(vδ(t), qδ(t))dt,

نامساوی با بنابراین داریم. را vδ ∶= A−١
żδ(t)+ z̄δ ∈ Yδ عبارت zδ ∈ X برای که ͬ کنیم م توجه

داریم، را زیر تساوی zδ = wδ و ٣ کوشͬ‐شوارتز

sup
vδ∈Yδ

b(wδ, vδ)∥vδ∥Y
= sup

zδ∈Xδ

b(wδ, A
−١
h żδ + z̄δ)ÂÂÂÂÂA−١

h żδ + z̄δ
ÂÂÂÂÂY

= sup
zδ∈Xδ

∫I a(A−١
h ẇδ + w̄δ, A

−١
h żδ + z̄δ)dtÂÂÂÂÂA−١

h żδ + z̄δ
ÂÂÂÂÂY

=
ÂÂÂÂÂÂA−١

h ẇδ + w̄δ

ÂÂÂÂÂÂY

است، برقرار زیر عبارت ١−ÂÂÂÂÂÂAهمچنین
h ẇδ + w̄δ

ÂÂÂÂÂÂ٢
Y
=
ÂÂÂÂÂÂA−١

h ẇδ

ÂÂÂÂÂÂ٢
Y
+ ∥w̄δ∥٢

Y + ٢∫
I
⟨ẇδ(t), w̄δ(t)⟩V ′×V dt

= ∥ẇδ∥٢
L٢(I;V ′) + ∥w̄δ∥٢

L٢(I;V ) + ∥wδ(T )∥٢
H = ⦀wδ⦀٢

X ,δ

است، برقرار زیر تساوی بنابراین
sup
vδ∈Yδ

b(wδ, vδ)∥vδ∥Y
= ⦀wδ⦀X ,δ

.βδ = γδ = ١ ͬ شود م نتیجه که
X ∈ Xh,k همه برای است. مانده باقͬ ∣ ⋅ ∣X نرم به جای ∣ ⋅ ∣Xk

نرم به نسبت F کران حال
است، برقرار زیر عبارات

∥x∥٢
X t ∶= ∥x(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥X∥٢

V )ds,
∥X∥٢

Xk
∶= ∥x(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds.
٣Cauchy-Schwarz



گسسته سازی ٣٢
داریم، را زیر عبارات بالا نرم دو مقایسه از

∥x(٠)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥X∥٢

V )ds = ∥x(٠)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥X∥٢

V )ds = N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds,
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds ≤ c٢S N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds,
ͬ شود، م حاصل زیر نامساوی نتیجه در

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥X∥٢

V )ds ≤ c٢S N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds,
نیست. ی΄نواخت فضاها انتخاب در کلͬ حالت در cS و است متناهͬ بعد دارای Xh,k چون

است، برقرار (٣ . ٣) نامساوی که چرا ͬ شود، م ∣X∣Xk
و ∣X∣X نرم های هم ارزی به منجر این

∣X∣Xk
≤ ∣X∣X ≤ max(١, cS)∣X∣Xk

, x ∈ Xh,k. (٣ . ٣)
ͬ کنیم، م عمل زیر به ش΄ل (٣ . ٣) اثبات برای

داریم، ∣x∣٢X و ∥x∥٢
X t،∣x∣٢Xk

برای را زیر تعاریف

∣x∣٢Xk
∶= ∥X(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ
ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ΠiX

ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
)ds, (۴ . ٣)

∥x∥٢
X t ∶= ∥x(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥X∥٢

V )ds,
∣x∣٢X ∶= ∥x(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢x
ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ẋ

ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
)ds,

ͬ آید، م بدست زیر تساوی که ͬ کنیم م جای·زین (۴ . ٣) در را (ΠiX)(t) = ١
ki
∫Ii X(s)ds مقدار

∣x∣٢Xk
∶= ∥X(٠)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥A− ١٢ Ẋ∥٢
H +

١
ki
∥A ١٢X∥٢

H)ds,
حاصل ∣X∣X ≤ max(١, cS)∣X∣Xk

و ∣x∣Xk
≤ ∣x∣X نامساوی دو نتیجه در ∣x∣٢Xk

≤ ∣x∣٢X پس
کرانداری برای کافͬ شرایط [٣٩] در ͬ آید. م بدست (٣ . ٣) نامساوی دو، آن ترکیب از که ͬ شود م

ͬ باشد، م زیر به ش΄ل که است شده داده نشان k ها و h ها همه برای cS ی΄نواخت
CCFL = k sup

v∈Vh

∥v∥V∥v∥V ∗
< ∞, (۵ . ٣)

(۵ . ٣) بنابراین است. k ≤ Ch
٢ ،CFL شرط در وارون، نامساوی و شبه ی΄نواختͬ توسط

ͬ کند. م تضمین را اولیه نرم های به نسبت گسسته  مساله  پایداری



٣٣ زمان در درجه پایین ترین از جمله ای هایی چند با گسسته سازی
داریم، را (۶ . ٣) نامساوی  (٢ . ٢١) مشابه ٢ . ٣ . ١ راست سمت برای

∥F∥(Xh,k,∣⋅∣Xk)∗ ≤ (A−١
min∥f∥٢

L٠))٢,T );V ∗) + ∥u٢∥٠
H) ١٢

,

∥F∥(Xh,k,∣⋅∣Xk)∗ ≤ (c٢SA−١
min∥f∥٢

L٠))٢,T );V ∗) + ∥u٢∥٠
H) ١٢

. (۶ . ٣)
به است. برقرار U ∈ (Yh,k × Vh,∥ ⋅ ∥YH

) برای (۶ . ٣) در کران تغییر با ٣ . ۵ . ٢ قضیه مشابه
زیر به ش΄ل را زیر نشانه های است. پله ای زمان طرح ΁ی (٣ . ١) مقادیر که ͬ بینیم م ترتیب این

ͬ کنیم، م معرفͬ
F

L
i ∶= ٢

ki−١ ∫ ti

ti−١
fφids, F

R
i ∶= ٢

ki
∫ ti+١

ti

fφids,

⟨AL
i u, v⟩ ∶= ٢

ki−١ ∫ ti

ti−١
a(u, v ⊗ φi)ds,

⟨AR
i u, v⟩ ∶= ٢

ki
∫ ti+١

ti

a(u, v ⊗ φi)ds.
v ∈ Vh هر برای زیر به صورت (Yh,k × Vh,Xh,k) فضاهای جفت روی ͬ توان م را گسسته مساله

نوشت،
⟨U (٠)

١ − u٠, v⟩ + k٠
٢ ⟨AR٠ U (٠)

١ , v⟩ = k٠
٢ ⟨FR٠ , v⟩ ,

است، برقرار زیر به ش΄ل بالا تساوی که
⟨U (٠)

١ − u٠, v⟩ + k٠
٢ ⟨AR٠ U (٠)

١ , v⟩ = ⟨U (٠)
١ − u٠, v⟩ + k٠

٢ ( ٢
k٠ ∫ t١

t٠
a(U (٠)

١ , v ⊗ φ٠)ds)
= k٠

٢ ⟨ ٢
k٠ ∫ t١

t٠
fφ٠ds, v⟩ = k٠

٢ ⟨FR٠ , v⟩
است، برقرار زیر تساوی و

⟨U (i)
١ − U

(i−١)
١ , v⟩ + ١

٢ ⟨kiAR
i U

(i)
١ + ki−١AL

i U
(i−١)
١ , v⟩ = ١

٢ ⟨kiFR
i + ki−١FL

i , v⟩ ,
است، برقرار زیر به ش΄ل بالا تساوی که

⟨U (i)
١ − U

(i−١)
١ , v⟩ + ki

٢ ⟨AR
i U

(i)
١ , v⟩ + ki−١

٢ ⟨AL
i U

(i−١)
١ , v⟩

= ⟨U (i)
١ , v⟩ − ⟨U (i−١)

١ , v⟩ + ki
٢ ( ٢

ki
∫ ti+١

ti

a(U (i)
١ , v ⊗ φi)ds)

+
ki−١
٢ ( ٢

ki−١ ∫ ti

ti−١
a(U (i−١)

١ , v ⊗ φi)ds),
= ١

٢ ⟨ki ∫ ti+١

ti

fφids, v⟩ + ١
٢ ⟨ki−١ ∫

ti

ti−١
fφi−١ds, v⟩

= ١
٢ ⟨kiFR

i , v⟩ + ⟨ki−١FL
i , v⟩ = ١

٢ ⟨kiFL
i + ki−١FL

i , v⟩



گسسته سازی ٣۴
داریم، را زیر تساوی همچنین و

⟨U (N)
٢ − U

(N−١)
١ , v⟩ + kN−١

٢ ⟨AL
NU

(N−١)
١ , v⟩ = kN−١

٢ ⟨FL
N , v⟩ ,

است، برقرار زیر به ش΄ل که
⟨U (N)

٢ − U
(N−١)
١ , v⟩ + kN−١

٢ ⟨AL
NU

(N−١)
١ , v⟩

= ⟨U (N)
٢ − U

(N−١)
١ , v⟩ + kN−١

٢ ( ٢
kN−١ ∫ N

N−١ a(U (N−١)
١ , v ⊗ φN)ds)

= kN−١
٢ ⟨ ٢

kN−١ ∫ N

N−١ fφN , v⟩ = kN−١
٢ ⟨FL

N , v⟩
از تقریبی U (N)

٢ ∈ Vh و ͬ شود م تعریف U١ = ∑N−١
i=٠ U

(i)
ψi مشترک عامل U

(i)
١ ∈ Vh اینجا در

اخر گام و کرنک‐نی΄لسون گام چندین اویلر، پسرو اول گام از ترکیبی طرح است.این u٢(tN)
است. اویلر پیشرو

است، کران دار زیر به ش΄ل عددی جواب نرم که ͬ رسیم م نتیجه این به (۶ . ٣) و (٢ . ٢٢) از
داریم، را زیر عبارت (٢ . ٢٢) به باتوجه

Amin∥U٢∥١
Y +∥U (N)

٢ ∥٢
H ≤ A−١

min∥f∥٢
L٠))٢,T );V ∗)+∥u٢∥٠

H ≤ c٢SA−١
min∥f∥٢

L٠))٢,T );V ∗)+∥u٢∥٠
H

داشت، خواهیم را زیر نامساوی درنتیجه

Amin∥U٢∥١
Y + ∥U (N)

٢ ∥٢
H ≤ c٢SA−١

min∥f∥٢
L٠))٢,T );V ∗) + ∥u٢∥٠

H . (٣ . ٧)

طرح تجزیه ٣ . ٢
ͬ یابد، م کاهش زیر به صورت طرح عنصر ΁ی با افراز در که داریم توجه
⟨U (٠)

١ − u٠, v⟩ + k٠
٢ ⟨AR٠ U (٠)

١ , v⟩ = k٠
٢ ⟨FR٠ , v⟩ ,⟨U (١)

٢ − U
(٠)
١ , v⟩ + k٠

٢ ⟨AL١U (٠)
١ , v⟩ = k٠

٢ ⟨FL١ , v⟩ .
تقریب که اضافͬ مقادیر بنابراین کنیم، تکرار Ii زمانͬ بازه هر برای را بالا تجزیه ͬ توانیم م
U

(٠) = u٠ و i = ٠, ..., N − ١ برای طرح ͬ آیند. م بدست هستند ti شب΄ه نقطه هر در u٢(ti)
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل

⟨U (i)
١ − U

(i)
٢ , v⟩ + ki

٢ ⟨AR
i U

(i)
١ , v⟩ = ki

٢ ⟨FR
i , v⟩ ,⟨U (i+١)

٢ − U
(i)
١ , v⟩ + ki

٢ ⟨AL
i+١U (i)

١ , v⟩ = ki
٢ ⟨FL

i+١, v⟩ . (٣ . ٨)



٣۵ طرح تجزیه
است، برقرار زیر تساوی 

⟨U (١)
٢ − U

(٠)
١ , v⟩ + k٠

٢ ( ٢
k٠ ∫ t١

t٠
a(U (٠)

١ , v ⊗ φ١)ds) =

⟨U (٠)
١ , v⟩ − ⟨u(٠), v⟩ + k٠

٢ ( ٢
k٠ ∫ t١

t٠
a(U (٠)

١ , v ⊗ φ١)ds) = k٠
٢ ⟨ ٢

k٠ ∫ t١

t٠
fφ١ds, v⟩

= k٠
٢ ⟨FR١ , v⟩ .

ͬ آوریم، م بدست زیر تساوی از را U (١)
١ مقدار ،U (١)

٢ مقدار داشتن با پس
⟨U (١)

١ − U
(١)
٢ , v⟩ + k١

٢ ⟨AR١ U (١)
١ , v⟩ = ⟨U (١)

١ − U
(١)
٢ , v⟩ + k١

٢
٢
k١ ∫ t٢

t١
a(U (١)

١ , v ⊗ φ١)ds
= ⟨U (١)

١ , v⟩ − ⟨U (١)
٢ , v⟩ + k١

٢
٢
k١ ∫ t٢

t١
a(U (١)

١ , v ⊗ φ١)ds = k١
٢ ⟨ ٢

k١ ∫ t٢

t١
fφ١ds, v⟩

= k١
٢ ⟨FR١ , v⟩⟨U (١)
١ − U

(١)
٢ , v⟩ + k١

٢ ⟨AR١ U (١)
١ , v⟩ = k١

٢ ⟨FR١ , v⟩ ,
ͬ آوریم، م بدست را U (٢)

٢ مقدار ،U (١)
١ مقدار داشتن با

⟨U (٢)
٢ − U

(١)
١ , v⟩ + k١

٢ ⟨AL٢U (١)
١ , v⟩ = ⟨U (٢)

٢ − U
(١)
١ , v⟩ + k١

٢ ( ٢
k١ ∫ t٢

t١
a(U (١)

١ , v ⊗ φ٢)ds)
= k١

٢ ⟨ ٢
k١ ∫ t٢

t١
fφ٢ds, v⟩ = k١

٢ ⟨FL٢ , v⟩ ,
است، برقرار زیر تساوی نتیجه در

⟨U (٢)
٢ − U

(١)
١ , v⟩ + k١

٢ ⟨AL٢U (١)
١ , v⟩ = k١

٢ ⟨FL٢ , v⟩ ,
ͬ آید، م بدست زیر رابطه از U (٣)

٢ مقدار ،U (٢)
١ مقدار داشتن با و

⟨U (٣)
٢ − U

(٢)
١ , v⟩ + k٢

٢ ⟨AL٣U (٢)
١ , v⟩ = k٢

٢ ⟨FL٣ , v⟩ ,
آمد. خواهد بدست (٣ . ٨) روند این ادامه با

داریم، را زیر نامساوی (٣ . ٧) به توجه با ͬ کند، م صدق زیر عبارت در ٣ . ۵ . ٢ قضیه دلخواه متغیر
Amin∥U٢∥١

Y + ∥U (i)
٢ ∥٢

H ≤ c٢SA−١
min∥f∥٢

L٠))٢,T );V ∗) + ∥u٢∥٠
H .

است، برقرار زیر نامساوی نتیجه در است. برقرار بالا عبارت i = ١, . . . , N هر برای پس
Amin∥U٢∥١

Y + max
i=١,...,N ∥U (i)

٢ ∥٢
H ≤ c٢SA−١

min∥f∥٢
L٠))٢,T );V ∗) + ∥u٢∥٠

H .

ساخته U١∣(٠,tn) از ͬ تواند م U (n)
٢ که است این کرد توجه آن به باید که چیزی .٣ . ٢ . ١ ملاحظه

داریم، U١ مقادیر که زمانͬ تا نکنیم. معرفͬ را بالا در شده ارائه تجزیه های اگر حتͬ شود.
شود. استفاده زمان هر در (٣ . ٨) معادله دومین از ͬ توان م



گسسته سازی ٣۶

بالاتر درجه جمله ای های چند با زمانͬ گسسته سازی ٣ . ٣
زمان به نسبت دلخواه درجه از جمله ای های چند به ͬ توان م را بخش این در آمده بدست نتایج
با q + ١ از بیشتر مرتبه از پیوسته قطعه وار جمله ای های چند پیوسته توابع فضای داد. تعمیم
از بیشتر مرتبه از قطعه وار، جمله ای چند که گسسته توابع فضای و Tk تقسیم بندی با Sk,q+١
متناهͬ بعد با زیرفضای ͬ شوند. م داده نشان تقسیم بندی ها بعضͬ برای Qk,q با ͬ باشند م q

تعریف را Vh ⊂ V متناهͬ بعد با زیرفضای برای ،Xh,k,q+١ ∶= Sk,q+١ ⊗ Vh و Yh,k,q ∶= Qk,q ⊗ Vh

نوشت، زیر به ش΄ل ͬ توان م را گسسته سازی ͬ کنیم.مساله م
U ∈ Yh,k,q × Vh∶B

∗(U,X) = F(X), ∀X ∈ Xh,k,q+١. (٣ . ٩)
Xh,k,q+١ فضای روی نرم تغییر توسط که ͬ کنیم، م دنبال q = ٠ مورد در را ی΄تایی و وجود نتایج

ͬ باشد، م زیر به ش΄ل

∥X∥٢
Xk,q+١ ∶=

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥Π(q)

i X∥٢
V )ds + ∥X(٠)∥٢

H ,

∣X∣٢Xk,q+١ ∶=
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢̇
H−١ + ∥Π(q)

i X∥٢̇
H١)ds + ∥X(٠)∥٢

H ,

(٣ . ١٠)

داریم، پایین درجه از جمله ای های چند با گسسته سازی برای را زیر تساوی

∥X∥٢
Xk

∶= ∥X(٠)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥ΠiX∥٢

V )ds,
است، برقرار زیر عبارت بالا درجه از جمله ای های چند برای بنابراین

∥X∥٢
Xk,q+١ ∶=

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢
V ∗ + ∥Π(q)

i X∥٢
V )ds + ∥X(٠)∥٢

H ,

ͬ آید، م بدست زیر تساوی ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ ⋅
ÂÂÂÂÂÂÂH

و ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢ ⋅
ÂÂÂÂÂÂÂH

با V ∗ و V بودن معادل از

∣X∣٢Xk,q+١ ∶= ∥X(٠)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ
ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)

i X
ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
)ds,

است، برقرار زیر عبارت بنابراین

∣X∣٢Xk,q+١ ∶=
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢̇
H−١ + ∥Π(q)

i X∥٢̇
H١)ds + ∥X(٠)∥٢

H ,

جمله ای های چند فضای در L٢ متعامد تصویر مانند ،Ii هر روی موضعͬ طور به Π(q) اینجا در
ͬ شود. م تعریف q از بیشتر درجه از

را ͬ دهند م م΄ان‐زمان اول فرمول بندی براساس گسسته سازی توسط U جز دو که نتیجه ای



٣٧ بالاتر درجه جمله ای های چند با زمانͬ گسسته سازی
م΄ان‐زمان ضعیف فرم که هنگامͬ (٢ . ١) م΄ان‐زمان اول فرمول بندی ͬ دهیم. م توضیح

ͬ شود، م زیر گسسته سازی به منجر ͬ شود م داده (٣ . ٩)

W ∈ Xh,k,,q+١∶B(W,Y ) = F(Y ), ∀Y ∈ Yh,k,q × Vh,

تنها (٢ . ١) ضعیف فرمول بندی و اول معادله گسسته جواب های که ͬ کند م بیان بعد قضیه
این چون دارد. تفاوت راست سمت مقدار درونیابی خطای با متناسب جمله ΁ی به نسبت

ͬ کنیم. م حذف را آن اثبات نیست، پایان نامه این هدف نتیجه
برای را زیر نامساوی سپس f

(γ) ∈ L٠))٢, T );V ) ،γ ∈ N بعضͬ برای اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه
داریم، .θ ∶= min{q + ١, γ}ÂÂÂÂÂÂU١ −Π

(q)
W

ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );V ) + ÂÂÂÂÂÂU (N)
٢ −W (tN)ÂÂÂÂÂÂH

≤ Ckθ+١ ÂÂÂÂÂÂf (θ)ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );V ) .





۴ فصل
پیشین خطای برآوردهای

شبه بهینگͬ نظریه ابتدا ͬ آوریم. م بدست قبل فصل در شده ارائه شیوه برای را خطا برآوردهای
اگرچه ͬ رسیم. م (٣ . ٧) در جواب طبیعͬ نرم با پایدار خطای برآورد به سپس ͬ کنیم، م بیان را
دارد اشاره براین ١ . ۴ . ۴ قضیه و ͬ بینیم) م ۶ . ٢(ب) و ۶ . ٢(آ) ش΄ل های (در عددی آزمایش های
است حقیقت این بر منطبق این است. هم·را سریع تر k

٢ متناسب نرخ با جواب دوم مولفه که
است. کرنک‐نی΄لسون روش شده اصلاح شده، ارائه روش که

شبه بهینگͬ ١ . ۴
خطا اندازه گیری در مم΄ن تقریب بهترین شده ارائه روش در آمده بدست تقریب که هنگامͬ

ͬ شود. م گفته شبه بهین تقریب آن به باشد
مجهز ∣ ⋅ ∣Xk

و ∣ ⋅ ∣YH
نرم های با به ترتیب قبلا که Xh,k ⊂ X و Yh,k × Vh ⊂ YH زیرفضاهای

ͬ گیریم. م نظر در را شده  اند

u−U خطای باشند، (٣ . ١) و (٢ . ٧) جواب های به ترتیب U و uاگر (شبه بهینگͬ). ١ . ١ . ۴ قضیه
٣٩



پیشین خطای برآوردهای ۴٠
است، برقرار زیر به ش΄ل n هر برای Y (n)

٢ ∈ Vh و دلخواه Y١ ∈ Yh,k برای
Amin ∥u١ − U٢∥١

L٢((٠,tn);V ) + ÂÂÂÂÂÂu٢(tn) − U
(n)
٢

ÂÂÂÂÂÂ٢
H

≤ max {١, cS}٢(Amax∥u١ − Y٢∥١
L٢((٠,tn);V ) + ÂÂÂÂÂÂu٢(tn) − Y

(n)
٢

ÂÂÂÂÂÂ٢
H
), (١ . ۴)

است، برقرار زیر خطای خاص حالت در
Amin∥u١ − U٢∥١

L٠))٢,T );V ) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂ٢
H

≤ max {١, cS}٢(Amax∥u١ − Y٢∥١
L٠))٢,T );V ) + max

i=١,...,N
ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − Y

(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂ٢
H
). (٢ . ۴)

R∶YH ↦ Yh,k × Vh توسط ͬ گیریم. م نظر در است دلخواه tn که (٠, tn) روی را مساله برهان.
X ∈ Xh,k هر برای به طوری΄ه ͬ شود، م Ruتعریف = U به ش΄ل که ͬ دهیم م نشان را ١ رایتز تصویر

داریم، را زیر تساوی
B∗(Rφ,X) = B∗(φ,X). (٣ . ۴)

است برقرار ∥I −R∥L(YH) = ∥R∥L(YH) تساوی است، هیلبرت فضای YH و خودتوان R چون
داریم، را زیر عبارت Y ∈ Yh,k × Vh هر برای بنابراین ،( ͬ بینیم م ١ . ٢ . ۴ قضیه (در

∣u − U ∣YH
= ∣(u −Ru)∣YH

= ∣(I −R)u∣YH
= ∣(I −R)(u − Y )∣YH

≤ ∥R∥L(YH)∣u − Y ∣YH
.

داریم، را زیر نامساوی (٢ . ١٨) طبق
sup
φ∈YH

∣Rφ∣YH∣φ∣YH

≤ ١
cB

sup
ϕ∈YH

sup
X∈Xh,k

B∗(Rφ,X)∣φ∣YH
∣X∣Xk

داریم، را زیر تساوی (٣ . ۴) طبق
١
cB

sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

B∗(Rφ,X)∣φ∣YH
∣X∣Xk

= ١
cB

sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

B∗(φ,X)∣φ∣YH
∣X∣Xk

است، برقرار زیر نامساوی (٢ . ١٧) طبق همچنین
١
cB

sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

B∗(φ,X)∣φ∣YH
∣X∣Xk

≤ CB

cB
sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

∣φ∣YH
∣X∣X∣φ∣YH
∣X∣Xk

داریم، را زیر عبارت پس
∥R∥L(YH) = sup

φ∈YH

∣Rφ∣YH∣φ∣YH

≤ ١
cB

sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

B∗(Rφ,X)∣φ∣YH
∣X∣Xk

= ١
cB

sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

B∗(φ,X)∣φ∣YH
∣X∣Xk

≤ CB

cB
sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

∣φ∣YH
∣X∣X∣φ∣YH
∣X∣Xk

,

١Ritz



۴١ شبه بهینگͬ
(٢ . ١٧) و (٣ . ۴) سپس و ∣ ⋅ ∣Xk

و ∣ ⋅ ∣YH
به نسبت (٢ . ١٨) گسسته حالت از اول اینجا در

ͬ آوریم، م بدست را زیر نامساوی (٣ . ٣) توسط ،CB = cB = ١ چون سرانجام ͬ کنیم. م استفاده
CB

cB
sup
φ∈YH

sup
X∈Xh,k

∣φ∣YH
∣X∣X∣φ∣YH
∣X∣Xk

≤ CB

cB
max{١, cS} = max{١, cS}.

،∥⋅∥
L٢((٠,tn);Ḣ١) و ∥⋅∥

L٢((٠,tn);V ) نرم های بین هم ارزی از است دلخواه Y ∈ Yh,k×Vh چون
ͬ آید. م بدست راحتͬ به (٢ . ۴) کران دومین است دلخواه tn چون ͬ آید. م بدست (١ . ۴)

P ∶H → H و باشد (⋅, ⋅)H داخلͬ ضرب و ∥⋅∥H نرم با هیلبرت Hفضای اگر [٢٠] .١ . ٢ . ۴ قضیه
است، برقرار زیر عبارت ٠ ≠ P ٢ = P ≠ I به طوری΄ه باشد خودتوان

∥P∥L(H,H) = ∥I − P∥L(H,H).
که ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م اثبات باشد ٢ با برابر H بعد که حالتͬ برای را قضیه ابتدا I)برهان. −P )v = (d, v)Hc و Pv = (b, v)Ha تساوی های که به طوری΄ه ١ باشند رتبه دارای I −P و P
برای بنابراین است برقرار (a, b)H = (c, d)H = ١ تساوی a, b, c, d ∈ H ثابت های برای و برقرارند

داریم، را زیر تساوی v ∈ H هر
v = Pv + (I − P )v = (b, v)Ha + (d, v)Hc.

برقرارند، زیر P∥تساوی های ∗ P∥L(H,H) = (a, b)H ∗ (a, b)H = ∥a∥٢
H∥b∥٢

H ,∥(I − P ) ∗ (I − P )∥L(H,H) = (c, d)H ∗ (c, d)H = ∥c∥٢
H∥d∥٢

H .

برای کلͬ به طور ͬ گیریم. م نظر در ͬ شود م تولید Px و x عضو دو توسط که را X مجموعه
برابر X بعد اگر ͬ دهیم، م تش΄یل را X مجموعه از زیرفضایی ،∥x∥ = ١ طوری΄ه به x ∈ H هر
که ͬ گیریم م نتیجه باشد دو برابر X بعد اگر داریم. را (I − P )x = ٠ تساوی سپس باشد ΁ی

ͬ شود، م نتیجه زیر به صورت عبارت این که ،∥(I − P )x∥X ≤ ∥P∥X∥(I − P )x∥H = ∥(I − P )x∥X ≤ ∥P∥L(X,X) ≤ ∥P∥L(H,H),∥P∥L(H,H) ≤ ∥I − P∥L(H,H) مشابه به طور .∥I − P∥L(H,H) ≤ ∥P∥L(H,H) ͬ دهد م نشان که
ͬ شود م تش΄یل (I − p)x و x عضو دو توسط که X مجموعه که صورت این به است، برقرار
باشد ΁ی برابر X بعد اگر ͬ دهیم. م تش΄یل را X مجموعه از فضایی زیر ͬ گیریم. م نظر در را
زیر به صورت ∥Px∥X ≤ ∥I − P∥X باشد، دو برابر X بعد اگر داریم. را Px = ٠ تساوی سپس

ͬ شود، م نتیجه
∥Px∥H = ∥Px∥X ≤ ∥I − P∥L(X,X) ≤ ∥I − P∥L(H,H),

است، برقرار زیر تساوی بنابراین .∥P∥L(H,H) ≤ ∥I − P∥L(H,H) ͬ دهد م نشان که
∥P∥L(H,H) = ∥I − P∥L(H,H).



پیشین خطای برآوردهای ۴٢

هم·رایی ٢ . ۴
به عنوان F ∈ X ∗ کنید فرض لذا دهیم،  ͬ م نشان فرضیات حداقل تحت را روش هم·رایی ابتدا

نیست. منظم معادله راست طرف
اگر (۵ . ٣) درستͬ فرض با باشند، (٣ . ١) و (٢ . ٧) جواب های به ترتیب U و u اگر .٢ . ١ . ۴ قضیه

.k, h→ ٠ که  ͬ هنگام ،∥u − U∥YH
→ ٠ آنگاه F ∈ X ∗

برقرار زیر نامساوی لذا ͬ کنیم، م استفاده Y ∈ Yh,k × Vh هر برای شبه بهینگͬ قضیه از برهان.
است،

∥u − U∥YH
≤ C∥u − Y ∥YH

,

مستقل بنابراین شبه بهینگͬ)، قضیه طبق ) است وابسته Amax و Amin ،cs به C اینجا در که
انتخاب YH در چ·ال هموار، توابع کافͬ به اندازه فضای را V ͬ باشد. م (۵ . ٣) در k و h از
را vε ∈ V دلخواه، ε برای ͬ گیریم. م نظر در V ∶= H

٠))١, T );V ) × V مثال برای ͬ کنیم. م
باشد، برقرار زیر نامساوی به طوری΄ه ͬ کنیم م انتخاب

∥u − vε∥YH
≤ ε

٢ .
زیر نامساوی در vε و ṽε ∈ Yh,k × Vh که ͬ کنیم م انتخاب طوری را k = k(ε) و h = h(ε) سپس

کند، صدق
∥vε − ṽε∥YH

≤ C(h + k)∥vε∥V ≤ ε

٢ . (۴ . ۴)
داریم، را زیر نامساوی (۴ . ۴) طبق چون

C(∥u − vε∥YH
+ ∥vε − ṽε∥YH

) ≤ C( ε٢ +
ε

٢) ≤ Cε
ͬ آوریم، م بدست را زیر نامساوی

∥u − U∥YH
≤ C∥u − ṽε∥YH

≤ C(∥u − vε∥YH
+ ∥vε − ṽε∥YH

) ≤ Cε,

ͬ شود. م ثابت ادعا است دلخواه ε چون

زمان در اول مرتبه هم·رایی ٣ . ۴
جمله ای های چند از استفاده با فضایی گسسته سازی که ͬ کنیم م فرض بعدی نتایج اثبات برای
شرط که ͬ شود م باعث اما نیست ضروری انتخاب این شود، انجام بالا به اندازه کافͬ درجه از



۴٣ زمان در اول مرتبه هم·رایی
به زمانͬ، و فضایی هم·رایی نرخ بین پایداری برای بنابراین شود. ،k ≲ h

٢ به تبدیل (۵ . ٣)
نیاز ۴ مرتبه مشابه به طور و زیر قضیه در H‐نرم

١ در (p = ٢ درجه از جمله ای (چند ٢ مرتبه
آمده (٢ . ۴) در که راست سمت ͬ کنیم. م استفاده ؟؟ بخش در Ḣ

β فضای از دوباره داریم.
ͬ زند. م تخمین بهتر استاندارد درونیابی برآوردهای

به اندازه کافͬ داده های برای باشند، (٣ . ١) و (٢ . ٧) جواب های ترتیب به U و u اگر .٣ . ١ . ۴ قضیه
است، برقرار زیر نامساوی (۵ . ٣) درستͬ فرض با u٠ و f هموار

∥u١ − U١∥L٠))٢,T );V ) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH
≤ C(k + h

٢)(∥f∥
L٠))٢,T );Ḣ١) + ∥u٠∥Ḣ٢).

است، برقرار زیر نامساوی  درونیابی خطای برآوردهای و شبه بهینگͬ قضیه در (٢ . ۴) از برهان.
∥u١ − U١∥L٠))٢,T );V ) + max

i=١,...,N
ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U

(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH

≤ ∥u١ − Y١∥L٠))٢,T );V ) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − Y
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH
,

داریم، را زیر نامساوی β = ٢ و u ∈ L٠))٢, T ); Ḣβ+١) که ۴ . ۵ . ٢ قضیه طبق
∥u١(t)∥Ḣ٣ + max

i=١,...,N ∥u٢(t)∥Ḣ٢

≤ C(k∥u̇∥٢
L٠))٢,T );Ḣ١) + h

٢(∥u∥
L٠))٢,T );Ḣ٣) + max

i=١,...,N ∥u٢(ti)∥Ḣ٢)),
داریم، را زیر تساوی طرفͬ از

∥u١ − U١∥L٠))٢,T );V ) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH
≤ ∥u١(t)∥Ḣ٣ + max

i=١,...,N ∥u٢(t)∥Ḣ٢

≤ C(k∥u̇∥٢
L٠))٢,T );Ḣ١) + h

٢(∥u∥
L٠))٢,T );Ḣ٣) max

i=١,...,N +∥u٢(ti)∥Ḣ٢)),
داریم، را زیر نامساوی Amax و Amin ،cs روی وابسته C که هموار به اندازه کافͬ u برای پس

∥u١ − U١∥L٠))٢,T );V ) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH

≤ C(k∥u̇∥٢
L٠))٢,T );Ḣ١) + h

٢(∥u∥
L٠))٢,T );Ḣ٣) + max

i=١,...,N ∥u٢(ti)∥Ḣ٢)),
داریم، را زیر نامساوی ۴ . ۵ . ٢ قضیه طبق

∥u١(t)∥Ḣ٣ + max
i=١,...,N ∥u٢(t)∥Ḣ٢ ≤ ∥f(t)∥Ḣ١ + ∥u٠∥Ḣ٢ ,

داریم، را زیر نامساوی پس
C(k∥u̇∥٢

L٠))٢,T );Ḣ١) + h
٢(∥u∥

L٠))٢,T );Ḣ٣) + max
i=١,...,N ∥u٢(ti)∥Ḣ٢))

≤ C(k + h
٢)(∥f∥

L٠))٢,T );Ḣ١) + ∥u٠∥Ḣ٢),



پیشین خطای برآوردهای ۴۴
است، برقرار زیر نامساوی نتیجه در

∥u١ − U١∥L٠))٢,T );V ) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH
≤ C(k + h

٢)(∥f∥
L٠))٢,T );Ḣ١) + ∥u٠∥Ḣ٢).

زمان در دوم مرتبه هم·رایی ۴ . ۴
فرمول بندی اینکه به توجه با و دوم و اول م΄ان‐زمان گسسته فرمول بین ارتباط از استفاده با
ب·یریم، نتیجه را زیر قضیه ͬ توانیم م است کرنک‐نی΄لسون روش با منطبق م΄ان‐زمان اول
داده برای {ti}i=١,...,N گره ای نقاط در k٢ مناسب نرخ با (٣ . ٨) در موجود طرح .١ . ۴ . ۴ قضیه

هم·راست. هموار، به اندازه کافͬ
نامساوی ti هر برای که ͬ کنیم م توجه ͬ گیریم، م نظر در را ٣ . ٣ . ١ قضیه در موجود W برهان.

است، برقرار زیر
ÂÂÂÂÂÂU (i)

٢ − u٢(ti)ÂÂÂÂÂÂH
≤
ÂÂÂÂÂÂU (i)

٢ −W (ti)ÂÂÂÂÂÂH
+ ∥u٢(ti) −W (ti)∥H ,

ͬ آید، م بدست زیر به صورت بالا ÂÂÂÂÂÂUعبارت (i)
٢ − u٢(ti)ÂÂÂÂÂÂH

=
ÂÂÂÂÂÂU (i)

٢ −W (ti) +W (ti) − u٢(ti)ÂÂÂÂÂÂH

≤
ÂÂÂÂÂÂU (i)

٢ −W (ti)ÂÂÂÂÂÂH
+ ∥W (ti) − u٢(ti)∥H =

ÂÂÂÂÂÂU (i)
٢ −W (ti)ÂÂÂÂÂÂH

− ∥u٢(ti) −W (ti)∥H

≤
ÂÂÂÂÂÂU (i)

٢ −W (ti)ÂÂÂÂÂÂH
+ ∥u٢(ti) −W (ti)∥H .

دوم عبارت به طوری΄ه است، کرنک‐نی΄لسون پله ای زمان حاصلضرب های اولیه فرمول بندی
بدست Ck٢ ،٣ . ٣ . ١ قضیه مطابق را اول عبارت کران ͬ توانیم م است. کران دار Ck

٢ توسط
آوریم.

هم·راست. {ti}i=١,...,N گره ای نقاط در k٢ مناسب نرخ با (٣ . ٨) در موجود طرح پس



۵ فصل
زمانͬ نیمه گسسته سازی

روش بر منطبق که ͬ دهیم م ارائه ١ . ۴ . ۴ قضیه نتیجه از مستقیمͬ اثبات ١ . ۴ . ۵ قضیه در
دوگان برهان اساس بر اثبات ͬ یابد. م گسترش دلخواه درجه برای و نیست کرنک‐نی΄لسون

داریم. نیمه گسسته مورد در شبه بهینگͬ نظریه برای جانشینͬ به نیاز اماابتدا است

ی΄تایی و وجود ١ . ۵
ͬ کنیم، م معرفͬ زیر به ش΄ل را زمانͬ نیمه گسسته فضاهای

Yk,q ∶= {Y ∈ Y∶Y ∣Ii ∈ Pq[t]⊗ Ḣ
١}, Xk,q+١ ∶= {X ∈ X ∶X∣Ii ∈ Pq+١[t]⊗ Ḣ

١},
هر برای نیمه گسسته  مساله (٣ . ١) به توجه با ͬ کنیم. م تعریف (٣ . ١٠) مانند را ∣ ⋅ ∣Xk,q+١ نرم و

ͬ باشد، م زیر به ش΄ل X ∈ Xk,q+١

Û ∈ Yk,q ×H ∶ B∗(Û ,X) = F(X), (١ . ۵)
کنیم. جدا سازی ti هر در Û

(i)
٢ نقطه ای مقادیر تولید برای (٣ . ٨) همچون را طرح ͬ توانیم م

بدست ͬ توان م نیز مورد این در را باناخ‐ناسز‐بابوش΄ا براساس ی΄تایی و وجود پایدار نظریه
ͬ کنیم، م شروع زیر به صورت ١ . ۵ . ٢ لم از نیمه گسسته مدل ΁ی ارائه با آورد.

۴۵



زمانͬ نیمه گسسته سازی ۴۶
ͬ شود، م تعریف زیر به ش΄ل که ⦀ ⋅⦀Xk,q+١ نرم .١ . ١ . ۵ لم

⦀X⦀٢
Xk,q+١ ∶= ∥X(t)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)
i X(s) −A

− ١٢ Ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
ds,

ͬ باشد. م ∣ ⋅ ∣Xk,q+١ نرم با برابر
داریم، را زیر تساوی ١ . ۵ . ٢ لم اثبات مشابه برهان.

⦀X⦀٢
Xk,q+١ ∶= ∥X(t)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)
i X(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
− ٢V ⟨Π(q)

i X, Ẋ⟩
V ∗

)ds,
برقرار ∫Ii V ⟨Π(q)

i X, Ẋ⟩
V ∗

ds = ∫Ii V ⟨X, Ẋ⟩V ∗ds = ∫Ii ١٢ d
dt
∥X(s)∥٢

Hds تساوی که ͬ دانیم م
برقرارند، زیر عبارات پس است

⦀X⦀٢
Xk,q+١ = ∥X(t)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)
i X(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
− ٢ ١

٢
d

dt
∥X(s)∥٢

H)ds
= ∥X(t)∥٢

H +
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)
i X(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds − ∥X(s)∥٢

H

»»»»»»ti+١
ti

= ∥X(t)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)
i X(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds − ∥X(ti+١)∥٢

H + ∥X(ti)∥٢
H

= ∥X(t)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(ÂÂÂÂÂÂÂA ١٢Π(q)
i X(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
+
ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ(s)ÂÂÂÂÂÂÂ٢

H
)ds − ∥X(t١)∥٢ + ∥X(t٠)∥٢−

∥X(t٢)∥٢ + ∥X(t١)∥٢ − ∥X(t٣)∥٢ + ∥X(t٢)∥٢ − ⋅ ⋅ ⋅ − ∥X(tN−١)∥٢ + ∥X(tN−٢)∥٢

− ∥X(tN)∥٢ + ∥X(tN−١)∥٢ = ∥X(٠)∥٢
H +

N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥A ١٢Π(q)
i X∥ +

ÂÂÂÂÂÂÂA− ١٢ Ẋ
ÂÂÂÂÂÂÂ٢
H
)ds

= ∣x∣٢Xk,q+١ .

است، برقرار زیر تساوی های در (٢ . ٣) دوخطͬ فرم .١ . ١ . ۵ قضیه
CB ∶= sup٠≠Y ∈Yk,q×H

sup٠≠X∈Xk,q+١
B∗(Y,X)∣Y ∣YH

∣X∣Xk,q+١
= ١, (٢ . ۵)

cB ∶= inf٠≠Y ∈Yk,q×H
sup٠≠X∈Xk,q+١

B∗(Y,X)∣Y ∣YH
∣X∣Xk,q+١

= ١. (٣ . ۵)

است، برقرار زیر تساوی Ii هر برای برهان.

∫
Ii

V ⟨Y (s),−Ẋ(s) +A
∗
X(s)⟩V ∗ ds = ∫

Ii
V ⟨Y (s),−Ẋ(s) +A

∗
Π

(q)
i X(s)⟩

V ∗
ds,



۴٧ ی΄تایی و وجود
بدست را (٢ . ۵) و کرده استفاده ٢ . ۵ . ٢ قضیه اثبات مانند ١ هولدر نامساوی از ͬ توانیم م بنابراین

آوریم،
∣B∗(Y,X)∣ ≤ ∫

Ii

∣V ⟨Y١(s),−Ẋ(s) +AX(s)⟩V ∗∣ ds + ∣⟨Y٢, X(t)⟩H∣
≤ ∫

Ii

ÂÂÂÂÂÂA ١٢Y١(s)ÂÂÂÂÂÂH

ÂÂÂÂÂÂ −A
− ١٢ Ẋ(s) +A

١٢X(s)ÂÂÂÂÂÂH
ds + ∥Y٢∥H∥X(t)∥H

≤ ∣Y ∣YH
⦀X⦀Xk,q+١ = ∣Y ∣YH

∣X∣Xk,q+١

برقرار ح΄م cB ≥ ١ دهیم نشان اگر .cB ≤ CB ͬ دانیم م طرفͬ از ،CB ≤ ١ که ͬ کند م ثابت این
ͬ کنیم، م انتخاب زیر به ش΄ل را YX ،X ∈ Xk,q+١ برای cB ≥ ١ دادن نشان برای است.

YX = (Π(q)
X −A

−١
Ẋ,X(t))∣YX∣٢YH

= ∥X(t)∥٢
H +

ÂÂÂÂÂÂA ١٢ (X −A
−١
Ẋ)ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,t);H) = ⦀X⦀٢

Xk,q+١ = ∣X∣٢Xk,q+١

برقرارند، زیر عبارات بنابراین
B∗(YX , X) = ∫ t

٠ ⟨X(s) −A
−١
Ẋ(s),−Ẋ(s) +AX(s)⟩

H
ds + ∥X(s)∥٢

H

= ∫ t

٠
ÂÂÂÂÂÂA ١٢X(s) −A

− ١٢X(t)ÂÂÂÂÂÂ٢
H
ds∥X(t)∥٢

H = ⦀X⦀٢
Xk,q+١ = ∣X∣Xk,q+١∣Y ∣YH

ͬ گیریم. م نتیجه را (٣ . ۵) و (٢ . ۵) پس cB ≤ CB چون .cB ≥ ١ بنابراین

ͬ آوریم، م بدست زیر لم در ∣ ⋅ ∣Xk,q+١ نرم به نسبت را F کران
برقرار زیر نامساوی ،X ∈ Xk,q+١ برای آنگاه ،u٠ ∈ H و f ∈ L٠))٢, T ); Ḣ١) اگر .١ . ٢ . ۵ لم

است،

∣F(X)∣ ≤ ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥f(s)∥٢̇
H−١ds + k

٢
i ∫

Ii

∥f(s)∥٢̇
H١ds) + ∥u٢∥٠

H

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
١٢ ∣X∣Xk,q+١ .

است، برقرار زیر عبارت Ii زیربازه هر برای و X ∈ Xk,q+١ برای برهان.
ÂÂÂÂÂÂX −Π

(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ−١) ≤ ÂÂÂÂÂÂX −Π

(٠)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ−١) ≤ k٢

i ∥Ẋ∥٢
L٢(Ii;Ḣ−١). (۴ . ۵)

استفاده زیر نامساوی از ÂÂÂÂÂÂX −Π
(٠)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ−١) ≤ k

٢
i ∥Ẋ∥٢

L٢(Ii;Ḣ−١) نامساوی اثبات برای
ͬ کنیم، م

∥f −Πhf∥Lp[a,b] ≤ Ci(b − a)∥f ′∥Lp[a,b]
١Holder



زمانͬ نیمه گسسته سازی ۴٨
ÂÂÂÂÂÂX −Π

(٠)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ−١) ≤ k٢

i ∥Ẋ∥٢
L٢(Ii;Ḣ−١) نامساوی ∣Ii∣ = ki و p = ٢،f = X گرفتن نظر در با که

ͬ شود. م ثابت
داریم، را زیر عبارات Π

(q)
i X کردن کم و اضافه با و F(X) تعریف به توجه با

F(X) = N−١
∑
i=٠

∫
Ii

⟨f(s), X(s) −Π
(q)
i X(s) +Π

(q)
i X(s)⟩

H
ds + ⟨u٠, X(٠)⟩H

F(X) = N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

⟨f(s),Π(q)
i X(s)⟩

H
ds + ∫

Ii

⟨f(s), X(s) −Π
(q)
i X(s)⟩

H
ds) + ⟨u٠, X(٠)⟩H

داریم، را زیر تساوی بالا رابطه از قدرمطلق گرفتن با

∣F(X)∣ = N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥f∥L٢(Ii;Ḣ−١) ÂÂÂÂÂÂΠ(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂL٢(Ii;Ḣ١) + ∫
Ii

∥f∥L٢(Ii;Ḣ١) ÂÂÂÂÂÂX −Π
(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂL٢(Ii;Ḣ−١) )
+ ∥u٠∥H∥X(٠)∥H

است، برقرار زیر نامساوی (۴ . ۵) به توجه با

∣F(X)∣ ≤ N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥f∥L٢(Ii;Ḣ−١) ÂÂÂÂÂÂΠ(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂL٢(Ii;Ḣ−١) + ∫
Ii

∥f∥L٢(Ii;Ḣ١)ki∥Ẋ∥L٢(Ii;Ḣ−١))
+ ∥u٠∥H∥X(٠)∥H

داریم، را زیر تساوی اینکه به توجه با

∣X∣Xk,q+١ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

∫
Ii

(∥Ẋ∥٢̇
H−١ +

ÂÂÂÂÂÂΠ(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
H١ )ds + ∥X(٠)∥٢

H

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
١٢

ͬ شود، م حاصل زیر نامساوی پس

∣F(X)∣ ≤ ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∥f∥٢
L٢(Ii;Ḣ−١) + k

٢
i ∥f∥L٢(Ii;Ḣ١)) + ∥u٢∥٠

H

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
١٢ ∣x∣Xk,q+١

ͬ شود. م کامل ثابت و
ͬ شود، م داده نشان زیر به ش΄ل خاص حالت در قبل لم

∥F∥(Xk,q+١,∣⋅∣Xk,q+١)∗ ≤ (∥f∥٢
L٠))٢,T );Ḣ−١) + k

٢∥f∥٢
L٠))٢,T );Ḣ١) + ∥u٢∥٠

H) ١٢
,

داشت، خواهیم را زیر قضیه بنابراین
Û ∈ Yk,q ×H منحصربفرد جواب باشد u٠ ∈ H و f ∈ L٠))٢, T ); Ḣ١) اگر .١ . ٢ . ۵ قضیه

داریم، را زیر نامساوی و دارد وجود نیمه گسسته مساله برای

∣Û ∣YH
≤ (∥f∥٢

L٠))٢,T );Ḣ−١) + k
٢∥f∥٢

L٠))٢,T );Ḣ١) + ∥u٢∥٠
H) ١٢

.



۴٩ پیشین خطای برآورد

پیشین خطای برآورد ٢ . ۵
(٣ . ٣) هم ارز نرم با علاوه براین و ∣ ⋅ ∣YH

و ∣ ⋅ ∣X به نسبت B∗ کران داری از ١ . ١ . ۴ قضیه اثبات در
ͬ کنیم. م استفاده ∣ ⋅ ∣YH

و ∣ ⋅ ∣Xk
به نسبت کران داری دادن نشان برای ∣ ⋅ ∣Xk

و ∣ ⋅ ∣X بین
با را مساله این ͬ گیرد. نم قرار استفاده مورد نیست متناهͬ گسسته، نیمه برای cS ثابت چون

کرد. خواهیم حل Y روی قوی تر نرم و ∣ ⋅ ∣Xk,q+١ به نسبت خطͬ دو فرم کران داری
به طوری΄ه y ∈ L٠))٢, tn); Ḣ٣) × H و X ∈ Xk,q+١ هر برای زیر کران داری برآورد .٢ . ١ . ۵ لم

ͬ باشد، م زیر به ش΄ل y٢ = ٠
»»»»»»B∗(y,X)»»»»»» ≤ C ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥y∥٢̇
H١ds + k

٢
i ∫

Ii

∥y∥٢̇
H٣ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢ ∣X∣Xk,q+١ .

نیست. زمان مشتق شامل دارد تغییر به نیاز ∣ ⋅ ∣Xk,q+١ نرم به رسیدن برای که عبارتͬ برهان.
است، برقرار زیر عبارت

∫
Ii

⟨y,A∗
X⟩H ds = ∫

Ii

⟨Ay,X⟩H ds = ∫
Ii

⟨Ay,Π(q)
i X +X −Π

(q)
i X⟩

H
ds

= ∫
Ii

⟨Ay,Π(q)
i X⟩

H
ds + ∫

Ii

⟨Ay,X −Π
(q)
i X⟩

H
ds

داریم، را زیر نامساوی کنیم،چون استفاده (۴ . ۵) از و گرفته نرم  اگر ÂÂÂÂÂÂXحال −Π
(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ−١) ≤ k٢

i ∥Ẋ∥٢
L٢(Ii;Ḣ−١)

ͬ آید، م بدست زیر نامساوی Ii∫««««««««««پس

⟨y,A∗
X⟩Hds

»»»»»»»»»» ≤ ∥y∥L٢(Ii;Ḣ١) ÂÂÂÂÂÂΠ(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂL٢(Ii;Ḣ١) + ki∥y∥L٢(Ii;Ḣ٣)∥Ẋ∥L٢(Ii;Ḣ−١)
≤ ∥y∥٢

L٢(Ii;Ḣ١) ÂÂÂÂÂÂΠ(q)
i X

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ١) + k

٢
i ∥y∥٢

L٢(Ii;Ḣ٣)∥Ẋ∥٢
L٢(Ii;Ḣ−١),

است، برقرار زیر عبارت ∣X∣Xk,q+١ تعریف به توجه Ii∫««««««««««با

⟨y,A∗
X⟩Hds

»»»»»»»»»» ≤ C
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥y∥٢̇
H١ds + k

٢
i ∫

Ii

∥y∥٢̇
H٣ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢ ∣X∣Xk,q+١ ,

است. برقرار ح΄م پس ͬ شود، م ثابت ادعا نتیجه در
باشیم. داشته نیمه گسسته مورد در شبه بهینگͬ قضیه برای جای·زینͬ ͬ توانیم م حال

برای u− Û خطای سپس باشند، (١ . ۵) و (۵ . ٢) جواب های ترتیب به Û و u اگر .٢ . ١ . ۵ قضیه
ͬ باشد، م زیر به ش΄ل Y١ ∈ Yk,q,٣ ∶= {Y ∈ Y ∶ Y ∣Ii ∈ Pq[t]⊗ Ḣ

٣} هر

∣u − Û ∣YH
≤ C

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H١ ds + k

٢
i ∫

Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H٣ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
.



زمانͬ نیمه گسسته سازی ۵٠
است، برقرار زیر به ش΄ل X ∈ Xk,q+١ هر برای تعامد رابطه که داریم توجه برهان.

B∗(u − Û ,X) = ٠,
داریم، را زیر رابطه Y ∈ Yk,q ×H هر برای u««««««به طوری΄ه − Û

»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+
»»»»»»Û − Y

»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(Û − Y,X)∣X∣Xk,q+١

داریم، را زیر تساوی همچنین
B∗(Û − Y,X) = B∗(u − Y,X) + B∗(Û − u,X)

است، برقرار زیر تساوی u««««««پس − Y
»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(Û − Y,X)∣X∣Xk,q+١

=
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X) + B∗(Û − u,X)∣X∣Xk,q+١

داریم، را زیر عبارت پس B∗(Û − u,X) = ٠ که آنجایی u««««««از − Y
»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X) + B∗(Û − u,X)∣X∣Xk,q+١

=
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X)∣X∣Xk,q+١

داریم، را زیر عبارات نتیجه u««««««در − Û
»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+
»»»»»»Û − Y

»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(Û − Y,X)∣X∣Xk,q+١

=
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X) + B∗(Û − u,X)∣X∣Xk,q+١

=
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X)∣X∣Xk,q+١

u««««««نامساوی − Y
»»»»»»YH

+
»»»»»»Û − Y

»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(Û − Y,X)∣X∣Xk,q+١
,

ͬ شود، م حاصل بودن متعامد از زیر تساوی که حالͬ در ͬ آید، م بدست (٣ . ۵) u««««««از − Y
»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X) + B∗(Û − u,X)∣X∣Xk,q+١

=
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X)∣X∣Xk,q+١
.



۵١ پیشین خطای برآورد
مورد در به طوری΄ه کنیم انتخاب u٢ برابر آن دوم مولفه که کنیم انتخاب طوری را Y اگر
را زیر نامساوی ٢ . ١ . ۵ لم به توجه با بنابراین .Y٢ − u٢ = ٠ یعنͬ باشد شدنͬ نیمه گسسته،

داریم،

»»»»»»B∗(u − Y,X)»»»»»» ≤ C ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H١ ds + k

٢
i ∫

Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H٣ ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢ ∣X∣Xk,q+١

(۵ . ۵)
داریم، را زیر نامساوی چون و

»»»»»»u − Û
»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ sup
X∈Xk,q+١

B∗(u − Y,X)∣X∣Xk,q+١
, (۶ . ۵)

داشت، خواهیم را زیر عبارت (۶ . ۵) در (۵ . ۵) جای·ذاری با

»»»»»»u − Û
»»»»»»YH

≤
»»»»»»u − Y

»»»»»»YH

+ C

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H١ ds + k

٢
i ∫

Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H٣ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
.

است، کوچ΄تر زیر عبارت از عبارت این »»»»»»u − Y
»»»»»»YH

تعریف طبق همچنین

C

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H١ ds + k

٢
i ∫

Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H٣ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
.

است، برقرار زیر نامساوی Y١ ∈ Yk,q,٣ ∶= {Y ∈ Y ∶ Y ∣Ii ∈ Pq[t]⊗ Ḣ
٣} هر برای پس

»»»»»»u − Û
»»»»»»YH

≤ C
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H١ds + k

٢
i ∫

Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
H٣ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢

ͬ کنیم م استفاده U = Ru تبدیل در u و U روی مختلفͬ نرم های از چون اثبات این در
کنیم. استفاده ١ . ١ . ۴ قضیه اثبات مانند ∥I −R∥ = ∥R∥ از ͬ توانیم نم

انتقال دهد را فضایی بودن منظم که زمانͬ تا شد گفته اینجا تا که چیزهایی .٢ . ١ . ۵ ملاحظه
برای که ͬ شود م دیده به آسانͬ است. برقرار ͬ کند م کار u ∈ L٠))٢, T ); Ḣβ+١) جواب روی و

است، برقرار زیر نامساوی Yk,q,β+٣ ∶= {Y ∈ Y ∶ Y ∣Ii ∈ Pq[t]⊗ Ḣ
β+٣} فضای در Y١ هر

ÂÂÂÂÂu − Û
ÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣβ+١)×Ḣβ ≤ C

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

(∫
Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
Hβ+١ ds + k

٢
i ∫

Ii

∥u١ − Y٢̇∥١
Hβ+٣ ds)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
.



زمانͬ نیمه گسسته سازی ۵٢

q + ١ مرتبه از هم·رایی ٣ . ۵
قضیه مشابه مدلͬ به ͬ توانیم م داریم، نیمه گسسته برای را خطا برآورد از چ΄یده ای که حال

برسیم. ٣ . ١ . ۴
β ≥ ٠ برای ،(١ . ۵) نیمه گسسته طرح در خطا هموار، به اندازه کافͬ داده برای .٣ . ١ . ۵ قضیه

ͬ کند، م صدق زیر نامساوی ÂÂÂÂÂu١در − Û١ÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣβ+١) + max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − Û
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂḢβ

≤ C
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

k
٢(q+١)
i (ÂÂÂÂÂÂu(q)١

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣβ+٣) + ÂÂÂÂÂÂu(q+١)

١
ÂÂÂÂÂÂ٢(L٢(Ii;Ḣβ+١) )⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
.

٢(q + ١) مرتبه از نقطه به نقطه هم·رایی ابر ۴ . ۵
که طرحͬ ͹واض فرم براساس که دهیم، ارائه ١ . ۴ . ۴ قضیه برای دقیقͬ اثبات ͬ توانیم م اکنون
اثبات مزیت نیست. آمده، بدست م΄ان‐زمان اول فرمول با که زمانͬ گسسته سازی توسط
زمان براساس ١ . ۴ . ۴ قضیه که هنگامͬ است. برقرار دلخواه q هر برای که است این ͹واض
ͬ گویند. م کرنک‐نی΄لسون روش آن به آید بدست (٢ . ١) م΄ان‐زمان اول فرمول برای پله ای

ͬ شود. م گفته ابرهم·رایی بیشتر سرعت با هم·رایی به
در که آمد بدست (١ . ۵) عددی جواب توسط که هموار به اندازه کافͬ داده برای .١ . ۴ . ۵ قضیه

که، صورتͬ در هم·راست، ابر گره ای نقاط
max

n=١,...,N
ÂÂÂÂÂÂu٢(tn) − U

(n)
٢

ÂÂÂÂÂÂH

≤ Ckq+١ ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

k
٢(q+١)
i (ÂÂÂÂÂÂu(q)١

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ٢q+۵) + ÂÂÂÂÂÂu(q+١)

١
ÂÂÂÂÂÂ٢
L٢(Ii;Ḣ٢q+٣) )⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
,

(٧ . ۵)

یا،
max

n=١,...,N
ÂÂÂÂÂÂu٢(tn) − U

(n)
٢

ÂÂÂÂÂÂH
≤ Ck٢(q+١)(ÂÂÂÂÂÂf (q)ÂÂÂÂÂÂ٢

L٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) + ∥uq,٠∥Ḣ٢q+۴), (٨ . ۵)
است، شده تعریف زیر به صورت uq,٠ اینجا در

uq,٠ ∶=
q−١
∑
k=٠

(−A)kf (q−١−k)(٠) + (−A)qu٠.

درنظر دوخطͬ فرم و فضاها برای درعلامت گذاری دلخواه tn با (٠, tn) روی را مساله برهان.
است، برقرار X ∈ Xk,q+١ هر برای e = u − Û برای زیر تعامد رابطه ͬ گیریم. م

B∗(e,X) = ٠, (٩ . ۵)



۵٣ ٢(q + ١) مرتبه از نقطه به نقطه هم·رایی ابر
ͬ گیریم، م نظر در را زیر الحاقͬ مساله حال

−ż(s)+Az(s) = ٠, V
,در∗ s ∈ (٠, tn),

z(tn) = φ, Hدر,
پیوسته حالت در مساله این م΄ان‐زمان اول فرمول بندی است. H دلخواه عنصر φ اینجا در

ͬ باشد، م زیر به ش΄ل y = (y١, y٢) ∈ YH هر برای
z ∈ X ∶B∗(y, z) = ⟨y٢, φ⟩H , (١٠ . ۵)

داریم، را زیر رابطه ͬ دانیم م که صورت به این
B∗∶YH × X → R,

B∗(y, z) ∶= ∫ T

٠ V ⟨y١,−ż +Az⟩V ∗ds + ⟨y٢, z(T )⟩H ,
داریم، را زیر رابطه کنیم انتخاب y = (٠, e٢) ،(١٠ . ۵) در اگر

⟨e٢, φ⟩H = B∗(e, z),
است، برقرار زیر تساوی (٩ . ۵) تعامد رابطه از و

B∗(e, z) = B∗(e, z −X),
است، برقرار زیر رابطه X ∈ Xk,q+١ هر برای پس

⟨e٢, φ⟩H = B∗(e, z) = B∗(e, z −X).
است، برقرار زیر ,e٢⟩««««««عبارت φ⟩H»»»»»» ≤ ∥e∥

L٢((٠,tn);Ḣβ+١)×Ḣβ ∥z −X∥
L٢((٠,tn);Ḣ١−β)∩H١((٠,tn);Ḣ−١−β) .

برقرارند، زیر تساوی های چون
∣B∗(e, φ)∣ = »»»»»»B∗(e, z −X)»»»»»»,∣⟨e, φ⟩H∣ = »»»»»»⟨e, z −X⟩H»»»»»»,∣⟨e, φ⟩H∣ ≤ ∥e∥∥z −X∥,

ͬ کنیم، م زیرانتخاب صورت به z استاندارد درونیابی به صورت را X ∈ Xk,q+١ دوم، عبارت ١+ÂÂÂÂÂÂAqبرای
z
ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,tn);Ḣ١−β) = ∥z∥

L٢((٠,tn);Ḣ١−β+(٢q+٢)),ÂÂÂÂÂÂAq+١
ż
ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,tn);Ḣ−١−β) = ∥ż∥

L٢((٠,tn);Ḣ−١−β+(٢q+٢)),



زمانͬ نیمه گسسته سازی ۵۴
داریم، را زیر روابط ٣ . ١ . ۵ قضیه به توجه با

∥z −X∥
L٢((٠,tn);Ḣ١−β)∩H١((٠,tn);Ḣ−١−β)

≤ Ckq+١(ÂÂÂÂÂÂz(q+١)ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,tn);Ḣ١−β) + ÂÂÂÂÂÂz(q+٢)ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,tn);Ḣ−١−β) )
= Ckq+١(ÂÂÂÂÂÂAq+١

z
ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,tn);Ḣ١−β) + ÂÂÂÂÂÂAq+١

ż
ÂÂÂÂÂÂL٢((٠,tn);Ḣ−١−β) )

= Ckq+١(∥z∥
L٢((٠,tn);Ḣ١−β+(٢q+٢)) + ∥ż∥

L٢((٠,tn);Ḣ−١−β+(٢q+٢)))
= Ckq+١(∥z∥

L٢((٠,tn);Ḣ١) + ∥ż∥
L٢((٠,tn);Ḣ−١)) ≤ Ckq+١∥φ∥H ,

ͬ کنیم. م استفاده z برای استاندارد کران ΁ی از و کرده انتخاب β = ٢(q + ١) اینجا در
است، برقرار زیر نامساوی بنابراین

∥e٢∥H ≤ Ckq+١∥e∥
L٢((٠,tn);Ḣ٢(q+١)+١)×Ḣ٢(q+١) ,

ͬ آوریم، م بدست زیر صورت به را (٧ . ۵) دلخواه، n و ٣ . ١ . ۵ قضیه توسط و
ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U

(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂH
≤ Ckq+١∥e∥

L٢((٠,tn);Ḣ٢(q+١)+١)×Ḣ٢(q+١) ,
داریم، را زیر نامساوی ٣ . ١ . ۵ قضیه به توجه با

max
i=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂu٢(ti) − U
(i)
٢

ÂÂÂÂÂÂḢβ

≤ C
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N−١
∑
i=٠

k
٢(q+١)
i (ÂÂÂÂÂÂu(q)١

ÂÂÂÂÂÂ٢
L٠))٢,T );Ḣβ+٣) + ÂÂÂÂÂÂu(q+١)

١
ÂÂÂÂÂÂ٢
L٠))٢,T );Ḣβ+١) )⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

١٢
,

ͬ شود. م حاصل (٧ . ۵) رابطه β = ٢q + ٢ دادن قرار و بالا رابطه به توجه با پس
ͬ گیریم، م نتیجه موضعͬ غیر کران (٧ . ۵) از که ͬ کنیم م توجه ،(٨ . ۵) دادن نشان برای

max
n=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂe(n)٢
ÂÂÂÂÂÂH

≤ Ck٢(q+١)(ÂÂÂÂÂÂu(q)١
ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣ٢q+۵) + ÂÂÂÂÂÂu(q+١)

١
ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) ).

است، زیر زمانͬ فرمول بندی جواب uq اینکه به توجه با و uq ∶= u(q) علامت به توجه با

u̇q +Auq = f
(q)
, t ∈ (٠, T ); uq(٠) = uq,٠,

است، uq ∈ L٠))٢, T ); Ḣ٢q+۵) ∩H
٠))١, T ); Ḣ٢q+٣) هم ارز زیر کران داری که ͬ ببینیم (Ḣ٢q+۵;(tn,٠))ÂÂÂÂÂÂu(q)ÂÂÂÂÂÂL٢م + ÂÂÂÂÂÂu(q+١)ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) .



۵۵ ٢(q + ١) مرتبه از نقطه به نقطه هم·رایی ابر
برای ،uq,٠ ∈ Ḣ

٢q+۴ و f (q) ∈ L٠))٢, T ); Ḣ٢q+٣) توسط کافͬ شرط فضایی، نظم قضیه طبق
ͬ شود، م داده زیر به صورت β = ٢q + ۴

∥uq∥٢
L٠))٢,T );Ḣ٢q+۵) + ∥u̇q∥٢

L٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) ≤
ÂÂÂÂÂÂf (q)ÂÂÂÂÂÂ٢

L٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) + ∥uq,٠∥Ḣ٢q+۴

است، برقرار زیر عبارت ١ . ۴ . ۵ طبق و

max
n=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂe(n)٢
ÂÂÂÂÂÂH

≤ Ck٢(q+١)(ÂÂÂÂÂÂu(q)١
ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣ٢q+۵) + ÂÂÂÂÂÂu(q+١)

١
ÂÂÂÂÂÂL٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) )

≤ Ck٢(q+١)(∥uq∥٢
L٠))٢,T );Ḣ٢q+۵) + ∥u̇q∥٢

L٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) )
≤ Ck٢(q+١)(ÂÂÂÂÂÂf (q)ÂÂÂÂÂÂ٢

L٠))٢,T );Ḣ٢q+٣) + ∥uq,٠∥Ḣ٢q+۴ ),
ͬ آوریم، م بدست را نهایی برآورد بنابراین

max
n=١,...,N

ÂÂÂÂÂÂe(n)٢
ÂÂÂÂÂÂH

≤ Ck٢(q+١)(ÂÂÂÂÂÂf (q)ÂÂÂÂÂÂ٢(L٠)٢,T );Ḣ٢q+٣) + ∥uq,٠∥Ḣ٢q+۴ ),
ͬ شود. م کامل اثبات که

برهان از که ͬ دهد م نشان را kq+١ اضافͬ عامل مزایای از ی΄ͬ ١ . ۴ . ۵ قضیه .١ . ۴ . ۵ ملاحظه
بدست دارد نام ٢ ΁تری ͸آبین‐نیتس که H

١(Ii; Ḣs) نرم در q + ١ درجه از الحاقͬ و دوگانگͬ
ͬ آید. م

٢Aubin-Nitsche trick





۶ فصل
عددی آزمایش های

΁ی دامنه های به عددی آزمایش های است، مساله زمانͬ دادن گسترش اصلͬ هدف چون
آزمایش پیشین برآوردهای درستͬ مختلف مساله دو برای ͬ شود. م محدود بعدی دو و بعدی

ͬ شود. م اعمال k = h٢ گرفتن درنظر با (۵ . ٣) شرط درستͬ مورد دو هر در ͬ شود. م

بعدی ΁ی آزمایش ١ . ۶
ͬ شود، م آزمایش (٠, ١) × (٠, ١] م΄ان‐زمان دامنه روی زیر مساله برای شده ارائه طرح

u̇(ξ, t) − u
′′(ξ, t) = ٢π sin(٢πξ)( cos(٢πt) + ٢π sin(٢πt)),

u(٠, t) = u(١, t) = ٠, t ∈ [٠, ١],
u(ξ, ٠) = ٠, ξ ∈ [٠, ١], (١ . ۶)

.u(ξ, t) = sin(٢πξ) sin(πt) جواب دارای که

۵٧



عددی آزمایش های ۵٨

ابرهم·رایی (ب) خطا کاهش (آ)

(١ . ۶) مساله عددی آزمایش های :١ . ۶ ش΄ل

(١ . ۶) عددی جواب برای راست سمت نرم توسط شده نرمال خطای کاهش ۶ . ١(آ) ش΄ل
شیوه از استفاده با که تقریبی جواب و (١ . ۶) مساله دقیق جواب به توجه با ͬ دهد. م نشان را
نشان خطا آوردن بدست با که ͬ شود، م محاسبه L٢ نرم به نسبت خطا ͬ آید، م بدست شده ارائه

ͬ یابد. م کاهش خطا مرحله هر در ͬ شود م داده
ابرهم·را است، برقرار ١ . ۴ . ۵ قضیه در که خطا دوم جز که ͬ شود م داده نشان ۶ . ١(ب) ش΄ل در
در که ͬ شود، م محاسبه شده ارائه شیوه دوم جز به نسبت خطا صورت این در است. کران دار
ͬ باشد. م بیشتر خطا کاهش L٢ نرم محاسبه با مقایسه در که ͬ یابد م کاهش خطا مرحله هر

بعدی دو آزمایش ٢ . ۶
ͬ شود، م آزمایش (٠, ٢(١ × (٠, ١] م΄ان‐زمان دامنه روی زیر مساله برای شده ارائه طرح

u̇(ξ, η, t) −∆u(ξ, η, t) = π sin(πξ) sin(πη)( cos(πt) + ٢π sin(πt)),
u(٠, η, t) = u(١, η, t) = ٠, t ∈ [٠, ١], η ∈ (٠, ١),
u(ξ, ٠, t) = u(ξ, ١, t) = ٠, t ∈ [٠, ١], ξ ∈ (٠, ١),
u(ξ, η, ٠) = ٠, (ξ, η) ∈ [٠, ٢[١

,

(٢ . ۶)

.u(ξ, η, t) = sin(πξ) sin(πη) sin(πt) جواب دارای که



۵٩ q = ١ ، بعدی ΁ی آزمایش

ابرهم·رایی (ب) خطا کاهش (آ)

(٢ . ۶) مساله عددی آزمایش های :٢ . ۶ ش΄ل

ͬ دهند. م نشان را بعدی ΁ی دامنه مورد در آمده بدست نتایج ۶ . ٢(ب) و ۶ . ٢(آ) ش΄ل های

q = ١ ، بعدی ΁ی آزمایش ٣ . ۶

ابرهم·رایی (ب) خطا کاهش (آ)

q = ١،(١ . ۶) مساله عددی آزمایش های :٣ . ۶ ش΄ل

در شده ارائه طرح از که هنگامͬ ابرهم·رایی و هم·رایی نتایج ۶ . ٣(ب) و ۶ . ٣(آ) ش΄ل های
ماست. پیش بینͬ با ثابت و بهینه هم·رایی ͬ دهند.نرخ م نشان ͬ شود م استفاده (١ . ۶) حل
همچنین ͬ دهد. م نشان شده ارائه روش برای L٢ نرم به نسبت را خطا کاهش ۶ . ٣(آ) ش΄ل



عددی آزمایش های ۶٠
نشان ۶ . ٣(ب) ش΄ل است برقرار ١ . ۴ . ۵ قضیه در که خطا دوم جز به نسبت خطا محاسبه با
بود. خواهد بهینه شده ارائه شیوه پس ͬ یابد م بیشتری کاهش L٢ نرم نسبت خطا که ͬ دهد م

پایین نظم با بعدی ΁ی آزمایش ۴ . ۶
اول مشتق u که به طوری مساله ΁ی ͬ شود. م بررسͬ نیست هموار جواب وقتͬ خطا رفتار
برابر را u ͬ کنیم. م انتخاب ندارد دوم مشتق اما است انتگرال پذیر مربع به طوری΄ه دارد زمان

ͬ دهیم. م قرار ٠٫١ مساوی را ε مورد این در ͬ گیریم. م نظر در »»»»»»t − ٠٫۵»»»»»» ٣−ε٢
sin(πξ)

نیست ابرهم·را (ب) خطا کاهش (آ)

راست سمت پایین نظم با مساله ΁ی برای عددی آزمایش های :۴ . ۶ ش΄ل

حل در شیوه این از وقتͬ ابرهم·رایی و هم·رایی نتایج ۶ . ۴(ب) و ۶ . ۴(آ) ش΄ل های در
با ثابت و بهینه خطا اول جز برای هم·رایی نرخ ͬ شود. م ͬ شود دیده م استفاده مساله

نیست. ابرهم·را خطا دوم جز مورد این در ماست. ͬ های پیش بین
محاسبه L٢ نرم به نسبت شده ارائه شیوه با که خطایی ͬ شود م داده نشان ۶ . ۴(آ) ش΄ل در
شده ارائه شیوه دوم جز با که خطایی ۶ . ۴(ب) ش΄ل در اما ͬ یابد. م کاهش مرحله هر در ͬ شود م
نخواهد برقرار ابرهم·رایی پایین نظم با مساله برای بنابراین نیست. ابرهم·را ͬ آید م بدست

بود.
ارائه که شیوه ای و دارد وجود زمانͬ شب΄ه نقاط در ابرهم·رایی که شد داده نشان نتیجه در

است. بهینه خطا اندازه گیری در شده استفاده نرم به نسبت شده
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Aabstract

We investigate a weak space-time formulation of the heat equation and its use for the construc-
tion of a numerical scheme. The formulation is based on a known weak space-time formulation,
with the difference that a pointwise component of the solution, which in other works is usually
neglected, is now kept. We investigate the role of such a component by first using it to obtain
a pointwise bound on the solution and then deploying it to construct a numerical scheme. The
scheme obtained, besides being quasi-optimal in the L2 sense, is also pointwise superconvergent
in the temporal nodes. We prove a priori error estimates and we present numerical experiments to
empirically support our findings.
keywords: inf-sup, space-time, superconvergence, quasi-optimality, finite element, error estimate,
Petrov-Galerkin
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