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ণپاس ච໋اری...
های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او
زحمات از قدردانی مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون
تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، شائبه ی بی
سلامت و می کند تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانی از سپاس معلم، از
استاد از وظیفه حسب بر می نماید، تضمین سپرده اند، دستش به که را امانت هایی
حسن با صدر، سعه کمال در که جعفری راد نادر دکتر آقای جناب اندیشمند و فاضل
راهنمایی های با و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق
تقدیر صمیمانه داشتند، رساله این رسیدن ثمر به در مهمی نقش گهربارشان و ارزنده
با که میررضایی مسعود سید دکتر آقای جناب گرانقدر استاد از می نمایم. تشکر و
تشکر کمال کردند، کمک من به بسیار رساله این انجام در ارزشمندشان مشاوره های

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد دارم. را قدردانی و
زندگی عرصه های تمام در که دوستداشتنی ام خانواده و عزیزم مادر و پدر از همچنین
به را رساله این توانستم آنان جانبه همه حمایت های با و بوده اند من برای یاوری و یار

می نمایم. سپاسگزاری برسانم، اتمام
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چکیده
V − S رأس هر هرگاه می نامیم، احاطه گر مجموعه ی یک را گراف رئوس از S زیرمجموعه یک
مکانی احاطه گر کد یک G گراف از S احاطه گر مجموعه باشد. S در همسایه یک حداقل دارای
مکانی احاطه گر عدد .N(x)∩S ̸= N(y)∩S ،V −S از y و x متمایز رأس دو هر برای اگر می باشد،
در رئوس از S مجموعه زیر می باشد. G گراف در مکانی احاطه گر کد یک اندازه کمترین γL(G)

N(x)∩S مجموعه های y و x متمایز رأس دو هر برای هرگاه گوییم، شناسایی کد یک را G گراف
نشان M(G) با G گراف در شناسایی کد یک اندازه ی مینیمم باشند. متمایز و ناتهی N(y)∩S و
این به وابسته پارامترهای و گر مکانی احاطه و شناسایی کدهای رساله این در می شود. داده
این برای موجود کران های و کاربردها ویژگی ها، از برخی و کرده مطالعه را گراف یک در کدها
جدیدی کران های و بخشیده بهبود را کران ها این از برخی سپس می کنیم. بیان را پارامترها
جدید کران های تساوی در که را درخت هایی تمامی همچنین می دهیم. ارائه درخت ها برای
مکانی رومی احاطه گر به را رومی احاطه گر تابع پایان در می کنیم. مشخص می کنند، صدق
معرفی گراف ها برای مکانی رومی احاطه گر عدد نام به را جدیدی پارامتر و می دهیم تعمیم
به می پردازیم. درخت ها و گراف ها روی پارامتر این از متعددی کران های بررسی به و می کنیم

می کنیم. مقایسه گراف یک پارامترهای سایر با را پارامتر این علاوه

احاطه گر مجموعه کلی، مکانی احاطه گر کد مکانی، احاطه گر کد شناسایی، کد کلیدی: کلمات
مکانی. رومی احاطه گر تابع کلی، تفاضلی
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پیشگفتار
ارتباطات علوم و مهندسی متعدد زمینه های در کاربردها از وسیع دامنه ای دارای گراف ها
بین ارتباط همچنین و فیزیکی حالت هر تقریبا دادن نمایش برای می تواند گراف یک هستند.
مسائل از تعدادی حل در اغلب گرافی مدل های این رو از شود. برده کار به مختلف موجودات
کردن مدل برای را شناسایی کدهای ،[١٢۶] همکاران و کارپوسکی می شوند. استفاده کاربردی
ممکن سیستم ها این در کرده اند. تعریف چندپردازنده سیستم های در خطا تشخیص فرایند
ما هدف شوند. خراب است، وابسته سیستم هدف به که نحوی به پردازنده ها، از تعدادی است
این کند. عمل درست سیستم که صورتی به پردازشگرهاست این کردن جایگزین و تشخیص
در به آن ها وابسته پارامترهای و مکانی احاطه گر شناسایی، کدهای مورد در بحث به رساله،
از زیرمجموعه ای باشد. جهت بدون و همبند گرافی G = (V,E) کنید فرض می پردازد. گراف ها
،v ∈ V (G)\C رأس هر برای هرگاه است G گراف برای مکانی گر احاطه کد یک C مانند رئوس
همچنین .N(u)∩C ̸= N(v)∩C ،u, v ∈ V (G)\C رأس دو هر برای همچنین و N(v)∩C ̸= ∅

رأس هر برای هرگاه است G گراف برای شناسایی کد یک C مانند رئوس از زیرمجموعه ای
.N(u) ∩C ̸= N(v) ∩C ،u, v ∈ V (G) رأس دو هر برای همچنین و N(v) ∩C ̸= ∅ ،v ∈ V (G)

یک در کدها این به وابسته پارامترهای و مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای رساله این در
را پارامترها این برای موجود کران های و کاربردها ویژگی ها، از برخی و کرده مطالعه را گراف
این برای جدیدی کران های و بخشیده بهبود را کران ها این از برخی سپس می کنیم. بیان
صدق جدید کران های تساوی در که را گراف هایی تمامی همچنین می دهیم. ارائه پارامترها
احاطه گر کدهای از تابعی حالت که جدید، پارامتر یک پایان در می کنیم. مشخص می کنند،

می کنیم. معرفی را می باشد، مکانی
کدهای مانند نیاز، مورد مفاهیم و تعاریف ذکر به رساله این اول فصل در کلی، به طور
دیگر با را کدها این ارتباط همچنین می پردازیم. گراف ها، در مکانی احاطه گر و شناسایی
زمینه های در را کدها این از کاربرد چند سپس می کنیم. بررسی گراف نظریه پارامترهای
می شوند. بررسی حقیقی و تئوری دیدگاه دو از کدها این کاربردهای می کنیم. بیان مختلف
با مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای کردن پیدا برای تخصیص الگوریتم های سختی سپس

می کنیم. بررسی را اندازه مینیمم
فصل این کران های می کنیم. مطرح را پارامترها این برای شده ارائه کران چندین دوم، فصل در
گراف های برای (کران هایی ویژه کران های و بالا کران های پایین، کران های دسته سه به را

می کنیم. تقسیم بندی خاص)
شناسایی کدهای اندازه ی مینیمم برای ترتیب به را جدیدی کران هایی ، چهارم و سوم فصل در
این کران های می دهیم. ارائه درخت ها در کدها این به وابسته پارامترهای و مکانی احاطه گر و
سپس هستند. درخت برگ های تعداد و پشتیبان رأس های تعداد مرتبه، براساس فصل دو
کران ها این می کنیم. مشخص می کنند، صدق کران ها این تساوی در که را درخت هایی تمامی

س



ش
می بخشند. بهبود درخت ها برای را دو فصل در شده ارائه کران های از برخی

جدیدی پارامتر و می دهیم تعمیم مکانی رومی احاطه گری به را رومی احاطه گری پنجم فصل در
پیچیدگی ابتدا فصل این در می کنیم. تعریف گراف ها برای مکانی رومی احاطه گر عدد نام به
سپس می کنیم. بیان وتری و دوبخشی گراف های برای را مکانی رومی احاطه گری عدد مسأله
بررسی دیگر پارامتر چند با را پارامتر این ارتباط و می دهیم ارائه جدید پارامتر این برای کران چند
می کنیم. مشخص را بحرانی یال مکانی رومی احاطه گر گراف های همه همچنین می کنیم.
عدد برای کران هایی ششم فصل در است. [١٧٣] و [۶۴] مراجع از تعمیمی فصل این نتایج
این تساوی در که درخت هایی همه و می آوریم به دست درخت ها برای مکانی رومی احاطه گر

می کنیم. مشخص را می کنند صدق کران ها
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می کند. صدق ۵ . ٢ . ١ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که گراف یک ٢ . ٣
١٨ می باشند. گراف بهینه مکانی گر احاطه کد به متعلق سیاه رنگ با رأس های

است. دستیابی قابل آن برای ۵ . ٢ . ١ قضیه در شده ارائه کران که گراف یک ۴ . ٢
١٩ می باشند. گراف بهینه مکانی کلی گر احاطه کد به متعلق سیاه رنگ با رأس های

است. دستیابی قابل آن برای ٢ . ١ . ١٠ قضیه در شده ارائه کران که گراف یک ۵ . ٢
٢٠ می باشند. گراف بهینه مکانی کلی گر احاطه کد به متعلق سیاه رنگ با رأس های
٢١ است. دستیابی قابل آن برای ٢ . ٢ . ٧ قضیه در شده ارائه کران که گراف یک ۶ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T١ خانواده ی از مثالی ٢ . ٧
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T٢ خانواده ی از مثالی ٢ . ٨
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .F خانواده ی از مثالی ٢ . ٩
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ٢ و τ١ عملگرهای ٢ . ١٠
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G خانواده ی از مثالی ٢ . ١١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ϕ٢ و ϕ١ عملگرهای ٢ . ١٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .O٢ و O١ عملگرهای ١ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T خانواده ی از مثالی ٢ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ξ خانواده ی از مثالی ٣ . ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ٢ . ۵ قضیه در H گراف ساختار ١ . ۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ٣ . ۵ قضیه در H گراف ساختار ٢ . ۵
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .F٠ خانواده ی از مثالی ٣ . ۵
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G خانواده ی از مثالی ۴ . ۵

ع
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٢٢ . . . . . . . . . ازگراف ها. خانواده ای برای M(G) پارامتر برای کران هایی ٢ . ١

ف





١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١ . ١

می باشند. گراف نظریه در شده شناخته مسائل از مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل
نظریه در مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مفهوم جامع به طور داریم قصد رساله، این در
نظریه در مقدماتی مفاهیم و تعاریف بیان به ،١ . ٢ بخش در فصل، این در کنیم. بررسی را گراف
به وابسته پارامترهای و احاطه گر مکانی و شناسایی کدهای مفهوم همچنین می پردازیم. گراف
راستای در مخاطب در انگیزه ایجاد به منظور ١ . ٣ بخش در می کنیم. بیان را گراف در کدها این
در می پردازیم. مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای از کاربرد چند بیان به رساله، این مطالعه
مینیمم با مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای کردن پیدا حل سختی ۵ . ١ بخش در و ادامه
بودن NP‐کامل به راجع بحث به را ما موضوع این که می کنیم بررسی را گراف ها در اندازه
مراجع براساس گراف با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در شده ارائه تعاریف می کند. هدایت

می باشند. [٣۶ ،١٠۴]
١



اولیه مفاهیم و مقدمه ٢

اولیه تعاریف و مفاهیم ١ . ٢
Vو (G) متناهی مجموعه از است عبارت G = (V (G), E(G)) ساده ١ گراف .١ . ٢ . ١ تعریف
هر و رأس٢ V (G) عضو هر .V (G) در متمایز اعضای از نامرتب دوتایی های از E(G) خانواده
با و شده نامیده گراف ۴ مرتبه ،|V (G)| رأس ها، تعداد می شود. نامیده یال٣ یک E(G) عضو
می شود. داده نشان m(G) با و شده نامیده گراف اندازه۵ نیز |E(G)| می شود. مشخص n(G)

می گوییم e = uv ∈ E(G) اگر و کرده مشخص uv ∈ E(G) با را {u, v} ∈ E(G) مفهوم همچنین
هستند. مجاور۶ هم با v و u

است واقع آن ها بر v که است G گراف یال های تعداد G گراف در v رأس درجه٧ .١ . ٢ . ٢ تعریف
رأس های درجه بین در درجه٩ کمترین و درجه٨ بیشترین می دهیم. نمایش deg(v) با را آن و

می دهیم. نمایش δ(G) و ∆(G) با به ترتیب را G گراف
برگ١١ یک نباشد. مجاور دیگری رأس هیچ با که است رأسی منفرد١٠ رأس یک .١ . ٢ . ٣ تعریف
رأس را باشد آویخته رأس یک همسایگی در که رأسی است. یک درجه از رأسی آویخته١٢) (رأس
را آن پشتیبان رئوس مجموعه و L(G) با را G گراف برگ های مجموعه می نامیم. پشتیبان١٣
حداقل دارای هرگاه گوییم قوی١۴ پشتیبان را پشتیبان رأس یک می دهیم. نمایش S(G) با
Lx با را آن همسایه برگ های همه مجموعه x پشتیبان رأس هر برای باشد. برگ همسایه دو
آویخته١۵ یال باشد، برگ آن بر واقع رأس یک حداقل که یالی گراف، یک در می دهیم. نشان

می شود. نامیده
زیرگراف ،G[S] ،S توسط القایی١۶ زیرگراف ،V (G) از S زیرمجموعه هر برای .۴ . ١ . ٢ تعریف
رأس های از S زیرمجموعه یک برای می کند. مشخص را S رئوس مجموعه با G از ماکسیمال
آن گاه S = {v} اگر است. S رأس های حذف با G از آمده به دست گراف G \ S گراف ،G گراف

می دهیم. نمایش G− v به صورت را G \ S راحتی برای
همسایگی را باشند مجاور G گراف از v رأس با که G از رأس هایی مجموعه .۵ . ١ . ٢ تعریف
رئوس از S زیرمجموعه باز همسایگی می دهیم. نمایش N(v) با را آن و نامیده v رأس باز١٧
N(v)∪ {v} می دهیم. نمایش N(S) با را آن و می کنیم تعریف ∪v∈S N(v) به صورت را G گراف
بسته همسایگی همچنین می دهیم. نمایش N [v] با را آن و نامیده v رأس بسته١٨ همسایگی را

١Graph
٢Vertex
٣Edge
۴Order
۵Size
۶Adjacent
٧Degree
٨Maximum degree
٩Minimum degree

١٠Isolated vertex

١١Leaf
١٢Pendant vertex
١٣Support vertex
١۴Strong support
١۵Pendant edge
١۶Induced subgraph
١٧Open neighborhood
١٨Close neighborhood



٣ اولیه تعاریف و مفاهیم
نمایش N [S] با را آن و می کنیم تعریف ∪v∈S N [v] به صورت را G گراف رئوس از S زیرمجموعه
می کند. مشخص را S توسط شده١٩ القا زیرگراف G[S] ،V (G) از S زیرمجموعه برای می دهیم.
را e یال آن گاه u = v اگر باشد. آن یال یک e = uv و گراف یک G کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
این باشد، داشته وجود یال چند G رأس های از زوج یک بین که صورتی در گویند. طوقه٢٠ یک
که صورتی در گویند ساده٢٣ گراف را G گراف گویند.همچنین چندگانه٢٢ یا موازی٢١ را یال ها

نباشد. چندگانه یال و طوقه دارای
متناهی دو هر E(G) و V (G) مجموعه های هرگاه گویند متناهی را G گراف .١ . ٢ . ٧ تعریف
سایر و بدیهی٢۴ گراف یک را G گراف ،E(G) = ∅ و عضو یک شامل فقط V (G) اگر باشند.

گویند. ٢۵ غیربدیهی را گراف ها
داشته وجود یال یک دقیقاً آن راس دو هر بین که گرافی است کامل٢۶، گراف .١ . ٢ . ٨ تعریف
نشان Kn با را آن که است یال n(n−١)٢ و راس n دارای ،n مرتبه از کامل گراف یک باشد.

می دهند.
مجموعه زیر دو به آن رأس های مجموعه که است گرافی بخشی٢٧ دو گراف .١ . ٢ . ٩ تعریف

باشد. Y در آن ها دیگر سر و X در G یال های تمام سر یک که شود، افراز چنان Y و X

نشان Ḡ با که G گراف مکمل) (یا متمم٢٨ باشد. رأسی n گرافی G کنید فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
Ḡ در v و u مانند رأس دو هر و V (Ḡ) = V (G) رأس های مجموعه با است گرافی می شود، داده

نباشند. مجاور G در اگر فقط و اگر هستند مجاور
صفحه یک در را آن می توان که است گرافی مسطح گراف مسطح٢٩ گراف .١ . ٢ . ١١ تعریف

کنند. قطع راس ها در تنها را یکدیگر یال هایش که گونه ای به کرد رسم
رأس  ها از v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله یک ،k طول به گشت٣٠ یک .١ . ٢ . ١٢ تعریف
مسیر٣١ یک باشد. یال یک ei = vi−١vi ،i = ١, . . . , k هر ازای به طوری که به یال هاست، و
فهرست به صورت گراف یک در را مسیر یک باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتی
i = ١, . . . , n هر ازای به به طوری که می گیریم، نظر در v٠, v١, . . . . , vn متمایز رأس های از مرتبی
ابتدای رأس که مسیری می دهیم. نشان Pn با را رأسی n مسیر یک باشد. یال یک ei = vi−١vi ،
به بسته ای گشت دور٣٢ یک می گویند. ,u)‐مسیر v) یک را باشد v آن انتهای رأس و u آن
هیچ و هستند منطبق یکدیگر بر انتهایی رأس و ابتدایی رأس آن در که است یک حداقل طول

می دهیم. نشان Cn با را رأسی n دور یک نداریم. دیگری تکراری رأس
١٩Induced subgraph
٢٠Loop
٢١Parallel
٢٢Multi
٢٣Simple graph
٢۴Trivial graph
٢۵Nontrivial
٢۶Complete graph

٢٧Bipartite graph
٢٨Complement
٢٩Planar graph
٣٠Walk
٣١Path
٣٢Cycle



اولیه مفاهیم و مقدمه ۴
می کند. وصل هم به را دور از مجاور غیر رأس دو که است یالی وتر٣٣ .١ . ٢ . ١٣ تعریف

وتر شامل آن از بیشتر یا چهار طول به دور هر که است گرافی وتری٣۴ گراف .١۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد.

باشند. برابر هم با رئوس تمام درجه هرگاه گوییم منتظم٣۵ گراف را G گراف .١۵ . ١ . ٢ تعریف
نامیم. k‐منتظم را گراف آن گاه باشد، k رئوس تمام درجه اگر

v و u متمایز رأس دو هر ازای به هرگاه می شود نامیده همبند٣۶ G گراف .١۶ . ١ . ٢ تعریف
را G صورت این غیر در باشد). موجود ,u)‐مسیر v) یک (یا باشد موجود v به u از ٣٧ مسیری

گوییم. ناهمبند٣٨
درختی ریشه دار۴٠ درخت یک می نامیم. درخت٣٩ را دور فاقد و همبند گراف .١ . ٢ . ١٧ تعریف
نامیده درخت۴١ ریشه شده متمایز رأس باشد. شده متمایز رئوس بقیه از آن رأس یک که است
Tv نماد با را v رأس در ریشه دار زیردرخت آن گاه باشد، ریشه دار درخت یک T اگر می شود.

است. u پدر۴٣ v و v فرزند۴٢ u گوییم ،u ∈ NTv(v) اگر می دهیم. نمایش
با uv یال جایگزینی گراف، یک در uv یال ۴۴ کردن زیرتقسیم بار k از منظور .١ . ٢ . ١٨ تعریف

است. ux١ . . . xkv مسیر
در n درجه رأس است. K١,n کامل دوبخشی گراف ، Sn

ستاره۴۵ از منظور .١ . ٢ . ١٩ تعریف
غیر رأس دو دقیقا با درختی دوگانه۴٧ ستاره یک می شود. نامیده مرکزی۴۶ رأس ،Sn ستاره
ستاره یک می شوند. نامیده دوگانه۴٨ ستاره مرکزی رأس های نیز رأس دو این که است برگ

می دهیم. نمایش Sm,n به صورت را n و m درجه از مرکزی رأس های با دوگانه
به دست K١,t ستاره یک از یال t − ١ حداکثر کردن زیرتقسیم از که درختی .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

می نامند. اسپایدر۴٩ درخت را می آید
شده القا زیرگراف که است رئوس از مجموعه ای گراف، یک در خوشه۵٠ یک .١ . ٢ . ٢١ تعریف
به را آن رئوس مجموعه بتوان که است گرافی تقسیم۵١ گراف یک باشد. کامل گراف آن روی

کرد. افراز C خوشه یک و I مستقل مجموعه یک
٣٣Chordal
٣۴Chordal Graph
٣۵Regular graph
٣۶Connected
٣٧Path
٣٨Disconnected
٣٩Tree
۴٠Rooted tree
۴١Root of the tree
۴٢Child

۴٣Father
۴۴Subdivision
۴۵Star
۴۶Central vertex
۴٧Double star
۴٨Central vertices of double Star
۴٩Spider tree
۵٠Clique
۵١Split graph



۵ اولیه تعاریف و مفاهیم
مسیر کوتاه ترین اندازه با برابر dG(u, v) ،G گراف در v و u رأس دو فاصله۵٢ .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
dG(u, v) = می گوییم آن گاه نباشد موجود v و u رأس دو بین مسیری هیچ اگر است. v و u بین

.∞
از است عبارت G گراف قطر۵٣ .١ . ٢ . ٢٣ تعریف

diam(G) = max{d(u, v) | u, v ∈ V (G)}.

دو هر برای هرگاه گوییم بسته بندی۵۴ مجموعه یک را A ⊆ V (G) مجموعه .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
.N [x] ∩N [y] = ∅ آن از y و x متمایز رأس

آویزان رأس یک افزودن از آمده بدست گراف باشد. گراف یک G کنید فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
می دهیم. نشان cor(G) با را آن و می نامیم G ۵۵ گراف تاج را G رأس هر به

عددی r ≥ ١ و باشد جهت بدون و همبند گرافی G = (V,E) زوج کنید فرض .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را r شعاع به گوی۵۶ ،v ∈ V رأس هر ازای به باشد. صحیح

Br(v) = {u ∈ V : d(u, v) ≤ r}.

r‐پوشش ، y و x رئوس گوییم آن گاه باشد، d(x, y) ≤ r و x, y ∈ V (G) اگر .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
همدیگرند. پوشش y و x گوییم نباشد r مقدار در ابهامی اگر و همدیگرند ۵٧

حداقل y ∈ Y رأس هر ازای به هرگاه است Y ⊆ V (G) برای r‐پوششی ،X ⊆ V (G) مجموعه
باشد. y r‐پوشش ،x که طوری به باشد موجود x ∈ X مانند رأس یک

مجموعه ی یک را S ⊆ V مجموعه باشد. گراف یک G = (V,E) کنید فرض .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
یک اندازه ی کمترین .|N [v] ∩ S| ≥ ١ ،v ∈ V راس هر برای هرگاه می نامیم، احاطه گر۵٨
گراف احاطه گری عدد را G گراف احاطه گر مجموعه های تمام بین در احاطه گر مجموعه ی
یک γ(G) اندازه ی با G احاطه گر مجموعه ی یک به می شود. داده نشان γ(G) با و نامیده G

گفته می شود. γ(G)‐مجموعه

می شود نامیده مکانی۵٩ r‐احاطه گر کد یک G گراف از C احاطه گر مجموعه .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
١‐احاطه گری کد .Br(v) ∩ C ̸= Br(u) ∩ C ،V − C از v و u متمایز رأس دو هر برای هرگاه
مکانی احاطه گر کد یک اندازه ی کمترین می نامند. مکانی۶٠ احاطه گر کد اختصار به را مکانی
گراف آن مکانی۶١ احاطه گری عدد را G گراف G گراف مکانی احاطه گر کدهای تمام بین در
یک γL(G) اندازه ی با G مکانی احاطه گر کد یک به می شود. داده نشان γL(G) با و نامیده

گفته می شود. γL(G)‐مجموعه

۵٢Distance
۵٣Diameter
۵۴Packing set
۵۵Corona
۵۶Ball
۵٧r-cover

۵٨dominating set
۵٩Locating dominating code
۶٠Locating dominating code
۶١Locating domination Number



اولیه مفاهیم و مقدمه ۶
می باشند. شناسایی کدهای مکانی، احاطه گری کدهای به وابسته دقیقا مفاهیم از یکی

دو هر برای هرگاه می نامند r‐شناسایی۶٢ کد یک C احاطه گر مجموعه ی .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
شناسایی۶٣ کد اختصار به را ١‐شناسایی کد .Br(v)∩C ̸= Br(u)∩C ،V از v و u متمایز رأس
M(G) با G گراف شناسایی کدهای تمام بین در شناسایی کد یک اندازه ی مینیمم می نامند.
گفته M(G)‐مجموعه یک M(G) اندازه ی با G شناسایی کد یک به می شود. داده نشان
شناسایی۶۴ قابل را G گراف آن گاه باشد، شناسایی کد یک حداقل دارای G گراف اگر  می شود.
،N [u] = N [v] که به طوری باشند، داشته وجود V (G) از v و u رأس دو اگر کنید توجه گوییم.

نیست. شناسایی قابل G آن گاه

مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای کاربرد ١ . ٣
می کنیم. اشاره مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای عملی کاربردهای از برخی به بخش این در
می کنیم. تقسیم حقیقی کاربردهای و تئوری کاربردهای دسته دو به را مسأله این کاربردهای
پارامترها دیگر اندازه تخمین برای γL(G) و M(G) از استفاده واقع در تئوری کاربرد از منظور
بررسی γ(G) با را G گراف یک γL(G) و M(G) ارتباط منظور، این برای می باشد. گراف در
استفاده به که می شود اطلاق کاربردها از دسته آن به نیز عملی کاربردهای از منظور می  کنیم.
اشاره حقیقی دنیای در موجود مسائل از برخی حل در مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای از

می کنند.

γ(G) با γL(G) و M(G) ارتباط ١ . ٣ . ١
می کنیم. بررسی احاطه گر مجموعه با را مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای رابطه بخش این در
یک C وضوح به آن گاه باشد، G گراف برای مکانی احاطه گر کد یا شناسایی کد یک C اگر
γ(G) ≤ M(G) ،G گراف هر برای همواره بنابراین است. نیز گراف آن برای احاطه گر مجموعه
بررسی را است برقرار تساوی آن ها برای که گراف هایی همکاران و بلیدیا۶۵ .γ(G) ≤ γL(G) و

رسیدند. زیر نتایج به و کردند
صورت دراین باشد. جنگل یک G = (V,E) گراف کنید فرض [٣٣] .١ . ٣ . ١ قضیه
تقسیم بندی چنان F و C مجموعه دو به را V (G) بتوان اگر تنها و اگر می باشد γ(G) = M(G)

به طوری که: کرد
باشد. ۶ حداقل اندازه از کرونا یک C جزء هر :١

۶٢r-identifying code
۶٣Identifying code
۶۴Identifiable

۶۵M. Blidia



٧ مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای کاربرد
دو به دو I رئوس بسته همسایه های باشدکه داشته وجود به گونه ای I ⊆ F زیرمجموعه :٢

باشد. نداشته وجود یالی C مجموعه رئوس و I مجموعه رئوس بین و باشند مجزا
نداشته همسایه ای C برگ های بین ولی باشد داشته S(C) در همسایه ای N(I) از رأس هر :٣
یک حداکثر و S(C) در همسایه دو حداقل F − (I ∪ N(I)) رأس هر همچنین باشد.

باشد. داشته C برگ های بین همسایه
کوچکترین با شناسایی کد یک I∪S(C) آن گاه باشد داشته وجود ساختاری چنین اگر علاوه، به

است. G برای اندازه
گوییم می کنیم. معرفی را τ خانواده ،γL(T ) = γ(T ) که T مانند درخت هایی توصیف برای
Tk = T و T١ = P٢ = xy که طوری به باشد آمده به دست T١, T٢, ..., Tk دنباله از T هرگاه T ∈ τ

در τ٣ و τ٢ ،τ١ عملگرهای از یکی اعمال با را Ti+١ می توان آن گاه ،k ≥ ٢ اگر همچنین است.
آورد. به دست زیر

می کند. وصل آن به uz یال با را u− v مسیر یک و انتخاب را Ti در z پشتیبان رأس : τ١

دلخواه رأس به را است a آن مرکزی رأس و p ≥ ٢ که ،H = SSp شده تقسیم ستاره یک : τ٢
می کند. وصل ab یال با Ti در b

به uc یال با را u− v − w مسیر یک و انتخاب دارد قرار γL(Ti) در که Ti از c رأس یک : τ٣
می کند. وصل درخت

صورت این در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنیم فرض [٣٣] .١ . ٣ . ٢ قضیه
.T ∈ τ اگر فقط و اگر γL(T ) = γ(T )

حقیقی کاربردهای ١ . ٣ . ٢
پردازنده چند سیستم های

پردازنده چند داری که است سیستم هایی عیب یابی و تشخیص شناسایی کدهای کاربردهای از
.[١٢۶ ،٣٢] هستند

در خطا تشخیص فرایند کردن مدل برای را شناسایی کدهای همکاران[١٢۶]، و کارپوسکی
پردازنده ها از تعدادی است ممکن سیستم ها این در کرده اند. تعریف پردازنده چند سیستم های
کردن جایگزین و تشخیص ما هدف شوند. خراب است وابسته سیستم هدف به که نحوی به
سخت افزارهای که می کنیم فرض کند. عمل درست سیستم که صورتی به پردازشگرهاست این
مقدار یک l که هستند معیوب پردازشگرها از تا l حداکثر زمان هر در که برخوردارند کیفیتی از ما
اجرا را test(Pj) برنامه می تواند سیستم این در pj پردازنده هر که می کنیم فرض نیز و است ثابت
این می کند. بررسی را N(pj) مجاورش، پردازنده های تمام و پردازنده این خود وضعیت که کند



اولیه مفاهیم و مقدمه ٨
معیوب مجاورش پردازنده های از یکی یا pj اگر یعنی برمی گرداند، دودوئی اطلاعات تنها برنامه
مرکزی کننده کنترل یک به اطلاعات این می فرستد. را یک صورت این غیر در و صفر باشد
این که کنید توجه نمی کنیم. تلقی سیستم از بخشی عنوان به را آن که می شود برگردانده
چیزی تنها باشد یک test(Pj) خروجی اگر نمی کند. آشکار را معیوب پردازنده هویت برنامه
ما هستند. معیوب مجاورش پردازنده های از یکی یا و Pj که است این بگوییم می توانیم که

که: بسازیم C مانند پردازش گرها از زیرمجموعه ای که علاقه مندیم
نباشد. خراب سیستم در پردازشگری هیچ آن گاه برگردانند، صفر C پردازنده های تمام اگر .(١)
مرکزی کننده کنترل نکند، کار درستی به پردازش گرها از تا l حداکثر و یک لااقل اگر .(٢)

کند. مکان یابی C از استفاده با را آن ها بتواند
عنوان به را پردازنده چند سیستم باشد. pk ،. . . ،p١ پردازشگر k دارای سیستم کنیم فرض
pj و pi رأس دو بین و و هستند گراف رأس های پردازشگرها آن در که G = (V,E) گراف یک
یک حالا .[٣٩] باشد داشته ارتباط سیستم در pj پردازشگر با pi پردازشگر هرگاه دارد وجود یال
منحصر مجموعه ای با پردازشگر هر که به طوری می کنیم مشخص G گراف برای شناسایی کد
می گیریم. نظر در نظاره گر سیستم یک را کدکلمه هر شود. داده پوشش کدکلمه  ها از فرد به
و خودش که صورتی در کند. بررسی می تواند را همسایه هایش و خودش نظاره گر سیستم هر
صفر اینصورت غیر در و می کند ارسال را یک باشد، معیوب همسایه هایش از یکی حداقل یا
نظاره گر سیستم های تعداد به سیستم از دریافتی بیت های کل کنید توجه می کند. ارسال را
که شد خواهد داده تشخیص آسانی به دریافتی بیت های به توجه با صورت این در می باشد.

است. معیوب پردازنده کدام

اضطراری حسگر شبکه های
کدهای از تعمیمی که است آمده [١۶۴] همکاران و ۶۶ ری در مسئله این از دیگری کاربرد

است. شده آورده [۶۴] همکارانش و کالبرن در که است مکانی احاطه گر
برای شده اند. پیاده سازی و پیشنهاد مختلفی کاربردهای برای مکان۶٧ تشخیص سیستم های
GPSمی تواند می شوند[١٠٨]. استفاده ۶٨GPS سیستم اساس بر ماهواره ها بیرونی، کاربردهای
چند اثرات و ٧٠ بازتاب ها ،۶٩ انسدادها اما کند. مشخص متر چند حدود در تقریبی با را مکان

است. کرده محدود درونی محیط های در را GPS بودن مفید مسیری،
طراحی است شده محدود GPSسودمندی که مواقعی برای درونی مکان تشخیص سیستم های
می شوند. دسته بندی رادیو٧٣ و ٧٢ فراصوت ، ٧١ قرمز مادون گروه سه در سیستم ها این شده اند.
برای لازم و حیاتی کیفیت اما می کنند، کار خوبی به خود مقاصد برای سیستم ها این از یک هر
با می تواند یاب مکان سیستم یک کارایی کنند. تأمین نمی توانند را اضطراری شبکه های

۶۶S.Ray
۶٧Location detection system
۶٨Global Positioning System
۶٩Occlusions
٧٠Reflections

٧١Infrared
٧٢Ultrasound
٧٣Radio



٩ مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای به وابسته پارامترهای
در هدف که ناحیه ای اینکه احتمال با سیستم صحت شود. مشخص آن وضوح٧۵ و ٧۴ صحت
کوتاه ترین ، سیستم وضوح می شود. سنجیده باشد، شده تعیین درستی به دارد حضور آن
می دهد. انعکاس را هستند تشخیص قابل که ناحیه یک در شده مشخص اهداف بین فاصله
سیستم های زمینه  در برعکس. یا شود جایگزین وضوح با می تواند سیستم صحت کلی طور به
مکان تعیین منظور به مثال، برای می باشد. وضوح از مهم تر بسیار صحت اضطراری، پاسخ
فرستادن دیگر طرف از است. کافی اتاق و طبقه داشتن معمولا افتاده، خطر به پرسنل یک
مکان یابی جای به بنابراین است. مرگبار اضطراری موقعیت در اشتباه ناحیه یک به نجات گروه
در نقطه یک و می کند تقسیم یابی مکان قابل نواحی به را پوششی ناحیه سیستم این پیوسته،

می دهد. گزارش هدف مکان عنوان به را ناحیه این
ابتدا که می شوند طراحی زیر صورت به شناسایی کدهای پایه ی بر اضطراری حسگر شبکه های
اتصالات اساس بر سپس می شوند، انتخاب شده داده ناحیه یک برای نقاط از مجموعه ای
کد وسیله به که نقاط ازاین زیرمجموعه یک روی بر فرستنده حسگرهای نقاط، بین رادیویی
که می کند تضمین جایگذاری این می گردند. واقع می شوند، مشخص آن با متناظر شناسایی
می تواند ناظر بنابراین می شود. داده پوشش فرستنده ها از یکتا مجموعه یک وسیله به نقطه هر
می کند، دریافت که شناسایی کدهای از فرد به منحصر زیرمجموعه اساس بر را خودش موقعیت

نماید. تعیین
گراف نهایت در و رادیویی اتصالات ساختمانی، طبقه یک ساده نقشه ١ . ١ شکل مثال عنوان به
از جفت هر بین اتصالی اطلاعات با می دهد. نشان را ساختمان از طبقه یک برای آمده بدست
به طوریکه می باشد، فرستنده ها تعداد کمترین از استفاده با سیستم یک تعیین ما هدف نقاط،
فرستنده چهار منظور این برای کند. دریافت نقاط از یک هر در را خود موقعیت بتواند ناظر یک
یک معین فواصل در و متناوب طور به فرستنده هر که می دهیم قرار d و c ،b ،a نقاط در بیسیم
اهداف آن گاه باشد، یکتا نقطه هر شناسایی مجموعه اگر می فرستد. یکتا شناسایی مجموعه
پارامترهای از مورد چند ابتدا فصل این در شوند. واقع نقاط این در صحیح صورت به می توانند
از پایین و بالا کران های از مورد چند سپس و مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای به وابسته

می کنیم. بیان را پارامترها این

احاطه گر و شناسایی کدهای به وابسته پارامترهای ۴ . ١
مکانی

احاطه گر و شناسایی کدهای که هست نیاز دیگر موارد یا شبکه ها روی خاص کاربردهای برای
کدهای به وابسته خاصی پارامترهای دلیل همین به شود. استفاده ویژه شرایط با مکانی
از مورد چند به ما بخش این در است. شده معرفی گراف ها روی مکانی احاطه گر و شناسایی

می کنیم. اشاره می شود، استفاده رساله این در که پارامترها این
٧۴Correctness
٧۵Resolution
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ساختمان یک در حسگرها یابی مکان در شناسایی کدهای کاربرد :١ . ١ شکل

احاطه گر کد و کلی٧٩ تفاضلی گر احاطه مجموعه  [١٠٠] در هاوارد٧٨ و هنینگ٧٧ هاینس٧۶،
،۵٨ ،۶١ ،١۵۴ ،۵٩] مراجع به زمینه این در بیشتر مطالعه برای کردند. معرفی را کلی٨٠ مکانی

شود. رجوع [١٠۶ ،١٠۵
G[C] زیرگراف هرگاه گوییم کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه را C شناسایی کد .١ . ۴ . ١ تعریف
تمام بین کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه یک اندازه ی مینیمم نباشد. منفرد رأس داری
و نامیده گراف آن کلی٨١ تفاضلی احاطه گر عدد را G گراف در تفاضلی احاطه گر مجموعه های
یک γDt (G) اندازه ی با G کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه یک به می شود. داده نشان γDt (G) با

گفته می شود. γDt‐مجموعه (G)

زیرگراف هرگاه گوییم کلی مکانی احاطه گر کد را C مکانی احاطه گر کد یک .٢ . ۴ . ١ تعریف
را G گراف در کلی مکانی احاطه گر کد یک اندازه ی مینیمم نباشد. منفرد رأس داری G[C]

٧۶Haynes
٧٧Henning
٧٨Howard
٧٩Differential total dominating set

٨٠Locating total dominating code
٨١Differential total domination number



١١ مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل سختی
کد یک به می شود. داده نشان γLt (G) با و نامیده گراف آن کلی٨٢ مکانی احاطه گری عدد

گفته می شود. γLt‐مجموعه (G) یک γLt (G) اندازه ی با G مکانی احاطه گر

مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل سختی ۵ . ١
مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای کوچک ترین مسأله شد، ذکر قبل بخش در که همان طور
که است دلایلی جمله از مطلب این هستند. مختلف زمینه های در فراوانی کاربردهای دارای
کدها این کوچک  ترین مسأله حل سختی بخش، این در می کند. ترغیب مسأله این حل به را ما
عدد محاسبه سختی که دهیم پاسخ پرسش این به داریم قصد حقیقت در می کنیم. بررسی را
شاخه ای محاسباتی پیچیدگی نظریه است. چقدر دلخواه گراف یک مکانی احاطه گر و شناسایی
به صورت مسائل حل دشواری بررسی به که است کامپیوتر علوم و ریاضی محاسبات، نظریه از
بررسی هستند. بهینه سازی مسائل ما علاقه مورد مسائل از بسیاری می پردازد. الگوریتمی
مسائل در بلکه نمی رود کار به بهینه سازی مسائل در مستقیم به طور مسأله یک حل سختی
بنابراین، می رود. کار به است یک) یا صفر رسمی (به طور خیر یا بله آن ها پاسخ که تصمیم گیری
محدود تصمیم گیری مسائل ناحیه به را ما خیر یا است سخت مسأله ای اینکه دادن نشان
شکل به بهینه مقدار کردن محدود با را بهینه سازی مسأله یک می توانیم معمولا ما می کند.
شناسایی، کدهای کوچک  ترین مسأله در مثال به عنوان درآوریم. تصمیم گیری مسأله یک
بیان شکل این به تصمیم گیری مسأله و می شود تعیین ورودی به عنوان k مقدار و G گراف
مسائل کلی، به طور دارد؟.“ وجود k مساوی یا کم تر اندازه از G در شناسایی کد ”آیا می شود:
از دسته ای می شوند. تقسیم کلاس چهار به خود حل زمانی مرتبه به توجه با تصمیم گیری
می باشد. موجود چندجمله ای زمانی مرتبه با الگوریتمی آن ها برای که هستند مسائلی آن ها
الگوریتم که است ذکر به لازم دارند. تعلق Polynomial مخفف P کلاس به مسائل این
چندجمله ای تابع آن زمانی پیچیدگی حالت، بدترین در که است الگوریتمی چندجمله ای زمانی
مجموعه Polynomial non-deterministic ، NPمخفف کلاس باشد. ورودی اندازه از
حل قابل غیرقطعی و چندجمله ای زمانی الگوریتم های توسط که است تصمیم گیری مسائل
کلاس ها این برای که سؤالی مهم ترین است. P زیرکلاس NP کلاس که است بدیهی هستند.
تساوی این که دارد وجود گسترده باور این .NP = P آیا که است این دارد وجود نظریه این در
چندجمله ای زمانی الگوریتم یک اگر است NP‐سخت٨٣ مسأله یک باشد. درست نمی تواند
کلاس مسائل از یک هر برای چندجمل ه ای زمانی الگوریتم یک به تبدیل قابل مسأله این برای
در و باشد NP خانواده به متعلق اگر است ٨۴ NP‐کامل مسأله یک همچنین، شود. NP

NP‐سخت و NP کلاس  های زیرکلاس NP‐کامل کلاس باشد. نیز NP‐سخت حال عین
تشکیل را NP‐سخت و NP کلاس های مشترک فصل NP‐کامل کلاس واقع در است.

٨٢Locating total domination number
٨٣NP-hard

٨۴NP-complete



اولیه مفاهیم و مقدمه ١٢
می دهد.

کوک مقاله این در .[۶۵] شد مطرح ١٩٧١ سال در ٨۵ کوک توسط بار اولین NP‐کامل مسأله
٨٧ کارپ ١٩٧٢ سال در است. NP‐کامل مسأله یک ٨۶ پذیری صدق مسأله که کرد ثابت
برای داد. قرار NP‐کامل مسائل رده در را ترکیبیاتی مسائل از مسأله یک و بیست [١٢۵] در
استفاده کاهش٨٨ کلیدی مفهوم از نه یا است NP‐کامل مسئله یک آیا اینکه دادن نشان

می کنیم.
کاهش مفهوم مورد در توضیح

که زمانی حتی نیست دیگری مسئله ی از آسان تر یا سخت تر مسئله یک اینکه دادن نشان ی ایده
اثبات برای تقریباً ایده این از ما می رود. کار به نیز باشند تصمیم گیری مسئله ی مسئله ، دو هر
را A مانند تصمیم گیری مسئله ی یک دهید اجازه می کنیم. استفاده NP‐کامل مسائل تمامی
ورودی کنیم. حل O(nk) چندجمله ای زمانی پیچیدگی در را آن می خواهیم که بگیریم نظر در
به عنوان مثال می کنیم. فراخوانی مسئله این از «نمونه ای» به عنوان خاص مسئله ی یک به را
G از v و u خاص رأس دو با باشد G خاص گراف یک می تواند نمونه یک مسیر ، مسئله ی در
دیگری تصمیم گیری مسئله ی یک که می کنیم فرض حال .k پارامتر برای مشخص مقداری و
درنهایت دارد. چندجمله ای زمانی پیچیدگی در راه حلی مسئله این که میدانیم و  B نام با داریم
مسئله ی از b نمونه های به را A مسئله ی از a نمونه های از یک هر که داریم رویه ای می کنیم فرض
زمانی پیچیدگی دارای کاهش عملیات می دهد». «کاهش یا می کند تبدیل زیر خصوصیات با B
است «بلی» a مسئله ی جواب یعنی است؛ یکسان مسئله دو هر جواب های است. چندجمله ای
زمانی پیچیدگی با کاهشی الگوریتم را رویه این باشد. «بلی» b مسئله ی جواب اگر فقط و اگر
فراهم چندجمله ای زمانی پیچیدگی در A مسئله ی حل برای را روشی که می نامیم چندجمله ای

مرحله داریم: سه کلا́ پس می کند.
چندجمله ای زمانی پیچیدگی با کاهشی» «الگوریتم از استفاده با را A مسئله ی از a نمونه ی •

می دهیم. شکل تغییر B مسئله ی از b نمونه ی به
می کنیم. اجرا B مسئله از b نمونه ی روی بر را کاهشی الگوریتم •

می کنیم. استفاده a مسئله ی برای جوابی به عنوان آورده ایم دست به b برای که جوابی از •
باهم مرحله سه هر است چندجمله ای زمانی پیچیدگی دارای مراحل این از یک هر که زمانی تا
پیچیدگی با راهی که بگوییم می توانیم و بود خواهد چندجمله ای زمانی پیچیدگی دارای نیز
«کاهش» با به عبارت دیگر پیداکرده ایم. a مسئله ی روی تصمیم گیری برای چندجمله ای زمانی

کرده ایم. استفاده A سادگی اثبات برای B سادگی از ما ، B مسئله ی به A مسئله ی
و شناسایی کدهای مسائل بودن NP‐کامل برای که کاهشی الگوریتم از نمونه هایی ادامه در
کاهشی الگوریتم دو فوکود٨٩ ٢٠١۵ سال در می کنیم. ذکر را است شده استفاده مکانی احاطه گر
صورت به پوششی رأس های مسأله به مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل کاهش برای

٨۵Cook
٨۶Satisfiability
٨٧Karp

٨٨Reduction
٨٩Foucaud



١٣ مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل سختی
داد[٨٨]. ارائه زیر

گراف از یال هر است. n ≥ ٢ مرتبه از دلخواه گراف یک G کنید فرض .١ کاهشی الگوریتم •
را آمده بدست گراف می کنیم. اضافه راس یک جدید رأس هر به سپس و می کنیم تقسیم را G

می نامیم. G′

مجموعه به مکانی احاطه گر کدهای مسأله کاهش برای کاهشی الگوریتم یک قبل به مشابه
است. شده ارائه زیر صورت به [٨٨] در رأسی پوشش

یال هر برای و n ≥ ٢ مرتبه از دلخواه گراف یک G کنید فرض .٢ کاهشی الگوریتم •

یال های vو راس کردن اضافه با C۴ = e١e٢e٣e۴e١ دور از که باشد گرافی Ge ،e = xy ∈ E(G)

و xe١ یال های و Ge افزودن با G گراف از G′′ گراف صورت این در می آید. بدست ue۴ و ue١
می آید. بدست G یال های همه حذف و e = xy ∈ E(G) یال هر برای ye٣

G′ آن گاه باشد، G گراف برای پوششی مجموعه یک N اگر که است شده داده نشان [٨٨] در
از مکانی احاطه گر کد یک دارای G′′ و |N |+ |E(G)| حداکثر اندازه از شناسایی کد یک دارای
گراف برای شناسایی کد یک C اگر کردند ثابت همچنین می باشد. |N |+٢|E(G)| حداکثر اندازه
و ،|C| − |E(G)| حداکثر اندازه از رأسی پوششی مجموعه یک دارای G گراف آن گاه باشد، G′

پوششی مجموعه یک دارای G گراف آن گاه باشد، G′′ گراف برای مکانی احاطه گر کد یک C اگر
است. |C| − ٢|E(G)| حداکثر اندازه از رأسی

برای حتی ترنسورسال مسأله که کردند ثابت [٩۴] در همکارانش٩٠ و گری ١٩٧۶ سال در
کاهشی الگوریتم های از بنابراین است. کامل ‐NP سه، درجه ماکزیمم با مسطح گراف های

می شود. نتیجه زیر قضیه های ٢ و ١
ماکزیمم با مسطح گراف های برای حتی شناسایی کدهای کوچکترین مسأله [٨٨] .١ . ۵ . ١ قضیه

است. NP‐کامل نیز ٣ درجه
با مسطح گراف های برای حتی مکانی احاطه گر کدهای کوچکترین مسأله [٨٨] .٢ . ۵ . ١ قضیه

است. NP‐کامل نیز ٣ درجه ماکزیمم
مثل گراف ها از خانواده ها از تعدادی برای [٨٨] در کاهشی الگوریتم از استفاده با همچنین
است. NP‐کامل مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل وتری٩١، دوبخشی گراف های
برای احاطه گر مجموعه با مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل پیچیدگی ١ . ١ جدول در

است. شده مقایسه گراف ها از خانواده هایی

٩٠Garey. et. al
٩١Chordal bipartite graphs



اولیه مفاهیم و مقدمه ١۴

احاطه گر مجموعه با مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای مسائل پیچیدگی مقایسه :١ . ١ جدول
graph class Id Code Loc-Dom Code Dominating Set

bipartite NP-c [۵٣] NP-c [۵٣] NP-c [۴٠ ،٣١]
chordal bipartite NP-c [٨٨] NP-c [٨٨] NP-c [؟]

planar max. degree ٣ NP-c [١٧] NP-c [٨٨] NP-c [١٧۴ ،٩٣]
planar bipartite max. degree ٣ NP-c [٨٨] NP-c [٨٨] NP-c [١٧۴]

(planar) line NP-c [٨٩] OPEN NP-c [١٧۵]
planar bipartite unit disk NP-c [١۵٢] NP-c [١۵٢] NP-c [۶٢]

bounded tree-width/clique-width P [١۵٠] P [١۵٠] P [۶۶ ،۶٧]
line of bounded tree-width P [٨٩] P [٨٩] P [۶٧]

split NP-c [٩١] NP-c [٨٨] NP-c [٣١]
undirected path NP-c [٩١] OPEN NP-c [٣٧]

interval، directed path NP-c [٩١] OPEN P [٣٧]
strongly chordal NP-c [٩١] OPEN P [٨۴]

permutation OPEN OPEN P [٨۵]
AT-free، DSP NP-c [٩١] NP-c [٨٨] P [١٢٨]
co-bipartite NP-c [٨٨] NP-c [٨٨] P [١٢٨]
(planar) SC١ P [٨٨] P [٨٨] NP-c [٨٨]
(planar) SC٢ NP-c [٨٨] P [٨٨] P [٨٨]



٢ فصل
کدهای برای موجود کران های برخی

مکانی احاطه گر و شناسایی

است ترکیبیاتی مسائل از یکی اندازه کمترین با مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای کردن پیدا
گراف، نظریه در اساسی مسائل از یکی بنابراین، می گیرد. قرار NP‐کامل مسائل رده در که
گراف از شده داده اطلاعات براساس گراف یک γL(G) و M(G) برای کران هایی آوردن به دست
ویژه ای توجه مسأله این دارد، وجود مسأله این برای که متعددی کاربردهای به توجه با است.
طیف شد، اشاره قبل فصل در که همان طور است. داده اختصاص خود به اخیر دهه های در را
کران های بین از بنابراین، است. حقیقی مختلف زمینه های در کدها این کاربردهای از وسیعی
کران های زیادی تعداد توجهند. جالب هستند محاسبه قابل که کران هایی از دسته آن موجود،
می کنیم. اشاره آن ها از برخی به فصل این در که شده اند داده انتشار محاسبه قابل پایین و بالا

است. پارامترها این اندازه تخمین کران ها، این  هدف
،γL(G) ،M(G) محاسبه راستای در که تلاش هایی از برخی به مختصر به طور فصل، این در
می پردازیم. کران چند ذکر به و می کنیم اشاره است شده انجام G گراف یک γDt (G) و γLt (G)

(بخش ٢ ویژه کران های و (٢ . ١ (بخش ١ عمومی کران های دسته دو به را فصل این کران های
می کنیم. تقسیم ( ٢ . ٢

١General bounds
٢Specific bounds

١۵



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ١۶

عمومی کران های ٢ . ١
شناسایی کدهای

پایین کران
هر به که حقیقت این باشد. آن برای شناسایی کد یک C و n مرتبه از گراف یک G کنید فرض
.n ≤ ٢|C|−١ که می دهد نتیجه می شود، متناظر C از ناتهی زیرمجموعه یک گراف رأس n از یک
مرتبه اساس بر را زیر پایین کران [١٢۶] در همکاران و ٣ کارپوسکی نتیجه این از استفاده با

دادند. ارائه M(G) برای G گراف
قابل و رأس n با جهت بدون همبند گراف یک G = (V,E) کنید فرض [١٢۶] .٢ . ١ . ١ قضیه

.|C| ≥ ⌈log٢(n+ ١)⌉ آن گاه باشد، شناسایی کد یک C ⊆ V مجموعه اگر باشد. شناسایی
[١۵١] در می کنند، صدق ٢ . ١ . ١ قضیه در شده ارائه پایین کران تساوی در که گراف هایی

شدند. مشخص زیر به صورت
P روی شناسایی قابل گرافی H کنید فرض همچنین .p = ⌈log٢(n+ ١)⌉ و n ≥ ١ کنید فرض
به طوری که می شود، ساخته رأس n روی H گراف از G(H) گراف باشد. {x١, x٢, . . . , xp} رأس
۴ بهینه گراف G(H) گراف باشد. G(H) برای شناسایی کد یک C = {x١, x٢, . . . , xp} مجموعه

می شود: ساخته زیر به صورت G(H) گراف می شود. نامیده
به طوری می دهیم، نسبت را یک ها و صفر از v(xj) P‐تایی بردار H گراف از xj رأس هر به (١
به صورت را V مجموعه .v(xj)i = ٠ غیراین صورت در و v(xj)i = ١ آن گاه ،xi ∈ N [xj ] اگر که
دقیقا V مجموعه است، شناسایی قابل H گراف چون بگیرید. نظر در V = {v(xj)|j = ١, ..., p}

نیست. (٠, ٠, ..., ٠) بردار شامل و دارد رأس p

{٠, ١}n − (V ∪ {٠, ١, ..., p} مجموعه از n)‐عضوی − p) زیرمجموعه یک W کنید فرض (٢
طوری که به می کنیم اضافه G(H) گراف به را yw جدید رأس ،w ∈ W رأس هر برای است.

N(yw) = {xi| wi = ١}.
کنیم. اضافه یال w ∈ W برای yw رأس های بین می توانیم (٣

دراین صورت باشد. رأس P = ⌈log٢(n + ١)⌉ با گرافی H کنید فرض [١۵١] .٢ . ١ . ٢ قضیه
از گرافی G کنید فرض همچنین .M(G(H)) = ⌈log٢(n + ١)⌉ و است راس n دارای G(H)

این در .H = G[C] دهید قرار .M(G) = ⌈log٢(n+ ١)⌉ و باشد C M(G)‐مجموعه با n مرتبه
.G = G(H)صورت

٣Karpovsky
۴Optimal graph



١٧ عمومی کران های
صدق ٢ . ١ . ١ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که گراف هایی ساختار ٢ . ١ . ٢ قضیه در
آن گاه باشند، نداشته یال G[V −C] و G[C] اگر می کنیم مشاهد است. شده مشخص می کنند،
کامل گرافی G[V − C] و باشد نداشته یال G[C] اگر همچنین است. دوبخشی گراف یک G

کران تساوی در که دوبخشی گراف دو ٢ . ١ شکل در است. تقسیم گراف یک G آن گاه باشد،
است. شده داده نشان میکنند، صدق ٢ . ١ . ١ قضیه در شده ارائه بالای

رأس های است. دستیابی قابل آن ها برای ٢ . ١ . ١ قضیه کران که گراف دو :٢ . ١ شکل
می باشند. گراف هر بهینه شناسایی کد به متعلق سیاه رنگ با

بالا کران
گراف شناسایی عدد برای گراف مرتبه اساس بر بالا کران یک [۴۴] در همکاران و کارون۵

آوردند. به دست

حداقل G اگر باشد. n مرتبه از شناسایی قابل گراف یک G کنید فرض [۴۴] .٢ . ١ . ٣ قضیه
با n مرتبه از G گراف n ≥ ٣ هر برای همچنین .M(G) ≤ n − ١ آن گاه باشد، داشته یال یک

دارد. وجود M(G) = n− ١

G٢ و G١ کنید فرض مثال عنوان به نیست. برقرار نامتناهی گراف های برای ٢ . ١ . ٣ قضیه
xj ∈ G٢ رأس به را yi ∈ G١ رأس باشند. Z رأس های روی نامتناهی کامل گراف از کپی دو
شناسایی کد تنها که می آید به دست G گراف صورت این در .i ≥ j اگر وتنها اگر می کنیم، وصل
فرض می توان پس ،N(yi) = N(yi−١)∪{xi} ،i ∈ Z هر برای واقع در است. V (G) مجموعه آن
نشان ٢ . ٢ شکل در G گراف .yi ∈ C که داد نشان می توان مشابه طریق به و xi ∈ C که کرد

است. شده داده
۵Charon



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ١٨

گراف این رأس های مجموعه آن شناسایی کد تنها که G نامتناهی گراف :٢ . ٢ شکل
است.

مکانی احاطه گر کدهای
پایین کران

که حقیقت این باشد. آن برای مکانی احاطه گر کد یک C و n مرتبه از گراف یک G کنید فرض
که می دهد نتیجه می شود، متناظر C از ناتهی زیرمجموعه یک رأس n − |V (C)| از یک هر به
برای را زیر پایین کران [۴۴] در همکاران و کارون نتیجه این از استفاده با .n ≤ ٢|C| + |C| − ١

آوردند. به دست γL(G)

اگر باشد. رأس n با جهت بدون همبند گراف یک G = (V,E) کنید فرض [۴۴] .۴ . ٢ . ١ قضیه
.n ≤ ٢|C| + |C| − ١ آن گاه باشد، G گراف برای مکانی احاطه گر کد یک C ⊆ V مجموعه

نشان می کنند، صدق ۵ . ٢ . ١ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که گراف یک ٢ . ٣ شکل در
است. شده داده

می کند. صدق ۵ . ٢ . ١ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که گراف یک :٢ . ٣ شکل
می باشند. گراف بهینه مکانی گر احاطه کد به متعلق سیاه رنگ با رأس های



١٩ عمومی کران های
بالا کران

بالای کران می باشد، نیز مکانی احاطه گر کد یک شناسایی کد هر که حقیقت این به توجه با
می آید. به دست گراف یک مکانی احاطه گر عدد برای زیر

.γL(G) ≤ n− ١ آن گاه باشد، n مرتبه از همبند گراف یک G اگر [۴۴] .۵ . ٢ . ١ قضیه
است. راسی n کامل گراف میکنند، صدق ۵ . ٢ . ١ قضیه کران در که گراف هایی از مثال یک

مکانی کلی احاطه گر کدهای
پایین کران

آوردند. به دست کلی مکانی احاطه گر کد برای را زیر پایین کران ٧ راد جعفری و ۶ هنینگ
،γLt (G) = a اگر باشد. n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف یک G کنید فرض [١٠۵] .۶ . ٢ . ١ قضیه

.n ≤ ٢a + a− ١ آن گاه
است، دستیابی قابل آن ها برای ۶ . ٢ . ١ قضیه در شده ارائه کران که گراف هایی از مثال یک

می آید. به دست زیر نتیجه ۶ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با است. شده داده نشان ۴ . ٢ شکل در

است. دستیابی قابل آن برای ۵ . ٢ . ١ قضیه در شده ارائه کران که گراف یک :۴ . ٢ شکل
می باشند. گراف بهینه مکانی کلی گر احاطه کد به متعلق سیاه رنگ با رأس های

.γLt (G) ≥ ⌊logn٢⌋ آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف یک G اگر [١٠۵] .٢ . ١ . ١ نتیجه
ارائه [١٠۵] در آن قطر اساس بر گراف یک مکانی کلی احاطه گری عدد برای زیر پایین کران

است. شده
آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف یک G اگر .٢ . ١ . ٧ قضیه

γLt (G) ≥ diam(G) + ١
٢ .

بگیرید نظر در Pn مسیر را G گراف است کافی فوق کران بودن دستیابی قابل برای
بنابراین .γLt (G) ≥ n

٢ و diam(G) = n − ١ این صورت در باشد، ۴ از مضربی n به طوری که
.γLt (G) =

diam(G) + ١
٢

۶Henning
٧Jafari Rad



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ٢٠
بالا کران

بالا کران چند گراف قطر و درجه کمترین گراف، مرتبه اساس بر ٩ راد جعفری و ٨ هنینگ
آوردند. به دست زیر به صورت کلی مکانی احاطه گر کد برای

و γLt (G) ≤ n − ١ آن گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از همبند گراف یک G اگر [١٠۵] .٢ . ١ . ٨ قضیه
باشد. کامل گرافی یا ستاره G اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی

آن گاه ،δ(G) = δ ≥ ٢ با n ≥ ٣ مرتبه از دوبخشی همبند گراف یک G اگر [١٠۵] .٢ . ١ . ٩ قضیه
باشد. Kδ,n−δ گراف یا C۶ دور G اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی و γLt (G) ≤ n− ٢

و ٣ حداقل درجه کمترین با n ≥ ٣ مرتبه از همبند گراف یک G اگر [١٠۵] .٢ . ١ . ١٠ قضیه
.γLt (G) ≤ n− ⌊ d٢⌋ − ١ آن گاه ،diam(G) = d ≥ ٣

می کنند، صدق ٢ . ١ . ١٠ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که گراف یک ۵ . ٢ شکل در
است. شده داده نشان

است. دستیابی قابل آن برای ٢ . ١ . ١٠ قضیه در شده ارائه کران که گراف یک :۵ . ٢ شکل
می باشند. گراف بهینه مکانی کلی گر احاطه کد به متعلق سیاه رنگ با رأس های

ویژه کران های ٢ . ٢
این صورت در باشند، n مرتبه از دور و مسیر ترتیب به Cn و Pn کنید فرض [١۶٩] .٢ . ٢ . ١ قضیه

داریم:
M(Pn) =


n+١٢ if n ≥ ١ is odd,
n

٢ + ١ if n ≥ ۴ is even,

و
M(Cn) =

 n+٣٢ if n ≥ ٧ is odd,

n٢ if n ≥ ۶ is even.

را درخت ها خصوص به ویژه گراف های برای شده ارائه پایین و بالا کران های بخش این در
می کنیم. بیان

٨Henning
٩Jafari Rad



٢١ ویژه کران های

شناسایی کدهای
درخت مرتبه اساس بر شناسایی کدهای برای را زیر پایین کران [٢٩] در همکاران و کارن

آوردند. به دست

آن گاه باشد. n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [٢٩] .٢ . ٢ . ٢ قضیه
٣(n+ ١)

٧ ≤ M(T ),

است. دستیابی قابل کران این و

ارائه کران دادند. ارائه زیر صورت به پایینی کران شناسایی کدهای برای چلالی و بلیدیا
می بخشد. بهبود درخت ها همه برای را ٢ . ٢ . ٢ قضیه کران ، ٢ . ٢ . ٧ قضیه در شده

آن گاه باشد. n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [٣٣] .٢ . ٢ . ٣ قضیه
٣(n+ l − s+ ١)

٧ ≤ M(T ),

است. دستیابی قابل کران این و

نشان می کند، صدق ٢ . ٢ . ٧ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که گراف یک ۶ . ٢ شکل در
گراف این برای ٣(n+l−s+١)٧ اندازه با شناسایی کد یک سیاه رنگ با رأس های است. شده داده

می باشند.

است. دستیابی قابل آن برای ٢ . ٢ . ٧ قضیه در شده ارائه کران که گراف یک :۶ . ٢ شکل

مرجع ذکر با گراف ها برخی برای آمده به دست M(G) بالای و پایین کران های ٢ . ١ جدول در
است. آمده



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ٢٢

ازگراف ها. خانواده ای برای M(G) پارامتر برای کران هایی :٢ . ١ جدول
graph class Lower bound Upper bound

line ٢√٣
۴

√
n [٨٧] n− ١ [٩٨ ،٢٨]

interval
√

٢n+
١
۴ − ١

٢ [٨٧] n− ١ [٩٨ ،٢٨]
unit interval n+ ١

٢ [٨٧] n− ١ [٩٨ ،٢٨]
planar n+ ١٠

٧ [١٧٢] n− ١ [٩٨ ،٢٨]
series-parallel n+ ٣

۴ [١٧٢] n− ١ [٩٨ ،٢٨]
outerplanar ٢n+ ٣

٧ [١٧٢] n− ١ [٩٨ ،٢٨]
girth ۵، δ ≥ ٢ Open ۵

٧n [٢۴]
max. deg. ∆

٢n
∆+ ٢ [١٢۶] n− n

١٠٣∆(∆ + ٢(١ [٨٧]
∆-regular ٢n

∆+ ٢ [١٢۶] n− n

١٠٣∆ [٨٧]
K٣-free، max. deg. ∆

٢n
∆+ ٢ [١٢۶] n− n

∆+
٣∆

ln∆− ١
[٨٧]

bipartite، max. deg. ∆
٢n

∆+ ٢ [١٢۶] n− n

∆+ ٩ [٨٧]
planar K٣-free، max. deg. ∆ max{ ٢n

∆+ ٢ ,
n+ ٧

١٠ } [١٧٢ ،١٢۶] n− n

∆+ ٩ [٨٧]
cubic Open ٣١

۴۵n [٢۴]

girth ۵ Open ٣(lnδ + lnlnδ + ١ +
lnlnδ

lnδ
+

١
lnδ

)

٢δ [٨٧]

مکانی احاطه گر کدهای
پایین کران

ارائه مکانی احاطه گر کدهای برای درخت مرتبه اساس بر را زیر پایین کران [١٧٠] در اسلاتر١٠
داد.

این و n٣ ≤ γL(T ) آن گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [١٧٠] .۴ . ٢ . ٢ قضیه
است. دستیابی قابل کران

می باشد. ۴ . ٢ . ٢ قضیه بهبود واقع در که آوردند به دست را زیر قضیه چلالی١٢ و بلیدیا١١
آن گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [٣٣] .۵ . ٢ . ٢ قضیه

n+ l − s+ ١
٣ ≤ γL(T ),

است. دستیابی قابل کران این و
می توان راحتی به بگیرید. نظر در را P۵ مسیر کافی فوق کران بودن دستیابی قابل برای

می کند. صدق کران این تساوی در که است درختی کوچکترین P۵ مسیر که کرد مشاهده
١٠Slater
١١Blidia

١٢Chellali



٢٣ ویژه کران های
بخشیدند. بهبود زیر به صورت را ۵ . ٢ . ٢ قضیه در شده ارائه پایین کران اسلاتر و ١٣ سویل

است. شده مشخص می کنند، صدق کران این در که درخت هایی تمام همچنین
آن گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [١۴٩] .۶ . ٢ . ٢ قضیه

⌈n+ ٢(l − s) + ١
٣ ⌉ ≤ γL(T ).

بالا کران
از اگر دارد قرار F در T درخت یک می کنیم تعریف زیر به صورت را درخت ها از F خانواده ی
یا P٣ = xyt مسیر T١ به طوری که آید، به دست درختها از K ≥ ١ ،T١, T٢, · · · , Tk = T دنباله
از زیر در شده تعریف عملگرهای از یکی اعمال با Ti+١ آن گاه ،i < k و k ≥ ٢ اگر و باشد P۴

آید. به دست Ti درخت
.D(T١) = S(T١) دهید قرار ، T١ = P۴ اگر و D(T١) = {x, y} دهید قرار ،T١ = P٣ اگر

: F١ عملگر •

دهید قرار کنید. وصل Ti درخت از پشتیبانی رأس به یال یک با را w جدید رأس
.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {w}

: F٢ عملگر •

دهید قرار کنید. متصل Ti در z پشتیبان رأس یک به uz یال با را P٢ = uv مسیر
.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {u}

: F٣ عملگر •

شده تقسیم ستاره یک باشد. Ti درخت در قوی پشتیبان رأسی مجاور برگ b′ کنید فرض
دهید قرار کنید. اضافه ab′ یال با Ti درخت به را a مرکزی رأس با ۵ حداقل مرتبه از H

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ S(H)

: F۴ عملگر •

p ≥ ٠ و P٣ = bcd مسیر باشد. Ti درخت در قوی پشتیبان رأس یک مجاور برگ f کنید فرض
دهید قرار کنید. اضافه Ti درخت به j هر برای ujf و df یال های افزودن با را P٢ = ujvj مسیر

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {c, u١, · · · , up}
: F۵ عملگر •

مسیر p ≥ ٠ و P۴ = abcd مسیر . γL(Ti \ y) = γL(Ti) و y ∈ V (Ti) − S(Ti) کنید فرض
دهید قرار کنید. اضافه Ti درخت به j هر برای ujd و dy یال های با را P٢ = ujvj

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {b, d, u١, · · · , up}
دادند. ارائه درختان روی مکانی احاطه گر کدهای برای را زیر بالای کران همکاران و بلیدیا

آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر [٣٣] .٢ . ٢ . ٧ قضیه
γL(T ) ≤

n+ l − s

٢ .

١٣Sewell



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ٢۴
.T ∈ F اگر تنها و اگر است برقرار تساوی به علاوه

است. آمده به دست γL(G) برای زیر بالای کران [٢۴] در
٢ حداقل درجه کمترین و ۵ حداقل کمر ،n مرتبه از گرافی G کنید فرض [٢۴] .٢ . ٢ . ٨ قضیه

این صورت، در باشد.
γL(G) ≤ n

٢ .

مکانی کلی احاطه گر کدهای
در باشند، n ≥ ٣ مرتبه از دور و مسیر ترتیب به Cn و Pn کنید فرض [١۶٩] .٢ . ٢ . ٩ قضیه

داریم: این صورت
γL(Cn) = γL(Pn) =

⌈٢n
۵

⌉
.

پایین کران
اضافه با P۴ از متمایز کپی k از را آن ها بتوان که باشد گراف ها از خانواده ای T١ کنید فرض
به طوری که جدید یال هر بار یک دقیقا تقسیم و پشتیبان رأس های بین جدید یال k− ١ کردن
است. شده داده نشان T١ خانواده ی از مثالی ٢ . ٧ شکل در آورد. به دست شود، همبند گراف

.T١ خانواده ی از مثالی :٢ . ٧ شکل

را زیر پایین کران درخت یک در مکانی احاطه گر کدهای برای [١٠٠] در همکاران و ١۴ هاینس
دادند. ارائه درخت مرتبه اساس بر

آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر [١٠٠] .٢ . ٢ . ١٠ قضیه
γLt (T ) ≥

٢
۵(n+ ١)

.T ∈ T١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
١۴Haynes



٢۵ ویژه کران های
زیر به صورت T ′ دلخواه درخت هر از که باشد T درخت های از خانواده ای T٢ کنید فرض

می آید. به دست
شود. افزوده T ′ درخت رأس هر به برگ دو حداقل (١

شود. تقسیم T ′ از یال هر باشد نابدیهی درختی T ′ صورتی که در (٢
است. آمده به دست P٣ مسیر از که شده داده نشان ٢ . ٨ شکل در T٢ خانواده ی از مثالی
n+ ٢(l − s) + ١

٣ اندازه از درخت برای مکانی کلی احاطه گر کد یک سیاه رنگ با رأس های
می باشند.

.T٢ خانواده ی از مثالی :٢ . ٨ شکل

را زیر پایین کران درخت یک در مکانی احاطه گر کدهای برای [١٠٠] در همکاران و ١۵ هاینس
آوردند. به دست آن برگ های و پشتیبان رئوس تعداد و درخت مرتبه اساس بر

آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر [١٠٠] .٢ . ٢ . ١١ قضیه
γLt (T ) ≥

n+ ٢(l − s) + ١
٣

.T ∈ T٢ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
به دست شود، همبند کپی r از را آن ها بتوان که باشد گراف ها از خانواده ای F ′ کنید فرض

آورد.
متمایز کپی ٢ و P۴ از متمایز کپی ٢ از که شده داده نشان F ′ خانواده ی از مثالی ٢ . ٩ شکل در
جدید یال هر بار یک دقیقا تقسیم و پشتیبان رأس های بین جدید یال ٣ کردن اضافه با P٣ از

شده اند. مشخص روشن رنگ با جدید رأس های و یال ها آید. می به دست
بهبود زیر به صورت درخت ها همه برای را ٢ . ٢ . ١٠ قضیه در شده ارائه پایین کران های چلالی

بخشید.
پشتیبان رأس s و برگ l با n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [۵٩] .٢ . ٢ . ١٢ قضیه

آن گاه باشد.
γLt (T ) ≥

٢(n+ l − s+ ١)
۵ ,

باشد. T ∈ F ′ یا T = P٢ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
آمده به دست کران از ٢ . ٢ . ١٢ قضیه در شده ارائه کران آن گاه ،n ≥ ۴l− ۴s اگر کنید توجه

است. بهتر ٢ . ٢ . ١١ قضیه در
١۵Haynes



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ٢۶

xxxxبرچسب گذازی
.F خانواده ی از مثالی :٢ . ٩ شکل

اساس بر درخت ها برای مکانی کلی احاطه گر کدهای برای دیگری پایین کران [۵٩] در چلالی
کرد. ارائه درخت یک پشتیبان رئوس تعداد و مرتبه

آن گاه باشد. پشتیبان رأس s و n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنید فرض [۵٩] .٢ . ٢ . ١٣ قضیه
γLt (T ) ≥

n+ ٢ − s

٢ .

صورتی که در را ٢ . ٢ . ١٢ قضیه در شده ارائه کران ٢ . ٢ . ١٣ قضیه که دید می توان آسانی به
می بخشد. بهبود باشد، n > ۴l + s− ۶

به دست زیر به صورت کلی مکانی احاطه گر کدهای برای را زیر پایین کران همکاران و ١۶ چن
آوردند.

باشد، پشتیبان رأس s و برگ l ،n ≥ ٣ مرتبه با درخت یک T کنید فرض [۶١] .١۴ . ٢ . ٢ قضیه
آن گاه

γLt (T ) ≥
n+ l + ١

٢ − s,

.T ∈ T٢ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

بالا کران
به دست زیر به صورت کلی مکانی احاطه گر کدهای برای را زیر بالای کران همکاران و چن

آوردند.
می کنند، صدق شده ارائه کران در که درخت هایی همه کردن مشخص منظور به آن ها
T ∈ Γ درخت هر برای کردند. معرفی زیر به صورت را Γ نام به برچسب دار درختان از خانواده ای
می باشد. رأس آن وضعیت١٧ که باشد، S(v) ∈ {A,B,C,D} برچسب دارای v ∈ V (T ) رأس هر

١۶Chen
١٧Status



٢٧ ویژه کران های
می شوند. ساخته زیر به صورت که باشد، T = Tk برچسب دار درختان از خانواده ای Γ کنید فرض
پشتیبان رأس دو ،C وضعیت دارای آن برگ دو هر که به طوری باشد، P۶ مسیر T٠ کنید فرض
از Tk درخت ،k ≥ ١ برای باشند. B وضعیت دارای آن رأس های دیگر و A وضعیت دارای آن

می آید. به دست زیر عملگرهای از یکی با Tk−١ درخت
:τ١ عملگر •

یال با را Q = x − w − v − z مسیر آن گاه باشد، dTk−١(y) = ١ و S(y) = C ،y ∈ V (Tk−١) اگر
باشد. S(z) = C و S(v) = A ،S(x) = S(w) = D دهید قرار و کنید اضافه Tk−١ درخت به xy

:τ٢ عملگر •

Tk−١ درخت به xy یال با را Q = x − w − v مسیر آن گاه باشد، S(y) = B و y ∈ V (Tk−١) اگر
باشد. S(v) = C و S(w) = A ،S(x) = B دهید قرار و کنید اضافه

شدند. داده نشان ٢ . ١٠ شکل در τ٢ و τ١ عملگر دو
C A B B A C

C B B A C B B A C

y x w v z y x w v

P۶ برچسب دار مسیر

τ١ عملگر τ١ عملگر

.τ٢ و τ١ عملگرهای :٢ . ١٠ شکل

آن گاه باشد، برگ l و n ≥ ٣ مرتبه با درخت یک T کنید فرض [۶١] .١۵ . ٢ . ٢ قضیه
γLt (T ) ≤

n+ l

٢
.T ∈ Γ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه
پایین کران

،P٣ کرونای یک از متمایز کپی r از را آن ها بتوان که باشد گراف ها از خانواده ای G کنید فرض
پشتیبان رأس های بین جدید یال r− ١ کردن اضافه با k١,٣ ستاره یک و S٢,١ دوگانه ستاره یک

آورد. به دست بتوان شود، همبند گراف به طوری که جدید یال هر بار یک دقیقا تقسیم و
دوگانه ستاره یک ،P٣ کرونای یک از که شده داده نشان G خانواده ی از مثالی ٢ . ١١ شکل در



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ٢٨
مشخص روشن رنگ با جدید رأس های و یال ها است. آمده به دست k١,٣ ستاره یک و S٢,١
زیر به صورت [۵٩] در پایینی کران کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه های برای چلالی شده اند.

.G خانواده ی از مثالی :٢ . ١١ شکل

داد. ارائه
آن گاه باشد، پشتیبان راس s و برگ l با n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T اگر [۵٩] .١۶ . ٢ . ٢ قضیه

٣(n+ l − s+ ١)
٧ ≤ γDt (T ),

.T ∈ G اگر وتنها اگر است برقرار تساوی و
به طوری که T درخت هر برای .T∆≤٣ = {T |∆(T ) ≤ ٣ و n ≥ ٢ مرتبه از درختی T } دهید قرار
مسیر با e = ab ∈ E(T ) یال هر ابتدا می شود. ساخته زیر به صورت T ′ درخت ،T ∈ T∆≥٣
T١ آمده به دست جدید درخت .v۴ = b و v١ = a به طوری که می شود جایگزین P۴ = v١v٢v٣v۴

می شود. انجام T ′ درخت روی بر زیر مرحله سه حال می شود. نامیده
(١ مرحله •

P٣ = v١v٢v٣ مسیر با را v رأس .NT (v) = {u١, u٢, u٣} و degT (v) = ٣ ،v ∈ V (T ) کنید فرض
{i, j, k} = {١,٢,٣} که M = {v١ui, v٢uj , v٣uk} جدید یال های مجموعه و کنید جایگزین
v ∈ V (T ) رأس هر برای گام این انجام با .Dv = {v١, v٢, v٣} دهید قرار کنید. اضافه را می باشد،

.D٢ =
∪

v∈V (T ),degT (v)=٣ Dv دهید قرار می آید. به دست T٢ درخت ،degT (v) = ٣ با
(٢ مرحله •

را v رأس هر T٢ درخت در .NT٢(v) = {u١, u٢} و degT (v) = ٢ ،v ∈ V (T ) کنید فرض
که M = {v١ui, v٢uj} جدید یال های مجموعه و کنید جایگزین P۴ = v١v٢v٣v۴ مسیر با
گام این انجام با .Dv = {v١, v٢, v٣} دهید قرار کنید. اضافه را می باشد، {i, j} = {١,٢,٣}
دهید قرار می آید. به دست T٣ درخت ،T٢ درخت در degT (v) = ٢ با v ∈ V (T ) رأس هر برای

.D٣ =
∪

v∈V (T ),degT (v)=٢ Dv



٢٩ ویژه کران های
(٣ مرحله •

عملگرهای از یکی دقیقا این صورت در .NT٣(v) = {u} و degT (v) = ١ ،v ∈ V (T ) کنید فرض
می کنیم. استفاده v روی را زیر

رئوس u۴ و u٣ که {u١, u٢, u٣, u۴, u۵} رئوس مجموعه با S٢,١ دوگانه ستاره با را v رأس (١
قرار و می کنیم اضافه را uu١ جدید یال این صورت در .N(u٣) = {u١, u٢} و باشند می پشتیبان

Dv = {u١, u٣, u۴} می دهیم،
باشند می پشتیبان رأس w۴ که {w١, w٢, w٣, w۴} رئوس مجموعه با S۴ ستاره با را v رأس (٢
Dv = می دهیم، قرار و می کنیم اضافه را uw١ جدید یال این صورت در .N(u٣) = {u١, u٢} و

{w١, w٢, w۴}
،T٣ درخت در degT (v) = ١ با v ∈ V (T ) رأس هر برای مرحله دو این از یکی دقیقا انجام با

.D۴ =
∪

v∈V (T ),degT (v)=١ Dv دهید قرار می آید. به دست T ′ درخت
T ∈ T∆(T )≤٣ درخت یک از که باشد T ′ درخت های همه مجموعه ی T ′

∆(T )≤٣ کنید فرض
.DT ′ = D١ ∪D٢ ∪D٣ دهید قرار می آید. به دست بالا به صورت

D = S(cor(P٣))∪S(S٢,١)∪S(S۴)∪ و η = {cor(P٣)}∪{S٢,١}∪{S۴}∪T ′
∆(T )≤٣ کنید فرض

.(∪T ′ DT ′)

با η درخت های از متمایز کپی t از را آن ها بتوان که باشد گراف ها از خانواده ای ζ کنید فرض
به طوری که جدید یال هر بار یک دقیقا تقسیم و D رأس های بین جدید یال t− ١ کردن اضافه

آورد. به دست بتوان شود، همبند گراف
تفاضلی احاطه گر مجموعه های برای را زیر پایین کران دو [١۵۴] در همکاران و نینگ١٨ وینجی

آوردند. به دست
باشد، پشتیبان راس s و برگ l با n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T اگر [١۵۴] .٢ . ٢ . ١٧ قضیه

۶آن گاه
١١(n+ ١ +

l

٢ − s) ≤ γDt (T ),

.T ∈ ζ اگر وتنها اگر است برقرار تساوی و
٢ . ٢ . ١٧ قضیه در شده ارائه کران آن گاه ،n ≥ (٣s+ ۴l − ٣)

٣ اگر که دید می توان آسانی به
می بخشد. بهبود را ٢ . ٢ . ١٣ قضیه کران

P = x١x٢...xd+١ مسیر از که باشند d قطر و n مرتبه از درخت ها از خانواده ای ξ١ کنید فرض
مجموعه رئوس مجاور فقط جدید رأس هر به طوری که جدید رأس n − d − ١ کردن اضافه با

آید. به دست نباشد، قوی پشتیبان رأس دارای جدید درخت و باشد ∪(d+١)/۵
i=١ {x۵i−٢}

γDt (T ) ≥ آن گاه باشد، d قطر با n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T اگر [١۵۴] .٢ . ٢ . ١٨ قضیه
.T ∈ ξ١ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ٣(d+ ١)

۵ ,

١٨Wenjie Ning



مکانی احاطه گر و شناسایی کدهای برای موجود کران های برخی ٣٠
C A B B A C

C D B A C D B A C

x y z u v x y z u

P٨ برچسب دار مسیر

ϕ١ عملگر ϕ٢ عملگر

D D

D D

w v

.ϕ٢ و ϕ١ عملگرهای :٢ . ١٢ شکل

بالا کران
بالای کران درخت یک در تفاضلی احاطه گر مجموعه های برای [١٠٠] در همکاران و هاینس

دادند. ارائه درخت آن پیشتیبان رئوس تعداد و مرتبه اساس بر را زیر
آن گاه باشد، پشتیبان رأس s با n ≥ ۴ مرتبه از درختی T ̸= Pn اگر [١٠٠] .٢ . ٢ . ١٩ قضیه

γDt (T ) ≤ n− s.

احاطه گری مجموعه های برای زیر صورت به بالا کران دو [١۵۴] در همکاران و نینگ١٩ وینجی
معرفی زیر به صورت را F نام به برچسب دار درختان از خانواده ای آن ها دادند. ارائه کلی تفاضلی
S(v) ∈ {A,B,C,D} برچسب دارای v ∈ V (T ) رأس هر T ∈ F درخت هر برای کردند.
T = Tk برچسب دار درختان از خانواده ای F کنید فرض می باشد. رأس آن وضعیت٢٠ که باشد،
x١ − x٢ − x٣ − x۴ − رأسی هشت مسیر را T٠ درخت می شوند. ساخته زیر به صورت که باشد،
،S(x٢) = S(x٧) = A) ،S(x١) = S(x٨) = C دهید قرار بگیرید. نظر در x۵ − x۶ − x٧ − x٨
از یکی با Tk−١ درخت از Tk درخت ،k ≥ ١ برای .S(x۴) = S(x۵) = D و S(x٣) = S(x۶) = B

می آید. به دست زیر عملگرهای
Q = y−z−u−v−w مسیر آن گاه باشد، dTk−١(x) = ١ و S(x) = C ،x ∈ V (Tk−١) اگر : ϕ١
،S(u) = B ،S(z) = D ،S(y) = D دهید قرار و کنید اضافه Tk−١ درخت به xy یال با را

باشد. S(w) = C و S(v) = A

به xy یال با را Q = y − z − u − v مسیر آن گاه باشد، S(x) = D و x ∈ V (Tk−١) اگر : ϕ٢
S(v) = C و S(u) = A ،S(z) = B ،S(y) = D دهید قرار و کنید اضافه Tk−١ درخت

باشد.
شدند. داده نشان ٢ . ١٢ شکل در ϕ٢ و ϕ١ عملگر دو

١٩Wenjie Ning
٢٠Status



٣١ ویژه کران های
آن گاه باشد، برگ l با n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T اگر [١۵۴] .٢ . ٢ . ٢٠ قضیه

γDt (T ) ≤ ٣n+ ٣l
۵ .

.T ∈ F یا T ∈ P٣ اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی
کران از ٢ . ٢ . ٢٠ قضیه در شده ارائه کران آن گاه ،٢n > ٣l + ۵s اگر دید می توان آسانی به

است. بهتر ٢ . ٢ . ١٩ قضیه
γDt (T ) ≤ آن گاه باشد، d قطر با n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T اگر [١۵۴] .٢ . ٢ . ٢١ قضیه
n ≡ به طوری که T = Pn اگر فقط و اگر است برقرار تساوی به علاوه می باشد. n − ٢(d− ٢)

باشد.۵ ٣ (mod ۵)
برقرار زیر رابطه γLt (T ) و γDt (T ) بین T درخت هر برای که دادند نشان همکاران و هاینس

است.
داریم: T درخت هر برای [١٠٠] .٢ . ٢ . ٢٢ قضیه

γLt (T ) ≤ γDt (T ) ≤ ٣
٢γLt (T ),

هستند. دستیابی قابل کران ها این و
ترتیب به را P۴ مسیر و P۵ مسیر است کافی فوق قضیه در شده ارائه کران های تساوی برای

بگیرید. نظر در پایین و بالا کران برای





٣ فصل
روی شناسایی کدهای برای کران هایی

درختان

مقدمه ٣ . ١
شناسایی کدهای کوچکترین برای محاسبه قابل پایین کران یک و بالا کران یک فصل این در
مرتبه، براساس درخت یک کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه های برای بالا کران یک همچنین و
در که را درخت هایی تمامی سپس می دهیم. ارائه درخت پشتیبان رئوس تعداد و برگ ها تعداد
قبلی، کران های از برخی کران ها این می کنیم. مشخص می کنند، صدق کران ها این تساوی
را ٢ . ٢ . ٢٠ و ،٢ . ٢ . ١٩ ، ٢ . ١ . ٣ ،٢ . ٢ . ٧ ،٢ . ٢ . ٢ قضایای در شده ارائه کران های مثال به عنوان
کوچکترین برای را خود جدید کران های ٣ . ٢ بخش در ابتدا منظور، این برای می دهند. بهبود
در سپس داد. خواهیم ارائه درخت ها در تفاضلی احاطه گر مجموعه های و شناسایی کدهای

می پردازیم. خود نتایج اثبات به ۵ . ٣ و ۴ . ٣ ،٣ . ٣ بخش های

اصلی نتایج ٣ . ٢
کرد. خواهیم اثبات را زیر قضایای بعدی بخش های در

٣٣



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ٣۴
آن گاه باشد، پشتیبان رأس s با n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه

M(T ) ≥ ٢n− s+ ٣
۴ .

باشد. T = cor(P٣) یا T = P٣ اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی
را ٢ . ٢ . ٢ قضیه در شده ارائه کران ٣ . ٢ . ١ قضیه که داد نشان می توان ساده محاسبه یک با
آن گاه ،٢n+ ٩ ≥ ١٢l − ۵s اگر همچنین می دهد. بهبود ،٢n ≥ ٧s− ٩ که درخت هایی برای

داد. خواهد بهبود را ٢ . ٢ . ٧ قضیه در شده ارائه کران ٣ . ٢ . ١ قضیه
همه و می آوریم بدست درخت ها شناسایی کدهای برای جدیدی بالای کران ،۴ . ٣ بخش در
منظور، این برای می کنیم. مشخص را می کنند صدق کران این تساوی در که درخت هایی

می کنیم. بیان را ٣ . ١ . ۴ مشاهده ابتدا
آن برای شناسایی کد یک گراف، یک در تفاضلی کلی احاطه گر مجموعه هر .٣ . ٢ . ١ مشاهده

می باشد. نیز گراف
برگ l با n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک اگر دادند نشان ٢ . ٢ . ٢٠ قصیه در همکاران و نینگ
،٣ . ١ . ۴ مشاهده طبق باشد. دلخواه گراف یک G کنید فرض . γDt (T ) ≤ ٣(n+ l)

۵ آن گاه باشد،
می آوریم. دست به را زیر نتیجه ٢ . ٢ . ٢٠ قضیه از اکنون .M(G) ≤ γDt (G)

آن گاه باشد، برگ l با n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T اگر .٣ . ٢ . ١ نتیجه
M(T ) ≤ ٣(n+ l)

۵ .

برای ٣ . ٢ . ١را نتیجه داریم قصد حقیقت در کرد. خواهیم اثبات را زیر قضیه ما ادامه، در
دهیم. بهبود درخت ها همه

این صورت در باشد. برگ ℓ با n مرتبه از درختی T کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه
M(T ) ≤ ٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

.T = P۴ اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی
l با n ≥ ٣ مرتبه از T درخت یک برای دادند نشان [١۵۴] در همکاران و نینگ١ وینجی
به طوری پشتیبان رأس s و برگ l با درخت ها همه برای را کران این ما .γDt (T ) ≤ ٣n+ ٣l

۵ برگ،
می دهیم. بهبود ،l > s که

می شوند. ساخته زیر به صورت که باشد، T = Tk برچسب دار درختان از خانواده ای F کنید فرض
S(x١) = دهید قرار بگیرید. نظر در P٨ : x١x٢x٣x۴x۵x۶x٧x٨ رأسی هشت مسیر را T٠ درخت
،k ≥ ١ برای .S(x۴) = S(x۵) = D و S(x٣) = S(x۶) = B ،S(x٢) = S(x٧) = A) ،S(x٨) = C

١Wenjie Ning



٣۵ ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات
می آید. بدست زیر عملگرهای از یکی با Tk−١ درخت از Tk درخت

با را Q : yzuvw مسیر آن گاه باشد، dTk−١(x) = ١ و S(x) = C ،x ∈ V (Tk−١) اگر :ϕ١ عملگر
S(v) = A ،S(u) = B ،S(z) = D ،S(y) = D دهید قرار و کنید اضافه Tk−١ درخت به xy یال

باشد. S(w) = C و
درخت به xy یال با را Q : yzuv مسیر آن گاه باشد، S(x) = D و x ∈ V (Tk−١) اگر :ϕ٢ عملگر

باشد. S(v) = C و S(u) = A ،S(z) = B ،S(y) = D دهید قرار و کنید اضافه Tk−١

آن گاه باشد، پشتیبان رأس s و برگ ℓ با n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T اگر .٣ . ٢ . ٣ قضیه
γDt (T ) ≤ ٣n+ ٢ℓ+ s

۵ .

.T ∈ F اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی
قضیه کران از ٣ . ٢ . ٣ قضیه در شده ارائه کران آن گاه ،n > ٣l+ s اگر دید می توان آسانی به

است. بهتر ٢ . ٢ . ١٩

٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات ٣ . ٣
می دهیم. ارائه را می شود، استفاده ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات در که زیر لم ابتدا بخش این در

رأس هر برای اگر باشد. M(T‐مجموعه ) یک C و درخت یک T کنید فرض .٣ . ٣ . ١ لم
C آن گاه باشد، x رأس خود و x مجاور برگ های همه مجموعه ی Lx ،x ∈ S(T ) پشتیبان
مجموعه از رأس |L(T )| حداقل شامل C همچنین نمی باشد. Lx از رأس یک حداکثر شامل

L(Tاست. ) ∪ S(T )

نمی باشند. C عضو که دارند وجود Lx از v و u ̸= x رأس دو کنید فرض خلف برهان با برهان.
در .v ̸= x می کنیم فرض بنابراین است. تناقض یک که ،N(u) ∩ C = ∅ آن گاه ،v = x اگر
پشتیبان رأس هر برای بنابراین است. تناقض هم باز که ،N(u) ∩ C = N(v) ∩ C این صورت
پشتیبان رأس دو هر برای دیگر طرف از نمی باشد. Lx از رأس یک حداکثر شامل C ،x ∈ S(T )

از رأس |L(T )| حداقل شامل C بنابراین هستند، متمایز Ly و Lx مجموعه های y و x دلخواه
L(Tاست. ) ∪ S(T ) مجموعه

٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات
دید می توان آسانی به آن گاه ،٣ ≤ n ≤ ۵ اگر کنیم. می اثبات را قضیه n مرتبه روی استقرا با
گام برای نتایج این .T = P٣ اگر تنها و اگر است، برقرار نیر تساوی و M(T ) ≥ ٢n− s+ ٣

۴ که
باشد. برقرار n′ < n مرتبه از T ′ درخت هر برای حکم کنید فرض هستند. کافی استقرا پایه



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ٣۶
مجموعه ‐M(T ) یک C کنید فرض باشد. n ≥ ۶ مرتبه از درخت یک T کنید فرض اکنون
Tv و Tu باشد. uv ∈ E(T ) و u, v ∈ V − C کنید فرض باشد. T از ممکن برگ کمترین شامل
|V (Tu)| ≥ ٣ این صورت در بگیرید. نظر در v ∈ V (Tv) و u ∈ V (Tu) با T − uv از مؤلفه هایی را
Tu درخت برای شناسایی کد یک C ∩ V (Tu) مجموعه ،u ̸∈ C چون .|V (Tv)| ≥ ٣ همچنین و
استقرا فرض طبق می باشد. Tv درخت برای شناسایی کد یک C ∩V (Tv) مجموعه همچنین و

می گیریم نتیجه
|C| = |C ∩ V (Tu)|+ |C ∩ V (Tv)|

≥ (٢|V (Tu)| − |S(Tu)|+ ٣
۴ +

(٢|V (Tv)| − |S(Tv)|) + ٣
۴

≥ (٢n− (s+ ٢) + ۶)
۴

>
(٢n− s+ ٣)

۴ .

است. مستقل مجموعه یک V − C که می کنیم فرض ادامه در بنابراین
دهید قرار .deg(w) ≥ ٣ که طوری به دارد وجود w ∈ V − C رأس که کنید فرض اکنون
باشند T −xw از مؤلفه هایی Tw و Tx کنید فرض .{x, y, z} ⊆ C وضوح، به .{x, y, z} ⊆ N(w)

می گیریم: نتیجه استقرا فرض طبق .w ∈ V (Tw) و x ∈ V (Tx) که طوری به
|C| = |C ∩ Tx|+ |C ∩ Tw|

≥ (٢|V (Tx)| − |S(Tx)|+ ٣
۴ +

٢|V (Tw)| − |S(Tw)|+ ٣
۴

≥ (٢n− (s+ ١) + ۶)
۴

>
(٢n− s+ ٣)

۴ .

می باشد. ٢ حداکثر درجه دارای V − C از راس هر که می کنیم فرض ادامه در بنابراین
و deg(w) = ١ ،w ∈ V − C رأس هر برای دراین صورت باشد. همبند T [C] گراف کنید فرض
می باشد. L ∪ S از رأس |L| حداقل شامل C مجموعه ،٣ . ٣ . ١ لم طبق .V − (L ∪ S) ⊆ C لذا

بنابراین،
|C| ≥ |V − (L ∪ S)|+ | C ∩ (L ∪ S)|

≥ |V − (L ∪ S)|+ |L|

= n− s.

M(T ) ≥ n − این صورت، در .٣s + ۴ ≤ ٣s + l ≤ ٢l + ٢s ≤ ٢n آن گاه باشد، l ≥ ۴ اگر
،l > s اگر، .l ≤ ٣ می کنیم فرض بنابراین می شود. نتیجه حکم پس s >

٢n− s+ ٣
۴ ,

می باشد. فرد ٣s + ٣ چون .٢n ≥ ٣s + ٣ لذا و ٢n ≥ ٢l + ٢s > ٣s + l ≥ ٣s + ٢ آن گاه

می شود. نتیجه حکم نیز حالت این در پس ،M(T ) ≥ n− s >
٢n− s+ ٣

۴ لذا و ٢n ≥ ٣s+ ۴



٣٧ ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات
داد نشان می توان مشابه طریق به ،n > l + s اگر .l = s کنیم فرض می توانیم ما بنابراین
آن گاه ،l = ٢ اگر .n = l + s که می کنیم فرض بنابراین .M(T ) ≥ n − s >

٢n− s+ ٣
۴ که

و T = cor(P٣) این صورت در .l = ٣ می کنیم فرض لذا .M(T ) = ٣ >
٢n− s+ ٣

۴ و T = P۴
.M(T ) = ٣ =

٢n− s+ ٣
گراف۴ مؤلفه بزرگترین C١ کنید فرض همچنین باشد. ناهمبند T [C] گراف کنید فرض اکنون

،w ∈ V − C رأس هر برای و ،L ⊆ C مستقل مجموعه ای C آن گاه ،|C١| = ١ اگر باشد. T [C]

باشد C رئوس مجموعه با گرافی T ∗ کنید فرض .n = ٢|C| − ١ می دهیم نشان . deg(w) = ٢
وجود NT (u) ∩ NT (v) = {w} با w ∈ V − C رأس اگر تنها و اگر uv ∈ E(T ∗) که طوری به
درخت یک T که حقیقت این و T ∗ ساختار از |E(T ∗)| = |V − C| این صورت در باشد. داشته

بنابراین، است. درخت یک نیز T ∗ که می شود نتیجه است،

n = |C|+ |V − C| = |C|+ |E(T ∗)|

= |C|+ |C| − ١
= ٢|C| − ١.

حکم لذا و ٢n− s+ ٣
۴ <

n+ ١
٢ = |C| که می گیریم نتیجه نیست، ساده گراف یک T چون

می شود. نتیجه
که طوری به v ∈ C١ کنید فرض .|C١| ≥ ٣ وضوح به .|C١| ≥ ٢ می کنیم فرض بنابراین
است. ٢ با برابر w درجه می باشد، V − C از رأسی w چون .w ∈ N(v)− C١ و N(v)− C١ ̸= ∅

.u ̸∈ C١ که شود می می شود نتیجه است، همبند T (C١) چون .N(w) = {u, v} دهید قرار
جنگل از مؤلفه دو Tu و Tw کنید فرض و T ′ = T − wu دهید قرار .deg(v) = ٢ کنید فرض
شناسایی کد یک C ∩ Tw وضوح به .u ∈ V (Tu) و w ∈ V (Tw) که طوری به باشند T − wu

استقرا، فرض طبق می باشد. Tu درخت برای شناسایی کد یک C ∩ Tu و Tw درخت برای

|C| = |C ∩ Tw|+ |C ∩ Tu|

≥ ٢|V (Tw)| − |S(Tw)|+ ٣
۴ +

٢|V (Tu)| − |S(Tu)|+ ٣
۴

>
٢n− s+ ٣

۴ .

آن گاه ،deg(u) = ٢ اگر .N(u) ∩ C ̸= ∅ کنید فرض .deg(v) ≥ ٣ می کنیم فرض بنابراین
فرض لذا .٢n− s+ ٣

۴ < M(T ) که می شود نتیجه ،T ′ = T −wv گرفتن نظر در با قبل مشابه
و v ∈ V (Tv) که باشد T − w از مؤلفه های Tu و Tv کنید فرض همچنین .deg(u) ≥ ٣ کنید
Tu برای شناسایی کد یک C ∩ Tu و Tv برای شناسایی کد یک C ∩ Tv قبل مثل .u ∈ V (Tu)



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ٣٨
داریم استقرا فرض طبق می باشد.

|C| = |C ∩ Tu|+ |C ∩ Tv|

≥ ٢|V (Tu)| − |S(Tu)|+ ٣
۴ +

٢|V (Tv)| − |S(Tv)|+ ٣
۴

≥ ٢n− s+ ۶
۴

>
٢n− s+ ٣

۴ .

که باشند T − w مؤلفه های Tv و Tu کنید فرض .N(u) ∩ C = ∅ می کنیم فرض بنابراین
C ∩ V (Tv) و Tu برای شناسایی کد یک C ∩ V (Tu) این صورت در .u ∈ V (Tv) و u ∈ V (Tu)

C ′ = (C − u) ∪ {w} مجموعه آن گاه ،|V (Tu)| = ١ اگر می باشد. Tv برای شناسایی کد یک
بنابراین است. تناقض در C انتخاب با که |L∩C ′| < |L∩C| با می باشد مجموعه ‐M(T ) یک
قضیه از آن گاه باشد، مسیر یک Tu اگر .|V (Tu)| ≥ ٣ که می شود نتیجه لذا و |V (Tu)| ≥ ٢

که، می گیریم نتیجه ٢ . ٢ . ١

M(T ) = |C ∩ V (Tu)|+ |C ∩ V (Tv)|

≥ M(Tu) + |Cv|

≥ nu + ١
٢ +

٢nv − sv + ٣
۴

>
٢nu − su + ٣

۴ +
٢nv − sv + ٣

۴
=

(٢(nu + nv)− (su + sv) + ۶
۴

=
(٢(n− ١)− (s+ ١) + ۶)

۴ =
(٢n− s+ ٣)

۴ .

هر و deg(u′) ≥ ٣ که طوری به u′ ∈ Tu کنید فرض نیست. مسیر Tu می کنیم فرض بنابراین
مسیر P و d = d(u, u′) کنید فرض باشد. ٢ درجه دارای مسیر ‐(u, u′) مسیر از درونی رأس
کنید فرض .xd = u′ و x٠ = u آن در که P = x٠x١ · · ·xd دهید قرار باشد. مسیر ‐(u, u′)

از شدن کاستن بدون .|N(xi) ∩ C| = ١ که طوری به باشد داشته وجود i ∈ {٠, ١, · · · , d− ١}
دادن قرار با قبل مشابه این صورت در .xi−١ ∈ N(xi) ∩ (V − C) کنیم فرض می توانیم کلیت
i ∈ {٠, ١, · · · , d−١} هر برای می کنیم فرض بنابراین می شود. نتیجه حکم T ′ = T −xi−١xi−٢
برای که می دهد نتیجه ،u ∈ C که حقیقت این همراه به V −C بودن مستقل .N(xi)∩C = ∅

زوج عددی d که می گیریم نتیجه ،xd = u′ ∈ C چون همچنین .x٢i ∈ C ،j = ٠, ١, · · · , [ d٢ ]

(T−(P )∪{w})∪{u′} از مؤلفه دو Tu و Tv کنید فرض .|C∩(V (P )−{u′})| = d

٢ بنابراین است.
Tv برای شناسایی کد یک C ∩ V(Tv) قبل، مشابه .u ∈ V (Tu) و v ∈ V (Tv) که طوری به باشند



٣٩ ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات
استقرا، فرض طبق می باشد. T ′

u برای شناسایی کد یک C ∩ V(T ′
u)

و
|C| = |C ∩ T ′

u|+ |C ∩ Tu|+
d

٢
≥ ٢|V (T ′

u)| − |S(T ′
u)|+ ٣

۴ +
٢|V (Tv)| − |S(Tv)|+ ٣

۴ +
d

٢
=

٢(n− d− ١)− s+ ۶
۴ +

d

٢
>

٢n− s+ ٣
۴ .

می شود. کامل اثبات بنابراین،

٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات ۴ . ٣
خواهیم استفاده آن ها از ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات برای که کاربردی و مفید لم چند ابتدا بخش این در

می کنیم. بیان کرد،

آمده بدست آن به برگ یک افزودن با n′ ≥ ٣ مرتبه با T ′ درخت از T کنید فرض .١ . ۴ . ٣ لم
.M(T ) ≤ M(T

′
) + ١ این صورت در باشد،

w رأس افزودن با T ′ از T درخت و باشد n′ ≥ ٣ مرتبه از خت در یک T
′ کنید فرض برهان.

اگر باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک C ′ کنید ض فر همچنین باشد. آمده بدست wv یال با T ′ به

.M(T ) ≤ M(T
′
) + ١ لذا و است T درخت برای شناسایی کد یک C

′ ∪ {w} آنگاه ،v /∈ C
′

شناسایی کد یک C
′ ∪ {w} آنگاه ،NT

′ (v) ∩ C
′ ̸= ∅ اگر .v ∈ C

′ که می کنیم فرض بنابراین
.NT ′ (v) ∩ C

′
= ∅ که می کنیم فرض بنابراین است. برقرار نتیجه لذا و است T درخت برای

. می باشد T درخت برای شناسایی کد یک C
′ ∪ {u} این صورت در .u ∈ NT

′ (v) دهید قرار
.M(T ) ≤ M(T

′
) + ١ بنابراین

.deg(w) ≥ ٢ که طوری به باشد، w مرکزی رأس با اسپایدر درخت یک T ∗ کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ لم
رأس کردن متصل با T ∗ و T

′ دلخواه درخت از که باشد درختی T کنید فرض همچنین
M(T

′
) ≤ و deg(v) ≥ ٣ اگر .T ′′

= T
′ − v دهید قرار است. آمده بدست w به v ∈ V (T

′
)

M(T ) < آن گاه M(T
′′
) ≤ ٣n(T ′′

) + ٢ℓ(T ′′
)− ١

۵ و deg(v) = ٢ یا ٣n(T ′
) + ٢ℓ(T ′

)− ١
۵

.٣n(T ) + ٢ℓ(T )− ١
۵

و r١ کنید فرض است. دو درجه از پشتیبان رأس یک با برگ یک NT∗(w) از رأس هر برهان.
‐M(T

′
) یک C ′ کنید فرض باشند. w از دو و یک فاصله با ترتیب به T ∗ از برگ هایی تعداد r٢

T درخت برای شناسایی کد یک C = C
′ ∪ NT ∗ [w] آنگاه ،deg(v) ≥ ٣ اگر باشد. مجموعه



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ۴٠
که، می گیریم نتیجه ℓ′ = ℓ− r١ − r٢ و n

′
= n− ٢r٢ − r١ − ١ چون می باشد.

M(T ) ≤ M(T
′
) + r٢ + r١ + ١

≤ ٣n′
+ ٢ℓ′ − ١

۵ + r٢ + r١ + ١
<

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

C = آنگاه باشد، M(T‐مجموعه
′′
) یک C

′′ اگر .deg(v) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
و n

′′
= n − ٢r٢ − r١ − ٢ چون حال است. T درخت برای شناسایی کد یک C

′ ∪ NT ∗ [w]

داریم: ،ℓ′′ ≤ ℓ− r١ − r٢ + ١
M(T ) ≤ M(T

′′
) + r٢ + r١ + ١

≤ ٣n′′
+ ٢ℓ′′ − ١

۵ + r٢ + r١ + ١
<

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

.deg(v) ≥ ٢ که طوری به v ∈ V (T
′
) و باشد دلخواه درخت یک T

′ کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ لم
بدست P٣ مسیر از برگی به v رأس کردن متصل با T ′ درخت از که باشد درختی T کنید فرض

.M(T ) <
٣n(T ) + ٢ℓ(T )− ١

۵ آنگاه ،M(T
′
) ≤ ٣n(T ′

) + ٢ℓ(T ′
)− ١

۵ اگر است. آمده
مسیر از w برگ به v ∈ V (T

′
) رأس کردن متصل با T ′ درخت از T درخت کنید فرض برهان.

،v ∈ C
′ اگر باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C ′ کنید فرض همچنین باشد. آمده بدست P٣ : wzy

بنابراین، است. T درخت برای شناسایی کد یک C ′∪{z, y} این صورت غیر در و C ′∪{w, z} آنگاه
M(T ) ≤ M(T

′
) + ٢

≤ ٣n(T ′
) + ٢ℓ(T ′

)− ١
۵ + ٢

<
٣(n− ٣) + ٢(ℓ− ١)− ١

۵ + ٢
<

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات
n = ۴ و n = ٣ برای استقرا پایه گام می کنیم. اثبات را قضیه T درخت از n مرتبه روی استقرا با
.M(T

′
) ≤ ٣n′

+ ٢ℓ′ − ١
۵ برگ، ℓ′ با n < n

′ مرتبه از T ′ درخت هر برای کنید فرض است. واضح
باشد. قوی پشتیبان رأس دارای T کنید فرض است. n > ۴ مرتبه از درختی T کنید فرض حال



۴١ ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات
.T ′

= T −v دهید قرار باشد. v مجاور برگ u و T از قوی پشتیبان رأس v کنید فرض همچنین
که، می گیریم نتیجه استقرا فرض از بنابراین .M(T ) ≤ M(T

′
) + ١ ،١ . ۴ . ٣ لم طبق

M(T ) ≤ M(T
′
) + ١

≤ ٣n′
+ ٢ℓ′ − ١

۵ + ١
=

٣(n− ١) + ٢(ℓ− ١)− ١
۵

=
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

است. برقرار زیر نتیجه که می کنیم فرض ما ادامه در بنابراین
نیست. قوی پشتیبان رأس دارای T .١ . ۴ . ٣ حقیقت

را T درخت .d ≥ ۴ می دهد نتیجه ١ . ۴ . ٣ حقیقت ،n > ۴ چون .d = diam(T ) کنید فرض
deg(xd−١) = ،١ . ۴ . ٣ حقیقت طبق می کنیم. ریشه دار x٠x١ . . . xd قطری مسیر از x٠ رأس در

.deg(x١) = ٢
M(T ) = ٣ < و T = P۵ آنگاه ،deg(x٢) = ٢ اگر .deg(x٣) = ٢ این صورت در .d = ۴ کنید فرض
آنگاه باشد، پشتیبان رأس یک x٢ اگر .deg(x٢) > ٢ که می کنیم فرض بنابراین .٣n+ ٢ℓ− ١

۵
یک N [x٢]−ℓ این صورت در است. دو درجه از پشتیبان رأس deg(x٢)−١ دارای T ،١ . ۴ . ٣ طبق
می گیریم نتیجه ،ℓ = deg(x٢) و n = ٢deg(x٢) چون همچنین می باشد. T برای شناسایی کد

که،
M(T ) ≤ deg(x٢) <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

رأس deg(x٢) داری T این صورت در نیست. پشتیبان رأس x٢ که می کنیم فرض بنابراین
n = طرفی از است. T درخت برای شناسایی کد یک N [x٢] و می باشد دو درجه از پشتیبان

که، می شود نتیجه لذا ،ℓ = deg(x٢) و ٢deg(x٢) + ١
M(T ) ≤ deg(x٢) + ١ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

اگر .deg(x٣) = ٢ که کنید فرض .deg(x۴) = ٢ این صورت در .d = ۵ کنید فرض حال
که می کنیم فرض بنابراین .M(T ) = ۴ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ و T = P۶ آنگاه ،deg(x٢) = ٢

N(x٢) − {x٣} از رأس هر که می گیریم نتیجه ١ . ۴ . ٣ حقیقت از ،d = ۵ چون .deg(x٢) > ٢
باشد. پشتیبان رأس یک x٢ که کنید فرض است. دو درجه از پشتیبان رأس یک یا برگ یک
کد یک S(T )∪{x٣} این صورت در دارد. وجود x٢ مجاور برگ یک دقیقا ،١ . ۴ . ٣ حقیقت طبق

که می گیریم نتیجه ،ℓ = deg(x٢) و n = ٢deg(x٢) + ١ چون و است T برای شناسایی
M(T ) ≤ |S(T )|+ ١ = deg(x٢) + ١ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ۴٢
،n = ٢deg(x٢) + ٢ این صورت در نیست. پشتیبان رأس یک x٢ که می کنیم فرض بنابراین

بنابراین، می باشد. T درخت برای شناسایی کد یک S(T ) ∪ {x٢, x٣} و ℓ = deg(x٢

M(T ) ≤ |S(T )|+ ٢ = deg(x٢) + ٢ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

از فرزند هر بوضوح .deg(x٢) ≥ ٣ مشابه طور به و deg(x٣) ≥ ٣ که می کنیم فرض بنابراین
درخت از برگ هایی تعداد r٢ و r١ کنید فرض است. دو درجه از پشتیبان رأسی با برگ یک x٣
.deg(x٣) = r١ + r٢ + ١ و r٢ ≥ ١ این صورت در باشند. x٣ از دو و یک فاصله در به ترتیب Tx٣
C

′ اگر .ℓ′ = ℓ − r١ − r٢ و n
′
= n − r١ − ٢r٢ − ١ این صورت در .T ′

= T − Tx٣ دهید قرار
است. T درخت برای شناسایی کد یک C = C

′ ∪NTx٣ [x٣] آنگاه باشد، مجموعه ‐M(T
′
) یک

که، می گیریم نتیجه استقرا فرض از حال
M(T ) ≤ M(T

′
) + r٢ + r١ + ١

≤ ٣n′
+ ٢ℓ′ − ١

۵ + r٢ + r١ + ١
=

٣n+ ٢ℓ− ٣r٢ + ١
۵

<
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

.d ≥ ۶ که می کنیم فرض بنابراین
و استقرا فرض طبق است. اسپایدر درخت یک Txd−٢ این صورت در ،deg(xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض
که می کنیم فرض بنابراین .M(T ) <

٣n(T ) + ٢ℓ(T )− ١
۵ که، می گیریم نتیجه ٢ . ۴ . ٣ لم

که می شود نتیجه ،٣ . ۴ . ٣ لم و استقرا فرض از آنگاه ،deg(xd−٣) ≥ ٣ اگر .deg(xd−٢) = ٢
را زیر حالت های .deg(xd−٣) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین .M(T ) <

٣n(T ) + ٢ℓ(T )− ١
می گیریم.۵ درنظر

.deg(xd−۴) ≥ ٣ .١ حالت
و باشد xd−۴ از ماکزیمم فاصله در Txd−۴ − {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣} از برگی y٠ کنید فرض

.q ≤ ٣ بوضوح باشد. xd−۴ به y٠ از مسیر کوتاه ترین y٠y١ . . . yqxd−۴
i = برای کنیم فرض می توانیم دارند، یکسانی نقش xd با y٠ چون .q = ٣ کنید فرض
کنیم فرض می توانیم ٣ . ۴ . ٣ و ٢ . ۴ . ٣ لم ،١ . ۴ . ٣ حقیقت به توجه با .deg(yi) = ٢ ،١,٢,٣
دو فاصله در Txd−۴ از برگی b کنید فرض نیست. xd−۴ از ٣ فاصله با برگ دارای Txd−۴ که
دهید قرار .deg(a) = ٢ ،١ . ۴ . ٣ طبق باشد. b مجاور پشتیبان رأس a و باشد xd−۴ از
بوضوح باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C

′ کنید فرض .T ′
= T − {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣}

استقرا فرض از است. T درخت برای شناسایی کد یک C
′ ∪ {xd, xd−٢} لذا و xd−۴ ∈ C

که، می گیریم نتیجه
M(T ) ≤ |C ′ |+ ٢ ≤ ٣(n− ۴) + ٢(ℓ− ١)− ١

۵ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .



۴٣ ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات
r۴ و r١ کنید فرض نیست. xd−۴ از دو فاصله در برگ دارای Txd−۴ که می کنیم فرض بنابراین
این صورت در باشند. xd−۴ از چهار و یک فاصله در Txd−۴ درخت از برگ هایی تعداد به ترتیب
همه مجموعه A مجموعه کنید فرض .r١ ≤ ١ که می دهد نتیجه ١ . ۴ . ٣ حقیقت و r۴ ≥ ٢
دهید قرار .r١ = ١ می کنیم فرض ابتدا باشد. xd−۴ از چهار یا دو فاصله در Txd−۴ از رأس هایی
کد یک C

′ ∪ A ∪ {xd−٣, xd−۴} آنگاه باشد، M(T‐مجموعه
′
) یک C

′ اگر .T ′
= T − Txd−۴

که، میگیریم نتیجه استقرا فرض از این صورت در است. T درخت برای شناسایی
M(T ) ≤ M(T

′
) + |A|+ ٢

≤ ٣(n− ۴r۴ − ٢) + ٢(ℓ− r۴)− ١
۵ + ٢r۴ + ٢

=
(٣n+ ٢ℓ− ٢)− ۴r۴ − ٣r١ + ٧

۵
<

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

،T ′
= T −Txd−۴ گرفتن درنظر با آنگاه ،deg(xd−۵) ≥ ٢ اگر .r١ = ٠ که می کنیم فرض بنابراین

.T ′
= T − Txd−۵ دهید قرار .deg(xd−۵) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین است. برقرار نتیجه

کد یک (C
′ ∪ A) ∪ {xd−٣, xd−۴} این صورت در باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C

′ کنید فرض
بنابراین، است. T درخت برای شناسایی

M(T ) ≤ M(T
′
) + |A|+ ٢

≤ ٣(n− ۴r۴ − ٢) + ٢(ℓ− r۴ + ١)− ١
۵ + ٢r۴ + ٢

=
(٣n+ ٢ℓ− ٢)− ۴r۴ + ۶

۵
<

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

deg(y٢) ≥ اگر .deg(y١) = ٢ که می شود نتیجه ١ . ۴ . ٣ حقیقت از .q = ٢ کنید فرض حال
بنابراین .M(T ) <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ که می گیریم نتیجه ٢ . ۴ . ٣ لم و استقرا فرض از آنگاه ،٣

M(T ) < ،٣ . ۴ . ٣ لم و استقرا فرض طبق این صورت در .deg(y٢) = ٢ که می کنیم فرض
.٣n+ ٢ℓ− ١

۵.T ′
= T−{xd, xd−١, xd−٢, xd−٣} دهید قرار .deg(y١) = ٢ ،١ . ۴ . ٣ طبق .q = ١ کنید فرض حال

C
′∪{xd, xd−٢} و xd−۴ ∈ C

′ بوضوح این صورت در باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک C ′ کنید فرض

بنابراین است. T درخت برای شناسایی کد یک
M(T ) ≤ M(T

′
) + ٢ ≤ ٣(n− ۴) + ٢(ℓ− ١)− ١

۵ + ٢ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

xd−۴ ،١ . ۴ . ٣ حقیقت طبق .q = ٠ کنیم فرض است کافی حالت، این در قضیه اثبات برای حال
قرار .deg(xd−۵) ≥ ٣ کنید فرض .deg(xd−۴) = ٣ همچنین است. ضعیف پشتیبان رأس یک
.ℓ′ = ℓ(T

′
) = ℓ − ٢ و n

′
= n − ۶ ،n′

= n(T
′
) ≥ ۶ این صورت در .T ′

= T − Txd−۴ دهید



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ۴۴
یک C ′ ∪ {xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۴} این صورت در باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C ′ کنید فرض

استقرا، فرض طبق لذا و است T درخت برای شناسایی کد

M(T ) ≤ M(T
′
) + ۴ ≤ ٣n′

+ ٢ℓ′ − ١
۵ + ۴ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

مسیر از که است درختی T آنگاه ،d = ۶ اگر .deg(xd−۵) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
M(T ) = ۵ < این صورت در می آید. بدست x٢ رأس به برگ یک کردن اضافه با P٧ : x٠x١ . . . x۶

.d ≥ ٧ که می کنیم فرض بنابراین .٣n+ ٢ℓ− ١
۵

P٨ : x٠x١ . . . x٧ مسیر از که است درختی T آنگاه ،d = ٧ اگر .deg(xd−۶) = ٢ کنید فرض
اگر .M(T ) ≤ ۶ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ این صورت در می آید. بدست x٠ به برگ یک کردن اضافه با

P٨ = x٠x١ . . . x٧ مسیر از x۴ به برگ یک کردن اضافه با T لذا و deg(x٢) = ٢ آنگاه ،d = ٨
.d ≥ ٩ که می کنیم فرض بنابراین .M(T ) ≤ ۶ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ این صورت در می آید. بدست

C
′ ∪ این صورت در باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C ′ و T

′
= T − Txd−۶ کنید فرض همچنین

n(T
′
) = n−٨ اینکه به توجه با است. T برای شناسایی کد یک {xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۴, xd−۵}

که، می شود نتیجه استقرا فرض از L(T ′
) ≤ ℓ− ١ و

M(T ) ≤ M(T
′
) + ۵ ≤ ٣n(T ′

) + ٢ℓ(T ′
)− ١

۵ + ۴ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

n(T
′
) = این صورت در .T ′

= T −Txd−۵ دهید قرار .deg(xd−۶) ≥ ٣ که می کنیم فرض بنابراین
آنگاه ،xd−۶ ∈ C

′ اگر باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک C

′ کنید فرض .ℓ(T ′
) = ℓ − ٢ و n − ٧

استقرا فرض طبق بنابراین است. T درخت برای شناسایی کد یک C ′∪{xd, xd−٢, xd−۴, xd−۵}
که، می گیریم نتیجه

M(T ) ≤ M(T
′
) + ۴ ≤ ٣n(T ′

) + ٢ℓ(T ′
)− ١

۵ + ۴ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

نیست. دو درجه از پشتیبان فرزند دارای xd−۶ پس .xd−۶ /∈ C
′ که می کنیم فرض بنابراین

و باشد xd−۶ از ماکزیمم فاصله در Txd−۶ − {y٠, xd, xd−١, . . . , xd−۵} از برگی y
′٠ کنید فرض

xd−۶ چون و t ≤ ۵ بوضوح باشد. xd−۶ به y
′٠ از مسیر کوتاه ترین y

′٠y′

١ . . . y
′
txd−۶ همچنین

.٢ ≤ t ≤ ۵ بنابراین .t ̸= ١ نیست، دو درجه از پشتیبان فرزند دارای
i = برای که کنیم فرض می توانیم دارد، xd با یکسانی نقش y

′٠ چون .t = ۵ کنید فرض
.T ′

= T − T
y
′
۵

دهید قرار است. سه درجه از پشتیبان رأس یک y′

۴ و deg(y
′
i) = ٢ ،١,٢,٣, ,۵

.X = {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۴, xd−۵} دهید قرار باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک C ′ کنید فرض

C
′′
=

(
C

′ − (X ∪ {y٠})
)
∪ این صورت در ∣∣∣C ′ ∪X ∪ {y٠}

∣∣∣ ≥ ۵ بوضوح آنگاه ،xd−۶ /∈ C
′ اگر

کنیم فرض می توانیم بنابراین می باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک {xd, xd−٢, xd−۴, xd−۵, xd−۶}

است. T درخت برای شناسایی کد یک C
′ ∪ {y′

١, y
′

٢, y
′

٣, y
′

۴} این صورت در .xd−۶ ∈ C
′ که



۴۵ ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات
داریم، استقرا فرض طبق

M(T ) ≤ M(T
′
) + ۴

≤ ٣n(T ′
) + ٢ℓ(T ′

)− ١
۵ + ۴

≤ ٣(n− ٧) + ٢(ℓ− ٢)− ١
۵ + ۴

<
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

کنیم فرض می توانیم ،٣ . ۴ . ٣ و ٢ . ۴ . ٣ لم های و ١ . ۴ . ٣ حقیقت طبق .t = ۴ کنید فرض حال
.T ′

= T − T
y
′
۴

دهید قرار .deg(y′

۴) = ٢ کنید فرض .deg(y′

١) = deg(y
′

٢) = deg(y
′

٣) = ٢ که
شناسایی کد یک C ′ ∪ {y′

١, y
′

٢, y
′

٣} این صورت در باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک C ′ کنید فرض

داریم، استقرا فرض طبق است. T درخت برای
M(T ) ≤ M(T

′
) + ٣

≤ ٣n(T ′
) + ٢ℓ(T ′

)− ١
۵ + ٣

=
٣(n− ۵) + ٢(ℓ− ١)− ١

۵ + ٣
<

٣n+ ٢ℓ− ١
۵ .

فرض می توانیم ٣ . ۴ . ٣ و ٢ . ۴ . ٣ لم های به توجه با .deg(y′

۴) ≥ ٣ که می کنیم فرض بنابراین
،١ فاصله در T

y
′
۴

از برگ هر بنابراین ندارد. وجود y
′

۴ از ٣ فاصله در T
y
′
۴

از برگی هیچ که کنیم
از i فاصله با T

y
′
۴

درخت برگ های تعداد ri ،i = ١,٢,۴ برای کنید فرض است. y′

۴ از ۴ یا ٢
۴ یا ٢ فاصله در T

y
′
۴

از x برگ هر برای که کنید توجه همچنین .r١ ≤ ١ بوضوح باشد. y
′

۴
مجموعه A کنید فرض می باشد. دو درجه دارای y

′

۴ به x مسیر از w درونی رأس هر ،y′

۴ از
C

′ کنید فرض .T ′
= T − T

y
′
۴

دهید قرار باشد. y′

۴ از ۴ یا ٢ فاصله در T
y
′
۴

از رأس هایی همه
T درخت برای شناسایی کد یک C ′ ∪A∪{y′

٣, y
′

۴} این صورت در باشد. M(T‐مجموعه
′
) یک

که، می گیریم نتیجه استقرا فرض طبق بنابراین است.
M(T ) ≤ M(T

′
) + |A|+ ٢

= M(T
′
) + ٢r۴ + r٢ + ٢

≤ ٣n(T ′
) + ٢ℓ(T ′

)− ١
۵ + ٢r۴ + ٢

≤ ٣(n− ۴r۴ − ٢r٢ − r١ − ١) + ٢(ℓ− r۴ − r٢ − r١)− ١
۵ + ٢r۴ + r٢ + r١ + ١

≤ ٣n+ ٢ℓ− ١ + (−۴r۴ − ٣r٢ − ۵r١ + ٧)
۵

<
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ۴۶
می توانیم ٣ . ۴ . ٣ و ٢ . ۴ . ٣ لم های و ١ . ۴ . ٣ حقیقت به توجه با .t = ٣ که کنید فرض حال
فرض .T ′

= T − T
y
′
٣

دهید قرار .deg(y′

١) = deg(y
′

٢) = deg(y
′

٣) = ٢ که کنیم فرض
X = {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۴, xd−۵} دهید قرار باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C

′ کنید
C

′′
=

(
C

′ − (X ∪ {y٠})
)
∪ این صورت در .∣∣∣C ′ ∪X ∪ {y٠}

∣∣∣ ≥ ۵ بوضوح آنگاه ،xd−۶ /∈ C
′ اگر

که کنیم فرض می توانیم بنابراین است. M(T‐مجموعه
′
) یک {xd, xd−٢, xd−۴, xd−۵, xd−۶}

فرض از است. T درخت برای شناسایی کد یک C = C
′ ∪ {y′٠, y′

٢} این صورت در .xd−۶ ∈ C
′

که، می گیریم نتیجه استقرا
M(T ) ≤ M(T

′
) + ٢

≤ ٣(n− ۴) + ٢(ℓ− ١)− ١
۵ + ٢

<
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

در .deg(y′

١) = ٢ کنیم فرض می توانیم ،١ . ۴ . ٣ حقیقت به توجه با .t = ٢ کنید فرض حال
می شود. نتیجه ٣ . ۴ . ٣ و ٢ . ۴ . ٣ لم های و استقرا فرض از مسأله حکم این صورت

رأسی xd−۶ ،١ . ۴ . ٣ حقیقت طبق .t = ٠ می کنیم فرض ،t ̸= ١ که دادیم نشان قبل در چون
و n = ١٠ آنگاه ،n(T ′

) = ١ اگر .T ′
= T − Txd−۶ دهید قرار است. ٣ درجه از پشتیبان

M(T ) = ۶ < لذا و است T درخت برای شناسایی کد یک {xd, xd−٢, xd−۴, xd−۵, xd−۶, y′٠}
کد یک {xd, xd−٢, xd−۴, xd−۵, xd−۶, xd−٧} و n = ١١ آنگاه ،n(T ′

) = ٢ اگر .٣n+ ٢ℓ− ١
۵

که می کنیم فرض بنابراین .M(T ) = ۶ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ لذا و می باشد T درخت برای شناسایی
این صورت در باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C ′ کنید فرض .n(T ′

) ≥ ٣
C

′ ∪ {xd, xd−٢, xd−۴, xd−۵, xd−۶}

که، می گیریم نتیجه استقرا فرض از است. T درخت برای شناسایی کد یک
M(T ) ≤ M(T

′
) + ۵ ≤ ٣n(T ′

) + ٢ℓ(T ′
)− ١

۵ + ۴ <
٣n+ ٢ℓ− ١

۵ .

می شود. کامل ١ حالت در قضیه اثبات بنابراین
.deg(xd−۴) = ٢ .٢ حالت

M(T‐مجموعه
′
) یک C ′ کنید فرض .T ′

= T −Txd−۴ دهید قرار .deg(xd−۵) ≥ ٣ کنید فرض
فرض از است. T درخت برای شناسایی کد یک C ′ ∪ {xd−١, xd−٢, xd−٣} این صورت در باشد.

داریم، استقرا
M(T ) ≤ M(T

′
) + ٣ ≤ ٣(n− ۵) + ٢(ℓ− ١)− ١

۵ + ٣ <
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵ .

.deg(xd−۵) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
Txd−۶−{xd, xd−١, . . . , xd−۵} درخت از برگی y′′٠ کنید فرض .deg(xd−۶) ≥ ٣ که کنید فرض حال



۴٧ ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات
بوضوح باشد. xd−۶ به y′′٠ از مسیر کوتاه ترین y

′′٠y′′

١ . . . y
′′
t xd−۶ و باشد xd−۶ از ماکزیمم فاصله در

i = و t ∈ {٣,۵} برای و t ∈ {٠,٣,۵} کنیم فرض می توانیم قبل مشابه استدلا با .t ≤ ۵
در xd−۶ از زوج فاصله با رئوس همه مجموعه A که کنید فرض .deg(y′′

i ) = ٢ ،١,٢, . . . , t− ١
باشد. M(T‐مجموعه

′
) یک C ′ کنید فرض .T ′

= T − Txd−۶ دهید قرار باشد. Txd−۶ درخت
برای کنید فرض است. T درخت برای شناسایی کد یک C ′ ∪A∪ {xd−۶, xd−۵} این صورت در
فرض طبق این صورت در باشد. xd−۶ از i فاصله در Txd−۶ از برگ هایی تعداد ri ،i ∈ {١,۴,۶}

دایم، استقرا
M(T ) ≤ M(T

′
) + |A|+ ٢

= M(T
′
) + ٣r۶ + ٢r۴ + ٢

≤ ٣(n− ۶r۶ − ۴r۴ − r١ − ١) + ٢(ℓ− r۶ − r۴ − r١ + ١)− ١
۵ + ٣r۶ + ٢r۴ + ٢

<
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵ .

M(T ) = آنگاه ،T = P٩ یا T = P٨ اگر .deg(xd−۶) = ٢ که کنیم فرض می توانیم ما بنابراین
M(T‐مجموعه

′
) یک C ′ و T

′
= T − Txd−۶ کنید فرض .n > ٩ بنابراین .۵ <

٣n+ ٢ℓ− ١
۵

T درخت برای شناسایی کد یک C
′ ∪ {xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۵} آنگاه ،xd−٧ ∈ C

′ اگر باشد.
است. T درخت برای شناسایی کد یک C ′ ∪ {xd, xd−٢, xd−۴, xd−۶} این صورت غیر در و است

استقرا، فرض طبق بنابراین
M(T ) ≤ M(T

′
) + ۴ ≤ ٣(n− ٧) + ٢ℓ− ١

۵ + ۴ <
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵ .

.M(T ) <
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵ برگ، ℓ با n ≥ ٣ مرتبه از T درخت هر برای همواره بنابراین
و n ≥ ٣ مرتبه از درختی T کنید فرض می دهیم. ارائه را قضیه تساوی قسمت اثبات ما اکنون
T اگر .diam(T ) ≥ ۴ کنید فرض .diam(T ) ≤ ٣ که می دهیم نشان .M(T ) =

٣n+ ٢ℓ− ٢
۵

M(T ) <
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵ که می گیریم نتیجه قبل مثل باشد، نداشته قوی پشتیبان رأس دارای
کنید فرض است. قوی پشتیبان رأس دارای T که می کنیم فرض بنابراین است. تناقض یک که
آمده بدست v ∈ S(T ) پشتیبان رأس هر از برگ ℓv − ١ حذف با T درخت از که باشد درختی T

′

داریم، قبل مثل لذا و نیست قوی پشتیبان رأس دارای T
′ پس باشد.

M(T
′
) <

٣n(T ′
) + ٢ℓ(T ′

)− ١
۵ =

٣(n− ℓ+ s) + ٢s− ١
۵ .

که، می گیریم نتیجه ١ . ۴ . ٣ لم از
M(T ) ≤ M(T

′
) + ℓ− s

<
٣(n− ℓ+ s) + ٢s− ١

۵ + ℓ− s

=
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵



درختان روی شناسایی کدهای برای کران هایی ۴٨
لذا و است ستاره T آنگاه ،diam(T ) = ٢ اگر .diam(T ) ≤ ٣ بنابراین است. تناقض یک که
یک T این صورت در .diam(T ) = ٣ بنابراین است. تناقض که ،M(T ) = n−١ <

٣n+ ٢ℓ− ٢
۵

.T = P۴ می شود نتیجه راحتی به M(T ) =
٣n+ ٢ℓ− ٢

۵ که این از حال است. دوگانه ستاره
است. واضح قضیه عکس طرف

٣ . ٢ . ٣ قضیه اثبات ۵ . ٣
می کنیم. شروع زیر لم با را بخش این

برگ ها همه شامل که می باشد γDt‐مجموعه (T ) یک دارای T ∈ F درخت هر [١۵۴] .١ . ۵ . ٣ لم
است. پشتیبان رئوس و

و برگ ℓ با n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T کنید فرض می کنیم. اثبات را ٣ . ٢ . ٣ قضیه اکنون
.γDt (T ) ≤ ٣n+ ٢ℓ+ s

۵ که می دهیم نشان T از n مرتبه روی استقراء با باشد. پشتیبان رأس s
پایه گام برای نتایج این .γDt (T ) <

٣n+ ٢ℓ+ s

۵ به وضوح T ∈ {p۴, k١,٣} آن گاه ،n = ۴ اگر
رأس s

′ و برگ ℓ
′ با n

′
< n مرتبه از T ′ درخت هر برای کنید فرض می باشند. کافی استقراء

رأس s و برگ ℓ با n > ۴ مرتبه از درختی T کنید فرض حال .γDt (T ) ≤ ٣n+ ٢ℓ+ s

۵ پشتیبان
٢ . ٢ . ٢٠ قضیه از حکم و ℓ = s آن گاه نباشد، قوی پشتیبان رأس دارای T اگر باشد. پشتیبان
فرض باشد. قوی پشتیبان رأس دارای T که می کنیم فرض بنابراین می شود. گرفته نتیجه
این صورت در T

′
= T − v دهید قرار باشد. u مجاور برگ v و T از قوی پشتیبان رأس u کنید

که، می گیریم نتیجه استقراء فرض از .γDt (T ) ≤ γDt (T
′
) + ١ و n

′ ≥ ۴

γDt (T ) ≤ γDt (T
′
) + ١

≤ ٣n′
+ ٢ℓ′ + s

′

۵ + ١
=

٣(n− ١) + ٢(ℓ− ١) + s

۵ + ١
=

٣n+ ٢ℓ+ s

۵ .

.ℓ = s که می دهیم نشان .γDt (T ) =
٣n+ ٢ℓ+ s

۵ کنید فرض تساوی قسمت اثبات برای حال
پشتیبان رأس هر از برگ ℓx − ١ حذف با T درخت از که باشد درختی T

′ اگر .ℓ > s کنید فرض
طبق .L(T ′

) = S(T
′
) = S(T ) و n

′
= n(T

′
) = n− ℓ+ s آن گاه باشد، آمده به دست x ∈ S(T )



۴٩ ٣ . ٢ . ٣ قضیه اثبات
قضیه اول قسمت

γDt (T
′
) ≤ ٣n′

+ ٢ℓ′ + s
′

۵
=

٣(n− ℓ+ s) + ٣s
۵

=
٣n− ٣ℓ+ ۶s

۵ .

اگر
γDt (T

′
) <

٣n′
+ ٢ℓ′ + s

′

۵
=

٣n− ٣ℓ+ ۶s
۵ ,

آن گاه
γDt (T ) ≤ γDt (T

′
) + ℓ− s

<
٣n− ٣ℓ+ ۶s

۵ + ℓ− s

<
٣n+ ٢ℓ+ s

۵ ,

،٢ . ٢ . ٢٠ قضیه از .γDt (T
′
) =

٣(n− ℓ+ s) + ٣s
۵ =

٣(n′ + ℓ
′
)

۵ بنابراین است. تناقض یک که
که می باشد S γDt‐مجموعه (T

′
) یک دارای T

′ ،١ . ۵ . ٣ لم طبق .T ′ ∈ F که می گیریم نتیجه
این صورت در .y ∈ L(T ) − L(T

′
) دهید قرار است. پشتیبان رأس های و برگ ها همه شامل

لذا و می باشد T درخت برای کلی تفاضلی احاطه گر مجموعه یک (S ∪ (L(T )− L(T
′
))− {y}

γDt (T ) ≤ γDt (T
′
) + ℓ− s− ١

=
(٣(n− ℓ+ s) + ٣s) + ۵(ℓ− s− ١)

۵
<

٣n+ ٢ℓ+ s

۵ ,

می شود نتیجه ،٢ . ٢ . ٢٠ قضیه از .γDt (T ) =
٣n+ ٣ℓ

۵ لذا و ℓ = s بنابراین است. تناقض یک که
است. واضح قضیه عکس طرف .T ∈ F که





۴ فصل
مکانی کداحاطه گر برای کران هایی

مقدمه ١ . ۴
برگ های تعداد و مرتبه اساس بر درخت ها مکانی احاطه گر عدد برای بالا کران یک فصل دراین
رئوس تعداد مرتبه، اساس بر درخت ها کلی مکانی احاطه گر عدد برای پایین کران یک و گراف
این تساوی در که درختانی تمام سپس می دهیم. ارائه درخت برگ های تعداد و پشتیبان
به عنوان را، قبلی کران های از برخی کران ها این می کنیم. مشخص را می کنند صدق کران ها
می دهند.برای بهبود ١۴ . ٢ . ٢ و ٢ . ٢ . ١٣ ،٢ . ٢ . ١٢ ،٢ . ٢ . ٧ قضایای در شده ارائه کران های مثال
و مکانی احاطه گر کدهای برای را خود جدید کران های ،٢ . ۴ بخش در در ابتدا منظور، این
نتایج اثبات به ۴ . ۴ و ٣ . ۴ بخش های در سپس خواهیم. ارائه درخت ها در کلی مکانی احاطه گر

می پردازیم. خود

اصلی نتایج ٢ . ۴
آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر دادند نشان ٢ . ٢ . ٧ قضیه در همکاران و بلیدیا
داد. خواهیم بهبود n > l + ۵s − ۴ با درخت هایی برای را کران این ما .γL(T ) ≤ n+ l − s

می کنیم.٢ تعریف زیر به صورت را درخت ها از خانواده ای ابتدا منظور این برای
،T = Tk, · · · , T٢, T١ درخت های از دنباله ای از که باشد T درخت های از ای خانواده T کنید فرض

۵١



مکانی کداحاطه گر برای کران هایی ۵٢
بازگشتی به صورت ١ ≤ i ≤ k − ١ برای Ti از Ti+١ و T١ = P٣ به طوری که می آید بدست (k ≥ ١)

آید. می بدست زیر عملگرهای از یکی با
Ti از Ti+١ صورت این صورت در باشد. Ti درخت از پشتیبان رأسی w کنید فرض :O١ عملگر

می آید. بدست w به برگی کردن اضافه با
با Ti درخت از Ti+١ درخت این صورت در باشد. Ti درخت از برگی w کنید فرض :O٢ عملگر

می آید. بدست P۵ از برگی به w کردن وصل و آن به P۵ مسیر کردن اضافه
شکل در T خانواده ی از مثالی همچنین شده اند. داده نشان ١ . ۴ شکل در O٢ و O١ عملگرهای
که هستند رأس هایی قرمز رنگ و سفید رنگ با رأس های آن در که است شده داده نشان ٢ . ۴
اضافه شدند، مشخص سیاه رنگ با رأس هایش که اولیه درخت به O٢ و O١ عملگر از ترتیب به

شدند. مشخص آبی رنگ با جدید یال های همه همچنین شدند.

Ti

w

Ti

w

O١ عملگر O٢ عملگر

.O٢ و O١ عملگرهای :١ . ۴ شکل

.T خانواده ی از مثالی :٢ . ۴ شکل

این صورت در باشد. برگ l با n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
γL(T ) ≤

٢n+ ٣l − ٢
۵ .

باشد. T ∈ T اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی



۵٣ اصلی نتایج
بدست درخت ها کلی مکانی احاطه گر کدهای برای جدیدی پایین کران ،۴ . ۴ بخش در
برای می کنیم. مشخص را می کنند صدق کران این تساوی در که درخت هایی همه و می آوریم

می کنیم. تعریف زیر به صورت را درخت ها از خانواده ای ابتدا منظور این
قرار باشد. k ≥ ١ برای مجموعه ‐γLt (P۴k) یک Sk و ζ = {P٣} ∪ {P۴k|k ≥ ١} کنید فرض
درخت می کنیم. تعریف زیر به صورت را درختان از ξ خانواده .S = S(P٣) ∪ (

∪
k≥١ Sk) دهید

آورد. دست به زیر به صورت بتوان را T اگر تنها و اگر است ξ خانواده به متعلق T

بگیرید. نظر در را ζ خانواده در درخت ها از متمایز کپی t ابتدا .١
رئوس بین فقط جدید یال های به طوری که کنید اضافه درخت t این به را جدید یال t − ١ .٢

باشد. همبند آمده بدست گراف و باشند پشتیبان
کنید. تقسیم یکبار دقیقاً را شده اضافه جدید یال هر .٣
است. شده داده نشان ξ خانواده ای مثالی ٣ . ۴ شکل در

.ξ خانواده ی از مثالی :٣ . ۴ شکل

آن گاه، باشد، پشتیبان رأس s و برگ l با n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر .٢ . ٢ . ۴ قضیه
γLt ≥

n+ l٢ − s+ ١
٢ .

.T ∈ ξ اگر وتنها اگر است برقرار فوق کران تساوی
را ٢ . ٢ . ١٢ قضیه ،٢ . ٢ . ۴ قضیه که داد نشان می توان ساده محاسبه یک با که کنید توجه
برای را ١۴ . ٢ . ٢ قضیه و درخت ها همه برای را ٢ . ٢ . ١٣ قضیه ،n ≥ ٣٢ l+S−١ با درخت هر برای
٢ . ٢ . ۴ قضیه طبق آن گاه باشد، l ≥ ٣ اگر همچنین می بخشد. بهبود ،l ≤ ٢S با درخت هر
می توان ٢ . ٢ . ۴ قضیه از استفاده با آسانی به بنابراین .γLt (Ti) ≥ (n+L٢ −S+١)

٢ > (n+٢−S)٢ ،
کرد. مشخص می کنند، صدق ٢ . ٢ . ١٣ قضیه در شده ارائه کران تساوی در که را درخت هایی

و اگر ،γLt (T ) = ١
٢(n + ٢ − S) آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر .٢ . ١ . ۴ نتیجه

.T = P۴k
،k ≥ ١ صحیح عدد برای اگر تنها
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٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات ٣ . ۴
داریم همواره برگ، l و n ≥ ٣ مرتبه از T ∈ T هر برای که می دهیم نشان ابتدا بخش این در

.γL(T ) = ٢n+ ٣l − ٢
۵

درخت به P٢ مسیر یک یا برگ یک کردن اضافه با T ′ درخت از T درخت اگر .٣ . ١ . ۴ مشاهده
.γL(T ) ≤ γL(T

′) + ١ آن گاه آید، بدست T ′

کردند. اثبات را زیر لم [٣٣] در همکاران و بیلیدیا

به طوری که: دارد وجود S γL(T‐مجموعه ) آن گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از درختی T اگر .٣ . ١ . ۴ لم
حداقل و x شامل S آن گاه باشد، x رأس مجاور برگ های تعداد lx و پشتیبان رأس یک x اگر (١

می باشد. x رأس مجاور برگ lx − ١
آن گاه ،deg(d) > ١ و deg(b) = deg(c) = ٢ ،deg(a) = ١ ،T درخت در abcd مسیر برای اگر (٢

.S ∩ {a, b, c, d} = {b, d}

حاصل O٢ یا O١ عملگر با Ti از Ti+١ و باشد γL(Ti) =
٢n(Ti) + ٣l(Ti)− ٢

۵ اگر .٣ . ٢ . ۴ لم
آنگاه، شود،

γL(Ti+١) =
٢n(Ti+١) + ٣l(Ti+١)− ٢

۵ .

فرض می باشند. li = L(Ti) و ni = n(Ti) که γL(Ti) =
٢ni + ٣li − ٢

۵ کنید فرض برهان.
به v برگ کردن اضافه با Ti از Ti+١ به طوری که باشد آمده بدست O١ عملگر با Ti از Ti+١ کنید
.γL(Ti+١) ≤ γL(Ti) + ١ ،٣ . ١ . ۴ مشاهده به توجه با باشد. شده حاصل Ti از w پشتیبان رأس
می کند. صدق ٣ . ١ . ۴ لم شرایط در که بگیرید نظر در مجموعه ‐γL(Ti+١) یک را S مجموعه
از عضوی نیز v که کنیم فرض می توانیم ما کلیت از شدن کاسته بدون و w ∈ S این صورت در
لذا و می باشد Ti درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه یک S−{v} بنابراین است. S مجموعه

.γL(Ti+١) = γL(Ti) + ١ که می گیریم نتیجه قبل به توجه با .γL(Ti) ≤ γL(Ti+١)− ١
مسیر از a برگ به Ti درخت از v برگ کردن اضافه با O٢ عملگر با Ti از Ti+١ کنید فرض حال
یک S ∪ {b, d} آن گاه باشد، مجموعه ‐γL(Ti) یک S اگر باشد. آمده بدست P۵ : abcde

فرض می باشد. γL(Ti+١) = γL(Ti)+٢ لذا می باشد، Ti+١ درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه
این صورت در می کند. صدق ٣ . ١ . ۴ لم شرایط در که باشد مجموعه ‐γL(Ti+١) یک D کنید
برای مکانی احاطه گر مجموعه یک D − {b, d} آن گاه ،a /∈ D اگر .S ∩ {b, c, d, e} = {b, d}

برای مکانی احاطه گر مجموعه یک (D−{a, b, d})∪ {v} اینصورت غیر در و می باشد Ti درخت



۵۵ ٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات
این صورت در .γL(Ti+١) = γL(Ti) + ٢ بنابراین است، Ti درخت

γL(Ti+١) = γL(Ti) + ٢
=

٢n(Ti) + ٣l(Ti)− ٢
۵ + ٢

=
٢n(Ti) + ٣l(Ti)− ٢

۵
=

٢n(Ti+١) + ٣l(Ti+١)− ٢
۵ .

لم همچنین و T ∈ T ساختن برای شده استفاده عملگرهای روی استقرا از استفاده با
می آید. بدست زیر نتیجه ،٣ . ٢ . ۴

برگ، l و n ≥ ٣ مرتبه از T ∈ T درخت هر برای .٣ . ٣ . ۴ لم

γL(T ) =
٢n+ ٣l − ٢

۵ .

٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات
.γL(T ) ≤ ٢n+٣l−٢۵ که می دهیم نشان ،T درخت از n مرتبه روی استقراء از استفاده با ابتدا

غیربدیهی درخت هر برای کنید فرض است. واضح n = ٣ و n = ٢ برای استقرا اول گام
مرتبه از درختی T کنید فرض حال .γL(T ′) ≤ ٢n′ + ٣l′ − ٢

۵ برگ، l′ و n′ < n مرتبه از T ′

قوی پشتیبانی رأس را v رأس باشد. قوی پشتیبانی رأس دارای T کنید فرض باشد. n ≥ ۴
،٣ . ١ . ۴ مشاهده به باتوجه .T ′ = T − u دهید قرار بگیرید. درنظر v مجاور برگی را u و T از

که، می گیریم نتیجه استقرا فرض از می باشد. γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١

≤ (٢n′(Ti) + ٣l′(Ti)− ٢)
۵ + ١

=
(٢(n− ١) + ٣(l − ١)− ٢)

۵ + ١
=

(٢n+ ٣l − ٢)
۵ .

T٢ و T١ باشد. deg(v) ≥ ٣ و deg(u) ≥ ٣ به طوری که باشد، e = uv دارای T کنید فرض حال
فرض به توجه با باشد. v ∈ V (T٢) و u ∈ V (T١) که بگیرید نظر در T − e از مؤلفه دو در را
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استقراء،

γL(T ) ≤ γL(T١) + γL(T٢)
≤ ٢n(T١) + ٣l(T١)− ٢

۵ +
٢n(T٢) + ٣l(T٢)− ٢

۵
=

٢n+ ٣l − ۴
۵

<
٢n+ ٣l − ٢

۵
هستند. برقرار زیر حقایق کنیم فرض می توانیم ما ادامه در بنابراین

نمی باشد. قوی پشتیبان رأس دارای T .١ حقیقت
.deg(v) ≤ ٢ یا deg(u) ≤ ٢ ،T درخت از e = uv یال هر برای .٢ حقیقت

آنگاه باشد، d = ٣ اگر .d ≥ ٣ ،١ حقیقت به توجه با باشد. d = diam(T ) کنید فرض
در را T درخت .d ≥ ۴ که می کنیم فرض بنابراین .γL(T ) = ٢ <

٢n+ ٣l − ٢
۵ و T = P۴

به توجه با باشد. T از قطری مسیر یک x٠x١ · · ·xd کنید فرض می کنیم. ریشه دار x٠ رأس
باشد، deg(x٢) = ٢ اگر .d = ۴ کنید فرض می باشد. deg(xd−١) = deg(x١) = ٢ ،١ حقیقت
اگر .deg(x٢) > ٢ که می کنیم فرض بنابراین .γL(T ) = ٢ <

٢n+ ٣l − ٢
۵ و T = P۵ آن گاه

در است. دو درجه از پشتیبانی رأس deg(x٢)− ١ دارای T آن گاه باشد، پشتیبان رأس یک x٢
n = ٢deg(x٢) چون و می باشد T درخت برای مکانی احاطه گری مجموعه یک N(x٢) این صورت
کنیم فرض بنابراین . γL(T ) ≤ deg(x٢) <

٢n+ ٣l − ٢
۵ که می گیریم نتیجه ،l = deg(x٢) و

و می باشد پشتیبان رأس deg(x٢) دارای T این صورت در نیست. پشتیبان رأس یک ،x٢ که
و n = ٢ deg(x٢) + ١ چون است. T درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه یک N(x٢) لذا
فرض حال می شود. گرفته نتیجه γL(T ) ≤ deg(x٢) <

٢n+ ٣l − ٢
۵ رابطه ،l = deg(x٢)

اگر می باشد deg(x٣) = ٢ که کنیم فرض می توانیم ،١ حقیقت به توجه با باشد. d = ۵ کنید
که کنیم فرض بنابراین .γL(T ) = ٣ <

٢n+ ٣l − ٢
۵ لذا و T = P۶ آن گاه باشد، deg(x٢) = ٢

N(x٢)−{x٣} از رأس هر که می گیریم نتیجه ،١ حقیقت از می باشد، d = ۵ چون .deg(x٢) > ٢
باشد. پشتیبان رأس یک x٢ که کنید فرض است. دو درجه از پشتیبانی رأس یک یا برگ یک
مجموعه یک S(T ) این صورت در دارد. وجود x٢ مجاور برگ یک دقیقا ،١ حقیقت به توجه با
،l = deg(x٢) و n = ٢ deg(x٢) + ٢ اینکه به توجه با می باشد. T درخت برای مکانی احاطه گر

که، می گیریم نتیجه

γL(T ) ≤ |S(T )|+ ١ = deg(x٢) + ١
<

٢n+ ٣l − ٢
۵ .

از .T ′ = T − {xd, xd−١} دهید قرار ،deg(x٢) ≤ ٣ اگر .d ≥ ۶ که می کنیم فرض بنابراین



۵٧ ٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات
که، می شود نتیجه استقراء فرض و ٣ . ١ . ۴ مشاهده

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١

≤ ٢(n− ٢) + ٣(l − ١)− ٢
۵ + ١

<
٢n+ ٣l − ٢

۵ .

.deg(xd−٢) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
xd−٣ مجاور برگ تنها u و باشد پشتیبان رأس یک xd−٣ کنید فرض .deg(xd−٣) ≥ ٣ کنید فرض
درخت در پشتیبان رأس یک xd−٣ اینکه به توجه با .T ′ = T−{xd, xd−١, xd−٢} دهید قرار باشد.
این صورت در دارد. وجود xd−٣ شامل D مجموعه ‐γL(T

′) یک ،٣ . ١ . ۴ لم طبق می باشد، T ′

.γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ لذا و است T درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه یک D ∪ {xd−١}

که، می گیریم نتیجه استقرا فرض از بنابراین

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١

≤ ٢(n− ٢) + ٣(l − ١)− ٢
۵ + ١

<
٢n+ ٣l − ٢

۵ .

وجود Txd−٣ درخت از y برگ کنید فرض نیست. پشتیبان رأس یک xd−٣ می کنیم فرض بنابراین
.d(u) = ٢ ،٢ حقیقت به توجه با باشد. y پدر u و d(y, xd−٣) = ٢ به طوری که باشد، داشته

که، می شود نتیجه استقرا فرض و ٣ . ١ . ۴ مشاهده از .T ′ = T − {x, y} دهید قرار

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١

≤ ٢(n− ٢) + ٣(l − ١)− ٢
۵ + ١

<
٢n+ ٣l − ٢

۵ .

می باشد. xd−٣ رأس از سه فاصله در Txd−٣ درخت از برگ هر که می کنیم فرض ادامه در بنابراین
برگ این از مسیر کوتاهترین از درونی رأس هر پس دارد، xd با یکسانی نقش برگی چنین هر چون
حقیقت به توجه با .deg(xd−٣) = k+١ ،k ≥ ٢ برای کنید فرض است. دو درجه دارای xd−٣ تا
.γL(T ′) ≤ ٢n′ + ٣l′ − ٢

۵ استقرا، فرض طبق .T ′ = T − Txd−۴ دهید قرار .deg(xd−۴) = ٢ ،٢
درخت xd−٣ از دو فاصله با رئوس همه مجموعه U و مجموعه ‐γL(T

′) یک S که کنید فرض
است. T درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه یک S ∪{xd−٣}∪U این صورت در باشد. Txd−۴
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که، می گیریم نتیجه می باشد، k ≥ ٢ چون

γL(T ) ≤ γL(T
′) + k + ١

≤ ٢n′ + ٣l′ − ٢
۵ + k + ١

≤ ٢n+ ٣l − ٢ − ۴k + ۴
۵

≤ ٢n+ ٣l − ٢
۵ .

می باشد. deg(xd−٣) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
یک D کنید فرض .T ′ = T − {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣} دهید قرار .deg(xd−۴) ≥ ٣ کنید فرض
برای مکانی احاطه گر مجموعه یک D ∪ {xd−٢, xd−١} این صورت در باشد. مجموعه ‐γL(T

′)

که، می گیریم نتیجه استقراء فرض طبق .γL(T ) ≤ γL(T
′) + ٢ لذا و است T درخت

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ٢

≤ ٢n(T ′) + ٣l(T ′)− ٢
۵ + ٢

≤ ٢(n− ٢) + ٣(l − ١)− ٢
۵ + ٢

<
٢n+ ٣l − ٢

۵ .

استقراء فرض از .T ′ = T − Txd−۴ دهید قرار .deg(xd−۴) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
این صورت در باشد. مجموعه ‐γL(T

′) یک S کنید فرض .γL(T ′) ≤ (٢n′ + ٣l′ − ٢)
۵ داریم،

می گیریم نتیجه بنابراین است. T درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه یک S ∪{xd−٣, xd−١}
که،

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ٢

≤ ٢(n− ۵) + ٣l − ٢
۵ + ٢

=
٢n+ ٣l − ٢

۵ .

استفاده با می کنیم. مشخص می کنند، صدق فوق کران تساوی در که را درخت هایی ادامه در
.T ∈ T که می دهیم نشان γL(T ) = ٢n+٣l−٢۵ و برگ l با T درخت از n مرتبه روی استقراء از
و برگ l′ با n′ < n مرتبه از T ′ درخت هر کنید فرض است. واضح اول گام P٣ ∈ T چون
دارای T اگر .n = n(T ) ≥ ۴ کنید فرض باشد. T خانواده از عضوی γL(T

′) =
٢n′ + ٣l′ − ٢

۵
از استفاده با .T ′ = T − v دهید قرار باشد. u مجاور برگ v و باشد u قوی پشتیبان رأس



۵٩ ٢ . ١ . ۴ قضیه اثبات
بنابراین، .γL(T ) = γL(T

′) + ١ که، می گیریم نتیجه ٣ . ١ . ۴ مشاهده

γL(T
′) = γL(T )− ١

=
٢n+ ٣l − ٢

۵
=

٢(n− ١) + ٣(l − ١)− ٢
۵

=
٢n(T ′) + ٣l(T ′)− ٢

۵ .

عملگر با T ′ از T درخت این صورت در است. T خانواده ی از عضوی T ′ استقراء فرض طبق
که می کنیم فرض ادامه در بنابراین است. T خانواده ی از عضوی نیز T لذا و می آید بدست O١
T درخت از قطری مسیر یک x٠, x١, · · · , xd کنید فرض نیست. قوی پشتیبان رأس دارای T

نتیجه قضیه، اول قسمت اثبات به توجه با می کنیم. ریشه دار x٠ برگ در را T درخت باشد،
γL(P٧) = ٣ < چون .deg(xd−٢) = deg(xd−٣) = deg(xd−۴) = ٢ و d ≥ ۶ که، می گیریم

.d ≥ ٧ که می گیریم نتیجه ،٢n(P٧) + ٣P٧ − ٢
کنید۵ فرض .T ′ = T − {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۴} دهید، قرار .deg(xd−۵) ≥ ٣ کنید فرض

مکانی احاطه گر مجموعه یک D∪{xd−٣, xd−١} این صورت در باشد. مجموعه ‐γL(T
′) یک D

می گیریم نتیجه قضیه اول قسمت از استفاده با .γL(T ′) ≤ γL(T
′)+٢ لذا و است T درخت برای

که،

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ٢

≤ ٢n(T ′) + ٣l(T ′)− ٢
۵ + ٢

≤ ٢(n− ٢) + ٣(l − ١)− ٢
۵ + ٢

<
٢n+ ٣l − ٢

۵ ,

است. ٢ برابر xd−۵ درجه بنابراین است. تناقض یک که
باشد، مجموعه ‐γL(T

∗) یک D∗ اگر .T ∗ = T − {xd, xd−١, xd−٢, xd−٣, xd−۴} دهید قرار
بنابراین می باشد. T درخت برای مکانی احاطه گر مجموعه یک D∗ ∪ {xd−٣, xd−١} آن گاه
به طوری که دارد وجود D مجموعه ‐γL(T ) ،٣ . ١ . ۴ لم به توجه با .γL(T ) ≤ γL(T

∗) + ٢
.D ∩ {xd−٣, xd−٢, xd−١, xd} = {xd−٣, xd−١}

برای مکانی احاطه گر مجموعه یک (D − {xd−٣, xd−١, xd۴}) ∪ {xd−۵} آن گاه ،xd−۴ ∈ D اگر
برای مکانی احاطه گر مجموعه یک D−{xd−٣, xd−١} این صورت، غیر در و می باشد T ∗ درخت
.γL(T ∗) = γL(T )+٢ که، می شود نتیجه قبل به بنا و γL(T ∗) ≤ γL(T )−٢ پس است. T ∗ درخت



مکانی کداحاطه گر برای کران هایی ۶٠
بنابراین،

γL(T
∗) = γL(T )− ٢

=
٢n+ ٣l − ٢

۵ − ٢
=

٢(n− ۵) + ٣l − ٢
۵

=
٢n(T ∗) + ٣l(T ∗)− ٢

۵ .

.T ∈ T پس می آید، بدست O٢ عملگر با T ∗ از T این صورت در .T ∗ ∈ T استقراء، فرض طبق
می شود. نتیجه ٣ . ٣ . ۴ لم از قضیه عکس طرف

٢ . ٢ . ۴ قضیه اثبات ۴ . ۴
کنید فرض همچنین باشد. پشتیبان رأس s و برگ l با n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنید فرض
B = {v /∈ D : دهید قرار باشد. مینیمم |L(T )∩D| به طوری که باشد مجموعه ‐γLt (T ) یک D

.V (T ) = D ∪B ∪ C این صورت در .C = {v /∈ D : |N(v) ∩D| ≥ ٢} و |N(v) ∩D| = ١}
باشد. T [D] مؤلفه های تعداد w و Q٢ = B − L(T ) ،Q١ = D − (L(T ) ∪ S(T )) کنید فرض
فرض می توانیم ،|L(T ) ∩D| مینیمالیتی به توجه با .D = (L(T ) ∩D) ∪ S ∪Q١ این صورت در
از یال هایی تعداد |[D,B ∪ C]| کنید فرض .|L(T ) ∩ B| = s و |L(T ) ∩D| = l − s که، کنیم
|[D,B ∪ C]| ≥ وضوح به باشد. B ∪ C در دیگر سر و D در آن ها سر یک که باشد T درخت
.|[D,B∪C]| = n−١−|E(T [D])|− |E(T [Q٢∪C])| همچنین و |B|+٢|C| = ٢n−٢|D|− |B|

می گیریم، نتیجه بنابراین
n− ١ − |E(T [D])| − |E(T [Q٢ ∪ C])| ≥ ٢n− ٢|D| − |B|.

T [Q٢∪C] ∼= |C|K١+ |Q٢|٢ K٢ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و |E(T [Q٢∪C])| ≥ |Q٢|٢ .١ ادعا
باشد. T [Q٢ ∪ C] در مستقل مجموعه یک C و

بنابراین .N(v)∩ (C ∪Q٢) ̸= ∅ می باشد، deg(v) ≥ ٢ ،v ∈ Q٢ هر برای چون .١ ادعای اثبات
|E(T [Q٢ ∪ C])| =

١
٢

∑
v∈Q٢∪C

degT [Q٢∪C](v)

≥ ١
٢

∑
v∈Q٢

degT [Q٢∪C](v)

≥ |Q٢|٢ .

این صورت در باشد، برقرار تساوی که کنید فرض
١
٢

∑
v∈Q٢∪C

degT [Q٢∪C](v) =
١
٢

∑
v∈Q٢

degT [Q٢∪C](v) =
|Q٢|٢ .



۶١ ٢ . ٢ . ۴ قضیه اثبات
degT [Q٢∪C](v) = ١ ،v ∈ Q٢ رأس هر برای و degT [Q٢∪C](v) = ٠ ،v ∈ C رأس هر برای بنابراین
در C همچنین و T [Q٢ ∪ C] ∼=

|Q٢|٢ K٢ + |C|K١ که، می گیریم نتیجه این صورت در می باشد.
است. واضح ادعا عکس طرف می باشد. مستقل مجموعه یک T [Q٢ ∪ C]

.T [D] ∼= |D|٢ K٢ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و |E(T [Q٢ ∪ C])| ≥ |D|٢ .٢ ادعا
از مؤلفه هر می باشد، ،T درخت برای کلی احاطه گر مجموعه یک D چون .٢ ادعای اثبات

که، می گیریم نتیجه پس w ≤ |D|٢ بنابراین می باشد. رأس دو حداقل دارای T [D]

|E(T [D])| = |D| − w ≥ |D| − |D|
٢ =

|D|
٢ .

٢ ١ ادعای از .T [D] ∼= |D|٢ K٢ اگر تنها و اگر است برقرار |E(T [D])| = |D|٢ تساوی به علاوه،
.n+١−|B| ≤ ٣|D|٢ − |Q٢|٢ بنابراین .٢n−٢|D|− |B| ≤ n−١− |D|٢ − |Q٢|٢ که، می گیریم نتیجه

که، گیریم می نتیجه ،|B| = |Q٢|+ |B ∩ L(T )| چون

n+ ١ − |Q٢|٢ − |B ∩ L(T )| = n+ ١ − |Q٢|٢ − S ≤ ٣|D|
٢ .

،u ∈ D ∩ (L(T ) ∪ S(T )) اگر است. Q٢ از رأس یک حداکثر مجاور D از رأس هر وضوح به
بنابراین .Q٢ ∩N(u) = ∅ که، می دهد نتیجه D مینیمالیتی

|Q٢| ≤ |D| − |L(T ) ∩D) ∪ S(T )| = |D| − L.

بنابراین، .n+ ١ + L٢ − S ≤ (٣٢ + ١٢)|D| که، می شود نتیجه بالا روابط از

γLt (T ) ≥
١
٢(n+

L

٢ − S + ١).

می شود. کامل قضیه از قسمت این اثبات لذا
قضیه اول قسمت اثبات از این صورت در .γLt (T ) = ١٢(n + L٢ − S + ١) که، کنید فرض حال

که، می گیریم نتیجه
.|E(T [Q٢ ∪ C])| ∼= |Q٢|٢ K٢ + |C|K١ •

است. T [Q٢ ∪ C] در مستقل مجموعه یک C •

.|N(v) ∩D| = ٢ ،v ∈ C رأس هر برای •
.T [D] ∼= |D|٢ K٢ و |Q٢| = |D| − L •

آن گاه ،|Q١| = |Q٢| = ٠ اگر .|Q١| = |Q٢| که می دهد نتیجه ،|Q١| = |D| − l رابطه ی
،T [D ∪ B] از C مؤلفه هر برای ،T [D] = |D|٢ K٢ و |Q٢| = ٠ چون .D ⊆ L(T ) ∪ S(T )

مجاور C ′ در رأس هر که حقیقت این همچنین .C ′ = P۴ یا C ′ = P٣ بنابراین .γLt (C ′) = ٢
اگر .|Q١| = |Q٢| ̸= ٠ کنید فرض حال .T ∈ ξ که می دهد نتیجه می باشد، D در رأس دو دقیقاً
احاطه گر مجموعه یک D∩V (Ti) وضوح به آن گاه باشند، T [D∪B] مؤلفه های Tw١ , · · · , T٢, T١



مکانی کداحاطه گر برای کران هایی ۶٢
بنابراین، می باشد. i = ١,٢, . . . , w١ برای Ti درخت از مکانی

١
٢(n+

L

٢ − S + ١) = |D| =

w١∑
i=١

|D ∩ V (Ti)|

≥
w١∑
i=١

γLt (Ti)

≥
w١∑
i=١

١
٢(|V (Ti) +

L(i)

٢ − S(Ti) + ١)

= (n− (w١ − ١)L٢ − S + w١)

= (n+
L

٢ − S + ١).

اگر .∑w١
i=١ γLt (Ti) =

∑w١
i=١

١
٢(|V (Ti) +

L(i)

٢ − S(Ti) + ١) ،i = ١,٢, . . . , w١ هر برای پس
که می گیریم نتیجه قبل مثل آن گاه ،V (Ti) ∩Q٢ = ∅ به طوری که باشد داشته وجود Ti مؤلفه
که می دهیم نشان .V (Ti) ∩ Q٢ ̸= ∅ ،Ti مؤلفه برای که کنیم فرض حال .Ti ∈ {P٣, P۴}
v ∈ V (Ti) کنید فرض است. ۴k مرتبه از مسیر یک Ti به طوری که دارد وجود k صحیح عدد
T [D] ∼= از این صورت در ،v ∈ D کنید فرض .{x, y, z} ⊆ N(v) دهید قرار .degTi

(v) ≥ ٣ و
تناقض یک که N(y)∩D = N(z)∩D = {v} بنابراین .{y, z} ⊆ B که می گیریم نتیجه ، |D|٢ K٢
،T [Q٢ ∪C] ∼= |Q٢|٢ K٢ + |C|K١ که این به توجه با می باشد. v ∈ B لذا و v /∈ D بنابراین است.
تناقض در v ∈ B با که |N(y) ∩D| ≥ ٢ این صورت در .{y, z} ⊆ D که کنیم فرض توانیم می
و |V (Ti)| ≥ ۵ ،V (Ti) ∩Q٢ ̸= ∅ چون است. مسیر یک Ti پس ،degTi

(v) ≤ ٢ بنابراین است.
Ti که می گیریم نتیجه ٢ . ٢ . ٩ قضیه از لذا و γLt (Ti) =

|V (Ti)|٢ این صورت در .l = s = ٢ بنابراین
نتیجه i = ١,٢, . . . , w١ برای بنابراین می باشد. k صحیح عدد یک برای ۴k مرتبه از مسیر یک
که می گیریم نتیجه می باشد. D رأس دو دقیقاً مجاور C رأس هر که این از .Ti ∈ ζ که می شود

است. واضح قضیه عکس اثبات .T ∈ ξ



۵ فصل
گراف ها در مکانی رومی احاطه گری

مقدمه ١ . ۵
از مرتب افراز یک (V٠, V١, V٢) و تابع یک f : V (G) −→ {٠, ١,٢} کنید فرض ،G گراف برای
یک .Vi = {v ∈ V (G)|f(v) = i} ، i = ٠, ١,٢ برای به طوری که باشد f توسط شده القا V (G)

V (G) مجموعه از (V٠, V١, V٢) مرتب افراز و f : V (G) −→ {٠, ١,٢} تابع بین یک به یک تناظر
f : V (G) −→ {٠, ١,٢} تابع .f = (V٠, V١, V٢) می نویسیم سادگی برای بنابراین، دارد. وجود
که v رأس یک حداقل با f(u) = ٠ که u رأس هر هرگاه می شود نامیده رومی١ احاطه گر تابع
با و است ∑v∈V (G) f(v) مقدار با برابر f رومی احاطه گر تابع یک وزن٢ باشد. مجاور ،f(v) = ٢
بین وزن کم ترین γR(G) ،G گراف رومی٣ احاطه گر عدد می شود. داده نشان w(f) یا f(V (G))

γR(G)‐تابع را f : V (G) −→ {٠, ١,٢} تابع یک است. G گراف در رومی احاطه گر توابع تمام
.γR(G) = ٢γ(G) هرگاه گویند رومی۴ گراف را G گراف .f(V (G)) = γR(G) هرگاه گویند،

تابع می دهیم. تعمیم مکانی رومی احاطه گری به را رومی احاطه گری مفهوم فصل، این در
هر برای هرگاه می شود نامیده مکانی۵ رومی احاطه گر تابع ،f = (V٠, V١, V٢) رومی احاطه گر
دو هر برای دیگر عبارت به یا باشد. فرد به منحصر N(u)∩V٢ مجموعه ی f(u) = ٠ که u رأس
مقدار با برابر f مکانی رومی احاطه گر تابع یک وزن .N(u)∩ V٢ ̸= N(v)∩ V٢ ،V٠ از v uو رأس

١Roman dominating function
٢Weight
٣Roman domination number

۴Roman graph
۵Locating Roman dominating function

۶٣



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ۶۴
مکانی۶ رومی احاطه گر عدد می شود. داده نشان w(f) یا f(V (G)) با و است ∑v∈V (G) f(v)

تابع یک است. G گراف در مکانی رومی احاطه گر توابع تمام بین وزن کم ترین γLR(G) ،G گراف
گراف را G گراف .f(V (G)) = γLR(G) هرگاه می نامیم، γLR(G)‐تابع را f : V (G) −→ {٠, ١,٢}

.γLR(G) = ٢γl(G) هرگاه گوییم، مکانی٧ رومی
بدون یا و کند پیدا افزایش می تواند مکانی رومی احاطه گر عدد شود حذف G گراف از e یال اگر
،E(G) از e یال هر برای و γLR(G) = ۴ آن گاه ،G = P۵ اگر مثال. به عنوان بماند. باقی تغییر
یک .γLR(G) = γLR(G− e) = ٣ ،e ∈ E(G) یال هر برای آن گاه ،G = P٣ اگر و γLR(G− e) = ۵
هر برای هرگاه گوییم بحرانی γLR‐یال فقط یا بحرانی٨ یال مکانی رومی احاطه گر را G گراف

.γLR(G) < γLR(G− e) ،e ∈ E(G)

احاطه گر تابع تعریف از ساده ای نتیجه بود، خواهد مفید بعدی نتایج اثبات برای که زیر لم
می باشد. مکانی رومی

این صورت، در باشد. γLR(G)‐تابع یک f = (v٠, v١, v٢) کنید فرض .١ . ١ . ۵ لم
است. G برای مکانی احاطه گر مجموعه یک V١ ∪ V٢ •

است. γL(G[V٠‐مجموعه ∪ V٢]) یک V٢ •

عدد مجموع با برابر ناهمبند گراف یک مکانی رومی احاطه گر عدد که دید می توان آسانی به
نظر در همبند را گراف ها فصل این در بنابراین می باشد. آن مؤلفه های مکانی رومی احاطه گر

می گیریم.
دوبخشی گراف های برای مکانی رومی احاطه گر عدد مسئله که می دهیم نشان ٢ . ۵ بخش در
مکانی رومی احاطه گر عدد برای بالا کران چند ما همچنین می باشد. NP مسئله یک وتری و
بخش در می کنیم. دسته بندی را می کنند صدق کران ها این در که گراف هایی و می دهیم ارائه
گراف هر مکانی احاطه گر وعدد رومی احاطه گر عدد با مکانی رومی احاطه گر عدد ارتباط ۴ . ۵

می کنیم. مشخص را بحرانی γLR‐یال گراف های همه ۵ . ۵ بخش می کنیم.در بررسی را

مکانی رومی احاطه گر عدد پیچیدگی ٢ . ۵
و دوبخشی گراف های برای مکانی رومی احاطه گری مسأله که می دهیم نشان بخش این در

بگیرید. نظر در را زیر تصمیم گیری مسأله است. NP‐کامل وتری
مکانی رومی احاطه گری مسأله

.k صحیح عدد و G = (V,E) گراف : نمونه
است؟ k حداکثر اندازه از مکانی رومی احاطه گر تابع دارای G آیا : سوال

که می کنیم استفاده زیر رومی احاطه گری مسأله از مسأله بودن NP‐کامل اثبات برای ما
۶Locating Roman domination number
٧Locating Roman graph

٨Locating Roman edge critica



۶۵ مکانی رومی احاطه گر عدد پیچیدگی

G

vi

xi١xi٢

xi٣

xi۴ xi۵

.٢ . ٢ . ۵ قضیه در H گراف ساختار :١ . ۵ شکل

است. NP‐کامل مسأله یک می دانیم
رومی احاطه گری مسأله

.k صحیح عدد و G = (V,E) گراف : نمونه
است؟ k حداکثر اندازه از رومی احاطه گر تابع دارای G آیا : سوال

بدست را زیر قضیه و کردند بررسی را رومی احاطه گر مسأله پیچیدگی [١۴٨] در چنگ و لیو
آوردند.

است. NP‐کامل وتری و دوبخشی گراف های برای رومی احاطه گر مسأله [١۴٨] .٢ . ١ . ۵ قضیه

است. NP‐کامل دوبخشی گراف های برای مکانی رومی احاطه گر مسأله .٢ . ٢ . ۵ قضیه
گراف است. V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با دوبخشی گرافی G کنید فرض برهان.
مسیر یک از xi۴ و xi٢ پشتیبان رئوس به G از vi رأس هر کردن وصل با G گراف از را H

.|V (H)| = ۶|V (G)| که کنید توجه ببینید. را ١ . ۵ شکل می آوریم. بدست P۵ : xi١xi٢xi٣xi۴xi۵
تابع یک به می توان xi۵ و xi٣, xi١ به صفر وزن و xi۴ و xi٢ به ٢ وزن دادن با را γR(G)‐تابع هر
‐γLR(H) یک f کنید فرض .γLR(H) ≤ γR(G)+۴n بنابراین داد. توسیع مکانی رومی احاطه گر
برای اگر .۴ ≤ f(xi١)+ f(xi٢)+ · · ·+ f(xi۵) ≤ ۵ ،i = ١,٢, . . . , n هر برای به وضوح باشد. تابع
این صورت در .f(vi) = ٠ که کنیم فرض می توانیم آن گاه ،f(xi١)+f(xi٢)+· · ·+f(xi۵) = ۵ ،i یک
ما بنابراین داد. تغییر ١ به را f(vi) و ٠ به را f(xi۵) و f(xi٣) ،f(xi١) ،٢ به را f(xi۴) و f(xi٢) می توان
.f(xi١)+f(xi٢)+f(xi٣)+f(xi۴)+f(xi۵) = ۴ ،i = ١,٢, . . . , n هر برای که کنیم فرض می توانیم
این صورت در f(xi٣) = ٠ و f(xi٢) = f(xi۴) = ٢ ،i = ١,٢, . . . , n هر برای که می گیریم نتیجه لذا
بنابراین می باشد. γLR(H)− ۴n وزن از G گراف برای رومی احاطه گر تابع یک f |V (G) به وضوح
بودن NP‐کامل از مکانی رومی احاطه گر مسأله بودن NP‐کامل پس .γLR(H) = γR(۴)+۴n

می شود. نتیجه رومی احاطه گر مسأله
است. NP‐کامل وتری گراف های برای مکانی رومی احاطه گر مسأله .٢ . ٣ . ۵ قضیه



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ۶۶

G

vi

xi١xi٢

xi٣

xi۴ xi۵

.٢ . ٣ . ۵ قضیه در H گراف ساختار :٢ . ۵ شکل

H گراف و باشد v(G) = {V١, . . . , Vn} رئوس مجموعه با وتری گراف یک G کنید فرض برهان.
P۵ = xi١xi٢xi٣xi۴xi۵ مسیر یک از xi٢, xi٣, xi۴ رئوس به G از vi رأس هر کردن وصل با G گراف از
که داد نشان می توان ٢ . ٢ . ۵ قضیه اثبات با مشابه ببینید. را ٢ . ۵ شکل می آید. بدست
گراف های در مکانی رومی احاطه گر مسأله بودن NP‐کامل بنابراین .γLR(H) = γR(G) + ۴n

می شود. نتیجه گراف ها این در مکانی رومی احاطه گر مسأله بودن NP‐کامل از وتری

مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٣ . ۵
آن گاه باشد، گراف یک G اگر .٣ . ١ . ۵ قضیه

γLR(G) = min{٢γL(G− S) + |S| : است مستقل مجموعه .{Sیک
است. ماکسیمم |V٢| که طوری به باشد، تابع ‐γLR(G) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض برهان.
با G از آمده دست به گراف G − V١ کنید فرض است. مستقل مجموعه یک V١ دراین صورت
γL(G‐مجموعه − V١) یک V٢ که می شود نتیجه ١ . ١ . ۵ لم از باشد. V١ رأس های همه حذف

بنابراین است.
γLR(G) = ٢|V٢|+ |V١| = ٢γL(G− V١) + |V١|

≥ min{٢γL(G− S) + |S| : است مستقل مجموعه .{Sیک
٢γL(G − S) + |S| که باشد، مستقل مجموعه یک S کنید فرض قضیه، عکس اثبات برای
تابع این صورت در باشد. γL(G‐مجموعه − S) یک S′ کنید فرض همچنین و است مینیمم

وبنابراین می باشد G برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک (V − (S ∩ S′), S, S′)

γLR(G) ≤ ٢|S′|+ |S| = min{٢γL(G− S) + |S| : است مستقل مجموعه .{Sیک



۶٧ مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی
آن گاه، باشد، n ≥ ٢ مرتبه از مکانی رومی احاطه گر گرافی G اگر .٣ . ١ . ۵ گزاره

γLR(G) ≥ ⌊٢ logn٢⌋,

است. دستیابی قابل فوق کران و
γLR(G)‐تابع ، ۴ . ۴ . ۵ گزاره طبق باشد. مکانی رومی احاطه گر گراف یک G کنید فرض برهان.
چون .N(v) ∩ V٢ ̸= ∅ ،v ∈ V٠ هر برای وضوح به .|V١| = ٠ که دارد وجود f = (V٠, V١, V٢)
u, v ∈ V٠ رأس دو هر برای همچنین و است ناتهی مجموعه زیر ٢|V٢| − ١ حداکثر دارای V٢

بنابراین .n− |V٢| = |V٠| ≤ ٢|V٢| − ١ که، می گیریم نتیجه N(u) ∩ V٢ ̸= N(v) ∩ V٢

n ≤ ٢|V٢| + |V٢| − ١ < ٢|V٢| + ٢|V٢| = ٢|V١+|٢.

، نتیجه در و |V٢| > logn٢ −١ پس
γLR(G) = ٢|V٢| ≥ ⌊٢ logn٢⌋.

است. دستیابی قابل کران لذا و γLR(G) = ۴ = ⌊٢ logn٢⌋ آن گاه ،G = P۴ اگر
آن گاه، باشد، ∆ ≥ ٢ درجه ماکسیمم با مکانی رومی احاطه گر گراف یک G اگر .٣ . ٢ . ۵ گزاره

γLR(G) ≥ ۴n
٣ +∆

.

است. دستیابی قابل کران این علاوه به
‐γLR(G) ،۴ . ۴ . ۵ گزاره به توجه با باشد. مکانی رومی احاطه گر گراف یک G کنید فرض برهان.
، ۴n
٣ +∆

≤ γLR(G) دادن نشان برای .V١ = ∅ که طوری به دارد وجود f = (V٠, V١, V٢) تابع،
های یال تعداد |[V٠, V٢]| کنید فرض می شماریم. را V٢ و V٠ مجموعه دو بین یال های تعداد
می باشد V٢ از رأس یک دقیقاً مجاور که V٠ از رئوسی مجموعه است. V٢ و V٠ مجموعه دو بین
می باشد V٢ از رأس دو حداقل مجاور که V٠ از رئوسی مجموعه همچنین می دهیم. نشان L با را
که حقیقت این .|T | = n− |V٢| − ١ این صورت در ،|L| = l کنید فرض می دهیم. نشان T با را

بنابراین، .l ≤ |V٢| می دهد نتیجه می باشد، مکانی احاطه گر مجموعه یک V٢

|[V٠, V٢]| ≥ |L|+ ٢|T |
= l + ٢(n− |V٢| − l)

= ٢n− ٢|V٢| − l

= ٢n− ٣|V٢|.

لذا، و ٢n− ٣|V٢| ≤ |V٢|∆ بنابراین .|[V٢, V٠]| ≤ |V٢|∆ طرفی از
γLR(G) = ٢|V٢| ≥

۴n
٣ +∆

.

.G = P۵ دهید قرار کران، بودن دستیابی قابل برای



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ۶٨
،G گراف هر برای .٣ . ٢ . ۵ قضیه

|γLR(G)− γLR(G)| ≤ ١.
|NG(x) ∩ ،x ∈ V٠ هر برای اگر است. γLR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض برهان.
مکانی رومی احاطه گر تابع یک f بنابراین .NG(x)∩V٢ ̸= ∅ ،x ∈ V٠ هر برای آن گاه ،V٢| ≤ |V٢|

،x, y ∈ V٠ رأس دو هر برای می باشد. G برای
NG(x) ∩ V٢ = V٢ −NG(x) ̸= V٢ −NG(y) = NG(y) ∩ V٢.

فرض حال .γLR(G) ≤ γLR(G) لذا می باشد، G گراف برای مکانی احاطه گر تابع یک f بنابراین
‐γLR(G) یک f چون .|NG(x)∩V٢| = |V٢| که طوری به باشد داشته وجود x, y ∈ V٠ رأس کنید
f |V (H) این صورت در .H = G − x دهید قرار است. خاصیت این با رأس تنها x است، تابع
و g(x) = ١ ضابطه ی با V (G) روی g تابع همچنین است. H برای مکانی احاطه گر تابع یک
γLR(G) ≤ بنابراین می باشد. G برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک g(u) = f(u) ،a ̸= x برای
قضیه اثبات لذا و γLR(G) ≤ γLR(G) + ١ که گرفت نتیجه می توان مشابه طریق به و γLR(G) + ١

است. کامل
می آید. به دست زیر نتیجه ٣ . ٢ . ۵ قضیه از استفاده با

،n ≥ ٢ مرتبه از G گراف هر برای .٣ . ١ . ۵ نتیجه
٢γLR(G)− ١ ≤ γLR(G) + γLR(G) ≤ ٢γLR(G) + ١.

دورها و مسیرها برای مکانی رومی احاطه گر عدد
زیر لم ابتدا در می آوریم. بدست را ها مسیر و دورها مکانی رومی احاطه گر عدد بخش این در

می کنیم. بیان را می باشد مفید بسیار اصلی قضیه اثبات برای که
مسیر از برگی به G از رأسی کردن وصل با G گراف از که باشد گرافی H کنید فرض .٣ . ١ . ۵ لم

.γLR(H) = γLR(G) + ۴ این صورت، در می آید، بدست P۵
کردن متصل با G ازگراف H کنید فرض همچنین u ∈ V (G) و گراف یک G کنید فرض برهان.
دادن با می توان را γLR(G)‐تابع هر باشد. آمده بدست P۵ : v١v٢v٣v۴v۵ مسیر از v۵ برگ به u
توسیع H از مکانی رومی احاطه گر تابع یک به v۵ و v٣ ،v١ به صفر وزن و v۴ ،v٢ به ٢ وزن
باشد. γLR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض حال .γLR(H) ⩽ γLR(G)+۴ این بنابر داد.
یک f |V (G) و f(v١) + f(v٢) + f(v٣) + f(v۴) ≥ ۴ این صورت در .f(v۵) = ٠ که کنید فرض
کنید فرض حال .γLR(G) ≤ γLR(H) − ۴ می باشد.بنابراین G برای مکانی رومی احاطه گر تابع
ضابطه با g تابع و f(v١) + f(v٢) + f(v٣) + f(v۴) + f(v۵) ≥ ۵ این صورت در .f(v۵) ̸= ٠
می باشد G برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک ،g(x) = f(x) ،x ̸= u رأس هر برای و g(u) = ١

.γLR(H) = γLR(G) + ۴ که می گیریم نتیجه بنابراین .γLR(G) ≤ γLR(H)− ۴ لذا و



۶٩ دیگر پارامترهای با مکانی رومی احاطه گر عدد ارتباط
آن گاه باشند، n ≥ ٣ مرتبه از مسیر و دور ترتیب به Cn و Pn اگر .٣ . ٣ . ۵ قضیه

γLR(Pn) = γLR(Cn) = ⌈۴n/۵⌉
γLR(Pn) = داد نشان می توان آسانی به n مرتبه روی استقرا و ٣ . ١ . ۵ لم از استفاده با برهان.
‐γLR(Pn) هر چون .γLR(Pn) = γLR(Cn) که دهیم نشان است کافی گزاره اثبات برای .⌈۴n/۵⌉
γLR(Cn) ≤ که می گیریم نتیجه می باشد، نیز Cn برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک تابع،
،Cn از uv یال هر برای اگر باشد. تابع ‐γLR(Cn) یک f که کنید فرض حال .γLR(Pn)

می کنیم فرض بنابراین .γLR(Cn) = n ≥ ⌈۴n
۵ ⌉ = γLR(Pn) آن گاه باشد، {f(u), f(v)} = {٠,٢}

احاطه گر تابع یک f این صورت در .{f(u), f(v)} ̸= {٠,٢} که طوری به دارد وجود uv یال که
نتیجه بنابراین .γLR(Cn) ≥ γLR(Pn) = ⌈۴n/۵⌉ لذا و می باشد Pn = Cn − uv برای مکانی رومی

.γLR(Cn) = γLR(Pn) = ⌈۴n/۵⌉ که می گیریم

دیگر پارامترهای با مکانی رومی احاطه گر عدد ارتباط ۴ . ۵
رومی احاطه گر عدد با را مکانی احاطه گر عدد و رومی احاطه گر عدد بین رابطه ما بخش این در

می کنیم. بررسی مکانی

رومی احاطه گر عدد با مکانی رومی احاطه گر عدد ارتباط
آن گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از همبند گراف یک G کنید فرض .١ . ۴ . ۵ گزاره

γR(G) ≤ γLR(G) ≤ ∆+ ١
٢ γR(G).

پایین کران می باشد، رومی احاطه گر تابع یک مکانی رومی احاطه گر تابع هر چون برهان.
باشد γR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض بالا کران اثبات برای است. برقرار همواره
١ وزن pn(v, V٠) رئوس از |pn (v, V٠)| − ١ به v ∈ V٢ رأس هر برای .V٢ ̸= ∅ که طوری به
بنابراین باشد. مي G برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک جدید تابع این صورت در می دهیم.

که، گيريم مي نتيجه
γLR (G) ≤ W (g) ≤ γR (G) + (∆− ١) |V٢|

≤ γR (G) + (∆− ١) γR (G)

٢
=

∆+ ١
٢ γR (G) .

n = γ(G)(١+∆(G)) مرتبه از رومی گراف يک G آنگاه ،γLR(G) = ∆+١٢ γR(G)اگر .١ . ۴ . ۵ قضیه
.diam(G) ≤ ٣ همچنين و باشد مي γLR(G) = n با



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ٧٠
طوري به باشد تابع −γR(G) يک f = (V٠, V١, Vو(٢ γLR(G) = ∆+١٢ γR(G) کنيد فرض برهان.
γR(G) + (∆ − ١)|V٢| = ∆+١٢ γR(G) که گيريم مي نتيجه ١ . ۴ . ۵ گزاره اثبات از .V٢ ̸= ∅ که
.n = |v١)|٢ + ∆(G) و |pn(v, V٠)| = ∆ ،v ∈ V٢ رأس هر براي همچنين و |V١| = ∅ لذا ،
همچنين و n = γ(G)(١ +∆(G)) لذا و |V٢| = γ(G) است.بنابراين رومي گراف يک G بنابراین
diam(G) ≥ ۴ کنيد فرض اکنون γLR(G) = ∆+١٢ γR(G) = n صورت اين در .γR(G) = ٢γ(G)

صورت دراين مي باشد. G گراف در قطري مسير يک از متوالی راس پنج x۴, x٣, x٢, x١, x٠ و
G از مکاني رومي احاطه گر تابع يک h = ({x٠, x٢, .x۴}, V (G)−{x۴, x٣, x٢, x١, x٠}, {x١, x٣})

. diam(G) ≤ ٣ بنابراين است. تناقض يک که باشد مي n− ١ وزن با
γLR(T ) =

∆+١٢ γR(T ) صورت اين باشد.در n ≥ ٢ مرتبه از درخت يک T کنيد :فرض .١ . ۴ . ۵ لم
باشد. ستاره يک T اگر تنها و اگر

قضیه طبق باشد. γLR(T ) = ∆+١٢ γR(T ) و n ≥ ٢ مرتبه از درخت يک T کنيد فرض برهان.
ستاره يک T صورت اين در ،diam(T ) = ٣ کنيد فرض . diam(T ) ≤ ٣ و γLR(T ) = n ،١ . ۴ . ۵
n = γLR(T ) = بنايراين .γR(T ) = ۴ b،آنگاه ≥ ٣ اگر .a ≥ b کنيد است.فرض Sa,b دوگانه
، a = ٢ .اگر b = ٢ بنابراين است. تناقض در b ≥ a با که b = n+٢٢ و a = n−٢٢ لذا و ∆+١٢ γR(T )

diam(T ) ≤ ٢ بنابراين است. تناقض يک ،که ۴ = γLR(T ) ̸=
∆+١٢ γR(T ) =

٩٢ لذا و T = P۴ آنگاه
است. واضح عکس است.طرف ستاره يک T لذا و

γL
R (T ) = γR (T ) با T درختان

مي کنيم. مشخص را γLR (T ) = γR (T ) با T درختان همه بخش اين در
يک f = (v٠, v١, vو(٢ وهمچنين باشد n > ٢ مرتبه از درخت يک T کنيد فرض .٢ . ۴ . ۵ لم
، γLR (T ) = γR (T ) اگر صورت اين در است. ماکسيمم |V٢| که طوري به باشد تابع ‐γLR (T )

گاه آن
.|V١| = ٠ (١)

ندارد. قوي پشتيبان راس (٢)
نيستند. مجاور T درخت از پشتيباني راس دو هيچ (٣)

.f (v) = ٢ اگر اگروتنها است پشتيبان v راس (۴)
پشتيبان مجاور رأس دو دقيقا داراي يا و پشتيبان رأس يک برگ، يک v (T ) در راس هر (۵)

مي باشد.
.γR (T − v) ≤ γR (T ) ،v ∈ V (T ) رأس هر براي (۶)

باشد تابع γLR(T ) يک f و γLR (T ) = γR (T ) ،n > ٢ مرتبه از درخت يک T کنيد فرض برهان.
است. ماکسيمم |V٢| که طوري به

.v ∈ V١ دهيد .قرار |V٠<|١ کنيد فرض .|V١| = ٠ که دهيم مي نشان خلف برهان کمک به .(١)



٧١ دیگر پارامترهای با مکانی رومی احاطه گر عدد ارتباط
|N(u) ∩ V٢| = ١ کنيد فرض .a ∈ N (v) دهيد قرار .N (v) ⊆ V٠ هست، ماکسيمم |V٢| چون
ي ضابطه با g : V →

{٠, ١,٢} تابع و pn (w, V٠) = {u} صورت اين در .N(u) ∩ V٢ = {w} و
رومي احاطه گر تابع يک g (x) = f(x)، x /∈ {w, u, x} اگر و g (v) = g(w) = ٠ ،g (u) = ٢
مي فرض بنابراين است. تناقض يک که باشد، مي γR(T ) − ١ کمتراز وزن با T درخت براي
pn (w, v٠) = {w٠} کنيد فرض .{y, w} ⊆ N(u) ∩ V٢ دهيد قرار .|N(u) ∩ V٢| ≥ ٢ که کنيم
g (v) =، g (u) = ٢ ضابطه ي با g : V −→

{٠, ١,٢} تابع صورت اين در .pn (y, v٠) = {y٠} و
يک g(x) = f(x) ،x /∈ {w, v, u, y, y٠, w٠} اگر و g (w٠) = g(y٠) = ١ ، g (w) = g (y) = ٠
است. تناقض يک که باشد، مي γR(T )− ١ از کمتر وزن با T درخت براي رومي احاطه گر تابع

است. ثابت حکم و باطل خلف فرض بنابراين
اگر باشند. آن از مجاور برگ دو x٢ و xو١ دارد وجود x قوي پشتيبان راس کنيد فرض .(٢)
و ٢ به x راس وزن تغيير با صورت اين در {x١, x٢} ⊆ V٢ ،(١) قسمت طبق گاه آن x ∈ V٠
دست به γR(T ) از کمتر وزن با T درخت براي رومي احاطه گر تابع يک صفر به x٢ و x١ رئوس
x٢ یا x١ رئوس از يکي حداقل صورت اين در f (x) = ٢ بنابراين است. تناقض يک که آيد، مي
راس داراي T درخت بنابراين است. تناقض يک ،(١) قسمت طبق که باشند، مي ١ وزن داراي

نيست. قوي پشتيبان
u مجاور برگ u١ کنيد فرض همچنين باشند. مجاور پشتيبان راس دو v و u کنيد فرض .(٣)
به و f(u) = ٠ و f(u١) = ٢ یا f(u١) = ٠ و f(u) = ٢ ،(١) قسمت باشد.طبق v مجاور برگ v١ و
g : V −→ تابع این صورت در .f (v١) = ٢ و f (v) = ٠ يا f (v١) = ٠ و f (v) = ٢ ترتيب همين
،x /∈ {u, v, u١, v١} براي و g (v١) = ١ ،g (u١) = g (v) = ٠ ،g (u) = ٢ ي ضابطه با {٠, ١,٢}
است، کمتر γR (T ) از g وزن اما است. درخت T براي رومي احاطه گر تابع يک g (x) = f (x)

نيستند. مجاور T از پشتيباني راس دو هيچ بنابراين است. تناقص يک اين که
منحصر برگ يک (٢) قسمت طبق .f(v) ̸= و٢ باشد پشتيبان راس يک v کنيد فرض .(۴)
دهيد قرار .f(w) = ٢ و f(v) = ٠ ،(١) قسمت طبق همچنين دارد. وجود v مجاور w فرد به
وزن با جديد رومي احاطه گر تابع ١ به w تغييروزن با گاه آن f (u)= ٢ اگر u ∈ N (v) − {w}

راس صورت اين در .f (u) = ٠ بنابراين است. تناقض يک که آيد مي دست به γR (T ) از کمتر
تغيير با گاه آن ،pn (u١, V٠) = {u} اگر . f (u١) = ٢ که طوري به دارد وجود u١ ∈ N (u)

γR (T ) از کمتر وزن با جديد رومي احاطه گر تابع يک ١ به u١ و صفر به w و u ،٢ به v وزن
قرار .pn (u١, V٠) ̸= {u} که مي کنيم فرض بنابراين است. تناقض يک که مي آيد دست به
قرار . | pn (u١, V٠) | = ١ ،i = ١,٢, . . . , k براي بوضوح .{u١, . . . , uk} ⊆ N(u) ∩ v٢ دهيد
و g(ui) = g(v) = ٠ ،g(u) = ٢ ي ضابطه با g تابع صورت اين در .pn(ui, v٠) = {u′

i} دهيد
تناقض يک که است. γR(T ) از کمتر وزن از T براي رومي احاطه گر تابع يک g(w) = g(u

′
i) = ١

که دهيم مي نشان .f(v) = ٢ کنيد فرض حال .f(v) = ٢ که گيريم مي نتيجه بنابراين است.
pn(v, V٠) = {x} دهيد قرار نباشد. پشتيبان راسي v کنيد فرض باشد. مي پشتيبان راس يک v
.f(u١) = ٢ که طوري به دارد وجود u١ ∈ N(u) رأس لذا و f(u) = ٠ بوضوح .u ∈ N(x)−{v} و



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ٧٢
احاطه گر تابع یک ١ به u١ و صفر به u و v ،٢ به x وزن تغيير با آن  گاه . pn(u١, V٠) = {u} اگر
بنابراین است. تناقض یک که می آید، دست به γR(T ) از کمتر وزن با T درخت برای رومی
برای بوضوح .{u١, . . . , uk} ⊆ N(u) ∩ V٢ دهید قرار .pn(u١, V٠) ̸= {u} که می کنیم فرض
در .pn(ui, V٠) = {u′

i} دهید قرار ،i = ١,٢, ..., k برای .|pn(ui, V٠)| = ١ داریم، i = ١,٢, ..., k
برای g(v) = g(u

′
i = ١) و g(x) = g(ui) = ٠ ،g(u) = ٢ ضابطه ی با V (T ) روی g تابع این صورت

است. تناقض یک که می باشد، γR(T ) از کمتر وزن با رومی احاطه گر تابع یک i = ١,٢, ..., k
است. پشتیبان رأس یک v بنابراین

مجاور v بنابراین .f(v) = ٠ ،(۴) قسمت طبق آن گاه نباشد، برگ یا و پشتیبان رأس v اگر .(۵)
پشتیبان رأس هر خصوصی همسایه چون دیگر طرف از می باشد. پشتیبان رأس یک حداقل
پشتیبان رأس دو حداقل مجاور دارای v که می گیریم نتیجه می باشد، خودش مجاور برگ
کنید فرض همچنین است. ،a٣ ،a٢ ،a١ پشتیبان رأس ٣ حداقل مجاور v کنید فرض می باشد.
،i = ١,٢,٣ برای ،۴ قسمت طبق می باشد. i = ١,٢,٣ برای ai پشتیبان رأس مجاور برگ a′i
،g(ai) = ٠ ،i = ١,٢,٣ برای و g(v) = ٢ ضابطه با g تابع این صورت در .f(a′i) = ٠ و f(ai) = ٢
با رومی احاطه گر تابع یک ،g(u) = f(u) ،u /∈ {v, ai, a′i : i = ١,٢,٣} برای و g(a′i) = ١ و
پشتیبان رأس دو دقیقاً مجاور v بنابراین می باشد. تناقض یک که است، γR(T ) از کمتر وزن

می باشد.
اگر باشد. تابع ‐γLR(T ) یک f و v ∈ V (T ) ،γLR(T ) = γR(T ) کنید فرض .(۶)
قرار .f(v) = ٢ می کنیم فرض بنابراین است. برقرار نتیجه وضوح به آن گاه ،f(v) ∈ {٠, ١}
،w /∈ u اگر و g(u) = ١ ضابطه با g : V (T − v) −→ {٠, ١,٢} تابع .pn(v, V٠) = {u} دهید

g(w) = f(w)

γR(T − v) ≤ w(g) = γR(T )− ١ بنابراین است. T − v گراف برای رومی احاطه گر تابع یک
است. برقرار نتیجه لذا و

منظور این برای می کنیم. بندی دسته را γLR(T ) = γR(T ) با T درخت های ما ادامه در
می کنیم. تعریف را زیر عملگر

γLR(Ti) = ،i = ١,٢ برای که طوری به باشند درخت دو T٢ و T١ کنید فرض .O عملگر
تابع ‐γLR(Ti) یک fi ،i = ١,٢ برای و y ∈ V (T٢) ،x ∈ V (T١) کنید فرض همچنین .γR(Ti)

از که است درختی T = T١OT٢ درخت این صورت در .f١(x) = f٢(y) = ٠ که طوری به باشد
می آید. بدست y به x کردن متصل با T٢ و T١

می شود، تعریف زیر صورت به AOB مجموعه B و A درختان از کلاس دو برای .١ . ۴ . ۵ تعریف
AOB = {T١OT٢ : T١ ∈ A, T٢ ∈ B}.

آن گاه ،γLR(Ti) = γR(Ti) ،i = ١,٢ برای اگر باشند. درخت دو T٢ و T١ کنید فرض : .٣ . ۴ . ۵ لم
.γLR(T١OT٢) = γR(T١OT٢)
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y ∈ V (T٢) به x ∈ V (T١) کردن وصل با T٢ و T١ درخت از T١OT٢ درخت کنید فرض برهان.
‐γLR(T١) یک f١ اگر .γLR(T١OT٢) = γR(T١OT٢) که دهیم نشان ابتدا باشد. آمده بدست
و a ∈ V (T١) برای g(a) = f١(a) ضابطه با g تابع آن گاه باشد، تابع ‐γLR(T٢) یک f٢ و تابع
می باشد. T = T١OT٢ درخت برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک a ∈ V (T٢) برای g(a) = f٢(a)
‐γLR(T١OT٢) یک h = (V٠, V١, V٢) کنید فرض اکنون .γLR(T١OT٢) ≤ γLR(T١)+γLR(T٢) بنابراین
مکانی رومی احاطه گر تابع دو h|V (T٢) و h|V (T١) آن گاه .{h(x), h(y)} ̸= {٠,٢} اگر باشد. تابع
γLR(T١) + γLR(T٢) ≤ h|V (T١) + h|V (T٢) = این صورت در می باشند. T٢ و T١ برای ترتیب به
بنابراین .γLR(T١OT٢) = γLR(T١) + γLR(T٢) که می گیریم نتیجه قبل به توجه با .γLR(T١OT٢)
و h(x) = ٢ کنید فرض کلیت دادن دست از بدون .{h(x), h(y)} = {٠,٢} که می کنیم فرض
ترتیب به رومی احاطه گر تابع دو h|V (T٢) و h|V (T١) آن گاه ،N(y) ∩ V٢ ̸= {x} اگر .h(y) = ٠
γLR(T١) + γLR(T٢) = γR(T١) + γR(T٢) ≤ این صورت در می باشد. T٢ و T١ درخت های برای
روی f١ تابع این صورت در .N(y)∩ V٢ = {x} که می کنیم فرض بنابراین .w(h) = γLR(T١OT٢)
رومی احاطه گر تابع یک f١(u) = h(u) ،u ∈ V (T١) − {x} اگر و f١(x) = ١ ضابطه با V (T١)
g(y) = ١ ضابطه ی با g١ تابع مشابه طریق به .γR(T١) ≤ w(f١) لذا و می باشد T١ درخت برای
پس می باشد، T٢ درخت برای رومی احاطه گر تابع یک g١(u) = h(u) ،u ∈ V (T٢) − y اگر و

این صورت، در .γR(T١) ≤ w(g١)

γLR(T١) + γLR(T٢) = γR(T١) + γR(T٢)
≤ w(f١) + w(gi)

= w(h) = γLR(T١OT٢).

نشان است کافی اثبات کردن کامل برای .γLR(T١OT٢) = γLR(T١) + γLR(T٢) همواره بنابراین
حال .γR(T١OT٢) ≤ γR(T١) + γR(T٢) بوضوح .γR(T١OT٢) = γR(T١) + γR(T٢) که دهیم
است. ماکسیمم |V٢| که طوری به باشد، تابع ‐γR(T١OT٢) یک h = (V٠, V١, V٢) کنید فرض
برای ترتیب به رومی احاطه گر تابع دو h|V (T٢) و h|V (T١) آن گاه ،{h(x), h(y)} ̸= {٠,٢} اگر
γR(T١OT٢) = و γR(T١) + γR(T٢) ≤ γR(T١OT٢) بنابراین می باشند. T٢ و T١ درخت های
دادن دست از بدون .{h(x), h(y)} ̸= {٠,٢} که می کنیم فرض بنابراین .γR(T١) + γR(T٢)
درخت برای رومی احاطه گر تابع یک h|V (T١) وضوح به .h(y) = ٠ و h(x) = ٢ کنید فرض کلیت

می باشد. T١
.γR(T٢) ≤ w(h|V (T٢)) .١ ادعا

درخت برای رومی احاطه گر تابع یک h|V (T٢) آن گاه ،N(y) ∩ V٢ ̸= {x} اگر .١ ادعای اثبات
چون .N(y) ∩ V٢ = {x} که می کنیم فرض بنابراین .γR(T٢) ≤ w(h|V (T٢)) لذا می باشد، T٢
مجاور رأس دو دقیقاً دارای y که می دهد نتیجه ٢ . ۴ . ۵ لم (۵) قسمت ،γLR(T٢) = γR(T )

چون باشد. y٢ به مجاور بگ y′٢ و y١ به مجاور برگ y′١ کنید فرض است. y٢ و y١ پشتیبان
h(y′١) = که کنیم فرض می توانیم ما همچنین و h(y١) = h(y٢) = ٠ پس ، N(y) ∩ V٢ = {x}
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(٣) ازقسمت .h(w١) = ٢ که طوری به دارد وجود w ∈ N(y١) رأس دراین صورت .h(y′٢) = ١
٢ . ۴ . ۵ لم (۵) قسمت از همچنین نیست. پشتیبان رأس یا برگ w١ که می شود نتیجه ٢ . ۴ . ۵ لم
z١ ∈ N(w) − {y١} کنید فرض می باشد. پشتیبان رأس دو دقیقاً مجاور w١ که می شود نتیجه
h(y١)+h(y′١)+h(w١)+h(z١)+h(z′١) ≥ وضوح به باشد. z١ مجاور برگ z′١ و باشد پشتیبان رأسی
و h١(w١) = h١(y′١) = h(z′١) = ٠ ،h١(y١) = h(z١) = ٢ ضابطه ی با T٢ روی h١ تابع .۴
h١ اگر .w(h١) ≤ w(h|V (T٢)) وضوح به می کنیم. تعریف را ، ،u /∈ {y١, y′١, z١, z′١, w} اگر
لذا و γR(T٢) ≤ w(h١) ≤ w(h|V (T٢)) آن گاه باشد، T٢ درخت برای رومی احاطه گر تابع یک
T٢ درخت برای رومی احاطه گر تابع یک h١ که می کنیم فرض بنابراین است. برقرار نتیجه
.N(u) ∩ V

h١٢ = ∅ و h١(u) = ٠ که طوری به دارد وجود u ∈ N(w١) رأس دراین صورت نباشد.
و h١(ui) = ٠ ،١ ≤ i ≤ k برای که طوری به باشند رأس هایی u١, u٢, · · · , uk کنید فرض
T٢ − {u١, u٢, · · · , uk} گراف برای رومی احاطه گر تابع یک h١ وضوح به .N(ui) ∩ V

h١٢ = ∅

است. ui شامل که باشد T٢ − uiw١ از مؤلفه ای T i کنید فرض ،i = ١,٢, · · · , k برای است.
حداکثر وزن از T i روی hti رومی احاطه گر تابع ،i = ١,٢, · · · , k هر برای که می دهیم نشان
از ،γR(T٢) ≤ w(h|V (T٢)) چون .i = ١ کنید فرض اثبات سادگی برای دارد. وجود w(h|V (T i))

است. u٢١ و u١١ پشتیبان مجاور دو دقیقاً دارای u١ که می گیریم نتیجه (۵) قسمت ٢ . ۴ . ۵ لم
h١(u١١) = h١(u٢١ ) = ٠ وضوح به باشد. u٢١ مجاور برگ u٢′

١ و u١١ مجاور برگ u١′١ کنید فرض
وجود v١ ∈ N(u١١) رأس این صورت در .h١(u١′١ ) = h١(u٢′

١ ) = ١ که کنیم فرض می توانیم و
نیست. پشتیبان رأس یا برگ v١ ٢ . ۴ . ۵ لم (٣) قسمت طبق .h١(v١) = ٢ که طوری به دارد
فرض می باشد. پشتیبان رأس دو دقیقاً مجاور v١ ٢ . ۴ . ۵ لم (۵) قسمت توجه با همچنین
وضوح به باشد. z١١ به مجاور برگ z١′١ و باشد پشتیبان رأس یک z١١ ∈ N(v١) − {u١١} کنید
ضابطه ی با T ١ روی تابعی h١١ کنید فرض .h١(u١١) + h١(u١′١ ) + h١(v١) + h١(z١١) + h(z١′١ ) ≥ ۴
h١١(u) = ،u /∈ {y١, y′١, z١, z′١, w} اگر و h١١(v١) = h١١(u١′١ = h١(z١′١ ) = ٠ ،h١١(u١١) = h١١(z١١) = ٢
نباشد، T ١ برای رومی احاطه گر تابع یک h١١ اگر .w(h١١) ≤ w(h|V (T ١)) وضوح، به باشد h١(u)
T ١ برای hu١ رومی احاطه گر تابع یک روند این متناهی تکرار از بعد می دهیم. ادامه را روند این
h∗(u) = hui(u) ضابطه ی با T٢ روی h∗ تابع اکنون می آوریم. بدست w(hu١) ≤ w(h|V (T ١)) با
می کنیم. تعریف را ،h∗(u) = h١(u) این صورت غیر در و i = ١,٢, · · · , k برای u ∈ V (Ti) اگر
ادعا بنابراین است. w(h∗) ≤ w(h|V (T٢)) با T٢ برای رومی احاطه گر تابع یک h∗ این صورت در

شود. می ثابت
که، می گیریم نتیجه حال

γR(T١) + γR(T٢) ≤ w(h|V (T١)) + w(h∗|V (T٢))

≤ w(h|V (T١)) + w(h|V (T٢))

= w(h) = γR(T١OT٢).

.γR(T١OT٢) = γR(T١) + γR(T٢) بنابراین
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.F٠ خانواده ی از مثالی :٣ . ۵ شکل

عدد و رومی احاطه گر عدد که است درخت هایی همه کردن مشخص ما هدف ادامه در
به را درختان از خانواده ای منظور این برای است. برابر هم با آن ها مکانی رومی احاطه گر

می کنیم. تعریف زیر صورت
هر بار یک دقیقاً تقسیم با cor(T ′) از T درخت که باشد T درختان از خانواده ای F٠ کنید فرض
خانواده ی از مثالی ٣ . ۵ شکل آید. دست به باشد، ٢ حداقل مرتبه از T ′ که طوری به ،T ′ یال
و Fk =

∪k−١
i=٠ FiOFk−١ دهید قرار .k ≥ ١ برای است. آمده بدست P٣ مسر از که می باشد F٠

.F =
∪∞

i=٠ Fi

.γLR(T ) = γR(T ) این صورت در باشد. n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض .٢ . ۴ . ۵ قضیه
.T ∈ F اگر وتنها اگر

.γLR(T ) = γR(T ) که می دهیم نشان T ∈ F درخت از n مرتبه روی استقرا از استفاده با برهان.
γLR(P۵) = که دید می توان آسانی به می باشد. F٠ خانوده در درخت کوچکترین P۵ درخت
T ′ ∈ F درخت هر برای حکم کنید فرض است. کافی استقرا پایه گام برای نتیجه این .γR(P۵)
کنید فرض باشد. n مرتبه از T ∈ F کنید فرض همچنین است. برقرار n′ < n مرتبه از
تابع باشد. x مجاور برگ x′ کنید فرض .x ∈ S(T ) پشتیان رأس هر برای .T ∈ F٠ که
برای مکانی احاطه گر تابع یک همچنین و رومی احاطه گر تابع یک h = (V − S(T ), ∅, S(T ))

یک f کنید فرض .γLR(T ) ≤ ٢|S(T )| و γR(T ) ≤ ٢|S(T )| بنابراین، می باشد. T درخت
.f(x) + f(x′) = ١ اگر .f(x) + f(x′) ≥ ١ ،x ∈ S(T ) هر برای وضوح به باشد. تابع ‐γR(T )

به توجه با .f(y) = ٢ که طوری به دارد وجود y ∈ N(x) رأس و f(x) = ٠ ،f(x′) = ١ آن گاه
یک y١ این صورت در .y١ ∈ N(y) − {x} دهید قرار .deg(y) = ٢ ،F٠ خانوده ساختن روش
این صورت در .f(y١) = ٢ کنیم فرض می توانیم آن گاه ،f(y١) ̸= ٠ اگر است. پشتیبان رأس
با  T درخت برای جدید رومی احاطه گر تابع یک یک، با x و صفر با y رأس های وزن تغییر با
برای که می گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض یک که می آید، بدست γR(T ) از کمتر وزن
بنابراین .γLR(T ) ≥ ٢|S| همچنین و γR(T ) ≥ ٢|S| لذا .f(x) + f(x′) ≥ ٢ ،x ∈ S(T ) هر
وجود T١, T٢ ∈ F درخت دو این صورت در .T /∈ F٠ کنید فرض حال .γLR(T ) = γR(T ) = ٢|S|
٣ . ۴ . ۵ لم از .γLR(Ti) = γR(Ti) ،i = ١,٢, برای استقرا فرض طبق .T = T١OT٢ که دارند
n مرتبه روی استقرا از قضیه عکس طرف اثبات برای .γLR(T ) = γR(T ) که می گیریم نتیجه
ازمرتبه T درخت کوچکترین که کنید توجه می کنیم. استفاده γLR(T ) = γR(T ) با T درخت از
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نتیجه این می باشد. F خانواده ی از عضوی که می باشد P۵ مسیر ،γLR(T ) = γR(T ) با n ≥ ٣
γLR(T

′) = γR(T
′) با n′ < n مرتبه از T ′ درخت هر کنید فرض است. کافی استقرا پایه گام برای

که طوری به باشد n مرتبه از درختی T کنید فرض باشد.همچنین F خانواده ی از عضوی
است. ماکسیمم |V٢| که باشد تابع ‐γLR(T ) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض .γLR(T ) = γR(T )

طوری به داشته وجود xy ∈ E(T ) یال کنید فرض .|V١| = ٠ ،٢ . ۴ . ۵ لم (١) قسمت طبق
y و x شامل به که باشند T − xy از مؤلفه دو Ty و Tx کنید فرض .f(x) = f(y) = ٠ که
Tx برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک و رومی احاطه گر تابع یک f |Tx این صورت در می باشد.
درخت برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک و رومی احاطه گر تابع یک f |Ty همچنین و است

.γLR(Tx) + γLR(Ty) ≤ w(f |(Tx)) + w(f |(Ty)) = γLR(T ) بنابراین می باشد. Ty

.γLR(T ) ≤ γLR(Tx) + γLR(Ty) که می گیریم نتیجه ،γLR(T ) ≤ γLR(Tx) + γLR(Ty) همواره چون
و γR(Tx) = w(f |(Tx)) مشابه طریق به .γLR(Ty) = w(f |(Ty)) ،γLR(Tx) = w(f |(Tx)) بنابراین
.γLR(Ty) = γR(Ty) و γLR(Tx) = γR(Tx) که می گیریم نتیجه بنابراین .γR(Ty) = w(f |(Ty))

وزن دارای x که می باشد تابع ‐γLR(Tx) یک f |Tx علاوه به .Tx, Ty ∈ F استقرا. فرض طبق
T درخت بنابراین است. صفر وزن داررای y که است تابع ‐γLR(Ty) یک f |Ty همچنین و صفر
،xy ∈ E(T ) یال هر برای کنید فرض حال .T ∈ F لذا و می آید بدست O عملگر با Ty و Tx از
دهید قرار .deg(w) = ٢ ،w ∈ V٠ − L(T ) هر برای که می دهیم نشان .{f(x), f(y)} = {٠,٢}
دو دقیقاً مجاور w ،٢ . ۴ . ۵ لم (۵) قسمت طبق .deg(w) ≥ ٣ کنید فرض .w ∈ V٠ − L(T )

قسمت طبق باشد. v مجاور برگ v′ و u مجاور برگ u′ کنید فرض است. v و u پشتیبان رأس
به .f(z) = ٢ این صورت در .z ∈ N(w)− {u, v} دهید قرار .f(u) = f(v) = ٢ ،٢ . ۴ . ۵ لم (۴)
.N(z′)∩V٢ = {z} و f(z′) که طوری به دارد وجود z′ ∈ N(z) رأس کنیم فرض می توانیم وضوح
،g(w) = ٢ ضابطه ی با V (T ) روی g تابع این صورت در .f(z′) = f(u′) = f(v′) = ٠ بنابراین
یک g(a) = f(a) این صورت غیر در و a ∈ {u′, v′, z′} اگر g(a) = ١ ،g(a) = ٠ ،a ∈ {u, v, z} اگر
هر برای بنابراین می باشد. تناقض یک که است، γR(T ) از کمتر وزن با رومی احاطه گر تابع
.T ∈ F٠ که می گیریم نتیجه ،F٠ خانواده ی ساختن به توجه با .deg(w) = ٢ ،w ∈ V٠ − L(T )

مکانی رومی احاطه گر عدد با مکانی احاطه گر عدد ارتباط
می کنیم. بررسی مکانی رومی احاطه گر عدد با را مکانی احاطه گری عدد رابطه ی بخش این در

می کنیم. شروع زیر مشاهده با را بخش این
است: برقرار زیر رابطه G گراف هر برای .١ . ۴ . ۵ ملاحظه

γL(G) ≤ γLR(G) ≤ ٢γL(G).

.G = Kn اگر تنها و اگر γLR(G) = γL(G) ،n مرتبه از G گراف هر برای .٢ . ۴ . ۵ گزاره
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که طوری به باشد، تابع ‐γLR(G) یک f = (V٠, V١, V٢) و γLR(G) = γL(G) کنید فرض برهان.
رابطه از است. G گراف برای مکانی احاطه گر کد یک V١ ∪ V٢ به وضوح است. ماکسیمم |V٢|

که، می گیریم نتیحه ،γLR(G) = γL(G)

|V١|+ ٢|V٢| = γLR(G) = γL(G) ≤ |V١|+ |V٢|.

انتخاب به توجه با .γL(G) = |V١| = |V | = n این صورت در .|V٠| = ٠ لذا و |V٢| = ٠ بنابراین
است. واضح عکس طرف .G = Kn پس باشد، داشته یال نمی تواند G ،f

یک G اگر تنها و اگر ،γLR(G) = γL(G) + ١ ،n ≥ ٢ مرتبه از G گراف هر برای .٣ . ۴ . ۵ گزاره
باشد. ستاره یک یا کامل گراف

که می دهیم نشان .γLR(G) = γL(G) + ١ و n ≥ ٢ مرتبه از گراف یک G کنید فرض برهان.
یک V١ ∪ V٢ وضوح به است. تابع ‐γLR(G) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض .γL(G) = n− ١

این صورت، در .γL(G) ≤ |V١|+ |V٢| لذا و است G برای مکانی احاطه گر مجموعه
،|V٢| = ١ اگر .|V٢| ≤ ١ بنابراین .γL(G) + |V٢| ≤ |V١| + ٢|V٢| = γLR(G) = γL(G) + ١
فرض بنابراین .γL(G) = n − ١ لذا و γLR(G) = n بنابراین .|V١| = n − ٢ و |V٠| = ١ آن گاه
فرض .γL(G) = n− ١ و γLR(G) = n لذا و |V١| = n ،|V٠| = ٠ این صورت در .|V٢| = ٠ می کنیم
یک abcd کنید فرض همچنین .diam(a, d) = ٣ ،a, d ∈ V (G) برای و diam(G) ≥ ٣ کنید
برای مکانی احاطه گر مجموعه یک V (G)−{a, d} این صورت در باشد. d و a أس دو بین مسیر
.diam(G) ≤ ٢ که می گیریم نتیجه است. تناقض یک که γL(G) ≤ n− ٢ بنابراین می باشد. G

کنید فرض حال است. برقرار نتیجه و است کامل گراف یک G آن گاه ،diam(G) = ١ اگر
آن گاه ،deg(b) = ٢ اگر باشد. G گراف در درجه بیشترین دارای b کنید فرض .diam(G) = ٢
رأس هر که می دهیم نشان .deg(b) ≥ ٣ می کنیم فرض بنابراین است. برقرار حکم و G = P٣
کنید فرض همچنین باشد. G گراف از قطری مسیر abc کنید فرض است. برگ یک N(b) از
احاطه گر مجموعه یک V (G)− {x, c} این صورت در .x ∈ N(a)− {b} دهید قرار .deg(a) ≥ ٢
مشابه، طریق به و deg(a) = ١ بنابراین . است تناقض یک که می باشد، G گراف برای مکانی
.deg(w) = ١ دارد، را c نقش همان w چون ،w ∈ N(b)−{a, c} هر برای همچنین .deg(c) = ١

است. واضح گزاره عکس طرف است. ستاره یک G بنابراین
.γLR(G) = ٢γL(G) هرگاه گوییم مکانی رومی احاطه گر گراف یک را G گراف .٢ . ۴ . ۵ تعریف

می کنیم. مشخص را مکانی رومی احاطه گر گراف های ما ادامه در
مستقل مجموعه زیر هر برای اگر تنها و اگر است، مکانی رومی احاطه گر G گراف .٣ . ۴ . ۵ قضیه

.γL(G) ≤ γL(G− S) +
|S|
٢ رئوس، از S

زیر هر برای ،٣ . ١ . ۵ قضیه طبق باشد. مکانی رومی احاطه گر گراف یک G کنید فرض برهان.
فرض قضیه، عکس اثبات برای .γL(G) ≤ γL(G − S) +

|S|
٢ رئوس، از S مستقل مجموعه
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برای بنابراین .γL(G) ≤ γL(G − S) +

|S|
٢ رئوس از S مستقل مجموعه زیر هر برای کنید

٣ . ١ . ۵ قضیه طبق لذا و ٢γL(G) ≤ ٢γL(G − S) + |S| رئوس، از S مستقل مجموعه زیر هر
بنابراین .γLR(G) = ٢γL(G) لذا ،γLR(G) ≤ ٢γL(G) همواره اینکه به توجه با .٢γL(G) ≤ γLR(G)

است. مکانی رومی احاطه گر گراف یک G
تابع f تابع ‐γLR(G) اگر تنها و اگر است، مکانی رومی احاطه گر گرافی ،G گراف .۴ . ۴ . ۵ گزاره

.|V١| = ٠ که طوری به باشد داشته وجود
در باشد. مجموعه ‐γL(G) یک S و مکانی رومی احاطه گر گراف یک G کنید فرض برهان.
چون است. G گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک f = (V (G) − S, ∅, S) این صورت
اثبات برای است. |V١| = ٠ با تابع ‐γLR(G) یک f پس ،w(f) = ٢|S| = ٢γL(G) = γLR(G)

این صورت در .|V١| = ٠ که باشد تابع ‐γLR(G) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض گزاره عکس
نتیجه است، G برای مکانی احاطه گر مجموعه یک V٢ چون دیگر طرف از .γLR(G) = ٢|V٢|
γLR(G) = ٢γL(G) که می گیریم نتیجه ١ . ۴ . ۵ ملاحظه از .γL(G) ≤ |V٢| =

γLR(G)

٢ که می گیریم
است. مکانی رومی احاطه گر گراف یک G لذا و

بحرانی یال مکانی رومی احاطه گر گراف های ۵ . ۵
است. پارامتر آن بودن بحرانی گراف، پارامترهای از زیادی تعداد برای اساسی سؤالات از یکی
می کند، پیدا کاهش یا افزایش یال، یا رأس افزودن یا حذف با گراف از پارامتر یک که مسأله این
می نامند. بحرانی را مفهوم این است. شده بررسی گراف پارامترهای از زیادی تعداد برای
کلی، احاطه گری احاطه گری، مثل احاطه گری به وابسته پارامترهای از بسیاری بودن بحرانی
زمینه در بیشتر مطالعه برای است. شده بررسی کلی مکانی احاطه گری روی، احاطه گری
در شود. رجوع [١١٠ ،١٠٢ ،١٠١ ،٩٩ ،٩٧ ،١۶۶ ،۶٠ ،٣٨] مراجع به پارامترها بودن بحرانی

می کنیم. بررسی مکانی رومی احاطه گر عدد برای را مفهوم این ما بخش این
همه ادامه در و می کنیم بیان را بحرانی γLR‐یال گراف های خواص از برخی ابتدا بخش این در

می کنیم. مشخص را بحرانی γLR‐یال گراف های
،G گراف در e = xy یال هر برای .١ . ۵ . ۵ لم

γLR(G− e) ≤ γLR(G) + ١.
یا V٢ ∩ {x, y} = ∅ اگر باشد. γLR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢) و e = xy کنید فرض برهان.
حکم لذا و است G − e گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک f آن گاه ،{x, y} ⊆ V٢ ∪ V١
ضابطه ی با g تابع این صورت در .y ∈ V٠ و x ∈ V٢ که می کنیم فرض بنابراین است. برقرار
و است G − e گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک g(u) = f(u) ،u ̸= y اگر و g(y) = ١

.γLR(G− e) ≤ γLR(G) + ١ لذا



٧٩ بحرانی یال مکانی رومی احاطه گر گراف های
،G بحرانی γLR‐یال گراف از e یال هر برای .١ . ۵ . ۵ نتیجه
γLR(G− e) = γLR(G) + ١.

همچنین و باشد n ≥ ٣ مرتبه از بحرانی γLR‐یال همبند گراف یک G کنید فرض .٢ . ۵ . ۵ لم
هستند: برقرار زیر موارد این صورت در باشد. دلخواه γLR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢)

.|V١| = ٠ و هستند مستقل مجموعه های V٢ و V٠ (a

است. ضعیف پشتیبان رأس هر (b

.|ePn(v, V٢)| = ١ ،f(v) = ٢ با v رأس هر برای (c

.f(v) = ٢ اگر تنها و اگر است پشتیبان v رأس (d

رومی احاطه گر تابع یک f آن گاه باشد، داشته وجود G[V٠] یا G[V٢] در e یال اگر (a برهان.
تناقض یک که ،γLR(G − e) ≤ γLR(G) بنابراین می باشد. نیز G − e گراف برای مکانی
G از v رأس کنید فرض حال می باشند. مستقل مجموعه هایی V٠ و V٢ بنابراین است.
رومی احاطه گر تابع یک f این صورت در .x ∈ N(v) و f(v) = ١ به طوری که دارد وجود
تناقض یک که ،γLR(G − xy) ≤ w(f) = γLR(G) لذا و است G − xv گراف برای مکانی

.|V١| = ٠ بنابراین است.
طبق باشند. v مجاور برگ دو u,w و باشد قوی پشتیبان رأس یک v که کنید فرض (b

با که ،{u,w} ⊆ V٠ ،(a) قسمت طبق ان گاه ،v ∈ V٢ اگر .v ∈ V٠ ∪ V٢ ،(a) قسمت
طبق این صورت در .v ∈ V٠ کنید فرض حال است. تناقض در f بودن γLR(G)‐تابع

G−uv گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک f تابع لذا و {u,w} ⊆ V٢ ،(a) قسمت
پشتیبان رأس یک v پس است. تناقض یک که ،γLR(G−uv) ≤ γLR(G) بنابراین می باشد.

است. ضعیف
.|pn(v, V٢)| ≤ ١ که می گیریم نتیجه است، γLR(G)‐تابع یک f چون .v ∈ V٢ کنید فرض (c

،|pn(v, V٢)| = ٠ اگر .f(u) = ٠ که می دهد نتیجه (a) قسمت .u ∈ N(v) کنید فرض
یک f تابع این صورت در .u ∈ N(w) ∩N(u) به طوری که دارد وجود w ∈ V٢ رأس آن گاه
که ،γLR(G− uw) ≤ γLR(G) لذا و می باشد G− uw گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع

.|pn(v, V٢)| = ١ بنابراین است. تناقض یک
.w ∈ N(v)−{u} دهید قرار باشد. آن مجاور برگ u و پشتیبان رأس یک v که کنید فرض (d

در .f(u) = f(w) = ٢ و f(v) = ٠ که می شود نتیجه (a) قسمت از آن گاه ،f(v) ̸= ٢ اگر
γLR(G−wv) ≤ لذا و است G−wv گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک f این صورت
کنید فرض حال .f(v) = ٢ که می گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض یک که ،γLR(G)

دهید قرار .|pn(v, V٢)| = ١ ،(c) قسمت طبق .f(v) = ٢ ،v ∈ V (G) رأس برای



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ٨٠
،w ∈ N(u)− {v} و .deg(u) > ١ اگر .deg(u) = ١ که می دهیم نشان .pn(v, V٢) = {u}

احاطه گر تابع یک f این صورت در .f(w) = ٢ که می شود نتیجه (a) قسمت از آن گاه
است. تناقض یک که ،γLR(G−uw) ≤ γLR(G) لذا و است G−uw گراف برای مکانی رومی

است. پشتیبان رأس یک v لذا و deg(u) = ١ بنابراین

درخت یک T این صورت در باشد. n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض .١ . ۵ . ۵ قضیه
.γLR(T ) = ٢n+ ٢

٣ اگر تنها و اگر است. بحرانی γLR‐یال

که می دهیم نشان .γLR(T ) =
٢n+ ٢

٣ و باشد n ≥ ٣ مرتبه از درختی T کنید فرض برهان.
اگر .deg(u) ≥ deg(v) و e = uv ∈ E(T ) کنید فرض است. بحرانی γLR‐یال درخت یک T

،٢ . ٢ . ۶ قضیه طبق لذا و می باشد رأس دو حداقل دارای T − v درخت آن گاه ،deg(v) = ١
بنابراین .γLR(T − v) ≥ ٢(n− ١) + ٢

٣
γLR(T − e) = γLR(T − v) + ١

≥ ٢(n− ١) + ٢
٣ + ١

=
٢n+ ٣

٣ .

که می گیریم نتیجه می باشد، صحیح عدد یک γLR(T − e) چون
γLR(T − e) ≥ ٢n+ ۵

٣ = γLR(T ) + ١
کنید فرض .deg(v) ≥ ٢ کنید فرض حال .γLR(T − e) = γLR(T ) + ١ ،١ . ۵ . ۵ لم طبق لذا و
γLR(T − e) = این صورت در باشند. v و u شامل به ترتیب T − e از همبندی مؤلفه دو T٢ و T١

که، می گیریم نتیجه ،٢ . ١ . ۶ قضیه از بنابراین .γLR(T١) + γLR(T٢)

γLR(T − e) = γLR(T١) + γLR(T٢) ≥
٢|V (T١)|+ ٢

٢ +
٢|V (T٢)|+ ٢

٢
=

٢n+ ۴
٣ .

که می گیریم نتیجه .٢|٣n+ ٢ و است صحیح عدد یک γLR(T − e) چون
γLR(T − e) ≥ ٢n+ ۵

٣ = γLR(T ) + ١
است. بحرانی γLR‐یال درخت یک T بنابراین .γLR(T − e) = γLR(T ) + ١ ،١ . ۵ . ۵ لم طبق لذا و
f و n ≥ ٣ مرتبه از بحرانی γLR‐یال درخت یک T کنید فرض قضیه عکس طرف اثبات برای
،٢ . ۵ . ۵ لم (c) قسمت از .B = V٠−A و A =

∪
v∈V٢

pn(v, V٢) دهید قرار باشد. γLR(T‐تابع ) یک
اگر .w ∈ B کنید فرض .|B| = |V٢| − ١ که می دهیم نشان .|A| = |V٢| که می شود نتیجه



٨١ بحرانی یال مکانی رومی احاطه گر گراف های
گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک f آن گاه ،{u, v, r} ⊆ N(w)∩V٢ و |N(w)∩V٢| ≥ ٣
رأس هر برای بنابراین است. تناقض یک که ،γLR(T − uw) ≤ γLR(T ) بنابراین است. T − uw

مجموعه و V٢ رئوس مجموعه با |V٢| مرتبه از گرافی T ∗ کنید فرض .|N(w)∩V٢| = ٢ ،w ∈ B

وجود ،w ∈ B رأس اگر تنها و اگر .uv ∈ E(T ∗) ،u, v ∈ V٢ برای به طوری که E(T ∗) یال های
یک T چون .|E(T ∗)| = |B| این صورت در .NT (u) ∩ NT (v) = {w} به طوری که باشد داشته

پس است، درخت یک نیز T ∗ که می شود نتیجه T ∗ ساخت روش از است، درخت
|B| = |E(T ∗)| = |V (T ∗)| − ١ = |V٢| − ١.

بنابراین
n = |V٠|+ |V٢| = |A|+ |B|+ |V٢| = ٣|V٢| − ١.

.γLR(T ) = ٢|V٢| =
٢n+ ٢

٣ لذا و
می آید. بدست زیر نتیجه ،٢ . ٣ . ۶ و ١ . ۵ . ۵ قضیه های از استفاده با

معادلند: زیر شرایط ،T درخت هر برای .٢ . ۵ . ۵ نتیجه
است. بحرانی γLR‐یال درخت یک T .١

.γLR(T ) = ٢n+ ٢
٣ .٢

.T ∈ T٠ .٣
درخت های مکانی رومی احاطه گر عدد برای دستیابی قابل پایین کران یک ما ادامه در

می دهیم. ارائه بحرانی γLR‐یال

آن گاه باشد، یال m با n مرتبه از بحرانی γLR‐یال همبند گراف یک G اگر .١ . ۵ . ۵ گزاره
γLR(G) =

۴n− ٢m
٣

.G ∈ T٠ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
همچنین و باشد یال m با n مرتبه از بحرانی γLR‐یال همبند گراف یک G کنید فرض برهان.

و A = {v ∈ V٠ | |N(v) ∩ V٢| = ١} دهید قرار باشد. γLR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢)
مستقل مجموعه دو V٢ و V٠ ،١ . ۵ . ۵ لم از (a) قسمت طبق .B = {v ∈ V٠ | |N(v) ∩ V٢| ≥ ٢}
طبق ،u ∈ V٢ هر برای طرفی از .m = E(G) = |E(G[V٢ ∪ V٠])| بنابراین .|V١| = ٠ و هستند
و deg(x) ≥ ٢ ،x ∈ B هر برای همچنین .|E(G[V٢ ∪A])| = |V٢| = |A| ،١ . ۵ . ۵ لم (c) قسمت

بنابراین .|E(G[V٢ ∪B])| ≥ ٢|B| لذا
m = |E(G[V٢ ∪ V٠])|



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ٨٢
= |E(G[V٢ ∪A])|+ |E(G[V٢ ∪B])|

≥ |A|+ ٢|B|

= |A|+ ٢(|V٠| − |A|)

= ٢|V٠| − |A|

= ٢|V٠| − |V٢|
= ٢(n− |V٢|)− |V٢|
= ٢n− ٣|V٢|

= ٢n−
٣γLR(G)

٢ .

.γLR(G) ≥ ۴n− ٢m
٣ لذا

یک G چون .deg(x) = ٢ ،x ∈ B هر برای اگر فقط و اگر است برقرار γLR(G) ≥ ۴n− ٢m
٣ رابطه

مجموعه هایی V٢ و V٠ که می شود نتیجه ١ . ۵ . ۵ لم (a) قسمت از است، بحرانی γLR‐یال گراف
لذا و m = n− ١ بنابراین است. درخت یک G که می گیریم نتیجه لذا و می باشند مستقل

γLR(G) =
۴n− ٢m

٣ =
٢n+ ٢

٣ ,

.G ∈ T٠ که می گیریم نتیجه ،٢ . ۵ . ۵ نتیجه از

بحرانی γL‐یال
Rگراف های

ابتدا منظور این برای می کنیم. مشخص را بحرانی γLR‐یال گراف های همه بخش این در
می کنیم. تعریف زیر به صورت را گراف ها از خانواده ای

n ≥ ٣ مرتبه از G = (X,Y,E) همبند دوبخشی گراف های همه از خانواده ای G کنید فرض
w

′ ∈ Y رأس ،X ′ ⊆ N(w) ناتهی زیرمجموعه ی هر و w ∈ Y رأس هر برای به طوری که باشد،
.N(w

′
) = X

′ به طوری که باشد داشته وجود
است. شده داده نشان G خانواده ی از مثالی ۴ . ۵ شکل در

.G خانواده ی از مثالی :۴ . ۵ شکل



٨٣ بحرانی یال مکانی رومی احاطه گر گراف های
آن گاه ،G ∈ G اگر .٣ . ۵ . ۵ لم

γLR(G) = ٢|X|.

x مجاور منحصربه فرد برگ y ∈ Y و x ∈ X همچنین و G = (X,Y,E) ∈ G کنید فرض برهان.
می کنیم انتخاب طوری γLR(G)‐تابع ها همه بین را f = (V٠, V١, V٢) γLR(G)‐تابع تابع باشد.

.f(x) = ٢ که می دهیم نشان باشد. وزن بیشترین دارای x رأس که
تغییر و ٠ مقدار با y برگ وزن تغییر با .f(y) = ١ آن گاه ،f(x) = ١ اگر .f(x) ̸= ٢ کنید فرض
است. تناقض در f انتخاب با که می آید بدست جدید γLR(G)‐تابع یک ٢ مقدار با x رأس وزن
اگر .f(y) = ١ یا f(y) = ٢ این صورت در .f(x) = ٠ کنید فرض حال .f(x) ̸= ١ بنابراین
یک ٢ مقدار با x برگ وزن تغییر و ٠ مقدار با y برگ وزن تغییر با قبل مثل آن گاه ،f(y) = ٢
.f(y) = ١ بنابراین است. تناقض در f تابع انتخاب با که می آید بدست جدیدی γLR(G)‐تابع

‐γLR(G) یک f چون ،f(u) = ٢ به طوری که دارد وجود u ∈ N(x) ،u ̸= y رأس این صورت در
٠ مقدار با u رأس وزن تغییر با آن گاه S = {x} اگر .S = N(u) ∩ V٠ دهید قرار است. تابع
تناقض در f انتخاب با که می آید بدست جدید γLR(G)‐تابع ،٢ مقدار با x رأس وزن تغییر و
منحصر برگ v اگر .S = {x,w} دهید قرار .|S| = ٢ کنید فرض .|S| ≥ ٢ بنابراین است.
v و y ،u رئوس وزن تغییر با این صورت در .f(v) = ١ به وضوح آن گاه باشد، w مجاور به فرد
با که می آید بدست جدید γLR(G)‐تابع یک ٢ مقدار با w و x رئوس وزن تغییر و ٠ مقدار با
هر برای G ساختار به توجه با این صورت در .|S| ≥ ٣ بنابراین است. تناقض در f انتخاب
کنید فرض .N(y

′
) = S

′ به طوری که دارد وجود y
′ ∈ Y منحصربه فرد رأس ،S′ ⊆ S مجموعه

دارد وجود S
′ ⊆ S ناتهی زیرمجموعه به طوری که باشد y′ ∈ Y رأس های همه از مجموعه ای y

′

وزن دارای s از رأس هر چون همچنین و |y′ | = ٢|s|−١ این صورت در .N(y
′
) = S

′ به طوری که
وزن تغییر و ٢ مقدار با s از رأس هر وزن تغییر با حال .f(y′

) ≥ ١ ،y′ ∈ Y
′ هر برای است، ٠

این صورت در می آید. بدست T برای f∗ مکانی رومی احاطه گر تابع یک ٠ مقدار با y′ از رأس هر
w(f∗) = w(f)−

∑
y′∈Y ′

+٢|s|

≤ w(f)− |y′ |+ ٢|s|
= w(f)− ٢|s| + ٢|s|+ ١
< w(f)،

طرفی از .γLR(G) = w(f) ≥ ٢|X| لذا f(x) = ٢ ،x ∈ X هر برای بنابراین است. تناقض یک که
γLR(G) = w(h) = پس است، G گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک h = (Y,∅, X) تابع

.γLR(G) = ٢|X| که می گیریم نتیجه بنابراین .٢|X|

تنها و اگر است. بحرانی γLR‐یال گراف یک G = (V,E) غیربدیهی همبند گراف .٢ . ۵ . ۵ قضیه
.G ∈ G. اگر



گراف ها در مکانی رومی احاطه گری ٨۴
حذف را ،v ∈ Y و u ∈ X که e = uv دلخواه یال G = (X,Y,E) ∈ G که کنید فرض برهان.
تابعی f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض γLR(G‐تابع ها،

′
) همه بین .G′

= G − e دهید قرار کنید.
به مشابه روش یک با .z ∈ Y −N(u) دهید قرار می دهد. را وزن بیشترین a رأس به که باشد
.f(x) = ٢ ،X در x ̸= u رأس هر برای و f(z) = ٠ که داد نشان می توان ٣ . ۵ . ۵ لم اثبات روش

می گیریم. نظر در را زیر حالت های
باشد. آویزان یالی e حالت١:

رأس آن گاه .f(u) = ٠ اگر .f(u) ̸= ٢ کنید فرض خلف برهان با .f(u) = ٢ که می دهیم نشان
یک f این که از .S = NG(y) ∩ V٠ دهید قرار .f(y) = ٢ به طوری که دارد وجود y ∈ NG(u)

در .S = {u} که می شود نتیجه ،f(z) = ٠ ،z ∈ Y −N(u) رأس هر برای و است γLR(G‐تابع
′
)

بدست جدید γLR(G‐تابع
′
) یک ٢ مقدار با u وزن تغییر و ٠ مقدار با y وزن تغییر با این صورت

رأس هر برای اگر .f(u) = ١ که می کنیم فرض بنابراین است. تناقض در f انتخاب با که می آید
است. تناقض یک که نیست، رومی احاطه گر تابع یک f آن گاه ،f(y) = ٠ ،y ∈ N(u) − {v}

با این صورت در .f(y) ≥ ١ به طوری که دارد وجود y ∈ N(u) − {v} رأس یک حداقل بنابراین
مکانی رومی احاطه گر تابع f یک ٢ مقدار با u رأس وزن تغییر و ٠ مقدار با y رأس وزن تغییر
لذا و f(u) = ٢ بنابراین است. تناقض در f انتخاب با که می آید بدست f وزن حداکثر وزن با

بنابراین .γLR(G− v) = w(f) ≥ ٢|X|

γLR(G− e) = γLR(G− v) + ١ ≥ ٢|X|+ ١.

.γLR(G− e) = γLR(G) + ١ که می گیریم نتیجه ،١ . ۵ . ۵ نتیجه و ٣ . ۵ . ۵ لم از
نباشد. آویزان یال یک e حالت٢:

.N(w) = N(v)− {u} و w ∈ Y کنید فرض .f(u) = ٢ که داد نشان می توان قبل حالت مشابه
در .f(v) ̸= ٠ یا f(w) ̸= ٠ که می شود نتیجه است، γLR(G‐تابع − e) یک f این که به توجه با

این صورت

γLR(G− e) = w(f) ≥
∑
x∈X

f(x) + f(v) + f(w) ≥ ٢|X|+ ١.

یک G بنابراین .γLR(G − e) = γLR(G) + ١ که می شود نتیجه ٣ . ۵ . ۵ لم و ١ . ۵ . ۵ نتیجه از
همچنین و باشد بحرانی γLR‐یال گراف یک G کنید فرض حال است. بحرانی γLR‐یال گراف
دوبخشی گراف یک G ،٢ . ۵ . ۵ لم طبق این صورت در باشد. γLR(G)‐تابع یک f = (V٠, V١, V٢)
نشان است کافی قضیه عکس طرف اثبات برای حال می باشد. Y = V٠ و X = V٢ دوبخش با
v ∈ V٠ منحصربه فرد رأس ،S ⊆ N(u) ناتهی زیرمجموعه هر و u ∈ V٠ رأس هر برای که دهیم
و N(u) = {V١, V٢, . . . , Vk} ،u ∈ V٠ کنید فرض .N(v) ∩ V٢ = S به طوری که دارد وجود
با منحصربه فرد رأس یک u است، γLR(G)‐تابع یک f چون آن گاه |S| = k اگر .S ⊆ N(u)

به طوری که v ∈ V٠ رأس کنید فرض همچنین .|S| = k − ١ کنید فرض حال است. N(u) = S



٨۵ بحرانی یال مکانی رومی احاطه گر گراف های
و S ⊆ S

′ به طوری که S′ ⊆ V٢ کنید فرض ندارد. وجود ،N(u) ∩ V٢ = S

|S′ | = min{|R| : S ⊆ R & ∃ w ∈ V٠ s.t N(w) = R}.

در .N(y) ∩ V٢ = S
′ ،y ∈ V٠ رأس برای همچنین و ١ ≤ i ≤ k برای vi ∈ S

′ − S کنید فرض
γLR(G− yvi) ≤ لذا و می باشد G− yvi گراف برای مکانی رومی احاطه گر تابع یک f این صورت
ناتهی زیرمجموعه هر برای و u ∈ V٠ رأس هر برای بنابراین است. تناقض یک که ،γLR(G)

.G ∈ G لذا و N(v) = S به طوری که دارد وجود v ∈ V٠ رأس .S ⊆ N(u)

گرافی G از مؤلفه هر اگر تنها و اگر است، بحرانی γLR‐یال ،G ناهمبند گراف که کنید توجه
است. برقرار زیر نتیجه بنابراین باشد. بحرانی γLR‐یال

G اگر تنها و اگر است بحرانی γLR‐یال گرافی G = (V,E) ناتهی گراف یک .٣ . ۵ . ۵ نتیجه
باشد. G خانواده از گراف هایی و مستقل مجموعه های از اجتماعی





۶ فصل
رومی احاطه گر عدد برای کران هایی

درخت ها در مکانی

مقدمه ١ . ۶
اساس بر درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای پایین و بالا کران های فصل این در
درختانی تمام سپس می دهیم. ارائه درخت یک برگ های تعداد و پشتیبان رئوس تعداد مرتبه،
در در ابتدا منظور، این برای کنیم. می مشخص را می کنند صدق کران ها این تساوی در که
سپس خواهیم. ارائه درخت ها مکانی رومی احاطه گر عدد برای را خود کران های ٢ . ۶ بخش

می پردازیم. خود نتایج اثبات به ۴ . ۶ و ٣ . ۶ بخش های در

اصلی نتایج ٢ . ۶
آوردند. به دست مکانی احاطه گر کدهای برای را زیر پایین کران [٣۴] در همکاران و بیلیدیا

،n ≥ ٢ مرتبه از T درخت هر برای [٣۴] .٢ . ١ . ۶ قضیه
γℓ(T ) ≥ ⌈n+ ١

٣ ⌉.

٨٧



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٨٨

Ti

φ١ عملگر

.φ١ عملگر :١ . ۶ شکل

صورت به درخت ها مکانی رومی احاطه گر عدد برای ٢ . ١ . ۶ قضیه مشابه پایین کران یک ما
را می کنند صدق شده ارائه کران تساوی در که درخت هایی همه سپس می دهیم. ارائه زیر
Tr درخت های از خانواده ای ،r ≥ ٠ صحیح عدد هر برای منظور این برای می کنیم. مشخص

می شود: ساخته زیر به صورت
(k ≥ ١) T = Tk, . . . , T٢, T١ دنباله از که باشد T درختان از خانواده ای T٠ کنید فرض •
از Ti+١ درخت ،١ ≤ i ≤ k − ١ هر برای و T١ = P۵ به طوری که آید به دست درخت ها از

می آید. به دست زیر عملگر بازگشتی به صورت Ti درخت
کنید. متصل P٣ مسیر از برگی به را Ti درخت از پشتیبان رأس یک :φ١ عملگر

است. شده داده نشان ١ . ۶ شکل در φ١ عملگر
از را T درخت بتوان که باشد T درخت های از خانواده ای Tr کنید فرض ،r ≥ ١ برای •

آورد. به دست T٠ از پشتیبان رأس r حداکثر به برگ r افزودن با T٠ ∈ T٠ درخت

آن گاه باشد، پشتیبان رأس s و برگ ℓ با درخت یک T اگر .٢ . ٢ . ۶ قضیه
γLR(T ) ≥

٢n+ (ℓ− s) + ٢
٣ .

و باشد پشتیبان رأس s و برگ ℓ دارای و n ≥ ٢ مرتبه از درختی T کنید فرض .٢ . ٣ . ۶ قضیه
،k ≥ ٠ صحیح عدد برای یا T = K٢ اگر تنها و اگر γLR(T ) = ٢n+ (ℓ− s) + ٢

٣ این صورت در
.T ∈ Tk

می دهیم. ارائه درخت یک مکانی رومی احاطه گر عدد برای را زیر بالای کران ۴ . ۶ بخش در ما

در باشد پشتیبان رآس s و برگ ℓ با n ≥ ٢ مرتبه از درختی T کنید فرض .۴ . ٢ . ۶ قضیه
این صورت

γLR(T ) ≤
۴n+ ℓ+ s

۵ .



٨٩ پایین کران 
زیر شرایط هرگاه می نامیم. ویژه١ رأس را T درخت از ٢ حداقل درجه از w رأس .٢ . ١ . ۶ تعریف

باشند. برقرار
.Pn(w, V٠) ̸= ∅ آن گاه ،f(w) = ٢ ،f = (V٠, V١, V٢) γLR(T‐تابع،

′
) برای اگر (١)

.N(w) ∩ V٢ = ∅ آن گاه ،f(w) = ١ ،f = (V٠, V١, V٢) γLR(T‐تابع،
′
) برای اگر (٢)

قضیه در شده ارائه کران تساوی که است درخت هایی همه کردن مشخص ما هدف ادامه در
تعریف زیر به صورت را درخت ها از خانواده ا ی منظور این برای است. برقرار آن ها برای ،٢ . ٢ . ۶

می کنیم:
دنباله ی از توان می را T درخت که باشد T درختان از خانواده ای T کنید فرض

١ ≤ i ≤ برای و T١ = P۴ به طوری که آورد به دست درخت ها از T١, T٢, . . . , Tk = T (k ≥ ١)
می آید. به دست Ti از بازگشتی به صورت Ti+١ درخت ،k − ١

کردن اضافه با Ti از Ti+١ این صورت در است. Ti از پشتیبانی رأس w کنید فرض :O١ عملگر
می آید. به دست w به برگ یک

کردن وصل با Ti از Ti+١ این صورت در باشد. Ti درخت از برگ یک w کنید فرض :O٢ عملگر
می آید. به دست P۵ مسیر از برگی به w

وصل با Ti از Ti+١ این صورت در باشد. Ti درخت از ویژه ای رأس w کنید فرض :O٣ عملگر
می آید. به دست P٢ مسیر از برگی به w کردن

باشد. γLR(Ti − w) ≥ γLR(Ti) و باشد دو حداقل درجه با Ti از رأسی w کنید فرض :O۴ عملگر
می آید. به دست P۵ مسیر مرکز به w کردن وصل با Ti از Ti+١ این صورت در

ببینید. را O۴ و O٣ ،O٢ ،O١ عملگرهای می توانید ٢ . ۶ شکل در
در باشد. پشتیبان رأس s و برگ ℓ با n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنید فرض .۵ . ٢ . ۶ قضیه

.T ∈ T یا T = k١,n−١ اگر تنها و اگر γLR(T ) = ۴n+ ℓ+ s

۵ این صورت

پایین کران  ٣ . ۶
می کنیم. شروع زیر لم با را بخش این

f = (V٠, V١, V٢) اگر باشد. پشتیبان رأس s و برگ ℓ با درخت یک T کنید فرض .٣ . ١ . ۶ لم
.|V١| ≥ ℓ− s آن گاه باشد، γLR(T‐تابع ) یک

|L(x) ∩ V١| ≥ ℓx − ١ به وضوح این صورت در باشد. پشتیبان رأس یک x کنید فرض برهان.
بنابراین،

|V١| ≥
∑
x∈S

(ℓx − ١) = ∑
x∈S

ℓx −
∑
x∈S

١ = ℓ− s.

١Special Vertex



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٩٠

Ti Ti

Ti Ti

w
w

w w

O١ عملگ ر O٢ عملگر

O٣ عملگر O۴ عملگر

.O۴ و O٣ ،O٢ ،O١ عملگرهای :٢ . ۶ شکل

٢ . ٢ . ۶ قضیه اثبات
کنید فرض هم چنین است. γLR(T‐تابع ) یک f و n مرتبه از درخت یک T کنید فرض
|V (Ti)| = n دهید قرار ،i = ١,٢, . . . , k برای باشند. T [V٠ ∪ V٢] از مؤلفه هایی Tk, . . . , T٢, T١
Ti برای مکانی احاطه گر مجموعه یک Di ،i = ١,٢, . . . , k برای به وضوح .Di = V٢ ∩ V (Ti) و
.|Di| ≥ γL(Ti) ≥

ni + ١
٣ ،i = ١,٢, . . . , k برای ،٢ . ١ . ۶ قضیه طبق .γL(Ti) ≤ |Di| لذا و است

بنابراین،
|V٢| =

k∑
i=١

|Di| ≥
k∑

i=١
γL(Ti) ≥

n− |V١|+ k

٣ .

که، می گیریم نتیجه بنابراین .|V١| = ℓ− s ،٣ . ١ . ۶ لم طبق دیگر طرف از
γLR(T ) = |V١|+ ٢|V٢|

≥ |V١|+
٢(n− |V١|+ k)

٣
=

٢n+ |V١|+ ٢k
٣

≥ ٢n+ (ℓ− s) + ٢
٣ .

.γLR(T ) ≥ ٢n+ ٢
٣ ،n ≥ ٢ مرتبه از T درخت هر برای .٣ . ١ . ۶ نتیجه

دارد. بخش این در بعدی نتایج اثبات برای اساسی نقش زیر لم



٩١ پایین کران 
این صورت در .γLR(T ) = ٢n+ ٢

٣ و n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض .٣ . ٢ . ۶ لم
.|V١| = ٠ ،f = (V٠, V١, V٢) γLR(T‐تابع ) هر برای (١)

نیست. قوی پشتیبان رأس دارای T (٢)
و deg(xd−٢) = deg(xd−١) = ٢ آن گاه باشد، T از قطری مسیر یک P : x٠x١ . . . xd اگر (٣)

است. پشتیبان رأس یک xd−٣

آن گاه ،T ′
= T − {xd, xd−١, xd−٢} و باشد T از قطری مسیر یک P : x٠x١ . . . xd اگر (۴)

γLR(T
′
) =

٢|V (T
′
)|+ ٢

٣ .

قرار .|V١| > ٠ به طوری که باشد γLR(T‐تابع ) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض (١) برهان.
داریم ،٣ . ١ . ۶ نتیجه طبق آن گاه باشد، برگ v اگر .v ∈ V١ دهید

٢n
٣ ≤ γLR(T − v) ≤ w(f)− ١ =

٢n− ١
٣ ,

مؤلفه های ،(k ≥ ٢) Tk, . . . , T٢, T١ کنید فرض نیست. برگ v بنابراین است. تناقض یک که
تابع یک f |V (Ti) ،i = ١,٢, . . . , k برای .|V (Ti)| = ni ،i = ١,٢, . . . , k برای و باشند T − {v}

داریم: ،٣ . ١ . ۶ نتیجه طبق است. مکانی رومی احاطه گر
٢n+ ٢

٣ ≤
k∑

i=١
٢ni + ٢

٣
≤

k∑
i=١

γLR(Ti)

≤ w(f)− ١
=

٢n− ١
٣ ,

.|V١| = ٠ بنابراین است. تناقض یک که
نیست. قوی پشتیبان رأس دارای T که می شود نتیجه (١) قسمت و ٣ . ١ . ۶ لم از (٢)

‐γLR(T ) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض .deg(xd−١) = ٢ که می شود نتیجه (٢) قسمت از (٣)
f(u) = ٠ ،u برگ هر برای که کنیم فرض می توانیم (٢) و (١) قسمت به توجه با باشد. تابع
رأس یک xd−٢ اگر .deg(xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض .f(v) = ٢ ،v پشتیبان رأس هر برای و
به دست جدید γLR(T‐تابع ) یک ،١ با xd−١ و xd رأس های وزن تغییر با آن گاه باشد، پشتیبان
این صورت در نیست. پشتیبان رأس xd−٢ بنابراین است. تناقض در (١) قسمت با که می آید
با آن گاه ،deg(xd−٢) ≥ ۴ اگر است. دو درجه از پشتیبانی رأس N(xd−٢)− {xd−٣} از رأس هر
در (١) قسمت با که می آید به دست جدید γLR(T‐تابع ) یک ،١ با xd−١ و xd رأس های وزن تغییر
.f(xd−٢) = ٠ که می کنیم مشاهده .deg(xd−٢) = ٣ که می کنیم فرض بنابراین است. تناقض



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٩٢
،٣ . ١ . ۶ نتیجه طبق است. xd−٣ شامل که باشد T − xd−٢xd−٣ از مؤلفه ای T

′ کنید فرض
است، T ′ درخت برای روی مکانی احاطه گر تابع یک f |V (T

′
) چون .γLR(T ′

) ≥ ٢(n− ۵) + ٢
که٣ می گیریم نتیجه

٢(n− ۵) + ٢
٣ ≤ γLR(T

′
)

≤ w(f |V (T ′ ))

= γLR(T )− ۴
=

٢n+ ٢
٣ − ۴,

نتیجه (١) قسمت از است، f(xd−١) = ٢ چون .deg(xd−٢) = ٢ بنابراین است. تناقض یک که
حال نیست. پشتیبان رأسی xd−٣ کنید فرض .f(xd−٣) = ٢ لذا و f(xd−٢) = ٠ که می گیریم
با غیراین صورت در زیرا ،f(xd−۴) = ٠ کرد فرض می توان به وضوح .deg(xd−٣) = ٢ کنید فرض
در (١) قسمت با که می آید به دست جدید γLR(T‐تابع ) یک ١ با xd−١ و xd رأس های وزن تغییر
رأس xd−۴ بنابراین .N(xd−۴)∩V٢ = {xd−٣} که می گیریم نتیجه مشابه طریق به است. تناقض
T − xd−۴ از مؤلفه هایی Tℓ, . . . , T١, T٠ کنید فرض نیست. پشتیبان رأس دو مجاور یا پشتیبان
روی احاطه گر تابع یک f |V (Ti) ،i = ١,٢, . . . , L برای به وضوح است. xd−٣ شامل T٠ که باشند

،٣ . ١ . ۶ نتیجه طبق هم چنین و است Ti برای مکانی
w(f |V (Ti)) ≥ γLR(Ti) ≥

٢|V (Ti)|+ ٢
٣ .

بنابراین،
٢n− ٨

٣ ≤ ٢(n− ۵) + ٢ℓ
٣ =

ℓ∑
i=١

٢|V (Ti)|+ ٢
٣

≤
∑

γLR(Ti) ≤
ℓ∑

i=١
w(f |V (Ti))

= w(f)− ۴ =
٢n+ ٢

٣ − ۴
=

٢n− ١٠
٣ ،

باشد T درخت از برگی a١ رأس کنید فرض .deg(xd−٣) ≥ ٣ بنابراین است. تناقض یک که
به وضوح نکند. قطع را P مسیر xd−٣ به a از مسیر کوتاه ترین و مینیمم d(xd−٣, a١) که
.b١ ∈ N(a١) ∩ N(xd−٣) دهید قرار .d(xd−٣, a١) = ٢ کنید فرض .d(xd−٣, a١) ∈ {٢,٣}
b١ و a١ وزن تغییر با لذا و f(b١) = ٢ بنابراین .deg(b١) = ٢ ،(٢) قسمت طبق این صورت در
هر لذا .d(xd−٣, a) = ٣ بنابراین است. تناقض یک که می آید، به دست γLR(T‐تابع ) یک ١ به
می باشد. دو درجه با پشتیبان رأس یک مجاور و دو درجه دارای N(xd−٣) − {xd−۴} از رأس
این صورت در .N(xd−٣) − {xd−۴, xd−٢} = {c١, . . . , ck} و k = deg(xd−٣) − ٢ کنید فرض



٩٣ پایین کران 
کنید فرض .deg(bi) = ٢ که می باشد bi پشتیبان رأس یک مجاور ci ،i = ١,٢, . . . , k برای
و f(bi) = ٢ ،i = ١,٢, . . . , k برای این صورت در باشد. bi مجاور برگ ai ،i = ١,٢, . . . , k برای
با غیراین صورت در زیرا ،f(xd−۴) = ٠ کنیم فرض می توانیم ما هم چنین .f(ai) = f(ci) = ٠
است. تناقض یک که می آید، به دست جدیدی γLR(T‐تابع ) ،١ با xd−١ و xd رئوس وزن تغییر
مجاور یا و پشتیبان رأس xd−۴ بنابراین .N(xd−۴) ∩ V٢ = {xd−٣} دلیل، به همین هم چنین
T٠ که باشند T − xd−۴ از مؤلفه هایی Tk, . . . , T١, T٠ کنید فرض نیست. پشتیبان رأس یک
طبق است. Ti درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک f |V (Ti) به وضوح است. xd−٣ شامل

داریم: i = ١,٢, . . . , ℓ برای ،٣ . ١ . ۶ نتیجه
w(f |V (Ti)) ≥ γLR(Ti) ≥

٢|V (Ti) + ٢
٣ .

بنابراین
٢n− ۶k − ٨

٣ ≤ ٢
٣ +

٢
٣(n− ٣k − ۵)

≤ ٢
٣ +

٢
٣

ℓ∑
i=١

|V (Ti)

≤
∑ ٢|V (Ti) + ٢

٣
≤

ℓ∑
i=١

w(f |V (Ti))

= w(f)− ٢(k + ١)− ٢
=

٢n+ ٢
٣ − ٢k − ۴

=
٢n− ۶k − ١٠

٣ ,

است. پشتیبان رأسی xd−٣ بنابراین است. تناقض یک که
فرض است. پشتیبان رأس یک xd−٣ و .deg(xd−١) = deg(xd−٢) = ٢ ،(٣) قسمت طبق (۴)
f(xd−١) = و f(xd) = f(xd−٢) = ٠ ،|V١| = ٠ که دادیم نشان است. γLR(T‐تابع ) یک f کنید
،٣ . ١ . ۶ نتیجه طبق است. T ′ درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک f |T ′ بنابراین .٢

داریم:
٢|V (T

′
) + ٢|

٣ ≤ γLR(T
′
) ≤ w(f |T ′ )

= γLR(T )− ٢
=

٢n+ ٢
٣ − ٢

=
٢|V (T

′
)|+ ٢

٣ ,

.γLR(T ′
) =

٢|V (T
′
)|+ ٢

٣ بنابراین



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٩۴
٢ . ٣ . ۶ قضیه اثبات

باشد. پشتیبان رأس s و برگ ℓ با T ̸= k٢ کنید فرض
.T ∈ T٠ اگر تنها و اگر γLR(T ) = ٢n+ ٢

٣ .١ ادعا
.T ∈ T٠ که می دهیم نشان n مرتبه روی استقراء با γLR(T ) = ٢n+ ٢

٣ کنید فرض .١ ادعا اثبات
نتیجه این .P۵ ∈ T٠ و می کند صدق γLR(T ) =

٢n+ ٢
٣ در که است درختی کوچک ترین P۵ مسیر

۵ < n
′
< n مرتبه از T ′ درخت هر که کنید فرض اکنون است. کافی استقراء پایه گام برای

مسیر یک P : x٠x١ . . . xd کنید فرض است. T٠ خانواده ی از عضوی γLR(T
′
) =

٢n′
+ ٢

٣ و
xd−٣ و deg(xd−١) = deg(xd−٢) = ٢ ،٣ . ٢ . ۶ لم از (٣) قسمت طبق است. T درخت از قطری
،٣ . ٢ . ۶ لم (۴) قسمت طبق T١ = T − {xd, xd−١, xd−٢} دهید قرار است. پشتیبان رأس یک
لذا و است آمده به دست φ١ عملگر با T١ از T بنابراین .T١ ∈ T٠ پس γLR(T١) =

٢|V (T١)|+ ٢
٣

Ti+١ و γLR(Ti) =
٢|V (T١)|+ ٢

٣ اگر که دهیم نشان است کافی ادعا عکس اثبات برای .T ∈ T٠
با این صورت در .γLR(Ti+١) =

٢|V (Ti+١)|+ ٢
٣ آن گاه باشد. آمده به دست φ١ عملگر با Ti از

فرض می آید. به دست نتیجه T ∈ T٠ ساختن برای شده استفاده عملگرهای تعداد از استفاده
به v ∈ V (Ti) پشتیبان رأس کردن متصل با Ti از Ti+١ و γLR(Ti+١) =

٢|V (Ti+١)|+ ٢
٣ کنید

است. آمده به دست P : xyz مسیر از x برگ
فرض می توانیم ،٣ . ٢ . ۶ لم از (٢) و (١) قسمت های طبق باشد. γLR(T‐تابع ) یک f کنید فرض
،g(x) = g(z) = ٠ ضابطه ی با g : V (Ti+١) −→ {٠, ١,٢} تابع این صورت در .f(v) = ٢ که کنیم
Ti+١ درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک g(u) = f(u) ،u ∈ V (Ti) برای و g(y) = ٢

داریم ،٣ . ١ . ۶ نتیجه از حال است.
٢|V (Ti+١)|+ ٢

٣ ≤ γLR(Ti+١) ≤ w(g)

= γLR(T ) + ٢
=

٢|V (Ti)|+ ٢
٣ + ٢

=
٢|V (Ti+١)|+ ٢

٣ .

.γLR(Ti+١) =
٢|V (Ti+١)|+ ٢

٣ بنابراین
وجود اگر تنها و اگر γLR(T ) =

٢n+ (ℓ− s) + ٢
٣ این صورت در .ℓ ̸= s کنید فرض .٢ ادعا

.T ∈ Tk به طوری که k ≥ ١ باشد داشته
.ℓ ̸= s و γLR(T ) =

٢n+ (ℓ− s) + ٢
٣ که کنید فرض .٢ ادعای اثبات

رأس هر برای ،٣ . ١ . ۶ لم طبق باشد. γLR(T‐تابع ) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض هم چنین
درختی T

′ کنید فرض هستند. ١ وزن دارای مجاورش برگ های از ℓx − ١ حداقل ،x پشتیبان
آمده به دست f(u) = ١ با ،x پشتیبان رآس هر از u برگ ℓx − ١ حذف با T درخت از که باشد



٩۵ بالا کران
لذا و است T ′ درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک f |T ′ این صورت در است.
γLR(T

′
) ≤ γLR(T )− (ℓ− s) =

٢(n+ (ℓ− s) + ٢)
٣ =

٢|V (T
′
)|+ ٢

٣ .

و T
′ ∈ T٠ که می شود نتیجه ،١ ادعای از حال .γLR(T ′

) =
٢|V (T

′
)|+ ٢

٣ ،٣ . ١ . ۶ نتیجه طبق
.T ∈ Tk ،k ≥ ١ یک برای کنید فرض ادعا عکس قسمت اثبات برای .k = ℓ− s که T ∈ Tk لذا
به دست T ′ از پشتیبان رأس k حداکثر به برگ k کردن اضافه با T ′ ∈ T٠ درخت یک از T بنابراین
است. γLR(T‐تابع ) یک f ′ کنید فرض .γLR(T ′

) =
٢|V (T

′
)|+ ٢

٣ ،١ ادعای طبق است. آمده
تعمیم V (T )− V (T

′
) از رأس هر به ١ وزن دادن با مکانی روی احاطه گر تابع یک به را f

′ تابع
بنابراین می دهیم.

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ℓ− s =

٢|V (T
′
)|+ ٢

٣ + ℓ− s

=
٢(|V (T

′
)|+ ℓ− s) + ℓ− s+ ٢

٣
=

٢|V (T
′ |+ (ℓ− s) + ٢

٣ .

.γLR(T ) = ٢n+ (ℓ− s) + ٢
٣ که می دهد نتیجه ،٢ . ٢ . ۶ قضیه این صورت در

می شود. نتیجه ٢ و ١ ادعای از قضیه اثبات

بالا کران ۴ . ۶
می کنیم. شروع زیر لم دو با را بخش این

به T ′ از برگ یک کردن متصل با T ′ درخت از T درخت و باشد درخت یک T ′ اگر .١ . ۴ . ۶ لم
.γLR(T ) = γLR(T

′
) + ۴ آن گاه باشد، آمده به دست P۵ از برگی

P۵ = abcde مسیر از a برگ به T ′ از v برگ کردن متصل با T ′ درخت از T کنید فرض برهان.
تابع آن گاه باشد، γLR(T‐تابع

′
) یک f = (V٠, V١, V٢) اگر است. آمده به دست

g = (V٠ ∪ {a, c, e}, V١, V٢ ∪ {b, d})

.γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ۴ بنابراین است. درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

آن گاه ،a /∈ V٢ اگر باشد. γLR(T‐تابع ) یک h = (V٠, V١, V٢) کنید فرض
h(a) + h(b) + h(c) + h(d) + h(e) = ۴,

γLR(T
′
) ≤ γLR(T ) − ۴ بنابراین است. T ′ درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک h|V (T ′ ) و

نتیجه در و
γLR(T ) = γLR(T

′
) + ۴



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٩۶
.h(a) + h(b) + h(c) + h(d) + h(e) = ۵ این صورت در .a ∈ V٢ کنید فرض حال

γLR(T ) = γLR(T
′
) + ۴ لذا و γLR(T

′
) ≤ w(h|V (T

′
)) + ١ = γLR(T )− ۴ بنابراین

کرد. اثبات نیز را زیر لم می توان مشابه به طریق
و deg(w) ≥ ٢ به طوری که w ∈ V (T

′
) و باشد درخت یک T ′ کنید فرض .٢ . ۴ . ۶ لم

آمده به دست P٩ مسیر مرکز به w رأس کردن متصل با T
′ از T اگر .γLR(T ′ − w) ≥ γLR(T

′
)

.γLR(T ) = γLR(T
′
) + ٨ آن گاه باشد،

۴ . ٢ . ۶ قضیه اثبات
n ≤ ۴ برای پایه گام می کنیم. اثبات را قضیه T درخت از n مرتبه روی استقراء از استفاده با
پشتیبان، رأس s

′ و برگ i با n′
< n مرتبه از T ′ درخت هر برای کنید فرض حال است. واضح

رأس s و برگ ℓ با n ≥ ۵ مرتبه از درختی T کنید فرض هم چنین .γLR(T ′
) ≤ ۴n′

+ ℓ
′
+ s

′

۵
قرار است. v مجاور برگ یک u و v قوی پشتیبان رأس دارای T کنید فرض باشد. پشتیبان

داریم: استقراء فرض طبق .γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ١ به وضوح .T ′

= T − u دهید
γLR(T ) ≤ γLR(T

′
) + ١

≤ ۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ + ١
=

۴(n− ١) + (ℓ− ١) + s

۵ + ١
=

۴n+ ℓ+ s

۵ .

کنید فرض هم چنین .deg(v) ≥ ٣ و deg(u) ≥ ٣ به طوری که e = uv ∈ E(T ) کنید فرض حال
Ti درخت ،i = ١,٢ برای کنید فرض باشند. v و u شامل به ترتیب T − e از مؤلفه دو T٢ و T١

داریم: استقراء فرض طبق باشد. پشتیبان رأس si و برگ ℓi با ni مرتبه از
γLR(T ) ≤ γLR(T١) + γLR(T٢)

≤ ۴n١ + ℓ١ + s١۵ +
۴n٢ + ℓ٢ + s٢۵

=
۴n+ ℓ+ s

۵ .

هستند. درست زیر ادعاهای کرد فرض می توان ادامه در بنابراین
نیست. قوی پشتیبان رأس دارای T .١ ادعا

.deg(v) ≤ ٢ یا deg(u) ≤ ٢ ،T از e = uv یال هر برای .٢ ادعا
.d ≥ ٣ ،١ ادعای طبق می کنیم. ریشه دار x٠x١ . . . xd قطری مسیر از x٠ برگ در را T درخت
می کنیم فرض بنابراین .γLR(T ) = ۴n+ ℓ+ s

۵ لذا و است دوگانه ستاره یک T آن گاه ،d = ٣ اگر



٩٧ بالا کران
xd−٢ کنید فرض حال .deg(xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض .deg(xd−١) = ٢ ،١ ادعای طبق .d ≥ ۴ که

استقراء، فرض طبق .T ′
= T − u دهید قرار باشد. xd−٢ مجاور برگ u و پشتیبان رأس یک

γℓR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ١

≤ ۴(n− ١) + (ℓ− ١) + (s− ١)
۵ + ١

<
۴n+ ℓ+ s

۵ .

از غیر xd−٢ از فرزندی u کنید فرض نیست. پشتیبان رأس xd−٢ که می کنیم فرض بنابراین
طبق T

′
= T − {u, v} و باشد u فرزند v کنید فرض .deg(u) = ٢ ،١ ادعای طبق باشد. xd−١

استقراء، فرض
γLR(T ) ≤ γLR(T

′
) + ٢

≤ ۴(n− ٢) + (ℓ− ١) + (s− ١)
۵ + ٢

=
۴n+ ℓ+ s

۵ .

.deg(xd−٢) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
منحصر برگ u و باشد پشتیبان رأس یک xd−٣ کنید فرض .deg(xd−٣) ≥ ٣ که کنید فرض حال

می گیریم: نتیجه استقراء فرض طبق .T ′
= T − u دهید قرار باشد. آن مجاور به فرد

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ١

≤ ۴(n− ١) + (ℓ− ١) + (s− ١)
۵ + ١ <

۴n+ ℓ+ s

۵ .

xd−٣ از فرزندی u کنید فرض حال نیست. پشتیبان رأسی xd−٣ که می کنیم فرض بنابراین
فرض .deg(u) = ٢ ادعای طبق است. پشتیبان رأس یک u کنید فرض باشد. xd−٢ از غیر

استقراء، فرض طبق .T ′
= T − {u, v} دهید قرار باشد. u از فرزندی v کنید

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٢

≤ ۴(n− ٢) + (ℓ− ١) + (s− ١)
۵ + ٢

=
۴n+ ℓ+ s

۵ .

u فرزند هر ،١ ادعای طبق بنابراین نیست. پشتیبان رأس یک u که می کنیم فرض بنابراین
لذا و d ≥ ۶ که می گیریم نتیجه ،deg(xd−٣) ≥ ٣ چون است. ٢ درجه از پشتیبان رأس یک
دهید قرار .deg(xd−۴) = ٢ ،٢ ادعای طبق .deg(xd−٣) = k + ١ دهید قرار .xd−۵ ̸= x٠
طبق باشد. پشتیبان رأس s

′ و برگ ℓ′ رأس، n
′ دارای T

′ کنید فرض .T ′
= T − deg(xd−۴)

این صورت در باشد. γLR(T‐تابع
′
) یک f کنید فرض .γLR(T ′

) ≤ ۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ استقراء فرض



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ٩٨
رئوس بقیه به ٠ و xd−٣ از دو فاصله با Txd−۴ از رأس هر و xd−٣ به ٢ وزن دادن با f توسیع

بنابراین می باشد. درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک ،Txd−۴

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٢k + ٢.

که، می گیریم نتیجه .n′
= n− ٣k − ٢ و s

′ ≤ s− k + ١ ،ℓ′ ≤ ℓ− k + ١ چون
γLR(T ) ≤ γLR(T

′
) + ٢k + ٢

≤ ۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ + ٢k + ٢
≤ ۴n+ ℓ+ s− ۴k + ۴

۵
≤ ۴n+ ℓ+ s

۵ .

.deg(xd−٣) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
پشتیبان رأس یک xd−۴ کنیم فرض می توانیم قبل مثل .deg(xd−۴) ≥ ٣ که کنید فرض حال
deg(xd−۵) = ،٢ ادعای طبق نمی باشد. نیز دو درجه از پشتیبان رأس مجاور هم چنین و نیست
xd−۴ از چهار فاصله با Txd−۵ درخت از u ̸= xd برگ اگر است. ٢ درجه از xd−۴ فرزند هر و ٢
xd و u زیرا است. دو درجه دارای xd−۴ به u مسیر از درونی رأس هر آن گاه باشد، داشته وجود
درونی رأس هر و است xd−۴ از ۴ یا ٣ فاصله در Txd−۵ از u برگ هر بنابراین دارند. یکسانی نقش
فاصله از به ترتیب Txd−۵ برگ های تعداد k٢ و k١ کنید فرض است. ٢ درجه از xd−۴ به u مسیر از
،deg(xd−۴) ≥ ٣ این که از .deg(xd−۴) = k١ + k٢ + ١ این صورت در باشند. Txd−۴ از سه و چهار

.T ′
= T − Txd−۵ دهید قرار .xd−۶ ̸= x٠ لذا و d ≥ ٧ که می شود نتیجه

γLR(T
′
) ≤ استقراء فرض طبق باشد. برگ ℓ′ و پشتیبان رأس s

′ رأس، n
′ دارای T

′ کنید فرض
٢ وزن دادن با f توسیع این صورت در باشد. γLR(T‐تابع

′
) یک f کنید فرض .۴n′

+ ℓ
′
+ s

′

۵
از چهار فاصله با Txd−۵ از رأس هر به ١ وزن ،xd−۴ از سه فاصله با Txd−۵ از رأس هر و xd−۴ به
می باشد. T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک ،Txd−۵ از دیگر رئوس به ٠ وزن و xd−۴
که، می گیریم نتیجه ،n′

= n−۴k−٣k٢ −٢ و s
′ ≤ s−k١ −k٢ +١ ،ℓ′ ≤ ℓ−k١ −k٢ +١ چون

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٣k١ + ٢k٢ + ٢

≤ ۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ + ٣k١ + ٢k٢ + ٢
≤ ۴n+ ℓ+ s− ٣k١ − ۴k٢ + ۴

۵
<

۴n+ ℓ+ s

۵ .

دارای T
′ کنید فرض .T ′

= T − Txd−۵ دهید قرار .deg(xd−۴) = ٢ که می کنیم فرض بنابراین
فرض .γLR(T ′

) ≤ ۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ استقراء فرض طبق باشد. پشتیبان رأس s
′ برگ ℓ′ رأس، n

′



٩٩ بالا کران
وزن و xd−١ و xd−٣ به ٢ وزن دادن با f توسیع این صورت در است. γLR(T‐تابع

′
) یک f کنید

s
′ ≤ s ،ℓ′ ≤ ℓ چون است. T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک xd و xd−۴ ،xd−٢ به ٠

که، می گیریم نتیجه ،n′
= n− ۵ و

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ۴

≤ ۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ + ۴
≤ ۴n+ ℓ+ s

۵ .

می آید. به دست
O٣,O٢,O١ عملگر های از یکی با Ti از Ti+١ و γLR(Ti) =

۴n(Ti) + ℓ(Ti) + s(Ti)۵ اگر .٣ . ۴ . ۶ لم
آن گاه باشد، آمده به دست O۴ و

γLR(Ti+١) =
۴n(Ti+١) + ℓ(Ti+١) + s(Ti+١)۵ .

Ti از Ti+١ و si = s(Ti) و ℓi = ℓ(Ti) ،ni = n(Ti) که γLR(Ti) =
۴ni + ℓi + si۵ کنید فرض برهان.

پشتیبان رأس به v برگ کردن اضافه با Ti از Ti+١ کنید فرض است. آمده به دست O١ عملگر با
f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض .γLR(Ti+١) ≤ γLR(Ti)+١ این صورت در باشد. آمده به دست Ti از w
در .f(v) = ١ که کرد فرض می توان کلیت دادن دست از بدون باشد. (١+Ti)γLR‐تابع یک
لذا و است Ti درخت از مکانی روی احاطه گر تابع یک f = (V٠, V١ − {v}, V٢) تابع این صورت
که، می گیریم نتیجه این صورت در .γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ١ بنابراین .γLR(Ti) ≤ γLR(Ti+١)− ١

γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ١
=

۴ni + ℓi + si۵ + ١
=

۴(ni + ١) + (ℓi + ١) + si۵
=

۴n(Ti+١) + ℓ(Ti+١) + s(Ti+١)۵ .

γLR(Ti+١) = ،١ . ۴ . ۶ لم طبق باشد. آمده به دست O٢ عملگر با Ti از Ti+١ کنید فرض حال
بنابراین .γLR(Ti) + ۴

γLR(Ti+١) =
۴ni + ℓi + si۵ + ۴

=
۴(ni + ۵) + ℓi + si۵

=
۴n(Ti+١) + ℓ(Ti+١) + s(Ti+١)۵ .

اضافه با Ti از Ti+١ کنید فرض باشد. آمده به دست O٣ عملگر با Ti از Ti+١ کنید فرض حال
که می دهیم نشان است. آمده به دست P٢ : ab مسیر از a برگ به Ti از v ویژه رأس کردن



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ١٠٠
‐γLR(Ti+١) یک h کنید فرض .γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ١ کنید فرض .γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ٢
،h(v) ̸= ٠ اگر .h(b) = ٠ کنیم فرض می توانیم به وضوح .h(a) = ٢ کنید فرض باشد. تابع
می باشد، γLR(Ti) از کمتر وزن با Ti درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک h|V (Ti) آن گاه
رأس است، مکانی روی احاطه گر تابع یک h چون .h(v) = ٠ بنابراین است. تناقض یک که
با V (T

′
) روی h

′ تابع این صورت در .h(w) = ٢ به طوری که دارد وجود w ∈ N(v) − {a}

برای مکانی روی احاطه گر تابع یک h
′
(x) = h(x) ،x ̸= v رأس برای و h

′
(v) = ١ ضابطه ی

یک v زیرا است، تناقض یک این که می باشد، γLR(Ti)‐تابع یک h′ به وضوح است. Ti درخت
.h(a) ̸= ٢ بنابراین است. ویژه رأس

‐γLR(Ti+١) یک صفر به b و ٢ به a وزن تغییر با این صورت در .h(b) = ١ آن گاه ،h(a) = ١ اگر
h(b) = ٢ اگر .h(a) = ٠ بنابراین می رسیم. تناقض به قبل مثل که می آید به دست جدید تابع
a که می آید به دست جدید (١+Ti)γLR‐تابع یک صفر به b و ٢ به a وزن تغییر با آن گاه باشد،
در .h(v) = ٢ لذا و h(b) = ١ بنابراین می رسیم. تناقض به قبل مثل لذا است، ٢ وزن دارای
یک v زیرا است تناقض یک که .Pn(v, V٠) = ∅ که است (١+Ti)γLR‐تابع یک h|V (Ti) این صورت

این صورت در .γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ٢ که می گیریم نتیجه بنابراین است. ویژه رأس
γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ٢

=
۴(ni + ٢) + (ℓi + ١) + (si + ١)

۵ + ٢
=

۴n(Ti+١) + ℓ(Ti+١) + s(Ti+١)۵ .

،٢ . ۴ . ۶ لم طبق باشد. آمده به دست O۴ عملگر با Ti از Ti+١ که می کنیم فرض آخر در
γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ٨.

این صورت، در
γLR(Ti+١) = γLR(Ti) + ٨

=
۴ni + ℓi + si۵ + ٨

=
۴(ni + ٩) + (ℓi + ٢) + (si + ٢)

۵
=

۴n(Ti+١) + ℓ(Ti+١) + s(Ti+١)۵ .

این صورت در باشد. پشتیبان رأس s و برگ ℓ با n مرتبه از T ∈ T کنید فرض .۴ . ۴ . ۶ لم
γLR(T ) =

۴n+ ℓ+ s

۵ .

،T ساخت در شده استفاده عملگرهای تعداد روی استقراء و ٣ . ۴ . ۶ لم از استفاده با برهان.
می شود. اثبات قضیه



١٠١ بالا کران

۵ . ٢ . ۶ قضیه اثبات
و پشتیبان رأس s برگ، ℓ با T ̸= k١,n−١ درخت یک از n مرتبه روی استقراء از استفاده با
.T = P۴ دهید قرار استقراء، پایه گام برای .T ∈ T که می دهیم نشان ،γLR(T ) = ۴n+ ℓ+ s

۵
T

′ درخت هر کنید فرض است. کافی اسقراء پایه گام برای نتیجه این .P۴ ∈ T به وضوح
خانواده ی از عضوی γLR(T

′
) =

۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ و پشتیبان رأس s
′ برگ، ℓ

′ با n
′
< n مرتبه از

به طوری که باشد T از پشتیبانی رأس u کنید فرض .n = n(T ) ≥ ۵ کنید فرض باشد. T

.T ′
= T − v دهید قرار باشد. u رأس مجاور برگ v کنید فرض هم چنین .deg(u) ≥ ٣

آن گاه نباشد، قوی پشتیبان رأس u اگر .γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ١ به وضوح،

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ١

≤ ۴(n− ١) + (ℓ− ١) + (s− ١)
۵ + ١

<
۴n+ ℓ+ s

۵ ,

داریم، این صورت در است. قوی پشتیبان رأس یک u بنابراین است. تناقض یک که

γLR(T
′
) ≤ γLR(T )− ١
=

۴n+ ℓ+ s

۵ − ١
=

۴(n− ١) + (ℓ− ١) + s

۵
=

۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ .

.T ∈ T لذا و است آمده به دست O١ عملگر با T ′ از T بنابراین .T ′ ∈ T استقراء، فرض طبق
است. درست زیر ادعای که می کنیم فرض اثبات ادامه ی در بنابراین

است. ٢ درجه از T پشتیبان رأس هر .١ ادعا
دارای T و n > ۴ چون می کنیم. ریشه دار x٠x١ . . . xd قطری مسیر از x٠ رأس در را T درخت حال
deg(x١) = deg(xd−١) = ٢ به وضوح .d ≥ ۴ که می گیریم نتیجه نیست، قوی پشتیبان رأس
تناقض یک که ،γLR(T ) < ۴n+ ℓ+ s

۵ و T = P۵ آن گاه ،deg(x٢) = ٢ اگر .d = ۴ کنید فرض
دارای T این صورت در نیست. پشتیبان رأس x٢ ،١ ادعای طبق .deg(x٢) > ٢ بنابراین است.
احاطه گر تابع یک (L(T )∪{x٢},∅, S(T )

) به علاوه و می باشد دو درجه از پشتیبان رأس deg(x٢)
،γLR(T ) ≤ ٢s <

۴n+ ℓ+ s

۵ پس ،L = s و n = ٢s + ١ چون حال است. T برای مکانی روی
٣ ≤ کنید فرض .deg(x٢) = ٢ که می دهیم نشان .d ≥ ۵ بنابراین است. تناقض یک که
یک xd−٢ از فرزند هر بنابراین نیست. پشتیبان رأس xd−٢ ،١ ادعای طبق .deg(xd−٢) = k+١
f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض .T ′

= T − Txd−٢ دهید قرار می باشد. دو درجه از پشتیبان رأس



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ١٠٢
تابع این صورت در است. γLR(T‐تابع

′
) یک

h =
(
V٠ ∪ S(Txd−٢) ∪ {xd−٢}, V١, V٢ ∪ S(Txd−٢)

)
که می شود نتیجه ۴ . ٢ . ۶ قضیه از بنابراین است. T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

γLR(T
′
) ≤ γLR(T

′
) + ٢k

≤ ۴(n− ٢k − ١) + (ℓ− k + ١) + (s− k + ١)
۵ + ٢k

<
۴n+ ℓ+ s

۵ ,

.deg(xd−٣) = ٢ که می دهیم نشان حال .deg(xd−٢) = ٢ بنابراین است. تناقض یک که
v ̸= xd کنید فرض نیست. پشتیبان رأس xd−٣ ،١ ادعای طبق .deg(xd−٣) ≥ ٣ کنید فرض
از درونی رأس هر دارند، یکسانی نقش xd و v چون باشد. xd−٣ از سه فاصله با Txd−٣ از برگی
از پشتیبان رأس یک xd−٣ فرزند هر این صورت در می باشد. دو درجه دارای xd−٣ به v مسیر

است. ٢ درجه از پشتیبان رأس یک مجاور و دو درجه با رأسی یا دو درجه
کنید توجه باشند. xd−٣ از دو و سه فاصله در به ترتیب Txd−٣ برگ های تعداد k٢, k١ کنید فرض
فرض و T

′
= T − Txd−٣ دهید قرار .deg(xd−۴) ≥ ٣ کنید فرض .deg(xd−٣) = k١ + k٢ + ١ که

تابع آن گاه ،K٢ = ٠ اگر است. γLR(T‐تابع
′
) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید

h =
(
V٠ ∪ V (Txd−٢)− S(Txd−٢) ∪ {xd−٣}), V١, V٢ ∪ S(Txd−٣) ∪ {xd−٣})

)
که می گیریم نتیجه ،۴ . ٢ . ۶ قضیه از می باشد. T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٢k١ + ٢k٢ + ١ <

۴n+ ℓ+ s

۵ ,

T
′
= T −Txd−۴ دهید قرار .k٢ = ٠ کنید فرض .deg(xd−۴) = ٢ بنابراین است. تناقض یک که

تابع این صورت در باشد. γLR(T‐تابع
′
) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض و

h =
(
V٠ ∪ V (Txd−٢)− S(Txd−۴), V١, V٢ ∪ S(Txd−۴)

)
،۴ . ٢ . ۶ قضیه طبق لذا و است T برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٢k١ + ٢k٢ + ٢ <

۴n+ ℓ+ s

۵ ,

فرض و T
′
= T − Txd−٣ دهید قرار .k٢ > ٠ که می کنیم فرض بنابراین است. تناقض یک که

و xd−٣ از دو فاصله در برگ یک u کنید فرض باشد. γLR(T‐تابع
′
) یک f = (V٠, V١, V٢) کنید

تابع این صورت در باشد. u پدر v
h =

(
V٠ ∪V (Txd−٢)− (S(Txd−٣ −{v}))∪{xd−٣, u}, V١ ∪{u}, V٢ ∪S(Txd−٣ −{v})∪{xd−٣}

)



١٠٣ بالا کران
،۴ . ٢ . ۶ قضیه طبق لذا و می باشد T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٢k١ + ٢k٢ + ١ <

۴n+ ℓ+ s)

۵ ,

.deg(xd−٣) = ٢ که می گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض یک که
کنید فرض T

′
= T −Txd−۴ دهید قرار آن گاه .deg(xd−۵) ≥ ٣ اگر .deg(xd−۴) = ٢ کنید فرض

این صورت در است. γLR(T‐تابع
′
) یک f = (V٠, V١, V٢)

h =
(
V٠ ∪ {xd, xd−٢, xd−۴}, V١, V٢ ∪ {xd−١, xd−٣})

)
بنابراین است. T برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ۴ <

۴n+ ℓ+ s

۵ ,

نتیجه ،γLR(P٧) = ۶ <
۴(٧) + ٢ + ٢

۵ چون .deg(xd−۵) = ٢ بنابراین است. تناقض یک که
،γLR(P٨) = ٧ <

۴(٨) + ٢ + ٢
۵ رابطه ی هم چنین .deg(xd−۶) ≥ ٢ لذا و T ̸= P٧ که می گیریم

از نیست. پشتیبان رأس یک xd−۶ ،١ ادعای طبق بنابراین .deg(xd−٧) ≥ ٢ که می دهد نتیجه
که، می شود نتیجه ١ . ۴ . ۶ لم

γLR(T
′
) = γLR(T )− ۴
=

۴n+ ℓ+ s

۵ − ۴
=

۴(n− ۵) + ℓ+ s

۵
=

۴n′
+ ℓ

′
+ s

′

۵ .

.T ∈ T لذا و می آید به دست O٢ عملگر با T ′ از T پس .T ′ ∈ T استقراء فرض طبق
نیست. پشتیبان رأس یک xd−۴ ،١ ادعای به توجه با .deg(xd−۴) ≥ ٣ که کنید فرض حال
دهید قرار .deg(u) = ٢ به وضوح باشد. v پدر u و xd−۴ از دو فاصله در v برگ کنید فرض
f = γLR(T‐تابع

′
) کنید فرض است. ویژه رأس یک xd−۴ که می دهیم نشان .T ′

= T − {u, v}

این صورت در .Pn(xd−۴, V٠) = ∅ و f(xd−۴) = ٢ به طوری که باشد داشته وجود (V٠, V١, V٢)
لذا و می باشد T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک (V٠ ∪ {u}, V١ ∪ {v}, V٢)

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ١ <

۴n+ ℓ+ s

۵ ,

Pn(xd−۴, V٠) = و f(xd−۴) = ٢ با f = (V٠, V١, V٢) γLR(T‐تابع
′
) بنابراین است. تناقض یک که

به طوری که باشد داشته وجود f = (V٠, V١, V٢) تابع γLR(T
′
) کنید فرض حال ندارد. وجود ،∅

این صورت در .N(xd−۴) ∩ V٢ ̸= ∅ و f(xd−۴) = ١
(
V٠ ∪ {v, xd−۴}, V١ − {xd−۴}, V٢ ∪ {u}

)



درخت ها در مکانی رومی احاطه گر عدد برای کران هایی ١٠۴
،γLR(T ) ≤ γLR(T

′
) + ١ <

۴n+ ℓ+ s

۵ لذا و است T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک
به وضوح است. T ′ درخت از ویژه رأس یک xd−۴ بنابراین است. تناقض یک که

γLR(T
′
) + ١ ≤ γLR(T ) ≤ γLR(T

′
) + ٢.

فرض باشد. γLR(T‐تابع ) یک h کنید فرض هم چنین .γLR(T ) = γLR(T
′
) + ١ کنید فرض

آن گاه ،h(xd−۴) ̸= ٠ اگر .h(v) = ٠ کنیم فرض می توانیم این صورت در .h(u) = ٢ کنید
یک که می باشد، γLR(T

′
) از کمتر وزن با T ′ درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک h|V (T

′
)

رأس پس است، مکانی روی احاطه گر تابع یک h چون .h(xd−۴) = ٠ بنابراین است. تناقض
با V (T

′
) روی h

′ تابع این صورت در .h(w) = ٢ به طوری که دارد وجود w ∈ N(xd−۴) − {u}

برای مکانی روی احاطه گر تابع یک h
′
(x) = h(x) غیراین صورت در .h′

(xd−۴) = ١ ضابطه ی
به xd−۴ رأس بودن ویژه به دلیل می باشد. γLR(T‐تابع

′
) یک h

′ به وضوح است. T ′ درخت
تغییر با این صورت در .h(v) = ١ آن گاه ،h(u) = ١ اگر .h(u) ̸= ٢ بنابراین می رسیم. تناقض
با آن گاه ،h(v) = ٢ اگر .h(u) = ٠ بنابراین می رسیم. تناقض به قبل مثل ٠ به v و ٢ به u وزن
.h(xd−۴) = ٢ لذا و h(v) = ١ بنابراین می رسیم. تناقض به قبل مثل ،٢ به u و ٠ به v وزن تغییر
ویژه به دلیل Pn(xd−۴, V٠) = ∅ که می باشد γLR(T‐تابع

′
) یک .h|V (T

′
) = (V٠, V١, V٢) بنابراین

این صورت، در .γLR(T ) = γLR(T
′
) + ٢ بنابراین است. تناقض یک این ،h(xd−۴) رأس بودن

γLR(T
′
) = γLR(T )− ٢
=

۴n+ ℓ+ s

۵ − ٢
=

۴(n− ٢) + (ℓ− ١) + (s− ١)
۵

=
۴n′

+ ℓ
′
+ s

′

۵ .

.T ∈ T لذا و می آید به دست O٣ عملگر با T
′ از T بنابراین .T ′ ∈ T استقراء، فرض طبق

در Txd−۴ از v برگ اگر باشد. xd−۴ از چهار یا سه فاصله در Txd−۴ از برگ هر کنید فرض حال
v مسیر از درونی رأس هر آن گاه دارند، یکسانی نقش xd و v چون باشد، xd−۴ از چهار فاصله
باشد، xd−۴ از سه فاصله از برگی v اگر ،١ ادعای طبق هم چنین می باشد. دو درجه از xd−۴ به
تعداد k٢ و k١ کنید فرض می باشد. دو درجه دارای xd−۴ به v مسیر از درونی رأس هر آن گاه
که کنید توجه باشند. xd−۴ رأس از سه و چهار فاصله با به ترتیب Txd−۴ درخت از برگ هایی
کنید فرض .T ′

= T −Txd−۵ دهید قرار .deg(xd−۵) = ٢ کنید فرض .deg(xd−۴) = k١+k١+٢
رأس هایی همه مجموعه W کنید فرض هم چنین باشد. γLR(T‐تابع

′
) یک f = (V٠, V١, V٢)

همه مجموعه ی Z دارند، قرار xd−۴ رأس از سه یا یک فاصله در که باشند Txd−۴ درخت از
همه و xd−۴ شامل U و دارند قرار xd−۴ از چهار فاصله در که باشد Txd−۴ درخت از رأس هایی
h = (V٠∪W,V١∪Z, V٢∪U) این صورت در باشد. Txd−۴ درخت در xd−۴ از دو فاصله با رأس های



١٠۵ بالا کران
بنابراین است. T درخت برای مکانی روی احاطه گر تابع یک

γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٣k١ + ٢k٢ + ٢

<
۴n+ ℓ+ s

۵ ,

f = (V٠, V١, V٢) و T
′
= T −Txd−۴ کنید فرض .deg(xd−۵) ≥ ٣ بنابراین، است. تناقض یک که

،W مجموعه های که h = (V٠ ∪ W,V١ ∪ Z, V٢ ∪ U) این صورت در باشد. γLR(T‐تابع
′
) یک

برای مکانی روی احاطه گر تابع یک هستند، قبل در شده تعریف مجموعه های همان U و Z

آن گاه ،k١ ≥ ٣ یا k٢ ̸= ٠ اگر .γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٣k١ + ٢k٢ + ٢ بنابراین، است. T درخت

،٢ . ۴ . ۶ لم طبق .k١ = ٢ و k٢ = ٠ بنابراین است. تناقض یک که ،γLR(T ) <
۴n+ ℓ+ s

بنابراین،۵ .γLR(T ) ≤ γLR(T
′
) + ٨

γLR(T
′
) = γLR(T )− ٨
=

۴n+ ℓ+ s

۵ − ٨
=

۴(n− ٩) + (ℓ− ٢) + (s− ٢)
۵

=
۴n′

+ ℓ
′
+ s

′

۵ .

g کنید فرض هم چنین .γLR(T ′ − xd−۵) < γLR(T
′
) کنید فرض .T ′ ∈ T استقراء فرض طبق

یک فاصله با رأس های و xd−۵ به ٠ وزن دادن با g توسیع تابع باشد. γLR(T‐تابع
′ −xd−۵) یک

مکانی روی احاطه گر تابع یک xd−۴ از ٢ فاصله با رأس های و xd−۴ به ٢ وزن و xd−۴ از سه یا
بنابراین، می باشد. T درخت برای

γLR(T ) ≤ γLR(T
′ − xd−۵) + ٨

< γℓR(T
′
) + ٨

=
۴n+ ℓ+ s

۵ ,

به دست O۴ عملگر با T ′ از T پس .γLR(T ′ − xd−۵) ≥ γℓR(T
′
) بنابراین است. تناقض یک که

می شود. نتیجه ،۴ . ۴ . ۶ لم از قضیه عکس طرف .T ∈ T لذا و آمده
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Abstract

A subset S of vertices in a graph G = (V,E) is a dominating set of G if every vertex in V − S

has at least a neighbor in S. A dominating set S is a locating-dominating set of G if every two
vertices x, y ∈ V (G) − S satisfy N(x) ∩ S ̸= N(y) ∩ S. The locating-domination number
γL(G) is the minimum cardinality of a locating-dominating set of G. A subset S of vertices in
a graph G is an identifying code if for every two vertices x and y of G, the sets N [x] ∩ S and
N [y] ∩ S are non-empty and different. The minimum cardinality of an identifying code in G is
denoted by M(G). In this thesis, we study the identifying and locating dominating codes and
parameters dependent on these codes of graphs, and state some features, applications and bounds
available for those parameters. Then, we improve some of these bounds and present new bounds
for trees. Also, we characterize all trees achieving equality for the new bounds. Finaly, we extend
the Roman dominating function to locating Roman dominating function, and introduce a new pa-
rameter called the locating Roman domination number for graphs and study several bounds for this
parameter on graphs and trees. Moreover, we compare this parameter with other graph parameters.

Key Words: Identifying Code, Locating Dominating Code, Locating Total Dominating Code,
Differential Total Dominating Set, Locating Roman Dominating Function.
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