




ریاضی علوم دانشکده

ناجابجایی جبر جبر‐ گرایش محض، ریاضی رشته

دکتری رساله

که هایی حلقه  از توسیع هایی بررسی
(A)دارند خاصیˁت
استاجی اصغر علی نگارنده:

راهنما استاد

هاشمی ابراهیم دکتر

١٣٩۶ شهریورماه







تقدیم پس خداست از دارم چه هر حقیر
والاست که او به می کنم

همسرم به می  کنم تقدیم را خود پایان نامه
تمام در که سارا و آتنا فاطمه، دخترانم و

بودند. من همراه مراحل

و



سپاس گزاری...

آراست. عقل زیور را آدمی خود، کران بی لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
آقای جناب خود، راهنما ی استاد دریغ بی زحمات از می دانم خود وظیفه آغاز در
ارزنده راهنمایی های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر هاشمی ابراهیم دکتر پروفسور
خودم بزرگتر برادر از ای ویژه تشکر هم چنین نمی رسید. انجام به مجموعه این ایشان،
خوبی الگوی و راهنما مرا زندگی مراحل تمام در که دارم، استاجی اکبر علی دکتر آقای
شاهرود صنعتی دانشگاه ریاضی دانشکده علمی هیات اعضای و کارکنان تمام از و بودن
از دارد جای پایان در و متشکرم، تحقیق برای مناسب محیطی کردن فراهم خاطر به
دکتر ‐٣ اشرفی ناهید دکتر خانم سرکار ‐٢ هوز آل عبدالˁʓه دکتر ‐١ محترم داوران
و تشکر گرفتند عهده بر را رساله این داوری که قوتمند مهدی دکتر ‐۴ طالبی یحیی

نمایم. قدردانی
آدم اولاد کند طی نیکی به خداوند لطف از دارم امید

استاجی اصغر علی
١٣٩۶ شهریورماه

ز



نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم محض ریاضی رشته دکتری دانشجوی استاجی اصغر علی اینجانب
(A)دارند خاصیˁت که هایی حلقه  از توسیع هایی بررسی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد هاشمی ابراهیم دکتر پرفسور راهنمایی تحت ،
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
استاجی اصغر علی
١٣٩۶ شهریورماه

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چکیده
معنی در می کند. بازی ناجابجایی جبر در را مهمˁی نقش حلقه ها راست (A) خاصیˁت مطالعه
متناهی تولید با طرفه دو ایده آل هر هرگاه است راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی گوئیم لغوی،
نتایج مهˁمترین از باشد، راست ساز پوچ دارای حلقه چپ صفر علیه های مقسوم در مشمول
،[٣٣] مرجع در که است، راست (A) خاصیˁت خصوص در سئوال دو به دادن پاسخ او̰ل فصل
که می کنیم، ثابت واقع در و می دهیم مثبت پاسخ سئوالات از یکی به ما است. شده مطرح
M‐مک کوی حلقه یک R آن گاه باشد، u.p‐تکوار یک M و باشد راست دوئو حلقه   ی یک R اگر
منفی پاسخ سئوال دومین به و است راست (A) خاصیˁت دارای R[M] تکواری حلقه ی و راست

می دهیم. ارائه نیز ساختاری مثال چند هم چنین و می دهیم
سری های حلقه ی روی بخصوص اور، توسیع های راست (A) خاصیˁت روی دوم فصل در
حلقه ی آن گاه باشد، راست دوئو حلقه ی R اگر که می دهیم نشان و می شویم متمرکز اریب توانی
راست نوتری حلقه ی یک R جائی که است، راست (A) خاصیˁت دارای R[[x, α]] توانی سری های

می دهیم: نشان ,α)‐سازگار δ) و راست دوئو حلقه ی برای بعلاوه باشد. α‐سازگار و
است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ] اور توسیع .١

باشد. راست زیپ حلقه ی R اگر تنها و اگر است راست زیپ R[x;α, δ] حلقه ی .٢
شده تولید و اصلی FPL حلقه ی می نیمال ایده آل های که می دهیم نشان ابتدا سوم فصل در
L اگر که می دهیم نشان سپس است. L فریم از اتم یک a این جا در که می باشند، fa توسط
coz( f ) که است هایی f تمام شامل FPL حلقه ی ساکل آن گاه باشد، FP‐کاملا́منظّم فریم یک
دارای FPL/Soc(FPL) و FPL که می دهیم نشان هم چنین باشد. اتم متناهی تعداد از اتصالی

می باشند.
راست (A) خاصیˁت پذیر، برگشت حلقه ی (چپ)، راست دوئو کلیدی:حلقه ی کلمات
,α)‐سازگار، δ) ،R[[x]] توانی سری های حلقه ی ،R[x] جمله ای های چند حلقه ی تکوار، −u.p (چپ)،
مشبکه، ،R[[x;α, δ]] اریب توانی سری های حلقه ی ،R[x;α, δ] اریب جمله ای های چند حلقه ی

حلقه. ساکل می نیمال، ایده آل های ،FPL ‐حلقه f قاب،

ی
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٧٧ مراجع
٨٣ انگلیسی به فارسی واژه نامه
٨٧ فارسی به انگلیسی واژه نامه
٩١ نمایه
٩١ نمایه

س



١ فصل
حلقه ها روی (A) خاصیˁت

تاریخچه ١ . ١
تکوارها تمام و شده گرفته نظر در دار یک و پذیر شرکت حلقه ی یک R نامه پایان این سرتاسر در

می کنیم. شروع زیر تعاریف با را بخش این می باشند. نابدیهی
عنصر صورتی که در گوئیم (چپ) راست صفر علیه مقسوم را R حلقه ی از a عنصر .١ . ١ تعریف

.(ab = ٠)ba = ٠ که باشد داشته وجود قسمی به b ∈ R ناصفر
می دهیم. نمایش Z(R) با را حلقه صفر علیه های مقسوم مجموعه ی R جابجایی حلقه ی در
را R حلقه ی راست و چپ صفر علیه های مقسوم مجموعه ی ناجابجایی حلقه های در هم چنین

با ترتیب به

Zl(R) = {x ∈ R : ∃٠ , r ∈ R(xr = ٠)}

و

Zr(R) = {x ∈ R : ∃٠ , r ∈ R(rx = ٠)}.
جابجایی حلقه های در که است واضح می دهیم. نشان

Zl(R) = Zr(R) = Z(R)

١



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ٢
این جا در که

Zl(R) ∪ Zr(R) = Z(R).

حلقه روی S چپ و راست ساز پوچ باشد. ∅ , S ⊆ R و حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٢ تعریف
با ترتیب به را R

rR(S ) = {r ∈ R : S r = ٠}
و

lR(S ) = {r ∈ R : rS = ٠}
برابرند هم با S چپ و راست ساز پوچ جابجایی حلقه های در که است بدیهی می دهیم. نمایش

می دهیم. نمایش Ann(S ) با را آن و
ایده آل های از صعودی زنجیر هر درصورتی که گوئیم (چپ) راست نوتری را R حلقه ی .١ . ٣ تعریف

زیر صعودی زنجیر عبارتی به شود. متوقف سرانجام آن (چپ) راست
I١ ⊆ I٢ ⊆ . . . ⊆ In ⊆ . . .

در گوئیم نوتری را R حلقه ی شود.هم چنین متوقف سرانجام R حلقه ی (چپ) راست ایده آل  از
باشد. چپ نوتری هم و راست نوتری هم صورتی که

را زیر قضیه ی نوتری و جابجایی حلقه های روی ،[۵۶ صفحه ،٣٩] مرجع کاپلانسکی١در
می کند: اثبات

حلقه صفر علیه های مقسوم مجموعه ی در مشمول و متناهی تولید با ایده آلی I اگر .۴ . ١ گزاره
ساز پوچ عبارتی به .Ir = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , r ∈ R آن  گاه باشد، R نوتری و جابجایی

است. صفر مخالف I ایده آل
□ شود. رجوع ،[۵۶ صفحه ،٣٩] مرجع به برهان.
R نوتری غیر حلقه ی که است داده نشان ،[۶٣ صفحه ،٣٩] مرجع در کاپلانسکی هم چنین
قسمی به R صفر علیه های مقسوم مجموعه ی در مشمول I متناهی تولید با و ناصفر ایده آل و
اساسی شرایط از نوتری شرط می دهد نشان واقع در است. صفر با برابر I ساز پوچ که دارد وجود

است: زیر شرح به مثال این که می باشد، ۴ . ١ گزاره برقراری
تواند می R حلقه ی مثال: (برای نیست. PID که باشد UFD یک R کنیم فرض .۵ . ١ مثال
را A = ⊕P∈spec(R)

R
P مدول ‐R باشد.) میدان یک روی متغیر دو با جمله ای های چند حلقه ی

R حلقه ی او̰ل ایده آل های تمام مجموعه ی با برابر spec(R) جا این در که می گیریم، نظر در
دو q و p کنیم فرض است. R ناپذیر وارون عناصر تمام مجموعه ی با برابر Z(A) می باشد.
پوچ اما I ⊆ Z(A) که واضح I = ⟨p, q⟩ , R که باشند قسمی به R حلقه ی مجزای و اول ایده آل

است. صفر با برابر R در I ساز
١Kaplansky



٣ تاریخچه
□ شود. رجوع ،[۶٣ صفحه ،٣٩] مرجع به برهان.
جابجایی حلقه های روی را (A) خاصیˁت ،[٣۶] مرجع در ک˼لر٣ و هوکابا٢ ،۴ . ١ گزاره اساس بر

دادند: ارائه زیر تعریف صورت به 
و متناهی تولید با ایده آلی I هرگاه است، (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی گوئیم .۶ . ١ تعریف

باشد. صفر مخالف I ساز پوچ آن گاه باشد، R صفر علیه های مقسوم مجموعه ی در مشمول
حلقه های به را راست (A) خاصیˁت ٢٠٠٧ سال در همکارانش و هونگ۴ ،[٣٣] مرجع در

می گردد: ارائه زیر تعریف صورت به  که دادند بسط ناجابجایی
دوطرفه ایده آلی I هرگاه است، (چپ) راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی گوئیم .١ . ٧ تعریف
داشته وجود قسمی به ٠ , r ∈ R آن  گاه باشد، (Zr(R)) Zl(R) در مشمول و متناهی تولید با و

.(rI = ٠)Ir = ٠ که باشد
شده ارائه می باشند، راست (A) خاصیˁت دارای که حلقه هایی از تعدادی ،[٣٣] مرجع در
متقارن خاصیˁت یک حلقه ها در (A) خاصیˁت که داده اند نشان مقاله این در مثال: طور به است.
دارد وجود حلقه ا ی می دهد نشان که ،[١.٢ مثال ،٣٣] داده اند ارائه را مثالی عبارتی به نیست،
مرجع در هم چنین نمی باشد. چپ (A) خاصیˁت دارای ولی است راست (A) خاصیˁت دارای که
خاصیˁت دارای ازحلقه ها خانواده ی مستقیم ضرب حاصل که می کنند ثابت ،[١.٣ گزاره ،٣٣]
هم چنین راست باشد. (A) خاصیˁت دارای خانواده این عضو هر اگر فقط و اگر است راست (A)

اساسی شرط یک ،۴ . ١ در بودن جابجایی شرط که می دهند نشان ،[١.۴ مثال ،٣٣] مرجع در
است.

عدد صورتی که در گوئیم توان پوچ را a ∈ R عنصر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١ . ٨ تعریف
.an = ٠ که باشد داشته وجود قسمی به n نامنفی صحیح

نباشد. ناصفر توان پوچ عنصر دارای R که اگر است کاهشی R حلقه ی گوئیم .١ . ٩ تعریف
درصورتی که گوئیم (چپ) راست ساز پوچ ایده آل یک را R حلقه ی از I ایده آل .١ . ١٠ تعریف
هم I ایده آل صورتی که در بعلاوه .(I = lR(X))I = rR(X) که باشد داشته وجود قسمی به X ⊆ R

گوئیم. ساز پوچ ایده آل یک را آن باشد چپ ساز پوچ ایده آل هم و راست ساز پوچ ایده آل
است صادق (چپ) راست سازهای پوچ روی (a.c.c) شرط در R حلقه ی گوئیم .١ . ١١ تعریف
شود. متوقف سرانجام آن (چپ) راست ساز پوچ ایده آل های از صعودی زنجیر هر درصورتی که

مانند صعودی زنجیر عبارتی به
I١ ⊆ I٢ ⊆ . . . ⊆ In ⊆ . . .

٢Huckaba
٣Keller
۴Hong



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ۴
شود. متوقف سرانجام R حلقه ی (چپ) راست ساز پوچ ایده آل های  از

دارای که کاهشی حلقه های کردند، ثابت ،[١.۶ گزاره ،٣٣] مرجع در همکارانش و هونگ۵
می گیرند نتیجه آن از و هستند، (A) خاصیˁت دارای باشند می نیمال او̰ل ایده آل متناهی تعداد
نیز باشند صادق پوچ سازها روی (a.c.c) صعودی زنجیر شرط در که کاهشی حلقه های که،

می باشند. (A) خاصیˁت دارای
نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر ازای به صورتی که در گوئیم پذیر برگشت را R حلقه ی .١ . ١٢ تعریف

.ba = ٠ دهد
که پذیری برگشت حلقه ی می کنند، ثابت ،[١.٨ گزاره ،٣٣] مرجع در همکارانش و هونگ
عنوان به هم چنین می باشند. (A) خاصیˁت دارای باشند، ماکسیمال آن  او̰ل ایده آل های تمام
ماکسیمال باشند آن  او̰ل ایده آل های تمام که کاهشی حلقه که می دهند نشان آن از نتیجه ای

می باشد. (A) خاصیˁت دارای
.e٢ = e صورتی که در نامیم توان خود را R حلقه ی از e عنصر .١ . ١٣ تعریف

توسط شده تولید آن اصلی ایده آل هر صورتی که در نامیم منظّم دو را R حلقه ی .١۴ . ١ تعریف
باشد. توان خود عنصر یک

قسمی به b ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه گوئیم، منظّم نیومن۶ فون را R حلقه ی .١۵ . ١ تعریف
b ∈ R a ∈ R هر برای هرگاه گوئیم، منظّم قویاً را آن هم چنین .aba = a که باشد داشته وجود

.a = a٢b طوری که به باشد موجود
R و g : A → B تکریختی R هر ازای به هرگاه گوئیم، انژکتیو را E مدول ‐R .١۶ . ١ تعریف
.hg(A) = f (A) که باشد داشته وجود قسمی به h : B→ E همریختی R یک f : A→ E همریختی

انژکتیو خود را آن باشد، انژکتیو (راست) چپ مدول ‐R عنوان به R حلقه ی اگر .١ . ١٧ تعریف
می نامیم. (راست) چپ

دارای منظّم دو حلقه های که دادند نشان ،[١.١١ گزاره ،٣٣] مرجع در همکارانش و هونگ
منظّم قویاً حلقه های ،[١.١٢ نتیجه ،٣٣] می گیرند نتیجه آن از و هستند، راست (A) خاصیˁت
راست (A) خاصیˁت دارای باشند صادق پوچ سازهای روی (a.c.c) صعودی زنجیر شرط در که

می باشند.
دارای R حلقه ی اگر دهند، می نشان ،[٢.٣ قضیه ،٣٣] مرجع در همکارانش و هونگ
خاصیˁت دارای ،R حلقه ی Mn(R)روی مربعی ماتریس های حلقه آن گاه باشد، راست (A) خاصیˁت

می باشد. راست (A)

می دهند: ارائه را راست (A) خاصیˁت با معادل شرط زیر گزاره و قضیه در آن ها بعلاوه
۵Hong
۶Von Neumann



۵ تاریخچه
است راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی .n ≥ ١ طبیعی عدد برای [٢.٣ قضیه ،٣٣] .١ . ١٨ قضیه

حلقه ی اگر تنها و اگر

Rn =





a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n

...
...

...
. . .

...

٠ ٠ ٠ · · · a


: a, ai, j ∈ R


باشد. راست (A) خاصیˁت دارای

است راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی .n ≥ ١ طبیعی عدد برای [٢.۵ گزاره ،٣٣] .١ . ١٩ گزاره
حلقه ی اگر تنها و اگر

Vn =





a١ a٢ a٣ a۴ · · · an

٠ a١ a٢ a٣ · · · an−١
٠ ٠ a١ a٢ · · · an−٢
...
...
...
...
. . .

...

٠ ٠ ٠ ٠ · · · a٢
٠ ٠ ٠ ٠ · · · a١



: a١, a٢, · · · , an ∈ R


باشد. راست (A) خاصیˁت دارای

می دهند: نشان فوق قضیه دو از نتیجه ای عنوان به همکارانش و هونگ هم چنین

است راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی .n ≥ ١ طبیعی عدد برای [٢.۶ نتیجه ،٣٣] .١ . ٢٠ نتیجه
باشد. راست (A) خاصیˁت دارای R[x]/(xn) حلقه ی اگر تنها و اگر

و f (x) ناصفر چندجمله ای های برای هرگاه نامیم، راست مک کوی٧ را R حلقه ی .١ . ٢١ تعریف
که باشد داشته وجود قسمی به ٠ , c ∈ R ناصفر عنصر آن گاه ، f (x)g(x) = ٠ اگر ،R[x] از g(x)

f (x) ناصفر چندجمله ای های برای هرگاه نامیم، چپ مک کوی را R حلقه ی بعلاوه . f (x)c = ٠
باشد داشته وجود قسمی به ٠ , c ∈ R ناصفر عنصر آن گاه ، f (x)g(x) = ٠ اگر ،R[x] از g(x) و
هم و راست مک کوی هم R صورتی که در نامیم، مک کوی را R حلقه ی هم چنین .cg(x) = ٠ که

باشد. چپ مک کوی
٧McCoy



راست، مک کوی حلقه های در دادند نشان ،[٢.٩ گزاره ،٣٣] مرجع در همکارانش و هونگ
خاصیˁت دارای R[x] چندجمله ای  حلقه ی آن گاه باشد، راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی اگر

می باشد. راست (A)

و جابجایی نیم R حلقه ی اگر دادند نشان ،[٢.١٠ گزاره ،٣٣] مرجع در آن ها هم چنین
می باشد، راست (A) دارای خاصیˁت R[x] چندجمله ای حلقه ی آن گاه باشد، راست مک کوی
برگشت R حلقه ی اگر دادند، نشان ،[٢.١١ نتیجه ،٣٣] مرجع در آن از نتیجه ای عنوان به بعلاوه
در آن ها هم چنین می باشد. (A) خاصیˁت دارای R[x] چندجمله ای  حلقه ی آن گاه باشد، پذیر
آن گاه باشد، جابجایی نیم R[x] اگر ،R حلقه ی برای می دهند نشان نتیجه.٢.١٢]، ،٣٣] مرجع
حلقه ای اگر می دهند نشان ،[٢.١٣ نتیجه ،٣٣] مرجع در بعلاوه است. (A) خاصیˁت دارای R[x]

می باشد. (A) خاصیˁت دارای R[x] چندجمله ای  حلقه ی آن گاه باشد، کاهشی یا و جابجایی
دنبال به ما که نمودند مطرح را زیر سئوال چهار همکارانش و هونگ ،[٣٣] مرجع پایان در

هستیم. آن ها حل
R[x] جمله ای های چند حلقه ی آیا باشد. راست دوئو حلقه یک R کنیم فرض :١ سئوال

است؟ راست (A) خاصیˁت دارای
جمله ای های چند حلقه ی آیا باشد. راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی کنیم فرض :٢ سئوال

است؟ راست (A) خاصیˁت دارای R[x]

(A) خاصیˁت دارای R جابجایی حلقه ی روی R[[x]] توانی سری های حلقه ی آیا :٣ سئوال
است؟ راست

سری های حلقه ی آیا باشد. راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی کنیم فرض :۴ سئوال
است؟ راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] توانی

شده مطرح سئوالات از یکی به مثبت پاسخ ١ . ٢
است. رسیده چاپ به ،[٢٨] مرجع در بخش این در شده ذکر مطالب

ab ∈ P از ،a, b ∈ R هر ازای به اگر نامیم او̰ل کاملا́ را R حلقه ی از P ایده آل .١ . ٢٢ تعریف
.b ∈ P یا a ∈ P که شود نتیجه

دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای اگر گوئیم جابجائی نیم را R حلقه ی .١ . ٢٣ تعریف
.aRb = ٠

و باشد جابجائی نیم حلقه ی یک R کنیم فرض .٢۴ . ١ گزاره
U = {lR(a) : ٠ , a ∈ R}

یا
U = {rR(a) : ٠ , a ∈ R}.



٧ شده مطرح سئوالات از یکی به مثبت پاسخ
است. R او̰ل کاملا́ ایده آل یک P آن  گاه باشد، U خانواده ی ماکسیمال عضو P اگر

وجود قسمی به ٠ , a ∈ R بنابراین باشد. U خانواده از ماکسیمال عضو P کنیم فرض برهان.
پس ya , ٠ چون .ya , ٠ و xya = ٠ بنابراین .y < P و xy ∈ P کنیم فرض .P = lR(a) که دارد
است جابجایی نیم حلقه یک R چون نتیجه در ،ta = ٠ لذا .t ∈ lR(a) کنیم فرض .x ∈ lR(ya)

است، ماکسیمال lR(a) چون lR(a) ⊆ lR(ya) بنابراین .t ∈ lR(ya) لذا و ،tya = ٠ بنابراین .tRa = ٠
□ .x ∈ lR(a) پس ،lR(a) = lR(ya) که می آید لازم
از اجتماعی Zr(R) و Zl(R) صورت این در باشد. جابجایی نیم حلقه ی یک R کنیم فرض .٢۵ . ١ لم

می باشند. او̰ل ایده آل های
به ،٠ , a ∈ R ناصفر عنصر بنابراین .x ∈ Zl(R) کنیم فرض .S = R \ Zl(R) می دهیم قرار برهان.
است، جابجایی نیم حلقه ی یک R چون .I = lR(a) می دهیم قرار .xa = ٠ که دارد وجود قسمی

کنیم: فرض می باشد. طرفه دو ایده آل یک I

U = {J ⊵ R : I ⊆ J, J ∩ S = ∅}.

با است. Px مانند ماکسیمال او̰ل ایده آل شامل U داد، نشان می توان زورن لم از استفاده با
می آید لازم ،x ∈ lR(a) و lR(a) ⊆ Px چون و است او̰ل کاملا́ ایده آل یک Px ،٢۴ . ١ گزاره به توجه
لذا، .x ∈ Px که دارد وجود قسمی به Px او̰ل ایده آل x ∈ Zl(R) هر ازای به نتیجه در .x ∈ Px که

Zl(R) =
∪

x∈Zl(R)

Px.

داد نشان می توان مشابه طور به
Zr(R) =

∪
x∈Zr(R)

Px.

□

صورت این در باشد. چپ نوتری و جابجایی نیم حلقه ی یک R کنیم فرض .٢۶ . ١ نتیجه
Zl(R) =

∪
λ∈Λ

Pλ،

Pλ ایده آل ،λ هر ازای به هم چنین .|Λ| < ∞ و او̰ل کاملا́ Pλ ایده آل ،λ ∈ Λ هر ازای به این جا در که
می باشد. R در صفر مخالف عنصر یک از چپ یا راست ساز پوچ

□ می باشد. بدیهی حکم R حلقه ی بودن نوتری و ،٢۵ . ١ لم به توجه با برهان.
و جابجایی حلقه ی یک R اگر که نمودند ثابت ،[٨١ قضیه ،٣٩] مرجع کاپلانسکی٨در

در مشمول R از حلقه زیر یک S و باشند R در ایده آل هائی J١, J٢, . . . , Jn

J١ ∪ J٢ . . . ∪ Jn

٨Kaplansky



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ٨
است. Jk یک در مشمول S آن  گاه باشند، او̰ل Jiها از تا n − ٢ حداقل که باشند قسمی به
عدم قضیه به معروف قضیه این که می دهیم ارائه جابجائی نیم حلقه های در را قضیه این مشابه

است: او̰ل ایده آل های از اجتناب
از متناهی خانواده ای {P١, P٢, . . . , Pn

} و جابجایی نیم حلقه ی یک R کنیم فرض .١ . ٢٧ گزاره
مشمول S آن  گاه باشد، Piها اجتماع در مشمول حلقه زیر یک S اگر باشد. او̰ل کاملا́ ایده آل های

است. Pk یک در
کنیم فرض برهان.

S ⊆ P١ ∪ P٢ ∪ . . . ∪ Pn

ازای به بنابراین .S ⊈ Pi ،i هر ازای به کنیم فرض هم چنین باشد. کمترین خاصیت این با n و
این به ،ai ∈ Pi امˁا ai <

∪n
i, j P j که دارد وجود قسمی به ai ∈ S لذا .S ⊈ ∪n

i, j P j داریم ،i هر
عناصر می توان ترتیب

a١, a٢, a٣, . . . , an

پس می باشد حلقه زیر یک S چون .ai < P j ،i , j هر ازای به که یافت قسمی به را
a١ + a٢a٣ · · · an ∈ S .

که دارد وجود قسمی به Pi بنابراین
a١ + a٢a٣ · · · an ∈ Pi.

پس است او̰ل کاملا́ P١ چون و ،a٢a٣ . . . an ∈ P١ می گیریم نتیجه a١ ∈ P١ چون آن گاه ،i = ١ اگر
،a٢a٣ . . . an ∈ Pi آن گاه باشد، i , ١ اگر است. تناقض یک که ai ∈ P١ که قسمی به ai دارد وجود
□ می شود. اثبات حکم و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض یک که ،a١ ∈ Pi نتیجه در و
خاصیˁت دارای R صورت این در باشد.  چپ نوتری و جابجایی نیم R حلقه ی کنیم فرض .١ . ٢٨ قضیه

است. (چپ) راست (A)

نتیجه در Zl(R) =
∪n

i=١ Pi ،٢۴ . ١ گزاره به توجه با بنابراین .I ⊆ Zl(R) کنیم فرض برهان.
I ⊆

n∪
i=١

Pi،

١ . ٢٧ قضیه ی بر بنا می باشند. چپ ساز پوچ یک و او̰ل کاملا́ Pi ،i هر ازای به این جا در که
□ .Ia = ٠ پس ،Ia ⊆ Pia = ٠ داریم ،٠ , a ∈ R برای بنابراین .I ⊆ Pi ،١ ≤ i ≤ n برای
ناپذیر تعویض آزاد متغیرهای از مجموعه ای {xi|i ∈ I

} و حلقه یک K کنیم فرض .١ . ٢٩ ملاحظه
.( kxi = xik باشیم داشته k ∈ K هر برای و ،xix j , x jxi آن  گاه ،i , j اگر (یعنی باشند K روی

می دهیم. نشان R = K ⟨xi : i ∈ I⟩ علامت با را {xi|i ∈ I
} وسیله به شده تولید آزاد K‐حلقه ی



٩ تکواری حلقه ی
آن (چپ) راست ایده آل هر صورتی که در گوئیم (چپ) دوئو٩راست را R حلقه ی .١ . ٣٠ تعریف
دوئو هم و راست دوئو هم صورتی که در نامیم دوئو را R حلقه ی باشد. طرفه دو ایده آل یک

باشد. چپ
برعکس حالت ولی است، جابجایی نیم حلقه ی یک راست دوئو حلقه ی هر که است واضح
دوئو نه که است دامنه یک K میدان روی K ⟨x, y⟩ آزاد K‐جبر مثال: برای نیست. درست آن

است. جابجایی نیم حلقه یک دامنه هر طرفی از است، چپ دوئو نه و راست
صورت این در باشد. (راست) چپ نوتری و (چپ) راست دوئو حلقه ی R کنیم فرض .١ . ٣١ نتیجه

است. (چپ) راست (A) خاصیˁت دارای R

به توجه با پس است. جابجایی نیم حلقه ی یک (چپ) راست دوئو حلقه ی هر چون برهان.
□ است. (چپ) راست (A) خاصیˁت دارای R ،١ . ٢٨ قضیه ی
باشیم: داشته آن از نتیجه ای عنوان به را ،۴ . ١ گزاره می توانیم اکنون ،١ . ٢٨ قضیه به توجه با

است. راست (A) خاصیˁت دارای R آن  گاه باشد، نوتری و جابجایی حلقه ی R اگر .١ . ٣٢ نتیجه
□ می باشد. بدیهی حکم ،١ . ٢٨ قضیه به توجه با برهان.

تکواری حلقه ی ١ . ٣
و متناهی مجموعه ی زیر دو هر برای هرگاه نامیم، u.p‐تکوار یک را M تکواره .١ . ٣٣ تعریف
نمایشی g = ab که باشند داشته وجود قسمی به b ∈ B و a ∈ A و g ∈ M عنصر A, B ⊆ M ناتهی

باشد. داشته بفرد منحصر
است. برقرار M در حذف قانون آن  گاه باشد، u.p‐تکوار یک M اگر .٣۴ . ١ لم

در را B =
{
b, c
} و A =

{
a
} مجموعه های کافی است .ab = ac و a, b, c ∈ M کنیم فرض برهان.

منحصر آن نمایش که، است عنصری دارای AB پس است u.p‐تکوار یک M چون بگیریم. نظر
□ .b = c باید پس ،ab = ac فرض طبق امˁا می باشد. بفرد
مجموعه ی ١ , s ∈ M هر ازای به صورت این در باشد. u.p‐تکوار یک M کنیم فرض .٣۵ . ١ لم

است. نامتناهی {١, s, s٢, s٣, . . .
}

کنیم فرض .sm = sn ،m, n ∈ Zبرای بنابراین باشد. متناهی {١, s, s٢, s٣, . . .
} کنیم فرض برهان.

می دهیم قرار .sk = ١ که باشد طبیعی عدد کوچکترین k کنیم فرض .sn−m = ١ پس .m ≤ n

دارای که یافت نمی  توان عنصری AB در که است واضح .B = {١, s, s٢, s٣, . . . , sk−١} و A =
{١, s}

خلف فرض بنابراین است. تناقض در M بودن u.p‐تکوار با این و باشد فرد به منحصر نمایش
□ می شود. اثبات حکم و باطل

٩Duo



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ١٠
m١,m٢, . . . ,ml و l مثبت صحیح اعداد برای اگر u , ١ ∈ M و u.p‐تکوار یک M کنیم فرض .٣۶ . ١ لم

باشیم داشته
s١١, . . . , s١m١ , s٢١, . . . , s٢m٢ , . . . , sl١, . . . , slml ∈ M،

که دارند وجود قسمی به n١, n٢, . . . , nl نامنفی صحیح اعداد آن  گاه
∀i, j∀p, q(i , j⇒ sipuni , s jqun j)

با هم چنین است. نامتناهی {١, u, u٢, . . . ,
} ،١ , u ∈ M هر برای ،٣۵ . ١ لم به توجه با برهان.

حذف، قانون برقراری و ،٣۴ . ١ لم به }توجه
s٢q, s٢qu, s٢qu٢, . . . ,

}
،s١i = s٢ ju

d طوری که به i , j باشد داشته وجود d صحیح عدد هر ازای به اگر است. نامتناهی
قانون برقراری به توجه با که ،s٢ ju

d = s٢ ju
d′ ،d , d′ متمایز صحیح عدد دو انتخاب با آن  گاه

هر ازای به که دارد وجود قسمی به d نامنفی صحیح عدد بنابراین می رسیم. تناقض به حذف
این متناهی تعداد انجام با بنابراین کنیم. انتخاب n٢ = d و n١ = ٠ کافی است .s١i , s٢ ju

d ،i, j

□ می شود. نتیجه حکم فرایند،
f (x) و جابجایی حلقه ی یک R اگر که می آموزیم را مطلب این جبر مقدماتی دروس در غالباً
. f (x)r = ٠ که دارد وجود قسمی به r ∈ R ناصفر عنصر آن  گاه باشد، R[x] صفر علیه مقسوم یک
همین نیلسن١١بر می شود. اثبات [۵٠] مرجع مک کوی١٠در توسط بار او̰لین برای مطلب این
حلقه هر می دهد، نشان ،[۵٢] مرجع در و می دهد ارائه را مک کوی حلقه ی تعریف اساس
،[٩] مرجع در نیلسن کامیلو١٢و آن از بعد کمی هم چنین می باشد. مک کوی پذیر برگشت

می باشد. مک کوی دوئو حلقه  هر که، دادند نشان
فرم به R[M] حلقه عناصر باشد. حلقه یک R و تکواره یک M کنیم فرض

α = a١g١ + · · · + angn

جمله ای ها چند معمولی ضرب و جمع با هم چنین می باشند. gi ∈ M و ai ∈ R این جا در که
می باشد. یک دار حلقه ی یک R[M]

دادند: ارائه را زیر تعریف ،[٢۵] مرجع هاشمی١٣در
و α ناصفر دوعنصر هر برای درصورتی که نامیم، راست M‐مک کوی را R حلقه ی .١ . ٣٧ تعریف
مشابه طریق به .αr = ٠ که باشد داشته وجود قسمی به ٠ , r ∈ R آن گاه ،αβ = ٠ اگر ،R[M] از β
صورتی که در گوئیم، M‐مک کوی را R حلقه ی هم چنین می شود. تعریف چپ M‐مک کوی

باشد. چپ M‐مک کوی هم و راست M‐مک کوی هم R

١٠McCoy
١١Nielsen
١٢Camillo
١٣Hashemi



١١ تکواری حلقه ی
است: شده اثبات ،[۴٧] مرجع در زیر نتایج

زیر گزاره های صورت این در باشد. حلقه  یک R و M = (N ∪ {٠},+) کنیم فرض .١ . ٣٨ گزاره
معادلند:

است؛ راست مک کوی حلقه یک R .١
است. راست M‐مک کوی حلقه یک R .٢

□ شود. رجوع ،[۴٧] مرجع به برهان.
حلقه ی یک R آن  گاه باشد، u.p‐تکوار یک M و راست دوئو حلقه ی یک R اگر .١ . ٣٩ گزاره

است. راست M‐مک کوی

□ شود. رجوع ،[۴٧] مرجع به برهان.
کنیم فرض .۴١ . ٠ تعریف

γ = c١g١ + · · · + cngn ∈ R[M].

باشیم داشته ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به اگر ،length(γ) = n نویسیم می و n با برابر γ طول گوئیم
.ci , ٠

می دهیم قرار باشد. حلقه یک R و u.p‐تکوار یک M کنیم فرض .۴١ . ١ گزاره
α = a١g١ + · · · + amgm ∈ R[M].

آن  گاه ،rR[M](αR[M]) , ٠ اگر
rR[M](αR[M]) ∩ R , ٠.

کنیم فرض برهان.
β = b١h١ + · · · + bnhn ∈ rR[M](αR[M])

وجود قسمی به i١, j١ بنابراین باشد. طول کمترین دارای rR[M](αR[M]) اعضای میان در β و
مجموعه ی دو اعضای ضرب حاصل میان در gi١h j١ و ١ ≤ i١ ≤ m ،١ ≤ j١ ≤ n که دارند

B = {h١, h٢, . . . , hn} و A = {g١, g٢, . . . , gm}

اثبات کلیˁت از شدن کاسته بدون است. u.p‐تکوار یک M زیرا دارد، فرد به منحصر نمایشی
که است واضح هم چنین .a١rb١ = ٠ داریم ،r ∈ R هر برای بنابراین . j١ = ١ = i١ کنیم فرض

α(R[M]a١r)β ⊂ αR[M]β = ٠.
طول بودن کمترین به توجه با لذا .length(a١rβ) ≤ length(β) امˁا .a١rβ ∈ rR[M](αR[M]) بنابراین
داریم ،١ ≤ i ≤ m هر برای بالا مانند فرایند متناهی تعداد تکرار با بنابراین .a١rβ = ٠ داریم ،β
□ .αR[M]b١ = ٠ لذا .aiRβ = ٠



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ١٢
معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد. حلقه یک R و u.p‐تکوار یک M کنیم فرض .۴١ . ٢ گزاره

است؛ راست (A) خاصیˁت دارای R[M] .١
.rR[M](αR[M]) , ب)٠ و αR[M] ⊆ Zl(R[M])(الف .٢

کنیم فرض ⇐ برهان.
I =

l∑
i=١

R[M]αiR[M] ⊆ Zl(R[M])،
این جا در که

αi = a١is١i + · · · + aimi simi .

وجود قسمی به n١, . . . , nl نامنفی صحیح اعداد ،٣۶ . ١ لم به توجه با u , ١ ∈ M کنیم فرض
که دارند

∀i, j∀p, q(i , j⇒ sipuni , s jqun j).

که است واضح
α = α١un١ + · · · + αlunl ∈ I.

،۴١ . ١ گزاره و مسئله فرض به توجه با .αR[M] ⊆ I بنابراین
rR[M](αR[M]) = rR[M](R[M]αR[M]) , ٠

و
rR[M](R[M]αR[M]) ∩ R , ٠.

و RαR ⊆ R[M]αR[M] چون .(R[M]αR[M])r = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , r ∈ R بنابراین
αi = a١is١i + · · · + aimi simi،

پس .(Rai jR)r = ٠
Ir = (

l∑
i=١

R[M]αiR[M])r = ٠.
است. راست (A) خاصیˁت دارای R[M] لذا

است. بدیهی ⇒
□

خاصیˁت دارای R[M] آن  گاه باشد، u.p‐تکوار یک M و راست دوئو حلقه ی یک R اگر .۴١ . ٣ قضیه
است. راست (A)

قسمی به ٠ , r ∈ R ،١ . ٣٩ گزاره به توجه با .αR[M] ⊆ Zl(R[M]) و α ∈ R[M] کنیم فرض برهان.
دارای R[M] ،۴١ . ٣ گزاره ی به توجه با لذا .r ∈ rR[M](αR[M]) بنابراین .αr = ٠ که دارد وجود
□ است. راست (A) خاصیˁت



١٣ تکواری حلقه ی
g١ < g٢ از g١, g٢, h ∈ M هر برای اگر باشد. مرتب تکوار یک (M,≤) کنیم فرض .۴۴ . ١ تعریف

نامیم. اکید مرتب کاملا́ تکوار یک را (M,≤) آن  گاه ،hg١ < hg٢ و g١h < g٢h که شود نتیجه
مطلب این عکس امˁا است. u.p‐تکوار یک اکید مرتب کاملا́ تکوار هر که است واضح
دارد وجود u.p‐تکواری دادند. نشان ،[۴۶] مرجع در همکارانش مارکس١۴و نیست. درست

نیست. اکید مرتب کاملا́ تکوار که
R[M] آن  گاه باشد، اکید مرتب کاملا́ تکوار یک M و باشد راست دوئو حلقه یک R اگر .۴۵ . ١ نتیجه

است. راست (A) خاصیˁت دارای
به توجه با لذا است. u.p‐تکوار یک اکید مرتب کاملا́ تکوار هر فوق مطالب به توجه با برهان.
□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[M] ،۴١ . ٣ قضیه

بدهیم: مثبت جواب ،(١) سئوال به که قادریم ما اکنون
راست (A) خاصیˁت دارای R[x, x−١] و R[x] آن  گاه باشد، راست دوئو حلقه ی یک R اگر .۴۶ . ١ نتیجه

هستند.
u.p‐تکوار را M می دهیم قرار برهان.

M =
⟨١, x, x٢, . . .

⟩
راست (A) خاصیˁت دارای R[x] ،۴۵ . ١ نتیجه ی به توجه با لذا .R[x] = R[M] که است واضح

u.p‐تکوار را M اگر هم چنین است.
M =

⟨
. . . , x−٢, x−١, ١, x, x٢, . . .

⟩
□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x, x−١] حلقه ی آن گاه دهیم، قرار
نابدیهی و جابجایی حلقه ی یک R اگر دادند، نشان قضیه١]، ،٣۵] مرجع در ک˼لر و هوکابا
چند حلقه ی که گرفتند نتیجه هم چنین است. راست (A) خاصیˁت دارای R آن  گاه باشد، مدرˁج
نشان این بر علاوه است. راست (A) خاصیˁت دارای R جابجایی حلقه ی روی R[x] جمله ای 
راست (A) خاصیˁت باشد او̰ل نیم نظر مورد حلقه ی اگر حتی ناجابجایی حلقه های در دادند
شرط یک ،۴١ . ٣ قضیه ی فرض در راست دوئو شرط بنابراین ،[٢.٧ مثال ،٣٣] نیست برقرار

نیست. زائد و است لازم
خاصیˁت دارای R[M] آن  گاه باشد، u.p‐تکوار یک M و جابجایی حلقه ی یک R اگر .۴١ . ٧ نتیجه

است. راست (A)

به توجه با بنابراین است. راست دوئو حلقه ی یک جابجایی حلقه ی هر که است واضح برهان.
□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[M] ،۴۵ . ١ نتیجه ی

١۴Marks



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ١۴
چندجمله ای حلقه ی به راست (A) خاصیˁت شرایطی چه تحت که کنیم اثبات می خواهیم زیر در
برای ،(٢) سئوال که می کنیم معرفی را حلقه ها از خانواده ای ترتیب این به  و است انتقال قابل

است: برقرار آن ها
دارای R اگر باشد. M‐مک کوی حلقه ی یک R و u.p‐تکوار یک M کنیم فرض .۴١ . ٨ گزاره

است. راست (A) خاصیˁت دارای R[M] آن  گاه باشد، راست (A) خاصیˁت
که باشد طوری به α = a٠g٠ + · · · + amgm ∈ R[M] کنیم فرض برهان.

I = R[M]αR[M] ⊆ Zl(R[M]).

ناصفر عنصر .J = ∑m
i=٠ RaiR دهیم می قرار

٠ , a =
N∑

i=٠
r jai js j ∈ J

این جا در که می گیریم، نظر در را
ai j ∈ {a٠, a١, . . . , am}

و
i٠ ≤ i١ ≤ i٢ ≤ · · · ≤ iN .

کنیم فرض
A = {gl٠ ...glN |٠ ≤ lt ≤ m}

.Aut١ ∩ A = ∅ که دارد وجود قسمی به t١ مثبت صحیح عدد ،٣۶ . ١ لم به توجه با .١ , u ∈ M و
به t٢ نامنفی و صحیح عدد ،٣۶ . ١ لم به توجه با هم چنین است. کمترین حاصل t١ کنیم فرض

که دارد وجود قسمی
(Aut١ ∪ A) ∩ Aut٢ = ∅

تکرار با است. کمترین حاصل t٢ی کنیم فرض .t١ < t٢ که است واضح مفروضات به توجه با
که می آوریم بدست قسمی به را tN نامنفی صحیح عدد ما فرآیند این از متناهی تعداد

(A ∪ Aut١ ∪ . . . ∪ AutN−١) ∩ AutN = ∅.

،i , j هر برای هم چنین .t٠ < t١ < · · · < tN پس ،t٠ = ٠ کنیم فرض
Aut١ ∩ Aut j = ∅.

عنصر X = {g٠, g١, . . . , gm} می دهیم قرار

β =

N∑
j=٠

r j(gi٠ . . . . .gi j−١ .α.g j+١. . . . .giN ut j)s j ∈ R[M]



١۵ تکواری حلقه ی
داریم ، j ∈ {٠, . . . ,N} هر برای بعلاوه می گیریم. نظر در را

A j = gi٠gi١ . . . . .gi j−١ .X.gi j+١ . . . . .giN .

داریم ،p , q هر برای هم چنین .An ⊆ A ،٠ ≤ n ≤ N هر برای چون
Autp ∩ Autq = ∅.

در ترتیب به ضرایب این هم چنین است. β از ضریبی r jai j s j عنصر ، j هر برای بنابراین
gi٠gi١gi٢gi٣ . . . . .giN utN . . . و gi٠gi١gi٢gi٣ . . . . .giN ut١ ،gi٠gi١gi٢gi٣ . . . . .giN ut٠

می دهیم قرار می دهند. رخ
δ =

N∑
j=٠

utN−t j ∈ R[M].

پس
gi٠gi١gi٢gi٣ . . . . .giN utN

Autp∩Autq = ∅ ،p , q هر برای زیرا است. a دلخواه عنصر همان دقیقاً که می باشد βδ در ضریبی
صادق مسئله شده ذکر شرایط در که می باشند کمترین و مثبت صحیح اعداد همگی ها ti و

امˁا هستند.
αδ ∈ I ⊆ Zl(R[M])

حلقه ی یک R زیرا .αr = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , r ∈ R بنابراین است. صفر با مخالف
می شود نتیجه بود، J از دلخواه عنصر یک a چون بعلاوه .ar = ٠ نتیجه در است. M‐مک کوی

b ∈ R ناصفر عنصر است راست (A) خاصیˁت دارای R چون مسئله فرض به توجه با و ،J ⊆ Zl(R)

خاصیˁت دارای R[M] حلقه ی ،۴١ . ٣ گزاره ی به توجه با بنابراین .Ib = ٠ که دارد وجود قسمی به
□ است. راست (A)

اگر باشد. M‐مک کوی حلقه ی یک R و اکید مرتب کاملا́ تکوار یک M کنیم فرض .۴١ . ٩ نتیجه
است. راست (A) خاصیˁت دارای R[M] آن  گاه باشد، راست (A) خاصیˁت دارای R

گزاره به توجه با بنابراین است. u.p‐تکوار یک اکید مرتب کاملا́ تکواره هر می دانیم برهان.
□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[M] ،۴١ . ٨
راست (A) خاصیˁت دارای R اگر باشد. راست مک کوی حلقه ی یک R کنیم فرض .۵١ . ٠ نتیجه

است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x] آن  گاه باشد،
u.p‐تکوار را M می دهیم قرار برهان.

M =
⟨١, x, x٢, . . .

⟩
.

راست (A) خاصیˁت دارای R[x] ،۴١ . ٨ نتیجه ی به توجه با لذا .R[x] = R[M] که است واضح
□ است.



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ١۶

خصوص در شده مطرح سئوالات از یکی به منفی پاسخ ۴ . ١
(A) خاصیˁت

می دهد. (۴) سئوال به منفی پاسخ که کنیم ارائه مثالی می خواهیم فصل این ابتدای در
ایده آل و جبر زیر را IdB(Y) و AlB(Y) ترتیب به Y ⊆ B مجموعه ی زیر و B مانند جبر یک برای

می نامیم. Y توسط شده تولید
R[[x]] توانی سری های حلقه ی که است موجود راست (A) خاصیˁت با R حلقه ی .۵١ . ١ مثال

نیست. راست (A) خاصیˁت دارای
U بودن ناشمارا به توجه با باشد. ناشمارا مجموعه  یک U و میدان یک K کنیم فرض برهان.

زیر مجموعه ها ی
C(U) =

{
I ⊂ U : باشد شمارا I

}
و

F(U) =
{
J ⊂ U : باشد Jمتناهی

}
نماد ها از مجموعه ای G٣ و G٢، G١ دراین جا که ،G = G١ ∪G٢ ∪G٣ می دهیم قرار می سازیم. را

زیر ترتیب به که می باشند،
G١ =

{
cI : I ∈ C(U)

}
G٢ =

{
dJ : J ∈ F(U)

}
G٣ =

{
ai : i ∈ U

}
تولید ایده آل را Q می دهیم قرار داریم. را A = K ⟨x : x ∈ G⟩ K‐جبر بنابراین می شوند. معرفی

توسط شده
Y =
{
(
∪

cI∈G١

{
cIG
}
) ∪ (

∪
dJ∈G٢

{
dJG
}
) ∪ (

∪
J∈F(U)

{
DdJ
}
) ∪ (

∪
I∈C(U)

{
BcI
}}.

توسط شده تولید ایده آل D کنیم }فرض
a j ∈ G٣ : j ∈ J

}
توسط شده تولید جبر زیر با برابر B }و

ai ∈ G٣ : i ∈ I
}

می دهیم قرار باشد.
R = K ⟨x : x ∈ G⟩⧸Q.

زیر روابط ،R حلقه ی در شده تعریف روابط به توجه با بنابراین



١٧ (A) خاصیˁت خصوص در شده مطرح سئوالات از یکی به منفی پاسخ
cIG = ٠ = dJG ،I ∈ C(U) و J ∈ F(U) هر برای .١
AlA(
{
ai ∈ G٣ : i ∈ I

}
)cI = ٠ ،I ∈ C(U) هر برای .٢

IdA(
{
a j ∈ G٣ : j ∈ J

}
)dJ = ٠ ،J ∈ F(U) هر برای .٣

و R از ایده آلی P کنیم فرض است. راست (A) خاصیˁت دارای R می دهیم نشان حال برقرارند.
صفر علیه مقسوم یک نمی تواند a آن گاه باشد، ثابت جمله ی دارای a اگر می دهیم نشان .a ∈ P

آن گاه باشد، چپ صفر علیه مقسوم یک a اگر باشد. a ثابت a٠ و a ∈ P کنیم فرض باشد. چپ
a٠ ∈ K امˁا .a٠b ∈ Q باید نتیجه در ab ∈ Q عبارتی به .ab = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , b ∈ R

P اگر بنابراین، .b , ٠ با است تناقض که b ∈ Q بنابراین .a−١٠ a٠b ∈ Q پس است، میدان یک K و
جملات تمام آن  گاه باشد، R چپ صفر علیه های مقسوم در مشمول و متناهی تولید با ایده آلی

اگر بنابراین، می باشند. ثابت جمله ی فاقد P

P =
⟨

f١, . . . , f٢
⟩ ،

توسط شده تولید جبر زیر از عضوی ٠ , fi عنصر ،i هر ازای به }آن گاه
a١, a٢, . . . , at

}
, cI١ , . . . , cIk , dJ١ , . . . , dJk

که دارند وجود قسمی به عضو متناهی تعداد با Hi خانواده ،i = ١,٢,٣ هر ازای به لذا می باشد.
است، |H| < ∞ چون طرفی از .P ⊆ I(H) بنابراین .H = H١ ∪ H٢ ∪ H٣ می دهیم قرار .Hi ⊆ Gi

است. راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه یعنی، این و PdJ = ٠ پس .I(H)dJ = ٠ ،J ∈ F(U) برای
نمادهای آن ها از استفاده با و می کنیم انتخاب را U ازعناصر {u٠, u١, . . .

شمارای{ مجموعه ی
می دهیم قرار می کنیم. ارائه را aui

f =
∞∑

i=٠
aui x

i ∈ R[[x]].

مقسوم در مشمول ⟨ f ⟩ دهیم نشان می خواهیم می گیریم. نظر در را f توسط شده تولید ایده آل
خانواده ی ،a ∈ ⟨ f ⟩ هر ازای به بنابراین است. R چپ صفر علیه های

g١, g١, g٢, h٢, . . . , gl, hl

که دارند وجود قسمی به R[[x]] عناصر از
a =

l∑
i=١

gi f hi

عضو a که دارد وجود قسمی به C شمارای مجموعه ی آن گاه ،a < Q عبارتی به باشد، a , ٠ اگر
عناصر توسط شده تولید جبر }زیر

ak ∈ G٣ : k ∈ C
}،



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ١٨
براین علاوه است. ′cIها و ′dJها

akcC = ٠
dJ′cC = ٠
cI′cC = ٠.

عبارتی به ،acC = ٠ بنابراین
⟨ f ⟩ ⊆ Zl(R)

دلخواه و ناصفر عنصر نمی باشد. راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] می دهیم نشان ادامه  در

g =
∞∑
i=t

rt xi ∈ R[[x]]

چون شمارایی مجموعه ی بنابراین .t ≥ ٠ این جا در که ،rt , ٠ که می گیریم نظر در قسمی به را
به k نامنفی صحیح عدد ،٠ , g چون و {ri

}∞
i=t
⊂ I نتیجه در ،i ∈ I که دارد وجود قسمی به I

توسط شده تولید جبر زیر به متعلق rt که دارد وجود قسمی
١, av١ , . . . , avk , dJ١ , . . . , dJk , cI١ , . . . , cIk.

بنابراین
v١, . . . , vk ∈ U

J١, . . . , Jk ∈ F(U)

I١, . . . , Ik ∈ C(U).
می دهیم قرار

S =
{
v١, . . . , vk

}
∪

k∪
i=١

Ji ∪
k∪

i=١
Ii ⊆ I.

،١ ≤ i ≤ k هر ازای به پس .au ∈ G٣ رو این از .u ∈ (U \ S ) کنیم فرض .U \ S , ∅ بنابراین
پس ،|Ji| < ∞ ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به چون . f aug , ٠ می دهیم نشان .audJi , ٠ و aucIi , ٠ داریم
هر ازای به بنابراین .uq <

∪k
i=١ Ji که دارد وجود قسمی به q کوچکترین نتیجه در ،|∪k

i=١ Ji| < ∞

برابر xuq+t ضریب امˁا است. باصفر مخالف xuq+t ضریب می شویم مدعی .auqdJi , ٠ ،١ ≤ i ≤ k

با است
auqaurt + auq−١aurt+١ + · · · + au٠aurt+uq

است. تناقض که f au < Zl(R) پس f aug , ٠ امˁا f au ∈ ⟨ f ⟩ دیگر طرفی از .auqaurt , ٠ واقع در
□ نیست. راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] پس
راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] آن  گاه باشد، نوتری و پذیر برگشت حلقه ی یک R اگر .۵١ . ٢ گزاره

است.



١٩ (A) خاصیˁت خصوص در شده مطرح سئوالات از یکی به منفی پاسخ
با بنابراین است. جابجایی نیم حلقه ی یک پذیر برگشت حلقه ی هر که است واضح برهان.
Pλ ایده آل ،λ هر ازای به و |Λ| < ∞ این جا در که ،Z(R) =

∪
λ∈Λ Pλ ،٢۶ . ١ نتیجه ی به توجه

یک Pλ چون .λ ∈ Λ کنیم فرض .Pλ = ann(dλ) ،dλ ∈ R ناصفر عنصر برای و است او̰ل کاملا́
و است او̰ل کاملا́ ایده آل

R[[x]]
Pλ[[x]]

�
R
Pλ

[[x]]

،λ ∈ Λ هر ازای به که است واضح است. R[[x]] در او̰ل کاملا́ Pλ[[x]] ایده آل
Pλ[[x]] = rR[[x]](di) = lR[[x]](di).

دهیم نشان اگر
Z(R[[x]]) =

∪
λ∈Λ

Pλ[[x]]،
می شود نتیجه است. نوتری و پذیر برگشت R حلقه ی که این و ،١ . ٢٧ گزاره به توجه با آن  گاه

امˁا است. راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] که
Z(R[[x]]) =

[ ∪
λ١∈Λ١

rR[x]( fλ١(x))] ∪ [
∪
λ٢∈Λ٢

lR[x]( fλ٢(x))
]،

طور به هم چنین .Zr(R[[x]]) در مشمول و ماکسیمال rR[x]( fλ١(x)) راست ایده آل این جا در که
می باشد. Zl(R[[x]]) در مشمول و ماکسیمال lR[x]( fλ٢(x)) راست ایده آل λ٢ ∈ Λ٢ هر برای مشابه

و λ١ ∈ Λ١ کنیم فرض
fλ١(x) =

∞∑
i=٠

aixi

و
g(x) =

∞∑
j=٠

b jx j ∈ rR[x]( fλ١)(x).

بنابراین .a٠ , ٠ , b٠ کرد فرض می توان
a٠b٠ = ٠ .١

a٠b١ + a١b٠ = ٠ .٢
a١b٢ + a١b١ + a٢b٠ = ٠ .٣

... .۴
یک R زیرا .a١b٢٠ = ٠ = b٢٠a١ می آوریم بدست کنیم. ضرب b٠ در چپ از را ،(٢) رابطه ی اگر
.a٢b٣٠ = ٠ = کنیم، ضرب b٢٠ در چپ سمت از را ،(٣) رابطه ی اگر است. پذیر برگشت حلقه ی
فرآیند این تکرار با و مشابه طریق به بنابراین، است. پذیر برگشت حلقه ی یک R زیرا b٣٠a٢

،n ≥ ٢ هر برای داد نشان می توان
bn٠an−١ = ٠ = an−١bn٠.



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ٢٠
چون

ann(b٠) ⊆ ann(b٢٠ ) ⊆ ann(b٣٠ ) ⊆ . . . .

،k ≤ t هر برای که دارد وجود قسمی به k > ٠ است. نوتری حلقه ی یک R و
ann(bk٠) = ann(bt٠).

عدد کوچکترین k کنیم فرض .bk٠( fλ١(x)) = ٠ لذا .bk٠ai = ٠ = aibk٠ ،i هر برای بنابراین
که، باشد مثبت صحیح

bk−١٠ ( fλ١(x)) = ٠.
مشمول ماکسیمال راست ایده آل یک rR[x]( fλ١(x)) چون .bk٠( fλ١(x)) , ٠ آن  گاه باشد، k > ١ اگر

و است Z(R[[x]]) در
rR[x]( fλ١(x)) ⊆ rR[x](bk−١٠ fλ١(x)).

می شود نتیجه
rR[x]( fλ١(x)) = rR[x](bk−١٠ fλ١(x))،

،bk٠( fλ١(x)) = ٠ و است پذیر برگشت حلقه ی یک R چون طرفی از
bk−١٠ ( fλ١(x))b٠ = ٠.

دهیم نشان می توانیم مشابه بحثی با .k = ١ لذا است. تناقض یک که . fλ١(x)b٠ = ٠ بنابراین
پس . fλ١(x)b j = ٠ ،٠ ≤ j هر برای

fλ١(x)b٠ = ٠ = a٠g(x).
راست ایده آل را J و fλ١(x) ضرایب توسط شده تولید چپ ایده آل با برابر را I می دهیم قرار
m, n ∈ λ ،١ . ٢٧ قضیه ی به توجه با لذا، .I ∪ J ⊆ Z(R) بنابراین .g(x) ضرایب توسط شده تولید

می آوریم بدست درنهایت .I ⊆ Pm و J ⊆ Pn که دارند وجود قسمی به
fλ١(x) ∈ Pm[[x]]

و
g(x) ∈ Pn[[x]].

پس
Z(R[[x]]) =

∪
λ∈Λ

Pλ[[x]].

□



٢١ (A) خاصیˁت خصوص در شده مطرح سئوالات از یکی به منفی پاسخ
,R)‐دومدول S ) یک M و باشند حلقه دو S و R کنیم فرض مثلثی) بالا (حلقه های .۵١ . ٣ مثال
،m ∈ M و s ∈ S و r ∈ R هر برای که است راست مدول S و چپ مدول R یک M یعنی؛ باشد.

می دهیم: قرار (rm)s = r(ms)

A =

 R M

٠ S

 .
می دهد. تشکیل حلقه یک ماتریس ها معمولی ضرب و جمع عمل دو با A که داد نشان می توان
باشد، (R,R)‐دومدول یک M و R = S اگر می دهند. نشان نیز R⊕M ⊕ S علامت با را A گاهی

آن گاه


r m

٠ r

 : r ∈ R,m ∈ M

 ،

عنصر هر می توان می دهیم. نشان T (R,M) نماد با و می نامیم M وسیله ی به R بدیهی توسیع را
می شود: تعریف زیر ضابطه ی با ضرب عمل بنابراین داد. نشان نیز (r,m) به را T (R,M) از

(r١,m١)(r٢,m٢) := (r١r٢, r١m٢ + m١r٢).

کنیم فرض و باشد ,R)‐دومدول S ) یک M و باشند حلقه دو S و R کنیم فرض .۵۴ . ١ گزاره
صورت: این در .A = R ⊕ M ⊕ S

عنوان به M و باشند (راست) چپ نوتری S و R اگر، تنها و اگر است (راست) چپ نوتری A .١
باشد. نوتری ( S‐مدول ) R‐مدول

عنوان به M و باشند (راست) چپ آرتینی S و R اگر، تنها و اگر است (راست) چپ آرتینی A .٢
باشد. آرتینی ( S‐مدول ) R‐مدول

یک ۵١ . ٢ گزاره ی در R حلقه ی بودن پذیر برگشت شرط که می دهیم نشان زیر مثال در
نیز ،[٢۴ صفحه ،٣٣] مرجع در می توان را مثال این با مشابه نمی باشد. زائد و است لازم شرط

و میدان یک F کنیم فرض دید.
R =

 F F

٠ F

 .
می دهیم قرار

R[[x]] =

 F[[x]] F[[x]]

٠ F[[x]]

 .
با ایده آل دو اگر هم چنین می باشد. چپ و راست نوتری حلقه ی یک R[[x]] که، است واضح

متناهی تولید
I =

 F[[x]] F[[x]]

٠ ٠




حلقه ها روی (A) خاصیˁت ٢٢
و

J =

 ٠ F[[x]]

٠ F[[x]]


g(x) و f (x) ناصفر عناصر تمام برای امˁا .J ⊆ Zr(R[[x]]) و I ⊆ Zl(R[[x]]) آن  گاه بگیریم، نظر در را

.g(x)J , ٠ و I f (x) , ٠ داریم R[[x]] از
او̰ل ایده آل متناهی تعداد دارای R اگر باشد. کاهشی حلقه ی یک R کنیم فرض .۵۵ . ١ گزاره

است. راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] آن  گاه باشد، می نیمال
در باشند، R حلقه ی می نیمال او̰ل ایده آل های تمام مجموعه {P١, . . . , Pn

} کنیم فرض برهان.
داریم: است، کاهشی حلقه ی یک R چون صورت این

P١ ∩ . . . ∩ Pn = ٠
یک Q کنیم فرض است. R[[x]] او̰ل ایده آل یک Pi[[x]] ایده آل ،i ∈ I هر برای که است واضح

بنابراین باشد. R[[x]] می نیمال او̰ل ایده آل

P١[[x]] ∩ . . . ∩ Pn[[x]] =
n∩

i=١
Pi[[x]] = ٠.

لذا .Pi[[x]] = Q داریم است، می نیمال او̰ل ایده آل یک Q چون و Pi[[x]] ⊆ Q ،i هر برای لذا
در مشمول R[[x]] می نیمال او̰ل ایده آل های تمام مجموعه ی
{
P١[[x]], . . . , Pn[[x]]

}
.

(A) خاصیˁت دارای R[[x]] قضیه.۶.١]، ،٣٣] بنابر و R[[x]] بودن کاهشی به توجه با بنابراین
□ است. راست

حلقه ی به (A) خاصیˁت انتقال خصوص در مثال ها یی ۵ . ١
جمله ای ها چند

حلقه ی به R حلقه ی از بودن نوتری خاصیˁت هیلبرت پایه قضیه طبق می دانیم که همان طور
دارای که دارند وجود حلقه هایی می دهیم نشان بخش این در می یابد. انتقال آن جمله ای  چند
نمی باشد: راست (A) خاصیˁت دارای آن ها جمله ای  چند حلقه ی ولی می باشند راست (A) خاصیˁت
یک را δ : R → R جمعی تابع باشد. R حلقه ی از درونریختی یک α کنیم فرض .۵۶ . ١ تعریف

.δ(ab) = δ(a)b + α(a)δ(b) باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای هر گاه می نامیم، α‐مشتق تابع



٢٣ جمله ای ها چند حلقه ی به (A) خاصیˁت انتقال خصوص در مثال ها یی
حلقه ی باشد. R حلقه ی از α‐مشتق تابع یک δ و ریختی درون یک α کنیم فرض .۵١ . ٧ تعریف
جمله ای های چند آن عناصر می دهیم. نشان R[x;α, δ] به را R روی اریب جمله ای های چند
طبیعی صورت به R[x, α, δ] روی ضرب و جمع عمل دو .n ≥ ٠ و ai ∈ R که هستند ∑n

i=٠ aixi

باشد، همانی تابع α اگر .xa = α(a)x + δ(a) داریم ،a ∈ R هر برای طوری که به می شوند تعریف
مشتق جمله ای های چند حلقه ی را آن و می دهیم نشان R[x, δ] صورت به را R[x;α, δ] آن  گاه

می نامیم. R روی
جمله ای های چند حلقه ی که دارد وجود قسمی به راست (A) خاصیˁت با R حلقه .۵١ . ٨ مثال

نیست. راست (A) خاصیˁت دارای R[x, σ] اریب
مولد مجموعه ی با K‐جبر یک R و میدان یک K کنیم فرض برهان.

G =
{
ai, j, bk : i, j, k ≥ ١}

می کنند: صدق زیر روابط در که باشد
.ai,lwai,k = ٠ آن  گاه ،l > q اگر مولدها، از w جمله ای تک هر برای .١

.b jx = ٠ ،x ∈ G و j هر برای .٢
.ai١, j١ ...ain, jn .bm = ٠ ،i١, . . . , in ≤ m و n هر برای .٣

و σ(ai, j) = ai, j+١ می گیریم نظر در زیر صورت به را R حلقه ی از σ ریختی درون ،k و i, j هر برای
f ∈ R[x, σ] هر برای باشد. R[x, σ] از a١,١x توسط شده تولید ایده آل Q کنیم فرض .σ(bk) = bk

بنابراین .bm ∈ G می کنیم انتخاب .deg( f ) ≤ m که دارد وجود قسمی به m مثبت صحیح عدد
.a١,١x f bm = ٠

عبارتی به ،a١,١x f bm = ٠ داریم ، f ∈ R[x, σ] هر ازای به بزرگ کافی اندازه ی به m انتخاب با لذا
ناصفر عنصر ،k ≥ ١ هر ازای به G عناصر روی شده تعریف روابط به توجه با .Q ⊆ Zl(R[x, σ])

a٢,١a٣,١. . . . .ak,١ ∈ R[x, σ]

می دهیم قرار داریم. را
.a = a١,١xa٢,١a٣,١ . . . .ak,١x = a١,١a٢,٢a٣,٢. . . . .ak,٢x٢ ∈ Q

r ∈ R ناصفر عنصر اگر است. صفر برابر R روی Q ساز پوچ می شویم مدعی .a , ٠ که است واضح
که باشد داشته وجود قسمی به bm عنصر باید آن گاه ،ar = ٠ که باشد داشته وجود طوری به
صفر با برابر Q ساز پوچ لذا ندارد. وجود mی چنین است دلخواه k چون امˁا k هر برای m ≥ k

دارای R می دهیم نشان ادامه در نیست. راست (A) خاصیˁت دارای R[x, σ] عبارتی به است،



حلقه ها روی (A) خاصیˁت ٢۴
است جملاتی تمام شامل J(R) یعنی، R حلقه ی جیکبسن رادیکال می باشد. راست (A) خاصیˁت
با ایده آل می باشد. توان پوچ موضعاً J(R) هم چنین است. صفر برابر آن ها ثابت جمله ی که
باشد داشته وجود قسمی به g ∈ I عنصر اگر می گیریم. نظر در را R حلقه ی از I متناهی تولید
با بنابراین .I = R نتیجه در و است پذیر وارون R در g آن  گاه باشد، ناصفر آن ثابت جمله که
J این جا در که I ⊆ J نتیجه در باشند. صفر ثابت دارای I عناصر تمام باید حالت این به  توجه

عناصر توسط شده تولید و R از ایده آلی
D =
{
ai, j, bk : i, j, k ≤ p

}
ناصفر عنصر برای می باشد. نامنفی صحیح عدد یک p این جا در که است،

α = a١,١a٢,١. . . . .ap,١
می باشد. راست (A) خاصیˁت دارای R حلقه ی بنابراین .Iα = ٠ لذا و Jα = ٠ داریم

□

حالت در (٢) سئوال به x, y توسط شده تولید S آزاد تکواره ی با می خواهیم قسمت این در
تک تمام مجموعه ی با برابر مجموعه یMرا داریم. نیاز تعاریف این به لذا دهیم، پاسخ خاص
می دهیم. نشان l(w) با را w طول w ∈ Mجمله ای تک یک برای می گیریم. x, y روی جمله ای ها

اگر
w = z١z٢ . . . zn ∈ M

: π( j,w) = z j ، j ≤ n هر برای آن گاه ،zi ∈ {x, y} که
و f (x) ∈ R ⟨x, y⟩ اگر .۵١ . ٩ لم

f (x)R ⟨x, y⟩ ⊆ Zl(R ⟨x, y⟩)،
. f (x)ab = ٠ که دارد وجود قسمی به b ∈ R ناصفر عنصر a ∈ R هر برای آن گاه

و A = R ⟨x, y⟩ کنیم فرض برهان.
f (x) =

n∑
i=١

mi∑
j=١

ri jwi j ∈ A

iام اندیس برحسب که می باشند جمله ای هایی تک wi j و ri j ∈ R این جا در که نظرمی گیریم، در را
هم چنین .l(wtp) = l(wtq) داریم ،t, p, q هر برای دیگر عبارتی به می باشند، برابر طولی دارای آن

l(w١١) ≤ l(w٢١) ≤ · · · ≤ l(wn١).

. f (x)axyx ∈ Zl(A) ،a ∈ R هر برای بنابراین .d = l(wn١) می دهیم قرار . f (x)A ⊆ Zl(A) کنیم فرض
برای می دهیم نشان حال . f (x)axy٣d xh(x) = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , h(x) ∈ A عنصر پس

می شوند، ظاهر f (x)axy٣d xh(x) ضرب در که wkl و wi j متفاوت جمله ای تک دو هر
wi jxy٣d xM∩ wklxy٣d xM = ∅.



٢۵ جمله ای ها چند حلقه ی به (A) خاصیˁت انتقال خصوص در مثال ها یی
قرار ،i < k کنیم فرض می شود. اثبات به ادعا این wi j , wil چون آن گاه ،i = k اگر واقع در
و v < u که است واضح A = R < x, y > جمله های تعریف طبق ،u = l(wkl) و v = l(wi j) می دهیم

بنابراین .l(wi jxy٣d x) = v + ٣d + ٢ امˁا . − d ≤ v − u < ٠ نتیجه در
π(v + ٣d + ٢,wi jxy٣d x) = x.

طرفی از
π(v + ٣d + ٢,wklxy٣d x) = π(u + (v − u + ٣d + ٢),wklxy٣d x)

= π(v − u + ٣d + ٢, xy٣d x)

است طول بزرگترین d چون هم چنین
٢d + ٢ ≤ ٣d + ٢ + v − u < ٣d + ٢

ناصفر ضریب یک b اگر بنابراین می شود. اثبات ادعا لذا ،π(v− u+٣d +٢, xy٣d x) = y نتیجه در
□ .ri jab = ٠ داریم ،i, j هر ازای به آن گاه باشد، h از
خاصیˁت دارای نیز R ⟨x, y⟩ حلقه ی آن گاه باشد، راست (A) خاصیˁت دارای R اگر .۶١ . ٠ مثال

است. راست (A)

و S = R ⟨x, y⟩ کنیم فرض برهان.
J =
⟨

f١(x), . . . , fn(x)
⟩

عناصر از g١(x), . . . , gm(x) متمایز لزوماً نه دنباله ی .J ⊆ Zl(S ) که باشد طوری }به
f١(x), . . . , fn(x)

}
جمله ای های تک طول بزرگترین اگر .a١, a٢, . . . , am ∈ R می کنیم فرض و می گیریم نظر در را

می دهیم قرار آن گاه باشد، p با برابر ها ها fi(x) در شده ظاهر
f (x) = g١(x)a١xp + g٢(x)a٢x٢p + · · · + gm(x)amxmp

نتیجه در f (x) ∈ J که است واضح
f (x)R ⟨x, y⟩ ⊆ Zl(S )

دارد وجود قسمی به b ∈ R ناصفر عنصر نتیجه در و a = ١ دهیم قرار قبل لم در کافی است لذا
به توجه با بنابراین ها. fi(x) ضرایب توسط شده تولید R از ایده آلی I می دهیم قرار . f (x)b = ٠ که
پس .I ⊆ Zl(R) عبارتی به می باشند، صفر علیه مقسوم ها fi(x) ضرایب تمام f (x)b = ٠ که این
قسمی به c ∈ R ناصفر عنصر است راست (A) خاصیˁت دارای R چون مسئله فرض به توجه با
□ .Jc = ٠ نتیجه در ،Ic = ٠ که دارد وجود





٢ فصل
چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت

اریب جمله ای های

مقدمه ٢ . ١
پاسخ ناجابجایی کاملا́ دیدگاهی از ،[٣٣] مرجع در شده مطرح سئوالات به فصل این در
جمله ای های چند حلقه ی همان یا  R[x;α, δ] اور توسیع از استفاده با که صورت این به می دهیم.
مثبت پاسخ R حلقه ی بودن نوتری درصورت دیگر برخی به و مثبت پاسخ سئوالات برخی به اریب

است. رسیده چاپ به ،[٢٧] مرجع در فصل این مطالب می دهیم.
یک را δ : R → R جمعی تابع باشد. R حلقه ی از ریختی درون یک α کنیم فرض .٢ . ١ تعریف

باشیم داشته ،a, b ∈ R هر برای هرگاه نامیم، α‐مشتق تابع
δ(ab) = δ(a)b + α(a)δ(b).

اریب توانی سری های حلقه ی باشد. R حلقه ی از ریختی درون یک α کنیم فرض .٢ . ٢ مثال
از ضرایبی با ∑∞i=٠ aixi توانی سری های همان آن عناصر می دهیم. نشان R[[x;α]] به را R روی
،a ∈ R هر برای طوری که به می شوند تعریف طبیعی صورت به آن روی ضرب و جمع هستند. R

باشیم داشته
xa = α(a)x.

٢٧



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ٢٨
حلقه ی باشد. R حلقه ی از α‐مشتق تابع یک δ و ریختی درون یک α کنیم فرض .٢ . ٣ مثال
جمله ای های چند آن عناصر می دهیم. نشان R[x;α, δ] به را R روی اریب جمله ای های چند
تعریف طبیعی صورت به آن روی ضرب و جمع عمل دو n ≥ ٠ و ai ∈ R که هستند ∑n

i=٠ aixi

باشیم داشته ،a ∈ R هر برای طوری که به می شوند
xa = α(a)x + δ(a).

چند حلقه ی را آن و می دهیم نشان R[x; δ] به را R[x;α, δ] آن گاه باشد، همانی تابع α اگر
می کنیم. استفاده R[x;α] از R[x;α, δ] به جای ،δ = ٠ هرگاه می نامیم، R روی مشتق جمله ای های
 R[[x;α]] یا  R[x;α, δ] اریب حلقه ی از جمله ای چند یک معرف f (x) فصل این سرتاسر در

می باشد. f (x) جمله ای چند ناصفر ضرایب تمام مجموعه ی معرف C f (x) و می باشد
نشان ترتیب به RA و AR نمادها ی R حلقه ی از A ناتهی مجموعه ی زیر هر ازای به .۴ . ٢ تعریف
یک دهنده ی نشان ⟨A⟩ هم چنین است. A توسط شده تولید چپ و راست ایده آل  دهنده ی

است. A توسط شده تولید طرفه دو ایده آل
هر ازای به اگر نامیم، پذیر برگشت را R حلقه ی ،[١١] مرجع در کوهن١ تعریف طبق بر
را R حلقه ی ،[١١] مرجع در کوهن هم چنین و .ba = ٠ بگیریم نتیجه ،ab = ٠ از ،a, b ∈ R

پذیر برگشت حلقه های کوهن از قبل نباشد. ناصفر توان پوچ عنصر دارای R اگر نامید، کاهشی
در است، شده مطالعه [۴۶] مرجع در مارکس٢ توسط انعکاسی کاملا́ حلقه های عنوان تحت
حلقه های مفهوم پذیر توزیع مشبکه های خصوص در ،[۵۶] مرجع در تاگانباو٣ نوشته دست
قرار مطالعه مورد باصفر جابجایی حلقه های عنوان تحت مفهوم این و شد ظاهر پذیر برگشت
مرجع در بل۴ تحقیقات طبق داشتند. پذیر برگشت حلقه های با معادل دقیقاً تعریفی که گرفتند
.aRb = ٠ بگیریم نتیجه ab = ٠ از a, b ∈ R هر ازای به اگر نامیم، جابجایی نیم را R حلقه ی ،[٧]
این در ما که گردید، مطرح سئوال چهار شد. بحث آن به راجع او̰ل فصل در که ،[٣٣] مرجع در
حلقه های (چپ) راست (A) خاصیˁت همکارانش و هنگ توسط شده ارائه تعریف براساس فصل
دوئو راست، نوتری R اگر که می کنیم ثابت و می دهیم، قرار مطالعه مورد را (چپ) راست دوئو
راست (A) خاصیˁت دارای R[[x;α]] اریب توانی سریهای حلقه ی آن گاه باشد، α‐سازگار و راست
R[[x]] آن گاه باشد، نوتری و جابجایی حلقه ی R اگر آن، از نتیجه ای عنوان به بنابراین است.
پاسخ ،(٣) سئوال به حلقه بودن نوتری خاصیˁت از استفاده با و است راست (A) خاصیˁت دارای
,α)‐سازگار δ) و راست دوئو R حلقه اگر که داد خواهیم نشان این بر علاوه می دهیم. مثبت
که می گیریم نتیجه خاص شرایط تحت است. راست (A) خاصیˁت دارای  R[x;α, δ] آن گاه باشد،

١Cohn
٢Marks
٣Tuganbaev
۴Bell



٢٩ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
به ترتیب این به و است، راست (A) خاصیˁت دارای  R[x] آن گاه باشد، راست دوئو حلقه R اگر
نشان اریب جمله ای چند حلقه ی از استفاده با هم چنین می دهیم. مثبت پاسخ ،(١) سئوال
است راست زیپ حلقه یک  R آن گاه باشد، ,α)‐سازگار δ) و راست دوئو حلقه ی R اگر می دهیم،

باشد. راست زیپ حلقه یک  R[x;α, δ] اگر تنها و اگر

دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی ٢ . ٢
می آوریم: اثبات بدون را بحث ادامه ی برای نیاز مورد لم های و قضایا و ابتدایی تعاریف زیر در
صحیح اعداد برای باشد. α‐مشتق تابع یک δ و ریختی درون یک α کنیم فرض .۵ . ٢ ملاحظه
نوشت. δ و αتوسط می توان که حروفی تمام مجموعه ی با برابر ، f j

i کنیم می معرفی ،٠ ≤ i ≤ j

، f j
j =
{
α j
} مثال: برای باشند. δحروف از تا ( j − i) تعداد و αحروف این از تا i که شرط این به

و f j٠ =
{
δ j
}

f j
j−١ =

{
α j−١δ, α j−٢δα, . . . , δα j−١}.

در که داد نشان می توان و می شود ظاهر جمله ای ها چند ضرب در بالا در شده معرفی نماد
کلی حالت

x jr =
j∑

i=٠
f j
i (r)xi.

،٠ ≤ i ≤ j و a ∈ R هر برای و می باشد R روی بر جمعی نگاشت یک f j
i عضو هر که است واضح

می نویسیم
f j
i (a) =

{
β(a) : β ∈ f j

i

}
.

هر ازای به صورتی که در می نامیم α‐سازگار را R حلقه ،[٢٩] مرجع در هاشمی تعریف براساس
،a, b ∈ R

ab = ٠ ⇐⇒ aα(b) = ٠.
،a, b ∈ R هر ازای به صورتی که در می نامیم δ‐سازگار  را R حلقه ی هم چنین

ab = ٠⇒ aδ(b) = ٠.
باشد. δ‐سازگار هم و α‐سازگار هم R صورتی که در ,α)‐سازگار می نامیم δ) را R حلقه ی بعلاوه
مرجع در و می کنیم استفاده آن از فصل این سرتاسر در که می کنیم بیان را لمی زیر در

است: شده اثبات و بیان ٢.١و٢.٣] لم های ،٢٩]
داریم. را زیر نتایج آن گاه باشد، ,α)‐سازگار δ) حلقه یک R صورتی که در .۶ . ٢ لم

.aαn(b) = αn(a)b = ٠ بگیریم نتیجه ab = ٠ از n چون مثبت صحیح عدد هر ازای به .١



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ٣٠
.ab = ٠ بگیریم نتیجه αk(a)b = ٠ از k چون مثبت صحیح عدد هر ازای به .٢

بگیریم نتیجه ab = ٠ از n,m چون مثبت صحیح عدد هر ازای به .٣
αn(a)δm(b) = δm(a)αn(b) = ٠.

.a f j
i (b) = ٠ بگیریم نتیجه ab = ٠ از ،٠ ≤ i ≤ j تمام برای .۴

ازای به اگر تنها و اگر f (x)r = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f (x) = a٠ + a١x + . . . + anxn ∈ R[x;α] اگر .۵
.air = ٠ ،٠ ≤ i ≤ n هر

.rx f (x) = ٠ اگر تنها و اگر r f (x) = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f (x) ∈ R[x;α, δ] اگر .۶
.air = ٠ ،i هر برای اگر تنها و اگر f (x)r = ٠ آن گاه r ∈ R و f (x) =

∑∞
i=٠ aixi ∈ R[[x;α]] اگر .٧

.rx f (x) = ٠ اگر تنها و اگر r f (x) = ٠ آن گاه ،r ∈ R و f (x) ∈ R[[x;α]] اگر .٨
ارائه لم یک عنوان تحت را راست دوئو و پذیر برگشت حلقه های از جالبی خاصیˁت زیر در
حلقه های برای ،[٢.٢ لم ،۴٧] مرجع در مازورک۵ توسط آن استقراء گام هم چنین می کنیم.

می آوریم. زیر در لم یک عنوان به را است، شده اثبات راست دوئو و پذیر برگشت
متناهی مجموعه ی زیر F اگر باشد. راست دوئو یا پذیر برگشت حلقه ی R کنیم فرض .٢ . ٧ لم
که دارد وجود قسمی به b ∈ R آن گاه ،a٢F = ٠ که باشد قسمی به ،a ∈ R و R نا صفر عناصر از

.Fb , ٠ و aFb = {٠}
aF = {٠} اگر .aFa = ٠ بنابراین .a٢F = ٠ و باشد پذیری برگشت حلقه R کنیم فرض برهان.
.b = a می کنیم انتخاب بنابراین .Fa , {٠} آن گاه ،aF , {٠} اگر .b = ١ می کنیم انتخاب آن گاه

و باشد راست دوئو حلقه ی R کنیم فرض
F =
{
f١, f٢, . . . , fn

}
.

آن گاه ،a f١ = ٠ اگر و aa f١ = ٠ آن گاه ،n = ١ اگر می کنیم. کامل را اثبات n روی استقراء با
به c ∈ R پس است راست دوئو حلقه ی یک R چون آن گاه ،a f١ , ٠ اگر .b′ = ١ می کنیم انتخاب

که دارد وجود قسمی
a f١ = f١c , ٠.

برای حکم کنیم فرض است. برقرار استقراء گام برای حکم لذا .b = c می کنیم انتخاب بنابراین
مجموعه ی و برقرار n از کمتر

F =
{
f١, f٢, . . . , fn

}
۵Mazurek



٣١ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
اگر باشد. مفروض

a٢{ f١, f٢, . . . , fn
}
= ٠،

f١b′ , ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , b′ ∈ R استقراء فرض به بنا نتیجه در a٢{ f١} = ٠ آن گاه
می کنیم انتخاب آن گاه ،F١ = ٠ اگر .F١ =

{
f٢b′, f٣b′, . . . , fnb′

} می دهیم قرار .a{ f١}b′ = ٠ و
به b′′ ∈ R عنصر استقراء فرض به بنا و a٢F١ = ٠ که است واضح آن گاه ،F١ , ٠ اگر .b = b′

□ .b = b′b′′ کنیم انتخاب کافی است اثبات اتمام برای .F١b′′ , ٠ که دارد وجود قسمی
و R نا صفر عناصر از متناهی مجموعه زیر F اگر باشد. راست دوئو حلقه ی R کنیم فرض .٢ . ٨ لم
.Fb , ٠ و aFb = {٠} که دارد وجود قسمی به ٠ , b ∈ R آن گاه ،akF = ٠ که باشند به قسمی a ∈ R

باشیم داشته k مثبت صحیح عدد برای و باشد راست دوئو حلقه ی R کنیم فرض برهان.
اگر .b = ١ می دهیم قرار ،k = ١ اگر  می کنیم. دنبال k روی استقراء به را برهان .akF = ٠
n تمام برای حکم و ،k ≥ ٣ کنیم فرض است. برقرار حکم ،٢ . ٧ لم به توجه با آن گاه ،k = ٢

،n = k برای باشد. برقرار k از کوچکتر های
akF = ٠⇒ a٢ak−٢F = ٠.

و Fb , {٠} که دارد وجود قسمی به b ∈ R عنصر استقراء فرض به بنا آن گاه ،ak−٢F = ٠ اگر
فرض به بنا لذا .a٢F١ = ٠ بنابراین  .F١ = ak−٢F می دهیم قرار ،ak−٢F , {٠} اگر .aFb = {٠}
دیگر عبارتی به ،aF١b′ = ٠ و F١b′ , {٠} که دارد وجود قسمی به b′ ∈ R عنصر استقراء
که دارد وجود قسمی به b′′ ∈ R عنصر استقراء فرض به بنا لذا .Fb′ , {٠} و ak−١Fb′ = ٠
□ .b = b′b′′ می دهیم قرار .aFb′b′′ = ٠ و .Fb′b′′ , {٠}

اگر باشد. α‐سازگار و راست دوئو راست، نوتری R حلقه ی کنیم فرض .٢ . ٩ گزاره
f (x) =

∞∑
i=٠

aixi

و
g(x) =

∞∑
j=٠

b jx j

آن گاه ، f (x)g(x) = ٠ که باشند قسمی به R[[x;α]] اریب توانی سری های حلقه ی از ناصفر عنصر دو
.aib jr = ٠ داریم ،i, j هر ازای به و ،g(x)r , {٠} که دارد وجود قسمی به ،r ∈ R ناصفر عنصر

f , g ضرایب توسط شده تولید راست ایده آل های است، راست نوتری حلقه یک R چون برهان.
کنیم فرض می باشند. متناهی تولید با CgR و C f R یعنی،
C f R = ⟨a٠, . . . , am⟩

و
.CgR = ⟨b٠, . . . , bn⟩

، f (x)g(x) = ٠ چون .b٠ , ٠ , a٠ کرد فرض می توان



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ٣٢
.a٠b٠ = ٠ .١

.a٠b١ + a١α(b٠) = ٠ .٢
.a٠b٢ + a١α(b١) + a٢α٢(b٠) = ٠ .٣

... .۴
صحیح عدد هر ازای به ،۶ . ٢ لم و (١) رابطه ی به باتوجه پس است α‐سازگار حلقه یک R چون
نیم حلقه ی یک R است، راست دوئو حلقه ی یک R چون هم چنین .a٠αk(b٠) = ٠ ،k مثبت

کنیم، ضرب a٠ در چپ از را (٢) رابطه ی اگر .a٠Rαk(b٠) = ٠ بنابراین است. جابجایی
.a٢٠b١ + a٠a١α(b٠) = ٠

به توجه با کنیم، ضرب a٢٠ در چپ از را (٣) رابطه ی اگر .a٢٠b١ = ٠ پس ،a٠a١α(b٠) = ٠ چون
به که داد نشان می توان بحث همین با مشابه .a٣٠b٢ = ٠ ،R بودن جابجایی نیم و α‐سازگاری

چون .an+١٠ g(x) = ٠ بنابراین .an+١٠ b j = ٠ داریم ،٠ ≤ j ≤ n هر ازای
CgR = ⟨b٠, . . . , bn⟩ .

می دهیم قرار
F =
{
b٠, . . . , bn

}
.

که دارد وجود قسمی به r٠ ∈ R عنصر ،٢ . ٨ لم به توجه با لذا .an+١٠ F = ٠ بنابراین
.a٠Fr٠ = ٠ و Fr٠ , {٠}

می دهیم قرار .gr٠ , ٠ ،۶ . ٢ لم به بنا بنابراین
g١ = gr٠ و f١ =

∑∞
i=١ aixi

قسمی به را ،r١ ∈ R می توان فوق بحث تکرار و ،۶ . ٢ لم از استفاده با . f gr٠ = f١g١ = ٠ بنابراین
که یافت

a١xg١r١ = ٠.
بنابراین .r٢ = r٠r١ می  دهیم قرار .g١r١ , ٠ امˁا

a٠g١r٢ = a١gr٢ = ٠،
امˁا ،gr , ٠ که دارد وجود قسمی به r ∈ R فوق بحث مکرر تکرار با لذا .g١r٢ , ٠ امˁا

a٠g١r = a١gr = . . . = amgr = ٠.



٣٣ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
زیرا .aib jr = ٠ داریم ,iها، j تمام ازای به بنابراین

C f R = ⟨a٠, . . . , am⟩

□ است. جابجایی نیم حلقه یک R و
اگر باشد. α‐سازگار و راست دوئو راست، نوتری R حلقه ی کنیم فرض .٢ . ١٠ نتیجه

f (x) =
∞∑

i=٠
aixi ∈ Zl(R[[x;α]])،

. f (x)c = ٠ که دارد وجود قسمی به c ∈ R ناصفر عنصر آن گاه
که دارد وجود قسمی به ٠ , g(x) ∈ R[[x;α]] بنابراین . f (x) ∈ Zl(R[[x;α]]) کنیم فرض برهان.
هر ازای به و gr , ٠ که دارد وجود قسمی به r ∈ R عنصر ،٢ . ٩ گزاره به توجه با . f (x)g(x) = ٠
ازای به لذا .c = b jr می دهیم قرار .b jr , ٠ که یی j دارد وجود gr , ٠ چون .aib jr = ٠ داریم ،i, j

□ . f (x)c = ٠ ،۶ . ٢ لم به توجه با .aic = ٠ ،i هر
دارای R[[x;α]] آن گاه باشد، α‐سازگار و راست دوئو راست، نوتری R حلقه ی اگر .٢ . ١١ قضیه

است. راست (A) خاصیˁت
می باشد. نوتری حلقه ی R هم چنین و است جابجایی نیم راست دوئو حلقه هر چون برهان.

،٢۵ . ١ لم به بنا
Zl(R) =

n∪
i=١

Pi،

به ٠ , di ∈ R ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به و است او̰ل کاملا́ Pi ایده آل ،i هر ازای به این جا در که
ایده آل کنیم فرض .Pi = lR(di) که دارد وجود قسمی

J =
⟨

f١, f٢, . . . , fn
⟩

می دهیم قرار .J ⊆ Zl(R[[x;α]]) که باشد قسمی به
I =
⟨ n∪

i=١
C fi

⟩
.

نتیجه ی از استفاده با و است راست نوتری و جابجایی نیم حلقه R که این به توجه با بنابراین
او̰ل ایده آل های از اجتناب عدم قضیه به بنا بنابراین .I ⊆ Zl(R) و است متناهی تولید با I ،٢ . ١٠

بنابراین .Pi = lR(di) امˁا .I ⊆ Pi که دارد وجود قسمی به ،١ ≤ i ≤ n

Idi ⊆ Pidi = ٠.
□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[[x;α]] لذا .Jdi = ٠ نتیجه در Idi = ٠ پس



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ٣۴
همان R[[x;α]] آن گاه باشد، همانی تابع α اگر ،R حلقه بر موجود شرایط با فوق قضیه ی در
راست (A) خاصیˁت دارای ،٢ . ١١ قضیه مفروضات به توجه با R[[x]] نتیجه در و است R[[x]]

است.
راست (A) خاصیˁت دارای R[[x]] آن گاه باشد، راست دوئو راست، نوتری R حلقه ی اگر .٢ . ١٢ نتیجه

است.
□ است. بدیهی برهان ،٢ . ١١ قضیه به توجه با برهان.
به باید هونگ مقاله ی در شده مطرح (٣) سئوال به دادن پاسخ برای قبل بحث به توجه با
می آوریم را ،[٣٣] مرجع از مثالی قسمت این در کنیم. اضافه را راست نوتری شرط R حلقه ی

می دهد: نشان را ۴ . ١ قضیه اثبات در بودن جابجایی اهمیˁت آن در که
حلقه ی باشد میدان یک F گیریم .٢ . ١٣ مثال

R =

 F F

٠ F


(A) خاصیˁت دارای نه R امˁا است راست نوتری و چپ نوتری حلقه ی یک R می گیریم، نظر در را

متناهی تولید با ایده آل های است کافی واقع در راست (A) خاصیˁت دارای نه و است راست

I =

 F F

٠ ٠


و
J =

 ٠ F

٠ F


وجود a, b ∈ R ناصفر عناصر امˁا J ⊆ Zr(R) و I ⊆ Zl(R) که است واضح آن گاه بگیریم، نظر در را

.bJ = ٠ و Ia = ٠ طوری که به ندارند
مانند نوتری و ناجابجایی حلقه های در می دهیم نشان آن در که می شود ارائه مثالی زیر در
چپ (A) خاصیˁت دارای نه و راست (A) خاصیˁت دارای نه R[[x]] آن توانی سری های حلقه R

لازم شرط یک ،٢ . ١٢ نتیجه ی در راست دوئو شرط که داریم توجه نکته این به بنابراین است.
نیست. زاید و است

می دهیم قرار باشد. دلخواه میدان یک F کنیم فرض .١۴ . ٢ مثال

R =

 F F

٠ F

 .



٣۵ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
چون ١ −١

٠ ٠

 ٠ ١

٠ ١
 =
 ٠ ٠

٠ ٠


امˁا
٠ ,
 ٠ F

٠ ٠
 =
 ١ −١

٠ ٠

 F F

٠ F


 ٠ ١

٠ ١


اگر که است واضح نیست. جابجایی نیم حلقه یک R می گیریم نتیجه

R[[x]] �

 F[[x]] F[[x]]

٠ F[[x]]

 ,
متناهی تولید با ایده آل های است. چپ و راست نوتری حلقه یک R[[x]] آن گاه

I =

 F[[x]] F[[x]]

٠ ٠


و
J =

 ٠ F[[x]]

٠ F[[x]]


ناصفر عناصر امˁا .J ⊆ Zr(R[[x]]) و I ⊆ Zl(R[[x]]) که است واضح می گیریم نظر رادر R[[x]] از

.g(x)J = ٠ و I f (x) = ٠ که ندارند وجود R[[x]] در f (x) و g(x)

اگر
f (x) =

m∑
i=٠

aixi ∈ R[x;α, δ]

.deg( f (x)) = m می نویسیم و است m درجه ی از f (x) گوئیم آن گاه ،am , ٠ و
اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) و جابجایی نیم حلقه یک R کنیم فرض .١۵ . ٢ لم

٠ , g(x) = b٠ + b١x + · · · + bnxn ∈ R[x;α, δ]

و
٠ , f (x) = a٠ + a١x + · · · + amxm ∈ R[x;α, δ]

.an+١− j
m b j = ٠ داریم ،٠ ≤ j ≤ n هر ازای به آن گاه ، f (x)g(x) = ٠ که باشند موجود قسمی به

حلقه یک R زیرا ،ambn = ٠ ،۶ . ٢ لم به بنا لذا .amα
m(bn) = ٠ پس ، f (x)g(x) = ٠ چون برهان.

،٠ ≤ i ≤ j هر ازای به ،۶ . ٢ لم و R بودن جابجایی نیم به توجه با بنابراین است. α‐سازگار
پس .amR f j

i (bn) = ٠ داریم
٠ = am f (x)g(x) = (ama٠ + ama١x + · · · + amamxm)(b٠ + · · · + bn−١xn−١).

تکرار با بنابراین .a٢
mbn−١ = ٠ است، α‐سازگار حلقه یک R چون نتیجه در ،a٢

mα(bn−١) = ٠ لذا
□ .an+١− j

m b j = ٠ داریم ،٠ ≤ i ≤ j هر ازای به فرایند این متناهی



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ٣۶
ناصفر عنصر دو برای اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) و راست دوئو R حلقه ی کنیم فرض .١۶ . ٢ قضیه
. f (x)r = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ , r ∈ R عنصر آن گاه ، f (x)g(x) = ٠ ،R[x;α, δ] از g(x) و f (x)

کنیم فرض برهان.
f (x) = a٠ + a١x + · · · + anxn

و
g(x) = b٠ + b١x + · · · + bmxm

بنابراین . f (x) = a٠ آن گاه ،m = ٠ اگر .am , ٠ , bn و باشد R[x;α, δ] حلقه ناصفر عنصر دو
a٠(b٠ + b١x + · · · + bmxm) = ٠،

نظر در را زیر حالات و m ≥ ١ کنیم فرض .a٠b j = ٠ داریم ،٠ ≤ j ≤ n هر ازای به نتیجه در
می گیریم:

راست دوئو حلقه یک R چون و ،amxmg(x) = ٠ ،۶ . ٢ لم به بنا لذا .amg(x) = ٠ کنیم فرض .١
می دهیم قرار حالت این در لذا .amIg = ٠ است

f١(x) = a٠ + · · · + am−١xm−١،
امˁا . f١(x)g(x) = ٠ نتیجه در

deg( f١(x)) ≤ n − ١ ≤ deg( f (x))،
عبارتی به ، fi(x)b = ٠ که دارد وجود قسمی به b ∈ Ig ناصفر عنصر استقراء فرض به بنا نتیجه در

. f (x)b = ٠
که دارد وجود قسمی به ٠ ≤ t ≤ m بنابراین .amg(x) , ٠ کنیم فرض .٢

ambt+١ = · · · = ambn = ٠.
k ≥ ٢ ،١۵ . ٢ لم به توجه با لذا می باشد. g از ضریب m − t حداقل ساز پوچ am پس .amb , ٠ امˁا
پس است، راست دوئو حلقه یک R چون .ak−١

m bt , ٠ امˁا .ak
mbt = ٠ که دارد وجود قسمی به

واضح آن گاه ،g١(x) = g(x)c دهیم قرار اگر .ak−١
m bt = btc که دارد وجود قسمی به c ∈ R عنصر

جای به برهان کلیت از شدن کاسته بدون می توان پس ٠ , Ig١ ⊆ Ig و f (x)g١(x) = ٠ که است
چون امˁا می کنیم. استفاده g١(x) از g(x)

am(ak−١
m bt) = ak

mbt = ٠،
این با هم چنین .ambt f j

i (c) = ٠ داریم ،٠ ≤ i ≤ j هر ازای به ،۶ . ٢ لم به توجه با لذا .ambt = ٠
متناهی تعداد تکرار از بعد بنابراین است. g١(x) در ضریب m− t + ١ حداقل ساز پوچ am ساختار
□ است. تمام اثبات داد رخ اخیر حالت در که فرآیندفوق از



٣٧ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
اگر باشد. ,α)‐سازگار δ) حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ١٧ گزاره

f (x) = a٠ + a١x + · · · + amxm ∈ R[x;α, δ]

آن گاه ،rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]) , ٠ که
rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]) ∩ R , ٠.

کنیم فرض برهان.
٠ , g(x) = b٠ + b١x + · · · + bnxn ∈ rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ])

ناصفر عناصر میان در درجه کمترین دارای g(x) شرط این با و
rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ])

در است. ,α)‐سازگار δ) حلقه یک R زیرا .amRbn = ٠ نتیجه در f (x)g(x) = ٠ بنابراین باشد.
،r ∈ R هر ازای به نتیجه

f (x)(R[x;α, δ]amr)g(x) ⊆ f (x)R[x;α, δ]g = ٠،
عبارتی به

amrg(x) ∈ rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]).

نظر در کمترین را deg(g(x)) زیرا ،amrg(x) = ٠ باید ،deg(amrg(x)) ≤ deg(g(x)) چون بنابراین
تعداد تکرار از بعد .amRxtg(x) = ٠ داریم ،t ≥ ٠ هر برای ،۶ . ٢ لم به توجه با پس بودیم. گرفته
.aiRxtg(x) = ٠ داریم ،t ≥ ٠ و ٠ ≤ i ≤ m هر ازای به دهیم، نشان می توانیم فرآیند این از متناهی
□ . f (x)R[x;α, δ]bn = ٠ بنابراین

معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد. ,α)‐سازگار δ) حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ١٨ گزاره
است؛ راست (A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ] .١

.rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]) , ب)٠ و f (x)R[x;α, δ] ⊆ Zl(R[x;α, δ])(الف .٢
کنیم فرض ابتدا برهان.

I =
l∑

i=٠
R[x;α, δ] fi(x)R[x;α, δ] ⊆ Zl(R[x;α, δ]).

این جا در که
fi(x) = ai٠ + ai١x + · · · + aimi x

mi .

می دهیم قرار
f (x) = f١(x) + f٢(x)xm١+١ + f٣(x)xm١+m٢+٢ + · · · + fml(x)xm١+···+ml−١+l−١



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ٣٨
فرض به توجه با بنابراین . f (x)R[x;α, δ] ⊆ I نتیجه در ، f (x) ∈ I که واضح است
rR[x;α,δ](R[x;α, δ] f (x)R[x;α, δ]) = rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]) , ٠

،٢ . ١٧ گزاره به توجه با نتیجه در
rR[x;α,δ](R[x;α, δ] f (x)R[x;α, δ]) ∩ R , ٠.

داریم ،r ∈ R ناصفر عنصر برای بنابراین
(R[x;α, δ] f (x)R[x;α, δ])r = ٠.

چون
R f (x)R ⊆ R[x;α, δ] f (x)R[x;α, δ]

داریم ،i, j هر ازای به ،٢.۶ لم به بنا پس است، ,α)‐سازگار δ) حلقه یک R و
(Rai jR)r = ٠.

،٢.۶ لم به باتوجه لذا
Ir = (

l∑
i=١

R[x;α, δ] fi(x)R[x;α, δ])r = ٠.
است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ] بنابراین

□ بگیریم. نظر در را ⟨ f (x)⟩ توسط شده تولید ایده آل کافی است برعکس:
ارائه یکدار و پذیر شرکت حلقه های برای را مک کوی حلقه ی تعریف ،[۵٢] مرجع در نیلسن۶
جابجایی حلقه های مورد در را خاصیˁت این ،[۵٠] مرجع در مک کوی٧ که این دلیل به و داد،
تحقیق، این از بعد و نمودند، انتخاب را مک کوی و (چپ) راست مک کوی نام بود، کرده بررسی
،[٢۴] مرجع در هم چنین گرفت. انجام حلقه یک بودن مک کوی خصوص در زیادی تحقیقات

شد: داده تعمیم R[x;α, δ] اور توسیع به مفهوم این
و f (x) ناصفر عنصر دو هر برای هر گاه نامیم، اریب ,α)‐مک کوی δ) را R حلقه .٢ . ١٩ تعریف
به که باشد داشته وجود قسمی به ٠ , c ∈ R عنصر گاه آن ، f (x)g(x) = ٠ اگر ،R[x;α, δ] از g(x)

.aixic = ٠ باشیم داشته ،i هر ازای
است: شده ثابت زیر گزاره ،[٣.۶ قضیه ،٢۴] مرجع در هم چنین

,α)‐مک کوی δ) حلقه یک R آن گاه باشد، ,α)‐سازگار δ) و پذیر برگشت حلقه یک R اگر .٢ . ٢٠ گزاره
است. اریب مک کوی

۶Nielsen
٧McCoy



٣٩ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
که: دادند نشان ،[٢۴] مرجع در آن ها بعلاوه

,α)‐مک کوی δ) حلقه ی یک R آن گاه باشد، راست دوئو و ,α)‐سازگار δ) حلقه ی یک R اگر .٢ . ٢١ گزاره
است. اریب

(A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ] آن گاه باشد، راست دوئو و ,α)‐سازگار δ) حلقه ای R اگر .٢ . ٢٢ قضیه
است. راست

و f (x) ∈ R[x;α, δ] کنیم فرض برهان.
f (x)R[x;α, δ] ⊆ Zl(R[x;α, δ]).

وجود قسمی به c ∈ R ناصفر عضو ،٢.١۶ قضیه ی به توجه با پس . f (x) ∈ Zl(R[x;α, δ]) بنابراین
،٢.۶ لم از کمک با و است جابجایی نیم حلقه ای R این که به توجه با لذا . f (x)c = ٠ که دارد

می دهد نتیجه این بنابراین، . f (x)R[x;α, δ]c = ٠ داریم
rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]) , ٠.

□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ] حلقه ،٢.١٨ گزاره به توجه با حال
داریم: ،[١۶] مرجع در فیث٨ توسط شده ارائه تعریف به توجه با

راست ایده آل هر صورتی که در گوئیم (چپ) راست کراندار قویاً را R حلقه ی .٢ . ٢٣ تعریف
باشد. R ناصفر ایده آل یک در مشمول R از ناصفر (چپ)

قویاً هم و راست کراندار قویاً هم R صورتی که در گوئیم کراندار قویاً را R حلقه .٢۴ . ٢ تعریف
باشد. چپ کراندار

داریم: ،[١۶] مرجع در شده انجام تحقیقات اساس بر
جابجایی نیم و (چپ) راست کراندار قویاً حلقه یک R آن گاه باشد، حلقه دوئو یک R اگر .٢۵ . ٢ گزاره

است.
داریم: را زیر تعاریف ،[٣٧] مرجع در شده انجام تحقیقات طبق

(چپ) راست ساز پوچ هر صورتی که در نامیم (چپ) راست AB قویاً را R حلقه ی .٢۶ . ٢ تعریف
باشد. کراندار R از ناصفر

باشد. چپ AB قویاً هم و راست AB قویاً هم R اگر نامیم AB قویاً را R حلقه ی .٢ . ٢٧ تعریف
داریم: را زیر گزاره های ،[٣٧] مرجع در شده انجام تحقیقات طبق

٨Faith



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ۴٠
است. جابجایی نیم حلقه ی یک R آن گاه باشد، راست کراندار قویاً حلقه ی یک R اگر .٢ . ٢٨ گزاره

است. راست AB قویاً حلقه ی یک R آن گاه باشد، جابجایی نیم حلقه ی یک R اگر .٢ . ٢٩ گزاره
نمی باشند. برقرار فوق مطالب برعکس که می  شود داده نشان مرجع [٣٧]، در امˁا

آن گاه باشد، اریب ,α)‐مک کوی δ) و ,α)‐سازگار δ) و راست AB قویاً R حلقه ی اگر .٢ . ٣٠ قضیه
است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ]

اگر برهان.
f (x) = a٠ + a١x + · · · + amxm ∈ R[x;α, δ]

هم چنین و
f (x)R[x;α, δ] ⊆ Zl(R[x;α, δ])،

ناصفر عنصر آن گاه
g(x) ∈ R[x;α, δ]

می باشد، اریب ,α)‐مک کوی δ) حلقه یک R چون بنابراین . f (x)g(x) = ٠ که دارد وجود قسمی به
حلقه یک R چون .aixic = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m هر ازای به که دارد وجود قسمی به c ∈ R ناصفر عنصر
،٠ ≤ i ≤ m هر ازای به که دارد وجود قسمی به R از I ناصفر ایده آل پس است راست AB قویاً
داریم ،٠ ≤ i ≤ m هر و b ∈ R ناصفر عنصر هر ازای به ،٢.۶ لم به توجه با بنابراین .aiI = ٠ داریم

دیگر عبارت به ، f (x)R[x;α, δ]b = ٠ لذا .aiRb = ٠
rR[x;α,δ]( f (x)R[x;α, δ]) , ٠.

□ است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x;α, δ] حلقه ،٢.١٨ گزاره به بنا پس
فوق قضیه ی از خاص مثال یک عنوان به فوق در شده ذکر مطلب به توجه با بنابراین

بد هیم: مثبت پاسخ ،[٣٣] مرجع در شده مطرح ،(١) سئوال به می توانیم
است. راست (A) خاصیˁت دارای R[x] آن گاه باشد، راست دوئو حلقه یک R اگر .٢ . ٣١ نتیجه

□ بگیریم. نظر در δ = ٠ و همانی ریختی درون را α ،٢.٣٠ قضیه در کافی است برهان.
داریم: را زیر گزاره های و تعاریف ،[١۶] مرجع در فیث توسط شده انجام تحقیقات براساس
rR(X) راست ساز پوچ که ،X ⊆ R هر برای اگر گوئیم، راست زیپ را R حلقه ی .٢ . ٣٢ تعریف
.rR(Y) = ٠ که باشد داشته وجود قسمی به Y ⊆ X متناهی مجموعه ی زیر آن گاه باشد، صفر

آن گاه ،rR(L) = ٠ باشیم داشته L چپ ایده آل برای اگر است، راست زیپ R حلقه ی .٢ . ٣٣ گزاره
.rR(L١) = ٠ که باشد داشته وجود قسمی به L١ ⊂ L متناهی تولید با چپ ایده آل



۴١ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
باشد. چپ زیپ هم و راست زیپ هم R صورتی که در است، زیپ R حلقه ی .٣۴ . ٢ تعریف

که: کرد ثابت او گردید، آغاز ،[۵٧] مرجع در زلمانوویتز٩ تحقیقات با زیپ حلقه های مفهوم
R آن گاه باشد، صادق راست ساز های پوچ روی کاهشی زنجیر شرط در R حلقه ی اگر .٣۵ . ٢ گزاره

است. راست زیپ حلقه یک
: که داد نشان ،[١٧] مرجع در فیث١٠ نمی باشد. برقرار فوق گزاره برعکس امˁا

گروهی حلقه ی آن گاه باشد، متناهی گروه یک G و زیپ جابجایی حلقه یک R اگر .٣۶ . ٢ گزاره
است. زیپ حلقه یک R حلقه ی روی G توسط شده تولید R[G]

که: داد نشان ،[١٠] مرجع در سدو١١
یک Matn(R) مربعی ماتریس های حلقه آن گاه باشد، جابجایی زیپ حلقه یک R اگر .٢ . ٣٧ گزاره

است. راست زیپ حلقه
نمود. مطرح را زیر سئوالات ،[١٧] مرجع در فیث هم چنین

است؟ راست زیپ حلقه یک R[x] می دهد نتیجه راست زیپ حلقه یک زمانی چه .١
باشد؟ راست زیپ Matn(R) آن ماتریس های حلقه که R چون حلقه هایی شناسائی .٢

گروهی حلقه ی است. متناهی گروه یک G و راست، زیپ R حلقه ی که زمانی فقط آیا .٣
است؟ راست زیپ R[G]

،[١٧] مرجع در فیث توسط شده مطرح سئوالات اساس بر ،[٣۴] مرجع در همکارانش و هونگ
می گیرند: را زیر نتایج و می دهند توسیع ناجابجایی حلقه های به را زیپ حلقه های مفهوم

این جا در که باشد، راست زیپ aUTMn(R) اگر وتنها اگر است راست زیپ R حلقه .٢ . ٣٨ گزاره
که می باشد، Mn(R) حلقه روی مثلثی بالا های ماتریس از حلقه ی زیر شده خلاصه aUTMn(R)

می باشند. ثابت آن ها اصلی قطر که باشند مثلثی بالا حلقه ی در مشمول
جمله ای چند دو هر برای اگر فقط و اگر می نامیم آرمنداریز١٢ را R حلقه ی .٢ . ٣٩ تعریف

f (x) =
n∑

i=٠
aixi

و
g(x) =

m∑
j=٠

b jx j

.aib j = ٠ باشیم داشته ،i, j هر ازای به آن گاه ، f (x)g(x) = ٠ اگر ،R[x] از
٩Zelmanowitz

١٠Faith
١١Cedo
١٢Armendariz



اریب جمله ای های چند حلقه ی روی (A) خاصیˁت ۴٢
معادلند: زیر گزارهای آن گاه باشد، آرمنداریز حلقه یک R اگر .۴٢ . ٠ گزاره

است؛ راست زیپ حلقه R .١
است؛ راست زیپ R[x] .٢

است. راست زیپ حلقه یک R[x, x−١] .٣
منوئید زیر یک در مشمول که باشد u.p‐تکوار یک G و جابجایی حلقه یک R اگر .۴٢ . ١ گزاره

معادلند: زیر گزاره های آن گاه است، نامتناهی دوری
است؛ زیپ حلقه یک R .١

است. زیپ حلقه یک R[G] .٢
حین در و نمائیم بررسی R[x;α, δ] اور توسیع حلقه روی را زیپ خاصیˁت زیر در می خواهیم ما

دید. خواهیم را ،١۶ . ٢ قضیه از دیگری کاربرد قضیه، اثبات
معادلند: زیر گزارهای آن گاه باشد، ,α)‐سازگار δ) و راست دوئو حلقه یک R اگر .۴٢ . ٢ قضیه

است؛ راست زیپ حلقه یک R .١
است. راست زیپ حلقه یک R[x;α, δ] .٢

باشد طوری به R از مجموعه ا ی زیر X و باشد راست زیپ R[x;α, δ] کنیم فرض : ١⇐ ٢ برهان.
اگر .rR(X) = ٠ که

f (x) ∈ rR[x;α,δ](X)،
R[x;α, δ] فرض به بنا چون rR[x;α,δ](X) = ٠ لذا . f (x) = ٠ نتیجه در و ،C f (x) ∈ rR(X) = ٠ آن گاه
از ،rR[x;α,δ](Y) = ٠ که دارد وجود قسمی به Y ⊆ X متناهی مجموعه  زیر پس است، راست زیپ

طرفی
rR(Y) = rR[x;α,δ](Y) ∩ R = ٠

است. راست زیپ حلقه یک R بنابراین
قسمی به R[x;α, δ] از مجموعه زیر یک X و راست زیپ حلقه یک R کنیم فرض : ٢ ⇐ ١
به ،X در عناصر ضرایب تمام مجموعه زیر را Y ⊆ R می دهیم قرار .rR[x;α,δ](X) = ٠ که باشد

می دهیم قرار عبارتی
Y =
{
ai : ai ∈ C f (x), f (x) ∈ X

}.
متناهی مجموعه زیر ،R حلقه بودن زیپ به توجه با و ۶ . ٢ لم به توجه با لذا .r(Y) = ٠ بنابراین

X١ =
{
a١, a٢, . . . , am

}



۴٣ دارند (A) خاصیˁت که حلقه هایی اریب توسیع بررسی
.ai ∈ C fi(x) ،i = ١,٢, . . . ,m هر ازای به کنیم فرض .rR(X١) = ٠ که دارد وجود قسمی به Y از

بعلاوه
fi(x) = bi٠ + bi١x + · · · + biti x

ti.
می دهیم قرار هم چنین

f (x) = f١(x) + xt١+١ f٢(x) + xt١+t٢+٢ f٣(x) + · · · + xt١+t٢+···+tm−١+m−١ fm(x)

داشته ،i = ١, . . . ,m هر برای که باشد موجود قسمی به R[x;α, δ] از g(x) ناصفر عنصر اگر
به c ∈ R ناصفر عضو ،١۶ . ٢ قضیه به توجه با بنابراین . f (x)g(x) = ٠ آن گاه ، fi(x)g(x) = ٠ باشیم
بنابراین .bi jc = ٠ داریم ،i, j هر برای ،۶ . ٢ لم به بنا نتیجه در ، f (x)c = ٠ که دارد وجود قسمی

پس .aic = ٠ داریم ،i = ١, . . . ,m هر ازای به
c ∈ rR({a١, a٢, . . . , am}) = ٠،

□ است. راست زیپ حلقه یک R[x;α, δ] بنابراین است. تناقض یک این و
اگر تنها و اگر است راست زیپ حلقه یک R آن گاه باشد، راست دوئو حلقه یک R اگر .۴٢ . ٣ نتیجه

باشد. راست زیپ حلقه یک R[x]

□ بگیریم. نظر در δ = ٠ و همانی را α ریختی درون ،۴٢ . ٢ درقضیه کافی است برهان.





٣ فصل
FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل

مقدمه ٣ . ١
میان در ایده آل کوچکترین I درصورتی که گوئیم می نیمال را R حلقه ی از I ایده آل .٣ . ١ تعریف

.I = J آن گاه باشد، R از ایده الی J و J ⊆ I اگر دیگر عبارتی به باشد، R ایده آل های
تمام مستقیم جمع با برابر می شود، داده نمایش Soc(R) به که R حلقه ساکل .٣ . ٢ تعریف

می باشد. R حلقه می نیمال ایده آل های
مرجع در کرمزاده١ است. رسیده چاپ به ،[١۵] مرجع در بخش این در شده ذکر مطالب

می دهد: نشان ،CF(X) با آن را و شناسائی را C(X) حلقه ی ساکل ،[۴١]
توابعی تمام ایده آل با برابر C(X) حلقه ی ساکل ،X منظّم کاملا́ هاسدرف فضای در .٣ . ٣ گزاره

می باشند. صفر نقطه متناهی تعداد بجز نقاط تمام در که است
که: می دهد نشان ،[١۴] مرجع در استاجی٢

باشد. ℵ٠‐خودانژکتیو یک C(X) اگر تنها و اگر است P‐فضا یک X .۴ . ٣ گزاره
١Karamzadeh
٢Estaji

۴۵



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۴۶
ℵ٠‐خودانژکتیو حلقه یک C(X)/CF(X) اگر تنها و اگر است P‐فضا یک X معادل طور به یا
نشان ،[١٣ ،١٢] مراجع دوب٣در شود. مراجعه ،[٣] مرجع به بیشتر اطلاع برای باشد.
تمام شامل است، ایده آلی L منظّم کاملا́ قاب روی بر ،RL مقدار حقیقی حلقه ساکل می دهد
از نسخه ای RL این  جا در که می باشند. اتم ها از اتصالی آن ها همصفر عناصر که نگاشت هایی

است. C(X) نقطه بدون توپولوژی
تمام هم‐قاب از دوگانی SL این جا در که ،FPL := Frm(L(R),SL) و قاب یک L کنیم فرض
مرتب مشبکه ای حلقه می دهد، نشان ،[٢١] مرجع گوتیریز۴در است. L مشبکه لکل های زیر
می باشد. توپولوژی فضای یک X این جا در که می باشد، RX نقطه بدون حلقه همتای FPL

آبادی۵و فیض کریمی هم چنین شود. رجوع ،[۴٩] و [٢٢ ،٢٠] مراجع به بیشتر مطالعه برای
که: دادند نشان ،[۴٠] مرجع در همکاران
آن گاه باشد، مشبکه یک L اگر .۵ . ٣ گزاره

FPL := Frm(P(R), L)

می باشد. ‐حلقه f یک
که: کردند مشخص آن ها هم چنین

،R توی به X از توابع تمام مجموعه آن گاه باشد، توپولوژی فضای یک X اگر .۶ . ٣ گزاره
RX � FP(P(X)).

که: دادند نشان آن ها هم چنین
مقدار حقیقی پیوسته توابع ‐حلقه f زیر با FPL آن گاه باشد، دلخواه قاب یک L اگر .٣ . ٧ گزاره

می باشد. ریخت یک R(L)،
مرجع در کیلر هوکابا۶و تعریف با و شد شروع کاپلانسکی تحقیقات با حلقه ها (A) خاصیˁت
نویسندگان تحقیقات این از بعد یافت. گسترش جابجایی حلقه های به را مفهوم این ،[٣۶]
کوئنتل٨ هنریکسن٧، می توان جمله از کردن کار جابجایی حلقه های (A) خاصیˁت روی زیادی

برد. نام را ،[۵۵ ،٣۶ ،٣۵ ،٣٠ ،٢] مراجع در نویسندگان دیگر و
هم چنین می کنیم. شناسایی را FPL ‐حلقه f می نیمال ایده آل های ابتدا در فصل این در
یک a این جا در که می باشد، fa توسط شده تولید حلقه این می نیمال ایده آل هر می دهیم نشان

٣Dube
۴Gutierrez
۵Karimi
۶Huckaba
٧Henriksen
٨Quentel



۴٧ مقدمه
است. (A) خاصیˁت دارای FPL تنها نه می دهیم نشان انتها در هم چنین می باشد. L قاب از اتم

است. (A) خاصیˁت دارای نیز FPL/Soc(FPL) می دهیم نشان بلکه
اثبات از بنابراین می آوریم. را مشبکه ابتدایی مفاهیم قسمت این در بیشتر اطّلاع جهت
،[۴٩ ،٣٨] مراجع پولتر٩در کتاب به اثبات ها مطالعه جهت می کنیم نظر صرف لم ها و قضایا

شود: مراجعه
مقطع را a ∈ P عضو .T ⊆ P و است جزئی مرتب مجموعه یک P فرض می کنیم .٣ . ٨ تعریف

هرگاه می گوییم، T پایین کران بزرگ ترین یا
.a ≤ t ،t ∈ T هر برای یعنی باشد، T برای پایین کران یک a (١)

.b ≤ a باشیم: داشته b مانند T پایین کران هر برای (٢)
می شود. داده نشان ∧T نماد با و یکتاست وجود صورت در T مقطع این، بر علاوه

هرگاه می گوییم، T بالای کران کوچک ترین یا اتصال را a ∈ P عضو مشابه طور به
.t ≤ a ،t ∈ T هر برای یعنی باشد، T برای بالا کران یک a (١)

.a ≤ b باشیم: داشته b مانند T بالای کران هر برای (٢)
می شود. داده نشان ∨ T نماد با و یکتاست وجود صورت در T اتصال این، بر علاوه

هر مقدم انتفای به که است واضح باشد، جزئی مرتب مجموعه ی یک P اگر .٣ . ٩ ∨ملاحظه
∅ برابر ،P در عضو کوچک ترین وجود صورت در بنابراین است. ∅ برای بالایی کران P عضو

در را ∨∅ باشد. عضو کوچک ترین دارای P اگر تنها و اگر دارد وجود ∨∅ کلی طور به و است
نماد از نباشد ابهامی صورتی که در و می دهیم نشان ⊥P نماد با و می نامیم صفر وجود، صورت

استفاده می کنیم. ⊥
را ∧∅ عضو باشد. عضو بزرگ ترین دارای P اگر تنها و اگر دارد وجود ∧∅ مشابه طور به
⊤ نماد از نباشد ابهامی صورتی که در و می دهیم نشان ⊤P با و می نامیم یک وجود، صورت در

استفاده می کنیم.
زیر مجموعه ی هر هرگاه مشبکه می گوییم، یک را M جزئی مرتب مجموعه ی .٣ . ١٠ تعریف

باشد. اتصال و مقطع دارای M متناهی
کراندار مشبکه ی باشد، عنصر کوچک ترین و بزرگ ترین داری که را مشبکه ای .٣ . ١١ تعریف

می نامند.
عبارت به دارند، وجود ⊤ و ⊥ مشبکه هر در که می دهد نشان ،٣ . ٩ ملاحظه به بنا بنابراین

می گیریم. نظر در کراندار را رساله، مشبکه ها این در دیگر
٩Pultr



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۴٨
برقرار زیر گزاره های ،a, b, c ∈ M هر برای می گیریم. نظر در را (M,≤,∧,∨) مشبکه .٣ . ١٢ گزاره

هستند.
.a ∧ b = a اگر تنها و اگر a ∨ b = b اگر تنها و اگر a ≤ b (١)

.a = a ∧ a = a ∨ a خودتوانی: (٢)
شرکت پذیری: (٣)

.(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) و (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c)

جذب: قانون (۴)
.a ∧ (a ∨ b) = a و a ∨ (a ∧ b) = a

هستند: معادل زیر گزاره های M مشبکه ی هر در .٣ . ١٣ لم
x؛ ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ،x, y, z ∈ M هر ازای به (١)
.x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ،x, y, z ∈ M هر ازای به (٢)

توزیع پذیر را مشبکه ی کند صدق ،٣ . ١٣ لم در شده معرفی معادل شرط های در که مشبکه ای
می نامیم.

می گوییم: را M از مشبکه ی a عنصر .١۴ . ٣ تعریف
نباشد. موجود a < x < ⊤ شرط با M به متعلق ای x هیچ و a , ⊤ اگر است، ماکسیمال (١)

.a = y یا a = x شود نتیجه a = x ∧ y از و a , ⊤ اگر است، (نقطه) او̰ل (٢)
نباشد. موجود ⊥ < x < a شرط با M به متعلق ای x و ⊥ < a اگر است، اتم (٣)

می گوییم: را M مشبکه ی .١۵ . ٣ تعریف
قسمی به y ∈ M ،x ∈ M هر برای یعنی باشد، متمم دارای M عضو هر اگر است، متمم دار (١)

.x ∧ y = ⊥ و x ∨ y = ⊤ که باشد داشته وجود
باشند. موجود M در ∧ S و ∨ S ،S ⊆ M هر برای هرگاه است، کامل (٢)

و او̰ل نامتناهی پذیری توزیع قانون در ترتیب به M کامل می گوییم مشبکه ی .١۶ . ٣ تعریف
:S ⊆ M و a ∈ M هر برای اگر می کند، صدق دو̰م

.a ∧∨ S =
∨{a ∧ s : s ∈ S } (١)

.a ∨∧ S =
∧{a ∨ s : s ∈ S } (٢)



۴٩ مقدمه
مجموعه ی ،x ∈ P هر برای است. جزئی مرتب مجموعه ی P فرض می کنیم .٣ . ١٧ تعریف
از می دهیم. نشان (↑ x) ↓ x با باشند x مساوی یا تر) (بزرگ تر کوچک که را P از عضوهایی

رو این
. ↓ x = {y ∈ P : y ≤ x} و ↑ x = {y ∈ P : x ≤ y}

است بالا از دار جهت (P,≤) جزئی مرتب مجموعه ی از D ناتهی زیر مجموعه ی .٣ . ١٨ تعریف
.b ≤ c و a ≤ c که طوری به باشد داشته وجود c ∈ D عضو ،a, b ∈ D هر برای اگر

پایینی مجموعه ی یک (P,≤) جزئی مرتب مجموعه ی یک از D زیر مجموعه ی .٣ . ١٩ تعریف
زیر مجموعه ی هر گفت می توان دیگر عبارت به ،b ∈ D آنگاه ،b ≤ a و a ∈ D اگر است،
هرگاه است پایینی مجموعه ی یک ،(P,≤) مانند جزئی مرتب مجموعه ی یک از D مانند دلخواه
هرگاه می گوییم، بالایی مجموعه ی را D مجموعه ی مشابه طور به .↓ D =

∪
x∈D ↓ x = D

.↑ D =
∪

x∈D ↑ x = D

هرگاه: نامیم، را ایده آل  M مشبکه از I تهی غیر زیر مجموعه ی .٣ . ٢٠ تعریف
باشد. دار جهت مجموعه ی I (١)

.a ∈ I آنگاه ،b ∈ I و a ≤ b اگر ،a, b ∈ M هر برای (٢)
اشتراک که کنید توجه می دهیم. نشان Id(M) با را M مشبکه تمام ایده آل های مجموعه ی
از مشبکه ی S تهی غیر زیر مجموعه ی هر برای هم چنین است.  از ایده آل ها، ایده آل  خانواده هر
نماد با را آن و است S شامل تمام ایده آل های اشتراک با برابر ،S توسط شده تولید M، ایده آل 

.< ∅ >= {⊥} که است واضح می دهیم. نشان < S >

a, b ∈ L هر برای اگر تنها و اگر است M، ایده آل  از مشبکه ی I تهی غیر زیر مجموعه ی .٣ . ٢١ لم
باشیم: داشته

a ∨ b ∈ I ⇔ a ∈ I و b ∈ I.
به است مشبکه شمول رابطه ی با Id(M) می گیریم. نظر در را Id(M) مجموعه ی .٣ . ٢٢ گزاره

: I, J ∈ Id(M) هر برای طوری که
I ∧ J = I ∩ J = {a ∧ b : a ∈ I, b ∈ J} و

I ∨ J = ⟨I ∪ J⟩ = {x ∈ M : x ≤ a ∨ b که باشند داشته وجود قسمی به b ∈ J و a ∈ I}

خاص حالت در هستند. ⊤Id(M) و ⊥Id(M) با برابر ترتیب به M و {⊥} هم چنین  
.(↓ a) ∨ (↓ b) =↓ (a ∨ b) و (↓ a) ∧ (↓ b) =↓ (a ∧ b)
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اگرمجموعه ی متمم دار می گوییم، شبه را a ∈ M می گیریم. نظر در را M ٣ . ٢٣. مشبکه ی تعریف

{x ∈ M : a ∧ x = ⊥}

متمم دار شبه M عضو هر اگر می دهیم. نشان a∗ نماد با را آن و باشد عضو بزرگ ترین دارای
می نامند. متمم دار شبه را M آنگاه مشبکه ی باشد،

هر برای صورت این در است. متمم دار شبه و توزیع پذیر مشبکه ای M فرض می کنیم .٢۴ . ٣ گزاره
هستند. برقرار زیر شرایط a, b ∈ M

.a ≤ a∗∗ (١)
.b∗ ≤ a∗ آنگاه ،a ≤ b اگر (٢)

.a∗∗ ∧ b = ⊥ اگر تنها و اگر a ∧ b = ⊥ (٣)
.a∗ = a∗∗∗ (۴)

.(a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗ (۵)
.(a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗ (۶)

.a∗ ∨ b∗ ≤ (a ∧ b)∗ (٧)
.(a ∨ a∗)∗ = ⊥ (٨)

صورت ایده آل  این در .⊤ , a ∈ M و باشد توزیع پذیر مشبکه ای M كنید فرض .٢۵ . ٣ گزاره
.a ∈ I كه دارد وجود قسمی به M از I ماكسیمال

است. او̰ل ماكسیمال، عضو هر M توزیع پذیر مشبکه ی یک در .٢۶ . ٣ گزاره
را ایده آل های Id(M) (ماكسیمال) او̰ل عناصر ،M توزیع پذیر مشبکه ی هر برای .٣ . ٢٧ تعریف

M می گوییم. (ماكسیمال) او̰ل
عضو یک a اگر تنها و اگر است او̰ل ↓ a اصلی M ایده آل  توزیع پذیر مشبکه ی برای .٣ . ٢٨ گزاره

باشد. M او̰ل
را f : P −→ Q تابع هستند. جزئی مرتب Q مجموعه های و P فرض می کنیم .٣ . ٢٩ تعریف

. f (a) ≤ f (b) باشیم داشته آنگاه ،a ≤ b اگر ،a, b ∈ P هر برای هرگاه ترتیب می گوییم، حافظ
همریختی یک را f : N −→ M تابع می گیریم. نظر در را M و N مشبکه های .٣ . ٣٠ تعریف

هرگاه: مشبکه ای می گوییم،
. f (⊤N) = ⊤M و f (⊥N) = ⊥M (١)

. f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y) و f (x ∨ y) = f (x) ∨ f (y) ،x, y ∈ N هر برای (٢)
یکریختی می گوییم. را (دوسویی) پوشا و یک به یک مشبکه ای همریختی یک
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٣ . ٢ قاب ها
می پردازیم. منظّم کاملا́ منظّم، و قاب های قاب مفهوم از مختصری بیان به بخش این در

از S دلخواه زیر مجموعه ی هر برای هرگاه است قاب١٠ یک ،L کامل مشبکه ی .٣ . ٣١ تعریف
باشد: برقرار زیر پذیری توزیع شرط a ∈ L هر ازای به و L

a ∧
∨

S =
∨
s∈S

(a ∧ s).

است. قاب یک نمایش L ، رساله این سرتاسر در بعد، به این از
تحت M هرگاه است، L از زیرقابی M .M ⊆ L و است قاب یک L می کنیم فرض .٣ . ٣٢ تعریف
،∨ ،∧ اعمال همان با خودش M دیگر عبارت به و باشد بسته دلخواه اتصال و متناهی مقطع

باشد. قاب یک ،L قاب در ⊤ و ⊥
و دارد وجود a∗ ،a ∈ L هر برای .٣ . ٣٣ گزاره

a∗ =
∨
{x ∈ L : a ∧ x = ⊥}.

.a∗ = ⊥ باشیم داشته هرگاه می گوییم، چگال را L قاب از a عنصر .٣۴ . ٣ تعریف

(یا قابی همریختی می کند، حفظ را دلخواه اتصال هر که مشبکه ای همریختی .٣۵ . ٣ تعریف
می گوییم. قابی) نگاشت

این اشیاء که می دهند، رسته یک تشکیل آن ها میان قابی همریختی های و ٣ . ٣۶. قاب ها گزاره
می دهیم. نشان Frm نماد با را رسته این هستند. قابی همریختی های آن ریخت های و رسته قاب ها
شود نتیجه آنگاه ،h(x) = ⊥M اگر چگال می گوییم، را h : L −→ M قابی نگاشت .٣ . ٣٧ تعریف

.x = ⊥L

است. راست الحاقی دارای و است تابعگون یک قابی نگاشت هر .٣ . ٣٨ گزاره
باشند. قابی همریختی های G : M −→ L و F : L −→ M و قاب دو M و L كنید فرض .٣ . ٣٩ گزاره

،b ∈ M و a ∈ L هر برای هرگاه است، G چپ الحاقی F صورت این در

F(a) ≤ b⇔ a ≤ G(b).
١٠Frame
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هر برای که است h∗ : M → L راست الحاقی داری h : L → M قابی همریختی هر .۴٣ . ٠ گزاره

،b ∈ M و a ∈ L

h(a) ≤ b⇔ a ≤ h∗(b).
می کند. حفظ را او̰ل عناصر و دلخواه مقطع ،h∗ همچنین  

می دهیم. نشان Loc نماد با را آن و می گویند لُکل١١ را Frm رسته دوگان .۴٣ . ١ تعریف
نامیده می شوند. لُکل رسته، این اشیاء

نگاشت دوگان كه می شود نامیده پیوسته نگاشت لُکل ها، بین نگاشت (١) .۴٣ . ٢ ملاحظه
است. Frm رسته در قابی

نگاشت صورت این در است. پیوسته تابع یک f : X −→ Y می كنیم فرض (٢)
f −١ : O(Y) −→ O(X)

ضابطه ی با
f −١(V) = {U ∈ O(X) : f (U) ⊆ V}

f ∗ : X −→ Y راست الحاقی می دهند. نشان f ∗ : Y −→ X با را آن و است قابی نگاشت
است. f∗ : X −→ Y نگاشت

شود. رجوع [۴٩ ،٣٨] مراجع به لُکل ها، دقیق تر مطالعه برای
شرط به است bزیر خوبی به a می گوییم ،L مانند قاب یک از b و a عضو دو برای .۴٣ . ٣ تعریف

می دهیم. نشان a ≺ b نماد با را آن و a∗ ∨ b = ⊤ که این
هستند. برقرار زیر گزاره های صورت این در .a, b, c, d ∈ L می کنیم فرض .۴۴ . ٣ گزاره
.b ∧ x = ⊥ و a ∨ x = ⊤ که باشد داشته وجود قسمی به x ∈ L اگر تنها و اگر b ≺ a (١)

باشد. متمم دار a اگر تنها و اگر a ≺ a (٢)
.b ≤ a آنگاه ،b ≺ a اگر (٣)

.d ≺ c آنگاه ،d ≤ b ≺ a ≤ c اگر (۴)
.d ∨ b ≺ c ∨ a و d ∧ b ≺ c ∧ a آنگاه ،d ≺ c و b ≺ a اگر (۵)

.b ≺ c و a ≺ c اگر تنها و اگر a ∨ b ≺ c (۶)

.c ≺ b و c ≺ a اگر تنها و اگر c ≺ a ∧ b (٧)
١١Locale
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.b∗ ≺ a∗ آنگاه ،a ≺ b اگر (٨)

،c و a میان درونیاب دنباله ی یک .a, c ∈ L و است قاب یک L می کنیم فرض .۴۵ . ٣ تعریف
طوری که به k = ٠, ١, . . . ,٢i و i = ٠, ١,٢, . . . که است (xik) ⊆ L دنباله ی

.x٠١ = c و x٠٠ = a (١)
.xik = x(i+١)٢k و xik ≺ xi(k+١) (٢)

) زیر کامل طور به a می گوییم باشد، موجود c و a میان درونیاب دنباله یک ،a, c ∈ L برای اگر
.a ≺≺ c می نویسیم و است c زیر) کاملا́

هستند: برقرار زیر گزاره های صورت این در .a, b, c, d ∈ L می کنیم فرض .۴۶ . ٣ گزاره
.a ≺ c آنگاه ،a ≺≺ c اگر (١)

باشد. متمم دار a اگر تنها و اگر a ≺≺ a (٢)
.d ≺≺ c آنگاه ،d ≤ b ≺≺ a ≤ c اگر (٣)

.b ∧ d ≺≺ a ∧ c و b ∨ d ≺≺ a ∨ c آنگاه ،d ≺≺ c و b ≺≺ a اگر (۴)
.a ≺≺ c ≺≺ b که دارد وجود قسمی به c ∈ L آنگاه ،a ≺≺ b اگر (۵)

.b∗ ≺≺ a∗ آنگاه ،a ≺≺ b اگر (۶)
اگر ،i, j ∈ (٠, ١) ∩Q هر برای که است {ai}i∈[٠,١]∩Q ⊆ L خانواده ی مقیاس١٢ یک .۴٣ . ٧ تعریف

.ai ≺ a j آنگاه ، i < j

معادل زیر گزاره های صورت این در باشند. L قاب از عنصر دو b و a می کنیم فرض .۴٣ . ٨ گزاره
هستند:

a؛ ≺≺ b (١)
،r < s اگر ،r, s ∈ [٠, ١] برای و a١ = b ،a٠ = a که دارد وجود قسمی به {ai}i∈[٠,١]∩Q مقیاس (٢)

.ar ≺ as که شود نتیجه آن گاه
:L قاب می گوییم .۴٣ . ٩ تعریف

.a =
∨

x≺a x باشیم داشته a ∈ L هر برای اگر است، منظّم (١)
.a =

∨
x≺≺a x باشیم داشته a ∈ L هر برای اگر است، منظّم کاملا́ (٢)

١٢scale
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اشیاء که می دهند رسته یک تشکیل آن ها بین قابی همریختی های و منظّم ٣ . ۵٠. قاب های گزاره

هستند. قابی همریختی های آن ریخت های و منظّم رسته قاب های این
نشان rFrm با اختصار به را قابی همریختی های و منظّم از قاب های حاصل رسته ی

می دهیم.
که می دهند رسته یک تشکیل آن ها بین قابی همریختی های و منظّم کاملا́ ٣ . ۵١. قاب های گزاره

هستند. قابی همریختی های آن ریخت های و منظّم کاملا́ رسته قاب های این اشیاء
نشان crFrm با اختصار به را قابی همریختی های و منظّم کاملا́ از قاب های حاصل رسته ی

می دهیم.
است. منظّم منظّم، کاملا́ قاب هر .۵٣ . ٢ گزاره

است L ماكسیمال عضو a صورت این در .a ∈ L و است منظّم قاب یک L كنید فرض .۵٣ . ٣ گزاره
باشد. L از او̰ل عضوی a اگر تنها اگرو

L نقاط همه مجموعه . می گوییم L نقطه ی یک را f : L −→ 2 قابی نگاشت هر .۵۴ . ٣ تعریف
.⊥ < ⊤ و 2 = {⊥,⊤} این جا در که L می گوییم، طیف را آن و می دهیم نشان ΣL نماد با را

می دهد تشکیل ΣL روی توپولوژی یک A = {Σa : a ∈ L} مجموعه ،L قاب هر برای .۵۵ . ٣ گزاره
،a ∈ L هر برای و

Σa = { f ∈ ΣL : f (a) = ⊤}.
،a, b ∈ L هر برای هرگاه است، نقطه١٣ كافی اندازه به دارای L قاب می گوییم .۵۶ . ٣ تعریف
، f (b) = ⊥ و f (a) = ⊤ كه باشد داشته وجود قسمی به ΣL در f : L −→ 2 نقطه آنگاه ،a ≰ b اگر

. f ∈ Σa − Σb یعنی
یک ریختی ηL(a) = Σa ضابطه با ηL : L −→ OΣL اگر تنها و اگر است فضایی L قاب .۵٣ . ٧ گزاره

باشد. قابی
،a, b ∈ L هر برای اگر تنها و اگر است پالایه L مشبکه یک از F ناتهی زیرمجموعه .۵٣ . ٨ تعریف

a ∧ b ∈ F ⇔ a, b ∈ F.
می شود. شامل را ⊤L ،L قاب از پالایه هر

:L قاب از F پالایه می گوییم .۵٣ . ٩ تعریف
.b ∈ F یا a ∈ F آن گاه ،a ∨ b ∈ F اگر و F , L گاه هر است، او̰ل (١)

١٣enough points
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،S ⊆ L هر برای گاه هر است، او̰ل کاملا́ (١)∨

S ∈ F ⇔ S ∩ F , ∅.

بیان و RL یعنی قاب، یک روی مقدار حقیقی پیوسته توابع حلقه معرفی به بخش این در
L قاب اعضای با این حلقه اعضای که را رابطه ای و می پردازیم آن اعضای میان رابطه چگونگی
گردآوری می کنیم. را آن ها ویژگی و قاب یک همصفر عناصر هم چنین می نماییم.  بیان دارند،
شده تولید زیر روابط تحت ،p, q ∈ Q که (p, q) مرتب زوج های توسط که قابی .۶٣ . ٠ تعریف

می دهیم نشان L(R) نماد با را آن و می گوییم حقیقی اعداد قاب است،
.(p, q) ∧ (r, s) = (p ∨ r, q ∧ s) (R١)

.(p, q) ∨ (r, s) = (p, s) آنگاه ،p ≤ r < q ≤ s اگر (R٢)

.(p, q) =
∨{(r, s) : p < r < s < q} (R٣)

.∨{(p, q) : p, q ∈ Q} = ⊤ (R۴)

می دهیم: قرار ،p, q ∈ Q برای
.⟦p, q⟧ = {t ∈ R : p < t < q} (١)
.⟨p, q⟩ = {t ∈ Q : p < t < q} (٢)

است. قابی یک ریختی زیر شده ی تعریف نگاشت .۶٣ . ١ لم
h : L(R) −→ O(R)

(p, q) 7−→ ⟦p, q⟧ = {t ∈ R : p < t < q}

.h(
∨
α∈I

(pα, qα)) =
∨
α∈I

h(pα, qα)

می نامیم. کانونی همریختی را فوق لم در شده تعریف یک ریختی
آنگاه ،p < q و p, q ∈ Q اگر ،L(R) قاب برای .۶٣ . ٢ گزاره

(p, q) ≤ (r, s) ⇔ r ≤ p و q ≤ s

می دهیم: قرار ،p, q ∈ Q هر برای
(p, . . .) =

∨
{(p, q)|q ∈ Q} =

∨
{(p, q) : p < q ∈ Q}

و
(. . . , q) =

∨
{(p, q)|p ∈ Q} =

∨
{(p, q) : q > p ∈ Q}.
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داریم: ،L(R) قاب در p < q که p, q ∈ Q هر برای .۶٣ . ٣ گزاره

.(p, . . .) ∧ (. . . , q) = (p, q) (١)
.(p, . . .) ∨ (. . . , q) = ⊤ (٢)

.(q, . . .) ∨ (. . . , p) = (p, q)∗ (٢)
داریم: ،L(R) قاب در p, q, r, s ∈ Q هر برای .۶۴ . ٣ نتیجه

.(r, s) ≺ (p, q) آنگاه ،p < r < s < q اگر (١)
.(r, s) ≺≺ (p, q) آنگاه ،p < r < s < q اگر (٢)

داریم: ،L(R) قاب در q, s ∈ Q هر برای .۶۵ . ٣ نتیجه
.(. . . , s) ≺ (. . . , q) آنگاه ،s < q اگر (١)

.(. . . , s) ≺≺ (. . . , q) آنگاه ،s < q اگر (٢)
روابط: تحت و (. . . , q) ،(p, . . .) توسط که قابی ،p, q ∈ Q هر برای .۶۶ . ٣ گزاره

,p)؛ . . .) ∧ (. . . , q) = ⊥ آنگاه ،p ≥ q اگر (R′١)
,p)؛ . . .) ∨ (. . . , q) = ⊤ آنگاه ،p < q اگر (R′٢)

,p)؛ . . .) =
∨{(r, . . .) : p < r} (R′٣)

.)؛ . . , q) =
∨{(. . . , s) : s < q} (R′۴)

و ∨p∈Q(p, . . .) = ⊤ (R′۵)
.∨q∈Q(. . . , q) = ⊤ (R′۶)

است. L(R) قاب با برابر باشد، شده تولید
،X توپولوژی فضای هر برای .۶٣ . ٧ گزاره

Top(X,R) � Frm(L(R),O(X))

ضابطه ی با شده داده h̃ : X −→ R با است متناظر h : L(R) −→ O(X) هر اینجا در که
.p < h̃(x) < q اگر تنها و اگر x ∈ h(p, q)

تعریف زیر صورت به قاب یک روی مقدار حقیقی پیوسته تابع یک قبلی گزاره به توجˁه با
می شود.



۵٧  قاب ها
L قاب روی مقدار حقیقی پیوسته تابع یک را L(R) −→ L قابی همریختی .۶٣ . ٨ تعریف
می گوییم می دهیم. نشان RL با را L قاب روی حقیقی پیوسته توابع همه ی مجموعه می گوییم.

.α(p, . . .) ≤ β(p, . . .) ، p ∈ Q هر برای اگر تنها و اگر α ≤ β ،α, β ∈ RL هر برای
اگر تنها و اگر α ≤ β ،α, β ∈ RL هر برای و است جزئی مرتب مجموعه یک (RL,≤) .۶٣ . ٩ گزاره

.β(. . . , q) ≤ α(. . . , q) ،q ∈ Q هر برای
،r < s اگر که طوری به است σ : Q −→ L نگاشت ،L قاب در نزولی١۴ دم یک .٣ . ٧٠ تعریف

.∨{σ(r) : r ∈ Q} = ∨{σ(r)∗ : r ∈ Q} = ⊤ و σ(s) ≺ σ(r) آنگاه
یکتای حقیقی پیوسته تابع صورت این در باشد. L قاب در نزولی دم یک σ فرض می کنیم .٣ . ٧١ لم

که: دارد وجود قسمی به α : L(R) −→ L

.α(r, . . .) =
∨{σ(s) : s > r} ،r ∈ Q هر برای (١)

.α(. . . , r) =
∨{σ(s)∗ : s < r} ،r ∈ Q هر برای (٢)

.α(r, . . .) ≤ σ(r) ≤ α(. . . , r)∗ ،r ∈ Q هر برای (٣)
می شود: تعریف زیر صورت به RL در ثابت تابع کلی حالت در لذا

ضابطه ی با r : L(R) −→ L که است واضح صورت این در .r ∈ Q می کنیم فرض .٣ . ٧٢ ملاحظه

r(p, q) =


⊤ p < r < q

⊥ r < (p, q)

دارد. تعلق RL به
تعیین δ و σ نزولی دم های توسط ترتیب به و هستند RL به متعلق β و α می کنیم فرض .٣ . ٧٣ لم

.σ(p) ≤ δ(q) باشیم داشته Q در p > q هر برای اگر تنها و اگر α ≤ β صورت این در می شوند.
جزئی، حلقه ی مرتب رابطه ی یک با A است. حلقه ی حلقه یک A می کنیم فرض .٧۴ . ٣ تعریف

: که این شرط به است جزئی مرتب
.a + x ≤ b + x باشیم داشته a ≤ b که a, b, x ∈ A هر برای (١)

.ab ≥ ٠ آنگاه ،a, b ≥ ٠ اگر a, b ∈ A هر برای (٢)
حلقه ی a ∧ b ∈ A و a ∨ b ∈ A ،a, b ∈ A هر برای که را A جزئی مرتب ٣ . ٧۵. حلقه ی تعریف

می گوییم مشبکه ای مرتب
١۴Trale decrease



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۵٨
می دهیم قرار a ∈ A هر ازای به ،A مانند مشبکه ای مرتب یک حلقه ی در
.a+ = a ∨ ٠ و a− = (−a) ∨ ٠ ، | a |= a ∨ (−a)

صدق زیر شرط در h ≥ ٠ و f , g, h ∈ A هر برای که را A مشبکه ای مرتب حلقه .٧۶ . ٣ تعریف
می نامند. ‐حلقه f یک کند،

.( f ∧ g)h = f h ∧ gh

عمل با .٣ . ٧٧ گزاره
: می كنیم تعریف ،⋄ = +, .,∧,∨ برای :O١

(α ⋄ β)(p, q) =
∨
{α(r, s) ∧ β(t, u) : ⟨r, s⟩ ⋄ ⟨t, u⟩ ⊆ ⟨p, q⟩}

این جا: در كه
⟨r, s⟩ ⋄ ⟨t, u⟩ = {x ⋄ y : x ∈ ⟨r, s⟩, y ∈ ⟨t, u⟩}.

داریم: هم چنین است.  ‐حلقه f یک RL

.(−α)(p, q) = α(−q,−p) :O٢

است. ‐حلقه f یک زیر عمل با RL واقع در شده اند، تعریف Q × Q روی فوق اعمال
: می كنیم تعریف ،⋄ = +, .,∧,∨ و a ∈ L(R) هر برای :O′١

(α ⋄ β)(a) =
∨
α∈I

(α ⋄ β)(pα, qα)

داریم: این بر علاوه .a = ∨α∈I(pα, qα) این جا در که
.(−α)(a) =

∨
α∈I(−α)(pα, qα) :O′٢

تعریف می کنیم: ،α, β ∈ RL هر برای .٣ . ٧٨ ملاحظه
. | α |= α ∨ (−α) و α = α+ − α− ،α− = (−α) ∨ 0 ،α+ = α ∨ 0

داریم: همچنین  
. | α + β |≤| α | + | β | و | αβ |=| α || β |

داشته وجود قسمی به n ∈ N گاه هر دار می گوییم، كران را α ∈ RL عضو یک .٣ . ٧٩ تعریف
.| α |≤ n كه باشد

نشان R∗L نماد با و است آن زیرحلقه یک RL از دار كران اعضای همه مجموعه ی .٣ . ٨٠ گزاره
می شود. داده



۵٩  قاب ها
فضای روی از مجموعه های  همصفر نقطه بدون توپولوژی نسخه ،[۵] بناشفسکی١۵در

می نامند. قاب یک در عنصر  همصفر یک را آن و کرده اند تعریف زیر صورت به را توپولوژی
می دهیم: قرار ،α ∈ RL هر برای .٣ . ٨١ تعریف

coz f =
∨
{ f (p, ٠) ∨ f (٠, q) : p, q ∈ Q} = f ((−∞, ٠) ∨ (٠,+∞)).

که باشد داشته وجود قسمی به α ∈ RL هرگاه می گوییم همصفر را  عنصر a ∈ L عنصر
می دهیم. نشان CozL با را L قاب عناصر  همصفر مجموعه ی .a = coz(α)

برای خواص این که آنجا از و بیان می کنیم را عنصرهای  همصفر ویژگی های زیر گزاره در
اشاره گزاره این به این که بدون هستند لازم که جا هر هستند واضح و پرکاربرد بسیار عناصر این

استفاده می کنیم. شود،
هستند. برقرار زیر روابط ،α, β ∈ RL هر برای .٣ . ٨٢ گزاره

.α = 0 اگر تنها و اگر cozα = ⊥ (١)
.coz(α) = coz(| α |) (٢)

.coz(α) ≤ coz(β) آنگاه ،0 ≤ α ≤ β اگر (٣)
آنگاه ،α, β ≥ 0 اگر هم چنین  .coz(α + β) ≤ coz(α) ∨ coz(β) (۴)

coz(α + β) = coz(α) ∨ coz(β).
.coz(α٢ + β٢) = cozα ∨ cozβ (۵)

.coz(αβ) = coz(α) ∧ coz(β) (۶)
.coz(αn) = coz(α) ،n ∈ N هر برای (٧)

باشد. RL در وارون پذیر عنصری α اگر تنها و اگر cozα = ⊤ (٨)
.coz(α ∧ β) = coz(α) ∧ coz(β) آنگاه ،α, β ≥ 0 اگر (٩)

.coz(α − p) = α(. . . , p) ∨ α(p, . . .) ،p ∈ Q هر برای (١٠)
آن گاه ،p < q که p, q ∈ Q اگر ،α ∈ RL هر برای .٣ . ٨٣ گزاره

.α+(p, q) =



α(p, q) p ≥ ٠

α(. . . ,−q) p < ٠ < q

⊥ q ≤ ٠
١۵Banaschewski



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۶٠
که باشد داشته وجود قسمی به α ∈ RL اگر تنها و اگر a ≺≺ b ،a, b ∈ L هر برای .٨۴ . ٣ گزاره

.a ≤ α( ١٢ , . . .) ≤ α(٠, . . .) ≤ b

هستند: معادل زیر روابط ،a ∈ L هر برای .٨۵ . ٣ گزاره
a؛ ∈ CozL (١)

؛ xn ≺≺ a ،n ∈ N هر برای طوری که به a =
∨

n∈N xn (٢)
.an ≺≺ an+١ ،n ∈ N هر برای طوری که به a =

∨
n∈N an (٣)

شود. تولید CozL توسط اگر تنها و اگر است منظّم کاملا́ ،L قاب .٨۶ . ٣ نتیجه
به متعلق r, s هر برای صورت این در است. مقیاس یک {ai}i∈[٠,١]∩Q می کنیم فرض .٣ . ٨٧ گزاره

.ar ≺≺ as آنگاه ،r < s اگر [٠, ١] ∩ Q

قسمی به {an}n∈[٠,١]∩Q مقیاس یک آنگاه ،a ∈ CozL اگر است. قاب یک L کنیم فرض .٣ . ٨٨ نتیجه
برعکس. و a =

∨
n∈[٠,١]∩Q an که دارد وجود

.x ≺≺ c ≺≺ y که دارد وجود قسمی به c ∈ CozL یک ،x ≺≺ y که x, y ∈ L هر برای .٣ . ٨٩ گزاره
را عضو  همصفر قابی همریختی هر همصفرند. متمم دار، عناصر L منظّم کاملا́ قاب هر در

می كند. حفظ
این جا در که است. f : P(R)→ L قابی همریختی با برابر L قاب روی مقدار حقیقی تابع یک
روی مقدار حقیقی توابع تمام مجموعه می باشد. بولی قاب یک (P(R),⊆) که است این بر فرض

که: دادند نشان ،[۴٠] مرجع در می دهیم. نمایش FPL با را L قاب
، f , g ∈ FPL می باشد. RL از ‐حلقه f زیر یک ⋄ : R × R→ R عمل با FPL مجموعه .٣ . ٩٠ گزاره

با f ⋄ g : P(R)→ L

( f ⋄ g)(X) =
∨{ f (Y) ∧ g(Z) : Y ⋄ Z ⊂ X}

.Y ⋄ Z = {y ⋄ z : y ∈ Y, z ∈ Z} و ⋄ ∈ {+,−,∧,∨} این جا که
با برابر FPL در L قاب روی مقدار حقیقی ثابت تابع یک ،c ∈ R و X ∈ P(R) هر ازای به

c(X) =


⊤ if c ∈ X

⊥ if c < X

می باشد.
داریم: ،[۵٨] مرجع زرقانی١۶در توسط شده ارائه تعریف اساس بر

١۶Zarghani



۶١  قاب ها
صفر عنصر را a ∈ L عنصر .z( f ) = f ({٠}) می  دهیم قرار ، f ∈ FPL هر برای .٣ . ٩١ تعریف

.a = z( f ) که باشد داشته وجود قسمی به f ∈ FPL هر گاه می گوئیم،
برقرارند. را زیر گزاره های ، f , g ∈ FPL مقدار حقیقی توابع تمام برای ،[۵٨] .٣ . ٩٢ قضیه

.z( f ) = z(− f ) = z(| f |) = z( f n) ،n ∈ N هر برای .١
.z( f g) = z( f ) ∨ z(g) .٢

.z( f + g) ≥ z( f ) ∧ z(g) ، f , g ≥ ٠ هر ازای به .٣
.z( f + g) = z( f ) ∧ z(g) .۴

. f = ٠ اگر فقط و اگر z( f ) = ⊤ .۵
باشد. FPL در پذیر معکوس عنصر یک f اگر فقط و اگر z( f ) = ⊥ .۶

یک f کنیم فرض دارند. بدیهی اثباتی گزارها بقیه و می کنیم، اثبات را گزاره آخرین برهان.
با لذا . f g = ١ که دارد وجود قسمی به g ∈ FPL بنابراین باشد. FPL از پذیر معکوس عنصر

داریم ،(٢) قسمت به توجه
⊥ = z(١)

= z( f g)

= z( f ) ∨ z(g)

.z( f ) = ⊥ نتیجه در و
می دهیم قرار .z( f ) = ⊥ و f ∈ FPL که کنیم فرض برعکس:
g(X) :=

∨
{ f {١

x
} : x ∈ X − {٠}}

در را برهان است. FPL در f ضربی وارون یک g و است. FPL از عضوی g می دهیم نشان و
می کنیم: چک مرحله چهار

.g(R) = ⊤ می دهیم نشان ، f {٠} = فرض⊥ به بنا چون اول. مرحله
g(R) =

∨{ f {١x } : x ∈ R − {٠}}
= ⊥ ∨∨{ f {١x } : x ∈ R − {٠}}
= f {٠} ∨∨{ f {١x } : x ∈ R − {٠}}
= f (R)

= ⊤

واضح آن گاه باشد، Xi = {٠} یا Xi = ∅ iها، تمام برای اگر .{Xi}i∈I ⊆ P(R) کنیم فرض .٢ مرحله
که است

g(
∪
i∈I

Xi) = ⊥ =
∨
i∈I

g(Xi),



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۶٢
آن گاه ،Xi , ∅, {٠} که باشد داشته وجود قسمی به i ∈ I اگر دیگر جاهای سایر در و

g(
∪

i∈I Xi) =
∨{ f {١x } : x ∈ (

∪
i∈I Xi) − {٠}}

=
∨{ f {١x } : x ∈ ∪i∈I(Xi − {٠})}

=
∨

i∈I
∨{ f {١x } : x ∈ Xi − {٠}}

=
∨

i∈I g(Xi)

که، است واضح آن گاه ،X, Y ∈ {∅, {٠}} اگر .X, Y ∈ P(R) کنیم فرض .٣ مرحله

g(X ∩ Y) = ⊥ = g(X) ∧ g(Y),

داریم دیگر جاهای سایر در و

g(X ∩ Y) =
∨{ f {١x } : x ∈ (X ∩ Y) − {٠}}

=
∨{ f {١x } : x ∈ (X − {٠}) ∩ (Y − {٠})}

=
∨{ f {١x } ∧ f {١y } : x ∈ X − {٠}, y ∈ Y − {٠}}

=
∨{ f {١x } : x ∈ X − {٠}} ∧∨{ f {١y } : y ∈ Y − {٠}}

= g(X) ∧ g(Y) .

داریم طرفی از . f g = ١ می دهیم نشان مرحله آخرین در .۴ مرحله

( f g)({١}) = ∨{ f ({x}) ∧ g({y}) : xy = ١}
=
∨{ f ({x}) ∧ g({١x }) : ٠ , x ∈ R}

=
∨{ f ({x}) ∧ f ({x}) : ٠ , x ∈ R}

=
∨{ f ({x}) : ٠ , x ∈ R}

= f ({٠})∨{ f ({x}) : ٠ , x ∈ R}

= f (R)

= ⊤

و
( f g)({٠}) = ∨{ f ({x}) ∧ g({y}) : xy = ٠}

=
∨{ f ({x}) ∧ g({y}) : x = ٠} ∨∨{ f ({x}) ∧ g({y}) : y = ٠}

=
∨{⊥ ∧ g({y})} ∨∨{ f ({x}) ∧ ⊥}

= ⊥



۶٣ FPL حلقه ایده آل ها ی می نیمال
آن گاه ،r , ٠, ١ اگر بنابراین

( f g)({r}) = ∨{ f ({x}) ∧ g({y}) : xy = r}

=
∨{ f ({x}) ∧ g({ rx }) : ٠ , x ∈ R}

=
∨{ f ({x}) ∧ f ({ xr }) : x , ٠}

=
∨{ f (∅) : x , ٠}

= ⊥

□ می کند. کامل را برهان این و . f g = ١ نتیجه در و

FPL حلقه ایده آل ها ی می نیمال ٣ . ٣
داریم: ،[۶٣ صفحه ،۴٣] مرجع لمبک١٧در توسط شده ارائه تعریف طبق

می شود. تولید توان خود یک توسط ایده آل می نیمال، هر کاهشی، حلقه ی هر در .٣ . ٩٣ گزاره

معادلند: زیر گزاره های آن گاه ،e٢ = e ∈ R و باشد کاهشی حلقه یک R اگر .٩۴ . ٣ گزاره
است؛ می نیمال ایده آل یک eR .١

است. e ضربی همانی با میدان یک eR .٢

بنابراین می دهیم. قرار مطالعه مورد را FPL حلقه می نیمال ایده آل های بخش این در ما
ایده آل I آن گاه ،a =

∨
f∈I coz( f ) و باشد FPL در می نیمال ایده آل یک I اگر می دهیم، نشان

شد. خواهد معرفی زیر گزاره ی در fa که می باشد، fa توسط شده تولید

ضابطه ی با fa : P(R)→ L آن گاه باشد، L قاب در دار متمم عنصر یک a اگر .٩۵ . ٣ گزاره

fa(X) =



⊤ ٠, ١ ∈ X اگر
a′ ٠ ∈ X و ١ < X اگر
a ٠ < X و ١ ∈ X اگر
⊥ ٠ < X و ١ < X اگر

می باشد. L قاب روی مقدار حقیقی تابع یک
١٧Lambek



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۶۴
آن گاه باشند، R مجموعه های زیر {Xλ : λ ∈ Λ} اگر برهان.

fa(
∪
λ∈Λ Xλ) =



⊤ ٠ ∈ Xλ١ و ١ ∈ Xλ٢ که قسمی به λ١, λ٢ ∈ Λ باشد داشته وجود اگر
a′ ٠ ∈ Xλ و ١ < Xλ ،λ ∈ Λ هر برای اگر
a ٠ < Xλ و ١ ∈ Xλ ،λ ∈ Λ هر برای اگر
⊥ ٠ < Xλ و ١ < Xλ ،λ ∈ Λ هر برای اگر

=
∨
λ∈Λ fa(Xλ)

داریم ،A, B ∈ P(R) هر برای هم چنین
fa(A ∩ B) = fa(A) ∧ fa(B).

L قاب در مقدار حقیقی تابع یک fa که گرفت نتیجه می توان ، fa(∅) = ⊥ و fa(R) = ⊤ چون
□ است.

P(R) از مقدار حقیقی تابع یک معرف fa کرد خواهیم ذکر که مواردی در مگر بعد، به این از
می باشد. ٩۵ . ٣ در شده تعریف ضابطه ی همان آن، ضابطه ی و می باشد L قاب توی به

. f ٢
a = fa آن گاه باشد، L قاب از دار متمم عنصر یک a اگر .٩۶ . ٣ گزاره

بنابراین باشد. R از ناصفر عنصر یک x کنیم فرض برهان.
f ٢
a ({x}) = ∨٠,y∈R fa({y}) ∧ fa({ xy })

=
∨٠,y∈R fa({y} ∩ { xy })

=


fa({١}) x = ١ اگر ,
⊥ x , ١ اگر

= fa({x}).

□ . f ٢
a = fa لذا . f ٢

a ({٠}) = fa({٠}) که می گیریم نتیجه ،z( f ٢
a ) = z( fa) چون

،X ∈ P(R) و f ∈ FPL هر برای آن گاه باشد، L قاب در دار متمم عنصر یک a اگر .٣ . ٩٧ گزاره
داریم.

f fa(X) =


a′ ∨ f (X) ٠ ∈ X اگر ,
a ∧ f (X) ٠ < X اگر

،٣ . ٩٢ قضیه به توجه با برهان.
f fa({٠}) = z( f fa) = z( f ) ∨ z( fa) = f ({٠}) ∨ a′.



۶۵ FPL حلقه ایده آل ها ی می نیمال
بنابراین باشد. R از ناصفر عنصر یک x کنیم فرض حال

f fa({x}) = ∨٠,y∈R f ({y}) ∧ fa({ xy })

= f ({x}) ∧ fa({١})
= f ({x}) ∧ a.

می گیریم: نظر در را زیر حالت دو اثبات ادامه برای
بنابراین باشند. ٠ ∈ X و X ∈ P(R) کنیم فرض اول: حالت

f fa(X) = f fa({٠}) ∨ f fa(X \ {٠})
= ( f ({٠} ∨ a′) ∨∨x∈X\{٠} f fa({x})

= ( f ({٠} ∨ a′) ∨∨x∈X\{٠} f ({x}) ∧ a

= ( f ({٠} ∨ a′) ∨ (a ∧∨x∈X\{٠} f ({x}))

= ( f ({٠} ∨ a′) ∨ (a ∧ f (X \ {٠}))
= ( f ({٠} ∨ a′ ∨ a) ∧ ( f ({٠} ∨ a′ ∨ f (X \ {٠}))
= ⊤ ∧ (a′ ∨ f (X))

= a′ ∨ f (X)

لذا .٠ < X و X ∈ P(R) کنیم فرض دوم: حالت
f fa(X) =

∨
x∈X f fa({x})

=
∨

x∈X f ({x}) ∧ a

= a ∧∨x∈X f ({x})

= a ∧ f (X).

X ⊆ R هر برای پس
f fa(X) =


a′ ∨ f (X) ٠ ∈ X اگر
a ∧ f (X) ٠ < X اگر

□

می دهیم قرار L قاب از a عنصر برای
RFP(a) := { f ∈ FPL : coz( f ) ≤ a}.

می باشد. FPL از ایده آل یک RFP(a) که است واضح
شده تولید اصلی ایده آل یک RFP(a) آن گاه باشد، L قاب از دار متمم عنصر یک a اگر .٣ . ٩٨ گزاره

می باشد. fa توسط



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۶۶
لذا .٠ ∈ X و X ∈ P(R) کنیم فرض .z( f ) ≥ a′ و coz( f ) ≤ a آن گاه ،٠ , f ∈ RFP(a) اگر برهان.

داریم ،٣ . ٩٧ گزاره به توجه با ،a′ ≤ f ({٠}) ≤ f (X)

. f (X) = a′ ∨ f (X) = f fa(X)

چون .٠ < X و X ∈ P(R) که می کنیم فرض حال
f (X) ⊆ f (R \ {٠}) = coz( f ) ≤ a,

.RFP(a) ⊆< fa > بنابراین . f (X) = f (X)∧a = f fa(X) که می گیریم نتیجه ،٣ . ٩٧ گزاره به توجه با
□ . < fa >⊆ RFP(a) ،coz( fa) = a چون و

داریم: را زیر نتایج شده گفته مطالب به توجه با .٣ . ٩٩ ملاحظه
.RFP(⊥) = (٠) و RFP(⊤) = FPL .١

. fa fb = fa∧b داریم ،a, b ∈ L قاب از دار متمم عنصر جفت هر برای .٢
. fa + fa′ = ١ .٣

ضابطه ی با h : P(R)→ L آن گاه ،٠ , g ∈ RFP(a) و باشد L قاب از اتم یک a اگر .٣ . ١٠٠ لم

h(X) =


a′ ∨∨٠,x∈X g({١x }) ٠ ∈ X اگر
a ∧∨x∈X g({١x }) ٠ < X اگر

است. L قاب روی مقدار حقیقی تابع یک
می دهیم قرار باشد. R مجموعه های زیر از خانواده ای {Xλ : λ ∈ Λ} کنیم فرض برهان.

Λ٠ := {λ ∈ Λ : ٠ ∈ Xλ}

و
Λ١ := {λ ∈ Λ : ٠ < Xλ}

∨لذا
λ∈Λ h(Xλ) =

∨
λ∈Λ٠ h(Xλ) ∨

∨
λ∈Λ١ h(Xλ)

=
∨
λ∈Λ٠(a′ ∨∨٠,x∈Xλ g({١x })) ∨

∨
λ∈Λ١(a ∧∨x∈Xλ g({١x }))

= (a′ ∨∨λ∈Λ٠
∨٠,x∈Xλ g({١x })) ∨ (a ∧∨λ∈Λ١

∨
x∈Xλ g({١x }))

= (a′ ∨∨٠,x∈∪λ∈Λ٠ Xλ g({١x })) ∨ (a ∧∨x∈∪λ∈Λ١ Xλ g({١x }))
= (a′ ∨∨٠,x∈∪λ∈Λ٠ Xλ g({١x }) ∨ a) ∧ (a′ ∨∨٠,x∈∪λ∈Λ Xλ g({١x }))
= h(

∪
λ∈Λ Xλ)



۶٧ FPL حلقه ایده آل ها ی می نیمال
آن گاه ،٠ < B و ٠ < A اگر .A, B ∈ P(R) که کنیم فرض

h(A) ∧ h(B) = (a ∧∨x∈A g({١x })) ∧ (a ∧∨y∈B g({١y }))
= a ∧∨x∈A,y∈B(g({١x }) ∧ g({١y }))
= a ∧∨x∈A,y∈B(g({١x } ∩ {١y }))
= a ∧∨x∈A∩B g({١x })
= h(A ∩ B)

آن گاه ،٠ < B و ٠ ∈ A اگر
h(A) ∧ h(B) = (a′ ∨∨٠,x∈A g({١x })) ∧ (a ∧∨y∈B g({١y }))

= (a′ ∧ a ∧∨y∈B g({١y })) ∨ (a ∧∨٠,x∈A,y∈B(g({١x } ∩ {١y })))
= a ∧∨x∈A∩B g({١x })
= h(A ∩ B)

آن گاه ،٠ ∈ B و ٠ ∈ A اگر
h(A) ∧ h(B) = (a′ ∨∨٠,x∈A g({١x })) ∧ (a′ ∨∨٠,y∈B g({١y }))

= a′ ∨ (
∨٠,x∈A g({١x }) ∧

∨٠,y∈B g({١y }))
= a′ ∨∨٠,x∈A,٠,y∈B g({١x } ∩ {١y })
= a′ ∨∨٠,x∈A∩B g({١x })
= h(A ∩ B)

⊥ < coz(g) ≤ a و L قاب از اتم یک a چون و ،h(A∩B) = h(A)∧h(B) ،A, B ∈ P(R) هر برای بنابراین
هم چنین .coz(g) = a می گیریم نتیجه

h(R) = a′ ∨ (
∨٠,x∈A g({١x })

= a′ ∨ coz(g)

= a′ ∨ a

= ⊤

و
.h(∅) = (a ∧

∨
x∈∅

g({١
x
})) = a ∧ ⊥ = ⊥

□ است. L روی مقدار حقیقی تابع یک h لذا
.hg = fa آن گاه ،h ∈ RFP(a) اگر .g ∈ RFP(a) , ٠ و باشد L قاب از اتم یک a کنیم فرض .٣ . ١٠١ لم



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ۶٨
آن گاه ،{٠, ١} ⊆ X اگر باشد. R از مجموعه ای زیر X گیریم برهان.

hg(X) = hg({٠}) ∨ hg({١}) ∨ hg(X \ {٠, ١})
= (h({٠}) ∨ g({٠})) ∨ (

∨٠,x∈R((h({x}) ∧ g({١x }))) ∨ hg(X \ {٠, ١})
= (a′ ∨ a′) ∨ (

∨٠,x∈R(a ∧ g({١x }) ∧ g({١x }))) ∨ hg(X \ {٠, ١})
= a′ ∨ (a ∧∨٠,x∈R g({١x })) ∨ hg(X \ {٠, ١})
= a′ ∨ (a ∧ coz(g)) ∨ hg(X \ {٠, ١})
= a′ ∨ a ∨ hg(X \ {٠, ١})
= ⊤

= fa(X)

آن گاه ،١ < X و ٠ ∈ X اگر

hg(X) = hg({٠}) ∨ hg(X \ {٠})
= (h({٠}) ∨ g({٠})) ∨ (

∨٠,xy∈X((h({x}) ∧ g({y})))

= a′ ∨ (
∨٠,x∈R(a ∧ g({١x }) ∧ g({y})))

= a′ ∨ (
∨٠,x∈R(a ∧ g({١x } ∩ {y})))

= a′ ∨ (a ∧ ⊥)

= a′

= fa(X)

آن گاه ،١ ∈ X و ٠ < X اگر

hg(X) = hg({١}) ∨ hg(X \ {١})
= (
∨٠,x∈R((h({x}) ∧ g({١x }))) ∨ (

∨
١,xy∈X((h({x}) ∧ g({y})))

= (
∨٠,x∈R((a ∧ g({١x }) ∧ g({١x }))) ∨ (

∨
١,xy∈X(a ∧ g({١x }) ∧ g({y})))

= (a ∧∨٠,x∈R(g({١x })) ∨ (
∨

١,xy∈X(a ∧ g({١x } ∩ {y}))
= (a ∧ coz(g)) ∨ (

∨
١,xy∈X(a ∧ ⊥)

= a

= fa(X)



۶٩ FPL حلقه ایده آل ها ی می نیمال
آن گاه ،١ < X و ٠ < X اگر

hg(X) =
∨

xy∈X((h({x}) ∧ g({y}))

=
∨

xy∈X(a ∧ g({١x }) ∧ g({y}))

= (
∨

xy∈X(a ∧ g({١x } ∩ {y}))
=
∨

xy∈X(a ∧ ⊥)

= ⊥

= fa(X)

□ .hg = fa بنابراین
است. FPL از می نیمال ایده آل یک RFP(a) آن گاه باشد، L قاب از اتم یک a اگر .٣ . ١٠٢ گزاره

است. fa ضربی همانی عنصر با میدان یک RFP(a) ،٣ . ١٠١ و ٣ . ١٠٠ لم های به توجه با برهان.
□ است. FPL از می نیمال ایده آل یک RFP(a) ،٣ . ٩٨ و ٩۶ . ٣ لم های به توجه با بنابراین
ماکسیمال ایده آل های تمام Mمجموعه ی و باشد دار یک و جابجایی حلقه یک R  کنیم فرض

می دهیم: قرار ،a ∈ R هر ازای به باشد. R

M(a) = {M ∈ M : a ∈ M}.
و M(a) = M(b) اگر می شود، نامیده لاماسون١٨) مفهوم (به z‐ایده آل یک R از I ایده آل

،a, b ∈ R هر ازای به چون .b ∈ I آن گاه ،a ∈ I

M(ab) =M(b) اگر تنها و M(a)اگر ⊆ M(b)

.b ∈ I دهد نتیجه a ∈ I M(a)و ⊆ M(b) اگر تنها و اگر است z‐ایده آل یک I پس
z‐ایده آل ،R حلقه ی می نیمال ایده آل های که است این مورد این در مطالب مهمترین از یکی

شود. مراجعه ،[۴٨] مرجع به بیشتر اطّلاع جهت هستند.
قسمی به L قاب از a دار متمم عنصر آن گاه باشد، FPL از می نیمال ایده آل یک I اگر .٣ . ١٠٣ لم

که دارد وجود
I = RFP(a).

عنصر یک توسط FPL از می نیمال ایده آل هر است، کاهشی حلقه یک FPL چون برهان.
قرار .I = eFPL که دارد وجود قسمی به e ∈ I توان خود عنصر بنابراین می شود. تولید خودتوان
. fa ∈ I که می گیریم نتیجه ،z( fa) = a′ = z(e) و است z‐ایده آل یک I چون .a = coz(e) می دهیم
می گیریم نتیجه I بودن می نیمالیتی به توجه با و RFP(a) ⊆ I داریم ،٣ . ٩٨ گزاره به توجه با و
□ .I = RFP(a) که

١٨á la Mason



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ٧٠
خانواده ،a ∈ L هر ازای به که صورتی در نامیم FP‐کاملا́منظّم را L قاب .١٠۴ . ٣ تعریف

.a =
∨

f∈A coz( f ) که باشد داشته وجود قسمی به A ⊆ FP
که دارد وجود قسمی به A ⊆ FP آن گاه باشد، FP‐کاملا́منظّم قاب یک L اگر

a =
∨
f∈A

coz( f ) =
∨
f∈A

coz( f ◦ j).

است. منظّم کاملا́ L قاب که می دهد نشان این و

FPL از I ایده  آل برای صورت این در باشد. FP‐کاملا́منظّم قاب یک L کنیم فرض .١٠۵ . ٣ گزاره
معادلند. زیر گزاره های

است؛ FPL از می نیمال ایده آل ،I ایده آل .١
.I = RFP(a) داریم ،L قاب از a اتم برای .٢

فرض .I = RFP(a) که دارد وجود قسمی به L از a عنصر ،٣ . ١٠٣ لم به توجه با : ١ ⇒ ٢ برهان.
FP‐کاملا́منظّم قاب یک L چون .⊥ < s ≤ a که باشد داشته وجود قسمی به s ∈ L عنصر کنیم
می دهد نشان این و .⊥ < coz(g) ≤ s ≤ a که دارد وجود قسمی به g ∈ FPL می گیریم نتیجه است،
بنابراین .I =< g > می گیریم نتیجه است، FPL از ایده آل یک I چون نتیجه در و ٠ , g ∈ I که
،coz(g) = s = a لذا .a = coz( fa) ≤ coz(g) رو این از . fa = hg که دارد وجود قسمی به h ∈ FPL

.I = RFP(a) و است اتم یک a پس
□ است. بدیهی برهان ،٣ . ١٠٢ گزاره به توجه با : ٢⇒ ١

FPL ‐حلقه f روی (A) خاصیˁت ۴ . ٣
دراین ما می باشد. (A) خاصیˁت دارای C(X) می دهند نشان ،[٢] مرجع در همکاران و پناه١٩ آذر
متناهی تعداد دارای L قاب اگر ثانیاً و است (A) خاصیˁت دارای FPL می دهیم نشان اولا˟ بخش،

می باشد. (A) خاصیˁت دارای FPL/Soc(FPL) کسرهای حلقه آن گاه باشد، اتم

است. (A) خاصیˁت دارای FPL ‐حلقه f .١٠۶ . ٣ گزاره
کنیم فرض برهان.

I =
n∑

i=١
fiFPL ⊆ Z(FPL).

١٩Azarpnah



٧١ FPL ‐حلقه f روی (A) خاصیˁت
بنابراین . f g = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ < g ∈ FPL می گیریم نتیجه ، f =

∑n
i=١ f ٢

i ∈ I چون
آن گاه ،h =

∑n
i=١ fihi ∈ I اگر .coz( f g) = ⊥

coz(hg) = coz(
∑n

i=١ fihig)

≤ ∨n
i=١ coz(| fi||hi|g)

≤ ∨n
i=١ coz( f ٢

i g)

= coz(
∑n

i=١ f ٢
i g)

= coz( f g)

= ⊥

□ است. (A) خاصیˁت دارای FPL لذا .g ∈ Ann(I) که، می گیریم نتیجه ،hg = ٠ بنابراین
و f ∈ FPL هر برای آن گاه باشند، L قاب از مجزا دو به دو اتم های a١, . . . , an اگر .٣ . ١٠٧ لم

،X ∈ P(R)
n∑

i=١
f fai(X) =


(
∧n

i=١ a′i) ∨ f (X) ٠ ∈ X اگر ,
(
∨n

i=١ ai) ∧ f (X) ٠ < X اگر
،٣ . ٩٧ گزاره به توجه با می کنیم. دنبال دار متمم عناصر تعداد روی استقراء به را برهان برهان.
صورت این در .g = ∑n−١

i=١ f fai می دهیم قرار و n > ١ کنیم فرض است. برقرار حکم n = ١ برای

g({٠}) ∧ f fan({٠}) = [(
∧n−١

i=١ a′i) ∨ f ({٠})] ∧ [a′n ∨ f ({٠})]
= (
∧n

i=١ a′i) ∨ f ({٠}),
،٠ , x ∈ R هر برای و

g({x}) ∧ f fan({٠}) = [(
∨n−١

i=١ ai) ∧ f ({x})] ∧ [a′n ∨ f ({٠})]
= [(

∨n−١
i=١ ai) ∧ f ({x}) ∧ a′n] ∨ [(

∨n−١
i=١ ai) ∧ f ({x}) ∧ f ({٠})]

= (
∨n−١

i=١ ai) ∧ f ({x})

و
g({٠}) ∧ f fan({x}) = [(

∧n−١
i=١ a′i) ∨ f ({٠})] ∧ [an ∧ f ({x})]

= [(
∧n−١

i=١ a′i) ∧ an ∧ f ({x})] ∨ [ f ({٠}) ∧ an ∧ f ({x})]

= an ∧ f ({x})

آن گاه ،y , ٠ , x و x, y ∈ R اگر حال

g({x}) ∧ f fan({y}) = [(
n−١∨
i=١

ai) ∧ f ({x})] ∧ [an ∧ f ({y})] = ⊥.



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ٧٢
بنابراین

(g + f fan)({٠}) = ∨
x∈R g({x}) ∧ f fan({−x})

= g({٠}) ∧ f fan({٠})
= (
∧n

i=١ a′i) ∨ f ({٠})
و

(g + f fan)({x}) = ∨
y∈R g({y}) ∧ f fan({x − y})

= [g({٠}) ∧ f fan({x})] ∨ [g({x}) ∧ f fan({٠})]
= [an ∧ f ({x})] ∨ [(

∨n−١
i=١ ai) ∧ f ({x})]

= (
∨n

i=١ ai) ∧ f ({x}).

آن گاه ،٠ ∈ X ⊆ R اگر لذا
(
∑n

i=١ f fai)(X) = (g + f fan)({٠}) ∨∨٠,x∈X(g + f fan)({x})

= [(
∧n

i=١ a′i) ∨ f ({٠})] ∨∨٠,x∈X[(
∨n

i=١ ai) ∧ f ({x})]

= [(
∧n

i=١ a′i) ∨ f ({٠})] ∨ [(
∨n

i=١ ai) ∧
∨٠,x∈X f ({x})]

= (
∧n

i=١ a′i) ∨ f (X)

آن گاه ،٠ < X ⊆ R اگر و
(
∑n

i=١ f fai)(X) =
∨

x∈X(g + f fan)({x})

=
∨

x∈X[(
∨n

i=١ ai) ∧ f ({x})]

= (
∨n

i=١ ai) ∧ f (X)

□ می کند. کامل را استقراء این و
،X ∈ P(R) هر برای آن گاه باشند، L قاب از مجزا دو به دو اتم های a١, . . . , an اگر .٣ . ١٠٨ نتیجه

n∑
i=١

fai(X) = fb(X)،

می باشد. b =
∨n

i=١ ai این جا در که
بنابراین .b = ∨n

i=١ ai کنیم فرض برهان.

(
∑n

i=١ fai)(X) =


١(X) ∨ b′ ٠ ∈ X اگر
١(X) ∧ b ٠ < X ,اگر

= fb(X)

□



٧٣ FPL ‐حلقه f روی (A) خاصیˁت
می باشد هایی f آن شامل FPL ساکل آن گاه باشد، FP‐کاملا́منظّم قاب یک L اگر .٣ . ١٠٩ گزاره

باشد. اتم متناهی تعداد از اتصالی آن ها coz( f ) که
ساکل کنیم فرض حال ندارد. وجود اثبات برای چیزی آن گاه ،Soc(FPL) = ٠ اگر برهان.
به f١, . . . , fk ∈ FPL و a١, . . . , ak ∈ L اتم های آن گاه ، f ∈ Soc(FPL) اگر باشد. صفر با مخالف

که دارند وجود قسمی
f = f١ fa١ + f٢ fa٢ + · · · + fk fak.

بنابراین .coz( f ) ≤ ∨k
i=١ ai که می گیریم نتیجه ،١٠۵ . ٣ و ٣ . ٩٨ گزاره به توجه با

coz( f ) =
k∨

i=١
ai ∧ coz( f ).

coz( f ) می دهد نشان این و ،ai ∧ coz( f ) = ai یا ai ∧ coz( f ) = ٠ پس می باشند، اتم ها ai چون
می باشد. اتم متناهی تعداد اتصال

توجه با ،coz( f ) =
∨k

i=١ ai باشیم داشته a١, a٢, . . . , ak اتم های برای کنیم فرض برعکس:
اگر می باشد. fai توسط شده تولید می نیمال ایده آل یک RFP(ai) ،١٠۵ . ٣ و ٣ . ٩٨ گزاره به

،٣ . ١٠٧ لم به توجه با  ، f (X) ≤ coz( f ) چون آن گاه ،٠ < X ⊆ R

(
∑n

i=١ f fai)(X) = (
∨n

i=١ ai) ∧ f (X)

= f (X)

آن گاه ،٠ ∈ X ⊆ R اگر
(
∑n

i=١ f fai)(X) = ((
∑n

i=١ f fai)(R \ X))

= ( f (R \ X))

= f (X)

بنابراین
f =

n∑
i=١

f fai ∈
n∑

i=١
RFP(ai) ⊆ Soc(FPL).

□

كه باشد داشته وجود قسمی به n ∈ N گاه هر دار می گوییم، كران را FPL از f عضو یک
می دهیم. نمایش F ∗PL با را L قاب کراندار مقدار حقیقی توابع تمام مجموعه . | f |≤ n

معادلند: زیر گزاره های ، f ∈ FPL برای .٣ . ١١٠ گزاره
؛ f ∈ F ∗PL .١

. f (⟧p, q⟦) = ⊤ و p < q دارند وجود قسمی به p, q ∈ Q عناصر .٢



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ٧۴
. f ((−∞, p⟦∪ ⟧q,+∞)) = ⊥ و p < q دارند وجود قسمی به p, q ∈ Q عناصر .٣

□ است. بدیهی برهان برهان.
در مشمول FPL می نیمال ایده آل هر آن گاه باشد، FP‐کاملا́منظّم قاب یک L اگر .٣ . ١١١ گزاره

است. کراندار توابع
از a اتم ،١٠۵ . ٣ گزاره به توجه با آن گاه ، f ∈ I و باشد FPL می نیمال  ایده آل یک I اگر برهان.

.I = RFP(a) که دارد وجود قسمی به L قاب
با . f (⟧ − n, n⟦) = a′ ∨ f (⟧ − n, n⟦) ،n ∈ N تمام برای ،٣ . ٩٧ گزاره به توجه با ، f = f fa چون

می شویم مطمئن a′ ماکسیمالیتی به توجه
a′ = f (⟧ − n, n⟦)

یا
f (⟧ − n, n⟦) = ⊤.

آن گاه ،a′ = f (⟧ − n, n⟦) ،n ∈ N تمام برای اگر
⊤ = f (R) =

∨
f (⟧ − n, n⟦) = a′.

به توجه با لذا . f (⟧ − n, n⟦) = ⊤ که دارد وجود قسمی به n ∈ N بنابراین است. تناقض یک که
□ . f ∈ F ∗PL ،٣ . ١١٠ گزاره

آن گاه باشد، FP‐کاملا́منظّم قاب یک L اگر .٣ . ١١٢ نتیجه
Soc(FPL) = Soc(F ∗PL).

به توجه با آن گاه است. پذیر معکوس کراندار عناصر با کاهشی ‐حلقه f یک FP چون برهان.
،٣ . ١١١ گزاره و [٣.٢ گزاره ،١٢]

Soc(FPL) = Soc(F ∗PL).
□

باشد، اتم متناهی تعداد دارای L اگر باشد. FP‐کاملا́منظّم قاب یک L کنیم فرض .٣ . ١١٣ گزاره
برقرارند. زیر روابط آن گاه

می باشد . (A) خاصیˁت دارای FPL/Soc(FPL) کسرهای حلقه ی .١
می باشد. راست (A) خاصیˁت دارای F ∗PL/Soc(FPL) کسرهای حلقه ی .٢



٧۵ FPL ‐حلقه f روی (A) خاصیˁت
گزاره به توجه با آن گاه باشند، L قاب اتم های تمام مجموعه A = {a١, . . . , an} اگر (١ برهان.

،١٠۵ . ٣ گزاره و ٣ . ٩٨
.Soc(FPL) =

n∑
i=١
RFP(ai) =

n∑
i=١

faiFPL

می دهیم قرار ، f ∈ FPL هر ازای به
. f̄ = f + Soc(FPL)

صفر علیه های مقسوم در مشمول و متناهی تولید با ایده آلی I = ⟨ f̄١, . . . , f̄n⟩ کنیم فرض
چون . f = ∑n

i=١ f ٢
i می گیریم نظر در باشد. FPL/Soc(FPL)

. f̄ =
n∑

i=١
f̄i

٢ ∈ I

برای پس .ḡ , ٠ و f̄ ḡ = ٠ که دارد وجود قسمی به ٠ ≤ g ∈ FPL می گیریم نتیجه
ai١ , . . . , air ∈ A

داریم
.coz( f g) =

r∨
j=١

ai j

به است. I ساز پوچ f̄bḡ ناصفر عنصر که می شویم مدعی .b = ∧n
i=١ a′i می گیریم نظر در

آن گاه ،coz( fbg) ≤ ∨n
i=١ ai اگر . f̄bḡ ∈ Ann(I) عبارتی

coz( fbg) = coz( fbg) ∧∨n
i=١ ai

= b ∧ coz(g) ∧∨n
i=١ ai

= ⊥

می دهد نتیجه که
coz(g) ≤ z( fb) =

n∨
i=١

ai.
. f̄bḡ , ٠ لذا است. تناقض یک که .g ∈ S oc(FPL) بنابراین

آن گاه ،h =
∑n

i=١ fihi اگر
coz(h fbg) = coz(

∑n
i=١ fihi fbg)

≤ ∨n
i=١ coz(| fi||hi| fbg)

≤ ∨n
i=١ coz( f ٢

i fbg)

= coz(
∑n

i=١ f ٢
i fbg)

= coz( f g fb)

≤ ∨r
j=١ ai j ∧

∧n
i=١ a′i

= ⊥



FPL ‐حلقه f (A)روی خاصیˁت و ساکل ٧۶
(A) خاصیˁت دارای FPL/Soc(FPL) لذا . f̄bḡ ∈ Ann(I) می دهد نتیجه که .h̄ f̄bḡ = ٠ بنابراین

می باشد.
□ است. بدیهی اثبات ،(١) قسمت در گرفته انجام بحث به توجه با : ٢
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انگلیسی به فارسی واژه نامه
Atom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتم
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده آل
Minimal prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال اول ایده آل
Annihilator ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساز پوچ ایده آل
Left ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ایده آل
Right ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ایده آل
Completely prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول کاملا́ ایده آل
Maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال ایده آل
Reversible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر برگشت
Frame epimorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قابی بروریختی
Cozero part. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همصفر بخش
Annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساز پوچ
Left annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ساز پوچ
Right annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ساز پوچ
Order-preserving map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیب. حافظ تابع
Polynomial function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای چند جمله تابع
Derivation function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق تابع
α-derivation function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐مشتق تابع
Monomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکریختی
Unique product monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u.p‐تکوار.

Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی
Pointfree topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه بدون توپولوژی
Free K-ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد K‐حلقه ی

Armendariz ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرمنداریز حلقه ی
Reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر برگشت حلقه ی
Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تقلیل حلقه ی



انگلیسی به فارسی واژه نامه ٨۴
Skew polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب چند جمله ای های حلقه ی
Laurent polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران چند جمله ای های حلقه ی
Differential polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق چند جمله ای های حلقه ی
Duo ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوئو حلقه ی
Left zip ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ زیپ حلقه ی
Right zip ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست زیپ حلقه ی
Skew power series ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب توانی سری های حلقه ی
Von Neumann ragular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم نیومن فون حلقه ی
Group ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهی. حلقه ی
Left McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ مک کوی حلقه ی
Right McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست مک کوی حلقه ی
McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مک کوی حلقه ی
α- compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐سازگار. حلقه ی
δ - compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ‐سازگار حلقه ی
(α, δ) - compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)‐سازگار δ) حلقه ی
Left property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ (A) خاصیˁت
Right property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست (A) خاصیˁت
Property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A) خاصیˁت
Idempotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودتوان

Left duo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ دوئو
Right duo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست دوئو
Socle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساکل
Ascending chain condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افزایشی زنجیر شرط
Subframe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاب زیر
Spectrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیف
Ragular element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم عضو
Cozero element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همصفر عضو
Regular completely space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم كاملا́ فضای
Frame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاب
Frame of reals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی اعداد قاب
Boolean frame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بولی قاب
Regular frame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم قاب
Completely Regular frame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم كاملا́ قاب
Cozero set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همصفر مجموعه ی



٨۵ انگلیسی به فارسی واژه نامه
Left zero divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ صفر علیه مقسوم
Right zero divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست صفر علیه مقسوم
Zero divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر علیه مقسوم
Lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبکه
Pseudocomplemented lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دار متمم شبه مشبکه
Complete lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . كامل. مشبکه ی
Lattice homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبکه ای همریختی
F-ring homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه ای ‐ f همریختی
Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکریختی





فارسی به انگلیسی واژه نامه
Annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساز پوچ
Annihilator ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساز پوچ ایده آل
Atom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتم
Boolean frame. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بولی. قاب
α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α‐سازگار حلقه ی
δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ‐سازگار حلقه ی
(α, δ)-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)‐سازگار δ) حلقه ی
Completely prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . او̰ل کاملا́ ایده آل
Category . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رسته
Cozero element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همصفر عنصر
Completely regalar frame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم كاملا́ قاب
Cozero set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموعه ی
Complete lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . كامل. مشبکه ی
f-ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‐حلقه f

f-ring homomorphism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه ای ‐ f همریختی
free K-ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد K‐حلقه ی

Frame. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاب.
Frame epimorohism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قابی بروریختی
Frame of reals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی اعداد قاب
Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونریختی.
Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکریختی
Lattice orered ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبکه ای مرتب حلقه ی
Laurent polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران چندجمله ای های حلقه ی
Lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبکه
Lattice homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبکه ای همریختی
Left annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ساز پوچ



فارسی به انگلیسی واژه نامه ٨٨
Right annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ساز پوچ
Left ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ایده آل
Mathematical induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضی استقرای
Maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال ایده آل
McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مک کوی حلقه ی
Noetherian ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوتری حلقه ی
Order-preserving map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیب حافظ تابع
Pointfree topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه بدون توپولوژی
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . او̰ل ایده آل
Right property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ (A) خاصیˁت
Left property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست (A) خاصیˁت
Property (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A) خاصیˁت

Pseudocomplemented lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دار متمم شبه مشبکه
Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تقلیل حلقه ی
Regular element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم. عضو
Regular frame . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم قاب
Regular completely frame. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم. كاملا́ قاب
Reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر برگشت حلقه ی
Right annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست. ساز پوچ
Right duo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست دوئو
Right ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ایده آل
Right McCoy ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست مک کوی حلقه ی
Right zip ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست زیپ حلقه ی
Semicommutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی نیم حلقه ی
Skew polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب چندجمله ای های حلقه ی
Skew power series ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب توانی سری های حلقه ی
Spectrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیف
Socle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساکل
Strictly ordered monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید مرتب تکوار
Strictly totally ordered monoid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید. مرتب کاملا́ تکوار
Strongly z-ideals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی ایده آل ‐z

Subframe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاب زیر
Unique product monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u.p‐تکوار

Von Neumann regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظّم نیومن فون حلقه ی



٨٩ فارسی به انگلیسی واژه نامه
Upper set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی مجموعه ی
Weakly spatial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی ضعیف طور به
Left zero divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ صفر علیه مقسوم
Right zero divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست صفر علیه مقسوم
Zero divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر علیه مقسوم
Z-ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z‐ایده آل
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Abstract

The study of rings with right Property (A), has done important role in noncommutative ring
theory. Following literature, a ring R has right Property (A) if every finitely generated tow-sided
ideal consisting entirely of left zero-divisors has a non-zero right annihilator. In the first chapter, we
give answers to the two questions raised in [33], and related to Property (A). One of the questions
has a positive answer and we get it as a simple conclusion of the fact which says that, if R is a right
duo ring and M is a u.p-monoid, then R is right M-McCoy and the monoid ring R[M] has right
Property (A). The second question has nagative answer and we show it by constructing suitable
example. In second chapter, which concerns the right Property (A) of Ore extensions as well as
skew power series ring. We show that if R is a right duo ring, then the skew power series ring
R[[x;α]] has right Property (A), when R is right Noetherian and α-compatible. Moreover, for a
right duo ring R which is (α, δ)- compatible, it is shown that

1. the Ore extension ring R[x;α, δ] has right Property (A).

2. R[x;α, δ] is right zip if and only if R is right zip.

As a corollary of our results we provide answers to some open questions raised in third chapter of
[33], and related to Property (A). In third chapter, we are concerned with Property (A) of a ring
FPL. First we show that each minimal ideal of FPL is a principal ideal generated by fa, where a

is an atom of frame L. Then we show that if L is a FP-completely regular frame then the socle of
FPL consists of those f for which coz( f ) is a join of finitely many atoms. Also it is shown that
FPL and FPL/Soc(FPL) have Property (A).

keywords:right duo ring, reversible ring, right Property (A), Unique product monoid, polyno-
mial ring, power series ring, skew polynomial ring, skew power series ring, lattice, frame, minimal
ideal, socle.
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