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جاৣم؛ از ୃ ୍ସభما و ৮در ଘ ৎقدم
భࣾت ساଢ ی భ ห ساه ඇ൚ো࣍م کار तدا ماభی و ৮در ඟ໊م روی از  ণپاس را ی ೯دا
وओودشان ساଢ ی భو ඵවرم ୀگ و شاخ  آن رীه ی از و یاسام وओودشان بار 

ඏ࣓مام. را داিش و ع࢙م ইࡣب ඵේज़ر
ໆرم. ୀ ا॥ت اभࣇخاری หج ज़ฬشان  واঁدਣশی

ඟ໊د৯د. ൌग़نا را রودن اিسان و ز৯دਛی ୀام  آड़وزگارای
… آฬن ৎقدم భوীش ࡛ূه ی ا॥ت ධසزی ୀگ ଐࢤوहख़ اଌن حال

ਖ৶ی ند. ່وইش ච໋ଽ  ਟی భࡂشان ख़࡛ࢴت ی پاس ଘ

د



ণپاس 
آ່ید  ਪی را،೯دا गھان

را، اিسان
را، ࠟ࢞ل

را، ग़ࡁभජࢌ
را ࠙ق

دঃید. وओودم భ را ࠙ࡰࡺشان  ইسای و
رحیمیان الهام
١٣٩۶ شهریور

ه



نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی رحیمیان الهام اینجانب
فازی، محیط در استوار رگرسیون روش یک مطالعه عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

می شوم: متعهد شاهسونی داود و ربیعی رضا محمد راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
رحیمیان الهام
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چکیده
برآورد های باشد، برقرار داده مجموعه یک برای دوم توان های کمترین روش مفروضات اگر
مجموعه در دورافتاده مشاهدات اگر اما می شوند شناخته برآورد ها بهترین به عنوان روش این
باید و نمی دهد نتیجه را خوبی پیش بینی های متعارف روش های باشند داشته وجود  داده ها
باشند فازی مشاهدات، اگر طرفی از کرد. استفاده استوار جایگزین رگرسیون روش های از
و باشند مشاهدات از این گونه مدل بندی راه گشای نمی توانند معمول رگرسیون روش های نیز
مشاهدات، هم زمانی که است. مناسبی جایگزین روش فازی رگرسیون روش حالت این در
روش های از باید دارند وجود دورافتاده مشاهدات داده ها مجموعه در هم و هستند فازی
رگرسیون تحلیل امکانی فازی خطی رگرسیون معرفی از پس کرد. استفاده فازی استوار جایگزین
رفت. به کار مختلفی زمینه های در و گرفت قرار بررسی و مطالعه مورد گسترده ای به طور فازی
حضور به روش ها این شد. داده تعمیم فازی محیط در دوم توان های کمترین روش  همچنین،

هستند. حساس دورافتاده داده های
و بوده فازی عدد یک وابسته متغیر و دقیق مستقل، متغیر های حالتی که در نامه، پایان این در
به را فازی استوار رگرسیون تحلیل یک دارند، حضور دورافتاده مشاهدات داده ها مجموعه در
توان های کمترین رگرسیون تحلیل اول، روش می کنیم. مقایسه را نتایج و کرده مطرح روش دو
شده اصلاح انحرافات مطلق قدر کمترین رگرسیون تحلیل دوم، روش و شده اصلاح فازی دوم
توابع توسط وزن ماتریس های و می شوند رتبه بندی باقیمانده ها روش، دو هر در می باشند.
توان های کمترین برآوردهای سپس می شوند. تشکیل باقیمانده ها برای شده تعریف عضویت
وزن ماتریس این از استفاده با فازی موزون مطلق قدر توان های کمترین و فازی موزون دوم

می کنند. بیان را اول روش به دوم روش برتری مثال ها، از حاصل نتایج می آیند. به دست

رتبه بندی عضویت، تابع فازی، رگرسیون دورافتاده، داده های استوار، رگرسیون کلیدی: کلمات
فازی. مجموعه های

ز



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

دادهای با فازی رگرسیون تحلیل ،( ١٣٩۵ ) د.، شاهسونی و م. ربیعی ا.، رحیمیان .١
کارگاه ششمین فازی، مجموعه  های رتبه بندی پایه ی بر فازی پارامتر های و خروجی

ایران. شاهرود، فازی، احتمال و آمار کشوری
با فازی استوار رگرسیون تحلیل ،( ١٣٩۶ ) د.، شاهسونی و م. ربیعی ا.، رحیمیان .٢
مجله فازی، مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی پارامتر های و خروجی داده های

چاپ. دست در ، آماری اندیشه
اساس بر فازی رگرسیون تحلیل ،( ١٣٩۶ ) د.، شاهسونی و ا. رحیمیان ، م. ربیعی .٣
کشوری سمینار هفتمین ، فازی مجموعه های رتبه بندی و خطاها مطلق قدر کمترین

ایران. بیرجند، فازی، احتمال و آمار

ح



مطالب فهرست
٣ تصاویر فهرست
۵ جداول فهرست
١ اولیه وتعاریف مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه های ١ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد ١ . ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد حساب ١ . ٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد دو بین فاصله ۴ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موزون فاصله ١ . ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دونسو فاصله ٢ . ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیاموند فاصله ٣ . ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همینگ فاصله ۴ . ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حسن پور فاصله ۵ . ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه های رتبه بندی ۵ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . تکیه گاه برابر در عضویت تابع ١ . ۵ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری حضور مفهوم ٢ . ۵ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . نرمال غیر و نرمال فازی مجموعه های ٣ . ۵ . ١
٢١ . . . . . . . گیرنده تصمیم مداخله با فازی رتبه بندی روش یک ۴ . ۵ . ١

٢٧ استوار رگرسیون ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . دوم توان های کمترین برآورد محاسبه ی ۵ . ٢ . ٠
٢٩ . . . . . . . . . . . . . دوم توان های کمترین برآوردگر محدودیت های ٢ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . دور افتاده داده های دسته بندی ٢ . ١ . ١
٣٢ . . . . . . . . . . . . تحلیل از قبل دور افتاده داده های حذف ٢ . ١ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار رگرسیون برآوردگر های ٢ . ٢

ط



مطالب فهرست ی
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . موزون دوم توان های کمترین روش ٢ . ٢ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگر ها ‐ M ٢ . ٢ . ٢

۴١ فازی محیط در رگرسیون تحلیل ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی رگرسیون انواع ٣ . ١
۴٢ . . . . . . . . . . . . . فازی دوم توان های کمترین رگرسیون ٣ . ١ . ١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برازش نیکویی ٣ . ١ . ٢

۴٩ فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . فازی خطای فاصله های مجموع کمترین رگرسیون ٢ . ۴

رگرسیون ضرایب آوردن به دست برای آپایدین و کولا الگوریتم ٢ . ١ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی استوار
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ٢ . ٢ . ۴

استوار رگرسیون ضرایب آوردن به دست برای پیشنهادی الگوریتم ٢ . ٣ . ۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردی مثال ۴ . ٢ . ۴

۶٣ متمتیکا در شده نوشته برنامه های آ 
٧۵ مراجع
٨١ انگلیسی به فارسی واژه نامه
٨٣ فارسی به انگلیسی واژه نامه



تصاویر فهرست
بهمن ١۵ (تولد: فازی نظریه مبدع و تبار ایرانی دانشمند زاده، پروفسور ١ . ١
سپتامبر ۶ با برابر ١٣٩۶ شهریور ١۶ وفات: ‐١٩٢١ فوریه ۴ با برابر ١٢٩٩

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢٠١٧
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N فازی مجموعه h‐برش ١ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N فازی عدد h‐برش ١ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LR فازی عدد نمایش ۴ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد دو h‐برش های ۵ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . حسن پور و دیاموند دونسو، فاصله های نمایش ۶ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B و A فازی مجموعه دو مقایسه ی ١ . ٧
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (h = ٠٫٩) آدامو روش ١ . ٨
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یاجر F٣ شاخص ١ . ٩
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کافمن d(A) شاخص ١ . ١٠
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . فازی ماکزیمم ب. و فازی اختلاف الف. ١ . ١١

A٢ = و A١ = (mA١ , lA١ , rA١)T مشخصات با m تقریبا فازی عدد دو نمودار ١ . ١٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (mA٢ , lA٢ , rA٢)T

٢۴ . . . . . . . . . . . . [χ١x′(h) + χ٢x′′(h)] χ‐ثابت: وزن دهی از شرحی ١ . ١٣
٢۴ . . . . . . . . . . . . . B و A مثلثی فازی عدد دو بین رابطه ی نمایش ١۴ . ١
٣١ . . دور افتاده داده های حضور در دوم توان های کمترین رگرسیون خطوط ٢ . ١
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . وتوکی اندروز همپل، هوبر، Ψ و ρ توابع ٢ . ٢

ک





جداول فهرست
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال٣ . ١ به مربوط داده های ٣ . ١

با پیشنهادی مدل و FLS مدل مقایسه و (Wi) وزن ها داده ها، مجموعه ١ . ۴
۵۵ . . . . . . . . شده سازی شبیه داده های برای MPE شاخص به توجه
۵۶ . . . . . . . . . . . . شده سازی شبیه داده های رگرسیونی مدل برآورد ٢ . ۴

با آپایدین و کولا مدل و FLS مدل ومقایسه (Wi) وزن ها داده ها، مجموعه ٣ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . پورتلند سیمان مثال داده های برای شاخص به توجه
۵٧ . . . . . . . . . . پورتلند سیمان مثال داده های رگرسیونی مدل برآورد ۴ . ۴

رگرسیونی مدل سازی روش چند مقایسه و پورتلند سیمان داده های مجموعه ۵ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . MPE شاخص و وزن ها اساس بر فازی
۶٠ مختلف های شیوه به پورتلند سیمان مثال داده های رگرسیونی مدل برآورد ۶ . ۴

م



١ فصل
اولیه وتعاریف مفاهیم

مقدمه
می پردازیم. داریم نیاز آن به آینده فصل های در که اساسی مفاهیم برخی بیان به فصل، این در
بیان را فازی اعداد بین فواصل و فازی اعداد فازی، مجموعه های به مربوط مفاهیمی ابتدا
پرداخت. خواهیم فازی مجموعه های رتبه بندی زمینه ی در مطالبی توضیح به سپس و کرده
مجموعه در دورافتاده داده های با مواجهه در استفاده مورد روش های از یکی که موضوع این

می شود. استفاده استوار رگرسیون در آن از که داده هاست

فازی مجموعه های ١ . ١
تبار ایرانی دانشمند زاده عسکر لطفی پروفسور توسط ١٩۶۵ سال در فازی نظریه مجموعه های
کاربرد های و یافته زیادی تعمیق و گسترش کنون، تا آن ارائه زمان از نظریه این .[٧٢] شد ارائه
با معمولی مجموعه یک مجموعه ها، نظریه در است. کرده پیدا مختلف زمینه های در گوناگونی
آن مرجع، مجموعه عضو یک اگر که صورت بدین می شود. مشخص معین و دقیق ویژگی یک
مجموعه آن عضو باشد، ویژگی آن فاقد اگر و است نظر مورد مجموعه عضو باشد دارا را ویژگی
این به است. تعریف خوش ویژگی یک طبیعی، اعداد در بودن اول ویژگی مثال، برای نیست.

١



اولیه وتعاریف مفاهیم ٢

بهمن ١۵ (تولد: فازی نظریه مبدع و تبار ایرانی دانشمند زاده، پروفسور :١ . ١ شکل
(٢٠١٧ سپتامبر ۶ با برابر ١٣٩۶ شهریور ١۶ وفات: ‐١٩٢١ فوریه ۴ با برابر ١٢٩٩

نیست. اول عدد یک یا است اول عدد یک یا که گفت می توان طبیعی عدد هر برای که صورت
مرجع مجموعه Aاز معمولی زیر مجموعه هر برای باشد، مرجع مجموعه یک X این که فرض با
برای که کرد تعریف نشان گر تابع یک می توان می شود، مشخص تعریف خوش ویژگی یک با که

یعنی بگیرد، صفر مقدار ،A به متعلق غیر عضو هر برای و یک مقدار A به متعلق عضو هر

IA(x) =


١ x ∈ A

٠ x /∈ A

آن ها اساس بر و می شود مواجه آن ها با انسان که مفاهیمی اکثر که است این مهم نکته اما
خیلی هوای مثلا́ نیستند، تعریف خوش و دقیق مفاهیمی می برد، پیش را خود روزمره زندگی
ویژگی ها این برای غیره. و بلند قد افراد بزرگ، اعداد مجموعه زیاد، عمر طول با لامپ سرد،
را سانتی متر ١٨٠ است ممکن فردی مثال برای کرد. تعیین نمی توان را دقیقی و مشخص مرز

کند. بلندفرض نسبتا را آن است ممکن دیگری حالی که در بداند بلند قدی

و مفاهیم این درآوردن الگو به منظور به ریاضی جدید قالب یک فازی، مجموعه نظریه
قطعی مجموعه های نظریه از طبیعی تعمیم یک نظریه این می دهد. ارائه آن ها تحلیل و ویژگی ها
می خواهیم کنید فرض کنید. توجه مثال یک به فازی، مجموعه مفهوم توضیح برای است.
تعریف خوش ویژگی یک بودن بزرگ که است طبیعی کنیم. تعریف را بزرگ اعداد مجموعه
یک، و صفر بین مقدار یک اندازه به حقیقی، اعداد مجموعه در x هر که می شود فرض نیست.
برای نظر مورد عدد باشد، بزرگ تر x آن چه هر به طوری که باشد، بزرگ اعداد مجموعه عضو



٣ فازی مجموعه های
کوچک تر x آن هرچه بالعکس و باشد نزدیک تر یک به بزرگ، اعداد درمجموعه آن عضویت
این صورت در باشد. نزدیک تر صفر به بزرگ، اعداد مجموعه در آن عضویت به مربوط عدد باشد،
عدد این می شود گفته نیست، بزرگ یا است بزرگ حقیقی عدد یک شود گفته این که به جای
مجموعه های نظریه کار اساس بنابراین است. بزرگ اعداد مجموعه عضو ٠٫٩ مثلا́ اندازه به

است. {٠, ١} به جای [٠, ١] برد با مجموعه، یک نشان گر تابع مفهوم گسترش فازی،
µN (x) : عضویت تابع یک توسط X مرجع مجموعه از ١N فازی زیر مجموعه یک .١ . ١ تعریف
است. N فازی مجموعه µN (x) ،x ∈ X هر برای آن در که می شود مشخص X → [٠, ١]
صفر، به آن نزدیکی و N فازی مجموعه به x بیشتر تعلق نشان دهنده یک، به عدد این نزدیکی

است. N به x کمتر تعلق نشان دهنده
نباشد، عضو N در اصلا́ اگر و µN (x) = ١ باشد، عضو N در کاملا́ x اگر که کنید توجه
مجموعه های از خاصی حالت آن ها نشان گر توابع و معمولی مجموعه های لذا است؛ µN (x) = ٠
مختلفی روش های فازی مجموعه یک دادن نشان برای هستند. آن ها عضویت توابع و فازی

است. فازی مجموعه عضویت تابع مستقیم بردن به کار روش یک است. رایج
که کنیم تعریف فازی مجموعه یک می خواهیم .X = {١,٢, . . . ,٧} کنید فرض .١ . ١ مثال
است کافی مجموعه این مدل سازی برای باشند. داشته را کوچک نادقیق ویژگی آن اعضای
گیرنده تصمیم نظر به بستگی تابع، این تعیین شود. مشخص فازی مجموعه این عضویت تابع

شود تعریف زیر به صورت می تواند عضویت تابع یک مثلا́ دارد.

µN (x) =



١ x = ١
٠٫٩ x = ٢
٠٫٧ x = ٣
٠٫۵ x = ۴
٠٫٣ x = ۵
٠٫١ x = ۶
٠ x = ٧

می شود، داده نمایش زیر به صورت های N فازی مجموعه
N = {(١, ١), (٢, ٠٫٩), (٣, ٠٫٧), (۴, ٠٫۵), (۵, ٠٫٣), (۶, ٠٫١), (٧, ٠)}

N =

{١
١ ,

٠٫٩
٢ ,

٠٫٧
٣ ,

٠٫۵
۴ ,

٠٫٣
۵ ,

٠٫١
۶ ,

٠
٧
}

یا
می نامیم فازی مجموعه را آن اختصار به پس ازین ١



اولیه وتعاریف مفاهیم ۴
به ٠٫٧ به اندازه ٣ عدد گیرنده تصمیم ازنظر که است معنی بدین µN (٣) = ٠٫٧ نمونه به عنوان
نظر از است» کوچک عددی ٣ «گزاره دیگر، سخن به دارد. تعلق کوچک اعداد فازی مجموعه

است. درست ٠٫٧ به اندازه وی
واقع در دارد. گیرنده تصمیم نظر به بستگی فازی مجموعه یک عضویت تابع تعریف .١ نکته
یک برای را مختلفی عضویت توابع می توان لذا دارد؛ شخصی و ذهنی جنبه گاهی تعریف این

بود. متصور باشد، فازی ویژگی یک بیان گر که فازی مجموعه
تکیه گاه باشد، آن از فازی زیرمجموعه یک N و مرجع مجموعه یک X کنیم فرض .١ . ٢ تعریف

می شود: تعریف زیر به صورت N
supp(N) = {x ∈ X|µN (x) > ٠}

عدد این اگر می شود. نامیده فازی مجموعه یک ارتفاع M = supx µN (x) = hgt(N) همچنین
نامیده می شود. نرمال زیر این صورت غیر در و نرمال ،N فازی مجموعه آن گاه باشد یک برابر
مجموعه N فازی مجموعه همچنین .supp(N) = {١,٢, . . . ,۶} ،(١ . ١) مثال در .١ . ٢ مثال

است. نرمال فازی
،N فازی مجموعه در آن ها عضویت درجه که X عناصر از معمولی زیرمجموعه .١ . ٣ تعریف
نشان Nh با و نامیده (N به وابسته ام h تراز (مجموعه N h‐برش ، باشد h بزرگی به حداقل

یعنی ،(١ . ٢ (شکل می شود داده
Nh = {x ∈ X|µN (x) ≥ h} ٠ < h ≤ ١

به مربوط پوآسن تصادفی متغیر یک مقادیر مجموعه X = {٠, ١,٢, . . . } کنید فرض .١ . ٣ مثال
تعداد بیان گر N فازی مجموعه کنید فرض و باشد ناحیه یک در روزی شبانه تصادفات تعداد

شود، تعریف زیر عضویت تابع با کم تصادفات

µN (x) =



١ x = ٠
٠٫٨ x = ١
٠٫۶ x = ٢
٠٫۴ x = ٣
٠٫٢ x = ۴
از: است عبارت N h‐برش چند این صورت در

N٠٫٢ = {٠, ١,٢,٣,۴}, N٠٫۵ = {٠, ١,٢}



۵ فازی مجموعه های

N فازی مجموعه h‐برش :١ . ٢ شکل

N٠٫۶ = {٠, ١,٢}, N٠٫٨۵ = {٠}

نوشت: می توان خلاصه به طور

Nh =



{٠, ١,٢,٣,۴} ٠ < h ≤ ٠٫٢
{٠, ١,٢,٣} ٠٫٢ < h ≤ ٠٫۴
{٠, ١,٢} ٠٫۴ < h ≤ ٠٫۶
{٠, ١} ٠٫۶ < h ≤ ٠٫٨
{٠} ٠٫٨ < h ≤ ١

µN (.) عضویت تابع با R از فازی مجموعه ای N کنید فرض (٢ تجزیه (اتحاد [٧٣] .١ . ١ قضیه
این صورت در باشد.

µN (x) = sup
h∈(٠,١]

hINh
(x)

است. N برش ‐h نشان گر تابع INh(.) آن در که

فازی مجموعه های بر تابع یک عمل حاصل تعیین برای که می شود بیان مهمی اصل اکنون
می رود. به کار

٢Decomposition Identity



اولیه وتعاریف مفاهیم ۶
مرجع مجموعه n ،Xn, . . . , X١ کنید فرض (٣ گسترش اصل یا توسیع (اصل [۴] .۴ . ١ تعریف

و
X = X١ × . . .×Xn = {(x١, . . . , xn)|x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢, . . . , xn ∈ Xn}

Xn, . . . , X١ از به ترتیب فازی nمجموعه ،Nn, . . . , N١ هم چنین باشد. آن ها دکارتی حاصل ضرب
مجموعه n بر f عمل حاصل باشد. Y Xبه از نگاشت یک y = f(x١, x٢, . . . , xn) به علاوه باشند.

می شود تعریف زیر عضویت تابع با Y از B فازی مجموعه به صورت N١, . . . , Nn فازی
B(y) =f(N١, . . . , Nn)(y)

=


sup x١,...,xn

y=f(x١,...,xn)
min{µN١(x١), . . . , µNn(xn)} f−١(y) ̸= ∅

٠ f−١(y) = ∅

می باشد. y در f نگاشت معکوس f−١(y) درآن که
کوچک خیلی اعداد فازی مجموعه N١ حسابی، اعداد مجموعه X٢ و X١ کنید فرض .۴ . ١ مثال

باشند: زیر عضویت توابع با ٢ تقریباً اعداد فازی مجموعه N٢ و
N١ =

{١
٠ ,

٠٫٨
١ ,

٠٫۶
٢ ,

٠٫۴
٣ ,

٠٫٢
۴
}
, N٢ =

{٠٫۵
١ ,

١
٢ ,

٠٫۵
٣
}

مجموعه به صورت N٢ و N١ بر f(x١, x٢) = x١ + x٢ عمل حاصل توسیع، اصل اساس بر آن گاه
٠٫۵}فازی

١ ,
١
٢ ,

٠٫٨
٣ ,

٠٫۶
۴ ,

٠٫۵
۵ ,

٠٫۴
۶ ,

٠٫٢
٧
}

می آید. به دست

فازی اعداد ١ . ٢
مسائل بیشتر در هستند، حقیقی اعداد مجموعه از خاصی فازی زیرمجموعه های که فازی اعداد
مراجع اساس بر فازی اعداد درباره اصلی نتایج و مفاهیم ادامه، در می شوند. استفاده کاربردی

می شود. یادآوری [٢۴] و [۶] ،[۴]
اگر می شود، گفته فازی عدد یک R از N فازی مجموعه [۶] .۵ . ١ تعریف

باشد، نمایی تک و نرمال N (١
باشند. بسته بازه های به صورت h ∈ (٠, ١] هر به ازای N برش های ‐h (٢

آن برای که باشد داشته وجود x ∈ R یک تنها که است این بودن نمایی تک از منظور
.µN (x) = ١

٣Extension Principle



٧ فازی اعداد
Nh = به صورت است، شده داده نشان ١ . ٣ شکل در که N فازی عدد h‐برش مجموعه
N−١

U (h) و= N−١
L (h) = min{x : N(x) = h} آن در که می شود داده نمایش [N−١

L (h), N−١
U (h)]

است m مقدار با (غیرفازی) ۴ دقیق عدد یک N خاص حالت در می باشد. max{x : N(x) = h}

N فازی عدد h‐برش :١ . ٣ شکل

به صورت آن عضویت تابع گاه هر

Im(x) =


١ x = m

٠ x ̸= m

F(R) با R از فازی اعداد همه مجموعه .NL
h = NU

h = m ،h هر برای که کنید توجه باشد.
می شود. داده نشان

به صورت µN (x) به جای را N فازی مجموعه عضویت تابع سادگی برای ادامه در .١ . ١ قرارداد
می دهیم. نشان N(x)

،(x ≥ ٠) x ≤ ٠ هر برای اگر می شود گفته (منفی) مثبت N فازی عدد [۴] .۶ . ١ تعریف
،(x > ٠) x < هر٠ برای اگر می شود گفته (نامثبت) نامنفی N فازی عدد .µN (x) = ٠

.µN (x) = ٠
۴crisp



اولیه وتعاریف مفاهیم ٨
دارند، ویژه ای ساختار این که بر علاوه که هستند LR فازی اعداد فازی، اعداد از خاصی نوع
که است شده باعث ویژگی ها این می کند. پیروی خاصی قواعد از آن ها بر حسابی اعمال برخی

شود. استفاده فازی اعداد نوع این از عمدتاً کاربردها، در
N = (m,α, β)LR نماد با و نامیده LR فازی عدد یک را N (LR فازی (عدد [٢۴] .١ . ٧ تعریف

به صورت N فازی عدد عضویت تابع ساختار اگر (۴ . ١ (شکل می دهیم نشان

N(x) =


L(m−x

α ) x ≤ m

R(x−m
β ) x > m

.L(٠) = R(٠) = ١ و هستند [٠, ١] به R+ از صعودی غیر توابعی ،R و Lشکل توابع آن در که باشد
پهنای و چپ پهنای به ترتیب β و α مثبت اعداد و میانه) یا و مرکز (یا نما مقدار m حقیقی عدد

می شوند. نامیده N راست

LR فازی عدد نمایش :۴ . ١ شکل

نشان N = (m,α)LL با و نامیده متقارن را فازی عدد آن گاه ،α = β و L = R صورتی که در
می دهیم.

از منظور پس ،R(x−m
β ) = ٠ دهید قرار β = ٠ برای و L(m−x

α ) = ٠ دهید قرار α = ٠ برای
است. m مقدار با دقیق عدد یک N = (m, ٠, ٠)LR

شده اند. معرفی زیر تعریف در LRفازی اعداد

L = R و N = (m,α, β)LR کنید فرض .١ . ٨ تعریف
N = (m,α, β)T با و نامیده ۵ مثلثی فازی عدد یک Nرا آن گاه ،L(x) = max{٠, ١−|x|} اگر الف)

۵Triangular



٩ فازی اعداد حساب
می دهیم. نشان

نشان N = (m,α, β)N با و نامیده ۶ نرمال فازی عدد یک را N آن گاه ،L(x) = e−x٢ اگر ب)
می دهیم.

N = (m,α, β)P با و نامیده سهموی٧ فازی عدد یک Nرا آن گاه ،L(x) = max{٠, ١−x٢} اگر ج)
می دهیم. نشان

شود، برداشته بودن نمایی تک شرط فازی عدد تعریف در اگر (LR فازی (بازه .١ . ٩ تعریف
می آید به وجود زیر عضویت تابع با و N = (m١,m٢, α, β)LR نماد با فازی بازه یک آن گاه

N(x) =


L(m١−x

α ) x ≤ m١

١ m١ < x ≤ m٢

R(x−m٢
β ) x > m٢

به ترتیب βو α مثبت اعداد و دوم نمای و اول نمای به ترتیب m٢ و m١ حقیقی اعداد آن در که
می باشند. N راست پهنای و چپ پهنای

فازی عدد متون، برخی در فازی بازه ،L(x) = R(x) = max{٠, ١ − |x|} حالتی که در
فازی بازه می شود. داده نشان N = (m١,m٢, α, β)Tr با و می شود نامیده ٨نیز ذوزنقه ای
بازه آن گاه ،m١ = m٢ = m زمانی که واقع در شود. تلقی فازی عدد از تعمیمی به عنوان می تواند

می شود. تبدیل فازی عدد به فازی
می شود. بیان فازی اعداد حساب درمورد قضیه و تعریف چند اکنون

فازی اعداد حساب ١ . ٣
اعداد بر دوتایی عملگر یک X : R× R → R و فازی عدد دو B و A کنید فرض .١ . ١٠ تعریف
اصل از استفاده با دهیم، نشان ⊛ با فازی اعداد برای را ∗ عملگر تعمیم اگر باشد. حقیقی

می شود تعریف زیر عضویت تابع با فازی مجموعه یک به صورت A⊛B حاصل توسیع،

(A⊛B)(z) = sup
z=x⊛y

inf[A(x), B(y)] (١ . ١)

۶Normal
٧Elliptic
٨Trapezoidal



اولیه وتعاریف مفاهیم ١٠
می آید در زیر به صورت های بالا تعریف اصلی، عمل چهار برای خاص حالت های در

(A⊕B)(z) = sup
z=x+y

inf[A(x), B(y)]

(A⊖B)(z) = sup
z=x−y

inf[A(x), B(y)]

(A⊗B)(z) = sup
z=x×y

inf[A(x), B(y)]

(A⊘B)(z) = sup
z=x/y

inf[A(x), B(y)]

(k ⊙B)(z) = sup
z=k.y

inf[k,B(y)], k ∈ R

استفاده / و × ،− ،+ از ⊙ و ⊘ ،⊗ ،⊖ ،⊕ علامت های جای به سادگی برای نامه پایان این در
می کنیم.

و است مشخصی الگوهای دارای و ساده بسیار LR فازی اعداد برای جبری اعمال برخی
روابط برخی قسمت این در دارد. وجود تقریبی الگوهای نیز جبری اعمال از دیگر برخی برای

می شوند. بیان LR فازی اعداد حساب در مهم
اساس بر آن گاه λ ∈ R و B = (mB, lB, rB)LR و A = (mA, lA, rA)LR اگر [٢۴] .١ . ٢ قضیه

داریم گسترش، اصل
A+B = (mA, lA, rA)LR + (mB, lB, rB)LR = (mA +mB, lA + lB, rA + rB)LR

A−B = (mA, lA, rA)LR − (mB, lB, rB)LR = (mA −mB, lA + rB, rA + lB)LR

λ.A =


(λmA, λlA, λrA)LR λ > ٠
(λmA,−λrA,−λlA)RL λ < ٠

B و A که حالتی در نیست. تفریق و جمع آسانی به کار تقسیم، و ضرب عمل درباره ی
برای بود. نخواهد LR فازی عدد یک آن ها ضرب نتیجه ی باشند، LR به صورت فازی عدد دو

می شود. بیان ادامه در که شده پیشنهاد تقریبی روابط وتقسیم ضرب
B = (mB, lB, rB)LR و A = (mA, lA, rA)LR اگر ضرب) برای تقریبی (روابط .[٢۴] .١ . ٣ قضیه

آن گاه

(A×B) ≃


(mAmB,mArB +mBlA,mArB +mBrA)LR A > ٠, B > ٠
(mAmB,mAlB −mBrA,mArB −mBlA)RL A > ٠, B < ٠
(mAmB,−mBrA −mArB,−mBlA −mAlB)RL A < ٠, B < ٠

مثبت فازی عدد یک A = (mA, lA, rA)LR اگر تقسیم) برای تقریبی (روابط .[٢۴] .۴ . ١ قضیه
آن گاه باشد،

A−١ ≃ (m−١
A , rAm

−٢, lAm−٢
A )RL



١١ فازی عدد دو بین فاصله
آن گاه باشند، مثبت فازی عدد دو B = (mB, lB, rB)LR و A = (mA, lA, rA)LR اگر

(A/B) ≃ (
mA

mB
,
rBmA + lAmB

m٢
B

,
lBmA + rAmB

m٢
B

)LR

تقریب های باشد، کوچک تر آن ها نمای مقادیر به نسبت B و A فازی اعداد پهناهای چه هر
دارند. بیشتری دقت روابط این نما، مقادیر همسایگی در و است دقیق تر فوق

فازی عدد دو بین فاصله ۴ . ١
است لازم لذا و هستیم مدل پارامترهای برآورد و تخمین به مند علاقه فازی رگرسیون بحث در
شود، محاسبه فازی شده برآورد و شده مشاهده مقدار دو بین فاصله دقیق تر به عبارت و خطا

می پردازیم. فازی عدد دو بین فاصله انواع از برخی معرفی به بخش این در لذا

موزون فاصله ١ . ۴ . ١
می کنند تعریف زیر صورت به را فازی عدد دو بین ٩ موزون فاصله ی [۶٣] لی و ژو

فازی عدد دو این بین موزون فاصله باشند، فازی عدد دو B و A کنید فرض .١ . ١١ تعریف
است زیر به صورت

d (A,B) =

[∫ ١
٠
f (h) d٢ (Ah, Bh) dh

] ١٢ (١ . ٢)

و (۵ . ١ (شکل هستند فازی عدد دو ‐برش های h ،Bh و Ah آن در که

d٢ (Ah, Bh) =
[
AL

h −BL
h

]٢
+
[
AU

h −BU
h

]٢ (١ . ٣)

تابع یک f(h) همچنین هستند. B و A h‐برش پایین و بالا کران های BU
h ،BL

h ،AU
h ،AL

h و
می توان را f(h) تابع می باشد. ∫ ١

٠ f(h)dh = ١٢ و f (٠) = ٠ و است [٠،١] بازه روی صعودی
درجات که می شود این به منجر f(h) بودن صعودی ویژگی کرد. تعبیر d٢(Ah, Bh) وزن به عنوان
باشند. داشته B و A فازی عدد دو بین فاصله ی تعیین در بیشتری اهمیت بالاتر، عضویات
تعمیم یک فوق، فاصله ی که می دهد را اطمینان این نیز ∫ ١

٠ f(h)dh = ١٢ و f(٠) = ٠ شرط های
است. حقیقی عدد دو بین فاصله ی از معمولی

٩Weighted distance



اولیه وتعاریف مفاهیم ١٢

فازی عدد دو h‐برش های :۵ . ١ شکل

باشند مثلثی فازی عدد دو B و A کنید فرض ١ . ١١ تعریف مفروضات تحت [۶٣] .۵ . ١ قضیه
داریم f (h) = h وزنی تابع پایه ی بر آنگاه

d٢ (A,B) =(mA −mB)
٢

+
١
٣ (mA −mB) [(rA − rB)− (lA − lB)]

+
١

١٢
[
(lA − lB)

٢ + (rA − rB)
٢] (۴ . ١)

آنگاه باشند، متقارن مثلثی فازی عدد دو B = (mB, lB)T و A = (mA, lA)T اگر .١ . ١ نتیجه
می آید به دست زیر صورت به (۴ . ١) رابطه

d٢ (A,B) = (mA −mB)
٢ +

١
۶(lA − lB)

٢ (۵ . ١)
٠ = (٠, ٠, ٠)T (یعنی مبدأ از A مانند مثلثی فازی عدد هر فاصله ی (۴ . ١) رابطه در .١ . ٢ نتیجه

به صورت (
d٢ (A, ٠) = ||A||٢

= m٢
A +

١
٣mA (rA − lA) +

١
١٢
(
l٢A + r٢

A

) (۶ . ١)

می شود. محاسبه
i = به ازای که به طوری باشد فازی بردار یک W = (W١, . . . ,Wn)

′ اگر [١١] .١ . ١٢ تعریف
می شود تعریف زیر به صورت W فازی بردار نرم آنگاه باشند فازی عدد Wiها ،١, . . . , n

||W||٢ =

n∑
i=١

||Wi||٢ (١ . ٧)



١٣ فازی عدد دو بین فاصله
B = (mB, lB)N و A = (mA, lA)N کنید فرض ١ . ١١ تعریف مفروضات تحت .[١] .۶ . ١ قضیه

داریم f (h) = h وزنی تابع پایه ی بر آنگاه باشند، متقارن نرمال فازی عدد دو
d٢ (A,B) =(mA −mB)

٢ +
١
٢ (lA − lB)

٢ (١ . ٨)

دونسو فاصله ٢ . ۴ . ١
می کنند تعریف زیر به صورت را فازی عدد دو بین فاصله ی [٢٢] همکاران و دونسو

باشند. فازی عدد دو B = (mB, lB, rB)T و A = (mA, lA, rA)T کنید فرض .١ . ١٣ تعریف
است زیر به صورت فازی عدد دو بین فاصله

d٢(A,B) = k١(mA −mB)
٢

+ k٢
(
(mA − lA − (mB − lB))

٢ + (mA + rA − (mB + rB))
٢) (١ . ٩)

در می شوند. تعیین محقق توسط که هستند یک و صفر بین حقیقی اعداد k٢ و k١ آن در که
k١ < k٢ اگر و می شود گرفته نظر در پاسخ ها پهنای از بیشتر مرکز اهمیت k١ > k٢ که صورتی
اهمیت ،k١ = k٢ که صورتی در همچنین می گردد. برخودار بیشتری اهمیت از پاسخ ها پهنای

.(۶ . ١ (شکل است شده فرض یکسان پهنا و مرکز

دیاموند فاصله ٣ . ۴ . ١
اگر .k١ = k٢ = ١ آن در که است دونسو فاصله از خاصی حالت فاصله این [٢٠] .١۴ . ١ تعریف
به دیاموند، فاصله آنگاه A,B ∈ T(R) که B = (mB, lB, rB) و A = (mA, lA, rA) باشیم داشته

می شود داده نشان ۶ . ١ شکل در و شده تعریف زیر صورت
d٢(A,B) = [(mA − lA)− (mB − lB)]

٢

+ [(mA + rA)− (mA + rB)]
٢

+ [mA −mB]
٢ (١ . ١٠)

همینگ فاصله ۴ . ۴ . ١
باشند، مثلثی فازی عدد دو B = (mB, lB, rB)T و A = (mA, lA, rA)T اگر [٣۶] .١۵ . ١ تعریف

بهصورت آن ها بین همینگ فاصله آن گاه
d(A,B) =

∫
R
|A(x)−B(x)| dx (١ . ١١)

h = ٠ انتخاب با و مقدارمرکز h = ١ انتخاب با می توان باشد A = [AL
h , A

U
h ] اگر .١ . ١ ملاحظه

کرد. مشخص را A راست و چپ پهناهای مقدار



اولیه وتعاریف مفاهیم ١۴
شده مشخص sup[A]h و inf[A]h با ،[A]h یعنی ،A h‐برش بالایی و پایینی نقاط .١ . ٢ ملاحظه

می شوند. داده نشان AU
h و AL

h با به ترتیب راحتی برای که

حسن پور فاصله ۵ . ۴ . ١
شکل در که کردند بیان زیر به صورت را فازی عدد دو بین فاصله [٣٠] همکاران و حسن پور

است. شده داده نشان (۶ . ١)
T (R) در فازی عدد دو A = (mA, lA, rA)T , B = (mB, lB, rB)T کنید فرض .١۶ . ١ تعریف

می کنیم تعریف زیر به صورت را d : T (R)× T (R) → R باشند.
d(A,B) = |mA −mB|+ |lA − lB|+ |rA − rB| (١ . ١٢)

آن ها بین تفاوت قدرمطلق به (١ . ١٢) فاصله فازی) (غیر دقیق عدد دو برای .١ . ٣ ملاحظه
می شود. محدود

فازی مجموعه های رتبه بندی ۵ . ١
مدل های ساختن برای فازی، مجموعه های عمومی تر به طور یا فازی اعداد بندی رتبه یا مقایسه
شامل همواره فازی پارامتر های یا فازی متغیرهای کاری های دست می رود. به کار ریاضی
ترتیب و نظم واقعی، اعداد مثل فازی اعداد متأسفانه اما می باشد مسائل مقایسه یا رتبه بندی
در کوچک انفصال های و همپوشانی ها غالبا، نیست. ساده آن ها مقایسه و ندارند خطی

می کند. سخت بسیار را مقایسه فازی، مجموعه های تکیه گاه های
نظرات نقطه و متفاوت رویکردهای پایه بر ،که (FRMs) ١٠ فازی رتبه بندی روش چند
مشخص [٧۵ ،۴٣ ،١٧ ،١٣] منابع در مرور چندین و شده معرفی متون در می باشند، متفاوتی

شده اند.
مفهوم پایه ی بر که می کنیم استفاده لی[١٧] و چانگ رتبه بندی روش از نامه، پایان این در

پرداخت. خواهیم آن توضیح به ادامه در و می باشد حضور
شده داده نشان و است شده معرفی یافته توسعه FRM یک ،(١٩٩۴) لی و چانگ روش در
در می کنند. استفاده مفهوم این مرکزی ایده از موجود، فازی بندی رتبه روش چندین که

است. تأکید مورد زیر جنبه های روش، این گسترش
محدب غیر فازی مجموعه های مقایسه .١
نرمال غیر فازی مجموعه های مقایسه .٢

١٠Fuzzy ranking methods



١۵ فازی مجموعه های رتبه بندی

حسن پور و دیاموند دونسو، فاصله های نمایش :۶ . ١ شکل



اولیه وتعاریف مفاهیم ١۶
و زبانی گیری های نتیجه .٣

مجموعه های مقایسه ی در بینی بد یا بینی خوش مثلا́ گیرنده تصمیم نظر بودن فردی .۴
فازی

تکیه گاه برابر در عضویت تابع ١ . ۵ . ١
زیر پایه ای مفهوم به مواجهیم آن ها با فازی اعداد بندی رتبه در که مسائلی به رسیدگی به منظور
تعریف عضویت تابع و تکیه گاه اساس بر فازی مجموعه زیر یک می اندازیم. نگاهی فازی مجموعه
عضویت تابع (فازی)، نادقیق مفهومی به تکیه گاه در معلوم عنصر یک تعلق درجه ی می شود.
به علاقه مند فازی، مجموعه ی چندین مقایسه ی برای بنابراین می دهد. تشکیل را عنصر این
این مکان یا تکیه گاه عناصر عضویت) (تابع تعلق درجه ی پایه ی بر که هستیم مقایسه هایی
فازی، مجموعه ی دو مقایسه ی برای خصوصیات این گرفتن نظر در باشد. تکیه گاه در عناصر

دارد. همراه به FRM برای را نامطلوبی ویژگی های گاهی
و a اگر .(١ . ٧ (شکل بگیرید نظر در را B و A فازی مجموعه ی دو مطلب، این توضیح برای
همچنین و ،B و A فازی مجموعه های برای تکیه گاه در موجود عناصر بیان کننده ی به ترتیب b
فازی مجموعه های تکیه گاه از مقادیری b(h) و a(h) آن گاه باشد، عضویت تابع درجه ی بیان گر h
،h ∈ (٠, ١] به ازای اگر می دهند. نشان عضویت، تابع از h یکسان درجه ی پایه ی بر را B و A
B فازی مجموعه ی از کوچکتر A فازی مجموعه ی که می گیریم نتیجه اساس این بر ah < bh

این در اما باشد صحیح شاید فازی کاملا́ عدد دو برای نتیجه گیری این .A < B یعنی است؛
است. صحیح قطعاً ،h عضویت تابع درجه

B و A فازی مجموعه دو مقایسه ی :١ . ٧ شکل

یعنی کنیم، مقایسه a(= b) تکیه گاه از یکسانی عنصر پایه ی بر را عضویت توابع اگر اما
.(B < A) بود خواهد متفاوت کاملا́ می آید دست به که نتیجه ای ،h(b) و h(a) بین مقایسه ی
مقایسه حضور سطح یا عضویت از یکسانی درجه ی پایه ی بر باید فازی مجموعه های بنابراین



١٧ فازی مجموعه های رتبه بندی
فازی، مجموعه ی دو نابرابری دیگر عبارتی به تکیه گاه؛ در یکسان عنصر پایه ی بر نه شوند
خواهد دنبال به را تکیه گاه ها در عناصر تفاوت حضور، سطح یا عضویت تعدادی در حداقل
متفاوتی نقش تکیه گاه در معلوم عنصر یک عضویت یا حضور مختلف درجات به علاوه، داشت.

می کند. بازی فازی مجموعه های مقایسه در را

سراسری حضور مفهوم ٢ . ۵ . ١
از است عبارت تکیه گاه روی بر عضویت تابع تصویر h معلوم حضور سطح برای

A−١(h) = {x : A(x) = h}

وقتی ٠ < h < ١ به ازای باشد پیوسته و محدب A فازی مجموعه ی عضویت تابع اگر
می باشد. A عناصر از گروه دو شامل همیشه {A−١(h)} در نتیجه باشد مد {A−١(h = ١)}

مراجع عنوان به به ترتیب که xhmin = min{x : A(x) = h} و xhmax = max{x : A(x) = h}

بیان می توان را زیر قضیه حضور، مفهوم و بالا بحث اساس بر می شوند. تعریف چپ و راست
کرد.

در اگر بگیرید. نظر در عضویتی تابع نوع هر با را B و A فازی مجموعه دو [۶۴] .١ . ٧ قضیه
. {A−١(h)} > {B−١(h)}. آن گاه B باشد از بزرگ تر A مجموعه h ∈ (٠, ١] سطح

روش، این مشکل یک نیست. درست همیشه بالا قضیه ی معکوس که باشید داشته توجه
نمی کند.روش های استفاده کافی اطلاعات از بنابراین می گیرد نظر در را h نقطه یک تنها که است این
می باشند. روش این به شبیه حدی تا [۵٠] ناندا و [١۴] چاناس باکلی ،[٩] آدامو h‐برش های

مثل شاخصی در حضور مفهوم آدامو، روش در مثال برای
Fh(Ai) = max{x|Ai(x) ≥ h}

می دهد. نشان h = ٠٫٩ برای را آدامو شاخص ١ . ٨ شکل می شود. ظاهر

است. رفته به کار باکلی‐چاناس روش در {A−١(h)} > {B−١(h)} برای تعریف محدودترین
داریم می شوند بیان [bhL, bhR] و [ahL, a

h
R] با به ترتیب که B و A معلوم h‐برش های اساس بر

A > B, if ahL > bhR

کنید فرض می شود. ظاهر معقول تر شیوه ای به حضور مفهوم که می رسد نظر به ناندا روش در
باشند R واقعی خط روی بسته محدود فاصله ی دو Y = [yL, yR] Xو = [xL, xR]

X ≤ Y, if xL ≤ yL , xR ≤ yR
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(h = ٠٫٩) آدامو روش :١ . ٨ شکل

داریم بگیرید نظر در Bh و Ah فشرده ی h‐برش های با به ترتیب را B و A فازی عدد دو
A ≤ B if Ah ≤ Bh for any h ∈ [٠, ١]

« با مساوی یا از بزرگ تر » حدود کردن مدل در مشابه روشی [۶٠] همکاران و تاناکا همچنین
همه ی موجود اطلاعات همه ی از استفاده به منظور بردند. به کار فازی خطی نویسی برنامه در

به صورت می تواند کلی حضور شاخص این شوند. گرفته نظر در باید h حضور سطوح
I =

∫ ١
٠
g({A−١(h)})dh−

∫ ١
٠
g({B−١(h)})dh (١ . ١٣)

تابع یک g تابع و هستند Bو A فازی مجموعه های عضویت توابع به ترتیب B و A شود. تعریف
شود. ارائه می تواند زیر تعریف شاخص این بر  پایه ی می باشد. عضویت توابع این معکوس از

است B از بزرگ تر A می شود گفته بگیرید. نظر در را B و A فازی مجموعه ی دو .١ . ١٧ تعریف
.(ϵ ≥ ٠) است آستانه حد یک ϵ آن در که باشد I > ϵ هرگاه

و کمپس و [٣٩] کافمن ،[۶۶] یاجر F٣ روش های مثل موجود، FRM روش چندین
یاجر F٣ شاخص هستند. سراسری حضور مفهوم این به شبیه حدودی تا [٢٨ ،١۵] گونزالس

می شود تعریف زیر به صورت
F٣(Ai) =

∫ hmax

٠
M(Ah

i ) dh

عناصر میانگین مقدار M(Ah
i ) و است Ai در ماکسیمال عضویت درجه ی hmax = hgt(Ai) که

با F٣ شاخص ومحدب، پیوسته فازی مجموعه های برای می کند. بیان را Ai از Ah
i h‐برش

عناصر همه ی روی گیری متوسط عمل یک به عنوان g تابع تعریف با (١ . ١٣) معادله از استفاده
به صورت {A−١

i (h)} = {x : Ai(x) = h}

g(A−١
i (h)) = m({A−١

i (h)})



١٩ فازی مجموعه های رتبه بندی
شده داده نشان خورده هاشور ناحیه ی توسط شکل١ . ٩ در شاخص این می شود. محاسبه
آن حداقل که عناصری متوسط مقدار چین، نقطه خط عضویت، درجه مقدار هر برای است.

می دهد. نمایش می باشند دارا را عضویت درجه ی

یاجر F٣ شاخص :١ . ٩ شکل

می شود تعریف زیر به صورت کافمن d(A) شاخص
d(A) =

١
٢ [dL(A) + dR(A)] =

١
٢
[∫ ١

h=٠
|A(L)

h (x)|dx+

∫ ١
h=٠

|A(R)
h (x)|dx

]
(١۴ . ١)

مشخص می کنند. بیان مبدأ از را A راست و چپ همینگ فاصله ی به ترتیب dR(A) و dL(A)
از استفاده با و xhmin و xhmax متوسط به عنوان g تابع گرفتن نظر در با کافمن شاخص که است
است. آمده ١ . ١٠ شکل در dR(A) و dL(A) هندسی نمایش می آید. به دست (١ . ١٣) معادله ی
d(A) یاجر، F٣ شاخص های مثلثی) فازی اعداد (مثل پیوسته و محدب فازی مجموعه های برای
چندین شد بیان بالا در که همان طور می دهند. را یکسانی نتایج (١ . ١٣) معادله ی و کافمن

شود. پیشنهاد می تواند (١ . ١٣) معادله ی در g تابع برای مختلف شکل
صورت به عضویت تابع تصویر روی بر شده داده وزن مجموع ،g ساده ی و مفید تعریف یک

: است زیر
I =

∫ ١
٠
ω(
∑

x(h))dh−
∫ ١

٠
ω(
∑

y(h))dh (١۵ . ١)
عناصر نشان گر y(h)، {A−١(h)} عناصر نشان گر x(h) و است، h از وزنی تابع ω آن در که
،[١۵] گونزالس و کمپس نرمال اند. و محدب پیوسته، فازی مجموعه های B و A و {B−١(h)}

کرده اند. مطرح را دیگری شاخص های [٧١] یوآن و [۴۵] مابوچی

نرمال غیر و نرمال فازی مجموعه های ٣ . ۵ . ١
مقایسه ی بنابراین و است کمتر یک از حضور سطح نرمال، غیر فازی مجموعه های برای
غلبه برای راه یک شود. انجام نمی تواند نرمال غیر و نرمال فازی مجموعه های بین مستقیم



اولیه وتعاریف مفاهیم ٢٠

کافمن d(A) شاخص :١ . ١٠ شکل

نامطلوب اغلب راه این ولی است. نرمال غیر فازی مجموعه های کردن نرمال مشکل، این بر
برای تعریفی که (١ . ١٣) معادله ی که دلیل این به می رود. بین از مسئله اصلی معنی چون است
می تواند منطقی تر روشی لذا است. فازی اختلاف پایه ی بر است، سراسری حضور شاخص
(١ . ١١) شکل شود. حاصل توسیع اصل مبنای بر فازی اختلاف تعریف کردن امتحان توسط
مجموعه دو به مربوط آمده به دست فازی اختلاف های هنگامی که را نتایج شباهت الف، قسمت
مجموعه ی یک به مربوط آمده به دست فازی اختلاف های وقتی که با می باشد نرمال غیر فازی
نامیده ١١ صاف» «بالا که می دهد؛ نشان است، نرمال غیر فازی مجموعه ی یک و نرمال فازی

است. شده مطرح [٢۴] پراد و دوبیوس توسط و شده

غیر فازی مجموعه های برای می تواند سراسری حضور شاخص صاف، بالا مفهوم برپایه ی
شود اصلاح زیر به صورت نرمال

با آن را که است بالاصاف A ،hgt(A) > hgt(B) اگر ،h⋆hgt = min[hgt(A), hgt(B)] کنید فرض .
داشت خواهیم و می دهیم نمایش AT

Inonnorm =

∫ h⋆
hgt

٠
g({(AT )

−١
(h)})dh−

∫ h⋆
hgt

٠
g({(BT )

−١
(h)})dh (١۶ . ١)

ماکزیمم برای که دارد یکسانی صاف بالا اثر توسیع اصل پایه ی بر فازی مینیمم یا ماکزیمم
فازی مینیمم برای مشابهی نتایج است. شده داده نشان ب، قسمت (١ . ١١) شکل در فازی
کوچکترین تنها نیز توسیع اصل پایه ی بر فازی مینیمم یا ماکزیمم بنابراین می آید. به دست
ماکزیمم یا مینیمم می دهد. قرار بررسی مورد را فازی مجموعه های ماکزیمم عضویت درجه ی
مراجعه [١٧ ،٧۵ ،۴٣ ،١٣] به بیشتر اطلاعات برای شود. ترکیب FRMها در می تواند فازی

کنید.
١١Top flattening



٢١ فازی مجموعه های رتبه بندی

فازی ماکزیمم ب. و فازی اختلاف الف. :١ . ١١ شکل

گیرنده تصمیم مداخله با فازی رتبه بندی روش یک ۴ . ۵ . ١
که است درست زمانی مخصوصاٌ و است آن ١٢ ذهنیت فازی، مجموعه مهم جنبه ی یک
این تشریح برای مثالی به عنوان هستند. رتبه بندی نیازمند شبیه، بسیار فازی مجموعه های
مثلثی فازی عدد دو هر بگیرید. نظر در ١ . ١٢ شکل در را A٢ و A١ مثلثی فازی عدد دو بخش،
عدد فازی تعبیر ،mA١ = mA٢ = m آن در که A٢؛ = (mA٢ , lA٢ , rA٢)T و A١ = (mA١ , lA١ , rA١)T

اعداد از یکی باشد معتقد ابهام میزان چه به گیرنده تصمیم این که به بسته هستند. m حدوداً
به فازی، غیر ریاضی نگاه از صورتی که در می کند. انتخاب خاص ای مساله برای را A٢ یا A١
با A٢ و A١ عدد دو هر نگیریم، نظر در اعداد این برای را ابهامی هیچ گونه و کنیم نگاه مساله
متفاوتند. هم با عدد دو این فازی)، نگاه (از گیرنده تصمیم نظر بنابر صورتی که در برابرند هم
را گیرنده تصمیم نظر که است (FRM (یک فازی اعداد رتبه بندی برای روشی به نیاز بنابراین

دهد. مشارکت
و باشند B(x) و A(x) عضویت توابع با فازی مجموعه ی دو B و A که کنید فرض .١ . ١٨ تعریف
توابع معکوس تصویر که باشند معمولی مجموعه زیر دو {B−١(h)} و {A−١(h)} که کنید فرض

یعنی می کنند، مشخص را h ∈ (٠, ١] با عضویت
{A−١(h)} = {x : A(x) = h} and {B−١(h)} = {x : B(x) = h}

می شود: تعریف زیر Bبه صورت و A بین اختلاف . x ∈ R آن در  که
d(A,B) =

∫ h⋆
hgt

٠
gA

(
{A−١(h)}

)
dh−

∫ h⋆
hgt

٠
gB

(
{B−١(h)}

)
dh (١ . ١٧)

از است gعبارت تابع و h⋆hgt = min[hgt(A), hgt(B)] آن در که

gA

(
{A−١(h)}

)
= ω(h)[χ١(h)x′A(h) + χ٢(h)x′′A(h)]

١٢Subjectivity



اولیه وتعاریف مفاهیم ٢٢

A٢ = و A١ = (mA١ , lA١ , rA١)T مشخصات با m تقریبا فازی عدد دو نمودار :١ . ١٢ شکل
(mA٢ , lA٢ , rA٢)T

gB

(
{B−١(h)}

)
= ω(h)[χ١(h)x

′
B(h) + χ٢(h)x

′′
B(h)]

آن در که
x′′A(h) = max{xi : A(xi) = h}, x′A = min{xi : A(xi) = h}

x′′B(h) = max{xi : B(xi) = h}, x′B = min{xi : B(xi) = h}

تصمیم توسط ذهنی به صورت که هستند وزن دهی متر های χ٢(h) و χ١(h) ، ω(h) همچنین
می شوند. تعیین گیرنده

و شود داده بسط (i = ١, . . . , n) ،Ai فازی مجموعه ی n برای می تواند ١ . ١٨ تعریف
ساده تر نویسی نماد با می شود. حاصل فازی مجموعه ی هر برای بفرد منحصر اندازه هایی

داریم

OM(Ai) =

∫ h⋆
hgt

٠
gi

(
{A−١(h)}

)
dh (١ . ١٨)

.h⋆hgt = mini[hgt(Ai)] آن در که
می آید در زیر به صورت (١ . ١٧) معادله بنابراین

d(A,B) = OM(A)−OM(B) (١ . ١٩)
و نرمال غیر نرمال، محدب، غیر محدب، مثل عضویت توابع انواع همه ی برای ١ . ١٨ تعریف
کنید فرض .[٢۴] ساده شود می تواند LR نوع فازی اعداد برای بالا تعریف می رود. به کار ...

داریم شود، داده نشان AR با آن راست طرف و AL با LR فازی عدد یک چپ طرف که
x′(h) = A−١

L (h) , x′′(h) = A−١
R (h)



٢٣ فازی مجموعه های رتبه بندی
تابع از (R) راست ضابطه ی و (L) چپ ضابطه ی معکوس تصویر های به ترتیب x′(h) و x′′(h)

می آید در زیر به صورت ١ . ١٨ تعریف حال هستند. A عضویت
OM(A) =

∫ ١
٠
ω(h)[χ١(h)A−١

L (h) + χ٢(h)A−١
R (h)]dh (١ . ٢٠)

تعیین گیرنده تصمیم توسط χ٢(h) و χ١(h) ، ω(h) وزن دهی مترهای شد بیان که همان طور
می روند. به کار مختلف حضور سطوح در مختلف جنبه های بر تأکید برای معیار ها این می شوند.

وزن دهی تابع یک به عنوان می تواند متر این می کنیم. بررسی را ω(h) وزن دهی متر ابتدا در
می شود تعریف زیر به صورت و رود به کار حضور سطح

ω(h) =
h

١٢
(
h⋆hgt

)٢ که ١
٢
(
h⋆hgt

)٢
=

∫ h⋆
hgt

٠
hdh

اگر h⋆
hgt=١

−−−−−−→ ω(h) =
h∫ ١

٠ hdh
(١ . ٢١)

است ممکن مثال برای شوند. اضافه مختلف حضور سطوح به می توانند مختلف وزن های
بیشتری وزن باید میانی حضور سطوح در موجود عناصر که بگیرد تصمیم گیرنده تصمیم

شود تعریف زیر به صورت می تواند ω(h) بنابراین باشند. داشته
ω(h) =

h(١ − h)

Λ⋆
, که Λ⋆ =

∫ h⋆
hgt

٠
h(١ − h)dh

اگر h⋆
hgt=١

−−−−−−→ ω(h) =
h(١ − h)∫ ١

٠ h(١ − h)dh
(١ . ٢٢)

بیش و پایین تر حضور سطوح به دهی وزن کم با ω(h) ذهنی وزن دهی این که است آشکار
وزن دهی  می کند. منعکس را گیرنده تصمیم محافظه کارانه تر نظر میانی، سطوح به وزن دهی

می باشد. r ∈ R ،ω(h) = h(hr)
Λ⋆ مثل ω(h) دیگر ذهنی

تصمیم دراولویت را مهم تری نقش های می توانند حتی ، χ٢(h) و χ١(h) وزن دهی مترهای
باشند. امکان پذیر می توانند مختلف درحالت های آن ها برای مختلفی توابع و کنند. ایفا گیرنده

از عبارتند توابع ساده ترین
χ١(h) = χ١ , χ٢(h) = χ٢ , χ١, χ٢ ∈ [٠, ١] , χ١ + χ٢ = ١ (١ . ٢٣)

، تصمیم این که به بسته وزن دهی، نوع این می شود. نامیده χ(h)‐ثابت نوع وزن دهی که
سه ١ . ١٣ شکل باشد. بدبینانه یا خوش بینانه می تواند سازی، مینیمم یا است سازی ماکزیمم
،χ١ = χ٢ = ٠٫۵ اگر می دهد. نشان χ١ = ٠٫٨, ٠٫۵, ٠٫٢ برای را χ(h)‐ثابت نوع وزن دهی
نوع وزن دهی ،χ١ ̸= ٠٫۵ اگر دیگر طرف از می شود. نامیده یکسان χ(h)‐ثابت نوع وزن دهی

می شود. نامیده یکسان غیر χ(h)‐ثابت

در χ٢ و χ١ و باشند مثلثی فازی اعداد  B = (mB, lB, rB) و A = (mA, lA, rA) اگر .١ . ٨ قضیه
می آید: به دست زیر به صورت ،Ei یعنی مدل، باقی مانده کنند، صدق (١ . ٢٣) شرایط

Ei = d(A,B)



اولیه وتعاریف مفاهیم ٢۴

[χ١x′(h) + χ٢x′′(h)] χ‐ثابت: وزن دهی از شرحی :١ . ١٣ شکل

= χ١
(
(mA −mB)−

١
٣(lA − lB)

)
+χ٢

(
(mA −mB) +

١
٣(rA − rB)

)
(٢۴ . ١)

عنوان شرایط از استفاده با B و A بین فاصله  ی باشند مثلثی فازی اعداد B و A وقتی برهان.
کنید) ملاحظه را ١۴ . ١ (شکل می شود: محاسبه زیر به صورت (١ . ٢٣) در شده

B و A مثلثی فازی عدد دو بین رابطه ی نمایش :١۴ . ١ شکل

از: است عبارت A عضویت تابع

A(x) =



x−(mA−lA)
lA

mA − lA ≤ x < mA

(mA+rA)−x
rA

mA ≤ x ≤ mA + rA

٠ ow

(٢۵ . ١)



٢۵ فازی مجموعه های رتبه بندی
می باشد: زیر به شکل عضویت تابع معکوس تصویر و

A−١(x) =


hlA + (mA − lA) mA − lA ≤ x < mA

(mA + rA)− hrA mA ≤ x ≤ mA + rA

٠ ow

(٢۶ . ١)

می باشد: زیر به صورت نیز عضویت تابع معکوس تصویر و B عضویت تابع همچنین

B(x) =



x−(mB−lB)
lB

mB − lB ≤ x < mB

(mB+rB)−x
rB

mB ≤ x ≤ mB + rB

٠ ow

(١ . ٢٧)

B−١(x) =


hlB + (mB − lB) mB − lB ≤ x < mB

(mB + rB)− hrB mB ≤ x ≤ mB + rB

٠ ow

(١ . ٢٨)

(١ . ٢٣) شرایط و (١ . ٢١) ،(١ . ٢٠) ،(١ . ١٩) ،(١ . ١٨) معادلات اساس Bبر OMبرایAو شاخص
می شود: محاسبه زیر به شکل (١ . ٢٨) و (١ . ٢٧) ،(٢۶ . ١)،(٢۵ . ١) یعنی بالا روابط و

OM(A)

=

∫ ١
٠ h (χ١(mA − (١ − h)lA) + χ٢(mA + (١ − h)rA)) dh∫ ١

٠ hdh

= ٢χ١
(
lA
٣ +

mA − lA
٢

)
+ ٢χ٢

(
mA + rA

٢ − rA
٣
)

OM(B)

=

∫ ١
٠ h (χ١(mB − (١ − h)lB) + χ٢(mB + (١ − h)rB)) dh∫ ١

٠ hdh

= ٢χ١
(
lB
٣ +

mB − lB
٢

)
+ ٢χ٢

(
mB + rB

٢ − rB
٣
)

می شود: حاصل زیر به صورت OM شاخص حسب بر ،d(A,B) یعنی ، B و A بین فاصله ی پس
Ei = d(A,B) =

∫ ١
٠
gA

(
{A−١

h(x)}
)
dh−

∫ ١
٠
gB

(
{B−١

h(x)}
)
dh (١ . ٢٩)

=OM(A)−OM(B)

=χ١
(
(mA −mB)−

١
٣(lA − lB)

)
+ χ٢

(
(mA −mB) +

١
٣(rA − rB)

)



اولیه وتعاریف مفاهیم ٢۶
و A = (mA, sA)T به شکل متقارن مثلثی فازی اعدد B و A ،١ . ٨ قضیه ی در اگر ، .١ . ٣ نتیجه

آمد: خواهد در زیر به شکل Ei آن گاه، B = (mB, sB)T

Ei = d(A,B) = (χ١ + χ٢)(mA −mB) +
١
٣(χ٢ − χ١)(sA − sB) (١ . ٣٠)

χ١ = χ٢ = χ = ١٢ و متقارن مثلثی فازی اعداد B و A ،١ . ٨ قضیه ی در اگر [۴١] .۴ . ١ نتیجه
داریم: باشند،

Ei = d(A,B) = mA −mB (١ . ٣١)



٢ فصل
استوار رگرسیون

توان های کمترین برآورد محاسبه ی نحوه ی و پرداخته کلاسیک رگرسیون تحلیل به فصل این در
به جای آن از استفاده دلیل و استوار جایگزین رگرسیون مورد در سپس می کنیم. بیان را دوم
استوار رگرسیون روش چندین اجمالی بررسی به نهایت در و می کنیم صحبت کلاسیک رگرسیون
M‐برآورد که روش، رایج ترین و موزون دوم توان های کمترین روش آن ها بین از و پرداخته
نشست. خواهیم بحث به را است، شده استفاده آن ها از نوعی به نامه پایان این در و می باشد

مقدمه
داده ها واقعی، حالات از بسیاری در که هستند متکی فرض چندین بر معمولا آماری روش های
داده ها مجموعه در که است زمانی رایج، حالت یک نمی کنند. تبعیت نظری مفروضات این از
عملکرد شرایطی چنین در دورند. داده ها مجموعه اصلی بخش از که دارند وجود مشاهداتی
حضور از آماری روش های که است مطلوب کل در است. ضعیف بسیار استاندارد روش های
،٢۶] آمدند به وجود استوار» «آماره های ایده ی رابطه این در نبرند. رنج افتاده دور داده های
می محدود رگرسیون تحلیل در استواری مفهوم به را خود توجه نامه پایان این در .[۴٧ ،٣۵

کنیم.
کتب در .[٣٧] می باشد رفته به کار آماری تکنیک های گسترده ترین از یکی رگرسیون تحلیل

٢٧



استوار رگرسیون ٢٨
می تعریف آماری متغیرهای بین نادقیق روابط تحلیل و تعیین روش عنوان به رگرسیون آماری
مورد آمده بدست روابط تحلیل و متغیرها بین روابط تعیین رگرسیون، در بنابراین شود.
متغیرهای با را پاسخ یا وابسته متغیر بین ارتباط سنتی، خطی مدل .[۴٢] می گیرد قرار توجه

iبه شکل = ١,٢, . . . , n برای xi١, xi٢, . . . , xip توضیحی

yi = x′
iβ + ϵi , i = ١,٢, . . . n (٢ . ١)

خطا جمله ϵi و پارامتر β = (β١, β٢, . . . , βp)′ و x′
i = (xi١, xi٢, . . . , xip) آن در که می کند بیان

در باشد ازمبدأ عرض شامل مدل اگر می باشد. صفر ریاضی امید با تصادفی متغیر یک به عنوان
رگرسیونی برآوردگر یک از باید داده ها روی بر مدلی چنین برازش به منظور .xi١ = ١ این صورت
مقدار کند. تولید را β̂ =

(
β̂١, . . . , β̂p

)′ که کنیم استفاده β مجهول پارامترهای برآورد برای
باقیمانده ی می دهند. نشان ŷi = x′

iβ̂ با آن را و شده نامیده شده برازش مقدار ،yi انتظار مورد
. ri = yi − ŷi از است عبارت مورد امین ‐i

ابتدا در می باشد. ١ (LS) دوم توان های کمترین رگرسیونی برآوردگر کلاسیک، آمار اساس
به صورت نرمال توزیع دارای همگی و هستند مستقل خطا جملات کنیم فرض که است لازم
دوم، توان های کمترین رگرسیون برآوردگر می باشند. i = ١, . . . , n هر ازای به ϵi ∼ N(٠, σ٢)
β به نسبت را زیر درستنمایی تابع که است β برای درستنمایی ماکزیمم برآوردگر معادل

می کند ماکزیمم

L(β) =
n∏

i=١
٢√١πσ٢ exp

(
−ϵ٢i٢σ٢

)
=

n∏
i=١

٢√١πσ٢ exp

(
−(ŷi − x′

iβ̂)
٢

٢σ٢

)
(٢ . ٢)

به صورت β به (٢ . ٢)نسبت لگاریتم کردن ماکزیمم با معادل که

log L(β) =

n∑
i=١

(
− ١

٢ ln(٢πσ٢)− ϵ٢i٢σ٢
)

است؛ ∑n
i=١ ϵ٢i کردن مینیمم معادل بالا عبارت کردن ماکزیمم است ثابت σ چون است.

توان های مجموع کمترین به منجر که است β̂ مقدار دوم، توان های کمترین برآورد بنابراین
با رگرسیون خط برازش با معادل ساده رگرسیون در که می شود ∑n

i=١ r٢
i یعنی باقیمانده ها دوم

.[۵٣] می باشد خط از شده مشاهده نقاط عمودی فاصله های مربعات مجموع کردن مینیمم
دارد. رگرسیونی برآوردگر روی نقاط، مختلف انواع تأثیر روی عمیقی اثر مطلب، این

١Least squares



٢٩ دوم توان های کمترین برآوردگر محدودیت های

دوم توان های کمترین برآورد محاسبه ی ۵ . ٢ . ٠
بگیرید نظر در زیر به صورت را ϵ و Y بردارهای و X طرح ماتریس

X =


x١١ . . . x١p... ... ...
xn١ . . . xnp

 =


x′١...
x′n

 , Y =


y١...
yn

 و ϵ =


ϵ١...
ϵn


کمترین برآوردگر هدف می شود. گرفته نظر در Y = Xβ + ϵ به صورت کلاسیک، خطی مدل

است زیر عبارت کردن مینیمم دوم، توان های
n∑

i=١
ϵ٢i =ϵ′ϵ

=(Y −Xβ)′(Y −Xβ)

=Y ′Y − Y ′Xβ − β′X ′Y + β′X ′Xβ

داریم
∂

∂β
(

n∑
i=١

ϵ٢i ) =
∂

∂β
(Y ′Y − Y ′Xβ − β′X ′Y + β′X ′Xβ)

=٠ −X ′Y −X ′Y + ٢(X ′X)β = ٠

ϵ̂′ϵ̂ = که می باشد X ′Xβ̂ = X ′Y عبارت جواب ،β̂ دوم توان های کمترین برآوردگر بنابراین
توان های کمترین برآوردگر است، غیر منفرد X ′X زمانی که بنابراین می کند. مینیمم n∑را

i=١ r٢
i

از است عبارت که آید به دست داده ها از مستقیما می تواند دوم
β̂ = (X ′X)−١X ′Y

دوم توان های کمترین برآوردگر محدودیت های ٢ . ١
به وابسته شدیدا ولی است ساده دوم توان های کمترین برآوردگر محاسبه ی این که وجود با
p مدل برای مشاهده n با را دوم توان های کمترین رگرسیون وقتی است. مدل مفروضات
داریم. خطاها بردار مورد در را بخصوصی فرض های می بریم، به کار Y = Xβ + ϵ پارامتری
از انحرافاتی عمل در است. N(٠, σ٢I) توزیع دارای ϵ بردار که است آن فرض ها این از یکی
مانده ها رفتار در را آن ها امیدواریم باشند جدی انحرافات این اگر که دارد وجود فرض ها این
در یا و مدل در را مناسبی تعدیلات که می شود منجر انحرافات این بنابراین دهیم. تشخیص

کنیم. وارد کمکی متغیرهای ماتریس



استوار رگرسیون ٣٠
که مواقعی در مخصوصا دارند، نرمال غیر توزیع خطاها که شویم متوجه تحلیل، در اگر
دم ها در بیشتری احتمال های از یعنی دارند، نرمال توزیع به نسبت پهن تری دم های خطا توزیع
بگیریم. نظر در را استوار رگرسیون روش یک بایستی باشد، برخوردار نرمال توزیع به نسبت
تولید نرمال حالت به نسبت را بزرگتری خطاهای که هستند محتمل دم پهن توزیع های چنین
وزن مشاهده هر به پارامترها برآورد آوردن به دست در دوم توان های کمترین روش کنند.
به طور دهند. اختصاص نابرابر وزن های مشاهدات به قادرند استوار روش های می دهد. یکسان
وزن ترند. کم استوار، برآورد به وسیله ی می کنند تولید را بزرگی مانده های که مشاهداتی کلی
رگرسیون روش های در کلی به طور شده اند. معرفی ٢ . ٢ بخش در استوار روش های از تعدادی

است. نیاز مورد بیشتری محاسبات دوم توان های کمترین روش به نسبت استوار،

برآورد روی توجهی قابل اثر می توانند هستند دور داده ها اکثریت از کاملا که مشاهداتی
«داده های مشاهدات، این به رگرسیونی متون در بگذارند. دوم توان های کمترین رگرسیون
نوع طبقه بندی پرداخت. خواهیم آن توضیح به ٢ . ١ . ١ بخش در که گویند «٢ دور افتاده
توان های کمترین برآوردگر روی اثرمتفاوتی نوع، هر چرا که است؛ مهم دور افتاده داده های

می کند. روشن تر را مطلب این ٢ . ١ شکل دارد. دوم

دور افتاده داده های دسته بندی ٢ . ١ . ١
متغیر چه و باشد توضیحی متغیر چه باشد؛ دور توزیع از خاص متغیر یک برای که داده ای
دور افتاده یک لزوماً نقطه این وجود این با .[١٠] می باشد متغیره» «یک دور افتاده داده پاسخ،
قسمت که ارتباطی خط از که است نقطه ای ،٣ رگرسیونی دور افتاده یک نیست. رگرسیون در
آن، x مقدار شرط به ، y داده مقدار طوری که دارد؛ انحراف می کنند دنبال داده ها عمده ی
نقطه ای و می شود نامیده ۴ نافذ نقطه ی دور افتاده، داده ی دیگر نوع .[۴٢] است معمول غیر
، xi١, . . . , xip داده ها بقیه با مقایسه در xk١, . . . , xkp توضیحی متغیر های آن برای که است
دارد نفوذ رگرسیونی شیب روی داده ای چنین که می شود گفته هستند. دور افتاده i = ١, . . . , n

.[١٠] دارد بالایی نفوذ گیرد، قرار توضیحی متغیر های میانگین های از دور نقطه این اگر و

الگوی هم باز است ممکن که چرا نیست رگرسیونی دور افتاده ی یک لزوماً نافذ نقطه ی یک
می شود؛ گفته خوب۵ نافذ نقطه ی نقطه، این به مورد این در که کند دنبال را داده ها در اصلی
با داده ی یک می شود. نامیده بد نافذ نقطه ی باشد رگرسیونی دور افتاده ی یک اگر درحالی که
تغییر ملاحظه ای قابل به طور رگرسیونی برآورد کنیم، حذف را آن اگر که است داده ای نفوذ،

٢Outliers
٣Regresssion outlier
۴Leverage point
۵Good leverage point



٣١ دوم توان های کمترین برآوردگر محدودیت های

y محور در دور افتاده یک با داده یک (ب)
می شود. جایگزین

قوی خطی رابطه با داده ۶ (آ)

در متفاوت نوع از دور افتاده ای با داده یک (د)
نافذ) نقطه ی (یک می شود. جایگزین x محور

x محور در دور افتاده یک با داده یک (ج)
می شود. جایگزین

دور افتاده داده های حضور در دوم توان های کمترین رگرسیون خطوط :٢ . ١ شکل

مقدار به را (LS) دوم توان های کمترین رگرسیون خط می تواند بد نافذ نقطه ی یک می کند.
تهدید و دارند برآورد روی زیادی نفوذ و اثر بد نافذ نقاط بنابراین قرار دهد. تأثیر تحت زیادی

می کنند. مطرح را جدی ای

٢ . ١(ب)، شکل در می دهد. نشان را افتاده دور داده های از مختلفی نمونه های ٢ . ١ شکل
یک بنابراین و می باشد دور افتاده توضیحی اش متغیر حسب بر پاسخ متغیر در ٢ نقطه ی تنها
خوب نافذ نقطه ی یک از مثالی ۶ نقطه ی ٢ . ١(ج) شکل در است. رگرسیونی دور افتاده ی



استوار رگرسیون ٣٢
الگوی با نقطه این ولی می باشد دور افتاده ،x دیگر مقادیر با مقایسه در که چند هر است؛
دور افتاده x محور در تنها ١ نقطه ی ٢ . ١(د) شکل در دارد. مناسبت داده ها عمده ی قسمت
نافذ نقطه یک بنابراین و بوده خود x مختص حسب بر متغیره تک دور افتاده ی یک و است
طوری که است داده قرار تأثیر تحت را دوم توان های کمترین رگرسیون برآورد نقطه، این است.
نقطه ی یک نقطه، این نیست؛ داده ها عمده ی قسمت کلی روند کننده ی بیان دیگر کل، در

است. بد نافذ

در ولی ندارد وجود بزرگی باقیمانده ی هیچ که است مشخص ٢ . ١(آ)، شکل به توجه با
مقایسه در و شده منتقل رگرسیون خط از دورتر جایی به افقی به طور ١ نقطه ی ٢ . ١(د)، شکل
n∑می سازد.

i=١ r٢
i عبارت برای بزرگی مقدار که دارد بزرگی بسیار منفی باقیمانده ی خط، این با

باید باقیمانده ها دوم توان های مجموع دوم، توان های کمترین برآورد آوردن به دست به منظور
دور افتاده مقدار سمت به بیشتر باید رگرسیون خط امر، این تحقق برای که شود مینیمم دوباره
درکل ولی می دهد افزایش را دیگر نقاط باقی مانده های کار، این که واقعیت این برغم شود. کج

می شود. ∑n
i=١ r٢

i مقدار کاهش موجب

تحلیل از قبل دور افتاده داده های حذف ٢ . ١ . ٢
گرفته نظر در نادرست اصل در داده ها مجموعه ی در پرت بسیار دور افتاده ی داده های هر چند
رخداد های از ناشی می توانند دور افتاده داده های باشند. جالب بسیار می توانند ولی می شوند
در هنوز که باشد عاملی از نتایجی می تواند دور افتاده داده های از گروهی یا باشند استثنایی
مدل که دهد رخ سیستماتیک به طور می تواند حتی است. نگرفته قرار بررسی مورد مطالعه
حذف موجه به صورت می توان را داده ها که دارد وجود شرایطی نمی یابد. تطبیق آن با به سادگی
به طور نیستند بد مشاهدات لزوماً معمول، غیر مشاهدات که آن جا از کلی، به طور اما کرد.
حذف را آن ها نمی توان و گرفته نظر در اهمیت کم را آن ها نباید که می شود نتیجه گیری منطقی

کرد.

نمی توان باشد. مشکل بسیار می تواند دقیق بررسی بدون دور افتاده داده های تشخیص
تشخیص برای باقیمانده نمودار های از و برد به کار را دوم توان های کمترین رگرسیون به سادگی
حساس بسیار دور افتاده داده های به نسبت روش این چون کرد؛ استفاده دور افتاده داده های
نخواهند بزرگی باقیمانده های لزوماً شود کشیده داده ها این طرف به رگرسیونی اگرخط است.
است مشکل چند متغیره داده های مجموعه در به خصوص دور افتاده داده های تشخیص داشت.
که شرایطی چنین در .[٣١] شوند شناسایی پراکنش نمودار یک در به سادگی نمی توانند چرا که
توجیه با می کنند مشکل دچار را مربعات کمترین برآورد که را دور افتاده ای داده های نمی توان
است لازم شوند، داده تشخیص نمی توانند حتی لزوماً دور افتاده ای داده های چنین و کرد حذف



٣٣ استوار رگرسیون برآوردگر های
شوند. برده به کار استوار رگرسیون ر وش های که

استوار رگرسیون برآوردگر های ٢ . ٢
متغیر یک بین خطی رابطه ی مطالعه ی برای قدرتمند ابزاری خطی رگرسیون تحلیل آمار، در
X١, . . . , Xp توضیحی متغیر های از مجموعه ای و خروجی) متغیر یا وابسته (متغیر Y پاسخ
رفته به کار روش های معروف ترین از یکی می باشند. ورودی) متغیر های یا مستقل (متغیر های
معرفی پیش تر که می باشد (LS) دوم توان های کمترین روش رگرسیونی ضرایب برآورد برای
است؛ اساسی مشکل یک دارای عملی و نظری مزیت های داشتن علی رغم روش این شد.
از کوچکی درصد حتی طوری که است. حساس دور افتاده داده های حضور به شدت به این که
در انحراف موجب دارند، انحراف داده ها مجموعه ی از ملاحظه ای قابل به طور که مشاهداتی

می شوند. پارامترها برآورد

می گیرد: قرار بررسی مورد زیر صورت دو به دورافتاده داده های مشکل رگرسیون، تحلیل در
جایگزین احتمالا˟ یا حذف تشخیص، برای معیاری تعریف دورافتاده: داده های یافتن الف.

غیر عادی. داده های کردن
داده های حضور اثر کردن خنثی برای مناسب برآورد روش های تعریف استوار: برآورد ب.

برآورد. روند در دور افتاده
کلاسیک رگرسیون متون در مختلفی راه حل های دورافتاده، داده های تشخیص اهمیت به دلیل
برآوردگر های هدف مجموع در کنید). مراجعه [۴٢] به بیشتر اطلاعات (برای است شده پیشنهاد
با آن ها استواری می کند. توصیف را نمونه یک اکثریت که است مدلی برازش استوار، رگرسیون
داده های بنابراین می آیند. به دست برآورد محاسبه ی حین در داده ها به مختلف وزن های دادن
رگرسیون در صورتی که در ،[٢٣] دارند رگرسیونی برآوردگر روی کوچکتری اثر نسبت به دور

دارند. یکسان وزن داده ها همه ی دوم، توان های کمترین

داده های تشخیص برای قدرتمند ابزاری می توانند استوار رگرسیون برآوردگرهای نتیجه در
کننده اعلان را برآوردگرها این لروی، و روسو باشند. پیچیده داده های مجموعه در دور افتاده
کم با که کرده اند توصیف نقره ای»ٰ «صفحه ی یک روی به عنوان  ٰٰٰدور افتاده ها آماردانان به
حال، این با .[۴٢] کنند آشکار را داده ها این قادرند همچنان دور افتاده، داده های اثر کردن
می توصیه را استوار رگرسیون برآوردگرهای برای محتاطانه رویکرد یک گیری به کار اندرسون،
می مختلف استوار برآوردگرهای باشند، داشته خوبی بسیار رفتار ها داده اگر چون [١٠]؛ کند
مدل یک خودشان استوار، رگرسیون روش های دهند. ارائه را متفاوتی بسیار برآوردهای توانند
تجزیه در اولیه مرحله یک عنوان به که کند می پیشنهاد اندرسن نمی دهند. ارائه را نهایی



استوار رگرسیون ٣۴
مقایسه برای مربعات، کمترین و چندگانه استوار روش هردو کارگیری به رگرسیون، تحلیل و
روش های برابر در مربعات کمترین روش باقیمانده های نمودار رسم اگر است. منطقی نتایج
از قبل امکان صورت در که است لازم دهد نشان را دورافتاده داده های بالقوه به طور استوار،

دهیم. توضیح را داده ها این نهایی، مدل برازش

باید استوار مدل یک است شده پیشنهاد [٣٣] هوبر توسط که استوار برآورد به توجه با
باشد: داشته را زیر ویژگی های

دهد. نشان داده ها روی را خوبی برازش باید مدل دورافتاده، داده های حضور علی رغم (١)
می کند اگر یا کند مختل را برآورد روند عملکرد نباید مدل مفروضات از کوچک انحرافات (٢)

باشد. کم آن مقدار
دهد. قرار تأثیر تحت خیلی را برآورد روند نباید مدل مفروضات از بزرگ تر انحرافات (٣)

بدون است. شده پیشنهاد برآورد روش چندین کلاسیک استوار رگرسیون به مربوط متون در
می کنیم: اشاره زیر روش های به جزئیات ذکر

می گیرد قرار استفاده مورد زمانی ،WLS روش : ۶ (WLS) موزون دوم توان های کمترین الف.
را وزنی مشاهده هر به روش، این نباشد. برقرار خطا واریانس بودن ثابت فرض که
چقدر هرمشاهده که است این نشان دهنده مشاهده هر خاص وزن می دهد؛ اختصاص
است عبارت موزون دوم توان های کمترین برآورد پس دارد. تأثیر نهایی برآوردهای در
پرداخت. خواهیم روش این معرفی به بیشتر ادامه در که β̂WLS = argmin

β

∑n
i=١ wiϵ

٢
i از

به منظور ،β رگرسیونی، ضرایب برآورد بردار :[٢۵]٧ (LAD) انحرافات مطلق قدر کمترین ب.
دوم توان های مجموع به جای ،ri باقیمانده ها، مقادیر مطلق قدر مجموع کردن مینیمم

می شود. انتخاب باقیمانده ها
کردن فراهم برای ρ تابع می شود. n∑مینیمم

i=١ ρ(ri) هدف تابع :[٣٢]٨ M‐برآوردگر ها پ.
که می شوند تولید مدلی از داده ها که وقتی حتی می شود انتخاب بخش رضایت رفتار یک

پرداخت). خواهیم روش این معرفی به بیشتر ادامه (در دارد انحراف مفروض توزیع از
مناسبی وزن تابع تا می یابند تعمیم M‐برآوردگرها :[۴٨]٩ یافته تعمیم M‐برآورد های ت.

کنند. معرفی سازی مینیمم مسئله ی برای را
۶Weighted least squares
٧Least absolute deviations
٨ M-estimators
٩Generalized M-estimators



٣۵ استوار رگرسیون برآوردگر های
بردار برآوردهای تعیین شامل برآورد، این :[۵۴ ،۵١٠[١ دوم توان های میانه ی کمترین ج.
مینیمم را باقیمانده دوم توان های میانه ی مجموع، کردن مینیمم به  جای که است β

.min
β
medi(r

٢
i ) می کند،

توان های h < nاولین مجموع روش، این :[۵۴]١١ (LTS) پیراسته دوم توان های کمترین چ.
(r٢)l:n ≤ · · · ≤ که minβ

∑h
i=١(r٢

i )i:n می کند. مینیمم را پیراسته باقیمانده های دوم
هستند. h باقیمانده های اولین ها (r٢)h:n

،[٣٣] R‐برآوردگرها از: عبارتند رگرسیون تحلیل در دیگر توجه قابل برآورد روش های
.[٧٠] MM‐برآوردگرها [٢٩]و گامی یک M‐برآوردگرهای S‐برآوردگرها[۵۵]،

موزون دوم توان های کمترین روش ٢ . ٢ . ١
مورد زمانی ،WLS روش هستند. ثابت خطاها واریانس که می کند فرض معمول، LS روش
(٢ . ١) بررسی مورد مدل نباشد. برقرار خطا واریانس بودن ثابت فرض که می گیرد قرار استفاده

بگیرید نظر در زیر ثابت غیر واریانس‐کوواریانس ماتریس با را
σ٢١ ٠ . . . ٠
٠ σ٢٢ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ · · · σ٢

n


بگیرید نظر در زیر به صورت را وزن هاست مبین که W قطری ماتریس و Wi =

١
σ٢
i

کنید فرض

W =


W١ ٠ . . . ٠
٠ W٢ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ · · · Wn


از است عبارت موزون دوم توان های کمترین برآورد این صورت در

β̂WLS = argmin
β

n∑
i=١

Wiϵ
٢
i = (X′WX)−١X′WY (٢ . ٣)

کمترین مانند موزون، دوم توان های کمترین شیوه ی به پارامتر برآورد در کلی، به طور پس
عددی مقادیر کردن پیدا با ،. . . , β١،β٠ یعنی پارامترها مجهول مقادیر معمول، دوم توان های
دوم توان های مجموع مقادیر این که می شوند برآورد رگرسیونی تابع در پارامترها، برآورد برای

١٠Least median squares
١١Least trimmed squares



استوار رگرسیون ٣۶
روش برخلاف ولی می کند. مینیمم را شده برآورد مقادیر و شده مشاهده مقادیر بین انحرافات
بخصوص وزن جمله هر موزون دوم توان های کمترین روش معمول، در دوم توان های کمترین
اندازه چه تا داده ها مجموعه ی در مشاهده هر می کند تعیین که داراست را wi, i = ١, . . . , n
برآوردگر ها١٢ ‐M پایه ی بر استوار روش های اصل در دارند. تأثیر پارامتر نهایی برآوردهای بر
مراجعه به[٢٣] بیشتر مطالعه (برای پرداخت خواهیم آن ها شرح به ادامه در که می گیرند شکل

کنید).

برآوردگر ها ‐ M ٢ . ٢ . ٢
در را (٢ . ١) رگرسیونی مدل هستند. درستنمایی ماکزیمم برآوردگرهای نوع از برآوردگرها ‐M

باشند. f(ϵ) احتمال چگالی تابع با همتوزیع و مستقل (ϵi) خطاها کنید فرض بگیرید. نظر
به یا ∏n

i=١ f(ϵi) =
∏n

i=١ f(yi −x′
iβ) کمیت که است مقداری β درستنمایی ماکزیمم برآوردگر

مدل در X سطر امین −i ،x′
i به طوریکه می کند؛ ماکزیمم را ∑n

i=١ ln f(yi − x′
iβ) معادل طور

عبارت درستنمایی تابع ،ϵi ∼ N(٠, σ٢) آن در که دوم توان های کمترین روش در است. (٢ . ١)
از است

L(β) =

n∏
i=١

٢√١πσ exp{−
ϵ٢i٢σ٢ }

=
١

(٢πσ)n٢
exp{−

∑n
i=١ ϵ٢i
٢σ٢ }

دوم توان های مجموع کردن مینیمم به منجر درستنمایی، تابع کردن ماکزیمم نتیجه در
یعنی خطاها

n∑
i=١

ϵ٢i =

n∑
i=١

(yi − x′
iβ)

٢ (۴ . ٢)

به صورت رابطه این این صورت در ρ(ϵi) = (yi−x′
iβ)

٢ کنیم تعریف (۴ . ٢) رابطه در اگر می شود.
می آید به دست زیر

n∑
i=١

ρ(ϵi) =
n∑

i=١
(yi − x′

iβ)
٢

∑n
i=١ ρ( ϵiσ ) کردن مینیمم از می توان را رگرسیونی ضرایب برآورد کنیم استاندارد را خطاها اگر حال

شیوه کرد. استفاده ،σ̂،آن برآورد از می توان است مجهول معمولا˟ σ که آنجایی از آورد. به دست
ei = yi − xi

′β̂ و zi = ei
σ̂ آن در که است ρ(zi) مختلف توابع کردن مینیمم برآوردگر ها، ‐M

باشند شده توزیع نرمال به طور خطاها حالتی که در است. مشاهده i‐امین ی باقیمانده
در زمانی که ولی می باشند تغییر پذیری برای مناسبی اندازه های ،σ̂ نمونه، معیار انحرافات

١٢”M” for ”Maximum liklihood-type”



٣٧ استوار رگرسیون برآوردگر های
نیاز تغییرپذیری، از دیگری استوار اندازه های به داریم دور افتاده مشاهدات داده ها مجموعه

می شود تعریف زیر به صورت تغییر پذیری، استوار اندازه های از یکی است.

σ̂MAD = d =
median|ei −median(ei)|

٠٫۶٧۴۵ , i = ١, . . . , n (۵ . ٢)

عبارت اگر استواراست برآوردگر یک گوییم بنابراین
n∑

i=١
ρ(
ei
d
) (۶ . ٢)

می شوند. تعریف zi = ei
d به صورت جدید، شده استاندارد باقیمانده های پس، کند. مینیمم را

کمترین مدل همان به (۶ . ٢) رابطه کردن مینیمم با آن گاه ρ(z) = zاگر٢ که می شود ملاحظه
می رسیم. معمول دوم توان های

می خواهیم که است وزنی تابع انتخاب حقیقت در خاص، ρ(z) انتخاب که گفت می توان پس
برای پیشنهاداتی ادامه در دهیم. تخصیص مختلف اندازه های با مانده ها رتبه بندی برای

است. شده ارائه مناسب ρ(z) آوردن به دست
آن دادن قرار صفر برابر با و β̂jهر به نسبت ∑ ρ( eid ) معادله از جزیی مشتق اولین گرفتن با

زیر به شکل
n∑

i=١
xijΨ

[
yi −

∑p
j=١ xijβj
d

]
= ٠, j = ١,٢, . . . , n (٢ . ٧)

می آیند. به دست رگرسیونی ضرایب ،Ψ(z) = d(ρ(z))/d(z) که
توابع به می توان جمله آن از که است شده تعریف مختلفی افراد توسط ، Ψاز زیادی توابع
آمده زیر در که کرد اشاره می گیرند قرار استفاده مورد بیشتر که توکی و اندروز همپل، هوبر، Ψ

شد بحث آن ها مورد در پیش تر که هستند پیشنهاداتی همان و است
هوبر١٣ Ψ تابع ‐

Ψ(z) =


−k z < −k

z |z| ≤ k

k z > k

(٢ . ٨)

.k = ١٫۵ با
همپل١۴ Ψ تابع ‐

١٣Huber
١۴Hampel
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Ψ(z) =



|z| ٠ ≤ |z| < a

a a ≤ |z| ≤ b

a
(
c−|z|
c−b

)
b ≤ |z| < c

٠ c ≤ |z|

(٢ . ٩)

هستند. ثابت ها برای خوبی مقادیر c = ٨٫۵ و b = ٣٫۴ ،a = ١٫٧
اندورز١۵ Ψ تابع ‐

Ψ(z) =


sin
(
z
k

)
|z| ≤ kπ

٠ |z| > kπ

(٢ . ١٠)

.k = ٢٫١ یا k = با١٫۵
توکی١۶ Ψ تابع ‐

Ψ(z) =


z
(١ − ( zk )

٢(٢ |z| ≤ k

٠ |z| > k

(٢ . ١١)

.k = ۶ یا k = ۵ با
است شده داده ٢ . ٢نشان در فوق، موارد و LS مدل Ψ توابع و ρ توابع نمودار های

١۵Andrews
١۶Tukey



٣٩ استوار رگرسیون برآوردگر های

LS برای Ψ تابع (ب) LS برای ρ تابع (آ)

هوبر برای Ψ تابع (د) هوبر برای ρ تابع (ج)

همپل برای Ψ تابع (و) همپل برای ρ تابع (ه)



استوار رگرسیون ۴٠

اندروز برای Ψ تابع (ح) اندروز برای ρ تابع (ز)

توکی برای Ψ تابع (ی) برای توکی ρ تابع (ط)
وتوکی اندروز همپل، هوبر، Ψ و ρ توابع :٢ . ٢ شکل



٣ فصل
فازی محیط در رگرسیون تحلیل

دوم توان های کمترین رگرسیون و داده قرار بحث مورد فازیرا محیط در رگرسیون فصل، این در
ارزیابی برای سپس می کنیم؛ بیان دیاموند و موزون فاصله های از استفاده با را ١ (FLS) فازی
فصل این مطالب می کنیم. معرفی را MPE برازش نیکویی معیار فازی، رگرسیون مدل های

است. [١] اسداللهی و [۶] طاهری از برگرفته عمدتاً

مقدمه
هستند. دقيق آنها به مربوط مشاهدات و متغيرها كه می شود فرض کلاسیک رگرسیون در
که مقداری و وابسته متغير برای شده مشاهده مقدار بين اختلاف یعنی مدل خطای همچنين
عدم اندازه گيری ها، و مشاهدات به مربوط تصادفی خطای به می شود، حاصل مدل طریق از
احتمالی توزیع و تصادفی خطای درباره ی می شود. داده نسبت وغیره متغیرها از برخی حضور
می شود؛ گرفته درنظر ... و واريانس ثبات بودن، ناهمبسته بودن، نرمال مانند مفروضاتی آن،
پارامترها، برآورد مانند آماری تحليل های و تجزيه مفروضات، اين پايه بر بتوان كه به گونه ای
از بسیاری در اما داد. انجام را مدل با مرتبط فرض آزمون های و وابسته متغير مقدار بینی پیش
حجم دلیل به مثلا اينكه يا نباشد، برقرار بالا فرض های از فرض چند یا یک است ممکن اوقات
در است ممکن مثال برای كرد. حاصل اطمينان فرض ها برخی درستی از نتوان اندک نمونه

١Fuzzy least squares

۴١



فازی محیط در رگرسیون تحلیل ۴٢
ممکن يا باشند؛ شده گزارش نادقيق يا باشند نادقيق متغيرها به مربوط مشاهدات بررسی، یک
مفروضاتی است ممکن همچنين باشند. نادقیق ارتباطی دارای مطالعه تحت متغیرهای است
شرایطی چنین در نباشد. برقرار تصادفی خطای جملات بودن ناهمبسته و بودن نرمال مانند
یکی دهند. ارائه داده ها مدل سازی برای را مناسبی معيارهای نمی توانند کلاسیک ابزارهای
چنین در داده ها مدل سازی برای فازی، مجموعه های مفهوم از استفاده ممکن، راه های از

است. شرایطی

فازی رگرسیون انواع ٣ . ١
کرد: تقسیم زیر حالت سه به می توان را فازی رگرسیون انواع کلی، تقسیم یندی یک در

ضرایب دیگر به عبارت می شود. فرض فازی متغیرها بین ارتباط که حالتی در فازی رگرسیون (١
می شوند. گرفته نظر در فازی رگرسیونی، معادله

هستند. فازی و نادقیق پاسخ) یا پیش بین از (اعم متغیرها که حالتی در فازی رگرسیون (٢
می شوند. گرفته نظر در فازی مدل، ضرایب هم و متغیرها هم که حالتی در فازی رگرسیون (٣
بلکه نیست فوق حالت های به محدود فازی، رگرسيون در تنوع كه است ذكر به لازم
فازی رگرسيون روش های در را بسياری تنوع است، شده پيشنهاد حالت هر برای كه شيوه هايی
برآورد آن ها براساس که اصولی یا اصل برحسب که کلاسیک رگرسیون مانند است. کرده ایجاد
به می توان که کرد بندی تقسیم می توان هم را فازی رگرسیون می پذیرد، انجام مدل پارامترهای
کمترین رگرسیون و فازی خطای دوم توان های کمترین رگرسیون امکانی، رگرسیون روش های
دیگری شیوه های به روش ها، این معرفی بر علاوه ادامه در کرد. اشاره فازی خطای قدرمطلق
داده اند قرار بررسی مورد را رگرسیون مساله ی فوق، روش های از یکی پایه ی بر که محققینی از

می پردازیم.

فازی دوم توان های کمترین رگرسیون ٣ . ١ . ١
شد. انجام [۵٨] همکاران و تاناکا توسط فازی خطی رگرسیون تحلیل مورد در پژوهش اولین
[١٢] باردوسی توسط هستند، ٢LR نوع از فازی اعداد هنگامی که برای روش، این از تعمیمی
کرد. پیشنهاد را ٣(FLS)فازی دوم توان های کمترین روش ،[٢٠] دیاموند شد. داده توسعه
طاهری و نما کلکین داشته اند. فازی رگرسیون در رویکرد چند بر مروری [٨] ارقامی و میرزایی
وجود افتاده دور داده زمانی که را انحرافات مطلق قدر کمترین براساس فازی رگرسیون [٧]
دورافتاده داده های آن ها در که مواردی برای [١٨] لی و چانگ کردند. پیشنهاد باشد داشته

٢LR type fuzzy numbers
٣Fuzzy least squares



۴٣ فازی رگرسیون انواع
به که کردند پیشنهاد را فازی موزون دوم توان های کمترین روش از تعمیمی دارند، حضور
گیرنده تصمیم نظر با متقابل اثر یک پایه ی بر و می دهد اختصاص را وزنی عضویت درجه هر
تحلیل برای را تکراری الگوریتم یک [۶٧] کو و یانگ ساده، خطی فازی رگرسیون برای است.
دارد؛ مرحله دو الگوریتم این کردند. پیشنهاد ۴(WFLS) فازی موزون دوم توان های کمترین
می دهد) عضویت طبقات، مشاهدات به است (که فازی طبقه بندی روش انتخاب مرحله، اولین

می شوند. استفاده وزن ها به عنوان عضویت مقادیر مرحله، دومین در و
[١۶] سلمینس و [٢٠] دیاموند توسط بار نخستین فازی، دوم توان های کمترین روش
بر که است کلاسیک حالت در دوم توان های کمترین رگرسیون از تعمیمی روش این شد. ارائه
دوم، توان های کمترین رگرسیون می باشد. فازی اعداد بین فاصله ی برای تعریف هایی پایه ی
فاصله ای تعریف با [٢٠] دیاموند است. پیش بین متغیر و پاسخ متغیر بین فاصله بر مبتنی
مستقل متغیر با مدل برای دوم توان های کمترین برازش برای را مدل هایی فازی، اعداد بر
پیشنهاد فازی، وابسته و مستقل متغیر با مدل برای همچنین و فازی وابسته متغیر و دقیق
کردند. ارائه فازی تصادفی متغیرهای اساس بر را فازی رگرسیون [١٩] کورنر و دیاموند کرد.
با مدل فازی ضرایب برآورد برای را دوم توان های کمترین روش [۶۵] لی و ژو همچنین،
مدل مناسبت برازش، نیکویی معیار یک با و کردند ارائه تراز سطوح اساس بر متری از استفاده
برآورد به گونه ای پارامترها فازی، دوم توان های کمترین روش در گرفتند. اندازه را رگرسیونی
وابسته متغیر و شده مشاهده وابسته ی متغیر بین فاصله ی مقدار، هر ازای به که می شوند
مینیمم دنبال به کلاسیک روش مانند به عبارتی گردد. مینیمم d فاصله اساس بر شده برآورد
فازی وابسته، متغیر مشاهدات اگر مثال، برای هستیم. خطا دوم توان های مجموع کردن
می تواند d(., .) که کنیم مینیمم را ∑n

i=١ d٢(Yi, Ŷi) دوم توان های مجموع می خواهیم باشند،
باشد. فازی اعداد بین فاصله

نامه، پایان این در فازی رگرسیون به مربوط مباحث نوشتار در سادگی برای .٣ . ١ قرارداد
فازی غیر اعداد به عنوان را کوچک حروف و فازی اعداد به عنوان را انگلیسی بزرگ حروف
اسکالر اینصورت غیر در و بردار یا ماتریس معنای به پررنگ حروف همچنین می دهیم. نمایش
طرح ماتریس را است پیش بین متغیرهای مقادیر شامل آن ستون های که ماتریسی هستند.

می دهند. نشان X با و نامیده
به صورت Aj , j = ٠, . . . , p فازی ضرایب با خطی مدل یک می خواهیم اینجا در

Ŷi = A٠ +A١xi١ + . . .+Apxip, i = ١, . . . , n (٣ . ١)
به صورت مشاهداتی پایه ی بر را

(Yi, xi١, . . . , xip), i = ١, . . . , n
۴Weighted fuzzy least square



فازی محیط در رگرسیون تحلیل ۴۴
کلیت از کاستن بدون دهیم. برازش هستند، فازی اعداد ها Yi و حقیقی اعداد ها xij آن در که
انتقال یک با می توان باشند منفی اعدادی ها xij که صورتی (در xij > ٠ می کنیم فرض مسأله
با و خطا دوم توان های کمترین روش از استفاده با کرد). تبدیل مثبت اعدادی به را آن ها
به گونه ای را فازی ضرایب یعنی می دهیم. برازش داده ها به را (٣ . ١) مدل (۵ . ١) فاصله به توجه

شود مینیمم زیر) (در خطا دوم توان های مجموع که می یابیم
SSE(A٠, A١, . . . , Ap) =

n∑
i=١

d٢ (Yi, A٠ +A١xi١ + . . .+Apxip) (٣ . ٢)
باشند، متقارن مثلثی فازی اعداد Aj = (mAj , lAj )T و Yi = (mYi , lYi)T که حالتی به را بحث

داریم فازی اعداد بین عملگرهای اساس بر می کنیم. محدود
A٠ +A١xi١ + . . .+Apxip = (mA٠ +mA١xi١ + . . .+mApxip, lA٠ + lA١xi١ + . . .+ lApxip)T

بخش در که موزون فاصله ی از استفاده با خطا دوم توان های مجموع شد گفته آنچه به توجه با
می شود حاصل زیر صورت به شد، مطرح (۵ . ١) نتیجه ی و ١ . ۴ . ١

SSE(A٠, A١, . . . , Ap) =
n∑

i=١
(mA٠ +mA١xi١ + . . .+mApxip −mYi)

٢

+
١
۶

n∑
i=١

(lA٠ + lA١xi١ + . . .+ lApxip − lYi)
٢

صفر برابر و گرفته مشتق lAj و mAj به نسبت SSE(A٠, A١, . . . , Ap) تابع سازی مینیمم برای
می شوند حاصل زیر نرمال معادلات آنگاه می دهیم، قرار

n∑
i=١

(mA٠ +mA١xi١ + . . .+mApxip −mYi)xij = ٠
n∑

i=١
(lA٠ + lA١xi١ + . . .+ lApxip − lYi)xij = ٠

بالا معادلات از حال است. شده منظور xi٠ = ١ ، i = ١, . . . , n ازای به و j = ١, . . . , p آن در که
می آیند بدست زیر روابط j = ٠, ١, . . . , p ازای به

mA٠
n∑

i=١
xi٠xij +mA١

n∑
i=١

xi١xij + . . .+mAp

n∑
i=١

xipxij =

n∑
i=١

mYixij (٣ . ٣)

lA٠
n∑

i=١
xi٠xij + lA١

n∑
i=١

xi١xij + . . .+ lAp

n∑
i=١

xipxij =
n∑

i=١
lYixij (۴ . ٣)

کنید فرض

X =


x١٠ x١١ · · · x١p
x٢٠ x٢١ · · · x٢p... ... ... ...
xn٠ xn١ · · · xnp





۴۵ فازی رگرسیون انواع

X′X =



∑n
i=١ xi٠xi٠

∑n
i=١ xi١xi٠ · · ·

∑n
i=١ xipxi٠∑n

i=١ xi٠xi١
∑n

i=١ xi١xi١ · · ·
∑n

i=١ xipxi١... ... ... ...∑n
i=١ xi٠xip

∑n
i=١ xi١xip · · ·

∑n
i=١ xipxip


mA = (mA٠ , . . . ,mAp)

′ , mY = (

n∑
i=١

mYixi٠, . . . ,
n∑

i=١
mYixip)

′

lA = (lA٠ , . . . , lAp)
′ , lY = (

n∑
i=١

lYixi٠, . . . ,
n∑

i=١
lYixip)

′

زیر به  صورت ماتریسی نماد از استفاده با می توان را (۴ . ٣) و (٣ . ٣) معادلات صورت این در
داد نمایش

(X′X)mA = mY , (X′X)lA = lY (۵ . ٣)
می کنیم. بیان (۵ . ٣) دستگاه جواب یکتایی و وجود درباره ی را نتایجی اکنون

است. مثبت معین ماتریس یک X′X آنگاه ،Rank(X) = p+ ١ اگر [۶۵] .٣ . ١ قضیه
(X′X)−١ معکوس دارای باشد مثبت همیشه X′X اگر اینکه به توجه با و ،٣ . ١ قضیه پایه ی بر

می آید. بدست زیر نتیجه است،
است زیر به صورت یکتا جواب دارای (۵ . ٣) دستگاه آنگاه ،Rank(X) = p+ ١ اگر .٣ . ١ نتیجه

m̂A = (X′X)
−١
mY , l̂A = (X′X)

−١
lY (۶ . ٣)

(٣ . ٢)داریم. عبارت مینیمم سازی مورد در را زیر قضیه ،٣ . ١ نتیجه ی اساس بر
عبارت سازی مینیمم مسئله آنگاه ،(X′X)−١lY ≥ ٠ و Rank(X) = p+ ١ اگر [۶۵] .٣ . ٢ قضیه

می آید. به دست (۶ . ٣) رابطه از که یکتاست جواب دارای (٣ . ٢)
یعنی ها، lAj مقادیر که می کند تضمین ٣ . ٢ قضیه در (X′X)−١lY ≥ ٠ شرط .٣ . ١ ملاحظه

هستند. نامنفی مدل، فازی ضرایب پهناهای
تأثیر درباره ی که هستند شناسی خاک بررسی یک به مربوط ٣ . ١ جدول داده های .٣ . ١ مثال
سیلاخور ناحیه ی در سدیم) تبادل (ESP‐درصد :y بر ( سدیم جذب (SAR‐نسبت :x
در کافی دقت با نتیجه گیری عدم به دلیل . [۴٩] است شده انجام ١٣٨٠ سال در لرستان
در که همانطور واقع، در هستند. مبهم y متغیر به مربوط مشاهدات ،ESP اندازه گیری های
عدد هر ابهام که هستند متقارن مثلثی فازی اعداد مشاهدات این است، شده درج ٣ . ١ جدول
است. U(٠, ١) توزیع از تصادفی عددی k مقدار که است آن نمای مقدار k = ٠٫١٠ برابر نیز

بیابیم. SAR برحسب ESP رابطه برای بهینه مدل یک می خواهیم



فازی محیط در رگرسیون تحلیل ۴۶

مثال٣ . ١ به مربوط داده های :٣ . ١ جدول
ردیف xi yi = (myi , lyi)T ردیف xi yi = (myi , lyi)T

١ ٠٫٧٨ (٣٫٠٨, ٠٫٣١) ١٣ ٠٫٧١ (۵٫٢٣, ٠٫۵٢)
٢ ٠٫۶۴ (٢٫٨۶, ٠٫٢٩) ١۴ ٠٫۵ (۵٫١۶, ٠٫۵٢)
٣ ٠٫۶٢ (۶٫٢۵, ٠٫۶٣) ١۵ ٠٫٧٧ (١١٫١٠, ١٫١١)
۴ ٠٫۴٩ (۴٫١١, ٠٫۴١) ١۶ ٠٫٩٩ (۴٫۴٧, ٠٫۴۵)
۵ ١٫١٠ (١٫٠۴, ٠٫١٠) ١٧ ٣٫۵۶ (٢٨٫٨۴,٢٫٨٨)
۶ ٠٫۶١ (٢٫٧١, ٠٫٢٧) ١٨ ٠٫٨۶ (٩٫۴٣, ٠٫٩۴)
٧ ٠٫٧۴ (۴٫۴۵, ٠٫۴۵) ١٩ ٠٫۶١ (۴٫۵, ٠٫۴۵)
٨ ١٫١۵ (۶٫٩٢, ٠٫۶٩) ٢٠ ٠٫۶۴ (٩٫٣٠, ٠٫٩۴)
٩ ١٫٠٨ (٧٫۴١, ٠٫٧۴) ٢١ ٠٫٧١ (٩٫۴٨, ٠٫٩۵)
١٠ ٠٫٣٨ (٩٫٠٨, ٠٫٩١) ٢٢ ٠٫۶١ (٣٫۶۵, ٠٫٣٧)
١١ ٠٫۶١ (۶٫۵۶, ٠٫۶۶) ٢٣ ٠٫۶٣ (١٠٫١۴, ١٫٠١)
١٢ ٠٫٩٨ (۵٫٠۵, ٠٫۵١) ٢۴ ١٫١٣ (٣, ٠٫٣)

به دست را lY و mY بردارهای و X′X و X ماتریس های است لازم بهینه مدل یافتن برای
داریم: ماتریسی جبری عملیات سری یک انجام با آوریم.

X =


١ x١١
١ x٢١... ...
١ xn١

 =


١ ٠٫٧٨
١ ٠٫۶۴
... ...
١ ١٫١٣


٢۴×٢

X′X =

 ٢۴ ٢٠٫٩
٢٠٫٩ ٢۶٫٨١



mY =

( ٢۴∑
i=١

myixi٠,
٢۴∑
i=١

myixi١
)T

= (١۶۴٫٠٩,٢٠٢٫٣٢)T

lY =

( ٢۴∑
i=١

lyixi٠,
٢۴∑
i=١

lyixi١
)T

= (١۶٫۴١,٢٠٫٢٣)′

یعنی (۵ . ٣) دستگاه لذا و است معکوس پذیر X′X ماتریس ،|X′X| ≠ ٠ چون
(X′X)mA = mY , (X′X)lA = lY



۴٧ فازی رگرسیون انواع
از عبارتند جواب ها این بالا محاسبات طبق یکتاست. جواب دارای
m̂A = (X′X)−١mY = (٠٫٨٢۶۵,۶٫۵٠٢١)′

l̂A = (X′X)−١lY = (٠٫٠٨٢۶, ٠٫۶٩٠٢)′

از است عبارت ٣ . ١ جدول داده های برای بهینه مدل بنابراین
Y = A٠ +A١x

= (٠٫٨٢۶۵, ٠٫٠٨٢۶)T + (۶٫۵٠٢١, ٠٫۶٩٠٢)Tx

برای می دهد، ارائه را y و x متغیر دو بین رابطه ی برای الگو یک اینکه بر علاوه بالا مدل
برابر x مقدار کنید فرض مثال برای است. استفاده قابل نیز x پایه ی بر y مقدار پیش گویی

با برابر ESP یعنی y مقدار که می کنیم پیش گویی آنگاه شود، مشاهده ٠٫٧۵

Ŷ = (٠٫٨٢۶۵, ٠٫٠٨٢۶)T + (۶٫۵٠٢١, ٠٫۶٩٠٢)T × ٠٫٧۵
= (۵٫٧٠, ٠٫۶٠)T

می کنیم. پیشگویی (٠٫۶ ابهام (با ۵٫٧٠ حدوداً را y مقدار دیگر سخن به باشد.
داده ها به را (٣ . ١) مدل شد مطرح ٣ . ۴ . ١ بخش در که دیاموند فاصله ی به توجه با اگر

می آید: به دست زیر به شکل پارامترها برآورد برحسب ،FLS دهیم برازش

d(A٠ +A١xi١ + · · ·+Apxip, Yi)
٢

= (mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip −mYi)
٢

+ (mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip − lA٠ − lA١xi١ − · · · − lApxip −mYi + lYi)
٢

+ (mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip + rA٠ + rA١xi١ + · · ·+ rApxip −mYi − rYi)
٢ (٣ . ٧)

برابر و (j = ٠, ١, . . . , p) lAj وrAj ها ، mAjبه نسبت جزئی مشتق توسط را پارامتر ها می توان
در کرد. برآورد ،(٣ . ٢) رابطه ی سازی مینیمم وسیله به دیگر به عبارت یا آن ها قراردادن صفر

می آید. به دست پارامترها برآورد حسب بر ،FLS نتیجه

برازش نیکویی ٣ . ١ . ٢
برای برازش نیکویی معیار می باشد. مدل تشریح توان مهم، موضوع یک فازی رگرسیون در
نیکویی معیار معرفی به بخش این در می رود. به کار رگرسیونی مدل یک برازش اندازه گیری
می پردازیم. کرده ایم استفاده آن از نامه پایان این در که پیشگویی خطای دوم توان میانگین برازش



فازی محیط در رگرسیون تحلیل ۴٨
پیشگویی خطای دوم توان میانگین

برازش نیکویی ارزیابی برای معیاری به عنوان (MPE) پیشگویی۵ خطای دوم توان میانگین
می آوریم. تعریف یک قالب در را MPE معیار زیر، در .[۵] می شود استفاده

آنگاه باشد Yi پیشگویی مقدار Ŷi اگر (٣ . ١) فازی رگرسیونی مدل مفروضات تحت .٣ . ١ تعریف
با است برابر MPE

MPE =
١
n

n∑
i=١

d٢(Yi, Ŷi) (٣ . ٨)

است. ١ فصل در شده مطرح فازی عدد دو بین فاصله d(.) آن در که

۵Mean squares of prediction error



۴ فصل
پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل

فازی مجموعه های رتبه بندی
داشته وجود افتاده دور مشاهدات داده ها، مجموعه در و بوده فازی مشاهدات، هنگامی که
که حالتی برای فصل، این در می شود. استفاده فازی استوار جایگزین روش های از باشند
مشاهدات حاوی داده ها مجموعه و بوده فازی اعداد رگرسیونی ضرایب و وابسته متغیر های
شیوه ی دو به لی و چانگ رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون روش یک است، افتاده دور
فازی انحرافات مطلق قدر کمترین و [۴١ ،٣] شده اصلاح فازی انحرافات دوم توان های کمترین
کمترین شیوه ی برتری آمده مثال های به توجه با نهایت در و می شود مطرح [٢] شده اصلاح
فازی انحرافات دوم توان های کمترین شیوه ی به نسبت شده اصلاح فازی انحرافات مطلق قدر

می شود. داده نشان شده اصلاح

مقدمه ١ . ۴
که است معمول روشی ،(LS) دوم توان های کمترین روش شد، بیان ٢ فصل در که همان طور
یک برای LS روش مفروضات اگر می رود. به کار رگرسیون پارامترهای برآورد برای سال هاست
می شوند. شناخته برآوردها بهترین به عنوان ،LS روش برآوردهای باشد، برقرار داده مجموعه
پیشگویی های ،LS روش باشند، داشته وجود داده ها مجموعه در افتاده دور مشاهدات اگر اما

۴٩



فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۵٠
و کرد حذف داده ها مجموعه از را افتاده دور مشاهدات می توان گاهی نمی دهد. نتیجه را خوبی
اطلاعات حاوی مشاهدات این تحقیقات، برخی در ولی برد، به کار را کلاسیک روش آن از پس
جایگزین روش های از این صورت در و نیست پذیر امکان آن ها حذف لذا هستند؛ مفیدی
ترجیح LS روش به استوار روش های موارد، این در واقع در می شود. استفاده استوار رگرسیون
آن ها به مربوط مشاهدات یا متغیر ها اگر شد، بیان ٣ فصل در که همان طور و می شوند. داده
روش یک فازی، رگرسیون کرد. استفاده کلاسیک روش های از نمی توان نیز نباشند دقیق
مشاهدات داده ها، درمجموعه هنگامی که بنابراین است. حالت این برای مناسب جایگزین
تحلیل از باشند نادقیق آن ها به مربوط مشاهدات یا متغیرها و باشند داشته وجود دورافتاده

می شود. استفاده فازی استوار رگرسیون
پیشنهاد فازی خروجی و فازی ورودی برای را FLS رگرسیون تحلیل ،[۶٨] لین و یانگ
داده های و مشاهدات ناهمگنی تعیین برای را بندی خوشه روش از کاربردی آن ها کردند.
اثر با خطی رگرسیون مدل های برای را FLS الگوریتم [۶٩] لیو و یانگ کردند. ارائه افتاده دور
رگرسیون برای به خصوص ١FLR مدل های برآورد برای الگوریتم این کردند. پیشنهاد متقابل
محدود را سازی بهینه مسأله تا شده اضافه تعامد شرایط الگوریتم، این در است. استوار ساده،
برای حذف شیوه ی یک افتاده، دور داده های مسأله بررسی به منظور [٣۴] یانگ و هانگ کند.
میزان رفتار کردن امتحان قدرت روش، این کردند. پیشنهاد تاناکا خطی ریزی برنامه روش

داشت. می شوند حذف مشاهدات زمانی که را فازی رگرسیون مدل هدف تابع در تغییرات
مجموعه های یا فازی اعداد رتبه بندی با مقایسه شد، بیان ۵ . ١ بخش در فصل در که همان طور
ساختن برای فازی مجموعه نظریه ی زمانی که هستند. مهم بسیار عملی اهداف برای فازی
می شویم. مواجه فازی اعداد رتبه بندی یا مقایسه چون مسایلی با می رود به کار ریاضی مدل های
برای متنوعی روش های نیست. ساده آن ها مقایسه بنابراین و ندارند خطی نظم فازی اعداد
کاستی هایی و عیوب دارای یک هر که شده اند پیشنهاد فازی مجموعه های رتبه بندی و مقایسه
کافی اطلاعات از است ممکن بنابراین می کنند استفاده ازh‐برش ها شده ذکر روش های است.
باید ممکن، اطلاعات همه از استفاده به منظور شوند. حاصل اریبی نتایج و نکرده استفاده
کلی روش یک مسأله، اشکالات و پیچیدگی دلیل به شوند. گرفته نظر در برش ها ‐h همه ی
رتبه بندی (وجود)، حضور مفهوم از استفاده با آن در که شد پیشنهاد [١٧] لی و چانگ توسط
مثل عضویت تابع نوع همه برای را روش این می شود. فرمول بندی فازی، مجموعه های
تحلیل در برد. بکار می توان تکه ای پیوسته ی یا پیوسته غیرنرمال، نرمال، محدب، غیر محدب،
[۴۴ ،۴٠ ،۵٧ ،۶٢] مقالات به می توان انحرافات مطلق قدر کمترین مبنای بر فازی رگرسیون
کمترین شیوه دو به ٢(FRR)فازی استوار رگرسیون تحلیل یک فصل، این در کرد. اشاره
اصلاح فازی انحرافات مطلق قدر کمترین و [٣] شده اصلاح فازی انحرافات دوم توان های
فازی رتبه بندی روش از آن ها در که می شود پیشنهاد [٢] است قبل شیوه ی از تعمیمی که شده

١Fuzzy linear regression
٢Fuzzy robust regression



۵١ فازی خطای فاصله های مجموع کمترین رگرسیون
عضویت توابع تعریف با و می شود استفاده باقی مانده ها به دادن رتبه برای [١٧] لی و چانگ
درجه به توجه با باقی مانده هر که آن جا از می آیند. به دست وزن ماتریس های باقی مانده ها برای

بود. خواهند FRR روش پیشنهادی مدل های گذاشت خواهد تاثیر مدل روی عضویت،

فازی خطای فاصله های مجموع کمترین رگرسیون ٢ . ۴

ازای به xij ∈ R که (Yi, xi١, xi٢, . . . , xip) به صورت مشاهداتی پایه ی بر که است آن هدف
یک هستند، (mYi , lYi , rYi)T به شکل مثلثی فازی اعداد ها Yi و j = ١, . . . , p و i = ١, . . . , n

به صورت فازی ضرایب با بهینه مدل

Y = A٠ +A١x١ + · · ·+Apxp (١ . ۴)

بر پیش بینی و داده ها تحلیل و توصیف برای ،Aj = (mAj , lAj , rAj )T ; j = ٠, ١, . . . , p آن در که
مثبت فرض با و شد بیان ١ . ٣ بخش در که ١ . ٢ قضیه ی از استفاده با آوریم. به دست آن، پایه ی

می آید به دست زیر (۴ . ١)به شکل مدل i = ١, . . . , n ازای به ها xi بودن

y = (mA٠ +mA١x١+· · ·+mApxp, lA٠ +lA١x١+· · ·+lApxp, rA٠ +rA١x١+· · ·+rApxp)T (٢ . ۴)

تعریف فازی دوعدد بین فاصله از استفاده با فازی خطای فاصله های مجموع کمترین روش
آن ها، شده برآورد مقادیر از مشاهدات فاصله مجموع کردن مینیمم و ١ . ١٢ بخش در شده

یعنی می شوند. برآورد مدل پارامتر های و آمده به دست

M(A٠, A١, . . . , Ap) =Min

n∑
i=١

D(A٠ +A١xi١ + · · ·+Apxip, Yi) (٣ . ۴)

نامه پایان این در شده اصلاح فازی دوم توان های کمترین شیوه ی در رفته به کار (D) فاصله
می باشد زیر به صورت که شد اشاره آن به ٣ . ۴ . ١ بخش در که می باشد دیاموند فاصله

D =d(A٠ +A١xi١ + . . . , Apxip, Yi)
٢

=(mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip −mYi)
٢

+ (mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip − lA٠ − lA١xi١ − · · · − lApxip −mYi + lYi)
٢

+ (mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip + rA٠ + rA١xi١ + · · ·+ rApxip −mYi − rYi)
٢ (۴ . ۴)



فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۵٢
حسن پور فاصله شده اصلاح فازی مطلق قدر کمترین شیوه ی در رفته به کار (D) فاصله و

داریم بنابراین شد. معرفی ۵ . ۴ . ١ بخش در که می باشد
D =d(A٠ +A١xi١ + . . . , Apxip, Yi)

=|mA٠ +mA١xi١ + · · ·+mApxip −mYi |+ |lA٠ + lA١xi١ + · · ·+ lApxip − lYi | (۵ . ۴)
+ |rA٠ + rA١xi١ + · · ·+ rApxip − rYi |

برآورد نتیجه در کرد. برآورد ،(٣ . ۴) رابطه ی سازی مینیمم وسیله به را پارامتر ها می توان
مطلق قدر کمترین و (FLS) فازی انحرافات دوم توان های کمترین شیوه های به پارامترها

می آیند. به دست (٣ FLAD) فازی انحرافات

Ŷi و Yi مثلثی فازی اعداد برای رگرسیون مدل باقیمانده محاسبه ی
مهمی نقش می کنند، بیان را شده برآورد Ŷi و شده مشاهده Yi بین فاصله ی که باقیمانده ها
دو به عنوان شده برآورد Ŷi و شده مشاهده Yi بخش، این در دارند. رگرسیونی مدل برآورد در
رگرسیونی مدل باقیمانده ی به عنوان آن ها بین فاصله ی و شده گرفته نظر در مثلثی فازی عدد

می آید. به دست زیر به صورت

و پاسخ متغیر Ŷi = (mŶi
, lŶi

, rŶi
)T و Yi = (mYi,lYi

, rYi)T اگر ،١ . ٨ قضیه ی از استفاده با
به صورت مدل باقی مانده ی باشند، رگرسیونی مدل پیشگوی

Ei = d(Ŷi, Yi)

= χ١
(
(mŶi

−mYi)−
١
٣(lŶi

− lYi)

)
+ χ٢

(
(mŶi

−mYi) +
١
٣(rŶi

− rYi)

)
(۶ . ۴)

آن گاه Ŷi = (mŶi
, sŶi

)T و Yi = (mYi , sYi)T اگر هم چنین می آیند. به دست
Ei = d(Ŷi, Yi) = (χ١ + χ٢)(mŶi

−mYi) +
١
٣(χ٢ − χ١)(sŶi

− sYi) (٧ . ۴)
به صورت باقی مانده ۴ . ١ نتیجه ی طبق نهایت در و

Ei = d(Ŷi, Yi) = mŶi
−mYi (٨ . ۴)

می شود. حاصل i = ١, . . . , n ازای به

رگرسیون ضرایب آوردن به دست برای آپایدین و کولا الگوریتم ٢ . ١ . ۴
فازی استوار

بدین صورت فازی استوار رگرسیون مدل ضرایب محاسبه ی برای را الگوریتمی ،[۴١] آپایدین و کولا
ضرایب و دقیق عددی X حالتی که برای گانه چند رگرسیون مدل یک ابتدا کردند: مطرح

٣Fuzzy Least Absolute Deviation



۵٣ فازی خطای فاصله های مجموع کمترین رگرسیون
افتاده دور مشاهده داده ها مجموعه در و هستند متقارن مثلثی فازی اعداد ،Y و رگرسیونی
فازی مربعات روشکمترین از رگرسیون مدل ضرایب سپس می شود. گرفته نظر در داریم،
باقی مانده ها محاسبه ی برای می آوریم. به دست را Ŷi فازی اعداد مقادیر و محاسبه معمولی
تابع از استفاده با سپس می کنیم. استفاده (٨ . ۴)‐(۶ . ۴) روابط در آمده به دست فاصله ی از
برآورد های نهایت، در و آمده به دست وزن ماتریس باقی مانده ها، برای شده تعریف عضویت
WLS برآورد های کلاسیک، رگرسیون برای می شوند. ساخته وزن ماتریس به وسیله ی WFLS

فازی، پارامتر های برآورد برای نیز نامه پایان این در ما شد. داده توضیح ٢ . ٢ . ١ بخش در
نظر در را W وزن Yi پهناهای و مراکز برای که این صورت به می کنیم؛ استفاده روش این از
باقی مانده  ها عضویت تابع محاسبه ی طریق از و است وزن ماتریس همان W که می گیریم؛
بسته صورت به به ترتیب پارامتر ها پهناهای و مراکز برآورد مقدار بنابراین می آید. به دست
به دست (j = ١, . . . , p) به ازای Âsj = (X ′WX)−١X ′WY sj و Âmj = (X ′WX)−١X ′WY mj

داده های تحت تأثیر که می آید به دست مدلی برآورد بنابراین پارامتر هاست. تعداد p که می آیند
کنید. مراجعه [١٨] به WFLS زمینه در بیشتر اطلاعات کسب برای نمی گیرد. قرار دورافتاده

است. آمده الگوریتم گام های زیر در

الگوریتم
پیشنهاد زیر به صورت FRR روش الگوریتم گام های شده، برآورد رگرسیون مدل های برای

.[۴١ ،٣] می شود
،(٣ . ٢) رابطه ی از باشد، متقارن مثلثی فازی عدد یک Yi = (mYi , sYi)T و دقیق xi وقتی :١ گام

می یابیم. را FLS اولیه برآورد
می کنیم. محاسبه را ها) Ei) باقیمانده ها و (mŶi

) فازی عدد مرکز برآورد مقادیر :٢ گام
می آوریم. به دست ،(٨ . ۴) رابطه ی از را باقیمانده ها

دستور از فاصله ها می کنیم. محاسبه باقیمانده ها مقدار قدرمطلق حسب بر را میانه :٣ گام
می آیند. به دست زیر

Di = ||abs(Ei)−median(abs(Ei))||, i = ١,٢, . . . , n (٩ . ۴)
است. اقلیدسی فاصله ||.|| که

می کنیم تعریف زیر شکل به را باقیمانده ها عضویت تابع :۴ گام

E =


١ abs(E) ≤ a

b−abs(E)
b−a a < abs(E) < b

٠ OW

(١٠ . ۴)

در شده معرفی تغییرپذیری استوار پارامتر ، d آن در که b = max(Di) + d و a = median(Di)

است. (۵ . ٢) معادله ی



فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۵۴
تشکیل را وزن ماتریس و کرده محاسبه ۴ گام از استفاده با را عضویت مقادیر :۵ گام
عضویت ها درجه آن، قطر روی عناصر که است قطری ماتریسی وزن، ماتریس می دهیم.

می آوریم. به دست وزن ماتریس طریق از را WFLS برآوردهای آن، از پس هستند.
٢ گام به این صورت غیر در می کنیم. متوقف را الگوریتم ،|Âk+١ − Â

k| < ϵ اگر :۶ گام
می شود. تعیین گیرنده تصمیم توسط که است کوچک عددی ،ϵ > ٠ می رویم.

توسط که است کوچکی بسیار عدد ϵ > ٠ و تکرار ها تعداد k رگرسیون، پارامتر های برآورد Â
است.) شده گرفته نظر در ، ϵ = ٠٫٠۵ اینجا در ) می شود تعیین گیرنده تصمیم

برازش نیکویی شاخص
d و کرده استفاده شد معرفی ٣ . ١ . ٢ بخش در که MPE برازش نیکویی شاخص از فصل این در
شاخص این تعریف با سپس کنید). رجوع ١ . ١٢ بخش (به می گیریم نظر در پور حسن فاصله را
خواهد داده نشان FLS مدل به نسبت مدل، این برتری آمده، به دست وزن های مقایسه ی و

شد.

عددی مثال های ٢ . ٢ . ۴
می رود. به کار پیشنهادی، روش کاربرد دادن نشان برای عددی مثال دو قسمت، این در

شده سازی شبیه داده های
نرمال توزیع با شده سازی شبیه داده های از مشاهده ٣٠ و مستقل متغیر ٣ شامل مسئله این
X٣ ∼ N(µ = ٣٢, σ = و X٢ ∼ N(µ = ۵٠, σ = ١٢) ،X١ ∼ N(µ = ٢٠, σ = ٣) طوری که به است
به عنوان و شده جایگزین y١۵ + ٢٠ با وابسته متغیر های در مشاهده ١۵‐امین می باشند. ١٣)
شده داده نشان ١ . ۴ جدول در داده ها مجموعه می شود. گرفته نظر در افتاده دور داده یک

است.
ضرایب دیاموند، فاصله ی با FLS فازی رگرسیون مدل طریق از داده، مجموعه این برای
و شده پیشنهادی الگوریتم وارد اولیه مقادیر به عنوان مقادیر این می شوند. برآورد رگرسیونی
si =

yi٨ (i = به صورت که پهنا ها و (yi ) مرکز و وابسته متغیر مقادیر به توجه با FRR تحلیل
وزن، ماتریس قطر روی عناصر و باقیمانده ها می گردند. محاسبه می شوند، تعریف ١,٢, . . . , n)
برنامه ای پیشنهادی، روش و FLS فازی رگرسیون مدل برای شده اند. داده نشان ١ . ۴ جدول در
جدول در رگرسیونی مدل برآورد های .[٣] می رود به کار و شده نوشته متمتیکا۴ افزار نرم در
اساس بر است، افتاده دور داده یک که مشاهده ١۵‐امین وزن ،١ . ۴ جدول در است. آمده ٢ . ۴

۴.Mathematica



۵۵ فازی خطای فاصله های مجموع کمترین رگرسیون

با پیشنهادی مدل و FLS مدل مقایسه و (Wi) وزن ها داده ها، مجموعه :١ . ۴ جدول
شده سازی شبیه داده های برای MPE شاخص به توجه

dPropdFLS ŶProp ŶFLS WPropWFLS (yi, si) x٣ x٢ x١ مشاهده
٣٫١٨ ۴٫٩۶ (١٢١٫۶٧, ١۵٫٢١) (١٢٣٫١٠, ١۵٫٣٩) ٠٫٩٧ ١ (١١٩٫١٣, ١۴٫٨٩) ٣٠٫۴٨ ۶۶٫۵٧ ٢۴٫٠٢ ١
١٫۵٨ ۴٫٨٩ (١٢١٫٣٩, ١۵٫١٧) (١٢۴٫٠۴, ١۵٫۵١) ١ ١ (١٢٠٫١٣, ١۵٫٠٢) ٣۴٫١٩ ۶۵٫٨۴ ٢١٫١۶ ٢
٣٫۶٨ ٣٫١٠ (٨٧٫٨٣, ١٠٫٩٨) (٨٨٫٢٩, ١١٫٠۴) ٠٫٩۶ ١ (٩٠٫٧٧, ١١٫٣۵) ٢۵٫۴٨ ٣٩٫٠٩ ٢١٫١٨ ٣
۵٫۴١ ٨٫٠٧ (۶٢٫۶۴, ٧٫٨٣) (۶۴٫٧٧, ٨٫١٠) ٠٫٩٢ ١ (۵٨٫٣٢, ٧٫٢٩) ٢٢٫٨٣ ٢٢٫٣٣ ١۴٫٨٨ ۴
٠٫١٨ ٣٫٨٩ (١٣٠٫٣٧, ١۶٫٣٠) (١٣٣٫۶٣, ١۶٫٧٠) ١ ١ (١٣٠٫۵٢, ١۶٫٣١) ٣٨٫۶١ ٧١٫۴۶ ٢٠٫۶٨ ۵
٢٫٢۶ ۴٫٠۵ (١٠۴٫۵۶, ١٣٫٠٧) (١٠۵٫٩٩, ١٣٫٢۵) ٠٫٩٩ ١ (١٠٢٫٧۶, ١٢٫٨۴) ٢۶٫۵٣ ۵۴٫۶٩ ٢٢٫٠۶ ۶
۶٫۴٣ ٣٫٠۵ (١٠۴٫٠٣, ١٣٫٠٠) (١٠۶٫٧٣, ١٣٫٣۴) ٠٫٩٠ ١ (١٠٩٫١٧, ١٣٫۶۵) ٣۴٫٩٨ ۵٠٫٢۴ ١٨٫٠٩ ٧
٠٫۶٩ ۴٫٨٠ (٨٣٫۴۴, ١٠٫۴٣) (٨۶٫٧٣, ١٠٫٨۴) ١ ١ (٨٢٫٨٩, ١٠٫٣۶) ١٩٫۵٣ ۴۵٫١٣ ١۶٫٩٩ ٨
۵٫٣٧ ۵٫٩٧ (٨٣٫١٨, ١٠٫۴٠) (٨٣٫۶۶, ١٠٫۴۶) ٠٫٩٢ ١ (٧٨٫٨٨, ٩٫٨۶) ٣٠٫١٠ ٣١٫۵٨ ١٩٫۴۴ ٩
٣٫٠٩ ٧٫٢۵ (١١١٫٢٧, ١٣٫٩١) (١١۴٫۶٠, ١۴٫٣٣) ٠٫٩۶ ١ (١٠٨٫٨٠, ١٣٫۶٠) ۴١٫۶٨ ۵٢٫۶۶ ١۶٫٨۴ ١٠
۴٫۵٧ ٣٫۵۶ (٧۶٫٢٧, ٩٫۵٣) (٧٧٫٠٧, ٩٫۶٣) ٠٫٩۴ ١ (٧٩٫٩٢, ٩٫٩٩) ٢٠٫۴٢ ٣٣٫۵١ ١٩٫٧٩ ١١
۶٫۶٢ ۶٫٠٧ (٩۶٫٠٩, ١٢٫٠١) (٩۶٫۵٣, ١٢٫٠٧) ٠٫٩٠ ١ (١٠١٫٣٩, ١٢٫۶٧) ٣٣٫٨١ ٣٩٫٩٣ ٢٠٫٨۴ ١٢
۵٫٢٩ ۵٫٧١ (١٠٢٫٢٢, ١٢٫٧٨) (١٠١٫٨٩, ١٢٫٧۴) ٠٫٩٣ ١ (١٠۶٫۴۵, ١٣٫٣١) ٢٨٫٩٣ ۴٧٫۵٠ ٢۴٫١٢ ١٣
۴٫٣٢ ٧٫٣۶ (١١١٫٣١, ١٣٫٩١) (١١٣٫٧۵, ١۴٫٢٢) ٠٫٩۵ ١ (١٠٧٫٨۶, ١٣٫۴٨) ٣١٫٠٢ ۵٩٫٠٧ ٢٠٫۵۴ ١۴

۴٩٫٢۴ ۴۵٫٢٣ (١٠١٫١٩, ١٢٫۶۵) (١٠۴٫۴٠, ١٣٫٠۵) ٠ ١ (١۴٠٫۵٨, ١٧٫۵٧) ٢٧٫٣۴ ۵۴٫۵١ ١٨٫٣٧ ١۵
۴٫٢٩ ٢٫٨٠ (۶٧٫۵٨, ٨٫۴۵) (۶۶٫٣٩, ٨٫٣٠) ٠٫٩۵ ١ (۶۴٫١۵, ٨٫٠٢) ۴٫٩٩ ٣٣٫٨۶ ٢۴٫٩٠ ١۶
١٫٨۵ ١٫٠۴ (١٢٠٫٨٣, ١۵٫١٠) (١٢٣٫١۴, ١۵٫٣٩) ١ ١ (١٢٢٫٣١, ١۵٫٢٩) ٣٠٫١٣ ۶٧٫٧٨ ٢٢٫۴٨ ١٧
٠٫٩٢ ٢٫٠٩ (١٢١٫٢٢, ١۵٫١۵) (١٢٢٫١۵, ١۵٫٢٧) ١ ١ (١٢٠٫۴٨, ١۵٫٠۶) ۵٠٫١١ ۵٠٫٣٩ ٢٠٫۶٩ ١٨
١٫٨٧ ۵٫١۵ (١٣۴٫۵٠, ١۶٫٨١) (١٣٧٫١٢, ١٧٫١۴) ١ ١ (١٣٣٫٠٠, ١۶٫۶٣) ۴٠٫۴٧ ٧٢٫۴۵ ٢٢٫٠١ ١٩
٢٫٨٧ ۴٫۶۴ (٨٣٫٠٢, ١٠٫٣٨) (٨۴٫۴۴, ١٠٫۵۶) ٠٫٩٨ ١ (٨٠٫٧٢, ١٠٫٠٩) ٢٧٫١٠ ٣۵٫۴٩ ١٨٫۴٨ ٢٠
٢٫۵٢ ٢٫۵۴ (٨٨٫٨١, ١١٫١٠) (٨٨٫٧٩, ١١٫١٠) ٠٫٩٩ ١ (٩٠٫٨٣, ١١٫٣۵) ٢٣٫۴٠ ۴٠٫۶١ ٢٢٫۵٧ ٢١
٨٫۴١ ٧٫٨١ (٩٨٫٢٢, ١٢٫٢٨) (٩٨٫٧١, ١٢٫٣۴) ٠٫٨۶ ١ (١٠۴٫٩۵, ١٣٫١٢) ٣۵٫٢۴ ۴٠٫٧٩ ٢٠٫٨١ ٢٢
٠٫١٧ ١٫٠٢ (٩٩٫١۵, ١٢٫٣٩) (١٠٠٫١١, ١٢٫۵١) ١ ١ (٩٩٫٢٩, ١٢٫۴١) ٢٧٫٠١ ۴٨٫٧١ ٢١٫٨٧ ٢٣
٢٫٠١ ۵٫١٨ (٨٢٫٠٧, ١٠٫٢۶) (٨۴٫۶١, ١٠٫۵٨) ١ ١ (٨٠٫۴۶, ١٠٫٠۶) ٢۵٫١٣ ٣٨٫٢٨ ١۶٫٨۶ ٢۴
١٫۴۴ ٣٫٣۶ (٩٧٫٧١, ١٢٫٢١) (٩۶٫١٨, ١٢٫٠٢) ١ ١ (٩٨٫٨۶, ١٢٫٣۶) ٣٢٫٧٢ ٣٨٫۴٣ ٢۴٫۶١ ٢۵
٢٫۶٣ ٠٫١٧ (٩٢٫٧٠, ١١٫۵٩) (٩٠٫٧٣, ١١٫٣۴) ٠٫٩٨ ١ (٩٠٫۵٩, ١١٫٣٢) ۴٨٫٣٠ ٢١٫۴۵ ٢١٫٣٠ ٢۶
۴٫۴۴ ١٫۶١ (۵۶٫۴٧, ٧٫٠۶) (۶١٫٣١, ٧٫۶۶) ٠٫٩۴ ١ (۶٠٫٠٢, ٧٫۵٠) −٠٫٧۶ ٣٩٫٩۴ ١۴٫٢۵ ٢٧
۴٫٧١ ٣٫٢۴ (١١۴٫۶۵, ١۴٫٣٣) (١١۵٫٨٣, ١۴٫۴٨) ٠.٩۴ ١ (١١٨٫۴٢, ١۴٫٨٠) ٣٩٫۶٠ ۵٣٫٠٩ ٢١٫۴١ ٢٨
۶٫١٣ ۶٫٣۵ (٩٢٫٧۴, ١١٫۵٩) (٩٢٫٩١, ١١٫۶١) ٠٫٩١ ١ (٨٧٫٨٣, ١٠٫٩٨) ١٨٫٩٠ ۴٧٫٧٩ ٢٣٫٨٢ ٢٩
١٫٩٨ ٢٫٣۶ (١١۴٫٧۶, ١۴٫٣۴) (١١۵٫٠۶, ١۴٫٣٨) ١ ١ (١١٣٫١٧, ١۴٫١۵) ۴۴٫٢٨ ۴٧٫٩٩ ٢١٫٩٢ ٣٠

۴٫٩٣٨ ۵٫۵٧٧ MPE

درجات پیشنهادی، روش از آمده به دست وزن های آمد. به دست صفر تقریبا پیشنهادی روش
می دهند. نشان مدل روی را مشاهدات اثر های عضویت ها این هستند. مشاهده هر عضویت
تابع از کوچکی درجات با افتاده دور داده های شده، داده نشان ١ . ۴ جدول در که همان طور
یک به نزدیک یا یک دیگر، مشاهدات عضویت درجات می گذارند. تأثیر مدل روی عضویت،

هستند. مهم رگرسیونی، مدل برآورد روی آن ها اثرات و بوده

برای همین طور و شد محاسبه دیاموند فاصله توسط که FLS روش برای ٢ . ۴ جدول در



فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۵۶
نیکویی شاخص از استفاده با شده اند. آورده رگرسیونی مدل برآوردهای پیشنهادی، روش
روش برای و ۵٫۵٨ معادل FLS روش برای MPE مقدار شد، معرفی ٢ . ١ . ۴ بخش در که برازش
پیشنهادی روش MPE مقدار شدن کمتر به توجه با بنابراین می آید. به دست ۴٫٩۴ پیشنهادی

. (١ . ۴ (جدول می شود مشخص پیشنهادی روش برتری ،FLS روش به

شده سازی شبیه داده های رگرسیونی مدل برآورد :٢ . ۴ جدول
رگرسیونی برآورد روش

ŷ = (١٢٫١٢١۴, ١٫۵١۵٢) + (٠٫۵٨١٩, ٠٫٠٧٢۶)x١ FLS

+(١٫٠۴١, ٠٫١٣٠١۴)x٢ + (٠٫٩٠٨۴, ٠٫١١٣۶)x٣
ŷ = (٣٫٩٣٠٣, ٠٫۴٩١٣) + (١٫٠٧٧١, ٠٫١٣۴٧)x١ پیشنهادی
+(٠٫٩۴٩٠٧, ٠٫١١٨۶)x٢ + (٠٫٩۴٢۵, ٠٫١١٧٧)x٣

پورتلند سیمان داده های
مورد آن شدن سفت حین در شده آزاد گرمای روی پورتلند سیمان ترکیب اثر مثال این در
مشاهده ١٣ با مسأله این شده اند. داده نمایش ٣ جدول در داده ها .[۶۵] می گیرد قرار بررسی
تری سیلیکات مقدار ،x٢ کلسیم، تری آلومینات مقدار ،xمی  باشد(١ مستقل متغیر ٣ شامل
سیمان گرم هر در شده آزاد گرمای مقدار (yi, si) و کلسیم تترا فریت آلومنو مقدار ،x٣ کلسیم،
به عنوان را وآن داده تغییر (۶٨,٧٫۴) به (٨٣٫٨,٧٫۴) از را وابسته متغیر مشاهده ١١‐ امین است).
جدول در پیشنهادی روش وزن های و داده ها مجموعه می گیریم. نظر در افتاده دور داده یک
مدل برآورد های پیشنهادی، روش و FLS روش برای ،۴ . ۴ جدول در و شده داده نشان ٣ . ۴
تقریبا پیشنهادی، روش در مشاهده، ١١‐ امین وزن ٣ . ۴ جدول در شده اند. آورده رگرسیونی
عضویت درجات می شوند، پیدا پیشنهادی روش نتیجه به عنوان که وزن هایی آمد. به دست صفر

می دهند. نشان مدل روی را مشاهدات اثرات عضویت ها، این هستند. مشاهده هر



۵٧ فازی خطای فاصله های مجموع کمترین رگرسیون

آپایدین و کولا مدل و FLS مدل ومقایسه (Wi) وزن ها داده ها، مجموعه :٣ . ۴ جدول
پورتلند سیمان مثال داده های برای شاخص به توجه با

dK.A dFLS ŶK.A ŶFLS WK.AWFLS (yi, si) x٣ x٢ x١ مشاهده
٠٫٢٣ ١٫۴٢ (٧٨٫٧٢, ۶٫٨٩) (٧٩٫٨۵, ۶٫٨٧) ١ ١ (٧٨٫۵, ۶٫٩) ۶ ٢۶ ٧ ١
٢٫۴٢ ٣٫٨٧ (٧٢٫٢۶, ۶٫٢١) (٧٠٫٧٢, ۶٫٢۶) ٠٫٩٣ ١ (٧۴٫٣, ۶٫۴) ١۵ ٢٩ ١ ٢
١٫۶٢ ١٫٨٩ (١٠۵٫۵٣, ٩٫۶٠) (١٠۵٫٧٩, ٩٫۶٠) ١ ١ (١٠۴٫٣, ٩٫۴) ٨ ۵۶ ١١ ٣
١٫۵٨ ١٫١٣ (٨٨٫٩٧, ٧٫٩١) (٨٨٫۴٧, ٧٫٩٣) ١ ١ (٨٧٫۶, ٧٫٨) ٨ ٣١ ١١ ۴
٠٫۵۴ ٢٫٣٨ (٩۵٫٩۴, ٨٫۶۵) (٩٧٫٨٧, ٨٫۶٠) ١ ١ (٩۵٫۵, ٨٫۶) ۶ ۵٢ ٧ ۵
۴٫٨٩ ۵٫٠٧ (١٠۵٫٠٣, ٩٫۵۴) (١٠۴٫٨١, ٩٫۵۶) ٠٫٧٣ ١ (١٠٩٫٢, ٩٫٩) ٩ ۵۵ ١١ ۶
١٫٢١ ٠٫٨٩ (١٠٣٫٧١, ٩٫۴٠) (١٠٢٫١١, ٩٫۴۵) ١ ١ (١٠٢٫٧, ٩٫٣) ١٧ ٧١ ٣ ٧
٢٫۶٧ ٣٫١٣ (٧۴٫٧۴, ۶٫۴٢) (٧٠٫٠٨, ۶٫۵۵) ١ ١ (٧٢٫۵, ۶٫٢) ٢٢ ٣١ ١ ٨
٢٫٧۵ ۴٫٩۶ (٩٠٫٩۶, ٨٫١٠) (٨٨٫۶١, ٨٫١٧) ٠٫٩٠ ١ (٩٣٫٣, ٨٫٣) ١٨ ۵۴ ٢ ٩
٠٫۴٩ ٠٫٨٧ (١١۵٫۴۵, ١٠٫۵٨) (١١۵٫٠۵, ١٠٫۶١) ١ ١ (١١۵٫٩, ١٠٫۶) ۴ ۴٧ ٢١ ١٠
١٣٫۵٩ ٨٫۴٧ (٨٠٫٨۶, ٧٫٠۴) (٧۶٫٠٣, ٧٫١٨) ٠ ١ (۶٨, ٧٫۴) ٢٣ ۴٠ ١ ١١
١٫۶٢ ١٫۴٨ (١١٢٫٣٢, ١٠٫٢٨) (١١٢٫۴٣, ١٠٫٢٩) ١ ١ (١١٣٫٣, ١٠٫۶) ٩ ۶۶ ١١ ١٢
٣٫١١ ٣٫٩۴ (١١١٫٨٢, ١٠٫٢۵) (١١٢٫۶٧, ١٠٫٢٣) ٠٫٩٠ ١ (١٠٩٫۴, ٩٫٩) ٨ ۶٨ ١٠ ١٣
٢٫٨٢ ٣٫٠٣ MPE

از کوچکی درجه با دور افتاده داده ی است مشاهده قابل ٣ . ۴ جدول در که همان طور
یک به نزدیک یا یک مشاهدات، سایر عضویت درجه می گذارد. تأثیر مدل روی عضویت،
مقدار بودن کمتر هم مثال این در دارند. رگرسیونی مدل برآورد روی مهمی اثر که هستند
٣٫٠٣ معادل که FLS روش MPE مقدار به آمد دست به ٢٫٨٢ که پیشنهادی روش MPE

.(٣ . ۴ (جدول می باشد FLS روش به پیشنهادی روش برتری دهنده نشان است،

پورتلند سیمان مثال داده های رگرسیونی مدل برآورد :۴ . ۴ جدول
رگرسیونی برآورد روش

ŷ = (۵٣٫۵٣,٣٫٧٩۶) + (١٫۴٣, ٠٫١٧٠)x١ FLS

+(٠٫۶٩, ٠٫٠۶۶)x٢ + (−٠٫٢٨, ٠٫٠٢٣)x٣
ŷ = (۴٨٫٩٣٨۵,٣٫٩٢۴۴) + (١٫۶۵٣۶, ٠٫١۶٣۶)x١ آپایدین و کولا
+(٠٫۶۶٢٢, ٠٫٠۶٧)x٢ + (٠٫١۶۴٢, ٠٫٠١٠۵)x٣

مثال دو در می کند. پیدا ادامه پارامتر ها برای مطلوب دقت یک به رسیدن تا الگوریتم این
و کولا پیشنهادی استوار رگرسیون روش از آمده به دست وزن های فصل، این در شده مطرح
همان طور .(٣ . ۴ و ١ . ۴ (جداول شده اند مقایسه هم با دوم توان های حداقل رگرسیون و آپایدین
آپایدین و کولا پیشنهادی روش در افتاده دور داده های می شود، مشاهده جداول این در که
بیان مثال ها در که همانطور و برخوردارند FLS روش به نسبت کمتری وزن های از بوضوح
می کند. مشخص FLS روش به نسبت را روش این برتری MPE برازش نیکویی شاخص شد
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رگرسیون ضرایب آوردن به دست برای پیشنهادی الگوریتم ٢ . ٣ . ۴
فازی استوار

شیوه ی اساس بر ابتدا الگوریتم این در است. آپایدین و کولا الگوریم شده ی اصلاح الگوریتم این
گام در حسن پور متر از استفاده با (FLAD) فازی خطای قدرمطلق مجموع کمترین رگرسیون
عضویت تابع معرفی با و پرداخته مدل اولیه ضرایب محاسبه به آپایدین، و کولا الگوریتم اول
برای می آوریم. به دست رگرسیونی مدل یک الگوریتم، چهارم گام در ها باقیمانده برای جدید
این در شده مطرح دیگر روش های به نسبت پیشنهادی روش این بهتر عملکرد دادن نشان

می شود. ارائه حاصل مقایسات و نتایج و مطرح مثالی پایان نامه،

الگوریتم
در و باشد متقارن مثلثی فازی عدد یک Yi و دقیق xi وقتی چندگانه، رگرسیون تحلیل در
شده، برآورد رگرسیون مدل های برای باشیم، داشته افتاده دور مشاهده داده ها، مجموعه

.[٢] می شود پیشنهاد زیر به صورت پیشنهادی الگوریتم
است: زیر گام های دارای الگوریتم این الگوریتم:

،(٣ . ۴) رابطه ی از باشد، مثلثی فازی عدد یک Yi = (mYi , lYi , rYi)T و دقیق xi وقتی ١ گام
می یابیم. را FLAD اولیه برآورد

باقیمانده ها می شوند. محاسبه (Ei) باقیمانده ها و (mŶi
) فازی عدد مرکز برآورد مقادیر ٢ گام

به دست می آوریم. ،٨ . ۴ رابطه ی از را
زیر دستور از را فاصله ها می شود. تعیین باقیمانده ها مقدار قدرمطلق حسب بر میانه ٣ گام

می کنیم محاسبه
Di = ||abs(Ei)−median(abs(Ei))||, i = ١,٢, . . . , n (١١ . ۴)

است. اقلیدسی فاصله ||.|| که
می کنیم تعریف زیر شکل به باقیمانده ها برای را جدید عضویت تابع ۴ گام

E =


١ abs(E) ≤ a

e−
(
abs(E)−a

d

)٢
abs(E) > a

(١٢ . ۴)

.a = median(Di) آن در که
عضویت تابع هر برای وزن ماتریس  و کرده محاسبه ۴ گام از استفاده با را عضویت مقادیر ۵ گام
ماتریس هایی وزن، ماتریس های این می دهیم. تشکیل را شد معرفی ۴ گام در که
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مدل سازی روش چند مقایسه و پورتلند سیمان داده های مجموعه :۵ . ۴ جدول
MPE شاخص و وزن ها اساس بر فازی رگرسیونی

d٣ d٢ d١ W٣ W٢ W١ (yi, si) x٣ x٢ x١ مشاهده
٠٫٣۵٠ ٠٫١٨٢ ۴٠٧٫١٢٧ ١ ١ ١ (٧٨٫۵, ۶٫٩) ۶ ٢۶ ٧ ١
١۴٫٠٨٢ ۴٫٠۵۶ ٢۶٠٫١۵۴ ٠٫٠٠٧ ٠٫٨٨۴ ١ (٧۴٫٣, ۶٫۴) ١۵ ٢٩ ١ ٢
٠٫٩٠٩ ١٫٩٩۵ ٠٫٣۵٠ ٠٫٩٠١ ٠٫٩۶۶ ١ (١٠۴٫٣, ٩٫۴) ٨ ۵۶ ١١ ٣
٠٫٣٧٧ ٢٫٢۴۶ ۶٧٫۴۵۶ ٠٫٩٨۵ ٠٫٩۶١ ١ (٨٧٫۶, ٧٫٨) ٨ ٣١ ١١ ۴
٠٫٠١۶ ٠٫۴٩۴ ١۴١٫٢۵١ ١ ١ ١ (٩۵٫۵, ٨٫۶) ۶ ۵٢ ٧ ۵

٢٠٫٧۴٨ ١۶٫١۶١ ٢٢٫٠٨١ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٧١٨ ١ (١٠٩٫٢, ٩٫٩) ٩ ۵۵ ١١ ۶
٠٫٠٠٠ ١٫١٢٠ ٣٨٫۴۵۶ ١ ١ ١ (١٠٢٫٧, ٩٫٣) ١٧ ٧١ ٣ ٧
٠٫٠٠١ ۴٫٣١١ ٠٫٠٢۴ ٠٫٩٩٣ ٠٫٩٢۵ ١ (٧٢٫۵, ۶٫٢) ٢٢ ٣١ ١ ٨

١۴٫٣٩٩ ۵٫۵١٠ ۵٫۴۶٣ ٠٫٠٠۶ ٠٫٨۵٣ ١ (٩٣٫٣, ٨٫٣) ١٨ ۵۴ ٢ ٩
٠٫٠۶١ ٠٫٠٧٧ ١٣٫٢٢۶ ١ ١ ١ (١١۵٫٩, ١٠٫۶) ۴ ۴٧ ٢١ ١٠

١١۴٫٠١۴ ١۶١٫٠٩٨ ٢٢۵٫٧٠٨ ٠ ٠٫٠٣١٣ ١ (۶٨, ٧٫۴) ٢٣ ۴٠ ١ ١١
١٫٣۵٣ ٠٫۶۶٩ ٣٫۶٣٩ ٠٫٨١۵١ ٠٫٩٩ ١ (١١٣٫٣, ١٠٫۶) ٩ ۶۶ ١١ ١٢
۵٫۵١٢ ۶٫٩٩٠ ٧٫٩۴۴ ٠٫١٢ ٠٫٨۶١ ١ (١٠٩٫۴, ٩٫٩) ٨ ۶٨ ١٠ ١٣

١٣٫٢١٧١ ١۵٫٧۶٢ ٩١٫٧۶ MPE

برآوردهای آن، از پس می باشند. عضویت ها درجه قطرها، روی عناصر که هستند قطری
به دست می آوریم. وزن ماتریس های این طریق از را WFLAD

بروید. ٢ گام به این صورت غیر در کنید. متوقف را الگوریتم ،|Âk+١ − Â
k| < ϵ اگر ۶ گام

که است کوچکی بسیار عدد ϵ > ٠ و تکرار ها تعداد k رگرسیون، پارامتر های برآورد Â
شد). گرفته نظر در ϵ = ٠٫٢ اینجا (در می شود تعیین گیرنده تصمیم توسط

برازش نیکویی معیار
بیان (۵ . ١) معادله ی در که (d)موزون فاصله با MPE برازش نیکویی شاخص از فصل این در
دو از آمده به دست وزن های مقایسه ی و شاخص این تعریف با سپس می کنیم. استفاده شد
نشان را [٣] آپایدین و کولا مدل و FLS مدل به نسبت پیشنهادی، مدل برتری الگوریتم،

داد. خواهیم

کاربردی مثال ۴ . ٢ . ۴
و ٢ . ٢ . ۴ بخش زیر در شده مطرح [۶۵] پورتلند سیمان داده های مجدد بررسی با بخش این در
می  شود. روشن تر فصل این در شده ارائه مدل عملکرد برتری روش، چند بین مقایسات انجام
به ، (W٣, d٣) و (W٢, d٢) (W١, d١) جدول این در شده اند. داده نمایش ۵ . ۴ جدول در داده ها



فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۶٠
آپایدین و کولا خطا، قدرمطلق کمترین روش های از آمده بدست های فاصله و وزن ها ترتیب

است. پیشنهادی روش و

های شیوه به پورتلند سیمان مثال داده های رگرسیونی مدل برآورد :۶ . ۴ جدول
مختلف

روش رگرسیونی برآورد
فازی قدرمطلق کمترین ŷ = (٠٫٢٨, ٠٫١۵) + (٣٫١۵, ٠٫٣۴)x١

+(٠٫٩۶, ٠٫٠۶)x٢ + (١٫٧٧, ٠٫١٧)x٣
همکاران و رحیمیان ŷ = (۴٩٫١٣,٣٫٩٢) + (١٫۶٣, ٠٫١۵)x١

+(٠٫۶۶, ٠٫٠٧)x٢ + (٠٫١۴, ٠٫٠١)x٣
پیشنهادی ŷ = (۴٧٫٩١,٣٫٨٢) + (١٫۶٧, ٠٫١۶)x١

+(٠٫۶٧, ٠٫٠٧)x٢ + (٠٫٠٨, ٠٫٠٠١)x٣

نشان فوق، در شده اشاره مختلف های روش با را رگرسیونی مدل های ضرایب ۶ . ۴ جدول
روش برتری رگرسیونی، مدل های مختلف های شیوه از آمده بدست وزن های نتایج می  دهد.
می مشاهده که همانطور می دهد. نشان افتاده دور های داده به دهی وزن کم در را پیشنهادی
روش هستیم، مطلع آن بودن پرت از که یازدهم داده به روش ۴ بین در را وزن کمترین کنید
های روش میان در را MPE مقدار کمترین پیشنهادی روش همچنین دهد. می پیشنهادی
ها، داده بین در که زمانی استوار، روش این مناسبت بر است دیگری تایید که داراست دیگر

دارد. وجود دورافتاده داده



پیشنهادات و نتیجه گیری

نتیجه گیری

طرف از و باشد داشته وجود دورافتاده مشاهدات یا مشاهده داده ها مجموعه بین در گاه هر
معمول روش های از خوبی برآوردهای نباشد، دقیق آن ها به مربوط مشاهدات یا متغیرها دیگر
پایان این در کرد. استفاده فازی استوار جایگزین روش های از باید و شد نخواهد حاصل LS

وابسته، متغیر مشاهدات زمانی که چندگانه خطی رگرسیون مدل برآورد محاسبه ی برای نامه
استوار رگرسیون تحلیل یک از باشد داشته وجود دورافتاده داده ی داده ها مجموعه ی در و فازی
استفاده با باقیمانده ها روش، این در می شود. پیشنهاد تکراری روش یک و شده استفاده فازی
برای شده تعریف استوار عضویت توابع از استفاده با سپس و شده محاسبه OM شاخص از
برای مطلوب دقت یک به رسیدن تا الگوریتم می شود. ساخته W وزن ماتریس باقیمانده ها،

می یابد. ادامه پارامترها

دو به برآوردها یافتن برای به ترتیب حسن پور و دیاموند فاصله ی دو از نامه، پایان این در
تفصیل به که شد استفاده ۴ گام در عضویت تابع نوع دو از و ١ گام در FLA و FLS شیوه ی
شد حاصل نتایج این شده مطرح مثال های بررسی با و گرفت قرار بررسی مورد ۴ فصل در
به که کمتری وزن به علت شد بیان ٢ . ١ . ۴ قسمت در که فازی استوار رگرسیون روش (١ که
نیکویی معیار مقدار شدن کمتر به علت همینطور و می دهد دورافتاده مشاهدات باقیمانده های
پیشنهادی فازی استوار رگرسیون روش دارد.٢) برتری FLS روش به نسبت آن MPE برازش
برتری و دورافتاده مشاهدات باقیمانده های کمتر وزن دلیل به نیز شد بیان ٢ . ٣ . ۴ قسمت در که
ازمقایسات که نتیجه ای مهم ترین و دارد. برتری FLA روش به نسبت ،MPE شاخص مقدار
روش به ٢ . ٣ . ۴ قسمت در ما پیشنهادی استوار رگرسیون روش (٣ که است این می گیریم روش ها
داده های باقیمانده های هم چون دارد؛ برتری ٢ . ١ . ۴ قسمت در شده بحث استوار رگرسیون

است. کمتری مقدار MPE شاخص هم و دارند کمتری وزن روش این در دورافتاده



فازی مجموعه های رتبه بندی پایه ی بر فازی استوار رگرسیون تحلیل ۶٢

پیشنهادات
مقایسه ی و ٢ . ٢ بخش در شده مطرح استوار توابع شکل به باقیمانده ها عضویت تابع تغییر .١

نتایج.
قدر وکمترین دوم توان های کمترین روش های به جای امکانی رگرسیون روش بردن به کار .٢

نتایج. مقایسه ی و فازی مطلق
رگرسیونی، ضرایب و فازی مستقل، متغیرهای حالتی که برای رگرسیونی روش این استفاده .٣

شوند. گرفته نظر در فازی پاسخ متغیر و مستقل متغیرهای هم یا و دقیق
مدل. ضرایب برآورد محاسبه ی و [٢٧] وگین گیلده چون دیگری فازی فواصل بردن به کار .۴



آ  پیوست
متمتیکا در شده نوشته برنامه های

۴ فصل مثال های به مربوط برنامه ی

داده های مجموعه با یکسانی برنامه های ٢ . ٢ . ۴ و ٢ . ٢ . ۴ مثال های که است ذکر به لازم
می آوریم. را ٢ . ٢ . ۴ مثال به مربوط برنامه بخش این در دارند. متفاوت

X = Import["C:\\Users\\TOPCO\\Desktop\\\

andishe amari\\mathematica and \

excell\\xu and lee.xlsx", {"Data", 1}];

A = {a0, a1, a2, a3};

L = {l0, l1, l2, l3};

R = {r0, r1, r2, r3};

n = 13;

p = 3;

P = NMinimize[

Sum[(Sum[A[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 5]])^2 +



متمتیکا در شده نوشته برنامه های ۶۴
(Sum[A[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] -

Sum[L[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 5]] +

X[[i, 6]])^2 + (Sum[A[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] +

Sum[R[[j]]*X[[i, j]],

{j, 1, p + 1}] - X[[i, 5]] - X[[i, 6]])^2, {i, 1,

n}], Join[A, L, R]]

Z = Table[f, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

Z[[i]] = (P[[2, 1, 2]]*X[[i, 1]] + P[[2, 2, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 3, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 4, 2]]*X[[i, 4]]) - X[[i, 5]]]

DD1 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

DD1[[i]] = Norm[Abs[Z[[i]]] - Median[Abs[Z]]]; ]

dd1 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, dd1[[i]] = Abs[Z[[i]] - Median[Z]]];

ddd1 = Median[dd1]/0.6745;

aa1 = Median[DD1];

bb1 = Max[DD1] + ddd1;

W = Table[g, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, W[[i]] = Piecewise[{{1, Abs[Z[[i]]] <= aa1},

{(bb1 - Abs[Z[[i]]])/(bb1 - aa1),

aa1 < Abs[Z[[i]]] < bb1}, {0, Abs[Z[[i]]] > bb1}}]]

WW = DiagonalMatrix[W];

XX =

Import[

"C:\\Users\\TOPCO\\Desktop\\andishe amari\\mathematica and \

excell\\xu and lee.xlsx",

{"Data", 2}];

MatrixForm[XX];

TXX = Transpose[XX];



۶۵
betahatm1 = Inverse[TXX . WW . XX] . TXX . WW . X[[All, 5]]

betahats1 = Inverse[TXX . WW . XX] . TXX . WW . X[[All, 6]]

Z2 = Table[f, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

Z2[[i]] = (betahatm1[[1]]*X[[i, 1]] + betahatm1[[2]]*X[[i, 2]] +

betahatm1[[3]]*X[[i, 3]] + betahatm1[[4]]*X[[i, 4]]) -

X[[i, 5]]]

DD2 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

DD2[[i]] = Norm[Abs[Z2[[i]]] - Median[Abs[Z2]]]; ]

dd2 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, dd2[[i]] = Abs[Z2[[i]] - Median[Z2]]];

ddd2 = Median[dd2]/0.6745;

aa2 = Median[DD2];

bb2 = Max[DD2] + ddd2;

W2 = Table[g, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, W2[[i]] = Piecewise[{{1, Abs[Z2[[i]]] <= aa2},

{(bb2 - Abs[Z2[[i]]])/(bb2 - aa2),

aa2 < Abs[Z2[[i]]] < bb2}, {0, Abs[Z2[[i]]] > bb2}}]]

WW2 = DiagonalMatrix[W2];

betahatm2 = Inverse[TXX . WW2 . XX] . TXX . WW2 . X[[All, 5]]

betahats2 = Inverse[TXX . WW2 . XX] . TXX . WW2 . X[[All, 6]]

Norm[betahatm2 - betahatm1]

Norm[betahats2 - betahats1]

شده، گرفته نظر در ϵ > ٠ آستانه ی مقدار از کوچکتر بالا عبارت تا می یابد ادامه حلقه این و
.(٢ . ١ . ۴ الگوریتم ۶ (گام شود.

به صورت حسن پور فاصله با MPE برازش نیکویی شاخص محاسبه ی به مربوط برنامه ی
است: زیر



متمتیکا در شده نوشته برنامه های ۶۶
yhatfls = Array[sd, {n, 3}];

For[i = 1, i <= n, i++,

yhatfls[[i, 1]] = P[[2, 1, 2]] + P[[2, 2, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 3, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 4, 2]]*X[[i, 4]];

yhatfls[[i, 2]] =

P[[2, 5, 2]] + P[[2, 6, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 7, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 8, 2]]*X[[i, 4]];

yhatfls[[i, 3]] =

P[[2, 9, 2]] + P[[2, 10, 2]]*X[[i, 2]] + P[[2, 11, 2]]*X[[i, 3]] +

P[[2, 12, 2]]*X[[i, 4]]; ];

d = Array[k, {n, 1}];

For[i = 1, i <= n, i++,

d[[i, 1]] =

Abs[X[[i, 5]] - yhatfls[[i, 1]]] +

Abs[X[[i, 6]] - yhatfls[[i, 2]]] + Abs[X[[i, 6]] - yhatfls[[i, 2]]]

];

MPEfls = (1/n)*Sum[d[[i, 1]], {i, 1, n}]

yhatprop = Array[f, {n, 2}];

For[i = 1, i <= n, i++,

yhatprop[[i, 1]] = betahatm3[[1]] + betahatm4[[2]]*X[[i, 2]] +

betahatm4[[3]]*X[[i, 3]] + betahatm4[[4]]*X[[i, 4]];

yhatprop[[i, 2]] =

betahats4[[1]] + betahats4[[2]]*X[[i, 2]] +

betahats4[[3]]*X[[i, 3]] +

betahats4[[4]]*X[[i, 4]]; ]

dd = Array[k, {n, 1}];

For[i = 1, i <= n, i++,

dd[[i, 1]] = Abs[X[[i, 5]] - yhatprop[[i, 1]]] +

Abs[X[[i, 6]] - yhatprop[[i, 2]]] +



۶٧
Abs[X[[i, 6]] - yhatprop[[i, 2]]]];

MPEprop = (1/n)*Sum[dd2[[i, 1]], {i, 1, n}]

٢ . ٣ . ۴ بخش روش برنامه ی
X = Import["C:\\Users\\TOPCO\\Desktop\\\

andishe amari\\mathematica and \

excell\\xu and lee.xlsx", {"Data", 1}];

A = {a0, a1, a2, a3};

L = {l0, l1, l2, l3};

R = {r0, r1, r2, r3};

n = 13;

p = 3;

P1 = NMinimize[

Sum[Abs[Sum[A[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 5]]] +

Abs[Sum[L[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 6]]] +

Abs[Sum[R[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 6]]], {i,

1, n}], Join[A, L, R]]

Z = Table[f, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

Z[[i]] = (P[[2, 1, 2]]*X[[i, 1]] + P[[2, 2, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 3, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 4, 2]]*X[[i, 4]]) - X[[i, 5]]]

DD1 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

DD1[[i]] = Norm[Abs[Z[[i]]] - Median[Abs[Z]]]; ]

dd1 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, dd1[[i]] = Abs[Z[[i]] - Median[Z]]];

ddd1 = Median[dd1]/0.6745;

aa1 = Median[DD1];

bb1 = Max[DD1] + ddd1;



متمتیکا در شده نوشته برنامه های ۶٨
W = Table[g, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, W[[i]] = Piecewise[{{1, Abs[Z[[i]]] <= aa1},

{(bb1 - Abs[Z[[i]]])/(bb1 - aa1),

aa1 < Abs[Z[[i]]] < bb1}, {0, Abs[Z[[i]]] > bb1}}]]

WW = DiagonalMatrix[W];

XX =

Import[

"C:\\Users\\TOPCO\\Desktop\\andishe amari\\mathematica and \

excell\\xu and lee.xlsx",

{"Data", 2}];

MatrixForm[XX];

TXX = Transpose[XX];

betahatm1 = Inverse[TXX . WW . XX] . TXX . WW . X[[All, 5]]

betahats1 = Inverse[TXX . WW . XX] . TXX . WW . X[[All, 6]]

Z2 = Table[f, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

Z2[[i]] = (betahatm1[[1]]*X[[i, 1]] + betahatm1[[2]]*X[[i, 2]] +

betahatm1[[3]]*X[[i, 3]] + betahatm1[[4]]*X[[i, 4]]) -

X[[i, 5]]]

DD2 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

DD2[[i]] = Norm[Abs[Z2[[i]]] - Median[Abs[Z2]]]; ]

dd2 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, dd2[[i]] = Abs[Z2[[i]] - Median[Z2]]];

ddd2 = Median[dd2]/0.6745;

aa2 = Median[DD2];

bb2 = Max[DD2] + ddd2;

W2 = Table[g, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, W2[[i]] = Piecewise[{{1, Abs[Z2[[i]]] <= aa2},

{(bb2 - Abs[Z2[[i]]])/(bb2 - aa2),



۶٩
aa2 < Abs[Z2[[i]]] < bb2}, {0, Abs[Z2[[i]]] > bb2}}]]

WW2 = DiagonalMatrix[W2];

betahatm2 = Inverse[TXX . WW2 . XX] . TXX . WW2 . X[[All, 5]]

betahats2 = Inverse[TXX . WW2 . XX] . TXX . WW2 . X[[All, 6]]

Norm[betahatm2 - betahatm1]

Norm[betahats2 - betahats1]

٢ . ٣ . ۴ الگوریتم ۶ گام شدن محقق تا حلقه ادامه ی

موزون فاصله ی با MPE محاسبه ی برنامه ی
yhatfls = Array[sd, {n, 3}];

For[i = 1, i <= n, i++,

yhatfls[[i, 1]] = P[[2, 1, 2]] + P[[2, 2, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 3, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 4, 2]]*X[[i, 4]];

yhatfls[[i, 2]] =

P[[2, 5, 2]] + P[[2, 6, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 7, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 8, 2]]*X[[i, 4]];

yhatfls[[i, 3]] =

P[[2, 9, 2]] + P[[2, 10, 2]]*X[[i, 2]] + P[[2, 11, 2]]*X[[i, 3]] +

P[[2, 12, 2]]*X[[i, 4]]; ];

d2 = Array[k, {n, 1}];

For[i = 1, i <= n, i++, d2[[i, 1]] = (yhatfls[[i, 1]] - X[[i, 5]])^2 +

(1/6)*(yhatfls[[i, 2]] - X[[i, 6]])^2]

MPEfls = (1/n)*Sum[d2[[i, 1]], {i, 1, n}]

yhatprop = Array[f, {n, 2}];

For[i = 1, i <= n, i++,

yhatprop[[i, 1]] = betahatm3[[1]] + betahatm4[[2]]*X[[i, 2]] +

betahatm4[[3]]*X[[i, 3]] + betahatm4[[4]]*X[[i, 4]];

yhatprop[[i, 2]] =



متمتیکا در شده نوشته برنامه های ٧٠
betahats4[[1]] + betahats4[[2]]*X[[i, 2]] +

betahats4[[3]]*X[[i, 3]] +

betahats4[[4]]*X[[i, 4]]; ]

dd2 = Array[k, {n, 1}];

For[i = 1, i <= n, i++,

dd2[[i, 1]] = (yhatprop[[i, 1]] - X[[i, 5]])^2 +

(1/6)*(yhatprop[[i, 2]] - X[[i, 6]])^2];

MPEprop = (1/n)*Sum[dd2[[i, 1]], {i, 1, n}]

[٣] روش برنامه ی
X = Import[

"C:\\Users\\TOPCO\\Desktop\\andishe amari\\mathematica and \

excell\\xu and lee.xlsx",

{"Data", 1}];

A = {a0, a1, a2, a3};

L = {l0, l1, l2, l3};

R = {r0, r1, r2, r3};

n = 13;

p = 3;

P = NMinimize[

Sum[Abs[Sum[A[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 5]]] +

Abs[Sum[L[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 6]]] +

Abs[Sum[R[[j]]*X[[i, j]], {j, 1, p + 1}] - X[[i, 6]]], {i,

1, n}], Join[A, L, R]]

Z = Table[f, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++,

Z[[i]] = (P[[2, 1, 2]]*X[[i, 1]] + P[[2, 2, 2]]*X[[i, 2]] +

P[[2, 3, 2]]*X[[i, 3]] + P[[2, 4, 2]]*X[[i, 4]]) - X[[i, 5]]]

DD1 = Table[d, {n}];



٧١
For[i = 1, i <= n, i++,

DD1[[i]] = Norm[Abs[Z[[i]]] - Median[Abs[Z]]]; ]

dd1 = Table[d, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, dd1[[i]] = Abs[Z[[i]] - Median[Z]]];

ddd1 = Median[dd1]/0.6745;

aa1 = Median[DD1];

bb1 = Max[DD1] + ddd1;

W = Table[g, {n}];

For[i = 1, i <= n, i++, W[[i]] = Piecewise[{{1, Abs[Z[[i]]] <= aa1},

{Exp[-((aa1 - Abs[Z[[i]]])/ddd1)^2], aa1 < Abs[Z[[i]]]}}]]

WW = DiagonalMatrix[W];

XX =

Import[

"C:\\Users\\TOPCO\\Desktop\\andishe amari\\mathematica and \

excell\\xu and lee.xlsx", {"Data", 2}];

MatrixForm[XX];

TXX = Transpose[XX];

Norm[betahatm2 - betahatm1]

Norm[betahats2 - betahats1]

٢ . ٣ . ۴ الگوریتم ۶ گام شدن محقق تا حلقه ادامه ی

می باشد. قبل مرحله ی مانند نیز حالت این در موزون فاصله با MPE محاسبه ی برنامه ی

٢ . ٢ شکل های رسم به مربوط برنامه ی
هوبر ρ الف.تابع

f2[u_] = Piecewise[{{u^2/2, -1.5 <= u <= 1.5}, {1.5*Abs[u] - 1.5^2/2,

u < -1.5 && u > 1.5}}]

همپل ρ تابع ب.



متمتیکا در شده نوشته برنامه های ٧٢
e = 1.7; f = 3.4; g = 8.5;

f7[u_] = Piecewise[{{u^2/2, -e <= u <= e}, {e*Abs[u] -

e^2/2, -f <= u <= -e &&

Inequality[e, Less, u, LessEqual,

f]}, {e*((e*Abs[u] - u^2/2)/(g - f)) - (7*e^2)/6,

Inequality[-g, LessEqual, u, Less, -f] &&

Inequality[f, Less, u, LessEqual, g]}, {e*(f + g - e),

u < g && u > g}}]

اندروز ρ اج.تابع
a = 1.5; b = 2.1;

f3[u_] = Piecewise[{{a*(1 - Cos[u/a]), (-a)*Pi <= u <= a*Pi}, {2*a,

u < (-a)*Pi && u > a*Pi}}]

f4[u_] = Piecewise[{{b*(1 - Cos[u/a]), (-b)*Pi <= u <= b*Pi}, {2*b,

u < (-b)*Pi && u > b*Pi}}]

توکی ρ د.تابع
c = 5; d = 6;

f5[u_] = Piecewise[{{u^2/2 - u^2/(4*c^2), -c <= u <= c}, {c^2/4,

u < -c && u > c}}]

f6[u_] = Piecewise[{{u^2/2 - u^2/(4*d^2), -d <= u <= d}, {d^2/4,

u < -d && u > d}}]

ρبالا توابع همه ی رسم برنامه ی
Plot[f1[u], {u, 0, 10}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[f2[u], {u, 0, 10}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[f3[u], {u, 0, 10}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[f5[u], {u, 0, 10}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[f7[u], {u, 0, 10}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[{f1[u], f2[u], f4[u], f5[u], f6[u]}, {u, 0, 2.5},

PlotLegends -> "Expressions"]

هوبر ψ الف.تابع



٧٣
s2[z_] = Piecewise[{{-1.5, z < -1.5}, {z, Abs[z] <= 1.5}, {1.5,

z > 1.5}}]

همپل ψ ب.تابع
a = 1.7; b = 3.4; c = 8.5;

s3[z_] = Piecewise[{{Abs[z],

Inequality[0, LessEqual, Abs[z], Less, a]}, {a,

a <= Abs[z] <= b}, {a*((c - Abs[z])/(c - b)),

b <= Abs[z] <= c}, {0, c <= Abs[z]}}]

اندروز ψ ج.تابع
k1 = 1.5; k2 = 2.1;

s4[z_] = Piecewise[{{Sin[z/k1], Abs[z] <= k1*Pi}, {0, Abs[z] > k1*Pi}}]

s5[z_] = Piecewise[{{Sin[z/k2], Abs[z] <= k2*Pi}, {0,

Abs[z] > k2*Pi}}]

توکی ψ د.تابع
k3 = 5; k4 = 6;

s6[z_] = Piecewise[{{z*(1 -

TextCell[

RawBoxes[

Cell[BoxData[\(TraditionalForm\` \(\((z \/ k3)\) \^

2\)\)]]]])^2, Abs[z] <= k3}, {0, Abs[z] > k3}}]

s7[z_] = Piecewise[{{z*(1 -

TextCell[

RawBoxes[

Cell[BoxData[\(TraditionalForm\` \(\((z \/ k4)\) \^

2\)\)]]]])^2, Abs[z] <= k4}, {0, Abs[z] > k4}}]

هوبر ψ الف.تابع بالا ψ توابع همه رسم برنامه ی
Plot[s1[z_], {z, -2, 3}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[s2[z_], {z, -2, 3}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[s3[z_], {z, -2, 3}, PlotLegends -> "Expressions"]



متمتیکا در شده نوشته برنامه های ٧۴
Plot[s5[z_], {z, -2, 3}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[s7[z_], {z, -2, 3}, PlotLegends -> "Expressions"]

Plot[{s1[z_], s2[z_], s3[z_], s5[z_], s7[z_]}, {z, -2.5, 2.5},

PlotLegends -> "Expressions"]



مراجع
رگرسیون مدل های ضرایب برآورد ارشد:” کارشناسی نامه پایان ،(١٣٩۵) م، اسدالهی، [١]
دانشگاه فازی”، غیر و فازی مستقل متغیرهای و فازی وابسته متغیر اساس بر خطی

بیرجند.
بر فازی استوار رگرسیون ”تحلیل (١٣٩۶) د، شاهسونی و ا. رحیمیان م.ر.، ربیعی [٢]
سمینار هفتمین ،” فازی مجموعه های رتبه بندی و خطاها مطلق قدر کمترین اساس

ایران. بیرجند، کشوری، فازی احتمال و آمار
داده های با فازی استوار رگرسیون ”تحلیل ،( ١٣٩۶ ) د، شاهسونی و م ربیعی ا، رحیمیان [٣]

چاپ. دست در آماری، اندیشه ، فازی” پارامتر های و خروجی
دانشگاهی جهاد انتشارات فازی”، مجموعه های نظریه با ”آشنایی ،(١٣٧۵) م، طاهری [۴]

مشهد.
ریج رگریسیون روش چندین ”مطالعه ارشد: کارشناسی نامه پایان ،(١٣٩۶) ا، فرخی، [۵]

شاهرود. صنعتی دانشگاه فازی”، محیط در
دوم، چاپ فازی” آمار و احتمال بر ”مقدمه ای ،(١٣٩٢) م، ماشین چی و م طاهری [۶]

کرمان. باهنر شهید دانشگاه انتشارات
کمترین اساس بر فازي رگرسیون ”(١٣٨۶) محمود، سید طاهري، و مریم نما، کلکین [٧]
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Aabstract

If the regularity assumptions of least squares method are satisfied, the estimates of this method
will be known as the best one. If outliers exist in data set, traditional methods won’t result in good
consequences and we should use the alternative robust regression. On the other hand, when we
have fuzzy observations,we can’t use the traditional methods to model them. So we should use the
alternative fuzzy regression. When we have both fuzzy observations and outliers in data set,we
should use the alternative fuzzy robust regression. After introducing the possiblistic fuzzylinear
regression, fuzzy regression analysis has been widely studied and applied in various areas. Also
the least square methods were genelalized in fuzzy environment. these methods are sensitive to
the present of outliers.
In this dissertation, two fuzzy regression analyses are proposed. When independent variables are
crisp, the dependent variable is a fuzzy number and outliers exist in data set. First method is a
modified fuzzy least squares regression analysis and second method is a modified fuzzy absolute
deviations regression analysis. Results demonstrate that the secondmethod is better than the first.In
these two methods, the residuals are ranked and then the weight matrices are constructed by de-
fiened membership functions. Fuzzy least squares estimations and fuzzy least absolute deviations
are obtained by these weight matrices.

key words: Robust regression, outliers, fuzzy regression,Ranking of fuzzy sets.
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