




ریاضͬ علوم دانش΄ده

عملیات در تحقیق گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

برنامه مسائل در دوگانͬ و بهینگͬ
مقدار بازه ای و فازی چندهدفه ریزی

فرامرزی اسماعیل نگارنده:
راهنما استادان

قرآنͬ مریم دکتر
غزنوی مهرداد دکتر

١٣٩۶ شهریور





به ͬ کنم م تقدیم را آموخته هایم حصل ما
آلام بخش آرام ͬ شان آسمان مهر که آنان

است ͬ ام زمین
و آموزی علم نهال که مادرم و پدر به

پروراندند. من در را تحقیق
گردید. آن ش΄وفایی باعث که همسرم به و

ه



سپاس گزاری...

نيست. پرستش ی شايسته كسͯ او جزء كه همتايي بي خداوند سپاس
اساتید از است شایسته بسͬ « الخالق یش΄ر لم المخلوق یش΄ر لم «من مصداق به
که قرآنͬ مریم دکتر خانم سرکار و غزنوی مهرداد دکتر آقای جناب فرزانه و فرهیخته
دانش و علم سرای گلشن و بخشیدند روشنͬ را دل سرزمین خورشید، چون کرامتͬ با
خلق با همواره که ارجمندی اساتید ساختند، بارور سازنده و کارساز راهنمایی های با را
خود بزرگواری با و بودند سوالاتم تمامͬ پاسخ·وی بی نظیرشان حوصله و صبر و نی΄و

دادند. قرار اغماض مورد را حقیر این نقایص
نوری هادی محمد دکتر آقای جناب و ناظمͬ علیرضا دکتر آقای جناب محترم اساتید از
سپاس·زارم. گرفتند،بسیار عهده بر را پایان نامه داوری و مطالعه زحمت که اس΄ندری
مسئلت متعال خداوند از افزون روز موفقیت و سلامتͬ آرزوی عزیزان این تمامͬ برای

ͬ نمایم. م

فرامرزی اسماعیل
١٣٩۶ شهریور

و



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی فرامرزی اسماعیل اینجانب
چندهدفه ریزی برنامه مسائل در دوگانͬ و بهینگͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد قرآنͬ مریم راهنمایی تحت ، مقدار بازه ای و فازی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
فرامرزی اسماعیل
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نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده
معمولا و اند مبهم و ندارند قطعͬ حالت که دارند وجود مجموعه هایی که این به توجه با
برای فازی مفاهیم از استفاده ͬ باشند، م ... و به ΁نزدی، تقریبا حدودا، مثل: کلماتͬ شامل
علیرغم ای بازه محاسبات فراگیری است.همچنین ضروری امری تصمیم گیرنده اهداف پیشبرد
ͬ کنند م بحث سیستم ها پایداری مورد در و دارند بیشتری دقت چون ͬ باشند م پیچیده که این

ͬ باشد. م ناپذیر اجتناب
که فازی بهینه سازی مسائل حل روش های و فازی آنالیز ای پایه مفاهیم نامه، پایان این در
چندهدفه مسائل معرفͬ با سپس ͬ شوند. م معرفͬ ͬ باشند، م نامتقارن و متقارن مسائل شامل
خطͬ برنامه ریزی روش و ͬ دهیم م ارائه را مسائل این حل برای مرحله ای دو روش های فازی،
چندهدفه مسائل در را KKT بهینگͬ شرایط ادامه در ͬ کنیم. م بحث را فازی محیط در آرمانͬ
استفاده با است، تر کلͬ LU مفهوم که این اثبات و LS و LU جواب مفاهیم معرفͬ با بازه ای
جای به تعمیم یافته مشتق مفهوم از کردن استفاده ͬ دهیم. م ارائه تعمیم یافته مشتق مفهوم از
مشتق ناپذیر توابع شامل که دارند وجود مسائلͬ زیرا ͬ باشد م تر ͽجام و تر عمومͬ مشتق مفهوم
و ولف دوگان شامل دوگانͬ قضایای سپس هستند. تعمیم یافته مشتق دارای ولͬ ͬ باشند م

ͬ کنیم. م بررسͬ را مشتق ناپذیرند، توابعͬ شامل شده داده مسائل که حالتͬ در را وایر موند

کلیدی: کلمات
،KKT بهینگͬ شرایط فازی، آرمانͬ برنامه ریزی نامتقارن، و متقارن مسائل فازی، مفاهیم

وایر موند و ولف دوگان تعمیم یافته، مشتق

ط





مطالب فهرست
م تصاویر فهرست

س جداول فهرست

١ فازی مجموعه های برنظریه ی مقدمه ای ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی آنالیز در پایه ای مفاهیم ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه های روی عملیات ١ . ٣
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد ۴ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای و مثلثͬ فازی اعداد ١ . ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد روی بر ریاضͬ عملیات ٢ . ۴ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه ای اعداد حساب ۵ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ بازه ای اعمال ١ . ۵ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد بازه ای حساب ٢ . ۵ . ١

١١ هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١٢ . . . . . . . . . فازی خطͬ برنامه ریزی و فازی شرایط در تصمیم گیری ٢ . ٢
١۴ . . . . قطعͬ هدف تابع و فازی نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل ٢ . ٣
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . نامتقارن مدل در وردجیز روش ٢ . ٣ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . متقارن مسائل روی΄رد با ورنرز روش ٢ . ٣ . ٢
٢٠ . . . فازی هدف توابع و قطعͬ نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل ۴ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . فازی هدف تابع و نامساوی با خطͬ برنامه ریزی مسائل ۵ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن درحالت زیمرمن روش ١ . ۵ . ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . نامتقارن مسائل روی΄رد با چاناس روش ٢ . ۵ . ٢

ک



مطالب فهرست ل
٢٩ فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفͬ ٣ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ٣ . ٢
٣١ . . . فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای دومرحله ای روش ٣ . ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیلبائو و جیمنز روش ۴ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم΄اران و وو توسعه یافته روش ۵ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . فازی محیط در آرمانͬ خطͬ برنامه ریزی ۶ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیمرمن روش ١ . ۶ . ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دار وزن max−min روش ٢ . ۶ . ٣

۴٧ بهینگͬ... شرایط ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفͬ ١ . ۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات ٢ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدار بازه ای توابع مشتق پذیری ٣ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب مفاهیم ۴ . ۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط ۵ . ۴

٧٣ ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفͬ ١ . ۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات ٢ . ۵
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگͬ لازم شرایط ٣ . ۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وایر ‐ موند دوگان ۴ . ۵
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ولف دوگان ۵ . ۵

٩٣ ͽمراج



تصاویر فهرست
٣ . . . . . . راست) محدب(سمت غیر و چپ) محدب(سمت فازی مجموعه های ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه دو اجتماع ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه دو اشتراک ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه ای فازی عدد ۵ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x∗ و µD از گرافی΄ͬ نمایش ٢ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ∗ در µc و µ٠ عضویت توابع ٢ . ٢
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت ها تحت f١١(x) تابع نمودار ١ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت ها تحت f١٢(x) تابع نمودار ٢ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت ها تحت f١٣(x) تابع نمودار ٣ . ۴
۵۵ . . . . . . . fU١۴ fL١۴و رفتار نمایش راست سمت و f١۴ رفتار نمودار چپ سمت ۴ . ۴
۵۵ . . . . . . . fU١۵ fL١۵و رفتار نمایش راست سمت و f١۵ رفتار نمودار چپ سمت ۵ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت ها تحت f١۶ رفتار نمودار ۶ . ۴
۵٧ . . . . . . . fU١٧ fL١٧و رفتار نمایش راست سمت و f١٧ رفتار نمایش چپ سمت ٧ . ۴
۵٨ . . . . . f١٨(x) تابع رفتار راست سمت و fU١٨(x) و fL١٨(x) توابع رفتار چپ سمت ٨ . ۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت ها تحت f١٩(x) تابع رفتار ٩ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fU١٩(x) و fL١٩(x) توابع رفتار ١٠ . ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F (x) نمودار ١١ . ۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (IVMP١) تابع رفتار نمودار ١ . ۵
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F١(x) رفتار نمودار ٢ . ۵
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F٢(x) رفتار نمودار ٣ . ۵

م





جداول فهرست
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه − LU نقاط از خلاصه ای ١ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه − LS نقاط از خلاصه ای ٢ . ۴

س





١ فصل
فازی مجموعه های برنظریه ی مقدمه ای

مقدمه ١ . ١
کنید فرض مثال عنوان به گرفت. نظر در قطع١ͬ صورت به ͬ توان نم را مجموعه ها همه ی
مبهم ویژگͬ ΁ی بودن» قد «بلند ویژگͬ اینجا در ب·یریم. نظر در را قد بلند افراد مجموعه ی
خیر؟. یا باشد مجموعه این به متعلق ͬ تواند م فرد ΁ی مختلف افراد نظر به توجه با چون است.
از مختلفͬ برداشت های ͬ توان م مختلف شرایط به توجه با که دارند وجود مجموعه هایی پس
... و ارزان اجناس مجموعه ،΁کوچ اعداد مجموعه مسن، افراد مجموعه مثل داشت، آن ها
عمل، در و داریم ذهن در که آنچه از واقعͬ توصیف ͬ تواند نم قطعͬ مجموعه های نظریه ی که
را بلند قد فرد ΁ی ͬ خواهیم م وقتͬ مثال دهد.برای ارائه را ͬ بندیم م کار به روزمره زبان در
کوتاه بس΄تبال برای و بلند قد فوتبال بازی برای متری سانتͬ ١٨۵ قد با شخصͬ کنیم معرفͬ
این مطالب مفاهیم اند. گونه این برای مناسبی ابزار فازی مجموعه های ͬ شود. م محسوب قد

است. شده ارائه ([٣۴]،[۶]،[٣]،[١]) منابع از فصل

١Crisp

١



فازی مجموعه های برنظریه ی مقدمه ای ٢

فازی آنالیز در پایه ای مفاهیم ١ . ٢
عدم شرایط در تصمیم گیری حالت در که فازی پایه ای مفاهیم از برخͬ معرفͬ به بخش این در

ͬ پردازیم. م ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد اطمینان

X در Ã فازی مجموعه ی آن گاه باشد، x مانند اعضا از مرجعͬ مجموعه  X اگر .١ . ٢ . ١ تعریف
ͬ باشد. م زیر صورت به مرتب زوج های از مجموعه ای

Ã =
{
(x, µÃ(x))|x ∈ X

}
مجموعه های در است. [٠, ١] بازه ی به متعلق عددی که ͬ گویند م عضویت٢ تابع µÃ(x) به که
مجموعه به متعلق است عضویت درجه همان که درجه ای با ͬ تواند م مجموعه از عضو ΁ی فازی

باشد.
پشتیبان۴ و (h(Ã)) مجموعه این ارتفاع٣ باشد. فازی مجموعه ΁ی Ã کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به ترتیب به را (S(Ã)) مجموعه این

h(Ã) = sup
x∈X

µÃ(x)

S(Ã) =
{
x ∈ X|µÃ(x) > ٠}

ͬ نامیم. م نرمال را مجموعه باشد، ΁ی فازی مجموعه ΁ی ارتفاع اگر .١ . ٢ . ١ تذکر
برش۵ − α مجموعه (٠ < α ≤ ١) عضویت درجه با Ã از عناصری مجموعه .١ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ شوند: م داده نمایش زیر صورت به و ͬ شوند م نامیده

Aα =
{
x ∈ X|µÃ(x) ≥ α

}
.

اگر: است محدب Ã فازی مجموعه ΁ی .۴ . ١ . ٢ تعریف
∀x١, x٢ ∈ X, λ ∈ [٠, ١] =⇒ µÃ(λx١ + (١ − λ)x٢) ≥ min

{
µÃ(x١), µÃ(x٢)

}
باشد. محدب آن برش های ‐α همه هرگاه است محدب Ã مجموعه .١ . ٢ . ١ قضیه

٢Membership function
٣Height
۴Support
۵α -cut



٣ فازی مجموعه های روی عملیات

راست) محدب(سمت غیر و چپ) محدب(سمت فازی مجموعه های :١ . ١ ش΄ل

فازی مجموعه های روی عملیات ١ . ٣
مجموعه روی شده تعریف فازی مجموعه های C̃ و B̃ و Ã و ͽمرج مجموعه X کنید فرض

داریم: را زیر تعاریف صورت این در باشند. ͽمرج
عضویت تابع که است C̃ فازی مجموعه ΁ی B̃ و Ã فازی مجموعه دو اجتماع .١ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به آن
µC̃(x) = max

x∈X

{
µÃ(x), µB̃(x)

}

فازی مجموعه دو اجتماع :١ . ٢ ش΄ل

عضویت تابع که است C̃ فازی مجموعه ΁ی B̃ و Ã فازی مجموعه دو اشتراک .١ . ٣ . ٢ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به آن

µC̃(x) = min
x∈X

{
µÃ(x), µB̃(x)

}
عضویت تابع و ͬ دهیم م نمایش Ãc با که است فازی مجموعه Ã مجموعه متمم .١ . ٣ . ٣ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به آن
µÃc(x) = ١ − µÃ(x), x ∈ X



فازی مجموعه های برنظریه ی مقدمه ای ۴

فازی مجموعه دو اشتراک :١ . ٣ ش΄ل

فازی اعداد ۴ . ١
وقتͬ مثلا ͬ باشند. نم نمایش قابل صریح و مطلق عدد ΁ی با کمͬ پدیده های از بسیاری
حدودا «من جمله در یا میلیون، ٢٠ تقریبا ͬ شنویم م ͺپاس ͬ شود م سوال خودرویی قیمت
آزمایش·اه های در است. شده بیان مبهم به صورت »زمان رسیدم منزل به عصر ۴ ساعت
ͬ توان م موارد این همه در ͬ باشد. م تقریبی به صورت ͬ آیند، م به دست که اعدادی مختلف
تقریبا، مانند اصطلاحاتͬ دارای که مبهمͬ مفاهیم به معمولا کرد. استفاده فازی اعداد از
فازی عدد اصل در که ͬ شود م داده نسبت فازی مجموعه های باشد، ... و نزدی΁ به حدودا،

ͬ باشند. م
به است R حقیقͬ اعداد از محدب مجموعه ΁ی ،M̃ فازی عدد ΁ی ([٢]) .١ . ۴ . ١ تعریف

طوری΄ه:
µM̃ (x٠) = ١ آن ازای به که باشد داشته وجود x٠ ∈ R ΁ی حداقل .١

باشد. پیوسته قطعه ای صورت به µM̃ (x) .٢
M̃ α− برش های و باشد محدب و نرمال هرگاه ͬ شود م نامیده فازی عدد ΁ی M̃ کلͬ حالت در

باشد. کران دار M̃ تکیه گاه و باشند کراندار و بسته فاصله هایی α ∈ [٠, ١] هر ازای به

ذوزنقه ای و مثلثͬ فازی اعداد ١ . ۴ . ١
نوع دو این از اکثرا که هستند ذوزنقه ای٧ و مثلث۶ͬ فازی اعداد فازی، اعداد از خاص حالت دو
استفاده فازی تصمیم گیری محاسبات یا و فازی خطͬ برنامه ریزی به مربوط محاسبات در عدد

ͬ شود. م
۶Triangle
٧Trapeziodal



۵ فازی اعداد
آن در که ͬ شود م داده نشان Ã = (a١, a٢, a٣) صورت به مثلثͬ فازی عدد ΁ی .٢ . ۴ . ١ تعریف

است. زیر صورت به آن عضویت تابع و است a١ < a٢ < a٣

µÃ(x) =



٠ x ≤ a١
x−a١
a٢−a١ a١ ≤ x ≤ a٢
a٣−x
a٣−a٢ a٢ ≤ x ≤ a٣
٠ x ≥ a٣

مثلثͬ فازی عدد :۴ . ١ ش΄ل

که ͬ شود م داده نشان Ã = (a١, a٢, a٣, a۴) صورت به ذوزنقه ای فازی عدد ΁ی .٣ . ۴ . ١ تعریف
است. زیر صورت به آن عضویت تابع و است a١ < a٢ < a٣ < a۴ آن در

µÃ(x) =



٠ x ≤ a١
x−a١
a٢−a١ a١ ≤ x ≤ a٢
١ a٢ ≤ x ≤ a٣
a۴−x
a۴−a٣ a٣ ≤ x ≤ a۴
٠ x ≥ a۴

عدد آن به آن گاه باشد. a۴ − a٣ = a٢ − a١ ذوزنقه ای فازی عدد ΁دری اگر .١ . ۴ . ١ تذکر
متقارن ذوزنقه ای فازی عدد ΁ی A = (٢,۴,٨, ١٠) مثلا ͬ گوییم. م متقارن فازی ذوزنقه ای

a۴ − a٣ = a٢ − a١ = ٢ چون: است،



فازی مجموعه های برنظریه ی مقدمه ای ۶

ذوزنقه ای فازی عدد :۵ . ١ ش΄ل

فازی اعداد روی بر ریاضͬ عملیات ٢ . ۴ . ١
مجموعه روی B̃ و Ã فازی عدد دو باشد. ریاضͬ اصلͬ عمل چهار از ΁ی هر بیانگر ∗ کنید فرض

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به Ã ∗ B̃ معادله آن گاه باشند. شده تعریف حقیقͬ اعداد
(
Ã ∗ B̃

)
(z)

= sup
z=x∗y

min{µÃ(x), µB̃(y)∀z ∈ R}

داریم: فازی اعداد در ریاضͬ اصلͬ عمل چهار برای نتیجه )در
Ã+ B̃

)
(z)

= sup
z=x+y

min{µÃ(x), µB̃(y)}

(
Ã− B̃

)
(z)

= sup
z=x−y

min{µÃ(x), µB̃(y)}(
Ã× B̃

)
(z)

= sup
z=x×y

min{µÃ(x), µB̃(y)}(
Ã/B̃

)
(z)

= sup
z=x/y

min{µÃ(x), µB̃(y)}

ͬ کنیم. م تعریف را ذوزنقه ای و مثلثͬ فازی اعداد روی بر ریاضͬ عملیات ادامه در
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به Ã قرینه ی باشد، مثلثͬ فازی عدد ΁ی Ã = (a١, a٢, a٣) اگر

(−)Ã = (−a٣,−a٢,−a١)

تعریف زیر صورت به B̃ = (b١, b٢, b٣) و Ã = (a١, a٢, a٣) مثلثͬ فازی عدد دو تفاضل نتیجه در
ͬ شود. م

B̃ − Ã = (b١ − a٣, b٢ − a٢, b٣ − a١)

صورت به آن ‐برش α مجموعه باشد مثلثͬ فازی عدد ΁ی Ã = (a١, a٢, a٣) اگر کنید توجه
است. زیر

Aα = [a١ + α(a٢ − a١), a٣ − α(a٣ − a٢)]



٧ بازه ای اعداد حساب
΁ی عنوان به ولͬ نیست مثلثͬ عدد ΁ی مثلثͬ فازی عدد دو تقسیم و ضرب حاصل کنید توجه
زیر صورت به آن مولفه های و است مثلثͬ فازی عدد ΁ی حاصل که نمود فرض توان مͬ تقریب

ͬ آیند. م بدست

Ã× B̃ = (a١ × b١, a٢ × b٢, a٣ × b٣)

Ã/B̃ = (a١/b٣, a٢/b٢, a٣/b١)

ͬ کنیم. م تعریف ذوزنقه ای فازی اعداد برای را ریاضͬ عملیات بخش این ادامه در
تفریق و ͽجم باشند، ذوزنقه ای فازی عدد دو B̃ = (b١, b٢, b٣, b۴) و Ã = (a١, a٢, a٣, a۴) اگر

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به عدد دو این
Ã(+)B̃ = (a١ + b١, a٢ + b٢, a٣ + b٣, a۴ + b۴).
Ã(−)B̃ = (a١ − b۴, a٢ − b٣, a٣ − b٢, a۴ − b١).

ͬ باشد: م زیر صورت به فازی ذوزنقه ای اعداد برای ‐برش α مجموعه کنید توجه
Aα = [a١ + α(a٢ − a١), a۴ − α(a۴ − a٣)]

ͬ کنیم. م تعریف ‐برش α از استفاده با را ذوزنقه ای فازی عدد دو ضرب

بازه ای اعداد حساب ۵ . ١
یا محدود فاصله نوع دو بر که است حقیقͬ اعداد از پیوسته ای مجموعه فاصله،زیر یا بازه
بازه ای محاسبات از استفاده روش ها از بعضͬ در است. بی کران یا نامحدود فاصله و کران دار
همچنین ͬ گذارد. م نمایش به بیشتری دقت ولͬ ͬ کند م پیچیده را محاسبات اینکه علیرغم
ادامه در است. شده مطرح بازه ای محاسبات در پایداری و دقت مورد در زیادی محاسبات

شد. خواهند معرفͬ فازی و معمولͬ بازه ای حساب اعمال

معمولͬ بازه ای اعمال ١ . ۵ . ١
حقیقͬ اعداد از بسته و کران دار مجموعه ای [x, x] حقیقͬ بازه ی از منظور .١ . ۵ . ١ تعریف

است: زیر به صورت
X = [x, x] = {x : x ≤ x ≤ x}

روی بازه ها مجموعه ی ͬ شوند. م نامیده X بازه ی انتهای نقطه ی x و ابتدا نقطه ی x در آن که
ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت حقیقͬ اعداد محور

R = {X = [x, x] |x, x ∈ R}

.R ⊆ R بنابراین: ͬ آید. در م حقیقͬ عدد ΁ی به صورت X بازه آن گاه x = x اگر



فازی مجموعه های برنظریه ی مقدمه ای ٨
داریم: آن گاه باشد، بازه ای عمل ΁ی ∗ اگر .٢ . ۵ . ١ تعریف

X ∗ Y = {x ∗ y, x ∈ X, y ∈ Y }

x, y ∈ R و ∗ ∈ {+,−, · , /} آن در که
ͬ گردد: م تعریف گونه بدین بازه ای ͽجم نمود. تعریف را بازه ای اعمال کلیه ͬ توان م حال

داریم: آن گاه باشند، دلخواه بازه دو Y = [y, y] و X = [x, x] اگر
X + Y = [x, x] + [y, y] = [x+ y, x+ y] (١ . ١)

داریم: بازه ای تفریق برای ، −Y = [−y,−y] این که به توجه با اکنون
X − Y = [x− y, x− y] (١ . ٢)

کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را بازه ای ضرب ٢ . ۵ . ١ تعریف به توجه با
X · Y = [minS,maxS], S =

{
x̄ȳ, xy, xy, xy

} (١ . ٣)
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به بازه ای تقسیم ٠ /∈ Y شرط با ١

Y = [ ١
y ,

١
y ] که این به توجه با حال

X/Y = X · ١
Y
, ٠ /∈ Y (۴ . ١)
داریم: ٢ . ۵ . ١ تعریف به توجه با .١ . ۵ . ١ مثال

[٠,٢] + [−١, ١] = [−١,٣],
[−١, ٠]− [−١,٢] = [−١ − ٢, ٠ − (−١)] = [−٣, ١],

[−٢, ٠]× [٢,٣] = [min{−۴,−۶, ٠},max{−۴,−۶, ٠}] = [−۶, ٠],
[١,٢]/[−۵,−٣] = [min{−١

۵ ,
−١
٣ ,

−٢
۵ ,

−٢
٣ },max{−١

۵ ,
−١
٣ ,

−٢
۵ ,

−٢
٣ }] = [

−٢
٣ ,

−١
۵ ].

فازی اعداد بازه ای حساب ٢ . ۵ . ١
خود برش های ‐α مجموعه بوسیله ی است مم΄ن فازی مجموعه های همانند فازی اعداد

و Ã = [ãlα, ã
u
α] صورت به را B̃ و Ã فازی عدد دو برش های ‐α مجموعه شوند.اگر مشخص

ͽکنیم.جم ͬ م تعریف زیر به صورت را فازی اعداد بازه  ای حساب آن گاه دهیم. نمایش B̃ = [b̃lα, b̃
u
α]

داریم: زیر به صورت را فازی عدد دو بین تفریق و
[Ã⊕ B̃]α = [ãlα + b̃lα, ã

u
α + b̃uα]

[Ã⊖ B̃]α = [ãlα − b̃uα, ã
u
α − b̃lα]



٩ بازه ای اعداد حساب
داریم: زیر به صورت را تقسیم و ضرب فازی عدد دو هر برای بعلاوه

(Ã⊗ B̃)α = Ãα × B̃α = [min{ãlαb̃lα, ãlαb̃uα, ãuαb̃lα, ãuαb̃uα},max{ãlαb̃lα, ãlαb̃uα, ãuαb̃lα, ãuαb̃uα}]

(Ã⊘ B̃)α = Ãα/B̃α = [min{ãlα/b̃lα, ãlα/b̃uα, ãuα/b̃lα, ãuα/b̃uα},max{ãlα/b̃lα, ãlα/b̃uα, ãuα/b̃lα, ãuα/b̃uα}]

ͬ باشد: م زیر به صورت نیز λ > ٠ اس΄الر در فازی عدد ΁ی ضرب و ٠ /∈ [b̃lα, b̃
u
α] که

(λÃ)α = λ.Ãα = [λãlα, λb̃
u
α].





٢ فصل
برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی

هدفه تک فازی خطͬ

مقدمه ٢ . ١
توابع کردن مینیمم یا ماکزیمم قطعͬ محیط در خطͬ برنامه ریزی مسائل حل کردن از هدف
است مم΄ن تصمیم گیرنده١ عملͬ موقعیت های از برخͬ در اما است. خطͬ قیود با خطͬ هدف
بررسͬ فازی مفهوم در را آن ها ͬ تواند م ͽمواق این در که باشد نداشته دقیق قیود و هدف توابع
به صورت قیود و هدف تابع دقیق نمودن مشخص ام΄ان عملͬ حالت های از بسیاری در کند.
ͬ کند. م پیدا ضرورت فازی مفهوم حالت ها این در که ندارد وجود قطعͬ و دقیق عبارت های
برنامه ریزی تعریف ([٣]) است. مجاز دلخواهͬ ͹سط تا محدودیت ها از انحراف مفهوم این در
از کرد.که بررسͬ میتوان متفاوت شرایط در را مختلفͬ مدل های و نیست ی΄تا فازی خطͬ
برنامه ریزی .٢ متقارن فازی خطͬ برنامه ریزی .١ کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م جمله آن
فازی خطͬ برنامه ریزی .۴ فازی پارامترهای با فازی خطͬ برنامه ریزی .٣ نامتقارن فازی خطͬ

کامل فازی خطͬ برنامه ریزی .۵ فازی متغیرهای با

١Decision maker

١١



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ١٢

خطͬ برنامه ریزی و فازی شرایط در تصمیم گیری ٢ . ٢
فازی

آن در که ͬ شود م مشخص X مم΄ن شدنͬ مجموعه بوسیله فازی شرایط در تصمیم گیری
داده نشان Cj(j = ١,٢, . . . , n) با مسئله قیود و Gi(i = ١,٢, . . . , p) با هدف توابع مجموعه
که بودند پیش·ام [۶] زاده٣ و بلمن٢ فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل ͬ کردن بررس در ͬ شود. م
اشتراک اگر بود. فازی برنامه ریزی نوع این اصلͬ ویژگͬ از مسئله قیود و هدف توابع بین تقارن

داریم: صورت این در بنامیم، D را محدودیت ها و هدف توابع
D = (G١ ∩G٢ ∩ · · · ∩Gp) ∩ (C١ ∩ C٢ ∩ · · · ∩ Cn) (٢ . ١)

زیر بصورت توان مͬ باشد، (٢ . ١) فازی مجموعه صورت به که را D فازی تصمیم بنابراین
نوشت:

µD : X −→ [٠, ١]
µD(x) = min

i,j

(
µGi(x), µCj (x)

)
µD(x

∗) ≥ α که x∗ ∈ X نقاط تمام و کرد انتخاب ΁ی و صفر بین را α ͬ توان م ام΄ان صورت در
دارد. را هدف عضویت تابع از α درجه حداقل x∗ تصمیم یعنͬ این کرد. تعیین را ͬ باشد م

(برای .µD(x
∗) = max

x∈X
µD(x) اگر کنیم تعریف بهینه تصمیم ΁ی را x∗ ∈ X ͬ توانیم م

گرفته نظر در max صورت به شود شامل را D مجموعه محدودیت های تمام بتواند x∗ اینکه
ͬ شود.) م

در x حقیقͬ عدد کردن پیدا برای را فازی مسئله ٢ . ١ ش΄ل به توجه با ([٣۶]) .٢ . ٢ . ١ مثال
صورت به توان مͬ را محدودیت ها و هدف تابع ب·یرید. نظر در ١٠ از تر بزرگ یا ١۵ همسای·ͬ

داد. نمایش زیر
µG(x) =


٠ x ≤ ١٠
(١ + (x− ٢−(١٠

)
−١

x > ١٠

µC(x) = (١ + (x− ١۵)۴)−١

٢Bellman
٣Zadeh



١٣ فازی خطͬ برنامه ریزی و فازی شرایط در تصمیم گیری

x∗ و µD از گرافی΄ͬ نمایش :٢ . ١ ش΄ل
عضویت تابع کنیم پیدا را ١۵ همسای·ͬ در x حقیقͬ اعداد بخواهیم اگر ٢ . ١ ش΄ل به توجه با

شود: تعریف زیر به صورت ͬ تواند م
µC(x) = (١ + (x− ١۵)۴)−١

زیر عضویت تابع از ͬ توانیم م کنیم، پیدا را ١٠ از بزرگتر حقیقͬ اعداد بخواهیم اگر همچنین
کنیم: استفاده

µG(x) =


٠ x ≤ ١٠
(١ + (x− ٢−(١٠

)
−١

x > ١٠
µD(x) = min(µG(x), µC(x)) صورت به و G∩C با برابر را D تصمیم مجموعه [۶] زاده و بلمن

ͬ باشد. م بهینه نقطه x∗ که ͬ دهد م نشان را فازی تصمیم مسئله ٢ . ١ ش΄ل گرفتند. نظر در
بیان کلͬ قاعده ΁ی عنوان به را دادند ارائه [۶] زاده و بلمن که روشͬ که تلاشیم در ما
ماکزیمم کردن پیدا ΁کلاسی خطͬ برنامه ریزی مسائل هدف کنیم. بحث آن مورد در و کنیم
این کلͬ حالت در است. نامساوی یا مساوی درحالت خطͬ قیود و خطͬ توابع با مینیمم و

ͬ شوند: م داده نمایش زیر صورت به (Lp) مسائل
max cTX

s.t. AX ≤ b

X ≥ ٠
داریم: را زیر شرایط که

X ∈ Rn, c ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n

تصمیم گیری منابع از بردار ΁ی b و تصمیم متغیرهای از بردار ΁ی X علمͬ اصطلاحات در
A, b , c ͬ توان م بالا فرمول بندی با ͬ باشد. م محدودیت ماتریس A و هزینه بردار ΁ی c و



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ١۴
هستند. قطعͬ صورت به مسئله اجزای همه ی بنابراین گرفت. نظر در قطعͬ صورت به را
برنامه ریزی مسئله برای است مم΄ن ͬ گیرد، م تصمیم فازی محیط در تصمیم گیرنده وقتͬ
نقطه ی به رسیدن .١ از: عبارتند   حالت ها این از برخͬ بیاید. پیش مختلفͬ حالت های خطͬ
از برخͬ ͬ خواهد م بل΄ه نباشد مطلوب تصمیم گیرنده برای هدف تابع مینیمم یا ماکزیمم
حجم به بخواهد تصمیم گیرنده وقتͬ مثال برای نیستند. قطعͬ که شود برآورده انتظاراتش
تا نباشد قطعͬ مفهوم به ≤ علامت و باشند مبهم است مم΄ن قیود .٢ بخشد. بهبود فروش
تا کنید تلاش ب·وید گیرنده تصمیم است مم΄ن مثال برای باشد. قبول مورد خاصͬ ͹سط
شود گرفته تماس مشتریان از نفر ١٢٠٠ از کمتر با اگر ب·یرید تماس مشتریان از نفر ١٣٠٠ با
و نباشند قطعͬ A ماتریس و c و b بردار های است مم΄ن سوم حالت در .٣ نیست. مناسب
مسئله فازی، رتبه بندی توابع و فازی نامساوی های و فازی اعداد با بخواهد تصمیم گیرنده
فازی خطͬ برنامه ریزی مدل سازی دیدیم، بالا در که مطالبی طبق بنابراین کند. حل را
و متقارن دسته ی دو به را فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل ͬ توان م همچنین و نیست ی·انه
مطرح [۶] زاده و بلمن وسیله به که فازی بحث روش پایه متقارن مدل کرد. تقسیم نامتقارن
به قید ها برقراری و هدف تابع بهینه سازی متقارن فازی خطͬ برنامه ریزی ͬ باشد.در م شده،
فازی بصورت محدودیت ها برقراری فقط نامتقارن حالت در ͬ که صورت در ͬ باشد م فازی صورت
حالت در فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل به ابتدا فصل این ادامه در ͬ شود. م گرفته نظر در
که Xهایی مجموعه را فازی تصمیم مجموعه ͬ که صورت در کنید توجه ͬ پردازیم، م نامتقارن
در X عضویت درجه که طوری به ب·یریم نظر در ͬ کنند، م صدق فازی محدودیت های در
این از α برش هر به ازای آن گاه باشد، محدودیت ها ارضای درجه حداقل برابر مجموعه این
در و ͬ کند م تغییر تصمیم فضای اندازه زیرا داشت، خواهد متفاوتͬ مقدار هدف تابع مجموعه،
مسائل به کرد.سپس خواهد تغییر فضا این روی بر هدف تابع مینیمم یا ماکزیمم مقدار نتیجه

ͬ پردازیم. م هستند، فازی قیود و هدف تابع که متقارن حالت در

و فازی نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل ٢ . ٣
قطعͬ هدف تابع

زیر بصورت قطعͬ هدف تابع و فازی نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل کلͬ حالت
ͬ باشد: م

max cTx

s.t. Aix ≲ bi (i = ١,٢, . . . ,m) (II)

x ≥ ٠



١۵ قطعͬ هدف تابع و فازی نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل
مناسب عضویت تابع ͬ توان م که است بدیهͬ و ͬ شود م نامیده فازی نامساوی یا کمتر ≲ که

نمود. انتخاب قید هر برای
(P١) نوع خطͬ برنامه ریزی مسائل این گونه [٢٨] وردجیز۴ توسط شده معرفͬ نمادگذاری در

ͬ دهیم. م نمایش (P١ − FLP ) صورت به را مسائل این ادامه در لذا ͬ شود، م نظرگرفته در

نامتقارن مدل در وردجیز روش ٢ . ٣ . ١
پارامتری خطͬ برنامه ریزی مسئله ΁ی معادل (P١−FLP ) مسئله که داد نشان [٢٨] وردجیز
تبدیل را آن ها (P١−FLP ) فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای ͬ توانیم م لذا است، قطعͬ
کنیم. حل قطعͬ حالت در را مسائل سپس و کنیم قطعͬ پارامتری خطͬ برنامه ریزی مسائل به
تبدیل قطعͬ قیود به قید، هر برای عضویت تابع دادن اختصاص با فازی قیود روش، این در
ام − i سطر از مجاز انحراف که باشد (pi > ٠) ثابتͬ مقدار pi کنیم فرض بنابراین ͬ شوند. م
به صورت را µi(x) ͬ توانیم م صورت این در دهد. نشان را (P١ − FLP ) مدل محدودیت های

کنیم. تعریف زیر

µi(x) =


١ Aix ≤ bi

∈ [٠, ١] bi ≤ Aix ≤ bi + pi

٠ Aix ≥ bi + pi

بود. خواهد ΁ی برابر µi(x) سازد، برآورده کامل به طور را Aix ≤ bi محدودیت x ͬ که صورت در
کنیم. تعریف زیر به صورت را µi(Ai(x)) ͬ توانیم م بنابراین

µi(Ai(x)) =


١ Aix ≤ bi

١ − Aix−bi
pi

bi ≤ Aix ≤ bi + pi

٠ Aix ≥ bi + pi

کنید: فرض α ∈ [٠, ١] برای اکنون ͬ باشد. م A ماتریس سطر امین − i ، Ai (i = ١, . . . ,m) که

Xα =
{
x ∈ Rn, x ≥ ٠, µi(Aix) ≥ α, (i = ١,٢, . . . ,m)

}
است. زیر مسئله معادل (P١ − FLP ) مسئله بنابراین

max cTx

s.t. x ∈ Xα

۴Verdegay’s



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ١۶
کرد: بازنویسͬ زیر صورت به را مسئله µi(Ai(x)) عضویت توابع جای·ذاری با ͬ توان م اکنون

max cTx

s.t. Aix ≤ bi + (١ − α)pi, (i = ١,٢, . . . ,m)

x ≥ ٠
α ∈ [٠, ١]

بنابراین است. θ = (١−α) با استاندارد پارامتری خطͬ برنامه ریزی مسائل معادل مسئله این که
تبدیل پارامتری قطعͬ مسائل به را آن ها ͬ توان م (P١−FLP ) صورت به فازی مسائل حل برای
΁ی حقیقت در ͺپاس هر که داریم α ∈ [٠, ١] برای ͺپاس ΁ی نتیجه در کرد، حل سپس و نمود
قطعͬ مسئله صورت به را (P١ − FLP ) مسئله ͬ  توان م ادامه در است. فازی عضویت تابع

نوشت: زیر پارامتری

max cTx

s.t. Aix ≤ bi + pi − αpi

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]

بیابید. را مسئله جواب باشند. ΁ی برابر p٢ و p١ مقادیر زیر مدل در کنید فرض .٢ . ٣ . ١ مثال

maxx١ + x٢

s.t.


x١ ≲ ١
x٢ ≲ ١
x١, x٢ ≥ ٠

داریم:
b =

١
١
 , p =

١
١
 , A =

١ ٠
٠ ١


داریم: (P١ − FLP ) مسئله در جای·ذاری با

max x١ + x٢

s.t.


α

١
١

+

+١ ٠
٠ +١


x١
x٢

 ≤

١
١

+

+١
+١


x١, x٢ ≥ ٠



١٧ قطعͬ هدف تابع و فازی نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل
داریم: کردن ضرب از پس ادامه در و

max x١ + x٢
s.t. α+ x١ ≤ ٢

α+ x٢ ≤ ٢
x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]

ͬ آید. م بدست زیر مقادیر مسئله این حل با که
x∗١ = ٢ x∗٢ = ٢ α∗ = ٠ Z∗ = ۴

متقارن مسائل روی΄رد با ورنرز روش ٢ . ٣ . ٢
خطͬ برنامه ریزی مسئله دو حل هدف توابع عضویت تابع آوردن به دست برای [٣٠] ورنرز۵

کنید: فرض داد. پیشنهاد را (Lp(b+ p)) و (Lp(b))

(LP (b)) : max cTx

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠
و

(LP (b+ p)) : max cTx

s.t. Ax ≤ b+ p

x ≥ ٠
فرض میباشد. (Lp(b+p)) مسئله محدودیت m برای تولورانس بردار p = (p١, p٢, . . . , pm)T که
΁ی ͬ توانیم م اکنون باشند. (Lp(b+ p)) و (Lp(b)) مسائل بهینه مقدار ترتیب به Z١ و Z٠ کنید

دهیم: ارائه زیر صورت به (II) مسئله قطعͬ هدف تابع برای عضویت تابع

µ٠(cTx) =


١ cTx ≥ Z١
١ − Z١−cT x

Z١−Z٠ Z٠ ≤ cTx ≤ Z١
٠ cTx ≥ Z٠

است: زیر به صورت محدودیت ها عضویت توابع علاوه، به

µi(Aix) =


١ Aix ≤ bi

١ − Aix−bi
pi

bi ≤ Aix ≤ bi + pi

٠ Aix ≥ bi + pi

۵Werners



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ١٨
α = min{µ٠, µ١, . . . , µm} دادن قرار با µi (i = ٠, ١, . . . ,m) نماد با عضویت توابع از استفاده با اکنون
خطͬ برنامه ریزی مسئله ش΄ل به ،(II) مسئله [۶] زاده، و بلمن کلͬ قاعده از کردن پیروی و

ͬ شود. م حل و تبدیل زیر قطعͬ
maxα

µ٠(x) ≥ α

s.t. µi(x) ≥ α i = ١,٢, . . . ,m
α ∈ [٠, ١]
x ≥ ٠

ͬ شود: م تبدیل زیر صورت به مسئله ،µi, (i = ٠, ١, . . . ,m) جای·ذاری با که
maxα

cTx ≥ Z١ − (١ − α)(Z١ − Z٠)
s.t. Aix ≤ bi + (١ − α)pi

α ∈ [٠, ١]
x ≥ ٠

(٢ . ٢)

ب·یرید. نظر در را زیر نامتقارن فازی خطͬ برنامه ریزی مسئله ([٢۴]) .٢ . ٣ . ٢ مثال
maxx٢
x١ + x٢ ≲ ١

s.t. x١ ≲ ٠/۵
x١, x٢ ≥ ٠

تش΄یل را LP (b + p) و LP (b) مسائل ورنرز روش از استفاده با .p٢ = p١ = ١ کنید فرض
ͬ دهیم. م

LP (b) : max x٢
s.t. x١ + x٢ ≤ ١

x١ ≤ ٠/۵
x١, x٢ ≥ ٠

و
LP (b+ p) : maxx٢

s.t. x١ + x٢ ≤ ٢
x١ ≤ ١/۵
x١, x٢ ≥ ٠



١٩ قطعͬ هدف تابع و فازی نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل
مسئله این تولورانس لذا . Z١ = ٢ و Z٠ = ١ داریم فوق خطͬ برنامه ریزی مسائل حل با
داریم: ورنرز روش قطعͬ مسئله در جای·ذاری با اکنون ͬ باشد. م P٠ = Z١ − Z٠ = ٢ − ١ = ١

max α

x٢ ≥ ١ − (١ − α)

s.t. x١ + x٢ ≤ ١ + (١ − α)

x١ ≤ ٠/۵ + (١ − α)

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]

داریم: کردن ساده از پس

max α

α− x٢ ≤ ٠
s.t. x١ + x٢ + α ≤ ٢

x١ + α ≤ ١/۵
x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]

داریم: سیمپل΄س به روش مسئله این کردن حل از پس

α∗ = ١
x∗١ = ٠ x∗٢ = ١

ͬ دهیم: م تش΄یل را محدودیت ها عضویت تابع اکنون

µ١(A١(x∗)) = ١ − A١x∗ − b١
P١

= ١ − ٠ = ١ = ١
µ٢(A٢(x∗)) = ١ − A٢x∗ − b١

P٢
= ١ − (− ١

٢) =
٣
٢ > ١

نیست. پذیرفتنͬ که ͬ شود م ΁ی از بیش تر دوم محدودیت عضویت تابع دیدیم که همان طور
را روش این مش΄لات از ،ی΄ͬ [٣۵] ورنرز روش با مسئله حل بر علاوه مثال این در ،ͽواق در

کردیم. مطرح نیز



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ٢٠

و قطعͬ نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل ۴ . ٢
فازی هدف توابع
است: زیر به صورت مسائل این کلͬ فرم

(P٢ − FLP ) : m̃ax cTx

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠
باشد: زیر بصورت فازی هدف عضویت تابع کنید فرض

ϕ(c) = inf
j
ϕj(cj) ϕj : R −→ [٠, ١], j = ١,٢, . . . , n

برنامه ریزی مسئله کردن حل با ͬ توان م را (P٢−FLP ) مسئله فازی جواب که کرد بیان وردجیز
آورد. بدست زیر صورت به خطͬ

LP (ϕ, α) : max cTx

ϕ(c) ≥ (١ − α)

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]
زیاد ͬ تواند م مسئله قیود تعداد زیرا نیست. ساده ای کار LP (ϕ, α) مسئله حل کلͬ حالت در

ͬ کنیم. م معرفͬ را ͬ نامیم م LP (β) که LP (ϕ, α) با معادل مسئله زیر قضیه به بنا باشد.
LP (β) : max η(β)Tx

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠, β ∈ [٠, ١]
ηj(β) = ϕ−١

j (١ − α) و ηj : [٠, ١] −→ R با (η١(β), . . . , ηj(β)) برداری تابع ΁ی η(β) که
ͬ کنیم. م اثبات آن را بعد قضیه ادامه در ͬ باشد. م

عضویت توابع کنید فرض (P٢ − FLP ) مسئله در .١ . ۴ . ٢ قضیه
مسئله فازی جواب آن گاه باشد. اکید ی΄نوای و پیوسته ϕj : R −→ [٠, ١], (j = ١, . . . , n)

ͬ آید. م دست به (LP )β پارامتری خطͬ برنامه ریزی مسئله کردن حل با (P٢ − FLP )

کنیم: حل را زیر مسئله باید (P٢ − FLP ) مسئله حل برای برهان.
LP (ϕ, α) : max cTx

s.t. ϕ(c) ≥ ١ − α

Ax ≤ b

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]



٢١ فازی هدف توابع و قطعͬ نامساوی های با خطͬ برنامه ریزی مسائل
به و دارد وجود ϕ−١

j لذا ͬ باشد، م اکید ی΄نوای و پیوسته ϕj چون اما ،ϕ(c) = inf
j
ϕj(cj) که

ͬ باشد. م زیر صورت
ϕj(cj) ≥ ١ − α → cj ≥ ϕ−١

j (١ − α)

کنیم. بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توانیم م را Lp(ϕ, α) مسئله بنابراین
max

n∑
j=١

cjxj

cj ≥ ϕ−١
j (١ − α) j = ١, . . . , n

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]
با: است معادل که

max

n∑
j=١

cjxj

cj = ϕ−١
j (١ − α) (j = ١, . . . , n)

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]
زیر قطعͬ برنامه ریزی مسئله حل با ͬ توان م را (P٢ − FLP ) فازی برنامه ریزی مسئله بنابراین

نمود. حل
max

n∑
j=١

(ϕ−١
j (١ − α))xj

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]
ͬ باشد. م ηj(β) = ϕ−١

j (١ − α) و β = (١ − α) با Lp(β) مسئله همان که
مسئله شدنͬ فضای بر تاثیری (P٢−FLP ) مسئله در شده استفاده پارامترهای .١ . ۴ . ٢ تذکر
حقیقت در ͬ باشد. م (P١ − FLP ) مسائل از آسان تر (P٢ − FLP ) مسائل کردن حل ندارند.
هر که ترتیب این به دارد وجود خطͬ برنامه ریزی مسئله نوع دو این بین دوگان رابطه ΁ی

برعکس. و کرد P٢) تبدیل − FLP ) مسئله به صورت ͬ توان م را (P١ − FLP ) مسئله
ب·یرید نظر در را زیر (P٢ − FLP ) فازی خطͬ برنامه ریزی مسئله .١ . ۴ . ٢ مثال

m̃ax c١x١ + c٢x٢

s.t.


٣x١ − x٢ ≤ ٢
x١ + ٢x٢ ≤ ٣
x١, x٢ ≥ ٠



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ٢٢
است. شده تعریف زیر به صورت c١ برای ϕ١ عضویت تابع و c٢ = ٧۵ که

ϕ١(c١) =


٠ c١ < ۴٠
(c١−۴٠)٢

۵۶٢۵ ۴٠ ≤ c١ ≤ ١١۵
١ c١ ≥ ١١۵

کنیم. حل را زیر قطعͬ مسئله باید مسئله این حل برای

max
n∑

j=١
(ϕ−١

j (١ − α))xj

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠
کنیم. حل را زیر مسئله باید است، شده مشخص ϕ١(c) عضویت تابع فقط چون

max (ϕ−١١ (١ − α))x١ + ٧۵x٢)
s.t. ٣x١ − x٢ ≤ ٢

x١ + ٢x٢ ≤ ٣
x١, x٢ ≥ ٠

داریم: ϕ١(c) تعریف به توجه با

ϕ−١١ (١ − α) = (۴٠ + ٧۵√(١ − α))

ͬ شود. م تبدیل زیر مسئله به بالا مسئله بنابراین،

max (۴٠ + ٧۵√(١ − α))x١ + ٧۵x٢
٣x١ − x٢ ≤ ٢
x١ + ٢x٢ ≤ ٣
x١, x٢ ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]

جواب لذا و ͬ باشد م x∗٢ = ١ و x∗١ = ١ به صورت بالا پارامتری برنامه ریزی مسئله بهینه جواب
ͬ باشد. م زیر به صورت هدف تابع مقادیر فازی مجموعه فازی،یعنͬ

{
(٧۵ + c١),

(c١ − ۴٢(٠
۵۶٢۵

}
, ۴٠ ≤ c١ ≤ ١١۵



٢٣ فازی هدف تابع و نامساوی با خطͬ برنامه ریزی مسائل

هدف تابع و نامساوی با خطͬ برنامه ریزی مسائل ۵ . ٢
فازی

ͬ باشد م زیر به صورت مسائل این کلͬ فرم
(P٣ − FLP ) : m̃ax cTx

s.t. Ax ≲ b

x ≥ ٠

متقارن درحالت زیمرمن روش ١ . ۵ . ٢
΁ی بتواند تصمیم گیرنده که است نموده فرض متقارن فازی مدل تعریف برای [٣۵] زیمرمن۶
خطͬ برنامه ریزی مدل صورت این در کند، تعریف هدف تابع برای Z (ͽتوق ͹تمایل(سط ͹سط

است. زیر به صورت (P٣ − FLP ) متقارن فازی

(FSI) : cTx ≳ Z٠ به طوری΄ه: بیابید را x
Ax ≤ b

x ≥ ٠
محدودیت i−امین عضویت تابع µi, ∀ (i = ١,٢, . . . ,m) و هدف تابع عضویت تابع µ٠ کنید فرض
−امین i از مجاز انحراف مقدار pi و هدف تابع ͹سط از مجاز انحراف مقدار p٠ همچنین و باشد
به صورت i = ١,٢, . . . ,m ازای به را µ٠(x) و µi(x) ͬ توان م این صورت  در باشد. محدودیت

کرد. تعریف زیر صورت به کاهشͬ و خطͬ عضویت توابع

µ٠(cTx) =


١ cTx > Z٠
١ − Z٠−cT x

p٠ Z٠ − p٠ ≤ cTx ≤ Z٠
٠ cTx < Z٠ − p٠

و

µi(Ai(x)) =


١ Aix < bi

١ − Aix−bi
pi

bi ≤ Aix ≤ bi + pi

٠ Aix > bi + pi

۶Zimmermann



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ٢۴
انتخاب و (I) مسئله و کردند معرفͬ [۶] زاده و بلمن که متقارن حالت از استفاده با اکنون
با متناظر را زیر مسئله ͬ توانیم م محدودیت هاست، ارضای درجه بیانگر که α عضویت درجه

بنویسیم: (FSI) مسئله

maxα

µ٠(cTx) = (١ − Z٠ − cTx

p٠ ) ≥ α

s.t. µi(Aix) = (١ − Aix− bi
pi

) ≥ α (i = ١,٢, . . . ,m)

α ∈ [٠, ١], x ≥ ٠

یا

maxα

s.t. cTx ≥ Z٠ − (١ − α)p٠
Aix ≤ bi + (١ − α)pi, (i = ١,٢, . . . ,m)

α ∈ [٠, ١], x ≥ ٠

جواب ΁ی x∗ آن گاه باشد، بالا قطعͬ خطͬ برنامه ریزی مسئله بهینه جواب ΁ی (x∗, α∗) اگر
که Z٠ مطلوبیت ͹سط با متناظر درجه λ∗ و ͬ شود م نامیده (P٣ − FLP ) مسئله بهینه

ͬ باشد. م برسد، به آن به ͬ خواهد م تصمیم گیرنده

محدودیت ها آن باشد، داشته هم قطعͬ محدودیت های (P٣−FLP ) مسئله اگر .١ . ۵ . ٢ تذکر
ͬ باشد. م صفر آن ها تولورانس ͽواق در ͬ کنند، نم تغییری هیچ

ب·یرید. نظر در را زیر متقارن فازی خطͬ برنامه ریزی مسئله ([٣۵]) .١ . ۵ . ٢ مثال

m̃ax x١ + x٢

s.t.



−x١ + ٢x٢ ≲ ٢١
x١ + ٢x٢ ≲ ٢٧
۴x١ + ٣x٢ ≲ ۴۵
٣x١ + x٢ ≲ ٣٠
x١, x٢ ≥ ٠

مسئله این حل برای زیمرمن روش طبق Z٠ = ١۴٫۵, p٠ = ٢, p١ = ٣, p٢ = ۶, p٣ = ۶ آن در که



٢۵ فازی هدف تابع و نامساوی با خطͬ برنامه ریزی مسائل
کرد. حل را زیر قطعͬ مسئله باید

maxα

s.t.



x١ + x٢ ≥ ١۴٫۵ − ١)٢ − α)

−x١ + ٣x٢ ≤ ٢١ + ١)٣ − α)

x١ + ٣x٢ ≤ ٢٧ + ۶(١ − α)

۴x١ + ٣x٢ ≤ ۴۵ + ۶(١ − α)

٣x١ + x٢ ≤ ٣٠
α ≤ ١
x١, x٢, α ≥ ٠

با: است معادل که
maxα

s.t.



٢α− x١ − x٢ ≤ −١٢٫۵
٣α− x١ + ٣x٢ ≤ ٢۴
۶α+ x١ + ٣x٢ ≤ ٣٣
۶α+ ۴x١ + ٣x٢ ≤ ۵١
α ≤ ١
x١, x٢, α ≥ ٠

آورد. به دست را زیر بهینه ͺپاس و کرد حل را مسئله ͬ توان م سیمپل΄س روش از استفاده با
x∗١ = ۶ x∗٢ = ٧/٧۵
Z∗ = ١٣/٧۵ α∗ = ٠/۶٢۵

داریم: یعنͬ آید، مͬ بدست λ∗ = ١ − Z٠−CT x
p٠ رابطه از λ∗ مقدار که است ذکر قابل

λ∗ = ١ − ١۴٫۵ − ١٢٫٧۵
٢ = ٠٫۶٢۵

برابرند. α∗ و λ∗ مقادیر مثال این در که

نامتقارن مسائل روی΄رد با چاناس روش ٢ . ۵ . ٢
(P١ − FLP ) نوع فازی برنامه ریزی مسائل حل برای [٢٨] وردجیز روش دیدیم که همان طور
گرفته نادیده فازی تصمیم مجموعه به مربوط اطلاعات دی·ر و هستند وابسته pi تولورانس به



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ٢۶
΁نزدی گزینه های دی·ر به مربوط که را اطلاعاتͬ فازی تصمیم مجموعه که حالͬ در ͬ شود، م

دارد. بر در نیز را ماکزیمم جواب به
نظر در زیر به صورت را (P١−FLP ) خطͬ برنامه ریزی مدل مش΄ل این ͽرف برای [٧] چاناس٧

گرفت.
(P١ − FLP ) : max cTx

s.t. Ax ≲ b

x ≥ ٠
ͬ کنیم. م معرفͬ زیر به صورت را µi عضویت تابع pi(i = ١, . . . ,m) تولورانس گرفتن نظر در برای

µi(Ai(x)) =


١ Aix ≤ bi

١ − Aix−bi
pi

bi ≤ Aix ≤ bi + pi

٠ Aix ≥ bi + pi

ͬ باشد. م زیر (LP )θ پارامتری خطͬ برنامه ریزی مسئله با معادل مسئله این
maxZ = cTx

Ax ≤ b+ θp

x ≥ ٠, θ ∈ [٠, ١]
محدودیت m از ΁ی هر برای تولورانس بردار p = (p١, p٢, . . . , pm) و پارامتر ΁ی θ = (١−α) که
باشد (LP )θ مسئله بهینه جواب ΁ی x∗(θ) شده، داده θ ΁ی برای کنید فرض ͬ باشد. م فازی

محدودیت بنابراین باشد. Z∗(θ) آن با متناظر هدف تابع مقدار و
Ax ≤ b+ θp =⇒ Aix ≤ bi + (١ − α)pi (i = ١,٢, . . . ,m)

با: است معادل که
µi(Aix

∗(θ)) ≥ α = (١ − θ) (i = ١,٢, . . . ,m)

است. موجود µi(Aix
∗(θ)) = α = ١ − θ با i مقدار ΁ی حداقل همچنین ͬ باشد. برقرارم

x∗(θ) چون باشد، فعال x∗(θ) در باید محدودیت ها از ی΄ͬ حداقل ،(LP )θ مسئله در زیرا
محدودیت ها این ارضای مشترک درجه بنابراین باشد. شدنͬ ناحیه از درونͬ نقطه ΁ی ͬ تواند نم

یعنͬ: ͬ باشد. م iها روی µi(Ai(x)) مینیمم
µc(Ax

∗(θ)) = min
i

µi(Aix
∗(θ)) = ١ − θ

٧Chanas



٢٧ فازی هدف تابع و نامساوی با خطͬ برنامه ریزی مسائل
موجود اگر البته داریم Z∗(θ) بهینه هدف تابع با x∗(θ) بهینه جواب ΁ی θ هر به ازای بنابراین
به (LP )θ مسئله بهینه مقدار این کند. صدق ١ − θ درجه با محدودیت ها درهمه ی که باشد
عضویت تابع ͬ توانیم م لذا ͬ کند، م مشخص را p٠ و z٠ آن ΁کم به و ͬ شود م ارائه تصمیم گیرنده

کنیم. ایجاد زیر به صورت را هدف تابع از µ٠

µ٠(cTx∗(θ)) =


١ cTx∗(θ) > z٠
١ − z٠−cT x∗(θ)

p٠ z٠ − p٠ ≤ cTx∗(θ) ≤ z٠
٠ cTx∗(θ) < z٠ − p٠

تابع عضویت تابع و µc(A(x
∗)) = ١−α صورت به محدودیت ها ارضای درجه ی چون نتیجه در

x∗(θ∗) صورت به (P٣−FLP ) مسئله بهینه جواب لذا ͬ باشد، م µ٠(CTx∗(θ)) صورت به هدف
است. زیر مسئله بهینه جواب (θ∗) که ͬ باشد م

µD(θ
∗) = max

θ
µD(x

∗) = max
θ

(
min

(
µ٠(x), µc(x)

))
همان که µD(θ

∗(x)) یعنͬ آن ها نمودار و ترسیم زیر به صورت را µi(θ(x)) و µ٠(θ(x)) تابع حال
تابع راحتͬ به µc و µ٠ داشتن با نتیجه در ͬ کنیم. م مشخص ͬ دهد م نشان را فازی تصمیم

θ∗ در µc و µ٠ عضویت توابع :٢ . ٢ ش΄ل
این در توجه قابل نکات از ͬ آید. م به دست فازی تصمیم عضویت تابع همان یا µD عضویت

کرد. اشاره زیر مطالب به ͬ توان م روش
مم΄ن انتخاب های که به طوری ͬ شود م گرفته نظر در کامل به طور فازی تصمیم مجموعه .١

ͬ گیرند. م قرار نظر مد هم دی·ر
است. کافͬ بودن نزولͬ غیر و نیست µi بودن خطͬ فرض به نیازی .٢

محدودیت ها و هدف ترکیب برای ضرب مانند نیز دی·ری عمل·رهای از ͬ توان م µD(θ(x)) در .٣
کرد. استفاده



هدفه تک فازی خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای روش هایی ٢٨
ب·یرید. نظر در را زیر متقارن فازی خطͬ برنامه ریزی مسئله .٢ . ۵ . ٢ مثال

m̃ax = ٣x١ + ۴x٢ + ۴x٣

s.t.


۶x١ + ٣x٢ + ۴x٣ ⪯ ١٢٠٠
۵x١ + ۴x٢ + ۵x٣ ⪯ ١۵۵٠
x١, x٢, x٣ ≥ ٠

بیابید. را مسئله جواب باشند. P٠ = ١۵٠, P١ = ١٠٠, P٢ = ٢٠٠ کنید فرض
ͬ نویسیم: م را زیر پارامتری برنامه ریزی مدل ابتدا راه حل:

max = ٣x١ + ۴x٢ + ۴x٣

s.t.


۶x١ + ٣x٢ + ۴x٣ ≤ ١٢٠٠ + ١٠٠θ
۵x١ + ۴x٢ + ۵x٣ ≤ ١۵۵٠ + ٢٠٠θ
x١, x٢, x٣ ≥ ٠

ͬ آید: م به دست زیر به صورت θ(x) جواب آن حل با که

x(θ) =


(٠, ٧٧۵۴ + ۵٠θ, ٠) ٠ ≤ θ < ٣٨
(٠, ١۵٧۵۴ + ١٠٠٣ θ, ٠) ٣٨ ≤ θ ≤ ١

داریم: هدف تابع در آن دادن قرار با و

Z(x(θ)) =


١۵۵٠ + ٢٠٠θ ٠ ≤ θ < ٣٨
١۵٧۵ + ۴٠٠٣ θ ٣٨ ≤ θ ≤ ١

همچنین:

µ٠(x(θ)) =


۴٣θ ٠ ≤ θ ≤ ٣٨
١۶ + ٨٩θ ٣٨ ≤ θ ≤ ١۵١۶
١ θ ≥ ١۵١۶

مقادیر ازای به µ٠(x(θ)) مقدار ͬ رسد،بنابراین م ١٧٠٠ به هدف تابع مقدار θ = ١۵١۶ در که آنجا از
که ͬ آید م به دست ١۵٣۴ ازای به µD مقدار ماکزیمم ͬ شود.لذا م تبدیل ΁ی به ١۵١۶ مساوی بزرگتر

ͬ باشد: م زیر صورت به تقریبا آن با متناظر جواب
x(θ) = (٠,۴١٢/۴۵, ٠)



٣ فصل
فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی

معرفͬ ٣ . ١
است: زیر صورت به چندهدفه خطͬ برنامه ریزی کلͬ چارچوب

(MOLP ) : minZ(x) = [z١(x), z٢(x), . . . , zp(x)]T

x ∈ X
(٣ . ١)

k ∈ K = {١,٢,٣, . . . , p} و ͬ باشد م قطعͬ خطͬ هدف تابع امین ‐k ، zk(x) = ∑n
j=١ ckjxj که

΁ی b و m × n ماتریس ΁ی A که X = {x ∈ Rn|Ax ≥ b, x ≥ ٠} صورت به شدنͬ ناحیه و
ͬ باشد. م bi ∈ R با بردار −m

متفاوت انتظارش مورد ͹سط هدف هر از یا باشد داشته فازی اهداف تصمیم گیرنده اگر
صورت به (MOLP ) مسئله باشند، k ∈ K و g̃k کلͬ هدف ΁ی معادل یا کمتر هدف ها و باشد

ͬ شود. م تبدیل زیر
که طوری به کنید پیدا را x

zk(x) ≤ g̃k k = ١,٢, . . . , p
x ∈ X

(٣ . ٢)

تولورانس با [gk, gk + tk] بازه صورت به که است فازی مجموعه ΁ی دهنده ی نشان g̃k

ͬ شود. م داده نشان ͬ شود، م ارائه هدف تابع امین ‐k برای تصمیم گیرنده بوسیله که tk ≥ ٠
٢٩



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ٣٠
هدف تابع امین ‐k برای تصمیم گیرنده که عضویتͬ درجه بیان برای دی·ر، عبارت به
نظر در ͬ باشد، م zk(x) از نزولͬ خطͬ عضویت تابع ΁ی که [gk, gk+ tk] بازه صورت به که zk(x)

ͬ شود: م فرمول بندی زیر صورت به مسئله ͬ گیرد، م

µk(zk(x)) =


١ zk(x) ≤ gk

١ − zk(x)−gk
tk

gk ≤ zk(x) ≤ gk + tk

٠ zk(x) ≥ gk + tk

(٣ . ٣)

شده بیان [٣۴] زیمرمن توسط که max−min روش و (٣ . ٣) خطͬ عضویت توابع از استفاده با
توابع از ΁هری عضویت درجه بزرگ ترین به و نمود حل را (٣ . ٢) فرم به مسئله ͬ توان م است،

یافت. دست هم زمان طور به عضویت
از استفاده با ͬ توان م را (٣ . ٢) فرم به مسئله ،α = min {µ١(z١(x)), . . . , µk(zk(x))} قرار دادن با

کرد. تبدیل زیر قطعͬ برنامه ریزی خطͬ مسئله به max−min روش

maxα

١ ≥ µk(zk(x)) ≥ α, k = ١,٢, . . . , p
x ∈ X

(۴ . ٣)

اولیه تعاریف ٣ . ٢
تصمیم گیرنده رضایت مورد و مطلوب وقتͬ نتیجه گیری ها دیده ایم تا کنون که مسائلͬ اغلب در
در مثال برای باشد شده تحلیل تجزیه و بررسͬ هدف چندین براساس تصمیم گیری که است
هزینه، کردن حداقل درآمد، کردن حداکثر مانند اهدافͬ ͬ تواند م تولید برنامه ریزی مسائل
جواب تعریف ͬ سازند. م را هدفه چند مسئله ΁ی که باشند داشته وجود ... و ضایعات کاهش
جوابی کارا جواب ΁ی» که است صورت این به شد مطرح [١٠] ادوارت١ توسط بار اولین که کارا
مؤلفه هایش از ی΄ͬ حداقل اینکه م·ر یابند بهبود ͬ توانند نم مؤلفه هایش از ΁ی هیچ که است
پارتو بهینگͬ تعریف به این یافت، توسعه پارتو٢ ویلفردو توسط تعریف این چون شود.» بدتر
بهینه نقطه ΁ی باهم هدف توابع که است غیرمم΄ن معمولا (٣ . ١) مسئله مدل در ͬ گویند. م
از بهینگͬ مفهوم جای به چندهدفه برنامه ریزی مسائل در تناقض این ͽرف برای باشند. داشته

ͬ کنیم. م استفاده پارتو بهینه جواب یا کارا جواب مفاهیم
وجود yای ∈ X اگر ͬ باشد م (٣ . ١) مسئله برای پارتو بهینه جواب ΁ی x٠ ∈ X .٣ . ٢ . ١ تعریف
.s ΁ی برای حداقل zs(y) < zs(x) و ها k همه ی برای zk(y) ≤ zk(x

٠) طوری΄ه به باشد نداشته
١Edgeworth
٢Vilfredo Pareto



٣١ فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای دومرحله ای روش
اگر ͬ باشد م (٣ . ٢) مدل مسئله برای فازی کارای جواب ΁ی x٠ ∈ X .٣ . ٢ . ٢ تعریف
و ها k همه ی برای µk(zk(y)) ≥ µk(zk(x

٠)) طوری΄ه به باشد نداشته وجود yای ∈ X

.s ΁ی برای حداقل µs(zs(y)) > µs(zs(x
٠))

یافتن به تضمینͬ باشد داشته کارا٣ جواب ΁ی از بیش که حالتͬ در مسئله حل اگرچه
ͬ دهد. نم ما به فازی کارای جواب های

برای نباشد. پارتو بهینه جواب است مم΄ن (٣ . ٢) مسئله فازی کارای جواب .٣ . ٢ . ١ تذکر
که: طوری به کرد پیدا y ∈ X ͬ توان م باشد. µ١(Z١(x٠)) = ١ اگر مثال

µi(Zi(y)) = µi(Zi(x
٠))∀i Z١(y) < Z١(x٠)

خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای دومرحله ای روش ٣ . ٣
فازی چندهدفه

برنامه ریزی مسائل حل برای مختلفͬ راه های شد مطرح (٢) فصل در که قبل روش های در
بیان [۶] زاده و بلمن توسط که کلͬ قاعده از روش ها آن همه ی که کردیم ارائه فازی خطͬ
ͬ شود م قطعͬ مسئله ΁ی به تبدیل فازی مسئله که صورت این به ͬ کردند، م پیروی بود شده

ͬ شود. م حل قطعͬ مسئله سیمپل΄س روش با سپس و
توافقͬ کارای جواب این بنابراین باشد، داشته بهینه جواب ΁ی خطͬ برنامه ریزی مسئله اگر
باشد، داشته چندگانه بهینه جواب قطعͬ برنامه ریزی مسئله اگر ولͬ بود خواهد فازی مسئله

بود. خواهد فازی مسئله توافقͬ کارای جواب چندگانه جواب های از ی΄ͬ سرانجام
معرفͬ است شده مطرح [١١] وو و جو توسط که را دومرحله ای حل روش بخش این در
مسئله که است متفاوت شده ارائه [١٨] ل۴ͬ و لͬ توسط که روشͬ با روش این ͬ کنیم. م
دومرحله ای روش از حاصل جواب بعلاوه ͬ شود. م حل دومرحله در قطعͬ خطͬ برنامه ریزی
با (٣ . ٢) بخش در [٣٠] ورنرز روش بازنویسͬ با است. فازی توافقͬ کارای جواب همیشه
روش شده ارائه [۶] زاده و بلمن کلͬ قاعده و µi(i = ٠, ١, . . . ,m) عضویت توابع از استفاده

ͬ شود. م نتیجه زیر صورت به قطعͬ برنامه ریزی مسئله برای max−min

(P١ − FLP ) : maxα

µi(x) ≥ α i = ٠, ١,٢, . . . ,m
α ≤ ١
x ≥ ٠, α ≥ ٠

٣Efficient
۴Lee and Li



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ٣٢
بنامیم. (PhaseI − Lpp) خطͬ برنامه ریزی مسئله حل اول مرحله را بالا مسئله کنید فرض
برنامه ریزی مسئله ΁ی دوم مرحله در باشد. اول مرحله بهینه جواب ΁ی (x∗, α∗) کنید فرض

ͬ سازیم: م زیر صورت به را خطͬ

(PhaseII − LPP ) : max
m∑
i=٠

αi

µi(x) ≥ αi, i = ٠, ١, . . . ,m
µi(x

∗) ≤ αi, i = ٠, ١, . . . ,m
αi ≥ ٠, i = ٠, ١, . . . ,m
αi ≤ ١, i = ٠, ١, . . . ,m
x ≥ ٠

مخفف (MOP ) و باشد دوم مرحله مسئله بهینه جواب ΁ی (x∗∗, α∗∗٠ , . . . , α∗∗
m ) کنید فرض

باشد: زیر چندهدفه بهینه سازی مسئله
(MOP ) max(µ٠(x), µ١(x), . . . , µm(x))

x ≥ ٠
مسئله فازی توافقͬ کارای جواب ΁ی را (MOP ) چندهدفه بهینه سازی مسئله کارای جواب هر

داریم: را زیر قضیه لذا ͬ نامیم. م (P١ − FLP )

مسئله فازی توافقͬ کارای جواب دوم، مرحله پایان در x∗∗ بهینه جواب .٣ . ٣ . ١ قضیه
ͬ باشد. م (P١ − FLP )

΁ی لذا نباشد، (MOP ) مسئله توافقͬ کارای جواب x∗∗ کنیم فرض خلف برهان با برهان.
و x̄ ≥ ٠ که طوری به دارد وجود (MOP ) مسئله برای x̄ جواب

µi(x
∗∗) ≤ µi(x̄), ∀i = ٠, ١, . . . ,m

µk(x
∗∗) < µk(x̄), for some k ∈ {٠, ١, . . . ,m}

هدف تابع ضرایب و ͬ باشد م (PhaseII − LPP ) مسئله بهینه جواب (x∗∗, α∗∗٠ , . . . , α∗∗
m ) چون

داریم: ͬ باشند، م مثبت دوم مرحله مسئله
α∗∗
i = µi(x

∗∗), i = ٠, ١, . . . ,m
انتخاب با اکنون

ᾱi = µi(x̄), i = ٠, ١, . . . ,m



٣٣ فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای دومرحله ای روش
همچنین: و است شدنͬ دوم مرحله مسئله برای (x̄, ᾱ٠, . . . , ᾱm) ͬ گیریم م نتیجه

m∑
i=٠

α∗∗
i =

m∑
i=٠

µi(x
∗∗) <

m∑
i=١

µi(x̄) =

m∑
i=٠
i̸=k

ᾱi + αk

که ͬ باشد نم دوم مرحله مسئله بهینه جواب (x∗∗, α∗∗٠ , . . . , α∗∗
m ) دهد مͬ نشان مطلب این که

ͬ شود. م اثبات ح΄م و است فرض برخلاف
است: زیر صورت به دوم مرحله خطͬ برنامه ریزی مسئله ساده تر فرم .٣ . ٣ . ١ تذکر

max

m∑
i=٠

µi(x)

s.t. µi(x) ≥ µi(x
∗) (i = ٠, ١, . . . ,m)

µi(x) ≤ ١ (i = ٠, ١, . . . ,m)

x ∈ X

ͬ دهیم. م نشان X با را اصلͬ فازی مسئله قطعͬ محدودیت های به مربوط شدنͬ ناحیه که
نظر در p٣ = ٣٠ و p٢ = ۴٠ و p١ = ۵ با را زیر فازی خطͬ برنامه ریزی  مسئله .٣ . ٣ . ١ مثال

ب·یرید.
max۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t.



x١ + x٢ + x٣ + x۴ ⪯ ١۵
٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ⪯ ٨٠
٣x١ + ۴/۴x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ⪯ ١٠٠
x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠

دهیم. نشان g٣(x) و g٢(x) و g١(x) با را مسئله قیود و Z(x) با را هدف تابع کنید فرض
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را عضویت تابع فازی محدودیت هر برای

µ١(x) =


١ g١(x) ≤ ١۵
٢٠−g١(x)۵ ١۵ ≤ g١(x) ≤ ٢٠
٠ g١(x) ≥ ٢٠

µ٢(x) =


١ g٢(x) ≤ ٨٠
١٢٠−g٢(x)۴٠ ٨٠ ≤ g٢(x) ≤ ١٢٠
٠ g٢(x) ≥ ١٢٠



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ٣۴

µ٣(x) =


١ g٣(x) < ١٠٠
١٣٠−g٣(x)٣٠ ١٠٠ ≤ g٣(x) ≤ ١٣٠
٠ g٣(x) ≥ ١٣٠

مسئله که کنیم مͬ حل را LP (b + p) و LP (b) مسئله [٣٠] ورنرز روش از استفاده با اکنون
ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت را LP (b+ p) مسئله ولͬ ͬ باشد م اولیه مسئله همان LP (b)

LP (b+ p) : max ۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴

s.t.



x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ٢٠
٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ١٢٠
٣x١ + ۴/۴x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٣٠
x١, x٢, x+٣, x۴ ≥ ٠

با بنابراین ͬ آوریم. م به دست را Z١ = ١٣٠ و Z٠ = ٩٩٫٢٩ جواب های مسائل این با متناظر
داریم: مسئله هدف عضویت تابع تعریف به توجه

µ٠(x) =


١ z(x) ≥ ١٣٠
z(x)−٩٩٫٢٩−٩٩٫٢١٣٠ ٩٩٫٢٩ ≤ z(x) ≤ ١٣٠
٠ z(x) < ٩٩٫٢٩

ͬ کنیم. م حل را اول مرحله مسئله max−min روش و [٣۵] زیمرمن روش از استفاده با
maxα

(PhaseI − Lpp)



۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١٣٠ − ١)٣٠٫٧١ − α)

x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α)

٧x١ + ۵x٢ + x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α)

٣x١ + ۴٫۴x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α)

x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠, α ∈ [٠, ١]
است. زیر صورت به اول مرحله مسئله بهینه جواب

x∗ = (٨٫۵٧, ٠,٨٫٩٣, ٠)
α∗ = ٠٫۵, Z(x∗) = ١١۴٫۶۵, g١(x∗) = ١٧٫۵, g٢(x∗) = ٨۶٫٧٨, g٣(x∗) = ١١۵٫٠١

µ٠(x∗) = µ١(x∗) = µ٣(x∗) = ٠٫۵, µ٢(x∗) = ٠٫٨٢



٣۵ بیلبائو و جیمنز روش
ͬ گیریم. م نظر در زیر صورت به را دوم مرحله مسئله

max α٠ + α١ + α٢ + α٣

s.t.



۴x١ + ۵x٢ + ٩x٣ + ١١x۴ ≥ ١٣٠ − ١)٣٠٫٧١ − α٠)
x١ + x٢ + x٣ + x۴ ≤ ١۵ + ۵(١ − α١)
٧x١ + ۵x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ ≤ ٨٠ + ۴١)٠ − α٢)
٣x١ + ۴٫۴x٢ + ١٠x٣ + ١۵x۴ ≤ ١٠٠ + ١)٣٠ − α٣)
٠٫۵ ≤ α٠ ≤ ١
٠٫۵ ≤ α٢ ≤ ١
٠٫٨٣ ≤ α٠ ≤ ١
٠٫۵٠ ≤ α٠ ≤ ١
x١, x٢, x٣, x۴ ≥ ٠

است. زیر صورت به بالا مسئله بهینه جواب
x∗ = (۴٫٠۵,۵٫۶۵,٧٫٨, ٠)

همچنین
z(x∗∗) = z(x∗) = ١١۴٫۶۵

g١(x∗) = ١٧٫۵, g٢(x∗) = ٨٠٫٠٠, g٣(x∗) = ١١۵٫٠١
µ٠(x∗∗) = µ١(x∗∗) = µ٣(x∗∗) = ٠٫۵, µ٢(x∗∗) = ١

تابع عضویت درجه بزرگ ترین بل΄ه رسیدیم، مسئله بهینه جواب به تنها نه مثال این حل با
کردیم. پیدا µ٢(x∗) = ٠٫٨٣ و µ٢(x∗∗) = ١ با را µ٢ در هدف

بیلبائو و جیمنز روش ۴ . ٣
جواب است، مم΄ن (٣ . ٢) مسئله فازی کارای جواب که دادند نشان [١۴] بیلبائو۶ و جیمنز۵
[١١] وو٨ و جوو٧ روش از ابتدا مطلب این اثبات برای نباشد. (٣ . ١) مدل مسئله پارتو بهینه
مشابه مدلͬ جواب این از استفاده با سپس گرفتند. ΁کم فازی کارای جواب کردن پیدا برای

گرفتند. نظر در پارتو بهینه جواب یافتن برای آرمانͬ برنامه ریزی مسئله به
۵Jimeenz
۶Bilbao
٧Guu
٨Wu



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ٣۶
را فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای کلͬ روش ΁ی [١۴] بیلبائو و جیمنز

ͬ باشد: م زیر به صورت روش این ال·وریتم کردند، ارائه زیر به صورت
اول: حالت ͬ آید، م پیش زیر حالت دو کنید. حل را (۴ . ٣) مدل max−min مسئله :١ مرحله

آن گاه: باشد، به فرد منحصر بهینه جواب اگر
و فازی کارای جواب باشند، ΁ی از کمتر اکید به طور رضایت مندی درجه های تمام اگر الف)

ͬ شود. م تمام ال·وریتم و کرد انتخاب ͬ توان م را پارتو بهینه
به اهداف برخͬ که ب·وییم ͬ توانیم م باشند، ΁ی برابر رضایت مندی درجه های از برخͬ اگر ب)
پارتو بهینه جواب به عنوان ͬ توان نم را فازی کارای جواب ولͬ رسیده اند رضایت مندی ͹سط

بروید. (٣) مرحله به گرفت. نظر در
بروید. دوم مرحله به باشد. چندگانه مسئله بهینه جواب اگر دوم: حالت

کنید. حل را ͬ باشد م زیر به صورت که دوم مرحله مسئله :٢ مرحله

max

m∑
i=١

αi

s.t. ١ ≥ µi(Zi(x)) ≥ αi ≥ µi(Zi(x
∗)) i = ١, . . . ,m

x ∈ X

داریم: را زیر حالت دو مسئله حل از پس
و فازی کارای جواب باشند، ΁ی از کمتر اکید به طور رضایت مندی درجه های تمام اگر الف)

ͬ شود. م تمام ال·وریتم و کرد انتخاب ͬ توان م را پارتو بهینه
اهداف از برخͬ که ب·وییم ͬ توانیم م باشند، ΁ی برابر رضایت مندی درجه های از برخͬ اگر ب)
پارتو بهینه جواب به عنوان ͬ توان نم را فازی کارای جواب ولͬ رسیده اند رضایت مندی ͹سط به

بروید. (٣) مرحله به گرفت. نظر در
بروید. دوم مرحله به باشد، چندگانه مسئله بهینه جواب اگر دوم: حالت

و فازی کارای جواب مسئله این جواب کنید. ماکزیمم را منفͬ انحرافات مجموع :٣ مرحله
ͬ شود. م تمام ال·وریتم و ͬ باشد م پارتو بهینه

max

p∑
s=١

ns

s.t. Zs(x) + ns = Zs(x
∗∗) (s = ٠, ١, . . . , p)

µr(Zr(x)) = µr(Zr(x
∗∗)) (r = p+ ١, . . . , k)

x ∈ X,ns ≥ ٠

p٣ = ٢ و p٢ = ٢ ،p١ = ٣ تولورانس با را زیر فازی چندهدفه برنامه ریزی مسئله .١ . ۴ . ٣ مثال



٣٧ بیلبائو و جیمنز روش
ب·یرید. نظر در ( g٣ = ١٣ و g٢ = ٨ ،g١ = ٢١ ) فازی اهداف و
min { z١(x) = ٣x١ + ٣x٢ + ٣x٣

z٢(x) = ٢x١ + x٢ + ٢x٣
z٣(x) = ۴x١ + ۴x٢ + ٢x٣ }

s.t. ۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣

ͬ کنیم. م حل را (٣ . ٢) مدل max−min مسئله اول: مرحله
maxα

١
٢)٣۴ − z١(x)) ≥ α

s.t.
١
١٠)٢ − z٢(x)) ≥ α

١
١)٢۵ − z٣(x)) ≥ α

۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣

زیراست. به صورت اول مرحله مسئله بهینه جواب
x∗ = (١, ١,٣), α∗ = ٠/۵, z١(x∗) = ١۵, z٢(x∗) = ٩, z٣(x∗) = ١۴
ͬ کنیم م پیدا زیر صورت به را دوم مرحله مسئله فازی کارای جواب دوم: مرحله

maxα١ + α٢ + α٣
١
٢)٣۴ − Z١(x)) ≥ α١

s.t.
١
١٠)٢ − Z٢(x)) ≥ α٢
١
١)٢۵ − Z٣(x)) ≥ α٣
۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣, α١ = ١, ٠٫۵ ≤ α٢ ≤ ١, ٠٫۵ ≤ α٣ ≤ ١,

داریم: مسئله حل از پس
x∗∗ = (١/٢۵, ٠٫۵,٣), α١ = ١, α٢ = ٠٫۵, α٣ = ١
Z١(x∗∗) = ١۴/٢۵, Z٢(x∗∗) = ٩, Z٣(x∗∗) = ١٣

و Z٢(x∗∗) = Z٢(x∗) و Z١(x∗∗) < Z١(x∗) چون: ͬ دهد، م بهبود را x∗ جواب x∗∗ که ͬ بینیم م
نرسیده خود انتظار مورد ͹سط به کاملا که دارد وجود هدف ΁ی حداقل اما Z٣(x∗∗) < Z٣(x∗)



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ٣٨
ͬ رویم. م ٣ مرحله به پس نباشد. پارتو بهینه جواب است مم΄ن x∗∗ جواب لذا است.

ͬ نویسیم. م را (۴ . ٣) معادل مسئله پارتو بهینه جواب کردن پیدا برای سوم: مرحله
maxn١ + n٣
٣x١ + ٣x٢ + ٣x٣ + n١ = ١۴٫٢۵
۴x١ + ۴x٢ + ٢x٣ + n٣ = ١٣

s.t.
١
١٠)٢ − (٢x١ + x٢ + ٢x٣) = ٠٫۵
۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣, n١ ≥ ٠, n٣ ≥ ٠,

داریم: مسئله حل از پس
x٠ = (١/۵, ٠,٣),
Z١(x٠) = ١٣٫۵, Z٢(x٠) = ٩, Z٣(x٠) = ١٢

ͬ باشد. م مسئله فازی کارای و پارتو بهینه جواب لذا ͬ دهد، م بهبود را x∗∗ جواب x٠ که ͬ بینیم م

هم΄اران و وو توسعه یافته روش ۵ . ٣
دادند ارائه فازی چندهدفه برنامه ریزی مسائل حل برای جدیدی روش [٣۴] هم΄ارانش و وو
عضویت توابع از استفاده با ͬ باشد. م (٣ . ٣) رابطه ی با متناظر هدف توابع عضویت درجه که
به هم΄اران و وو توسط توسعه یافته روش اول مرحله مسئله max−min روش و (٣ . ٣) خطͬ

ͬ شود: م تعریف زیر صورت
maxα

s.t. µk(zk(x)) ≥ α, k = ١,٢, . . . , p
x ∈ X

(۵ . ٣)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به روش این دوم مرحله مسئله

max

p∑
k=١

si

s.t. µk(Zk(x))− si ≥ α∗ k = ١,٢, . . . , p
x ∈ X, si ≥ ٠

p٣ = ٢ و p٢ = ٢ ،p١ = ٣ تولورانس با را زیر فازی چندهدفه برنامه ریزی مسئله .١ . ۵ . ٣ مثال



٣٩ هم΄اران و وو توسعه یافته روش
ب·یرید. نظر در ( g٣ = ١٣ و g٢ = ٨ ،g١ = ٢١ ) فازی اهداف و
min { z١(x) = ٣x١ + ٣x٢ + ٣x٣

z٢(x) = ٢x١ + x٢ + ٢x٣
z٣(x) = ۴x١ + ۴x٢ + ٢x٣ }

s.t. ۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت اهداف از ΁ی هر برای را عضویت توابع اول: مرحله

µ١(z١(x)) =


١ z١ ≤ ٢١
٢۴−z١(x)٣ ٢١ ≤ z١(x) ≤ ٢۴
٠ z١(x) ≥ ٢۴

µ٢(z٢(x)) =


١ z٢ ≤ ٨
١٠−z٢(x)٢ ٨ ≤ z٢(x) ≤ ١٠
٠ z٢(x) ≥ ١٠

µ٣(z٣(x)) =


١ Z٣ ≤ ١٣
١۵−z٣(x)٢ ١٣ ≤ z١(x) ≤ ١۵
٠ z٣(x) ≥ ١۵

ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت را اول مرحله مسئله
maxα

١
٢)٣۴ − z١(x)) ≥ α

s.t.
١
١٠)٢ − z٢(x)) ≥ α

١
١)٢۵ − z٣(x)) ≥ α

۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣

ͬ باشد. م زیر به صورت اول مرحله مسئله بهینه جواب

x∗ = (١, ١,٣), α∗ = ٠/۵, z١(x∗) = ١۵, z٢(x∗) = ٩, z٣(x∗) = ١۴



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ۴٠
ͬ نویسیم: م زیر به صورت به مسئله α∗ = ٠/۵ قید افزودن با را مسئله دوم مرحله دوم: مرحله

max s١ + s٢ + s٣
١
٢)٣۴ − Z١(x))− s١ ≥ ٠/۵
١
١٠)٢ − Z٢(x))− s٢ ≥ ٠/۵
١
١)٢۵ − Z٣(x))− s٣ ≥ ٠/۵
۴x١ + ٢x٢ + ۴x٣ ≥ ١٨
x١ ≥ ١, x٢ ≥ ٠, ٠ ≤ x٣ ≤ ٣, s١, s٢, s٣ ≥ ٠

داریم: مسئله حل از پس
x∗∗ = (١/۵, ٠,٣), s١ = ٣, s٢ = ٠, s٣ = ١
Z١(x∗∗) = ١٣/۵, Z٢(x∗∗) = ٩, Z٣(x∗∗) = ١٢

٣ . ٣ . ١ قضیه به توجه با Z٣(x∗∗) < Z٣(x∗) و Z٢(x∗∗) = Z٢(x∗) و Z١(x∗∗) < Z١(x∗) چون
ͬ باشد. م مسئله برای بهینه جواب ΁ی X∗∗ = (١/۵, ٠,٣) ،

s١ = ٣ رسید. مثال این از بیش تری اطلاعات به ͬ توان م ͬ باشند. م s١, s٣ > ٠ چون بعلاوه
Z١(x) هدف تابع در p١ = ٣ تولورانس با g١ = ٢١ اصلͬ هدف که است این دهنده ی نشان
را مقدار این ͬ توان م که است. زده تخمین تصمیم گیرنده که است مقداری آن از بیش تر

آورد. به دست زیر به صورت

(s١ + α∗ − ١)× P١ =
(٣ + ٠/۵ − ١)× ٣ = ٧٫۵

کرد. محاسبه هم زیر به صورت ͬ توان م را مقدار این همچنین
g١ − Z١(x∗∗) = ٢١ − ١٣/۵ = ٧/۵

g٣ − Z٣(x∗∗) = ١٣ − ١٢ = ١ داد. انجام ͬ توان م نیز Z٣(x) هدف برای را روش همین
توسط شده نظر تجدید مرحله ای دو روش که ͬ دهد م نشان بالا مثال از آمده به دست نتایج
شده زده حدس مقدار اینکه به ͽراج تصمیم گیرنده به بیش تری اطلاعات [٣۴] هم΄اران و وو
کرد. محاسبه ͬ توان م را مقدار این وجود صورت در و ͬ دهد م را دارد تفاوتͬ چه اصلͬ مسئله

فازی محیط در آرمانͬ خطͬ برنامه ریزی ۶ . ٣
هر برای غیردقیق انتظار ͹سط مدل های فازی، شرایط در آرمانͬ برنامه ریزی مطالعه برای
هدف تابع امین k انتظار ͹سط مدل gk کنیم فرض ͬ کنیم. م مشخص را هدف k از ΁ی



۴١ فازی محیط در آرمانͬ خطͬ برنامه ریزی
ͬ توان م را (FGP ) فازی٩ محیط در آرمانͬ خطͬ برنامه ریزی مسئله باشد. (k = ١,٢, . . . , p)

که: طوری به کنید پیدا را x ∈ Rn داد. نمایش زیر صورت به
(FGP ) : cTk x ≳ gk (k = ١,٢, . . . , p)

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠
اشاره آن ها از برخͬ به که دارد وجود (FGP ) مسئله کردن حل برای مختلفͬ روش های

ͬ کنیم. م

زیمرمن روش ١ . ۶ . ٣
انتخاب فازی آرمان های از ΁ی هر برای را زیمرمن استاندارد خطͬ عضویت تابع روش این در
ͬ کنیم. م استفاده (FGP ) معادل قطعͬ مسئله حل برای max−min روش از سپس ͬ کنیم. م

داریم: k = ١,٢, . . . , p هر برای بنابراین،

µk(c
T
k (x)) =


١ cTk x ≥ gk

fk(c
T
k (x)) =

cTk x−Lk

gk−Lk
Lk ≤ cTk x < gk

٠ cTk x < Lk

با را فازی آرمان kامین‐ تولورانس اگر است فازی آرمان −امین k برای مقدار کمترین Lk که
داریم: بنابراین دهیم نشان pk

Lk = gk − pk

ͬ کنیم. م استفاده (FGP ) حل برای max−min روش از اکنون
(ZLP ) : maxλ

s.t.



λ ≤ cTk x−Lk

gk−Lk
, (k = ١,٢, . . . , r)

AX ≤ b

λ ≤ ١
x, λ ≥ ٠

خطͬ قطعه به قطعه است مم΄ن کلͬ حالت در اما ͬ باشد م خطͬ fk(c
T
k x) =

cTk x−Lk

gk−Lk
اینجا در

باشد. مقعر١٠ شبه یا مقعر است مم΄ن پس باشد.
بررسͬ را باشد مقعر شبه یا مقعر fk(c

T
k x) که حالتͬ در را [٣۶] زیمرمن روش بخش این در

٩Fuzzy goal programming
١٠Quasi concave



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ۴٢
[٣۴] یانگ و [٢٢] ١٣ ناکومورا و مقعر مدل برای [١٢] هانان١٢ [٢٣]و ͬ کنیم.نارسیمهان١١ م
ارائه روش هایی مقعر شبه مدل برای [٢١] چن و لین و [٢٩] فو و وانگ و [١٩] یو و لͬ و
در ͬ باشد. م [١٩] لͬ مرحله ای دو روی΄رد از استفاده زیمرمن روش برای توسعه ΁ی کرده اند.
آن مشابه روش اکنون کردیم بیان تک هدفه مسائل برای را مرحله ای دو روش ΁ی قبل بخش

ͬ دهیم. م تعمیم چندهدفه مسائل برای را
ͬ کنیم م استفاده شد گفته قبل بخش در که زیمرمن روش از اول مرحله در روش این در
(ZLP ) مسئله بهینه جواب ΁ی (x∗, λ∗) کنید فرض ͬ کنیم. م حل را (ZLP ) قطعͬ مسئله و
(FGP ) فازی آرمانͬ برنامه ریزی مسئله برای بهینه جواب ΁ی x∗ آن گاه باشد ی΄تا x∗ اگر باشد.

ͬ شود. م فرمول بندی زیر صورت به مسئله دوم مرحله در غیراین صورت، در است

max

p∑
k=١

λk

p

s.t. λ∗
k ≤ λk ≤ fk(c

T
k x) , (k = ١,٢ . . . , p)

Ax ≤ b

x ≥ ٠

برای کارا جواب ΁ی x̄ آن گاه باشد بالا خطͬ برنامه ریزی مسئله بهینه جواب ΁ی (x̄, λ̄) اگر
است: زیر (MOP ) چندهدفه برنامه ریزی مسئله

max (µ١(x), µ٢(x), . . . , µp(x))

s.t. Ax ≤ b

x ≥ ٠

دار وزن max−min روش ٢ . ۶ . ٣
اهداف واقعͬ کاربردی مسائل در که داشت توجه نکته این به باید آرمانͬ برنامه ریزی مسائل در
مختلفͬ اهمیت درجه و انتظار ͹سط با هدف های چون دارند. مختلفͬ اهمیت درجه مختلف
مناسب دادیم توضیح قبل بخش در که [٣۵] زیمرمن روش ͽمواق این در نتیجه در داریم. را

ͬ رسد. م نظر به پرکاربردتر و ͬ تر عموم خیلͬ دار وزن max−min روش ΁ی و نیست

١١Narsimhan
١٢Hannan
١٣Nakumura



۴٣ فازی محیط در آرمانͬ خطͬ برنامه ریزی
دادند: پیشنهاد را زیر مسئله (FGP ) فازی آرمانͬ برنامه ریزی مسائل حل برای [١۶] وانگ و لͬ

maxλ+ δ

p∑
k=١

ωkfk(c
T
k x)

s.t. λ ≤ fk(c
T
k x) (k = ١,٢, . . . , p)

Ax ≤ b

x ≥ ٠
ͬ باشد. م مثبت ΁کوچ عدد ΁ی δ و هدف تابع امین k نسبی وزن ωk که

نسبی وزن های بالا روش چند هر ͬ باشد. م eT = (١, ١, . . . , ١) ∈ Rr که eTω = ١ همچنین
خوب را هدف توابع اهمیت باشد ΁کوچ خیلͬ δ اگر اما ͬ گیرد م نظر در هدف توابع برای
برای ͬ دهد. م ما به را [٣۵] زیمرمن روش جواب همان روش این حقیقت در ͬ دهد. نم نشان
این اساس بر گرفت نظر در را دی·ری max−min دار وزن روش [٢٠] لین١۴ مش΄ل این حل
توابع و فازی آرمان های از ΁ی هر برای نسبی وزن های تصمیم گیرنده وقتͬ که است منطق
نسبت به ΁نزدی مم΄ن حد تا باید دسترسͬ سطوح نسبت ͬ دهد، م اختصاص مناسب عضویت
ͬ توانیم م (WZLP ) زیر زیمرمن وزن دار  ͬ برنامه ریزی خط مسئله حل با باشد. توابع وزن های

یابیم. دست هدف این به
maxλ

s.t. ωkλ ≤ fk(c
T
k x) , (k = ١,٢, . . . , p)

Ax ≤ b

x, λ ≥ ٠
ωk < ١ زیرا باشد ΁ی از بیشتر ͬ تواند م λ حقیقت در ͬ باشد. نم بالا مسئله شرایط از λ ≤ ١
با که ͬ شود. نم ΁ی از بیشتر هیچ گاه هدف هر برای مناسب دسترسͬ ͹سط حقیقت در اما
را k = ١,٢, . . . , p برای µk(c

T
k x) عضویت تابع ͬ توان م (x∗, λ∗) بدست آوردن و بالا مسئله حل

آورد. بدست
سطوح نسبت که هدف این فوق وزن دار max−min مدل بهینه جواب  که ͬ دهیم م نشان اکنون
δk کنید فرض منظور این برای ͬ کند. م برآورده را باشد وزن ها نسبت ΁نزدی اهداف دسترسͬ

داریم: باشد، ωkλ ≤ µk(c
T
k x) محدودیت امین k برای کم΄ͬ متغیر

ωkλ+ δk ≤ µk(c
T
k x) k = ١,٢, . . . , p

تا مایلیم برنامه ریزی خطͬ مسئله بهینه جواب کردن جستجو هنگام که ͬ دانیم م همچنین
شبه توابع µk(c

T
k x) عضویت توابع چون دهیم. کاهش را کم΄ͬ و مازاد متغیرهای ام΄ان حد

بنابراین باشد، داشته بی کران جواب های ͬ تواند نم (WZLP ) مسئله هستند، کران  دار و مقعر
١۴Lin



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ۴۴
باید δk(k = ١,٢ . . . , r) کم΄ͬ متغیرهای که ͬ شود م ماکزیمم λ زمانͬ (WZLP ) مسئله در
دی·ر عبارت به ͬ شود. م ΁نزدی تساوی به λωk ≤ µk(c

T
k x) محدودیت یعنͬ شوند، مینیمم

ͬ شود. م ΁نزدی λωk به مم΄ن حد تا µk(c
T
k ) هدف امین − k دسترسͬ مورد ͹سط

نسبت دلیل همین به بود خواهند صفر مساوی sk کم΄ͬ متغیرهای همه ایده آل حالت در
ͬ کند. م تکمیل را بحث این زیر مثال بود. خواهد وزن ها نسبت مساوی دسترسͬ سطوح

به طوری که کنید، پیدا را x ∈ R٣ ([٢٠]) .١ . ۶ . ٣ مثال
Z١ = ٣x١ + x٢ + x٣ ≳ ٧
Z٢ = x١ − x٢ + ٢x٣ ≳ ٨
Z٣ = x١ + ٢x٢ ≳ ۵

s.t.



۴x١ + ٢x٢ + ٣x٣ ≤ ١٠
x١ + ٣x٢ + ٢x٣ ≤ ٨
x٣ ≤ ۵
x١, x٢, x٣ ≥ ٠

باشد. زیر مقعر قطعه ای به صورت آرمان ها از ΁ی هر عضویت توابع کنید فرض

µ١(Z١) =



١ Z١ ≥ ٧
٠/٢(Z١ − ۶) + ٠/٨ ۶ ≤ Z١ < ٧
٠/٣(Z١ − ۵) + ٠/۵ ۵ ≤ Z١ < ۶
٠/۵(Z١ − ۴) ۴ ≤ Z١ < ۵
٠ Z١ < ۴

µ٢(Z٢) =



١ Z٢ ≥ ٨
٠/١۵(Z٢ − ۴) + ٠/۴ ۴ ≤ Z٢ < ٨
٠/٢(Z٢ − ٢)+ ٢ ≤ Z٢ < ۴
٠ Z٢ < ٢

µ٣(Z٣) =



١ Z٣ ≥ ۵
٠/٢(Z٣ − ۴) + ٠/٨ ۴ ≤ Z٣ < ۵
٠/۴(Z٣ − ٢) ٢ ≤ Z٣ < ۴
٠ Z٣ < ٢



۴۵ فازی محیط در آرمانͬ خطͬ برنامه ریزی
به صورت را هدف سه از ΁ی هر نسبی وزن تصمیم گیرنده کنید فرض همچنین

ب·یرد. نظر در ω٣ = ٠/٢۵ و ω٢ = ٠/٣۵, ω١ = ٠/۴
ͬ شود. م تبدیل زیر (WZLP ) مسئله به وزن دار max−min روش داده ها این به توجه با اکنون

maxλ

٠/۴λ ≤ ٠/٢(Z١ − ۶) + ٠/٨
٠/۴λ ≤ ٠/٣(Z١ − ۵) + ٠/۵
٠/۴λ ≤ ٠/۵(Z١ − ۴)
٠/٣۵λ ≤ ٠/١۵(Z٢ − ۴) + ٠/۴
s.t. ٠/٣۵λ ≤ ٠/٢(Z٢ − ٢)
٠/٢۵λ ≤ ٠/٢(Z٣ − ۴) + ٠/٨
٠/٢۵λ ≤ ٠/۴(Z٣ − ٢)
۴x١ + ٢x٢ + ٣x٣ ≤ ١٠
x١ + ٣x٢ + ٢x٣ ≤ ٨
x٣ ≤ ۵
x١, x٢, x٣ ≥ ٠

Z٣ = x١ + ٢x٢ و Z٢ = x١ − x٢ + ٢x٣, Z١ = ٣x١ + x٢ + x٣ که
دارد. را زیر بهینه جواب بالا برنامه ریزی خطͬ مسئله

λ∗ = ٠/٨٢, x∗١ = ٠/۶٠, x∗٢ = ٠/٩۵, x∗٣ = ١/٨٩
داریم: جواب این با متناظر

Z١ = ۴/۶۵۶, Z٢ = ٣/۴٣۵, Z٣ = ٢/۵١٣
است: زیر به صورت اهداف دسترس در ͹سط همچنین

µ١ = ٠/٣٢٨, µ٢ = ٠/٢٨٧, µ٣ = ٠/٢٠۵
داریم: شود. حل [٣۵] زیمرمن روش با مسئله این اگر

µ١
ω١

=
٠/٣٢٨

٠/۴ = ٠/٨٢, µ٢
ω٢

=
٠/٢٨٧
٠/٣۵ = ٠/٨٢, µ٣

ω٣
=

٠/٢٠۵
٠/٢۵ = ٠/٨٢

لذا: ͬ باشد، م (WZLP ) مسئله بهینه دسترسͬ ͹سط λ∗ = ٠/٨٢ که ͬ شود م مشاهده
x∗١ = ٠/۵٠, x∗٢ = ١/٠٨, x∗٣ = ١/٩۵, λ∗ = ٠/٧٨٩



فازی چندهدفه خطͬ برنامه ریزی ۴۶
داریم: جواب این با متناظر

Z١ = ۴/۵٢۶, Z٢ = ٣/٣١۵, Z٣ = ٢/۶۵٨
ͬ کند: م تغییر زیر به صورت اهداف دسترس در ͹سط همچنین

µ١ = µ٢ = µ٣ = ٠/٢۶٣
روش در بنابراین ͬ باشد. م ی΄سان اهداف همه ی به اختصاص یافته وزن (ZLP ) روش در

داشت. خواهیم (ZLP ) روش با ی΄سانͬ جواب باشد ω١ = ω٢ = ω٣ اگر (WZLP )

max−min روش که ͬ بینیم م کنیم، مقایسه همدی·ر با را (ZLP ) و (WZLP ) ͅ ها پاس این اگر
اول هدف انتظار مورد ͹سط که کرد پیدا بهینه ای جواب بود بحث مورد که [٢٠] لین وزن دار
دی·ر هدف دو با مقایسه در اول هدف به مربوط وزن زیرا بود. دی·ر هدف دو از بیشتر (٠/٣٢٨)
با مشابه دسترسͬ سطوح نسبت که است ویژگͬ این دارای جواب این همچنین بود. بیشتر
(ZLP ) روش با ی΄سانͬ جواب [١۶] وانگ و لͬ مسئله حقیقت ͬ باشند.در م اهداف وزن نسبت

است. ΁کوچ δ > ٠ چون دارد



۴ فصل
مسائل در KKT بهینگͬ شرایط

با مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی
توابع مشتق تعمیم

معرفͬ ١ . ۴
مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل برای عملͬ و تئوری حل روش ΁ی شامل فصل این
که ترتیبی رابطه ی عملͬ بخش در ͬ باشد. م R در بسته بازه دو بین ترتیبی رابطه ی ΁ی شامل
شرایط مسائل این برای ͬ گیریم. م نظر در را شده مطرح [٩] کانو١ و چال΄و و [٣٣] وو توسط
مطرح مقدار بازه ای توابع یافته) تعمیم (مشتق پذیری gH‐مشتق مفهوم از استفاده با را KKT

ͬ کنیم. م تشریح مناسب عددی مثال چند با را تئوری مفاهیم ͬ کنیم. م

١Chalco-cano

۴٧



بهینگͬ... شرایط ۴٨

مقدمات ٢ . ۴
یعنͬ: باشد R در کران دار و بسته بازه های همه ی کلاس نشان دهنده ی Kc کنیم فرض

Kc = {[a, b]; a, b ∈ R, a ≤ b}

[aL, aU ] صورت به را A بسته بازه A ∈ Kc کنید فرض ,a] باشد.همچنین b] بازه ی طول b− a و
اگر همچنین هستند. بازه بالای و پایین کران ترتیب به aU و aL آن در که ͬ دهیم م نمایش

داریم: تعریف بنابه λ ∈ R و A,B ∈ Kc که باشند بسته بازه دو B = [bL, bU ] و A = [aL, aU ]

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} = [aL + bL, aU + bU ]

λA = λ[aL, aU ] =


[λaL, λaU ] λ ≥ ٠
[λaU , λaL] λ < ٠

−A = [−aU ,−aL] A−B = [aL − bU , aU − bL]

و ͬ شود م داده نمایش A−H B نماد با B و A هاکاهارا٢ فاصله آن گاه ،A = B + C اگر اکنون
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به

A⊖H B = C ⇐⇒ B = A+ (−١)C
آن گاه باشد داشته وجود A−H B = C = [cL, cU ] و B = [bL, bU ] و A = [aL, aU ] اگر

فاصله A,B ∈ Kc کنید فرض علاوه به .cL = aL − bL و cU = aU − bU که aL − bL ≤ aU − bU

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به تعمیم یافته هاکاهارا

A⊖g B = C ⇐⇒


(i) A = B + C

(ii) B = A+ (−١)C
مساوی و دارد وجود همواره A⊖g B مقدار ،B = [c, d] و A = [a, b] دلخواه بازه ی دو هر برای

([٢۶]) با: است
A⊖g B = [min{a− c, b− d},max{a− c, b− d}].

فاصله این که لازم شرط است. بفرد منحصر وجود صورت در هاکاهارا فاصله .٢ . ١ . ۴ تذکر
فاصله اما باشد. دوم بازه از بیشتر اول بازه عرض که است این باشد داشته وجود هاکاهارا

دارد. وجود همواره تعمیم یافته هاکاهارا
٢Hukuhara



۴٩ مقدار بازه ای توابع مشتق پذیری

مقدار بازه ای توابع مشتق پذیری ٣ . ۴
تابع ΁ی را f : X → Kc تابع ΁ی باشد. Rn از ناتهͬ مجموعه زیر ΁ی X کنید فرض

آن در که f(x) = [fL(x), fU (x)] اگر ͬ گوییم م ‐مقدار بازه ای
.fL, fU : X → R و fL(x) ≤ fU (x), ∀x ∈ X

که شد معرفͬ [٣٣] وو بوسیله ی بازه ای‐مقدار هدف توابع مشتق پذیری از ساده مفهوم ΁ی
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به

به f باشد. X ⊂ Rn روی شده تعریف بازه ای‐مقدار تابع ΁ی f کنید فرض .٣ . ١ . ۴ تعریف
در fU و fL مقدار حقیقͬ توابع اگر ͬ شود م نامیده x∗ ∈ X در ضعیف پذیر مشتق پیوسته طور
΁ی در fU و fL جزئͬ مشتقات تمام دی·ر عبارت به باشند. پذیر مشتق پیوسته بطور x∗ ∈ X

باشند. پیوسته و موجود x∗ همسای·ͬ
معرفͬ [١٣] هاکاهارا توسط ابتدا در که مقدار بازه ای توابع روی هاکاهارا مشتق پذیری
برای مشتق پذیری این از [٣٣] وو بازه هاست. روی هاکاهارا) ‐فاصله(فاصله H براساس شد،
به کرد. استفاده مقدار بازه ای هدف توابع با بهینه سازی مسائل KKT بهینگͬ شرایط مطالعه

است. محدودکننده مشتق پذیری از تعریف این حال هر
به f : T → Kc بازه ای‐مقدار تابع ΁ی (H‐مشتق) هاکاهارا مشتق ([٢۶]) .٣ . ٢ . ۴ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت
f ′
H(x∗) = lim

h→٠
f(x∗ + h)⊖H f(x∗)

h

٠ < α, β ∈ R آن در که f(x) =
(
α− x٣ − βx۵) [−α, β] مقدار بازه ای تابع مثال، به عنوان

h → ٠+ وقتͬ f(٠+h)−H f(٠) H−فاصله چون ندارد وجود f H− مشتق  ب·یرید. نظر در را
با مقدار حقیقͬ تابع ΁ی g(x) و بازه ΁ی A که f(x) = Ag(x) اگر کلͬ حالت در ندارد. وجود
همه ی کلاس بحث، ادامه در . [۵] ͬ باشد نم پذیر مشتق x = x∗ در f آن گاه باشد g′(x) < ٠

ͬ دهیم. م نمایش T با را T = (x١, x٢) صورت به بازه های
بازه ای‐مقدار تابع ΁ی (gH‐مشتق) هاکاهارا تعمیم یافته مشتق ([٢۶]) .٣ . ٣ . ۴ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به f : T → Kc

f ′
gH(x∗) = lim

h→٠
f(x∗ + h)⊖g f(x

∗)

h

x∗ در هاکاهارا (gH‐مشتق پذیر) تعمیم یافته مشتق پذیر f ͬ گوئیم م باشد، موجود f ′(x∗) اگر
‐gH) تعمیم یافته مشتق پذیر f اگر است T در تعمیم یافته مشتق پذیر f همچنین ͬ باشد. م

باشد. x∗ ∈ T هر در مشتق پذیر)



بهینگͬ... شرایط ۵٠
تعریف زیر صورت به H و ͬ شوند م گرفته (Kc,H) ΁متری فضای در حد ها که شود توجه

ͬ شود. م
H(A,B) = max[max

a∈A
d(a,B),max

b∈B
d(A, b)].

آن: در که
d(a,B) = min

b∈B
∥a− b∥

در fU و fL اگر باشد. ‐مقدار بازه ای تابع ΁ی f : T → Kc کنید فرض ([٩]) .٣ . ١ . ۴ قضیه
و ͬ باشد م x∗ در تعمیم یافته مشتق پذیر f آن گاه باشند مشتق پذیر x∗ ∈ T

f ′(x∗) =
[
min{(fL)′(x∗), (fU )′(x∗)},max{(fL)′(x∗), (fU )′(x∗)}

]
.

کنید: توجه زیر مثال به نیست. درست لزوما فوق قضیه عکس که است ذکر قابل
داریم: است. مشتق پذیر − gH ، t = ٠ در f آن گاه f(t) = [−|t|, |t|], t ∈ R اگر .٣ . ١ . ۴ مثال

ͬ باشند. نم مشتق پذیر x = ٠ در fU و fL ولͬ .f ′
gH(٠) = [−١, ١]

باشیم. داشته را زیر قضیه ͬ توانیم م اما
مشتق پذیر f باشد. بازه ای‐مقدار تابع ΁ی f : T → Kc کنید فرض ([٩]) .٣ . ٢ . ۴ قضیه

بیافتد. اتفاق زیر موارد از ی΄ͬ اگر فقط و اگر است x∗ ∈ T در تعمیم یافته
باشند. مشتق پذیر x∗ در fU و fL .١

روابط در و ͬ باشند م موجود (fL)′+(x
∗), (fU )′+(x

∗) و (fL)′−(x
∗), (fU )′−(x

∗) مشتقات .٢
ͬ کنند. م صدق زیر

(fL)′−(x
∗) = (fU )′+(x

∗), (fL)′+(x
∗) = (fU )′−(x

∗)

آن گاه باشد. تعمیم یافته مشتق پذیر x∗ ∈ T در f : T → Kc کنید فرض ([٨]) .٣ . ٣ . ۴ قضیه
ͬ باشد. م x∗ در مشتق پذیر تابع ΁ی fL + fU

باشد X ⊂ Rn روی شده تعریف مقدار بازه ای‐ تابع ΁ی f کنید فرض ([٨]) .۴ . ٣ . ۴ تعریف
ثابت باشد. X در x∗ = (x∗١, . . . , x∗n) کنید فرض و

اگر ͬ گیریم. م نظر در را Hi(xi) = f(x∗١, . . . , x∗i−١, xi, x∗i+١, . . . , x∗n) مقدار بازه ای تابع .١
x∗ در جزئͬ مشتق −امین i دارای، f ͬ گوییم م باشد، تعمیم یافته مشتق پذیر ،x∗i در Hi

ͬ دهیم: م نشان زیر به صورت و )است
∂f

∂xi

)
g

(x∗) = (Hi)
′(x∗i ).



۵١ جواب مفاهیم
جزئͬ مشتقات تمام اگر است x∗ در تعمیم یافته مشتق پذیر پیوسته به طور f گوییم .٢

باشند. پیوسته و موجود (
∂f
∂xi

(x∗)
)
∀i = ١,٢, . . . , n تعمیم یافته

باشد. X ⊂ Rn روی شده تعریف مقدار بازه ای تابع ΁ی f کنید فرض ([٨]) .۴ . ٣ . ۴ قضیه
پیوسته طور به x∗ در fL + fU آن گاه باشد، تعمیم یافته مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در f اگر

است. مشتق پذیر
در را X ⊂ Rn روی شده تعریف F (x) = (f١(x), . . . , fr(x)) بازه ای مقداره چند تابع ادامه در

آن: در که ͬ گیریم م نظر
fk(x) = [fL

k (x), f
U
k (x)], k = ١,٢, . . . , p

گوییم: باشد، بازه ای مقداره چند تابع ΁ی F کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ تعریف
به طور x∗ در fk, k = ١, . . . , p اگر است ضعیف مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ ∈ X در F .١

باشند. ضعیف مشتق پذیر پیوسته
x∗ در fk, k = ١, . . . , p اگر است تعمیم یافته مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ ∈ X در F .٢

باشند. تعمیم یافته مشتق پذیر پیوسته به  طور
نقاط با f تابع ضعیف مشتق پذیری پیوسته به طور که است ͹واض ٣ . ١ . ۴ تعریف به توجه با
برای بدهیم. نظر ͬ توانیم نم f بودن مشتق پذیر مورد در لذا دارد. رابطه بازه انتهای و ابتدا
پیوسته بطور x = ٠ در f ب·یرید. نظر در را f(x) = [−|x|, |x|], x ∈ R مقدار بازه ای تابع مثال
x ∈ R همه ی برای و است مشتق پذیر − gH ، x = ٠ در f ولͬ ͬ باشد نم ضعیف مشتق پذیر

.f ′(x) = [−١, ١] داریم
آن گاه: باشد، بازه ای مقداره چند تابع ΁ی F کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ قضیه

مشتق پذیر x∗ در fL
k , f

U
k , k = ١, . . . , p اگر است x∗ در ضعیف مشتق پذیر پیوسته به طور F .١

باشند.
fL
k + fU

k , k = ١, . . . , p آن گاه باشد x∗ در تعمیم یافته مشتق پذیر پیوسته بطور F اگر .٢
ͬ باشند. م x∗ در مشتق پذیر پیوسته بطور

جواب مفاهیم ۴ . ۴
مسئله ͬ کنیم. م تشریح مناسب مثال های ارائه با را LS و LU جواب مفاهیم بخش این در

ب·یرید. نظر در را زیر مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی
(MIP١) minF (x) = (f١(x), f٢(x), . . . , fp(x))

s.t. x = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ X ⊆ Rn



بهینگͬ... شرایط ۵٢
ͬ شود م فرض و هستند مقدار بازه ای توابع fk(x) = [fL

k (x), f
U
k (x)], k = ١,٢, . . . , p آن در که

است. Rn از محدب مجموعه زیر ΁ی شدنͬ مجموعه X

کرد، ارائه [٣٣] وو که آن چه به شبیه مفهومͬ از ͬ باشد م R در بسته بازه ΁ی fk هر چون
نظر در زیر به صورت بسته بازه دو بین را ⪯

LU
جزئͬ ترتیبی رابطه [٣٣] وو ͬ کنیم. م استفاده

گرفت.
همچنین .aU ≤ bU , aL ≤ bL اگر فقط و اگر A ⪯

LU
B گوییم آن گاه . A,B ∈ Kc کنید فرض

اگر فقط و اگر A ≺
LU

B معادل طور به یا A ̸= B و A ⪯
LU

B اگر فقط و اگر A ≺
LU

B ͬ نویسیم م

aL < bL

aU ≤ bU
یا


aL ≤ bL

aU < bU
یا


aL < bL

aU < bU
(١ . ۴)

Ak ∈ Kc, k = ١,٢, . . . , r اگر ͬ شود م نامیده مقدار بازه ای بردار ΁ی A = (A١, . . . , Ar) بردار
ͬ گوییم: م B = (B١, . . . , Br) و A = (A١, . . . , Ar) مقدار بازه ای بردار دو هر برای همچنین

و اگر A ≺
LU

B ͬ نویسیم م همچنین .k = ١,٢, . . . , r هر برای Ak ⪯
LU

Bk اگر فقط و اگر A ⪯
LU

B

.h اندیس ΁ی حداقل برای Ah ≺
LU

Bh و k = ١,٢, . . . , r هر برای Ak ⪯
LU

Bk اگر فقط

:x∗ باشد. گوییم (MIP١) مسئله شدنͬ جواب ΁ی x∗ کنید فرض ([٣٣]) .١ . ۴ . ۴ تعریف
باشد نداشته وجود x̄ ∈ X هیچ اگر است (MIP١) مسئله برای LU−پارتو بهینه جواب .١

.F (x̄) ≺
LU

F (x∗) بطوری΄ه
نداشته وجود x̄ ∈ X هیچ اگر است (MIP١) مسئله برای قوی پارتو − LU بهینه جواب .٢

.F (x̄) ⪯
LU

F (x∗) بطوری΄ه باشد
نداشته وجود x̄ ∈ X هیچ اگر است (MIP١) مسئله برای ضعیف LU−پارتو بهینه جواب .٣

.fk(x̄) ≺
LU

fk(x
∗), k = ١,٢, . . . , r بطوری΄ه باشد

جواب های مجموعه XLU
P ، ضعیف LU−پارتو بهینه جواب های مجموعه XLU

WP اگر .١ . ۴ . ۴ تذکر
داریم: آن گاه باشند، قوی پارتو − LU بهینه جواب های مجموعه XLU

SP و پارتو − LU بهینه
XLU

SP ⊆ XLU
P ⊆ XLU

WP .

ب·یرید. نظر در را زیر چندهدفه برنامه ریزی مسئله .١ . ۴ . ۴ مثال
P١ : min F (x)

s.t. x− ٢ ≤ ٠
− x− ٢ ≤ ٠



۵٣ جواب مفاهیم
ͬ باشد: م زیر صورت به F (x) = (f١١(x), f١٢(x)) آن در که

f١١(x) =


[٠, x٢

٢ ] x ≥ ٠
[−x٢

٢ , ٠] x ≤ ٠

f١٢(x) =


[٠, x(x+١)٢ ] x ≥ ٠
[x

٢
٢ , ٠] x ≤ ٠

محدودیت ها تحت f١١(x) تابع نمودار :١ . ۴ ش΄ل

محدودیت ها تحت f١٢(x) تابع نمودار :٢ . ۴ ش΄ل
به طوری که ندارد وجود −٢ ≤ x∗١١ ≤ ٢ هیچ که ٢ . ۴ و ١ . ۴ درش΄ل که است ͹واض
١ . ۴ . ۴ تعریف به توجه با بنابراین f١٢(x∗١١) ⪯

LU
f١٢(x∗ = −٢) و f١١(x∗١١) ⪯

LU
f١١(x∗ = −٢)

ͬ باشد. م P١ مسئله برای −٢ ∈ XLU
SP ∩XLU

P ∩XLU
WP که ͬ بینیم م ١ . ۴ . ۴ تذکر و

آن در که ب·یریم نظر در F (x) = (f١١(x), f١٢(x), f١٣(x)) به صورت را F (x) اگر ادامه در
به طوری که x∗٣١ = ٢ آن گاه ،f١٣(x) = [sinx٢ + cos x٢ , sinx٢ + cosx+ ١]



بهینگͬ... شرایط ۵۴
داریم: P١ مسئله برای پس f١٣(x∗٣١) = f١٣(x∗ = −٢)

−٢ ∈ XLU
P ∩XLU

WP , −٢ /∈ XLU
SP .

محدودیت ها تحت f١٣(x) تابع نمودار :٣ . ۴ ش΄ل
آن: در که ب·یریم نظر در F (x) = (f١٣(x), f١۴(x), f١۵(x)) به صورت را F (x) اگر ادامه در

f١۴(x) = [
٣
٢ sinx٣, ١

٢(sinx٣ + ١)], f١۵(x) = [٣ sin(x− ٣(١, sin(x− ٣(١]
به طوری که دارد وجود −٢ ≤ x∗۴١ ≈ −١٫١۶٣٣ و x∗۴٢ ≈ ١٫۶٧٧۶ ≤ ٢ آن گاه

f١۴(x∗۴١) = f١١(x∗۴٢) = f١۴(x∗ ≈ −٢)
و

−٢ ≤ x∗۵١ ≈ −١٫٧٣۴۶, x∗۵٢ ≈ −١٫۴٢۴۶, x∗۵٣ ≈ ٠٫٩٩١٣, x∗۵۴ ≈ −٠٫١۵٧۵ ≤ ٢
بنابراین:

f١۵(x∗۵١) = f١۵(x∗۵٢) = f١۵(x∗۵٣) = f١۵(x∗۵۴) = f١۵(x∗ ≈ −٢)
داریم: P١ مسئله برای لذا

−٢ ∈ XLU
WP , −٢ /∈ XLU

P , XLU
SP



۵۵ جواب مفاهیم

fU١۴ fL١۴و رفتار نمایش راست سمت و f١۴ رفتار نمودار چپ سمت :۴ . ۴ ش΄ل

fU١۵ fL١۵و رفتار نمایش راست سمت و f١۵ رفتار نمودار چپ سمت :۵ . ۴ ش΄ل

f١۵(x) f١۴(x) f١٣(x) f١٢(x) f١١(x) توابع
x∗ ≈ −٢ x∗ ≈ −٢ x∗ = −٢ x∗ = −٢ x∗ = −٢

x∗۵١ ≈ −١٫٧٣۴۶ x∗۴١ = −١٫١۶٣٣ x∗٣١ = ٢
x∗۵٢ ≈ −١٫۴٢۴۶ x∗۴٢ ≈ −١٫۶٧٧۶ بهینه − LU نقاط
x∗۵٣ ≈ −٠٫٩٩١٣
x∗۵۴ ≈ −٠٫١۵٧۵

بهینه − LU نقاط از خلاصه ای :١ . ۴ جدول

١ . ۴ جدول در داشت مسئله که روندی به توجه با را LU−بهینه نقاط بالا بحث به توجه با
است. شده آورده خلاصه به طور

با را A = [aL, aU ] بسته بازه طول کنید فرض ، LS جواب مفهوم بیان برای
دهیم. نشان ω(A) = aS = aU − aL

ͬ گیریم. م نظر در را مینیمم سازی مسائل مسئله، کلیت دادن دست از بدون فصل این در
همچنین . aS ≤ bS و aL ≤ bL اگر فقط و اگر A ⪯

LS
B ͬ نویسیم م A,B ∈ Kc برای مفهوم این با



بهینگͬ... شرایط ۵۶
اگر وفقط اگر A ≺

LS
B دی·ر به عبارت A ̸= B, A ≼

LS
B اگر فقط و اگر A ≺

LS
B


aL < bL

aS ≤ bS
یا


aL ≤ bL

aS < bS
یا


aL < bL

aS < bS

شود. رجوع [٨] به بیشتر جزئیات برای
اگر فقط و اگر A ⪯

LS
B ͬ نویسیم م باشند، مقدار بازه ای بردار دو B و A کنید فرض

و k = ١,٢, . . . , r برای Ak ⪯
LS

Bk اگر فقط و اگر A ≺
LS

B همچنین .Ak ⪯
LS

Bk, k = ١,٢, . . . , r
.h اندیس ΁ی حداقل برای Ah ⪯

LS
Bh

:x∗ گوییم باشد، (MIP١) مسئله شدنͬ جواب x∗ کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ تعریف
باشد نداشته وجود x̄ ∈ X هیچ اگر است (MIP١) مسئله پارتو − LS بهینه جواب .١

به طوری که
.F (x̄) ≺

LS
F (x∗)

باشد نداشته وجود x̄ ∈ X هیچ اگر است (MIP١) مسئله قوی پارتو − LS بهینه جواب .٢
.F (x̄) ⪯

LS
F (x∗) به طوری که

باشد نداشته وجود x̄ ∈ X هیچ اگر است (MIP١) مسئله ضعیف LS−پارتو بهینه جواب .٣
.fk(x̄) ≺

LS
fk(x

∗), k = ١,٢, . . . , r به طوری که
مجموعه XLS

SP ضعیف، پارتو − LS بهینه جواب های مجموعه XLS
WP کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ تذکر

(MIP١) مسئله LS−پارتو بهینه جواب های مجموعه XLS
P و قوی LS−پارتو بهینه جواب های

داریم: آن گاه باشند،
XLS

SP ⊆ XLS
P ⊆ XLS

WP

آن: در که ب·یرید نظر در را F (x) = (f١١(x), f١٢(x), f١۶(x)) تابع .٢ . ۴ . ۴ مثال

f١۶(x) =


[min(−x٢,٢ sinx), ٠] x ≤ ٠
[٠,max(x٢,٢ sinx)] x ≥ ٠

به طوری که: ندارد وجود −٢ ≤ x∗١١ هیچ بنابراین
f١١(x∗١١) ⪯

LS
f١١(x∗ = ٠), f١٢(x∗١١) ⪯

LS
f١٢(x∗ = ٠), f١۶(x∗١١) ⪯

LS
f١۶(x∗ = ٠)

:(P١) مسئله برای که ͬ بینیم م ٢ . ۴ . ۴ تذکر و ٢ . ۴ . ۴ تعریف به توجه با بنابراین
٠ ∈ XLS

SP ∩XLS
P ∩XLS

WP



۵٧ جواب مفاهیم

محدودیت ها تحت f١۶ رفتار نمودار :۶ . ۴ ش΄ل
آن: در که باشد F (x) = (f١٢(x), f١۶(x), f١٧(x)) به صورت F (x) کنیم فرض اکنون

f١٧(x) =
[ ١

٢(cosx٢ − ١), ۵
٣ cosx٢

]
بنابراین

x∗٧١ ≈ ١٫٨۴٧۵, x∗٧٢ ≈ −١٫٨۴٧۵, x∗٧٢ ∈ (٠ − δ١, ٠ + δ١), δ١ ≈ ٠٫٣١۶٩ > ٠
به طوری که: دارد وجود

f١٧(x∗٧١) = f١٧(x∗٧٢) = f١٧(x∗٧١) = f١٧(x∗ = ٠)
داریم: (P١) مسئله برای بنابراین

٠ ∈ XLS
P ∩XLS

WP , ٠ /∈ XLS
SP

fU١٧ fL١٧و رفتار نمایش راست سمت و f١٧ رفتار نمایش چپ سمت :٧ . ۴ ش΄ل
آن: در که ب·یرید نظر در F (x) = (f١٧(x), f١٨(x), f١٩(x)) به صورت را F (x) ادامه در

f١٨(x) =
[ ١

٢(cosx۴ − ١), ٣
٢(cosx۶ − ١

٢)

]
f١٩(x) =

[ ١
۴(cosx۵ − ١), ٣

٢(cosx۵ − ١)
]



بهینگͬ... شرایط ۵٨

f١٨(x) تابع رفتار راست سمت و fU١٨(x) و fL١٨(x) توابع رفتار چپ سمت :٨ . ۴ ش΄ل

بنابراین:

x∗٨١ ≈ ١٫٨٨٢٨, x∗٨٢ ≈ −١٫٨٨٢٨, x∗٨٣ ≈ ١٫۵٧٨٩
x∗٨۴ ≈ −١٫۵٧٨٩, x∗٨١ ∈ (٠ − δ٢, ٠ + δ٢), δ٢ ≈ ٠٫٧٠۶٠ > ٠

به طوری که: دارد وجود

f١٨(x∗٨١) = f١٨(x∗٨٢) = f١٨(x∗٨٣) = f١٨(x∗٨۴) = f١٨(x∗٨٩) = f١٨(x∗ = ٠)

محدودیت ها تحت f١٩(x) تابع رفتار :٩ . ۴ ش΄ل

دارد وجود همچنین

x∗٩١ ≈ ١٫٩٩٢٧۵, x∗٩٢ ≈ −١٫٩٩٢٧۵, x∗٩٣ ≈ ١٫٩٠۵۶, x∗٩۴ ≈ −١٫٩٠۵۶
x∗٩۵ ≈ ١٫٧٩٩۶۵, x∗٩۶ − ١٫٧٩٩۶۵ ≈, x∗٩٧ ≈ ١٫۶۵٨٩٨
x∗٩٨ ≈ −١٫۶۵٨٩٨, x∗٩٩ ∈ (٠ − δ٣, ٠ + δ٣), δ٣ ≈ ٠٫۵۵۴٧



۵٩ جواب مفاهیم

fU١٩(x) و fL١٩(x) توابع رفتار :١٠ . ۴ ش΄ل

به طوری که:

f١٩(x∗٩١) = f١٩(x∗٩٢) = f١٩(x∗٩٣) = f١٩(x∗٩۴) = f١٩(x∗٩۵)
= f١٩(x∗٩۶) = f١٩(x∗٩٧) = f١٩(x∗٩٨) = f١٩(x∗٩٩) = f١٩(x∗ = ٠)

ͬ دهیم. م ارائه خلاصه به طور (٢ . ۴) جدول در را پارتو − LS بهینه نقاط بالا بحث به باتوجه
f١٩(x) f١٨(x) f١٧(x) f١۶(x) f١٢(x) f١١(x) توابع
x∗ = ٠ x∗ = ٠ x∗ = ٠ x∗ = ٠ x∗ = ٠ x∗ = ٠ نقاط

x∗٩١ ≈ ١٫٩٩٢٧۵ x∗٨١ ≈ ١٫٨٨٢٨ x∗٧١ ≈ ١٫٨۴٧۵ بهینه − LS

x∗٩٢ ≈ −١٫٩٩٢٧۵ x∗٨٢ ≈ −١٫٨٨٢٨ x∗٧٢ ≈ −١٫٨۴٧۵
x∗٩٣ ≈ ١٫٩٠۵۶ x∗٨٣ ≈ ١٫۵٧٨٩ x∗٧٢ ∈

x∗٩۴ ≈ −١٫٩٠۵۶ x∗٨۴ ≈ −١٫۵٧٨٩ (٠ − δ١, ٠ + δ١)
x∗٩۵ ≈ ١٫٧٩٩۶۵ x∗٨١ ∈ where
x∗٩۶ ≈ −١٫٧٩٩۶۵ (٠ − δ٢, ٠ + δ٢) δ١ ≈ ٠٫٣١۶٩
x∗٩٧ ≈ ١٫۶۵٨٩٨ where
x∗٩٨ ≈ −١٫۶۵٨٩٨ δ٢ ≈ ٠٫۵٠۶٠

x∗٩٩ ∈

(٠ − δ٣, ٠ + δ٣)
where

δ٣ ≈ ٠٫۵۵۴٧

بهینه − LS نقاط از خلاصه ای :٢ . ۴ جدول

باشند. Kc در بسته بازه دو B و A کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه
.A ⪯

LU
B آن گاه A ⪯

LS
B اگر .١

.A ≺
LU

B آن گاه A ≺
LS

B اگر .٢

داریم: بنابراین A ⪯
LS

B کنید فرض (١) اثبات برای برهان.



بهینگͬ... شرایط ۶٠
•

aL ≤ bL, aS ≤ bS =⇒ aL ≤ bL, aU − aL ≤ bU − bL

aU ≤ bU + (aL − bL) ≤ bU + (bL − bL) = bU =⇒ A ⪯
LU

B.

داریم. را زیر حالت سه بنابراین A ≺
LS

B کنید فرض (٢) اثبات برای •
اول: حالت –

aL < bL, aS ≤ bS =⇒ aL < bL, aU − aL ≤ bU − bL

aU < aU + (bL − aL) ≤ bL + (bU − bL) = bU =⇒ A ≺
LU

B.

مشابه به صورت aL < bL, aS < bS سوم حالت aL ≤ bL, aS < bS دوم: حالت –
ͬ شود. م اثبات

بازه ای بردار دو B = (B١, B٢, . . . , Br) و A = (A١, A٢, . . . , Ar) کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ قضیه
باشند. مقدار

.A ⪯
LU

B آن گاه A ⪯
LS

B اگر .١
.A ≺

LU
B آن گاه A ≺

LS
B اگر .٢

،Ak ⪯
LS

Bk بنابراین ،A ⪯
LS

B و هستند مقدار بازه ای بردار دو B و A چون برهان.
نتیجه در .k = ١,٢, . . . , r به ازای aLk ≤ bLk , a

S
k ≤ bSk دی·ر به عبارت .k = ١,٢, . . . , r ازای به

داریم:
aLk ≤ bLk , a

U
k − aLk ≤ bUk − bLk , k = ١,٢, . . . , r

داریم: بنابراین
aUk ≤ aUk + (bLk − aLk ) = bLk + (aUk − aLk ) ≤ bLk + (bUk − bLk ) = bUk

بدیهͬ ١ . ۴ . ۴ قضیه (٢) قسمت و بالا اثبات به توجه با هم دوم قسمت .A ⪯
LU

B بنابراین
ͬ باشد. م

کنید فرض مثال برای ͬ باشد، نم صحیح ٢ . ۴ . ۴ قضیه عکس کنید توجه

A = (A١ = [−١, ٠], A٢ = [−١, ٠]), B = (B١ = [− ١
٢ , ٠], B٢ = [− ١

٢ , ٠])
.A ⊀

LS
B ولͬ A ≺

LU
B بنابراین



۶١ کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
آن گاه: باشد، (MIP١) مسئله شدنͬ ناحیه X کنید فرض .٣ . ۴ . ۴ قضیه

XLU(الف)
SP ⊆ XLS

SP XLU(ب)
P ⊆ XLS

P XLU(ج)
WP ⊆ XLS

WP .

x ∈ X دی·ر به عبارت باشد (MIP١) مسئله شدنͬ جواب x کنید فرض برهان.
به تعریف، باتوجه بنابراین .x /∈ XLS

SP کنید فرض خلف برهان با .x ∈ XLU
SP کنید فرض (الف)

F (x̂) ⪯
LS

F (x) به طوری که دارد وجود x̂ ∈ X

x ∈ XLU
SP با متناقض که F (x̂) ⪯

LU
F (x) که ͬ بینیم م ٢ . ۴ . ۴ قضیه (الف) قسمت به توجه با .

.XLU
SP ⊆ XLS

SP داریم پس باشد. مͬ
ͬ شود. م اثبات قبل قسمت مشابه (ب)

بنابراین .x /∈ XLS
WP کنید فرض خلف برهان با ، x ∈ XLU

WP کنید فرض (ج) قسمت اثبات برای
که fk(x̄) ≺

LU
fk(x), k = ١,٢, . . . , r به طوری که دارد وجود x̄ ∈ X ، ٢ . ۴ . ۴ تعریف به باتوجه

.XLU
WP ⊆ XLS

WP بنابراین . x ∈ XLU
WP که است واقعیت این با مخالف

کنید. توجه زیر مثال به ͬ باشد. نم صحیح بالا قضیه عکس
مسئله برای .٣ . ۴ . ۴ مثال

minF (x) =
(
[−x, ٠], [−x

a
, ٠])

s.t. x ∈ R+

به توجه با بنابراین ٠ /∈ XLS
SP کنید فرض خلف برهان با .٠ ∈ XLS

SP که ͬ کنیم م ادعا a > ٠ که
F (x) ⪯

LS
F (٠) به طوری که دارد وجود R+ در x ̸= ٠ ،٢ . ۴ . ۴ )تعریف

[−x, ٠], [x
a
, ٠]) ⪯

LS
([٠, ٠], [٠, ٠])

دی·ر: به عبارت
f s١ (x) = x ≤ ٠ = fs١ (٠), f s٢(x) =

x

a
≤ ٠ = fs(٠)٢

١ ∈ R+ چون .٠ /∈ XLS
SP حال به هر .٠ ∈ XLS

SP بنابراین x, a > ٠ زیرا است، تناقض ΁ی که
همچنین ٠ ∈ XLS

P داریم ٢ . ۴ . ۴ تذکر به توجه با به علاوه F (١) ≺
LU

F (٠) به طوری که دارد وجود
f(١)١ ≺

LU
f(٠)١ به طوری که دارد وجود ١ ∈ R+ زیرا ٠ /∈ XLU

WP اما ٠ ∈ XLS
WP داریم ٢ . ۴ . ۴ تذکر از

.f(١)٢ ≺
LU

f(٠)٢ و

کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط ۵ . ۴
ب·یرید: نظر در را زیر بهینه سازی مسئله

(P ) minF (x) = f(x١, x٢, . . . , xn)
s.t. gi(x) ≤ ٠ i = ١,٢, . . . ,m



بهینگͬ... شرایط ۶٢
ͬ کنیم م فرض و ͬ باشند. م مقدار حقیقͬ توابع gi, i = ١,٢, . . . ,m و f آن در که

X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠}
است. محدب که باشد P مسئله شدنͬ مجموعه

محدودیت توابع و است محدب بررسͬ مورد شدنͬ ناحیه که ͬ کنیم م فرض فصل این ادامه ی در
بعد قضیه کنند.در صدق x∗ نقطه در KKT فرض های در gi, i = ١,٢, . . . ,m مقدار حقیقͬ

ͬ دهیم. م ارائه (P ) مسئله برای را KKT شرایط
شدنͬ مجموعه X =

{
x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠, i = ١,٢, . . . ,m} کنید فرض ([۴]) .١ . ۵ . ۴ قضیه

پیوسته به طور و محدب f : Rn −→ R هدف تابع کنید فرض همچنین و x∗ ∈ X و باشد
باشند داشته وجود ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m (لاگرانژ) ضرایب اگر باشد. x∗ در پذیر مشتق

باشند. برقرار زیر KKT شرایط به طوری که
f(x∗)∇(الف) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(ب)
∗) = ٠, i = ١,٢, . . . ,m
ͬ باشد. م (P ) مسئله برای بهینه جواب ΁ی x∗ آن گاه

از استفاده با (MIP١) سازی بهینه مسئله برای را KKT بهینگͬ شرایط بخش این ادامه در
مجموعه با را (MIP١) مسئله ͬ کنیم. م بیان مقدار بازه ای توابع روی بر یافته تعمیم مشتق
i = ١,٢, . . . ,m ها gi که ب·یرید نظر در X =

{
x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠, i = ١,٢, . . . ,m} شدنͬ

دی·ر: به عبارت هستند. مقدار حقیقͬ توابع
(MIP٢) : minF (x) = (f١(x), f٢(x), . . . , fr(x))

s.t. gi(x) ≤ ٠ i = ١,٢, . . . ,m
باشد X ⊆ Rn محدب مجموعه روی شده تعریف بازه ای تابع ΁ی f کنید فرض .١ . ۵ . ۴ تعریف

آن گاه:
اگر: ͬ شود م نامیده محدب − LU ،x∗ ∈ X در f .١

f(λx∗ + (١ − λ)x) ⪯
LU

λf(x∗) + (١ − λ)f(x), λ ∈ (٠, ١), x ∈ X

اگر: ͬ شود م نامیده محدب − LS ،x∗ ∈ X در f .٢
f(λx∗ + (١ − λ)x) ⪯

LS
λf(x∗) + (١ − λ)f(x), λ ∈ (٠, ١), x ∈ X

X ⊆ Rn محدب مجموعه روی شده تعریف مقدار بازه ای تابع f کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ قضیه
ͬ باشند. م برقرار زیر گزاره های آن گاه x∗ ∈ X کنید فرض و باشد



۶٣ کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
باشند. محدب x∗ در fU و fL اگر فقط و اگر است محدب − LU ،F .١

باشند. محدب x∗ در fS و fL اگر فقط و اگر است x∗ در محدب − LS ،F .٢

است. نیز محدب − LU ،x∗ در f آن گاه باشد محدب − LS ،x∗ در ،F اگر .٣
٢ . ۴ . ۴ قضیه معادل هم قسمت(٣) و ͬ شوند م نتیجه ٢ . ۵ . ۴ تعریف از (٢) (١)و موارد برهان.

ͬ باشد. م
محدب مجموعه روی شده تعریف بازه ای مقداره چند تابع ΁ی F کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ تعریف

آن گاه: x∗ ∈ X کنید فرض و باشد X ⊆ Rn

باشد. محدب − LU ،x∗ در fk, k = ١,٢, . . . , r هر اگر است محدب − LU ،x∗ در F .١
باشد. محدب − LS ،x∗ در fk, k = ١,٢, . . . , r هر اگر است محدب − LS ،x∗ در F .٢

محدب مجموعه روی شده تعریف بازه ای مقداره چند تابع ΁ی F کنید فرض .٣ . ۵ . ۴ قضیه
برقرارند. زیر گزاره های آن گاه .x∗ ∈ X و باشد X ⊆ Rn

باشند. محدب x∗ در fU
k , fL

k , k = ١,٢, . . . , r اگر فقط و اگر است LU−محدب ، x∗ در F .١
باشند. محدب x∗ در fS

k , f
L
k , k = ١,٢, . . . , r اگر فقط و اگر است LS−محدب ، x∗ در F .٢

است. محدب − LU ، x∗ در F آن گاه باشد محدب − LS ، x∗ در F اگر .٣
در −مشتق پذیر gH پیوسته به طور و مقدار بازه ای چندهدفه تابع F کنید فرض .۴ . ۵ . ۴ قضیه

(لاگرانژ) ضرایب اگر باشند. محدب توابعͬ fU
k , fL

k , k = ١,٢, . . . , r و باشد x∗
به طوری که باشند داشته وجود ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m و ٠ < λk ∈ R, k = ١,٢, . . . , r

باشند. برقرار زیر KKT شرایط
(الف)

r∑
k=١

λk∇(fL
k + fU

k )(x∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(ب)
∗) = ٠ i = ١,٢, . . . ,m

داریم: (MIP٢) مسئله برای آن گاه
x∗ ∈ XLU

P , x∗ ∈ XLS
P .

fL
k + fU

k ،۵ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با است، −مشتق پذیر gH پیوسته بطور x∗ در F چون برهان.
است. مشتق پذیر پیوسته بطور x∗ در k = ١,٢, . . . , r

ͬ کنیم: م تعریف را زیر مقدار حقیقͬ تابع
f̄(x) =

r∑
k=١

λk(f
L
k + fU

k )(x) (٢ . ۴)



بهینگͬ... شرایط ۶۴
و محدب نیز f̄ بنابراین هستند مقدار حقیقͬ و محدب توابع k = ١,٢, . . . , r, fL

k + fU
k چون

داریم: پس است. x∗ در مشتق پذیر پیوسته به طور

∇f̄(x∗) =

r∑
k=١

λk∇(fL
k + fU

k )(x∗) (٣ . ۴)

ͬ رسیم: م زیر موارد به (ب) و (الف) شرایط به توجه با بنابراین

f̄(x∗)∇(ج) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(د)
∗) = ٠, i = ١,٢, . . . ,m

مسئله محدودیت های با f̄ مقدار حقیقͬ هدف تابع بهینه جواب x∗ که دیدیم ١ . ۵ . ۴ قضیه در
دی·ر: به عبارت است. (MIP٢)

f̄(x∗) ≤ f̄(x), ∀x ∈ X (۴ . ۴)

١ ≤ h ≤ r و x ∈ X دارد وجود ،١ . ۴ . ۴ تعریف بنا به نتیجه در ،x∗ /∈ XLU
P کنید فرض حال

f̄(x) < f̄(x∗) که ͬ بینیم م (٢ . ۴) و (١ . ۴) روابط به توجه با بنابراین fh(x) ≺
LU

fh(x
∗) به طوری که

قضیه از بنابراین .x ∈ XLU
P پس دارد تناقض (۴ . ۴) با که ( λk > ٠, k = ١,٢, . . . , r (چون

است. کامل اثبات و ͬ باشد م x∗ ∈ XLS
P که ͬ شود م نتیجه ٣ . ۴ . ۴

مشتق پذیر − gH پیوسته بطور و مقدار بازه ای هدفه چند تابع F کنید فرض .١ . ۵ . ۴ نتیجه
و ٠ < λk ∈ R, k = ١,٢, . . . , r برای (لاگرانژ) ضرایب اگر باشد. x∗ در محدب − LU و

باشد. برقرار زیر KKT شرایط به طوری که باشد داشته وجود ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m

(الف)
r∑

k=١
λk∇(fL

k + fU
k )(x∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(ب)
∗) = ٠, i = ١,٢, . . . ,m

داریم: (MIP٢) مسئله برای آن گاه
x∗ ∈ XLU

P , x∗ ∈ XLS
P .

،fU
k , fL

k که ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ۵ . ۴ تعریف از است، محدب − LU ، x∗ در F چون برهان.
gH−مشتق پذیر پیوسته بطور x∗ در F چون همچنین هستند محدب x∗ در نیز k = ١,٢, . . . , r
پیوسته بطور x∗ در fL

k + fU
k , k = ١,٢, . . . , r توابع ۵ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با بنابراین است

x∗ در مشتق پذیر پیوسته به طور و محدب f̄ که گرفت نتیجه ͬ توان م لذا هستند مشتق پذیر
ͬ شود. م حاصل نتیجه ۴ . ۵ . ۴ قضیه به باتوجه بنابراین است



۶۵ کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
ͬ گیریم: م نظر در را زیر بهینه سازی مسئله .١ . ۵ . ۴ مثال

minF (x) = (f١ = [−|x|, |x|]

f٢ = [−|x٢ |, |x٢ |])

s.t. x− ١ ≤ ٠
−x− ١ ≤ ٠

(۵ . ۴)

F (x) نمودار :١١ . ۴ ش΄ل
صدق صفر نقطه در ۴ . ۵ . ۴ قضیه شرایط و است مشتق پذیر − gH پیوسته به طور F چون
پیوسته به طور صفر نقطه در F ولͬ ͬ باشد. م ٠ ∈ XLU

P (۵ . ۴) مسئله برای لذا ͬ کند م
کرد. استفاده [٣٢] ͽمرج در (۴.٢) قضیه از ͬ توان نم لذا ͬ باشد. نم ضعیف مشتق پذیر

پیوسته به طور و محدب − LS و مقدار بازه ای هدفه چند تابع F کنید فرض .۵ . ۵ . ۴ قضیه
و ٠ < λL

k , λ
S
k ∈ R, k = ١,٢, . . . , r (لاگرانژ) ضرایب اگر باشد. x∗ در (ضعیف) مشتق پذیر

برقرار زیر KKT بهینگͬ شرایط به طوری که باشند داشته وجود ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m
باشند.

(الف)
r∑

k=١
λL
k∇fL

k (x
∗) +

r∑
k=١

λS
k∇fS

k (x
∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(ب)
∗) = ٠, i = ١,٢, . . . ,m

.x∗ ∈ XLS
P داریم (MIP٢) مسئله برای آن گاه

ب·یرید. نظر در را زیر مقدار حقیقͬ تابع برهان.
f̄(x) =

r∑
k=١

λL
k f

L
k (x) +

r∑
k=١

λS
k f

S
k (x)

x∗ در fL
k , f

S
k , k = ١,٢, . . . , r ،٢ . ۵ . ۴ قضیه به توجه با است محدب − LS ،x∗ در F چون

به توجه با است (ضعیف) مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در F چون همچنین هستند. محدب



بهینگͬ... شرایط ۶۶
پیوسته به طور و محدب f̄ لذا هستند. مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در fU

k , fL
k ٢ . ۵ . ۴ قضیه

داریم: همچنین است. x∗ در مشتق پذیر
∇f̄(x∗) =

r∑
k=١

λL
k∇fL

k (x
∗) +

r∑
k=١

λS
k∇fS

k (x
∗)

داریم: (ب) و (الف) شرایط به توجه با بنابراین
f̄(x∗)∇(ج) +

m∑
i=٠

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(د)
∗) = ٠, i = ١,٢, . . . ,m

برای f̄ مقدار حقیقͬ مسئله بهینه جواب ΁ی x∗ که ͬ بینیم م ١ . ۵ . ۴ قضیه از استفاده با
ͬ توان م ۵ . ۵ . ۴ نتیجه اثبات به مشابه اثباتͬ با اکنون است. (MIP٢) مسئله محدودیت های

.x∗ ∈ XLS
P که داد نشان

ͬ دهیم. م ارائه را زیر مثال ، ۵ . ۵ . ۴ قضیه بیش تر درک برای
ب·یرید. نظر در را زیر برنامه ریزی مسئله .٢ . ۵ . ۴ مثال

minF (x) =
(
[x٢١ + x٢٢ + ١, x٢١ + x٢٢ + ٢], [٢x٢١ + ٢x٢٢ + ٣,٢x٢١ + ٢x٢٢ + ۴])

s.t. ١ − x١ − x٢ ≤ ٠
۶ − ٣x١ − x٢ ≤ ٠
x١, x٢ ≥ ٠

(۶ . ۴)
داریم:

fL١ (x) = x٢١ + x٢٢ + ١ fS١ (x) = ١
fL٢ (x) = ٢x٢١ + ٢x٢٢ + ٣ fS٢ (x) = ١

و
g١(x) = ١ − x١ − x٢ g٢(x) = ۶ − ٣x١ − x٢

و(ب) (الف) شرایط به توجه با اکنون است. برقرار ۵ . ۵ . ۴ قضیه شرایط که داد نشان ͬ توان م
ͬ گیریم. م نظر در را زیر عبارت قضیه،

λL١

٢x١
٢x٢

+ λL٢

۴x١
۴x٢

+ λS١

٠
٠
+ λS٢

٠
٠
+ µ١

−١
−١

+ µ١
−٣
−١

 =

٠
٠


٢λL١ x١ + ۴λL٢x١ − µ١ − ٣µ٢ = ٠
٢λL١ x٢ + ۴λL٢x٢ − µ١ − µ٢ = ٠



۶٧ کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
داریم: دستگاه این حل از بعد

(x∗)T = (
٩
۵ ,

٣
۵) λL١ =

١
٢ , λL٢ =

١
۴ , µ١ = ٠, µ٢ =

۶
۵

.(x∗)T = (٩۵ , ٣۵) ∈ XLS
P داریم (۶ . ۴) مسئله برای بنابراین gi(x∗) = ٠, i = ١,٢, . . . ,m چون

ͬ دهیم. م ارائه ضعیف پارتو بهینه جواب های به ͽراج نتایجͬ اکنون
وجود h ∈ {١,٢, . . . , r} که fh مثل مقدار بازه ای هدف تابع ΁ی کنید فرض .۶ . ۵ . ۴ قضیه
ضرایب اگر باشد. مشتق پذیر − gH ،x∗ در پیوسته به طور و محدب − LU که باشد داشته
شرایط که به طوری باشد داشته وجود ٠ < λ ∈ R, ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m (لاگرانژ)

باشند. برقرار زیر KKT

λ∇(fL(الف)
h + fU

h )(x∗) +
m∑
i=٠

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(ب)
∗) = ٠ i = ١,٢, . . . , ٠

.x∗ ∈ XLU
WP داریم (MIP٢) مسئله برای آن گاه

ͬ کنیم. م تعریف را زیر مقدار حقیقͬ تابع برهان.
f̄(x) = λ(fL

h + fU
h )(x)

هستند. محدب x∗ در fU
h و fL

h ،٣ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با است محدب − LU ،x∗ در fh چون
fL
h +fU

h ،۵ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با است gH−مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در fh چون همچنین
نتایج این ۴ . ۵ . ۴ قضیه به مشابه استدلالͬ با بنابراین مشتق پذیرند. پیوسته به طور x∗ در

ͬ آیند. م به دست
باشد داشته وجود h ∈ {١,٢, . . . , r} که fh مقدار بازه ای تابع ΁ی فرض کنید .٧ . ۵ . ۴ قضیه
(لاگرانژ) ضرایب اگر باشد. ضعیف مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در و LS−محدب به طوری که
بهینگͬ شرایط به طوری که باشند داشته وجود ٠ < λL, λS ∈ R, ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m

باشند. برقرار زیر KKT

λL∇fL(الف)
h (x

∗) + λS∇fS
h (x

∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

µigi(x(ب)
∗) = ٠ i = ١,٢, . . . ,m

داریم: (MIP٢) مسئله برای آن گاه
x∗ ∈ XLS

WP .



بهینگͬ... شرایط ۶٨
ͬ کنیم م تعریف را زیر مقدار حقیقͬ تابع برهان.

f̄(x) = λ(fL
h + fU

h )(x)

هستند محدب x∗ در fL
h , f

U
h ،٣ . ٣ . ۴ قضیه به باتوجه است محدب − LS ،x∗ در fh چون

قضیه به توجه با بنابراین است ضعیف مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در fh چون همچنین
این ۶ . ۵ . ۴ قضیه مشابه استدلال با هستند مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در fL

h , f
U
h ،۵ . ٣ . ۴

ͬ شوند. م اثبات هم نتایج
هدف تابع گرادیان از استفاده با (MIP٢) مسئله برای را KKT بهینگͬ شرایط ادامه در
را f مقدار بازه ای تابع این کار برای ͬ کنیم. م مطرح −مشتق پذیر gH مفهوم با f مقدار بازه ای

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت x∗ در f تابع گرادیان ͬ گیریم. م نظر در
∇gf(x

∗) =

(
(
∂f

∂x١
)g(x

∗), . . . , (
∂f

∂xn
)g(x

∗)

)
شده مطرح ۴ . ٣ . ۴ تعریف در که است. x∗ در f جزئͬ مشتق − gH امین − j ، ( ∂f

∂xj
)g(x

∗) که
مشتق پذیر − gH ، f آن گاه باشند مشتق پذیر توابع fU , fL اگر ٣ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با بود.

داریم: و است هم
(
∂f

∂xj
)(x∗) =

[
min{∂f

L

∂xj
(x∗),

∂fU

∂xj
(x∗)},max{∂f

L

∂xj
(x∗),

∂fU

∂xj
(x∗)}

]
است. بسته بازه ΁ی به صورت که

ب·یرید. نظر در را زیر مقدار بازه ای تابع .٣ . ۵ . ۴ مثال
f(x) =

[٢x١ + ٣x٢٢, x٢١ + ٣x٢٢ + ٧]
داریم: بنابراین

(
∂f

∂x١
)g(x) =

[
min{٢,٢x١},max{٢,٢x١}

]
(
∂f

∂x٢
)g(x) =

[
min{۶x٢,۶x٢},max{۶x٢,۶x٢}

]
=

[۶x٢,۶x٢
]

ͬ باشد. م زیر به صورت f گرادیان لذا
∇gf(x) =

([
min{٢,٢x١},max{٢,٢x١}

]
,
[۶x٢,۶x٢

])
.

جزئͬ مشتق آن گاه ب·یریم. درنظر را f مشتق پذیر − H قبل، مثال در اگر .١ . ۵ . ۴ تذکر
از استفاده با f گرادیان نتیجه در ندارد. وجود f گرادیان بنابراین ندارد، وجود (

∂f
∂x٢

)
H
(٠, ١)

مشتق پذیر پیوسته بطور f کنیم فرض اگر بعلاوه است. محدودکننده H−مشتق پذیری مفهوم
را f جزئͬ مشتق چون کنیم صحبت گرادیان مورد در ͬ توانیم نم که است ͹واض باشد ضعیف
مسائل برای gH−مشتق پذیری مفهوم از استفاده با f گرادیان تعریف لذا کرد. تعریف ͬ توان نم

است. پر کاربردتر و ͬ تر عموم سازی بهینه



۶٩ کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
ب·یرید. نظر در را زیر معادله

r∑
k=١

λk∇gfk(x
∗) +

n∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠ (٧ . ۴)

که
٠ ≤ µi ∈ R, i = ١,٢, . . . ,m, ٠ < λk ∈ R, k = ١,٢, . . . , p

بطور مقدار حقیقͬ توابع gi, i = ١,٢, . . . ,m و مشتق پذیر − gH توابع پیوسته به طور توابع
٣ . ٢ . ۴ قضیه به توجه با ͬ باشند. م (MIP٢) مسئله مشتق پذیر پیوسته

(٧ . ۴) معادله بنابراین هستند مشتق پذیر پیوسته به طور x∗ در fU , fL, k = ١,٢, . . . , p
است. زیر معادله معادل

r∑
k=١

λk
∂fL

k

∂xj
(x∗) +

m∑
i=١

µi
∂gi
∂xj

(x∗) = ٠ =

r∑
k=١

λk
∂fU

k

∂xj
(x∗) +

m∑
i=١

µi
∂gi
∂xj

(x∗) (٨ . ۴)

نوشت. زیر به صورت ͬ توان م را (٨ . ۴) معادله j = ١,٢, . . . , n تمام ازای به
r∑

k=١
λk∇fL

k (x
∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠ =

r∑
k=١

λk∇fU
k (x∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) (٩ . ۴)

ͬ کند: م ایجاب که
r∑

k=١
λk∇fL

k (x
∗) +

m∑
i=١

λk∇fU
k (x∗) +

m∑
i=١

µ̄i∇gi(x
∗) = ٠ (١٠ . ۴)

.µ̄i = ٢µi, i = ١, . . . ,m که
و مشتق پذیر − gH پیوسته به طور F مقدار بازه ای چندهدفه تابع کنید فرض .٨ . ۵ . ۴ قضیه
،٠ < λk ∈ R و ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١, . . . ,m (لاگرانژ) ضرایب اگر باشد: y∗ در محدب − LU

باشند. برقرار زیر KKT بهینگͬ شرایط بطوری΄ه باشند داشته وجود k = ١, . . . , r
,(الف)

r∑
k=١

λk∇gfk(y
∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(y
∗) = ٠

,(ب) µigi(y
∗) = ٠ i = ١,٢, . . . ,m

داریم: (MIP٢) مسئله برای آن گاه
x∗ ∈ XLS

P , x∗ ∈ XLU
P .

(١٠ . ۴) رابطه نتیجه در x∗ = y∗ دهیم قرار اگر ͬ باشد م ٧ . ۴ تساوی معادل (الف) چون برهان.
یعنͬ: ͬ آید؛ م بدست

r∑
k=١

λk∇fL
k (y

∗) +

r∑
k=١

λk∇fU
k (y∗) +

m∑
i=١

µ̄i∇gi(y
∗) = ٠



بهینگͬ... شرایط ٧٠
قضیه به توجه با λL

k = λk = λU
k , k = ١, . . . , r که کنید فرض .i = ١, . . . ,m برای µ̄i = ٢µi که

است. کامل اثبات ۴ . ۵ . ۴
ب·یرید. نظر در را زیر برنامه ریزی مسئله .۴ . ۵ . ۴ مثال

minF (x) =
(
[x٢١ , x٢١ + x٢٢], [x٢٢, x٢١ + x٢٢]

)
s.t. x١ + x٢ ≤ ١

− x١ ≤ ٠
داریم: پس

fL١ x(x) = x٢١ fL٢ x(x) = x٢٢
fU١ x(x) = x٢١ + x٢٢ fU٢ x(x) = x٢١ + x٢٢

به طور R٢ در F مقدار بازه ای هدفه چند تابع همچنین هستند. محدب توابع fU
k , fL

k بعلاوه
صدق x∗ = (٠, ٠) در ۶ . ۵ . ۴ قضیه (ب) و (الف) شرایط بعلاوه است. −مشتق پذیر gH پیوسته

داریم: پس ͬ کند. م
x∗ = (٠, ٠) ∈ XLU

P .

است gH−مشتق پذیر ولͬ ͬ باشد نم H−مشتق پذیر ،۴ . ۵ . ۴ مثال که شود توجه .٢ . ۵ . ۴ تذکر
مفهوم بنابراین برد. کار به مسئله این برای ͬ توان نم را [٣٣] ͽمرج قضیه۴.٩))در نتیجه در

است. پرکاربردتر و ͬ تر عموم مسائل حل برای مشتق پذیری − gH

جهت های مخروط .x∗ ∈ X و باشد ناتهͬ شدنͬ مجموعه X کنید فرض ([۴]) .٣ . ۵ . ۴ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت x∗ در X شدنͬ

D = {d ∈ Rn, d ̸= ٠,∃δ > ٠ s.t. x∗ + rd ∈ X r ∈ (٠, δ)}
ͬ شود. م نامیده X از شدنͬ جهت d ∈ D و

باشد شدنͬ مجموعه X = {x ∈ Rn, g(x) ≤ ٠, i = ١, . . . ,m} کنید فرض ([۴]) .٩ . ۵ . ۴ قضیه
کنید فرض باشد. پذیر مشتق x∗ در gi, i = ١, . . . ,m کنید فرض همچنین .x∗ ∈ X و

بنابراین باشد. فعال محدودیت های برای اندیس ها مجموعه I(x∗) = {i = gi(x
∗) = ٠}

.D ⊂
{
d ∈ Rn : ∇gi(x

∗)Td ≤ ٠, ∀i ∈ I
}

بجای باشند، پیوسته x∗ در ها − gi کنیم فرض که زمانͬ حتͬ تعریف این است ذکر قابل
است. درست نیز باشد پذیر مشتق x∗ در i /∈ I هر برای این که

Rn از X ناتهͬ مجموعه روی شده تعریف مقدار ای بازه تابع ΁ی f کنید فرض .۴ . ۵ . ۴ تعریف
باشد. اکید محدب x∗ در fL اگر فقط و اگر است اکید L‐محدب ،x∗ در f گوییم باشد.



٧١ کروش‐کان‐تاکر بهینگͬ شرایط
و fU گرفتن نظر در با را اکید S‐محدب و U‐محدب مشابه طور به توان مͬ همچنین

نمود. تعریف fS

:f مقدار ای بازه تابع ΁ی .۵ . ۵ . ۴ تعریف
f(x) ≺

LU
f(x∗) اگر فقط و اگر x∗ < x اگر ͬ شود م نامیده x∗ در LU‐کاهشͬ (الف)

f(x) ≺
LS

f(x∗) اگر فقط و اگر x∗ < x اگر ͬ شود م نامیده x∗ در LS‐کاهشͬ (ب)
بهینه جواب های و قوی LU‐پارتو بهینه جواب های مورد در نتایج برخͬ ادامه در

داریم. نیاز تاکر دگرین قضیه به زیر قضایای اثبات برای دهیم. مͬ ارائه را قوی LS‐پارتو

دارد. جواب زیر سیستم دو از ی΄ͬ دقیقا Q و P ماتریس دو برای که ͬ کند م بیان قضیه این
(١) سیستم : ∃x ∈ Rn P (x) ≤ ٠, P (x) ̸= ٠, Q(x) ≤ ٠

(٢) سیستم : ∃λ > ٠, µ ≥ ٠ P Tλ+QTµ = ٠
باشد داشته وجود fh, h ∈ {١,٢, . . . , r} مثل مقدار ای بازه تابع ΁ی کنید فرض .١٠ . ۵ . ۴ قضیه
پذیر gH‐مشتق پیوسته طور به x∗ در و U‐محدب و LU‐کاهشͬ و ΁ی به ΁ی به طوری که

(لاگرانژ) ضرایب اگر .∇fL
h (x

∗) < ∇fU
h (x∗) کنید فرض همچنین باشد.

باشند. برقرار زیر KKT شرایط به طوری که . باشند داشته وجود ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١, . . . ,m
(الف) ∇fL

h (x
∗) +

m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

(ب) µigi(x
∗) = ٠ i = ١, . . . ,m

.x∗ ∈ XLU
SP داریم: (MIP٢) مسئله برای آن گاه

طوری به دارد وجود x ∈ X ،١ . ۴ . ۴ تعریف به توجه با بنابراین x∗ /∈ XLU
SP کنید فرض برهان.

لذا است، محدب x∗ در fU
h بنابراین است U‐محدب ،x∗ در ،fh چون .fh(x) ⪯

LU
fh(x

∗) که
داریم:

∇fU
h (x∗)T (x− x∗) ≤ ٠

. x− x∗ > ٠ داریم است LU‐کاهشͬ و ΁ی به ΁ی fh چون و ∇fL
h (x

∗) < ∇fU
h (x∗) همچنین

داریم: پس ∇fL
h (x

∗)T (x− x∗) < ∇fU
h (x∗)T (x− x∗) ≤ ٠ لذا

∇fL
h (x

∗)T (x− x∗) < ٠ (١١ . ۴)
X چون y = x∗ + rd = rx + (١ − r)x∗ ∈ X و ∀r ∈ (٠, ١) بنابراین .d = x − x∗ کنید فرض
جهت ΁ی d لذا .d ∈ D که گرفت نتیجه توان مͬ پس x, x∗ ∈ X و است محدب مجموعه ΁ی

است. X از شدنͬ
ͬ گیریم: م نتیجه ٩ . ۵ . ۴ قضیه به توجه با بنابراین

∇gi(x
∗)d ≤ ٠ ∀i ∈ I (١٢ . ۴)



بهینگͬ... شرایط ٧٢
سطر های که ماتریس ΁ی P کنیم فرض ͬ باشد. م فعال های محدودیت اندیس مجموعه I که
ͬ باشد. م g∇gi(x

∗)T , i ∈ I صورت به آن سطرهای که ماتریس ΁ی Q و ∇fL
h (x

∗) صورت به آن
ͬ کند م صدق (١) سیستم در d = x− x∗ که ͬ بینیم م تاکر دگرین قضیه از استفاده با بنابراین
و ٠ < λ ∈ R (لاگرانژ) ضرایب که ͬ گیریم م نتیجه (١٢ . ۴) و (١١ . ۴) روابط به توجه با بنابراین

که: طوری به ندارند وجود ٠ ≤ µ̄ ∈
i∈I

R

λ∇fL
h (x

∗) +
∑
i∈I

µ̄i∇gi(x
∗) = ٠

با: است معادل که
∇fL

h (x
∗) +

∑
i∈I

µi∇gi(x
∗) = ٠

کامل اثبات پس دارد. تناقض i /∈ I, µi = ٠ فرض با و قضیه (الف) شرط با این .µi =
µ̄i

λ که
است.

باشد موجود fh, h ∈ {١,٢ . . . , r} مقدار بازه ای هدف تابع ΁ی کنید فرض .١١ . ۵ . ۴ قضیه
x∗ در مشتق پذیر − gH پیوسته طور به و محدب ‐L و LS‐کاهشͬ و ΁ی به ΁ی به طوری   که

(لاگرانژ) ضرایب اگر .∇fS
h (x

∗) < ∇fL
h (x

∗) کنید فرض همچنین باشد.
باشند. برقرار زیر kkt شرایط که طوری به باشند داشته وجود ٠ ≤ µi ∈ R, i = ١, . . . ,m

(الف) ∇fS
h (x

∗) +
m∑
i=١

µi∇gi(x
∗) = ٠

(ب) µigi(x
∗) = ٠ i = ١, . . . ,m

.x∗ ∈ XLS
SP داریم: (MIP٢) مسئله برای آن گاه



۵ فصل
برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای

ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه

معرفͬ ١ . ۵
دست برای است. گرفته صورت نامعین برنامه ریزی مسائل روی بر مطالعاتͬ اخیر تحقیقات در
صورت به را محدودیت ها یا هدف توابع ضرایب اوقات گاهͬ واقعͬ، جهان مسائل به یافتن
مورد اخیرا که ͬ شود م نامیده مقدار، بازه ای برنامه ریزی روش این ͬ گیرند. م نظر در بازه ای

است. گرفته قرار محققان توجه
مسائل این گرفت، ΁کم نامعین مسائل حل برای مقدار بازه ای مسائل از ͬ توان م روش این در
مطالعه مورد هدف تابع مشتق پذیری و تحدب شرایط با چند هدفه یا تک هدفه حالت های در
مسائل کافͬ شرط و دارد بهینه سازی مسائل در مهمͬ نقش تحدب دی·ر سوی گرفته اند.از قرار

ͬ باشد. م دوگان قضایای و بهینه سازی
صورت چند هدفه) یا مقدار(تک هدفه بازه ای بهینه سازی مسائل روی بر که مطالعاتͬ اکثر در
مسائل [٢٧] وانگ٢ و سان١ اما شده اند. گرفته نظر در مشتق پذیر به صورت مسائل است، گرفته
فریتز‐ کافͬ و لازم شرایط از و کردند فرض مشتق ناپذیر حالت در را مقدار(تک هدفه) بازه ای

١Sun
٢Wang

٧٣



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٧۴
چند هدفه مقدار بازه ای مسائل به پرداختن اکنون ͬ شوند. م گرفته نتیجه کان‐تاکر۴ و جان٣
شده، ذکر مطالب به توجه با دارد. اهمیت مشتق ناپذیر حالت در پارتو بهینه نقاط کردن پیدا و
محدب − LU توابع شامل مشتق ناپذیر مقدار بازه ای توابع روی بر مطالعه به فصل این در ما

ͬ پردازیم. م

مقدمات ٢ . ۵
ͬ کنیم. م استفاده فصل این در زیر نماد های از

Λn = {١, . . . , n}
R+ = {a ∈ R| a ≥ ٠
Rn

+ = {a ∈ Rn| a ≥ ٠}
I = {a = [aL, aU ]| aL, aU ∈ R}

Rn
I = {a ∈ Rn| ai ∈ I, i ∈ Λn}

Rn
I+ = {a ∈ Rn

I | aLi > ٠, i ∈ Λn}

χ = {f | f : Rn −→ R}

χ+ = {f = (f١, . . . , fn)| fi ∈ χ}

F = {F = [fL, fU ]| fL, fU ∈ χ}

Fn = {F = (F١, . . . , Fn)|Fi ∈ F , i ∈ Λn}

است. محدب هم K ⊆ X و است X ′ دوگان با حقیقͬ محدب برداری فضای X

ͬ شود. م تعریف زیر به  صورت x∗ ∈ K در K مجموعه بر متعامد مخروط ([۴]) .٢ . ١ . ۵ تعریف
NK(x∗) =

{
d ∈ X ′| (x− x∗)Td ≤ ٠, ∀x ∈ K

}
.

هرگاه: است، x∗ در f محدب تابع گرادیان زیر ξ ∈ X ′ ([۴]) .٢ . ٢ . ۵ تعریف
(x− x∗)T ξ ≤ f(x)− f(x∗), ∀x ∈ X − {x∗.

باشد. اکید ۵ محدب شبه f تابع اگر است، اکید به صورت نامساوی این همچنین،
ͬ شود م نامیده دیفرانسیل زیر f تابع گرادیان های زیر همه ی مجموعه ی ([۴]) .٢ . ٣ . ۵ تعریف

ͬ شود. م داده نمایش ∂f(x∗) نماد با و
٣Fritz-John
۴Kuhn-Tucker
۵Pseudoeconvex



٧۵ مقدمات
ͬ باشد: م زیر به صورت f تابع دیفرانسیل زیر بنابراین f ∈ χn کنید فرض ([١۵]) .٢ . ١ . ۵ تذکر

∂f(x∗) = (∂f١(x∗), . . . , ∂fn(x∗)) .

ب·یرید. نظر در را زیر مشتق ناپذیر مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسئله
(Pp) minF (x)

s.t. gj(x) ≤ ٠, j ∈ Λm

x ∈ K

ͬ دهیم. م نشان زیر به صورت را (Pp) مسئله شدنͬ ،مجموعه gi ∈ χ, j ∈ Λm و F ∈ Fr که
X٠ = {x ∈ X| gj(x) ≤ ٠, j ∈ Λm, x ∈ K} .

وجود x̂ ∈ X٠ اگر ͬ گوییم، م (Pp) مسئله مقدار بازه ای کارای جواب را x∗ ∈ X٠ .۴ . ٢ . ۵ تعریف
به طوری که باشد نداشته

F (x̂) ≺
LU

F (x∗).

ͬ شود م نامیده x∗ ∈ X در محدب − LU ،F بنابراین .F ∈ F کنید فرض .۵ . ٢ . ۵ تعریف
هرگاه:

F (λx∗ + (١ − λ)x) ⪯
LU

λF (x∗) + (١ − λ)F (x), ∀λ ∈ (٠, ١), x ∈ X.

نامیده x∗ در محدب − LU ،F بنابراین x∗ ∈ X٠ و F ∈ F کنید فرض ([٣١]) .۶ . ٢ . ۵ تعریف
باشند. محدب x∗ در fU و fL هرگاه ͬ شود م

هر اگر ͬ شود م نامیده LU−محدب ،x∗ در F .x∗ ∈ X٠ و F ∈ Fr کنید فرض .٢ . ٧ . ۵ تعریف
باشد. محدب − LU ،i ∈ Λr هر برای x∗ در Fi

ͬ شود م نامیده محدب − LU ،x∗ در F آن گاه x∗ ∈ X٠ و F ∈ Fr کنید فرض .٢ . ٨ . ۵ تعریف
باشند. محدب i ∈ Λr هر برای x∗ در fU

i و fL
i هر هرگاه

برنامه ریزی مسئله با متناظر را زیر مشتق ناپذیر مقدار بازه ای برنامه ریزی مسائل ادامه در
ͬ گیریم: م نظر در (Pp) مقدار بازه ای چندهدفه

(Pk) minFk(x) = [fL
k (x), f

U
k (x)]

fL
i (x) ≤ fL

i (x
∗), i(̸= k) ∈ Λr

s.t. fU
i (x) ≤ fU

i (x∗), i(̸= k) ∈ Λr

gj(x) ≤ ٠, j ∈ Λm

x ∈ k

هدفه تک برنامه ریزی مسئله با را (Pp) مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسئله رابطه زیر لم
ͬ دهد. م نشان را (Pk) مقدار بازه ای



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٧۶
جواب ΁ی x∗ اگر تنها و اگر ͬ باشد م (Pp) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ .٢ . ١ . ۵ لم

باشد. k ∈ Λr هر برای (Pk) مسئله بهینه − LU

وجود x̂ بنابراین نباشد. (Pk) کارای جواب ولͬ باشد (Pp) کارای جواب x∗ کنید فرض برهان.
ͬ شود: م نتیجه که Fk(x̂) ≺

LU
Fk(x

∗) به طوری که دارد

fL
k (x̂) < fL

k (x
∗) و fU

k (x̂) < fU
k (x∗)

یا
fL
k (x̂) ≤ fL

k (x
∗) و fU

k (x̂) < fU
k (x∗)

یا
fL
k (x̂) < fL

k (x
∗) و fU

k (x̂) ≤ fU
k (x∗)

و
fL
i (x̂) ≤ fL

i (x
∗), fU

i (x̂) ≤ fU
i (x∗), i( ̸= k) ∈ Λr

به ازای (Pk) کارای جواب x∗ لذا باشد، (Pp) کارای جواب x∗ که است این مخالف مطلب این که
ͬ باشد. م k ∈ Λr

کارای جواب ولͬ باشد k ∈ Λr به ازای (Pk) بهینه − LU جواب x∗ کنید فرض برعکس
و Fi(x̂) ⪯

LU
Fi(x

∗), i ∈ Λr به طوری که دارد وجود x̂ ،۴ . ٢ . ۵ تعریف به توجه با نباشد. (Pp)

.h ∈ Λr اندیس ΁ی حداقل برای Fh(x̂) ≺
LU

Fh(x
∗)

k باشد،بنابراین ∈ Λr هر برای (Pk) بهینه − LU جواب x∗ اینکه با دارد تناقض مطلب این
است. کامل اثبات و ͬ باشد م (Pp) کارای جواب x∗

ͬ کند. م توجیه را قبل لم زیر مثال

ب·یرید. نظر در را زیر چندهدفه برنامه ریزی مسئله .٢ . ١ . ۵ مثال
(IV MP ) minF (x) =

(
[x٢١ + x٢٢ + ١, x٢١ + x٢٢ + ٢], [٢x٢١ + ٢x٢٢ + ٣,٢x٢١ + x٢٢ + ۴])

s.t. ١ − x١ − x٢ ≤ ٠
۶ − ٣x١ − x٢ ≤ ٠
x١, x٢ ≥ ٠

مسئله این بازه ای کارای جواب ΁ی (٩۵ , ٣۵) دیدیم ٢ . ۵ . ۴ مثال در قبل فصل در که همان طور
نظر در زیر به صورت را (IVMP ) مسئله با متناظر مقدار بازه ای مسئله های زیر ͬ باشد. م



٧٧ مقدمات
ͬ گیریم. م

(IVMP١) : minF١(x) = [x٢١ + x٢٢ + ١, x٢١ + x٢٢ + ٢]
٢x٢١ + ٢x٢٢ ≤ ٣۶

۵
s.t. ١ − x١ − x٢ ≤ ٠

۶ − ٣x١ − x٢ ≤ ٠
x١, x٢ ≥ ٠

و
(IVMP٢) : minF٢(x) = [٢x٢١ + ٢x٢٢ + ٣,٢x٢١ + ٢x٢٢ + ۴]

x٢١ + x٢٢ ≤ ١٨
۵

s.t. ١ − x١ − x٢ ≤ ٠
۶ − ٣x١ − x٢ ≤ ٠
x١, x٢ ≥ ٠

که ͬ بینیم م ͬ کنیم. م حل داشتیم، قبل فصل در که ۵ . ٣ . ۴ قضیه به توجه با را بالا مسائل
با (IVMP١) مسئله برای بهینه − LU جواب (٩۵ , ٣۵)

λL + λU = ١
µ١ = µ٢ = ٠, µ٣ =

۶
۵

با (IVMP٢) مسئله برای بهینه − LU جواب (٩۵ , ٣۵) و ͬ باشد. م
λL + λU = ١

µ١ = µ٢ = ٠, µ٣ =
١٢
۵

ͬ باشد. م
ب·یرید. نظر در را ͬ باشد م ناپذیر مشتق توابع شامل که زیر برنامه ریزی مسئله .٢ . ٢ . ۵ مثال

(IVMP١) : min (F١(x) = [−|x|, |x|], F٢(x) = [|x|, |x|+ ١])
s.t. x− ١ ≤ ٠

− x− ١ ≤ ٠



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٧٨

(IV MP١) تابع رفتار نمودار :١ . ۵ ش΄ل
مسئله برای مقدار بازه ای کارای جواب ΁ی صفر نقطه ی که ͬ بینیم م (١ . ۵) ش΄ل به توجه با
نظر در زیر به صورت را مسئله این با متناظر مقدار بازه ای مسئله های زیر ͬ باشد. م (IVMP١)

ͬ گیریم: م
(IVMP١١) : minF١(x) = [−|x|, |x|]

s.t. |x| ≤ ٠
x− ١ ≤ ٠
− x− ١ ≤ ٠

(IVMP١٢) : minF٢(x) = [|x|, |x|+ ١]
s.t. − |x| ≤ ٠

x− ١ ≤ ٠
− x− ١ ≤ ٠



٧٩ بهینگͬ لازم شرایط

F١(x) رفتار نمودار :٢ . ۵ ش΄ل

F٢(x) رفتار نمودار :٣ . ۵ ش΄ل

(IVMIP١١) مسئله برای LU−بهینه جواب صفر که ͬ بینیم م ٣ . ۵ و ٢ . ۵ ش΄ل های به توجه با
ͬ باشد. م (IVMIP١٢) و

بهینگͬ لازم شرایط ٣ . ۵
ب·یرید. نظر در را زیر مشتق ناپذیر مقدار بازه ای بهینه سازی مسئله

(P ) minF (x)

s.t. gj(x) ≤ ٠ j ∈ Λm

x ∈ K

.gj ∈ χ, j ∈ Λm و F ∈ F که
یافت، گسترش [٢٧] وانگ و سان توسط که (P ) مسئله برای فریتز‐جان روش لازم شرایط

ͬ باشد. م زیر به صورت



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٨٠
آن گاه: باشد. (P ) مسئله برای بهینه − LU جواب ΁ی x∗ کنید فرض ([٢٧]) .٣ . ١ . ۵ قضیه

ξL
∗
, ξU

∗ ∈ R+, λ
∗ ∈ Rm

+ , (ξL
∗
, ξU

∗
, λ∗) ̸= ٠

به طوری که: دارند، وجود
(١)λ∗

jgj(x
∗) = ٠, j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
i=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

لازم شرایط در هم fU و fL آن ها با متناظر باشند، ξU∗
= ٠ یا ξL∗

= ٠ اگر که کنید توجه
ͬ باشند. م تاثیر بی بالا

کردند. برطرف اسلاتر قیدی توصیف از استفاده با را مش΄ل این [٢٧] وانگ و سان
،k ∈ Λr هر برای باشد. (Pp) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید فرض .٣ . ١ . ۵ تعریف

به طوری که: باشد، داشته وجود xk ∈ X اگر
xk ∈ K, gj(xk) < ٠, j ∈ Λm, fL

i (xk) < fL
i (x

∗), fU
i (xk) < fU

i (x∗), i ̸= k

ͬ کند. م صدق اسلاتر قیدی توصیف شرط در x∗ گوییم آن گاه
قیدی توصیف و باشد (P ) مسئله LU−بهینه جواب ΁ی x∗ کنید فرض ([٢٧]) .٣ . ٢ . ۵ قضیه

بنابراین: باشد، برقرار اسلاتر
٠ < ξL

∗
, ξU

∗ ∈ R+, λ
∗ ∈ Rm

+

به طوری که: دارند، وجود
(١)λ∗

jgi(x
∗) = ٠ j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

ͬ دهیم. م ارائه (Pp) مسئله برای را فریتز‐جان بهینگͬ لازم شرایط زیر قضیه در
آن گاه: باشد، (Pp) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید فرض .٣ . ٣ . ۵ قضیه

ξ∗ ∈ Rr
I , ξ

L∗
, ξU

∗ ∈ Rr
+, λ

∗ ∈ Rm
+ , (ξL

∗
, ξU

∗
, λ∗) ̸= ٠

به طوری که: دارند، وجود
(١)λ∗

jgj(x
∗) = ٠, j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)



٨١ بهینگͬ لازم شرایط
داریم: ٢ . ٣ . ۵ و ٢ . ٢ . ۵ تعاریف به توجه با برهان.

∂(fU
i (x)− fU

i (x∗)) = ∂fU
i (x)

و
∂(fL

i (x)− fL
i (x

∗)) = ∂fL
i (x), i(̸= k) ∈ Λr

΁ی x∗ ،٢ . ١ . ۵ لم به توجه با لذا ͬ باشد، م (Pp) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ چون
٣ . ١ . ۵ قضیه به توجه با لذا ͬ باشد. م (Pk) هر برای بهینه − LU جواب
ξL

∗
k , ξU

∗
k ∈ R+, λ∗ ∈ rmR , (ξL

∗
, ξU

∗
, λ∗) ̸= ٠

به طوری که: دارند، وجود
(١)λ∗

jgj(x
∗) = ٠, j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗

k ∂fL
k (x

∗) + ξU
∗

k ∂fU
k (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

داریم: k ∈ {١,٢, . . . , r} تمام روی بستن ͽجم با بنابراین
λ∗
jgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ̄∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

که ξL
∗

i ≤ ξU
∗

i , i ∈ Λr کنید: فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون λ̄∗
j = k.λ∗

j آن در که
است. کامل اثبات و ͬ دهد م نتیجه را ξ∗ ∈ Rr

I

هدف توابع آن ها با متناظر لذا ξU∗
i = ٠ یا ξL∗

i = ٠ بالا قضیه در اگر که کنید توجه .٣ . ١ . ۵ تذکر
و ξL

∗
i > ٠ فرض با مش΄ل این لذا ندارند. بهینگͬ لازم شرایط در نقشͬ هیچ fL

i , f
U
i , i ∈ Λr

محدودیت های در باید که اسلاتر قیدی توصیف شرط با حال هر به ͬ شود. م برطرف ξU∗
i > ٠

کرد. ͽرف را مش΄ل این ͬ توان م کند، صدق (Pk) مسئله
تعریف شرایط در و باشد. (Pp) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید فرض .۴ . ٣ . ۵ قضیه

به طوری که: دارند، وجود ξ∗ ∈ Rr
I+
, λ∗ ∈ Rm

+ آن گاه کند. صدق ٣ . ١ . ۵
(١)λ∗

jgj(x
∗) = ٠, j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

x∗ ،٢ . ١ . ۵ لم به توجه با لذا است، (Pp) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ چون برهان.
که ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٣ . ۵ قضیه از بنابراین ͬ باشد. م (Pk) هر برای بهینه − LU جواب ΁ی



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٨٢
به طوری که: دارند، وجود αL∗

k , αU∗
k ∈ Rr

+

β∗
jkgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈ αL∗
k ∂fL

k (x
∗) + αU∗

k ∂fU
k (x∗) +

m∑
j=١

β∗
jk∂gj(x

∗) +NK(x∗)

داریم: باشد k = ١ اگر اکنون .x ∈ Λr هر برای
β∗
j١gj(x∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈ αL∗

١ ∂fL١ (x∗) + αU∗

١ ∂fU١ (x∗) +

m∑
j=١

β∗
j١∂gj(x∗) +NK(x∗)

داریم: k = ٢ برای
β∗
j٢gj(x∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈ αL∗

٢ ∂fL٢ (x∗) + αU∗

٢ ∂fU٢ (x∗) +
m∑
j=١

β∗
j٢∂gj(x∗) +NK(x∗)

داریم: باشد، k = r که حالتͬ در روند این ادامه ی با
k = r

β∗
jrgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈ αL∗
r ∂fL

r (x
∗) + αU∗

r ∂fU
r (x∗) +

m∑
j=١

β∗
jr∂gj(x

∗) +NK(x∗)

داریم: هم با روابط کردن ͽجم با
(β∗

j١ + β∗
j٢ + · · ·+ β∗

jr)gj(x
∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈
(
αL∗

١ + αL∗

٢ + · · ·+ αL∗
r

)
∂fL

r (x
∗)(

αU∗

١ , αU∗

٢ + · · ·+ αU∗
r

)
∂fU

r (x∗)

+

m∑
j=١

(
β∗
j١ + β∗

j٢ + · · ·+ β∗
jr

)
∂gj(x

∗) +NK(x∗)

ͬ کنیم: م فرض
ξL

∗
i = αL∗

١ + αL∗

٢ + · · ·+ αL∗
r ≥ ١

ξU
∗

i = αU∗

١ + αU∗

٢ + · · ·+ αU∗
r ≥ ١, i ∈ Λr

و
λ∗
j = β∗

j١ + β∗
j٢ + · · ·+ β∗

jr ≥ ٠, j ∈ Λm

دارند: وجود لذا
ξL

∗
i , ξU

∗
i > ٠, i ∈ Λr, λ∗

j ≥ ٠, j ∈ Λm



٨٣ بهینگͬ لازم شرایط
به طوری که:

λ∗
jgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm

٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x

∗) +NK(x∗)

بنابراین: ξL∗
i ≤ ξU

∗
i , i ∈ Λr کنید: فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون
ξ∗ ∈ Rr

I+ , λ∗ ∈ Rm
+

است. کامل اثبات و
ͬ کنیم. م بیان زیر قضیه در را فریتز‐جان کافͬ شرایط ادامه در

باشد داشته وجود gk, λ
∗
k > ٠ و باشد محدب − LU تابع ΁ی F کنید فرض .۵ . ٣ . ۵ قضیه

و ξ∗ ∈ Rr
I اگر باشند. محدب gj , k ̸= j, j ∈ Λm برای و اکید محدب k ∈ Λm از بعضͬ برای

به طوری که: باشند. داشته وجود λ∗ ∈ Rm
+ , (ξ∗, λ∗) ̸= ٠

(١)λ∗
jgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

ͬ باشد. م (Pp) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ آن گاه
که: ͬ گیریم م نتیجه قضیه دوم فرض به توجه با برهان.

ρL
∗

i ∈ ∂fL
i (x

∗), ρU
∗

i ∈ ∂fU
i (x∗), j ∈ Λr, η

∗
j ∈ ∂gj(x

∗), j ∈ Λm, z∗ ∈ NK(x∗)

به طوری که: دارند، وجود
٠ = (x− x∗)(ξL

∗
ρL

∗
+ ξU

∗
pU

∗
+

m∑
j=١

λ∗
jη

∗
j + z∗) (١ . ۵)

ͬ دهد. م نتیجه را زیر گزاره که

٠ = (x− x∗)

ξL
∗
ρL

∗
+ ξU

∗
ρU

∗
+

m∑
j=١

λ∗
jη

∗
j + z∗

 (٢ . ۵)

تعریف به توجه با لذا نباشد. (Pp) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید فرض خلف برهان با
F (x̂) ≺

LU
F (x∗), i ∈ Λr به طوری که دارد وجود x̂ ∈ X٠ ، ۵ . ٢ . ۵

i ∈ Λr به ازای fU
i و fL

i توابع ٢ . ٨ . ۵ قضیه به توجه با است. محدب − LU تابع ΁ی F چون
داریم: ٢ . ٢ . ۵ تعریف به توجه با بنابراین هستند. محدب

(x̂− x∗)T ρL
∗

i ≤ ٠ و (x̂− x∗)T ρU
∗

i ≤ ٠, i ∈ Λr



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٨۴
و

(x̂− x∗)T ρL
∗

h < ٠ و (x̂− x∗)T ρU
∗

h < ٠
یا

(x̂− x∗)T ρL
∗

h ≤ ٠ و (x̂− x∗)T ρU
∗

h < ٠
یا

(x̂− x∗)T ρL
∗

h < ٠ و (x̂− x∗)T ρU
∗

h ≤ ٠ (٣ . ۵)
.h اندیس ΁ی حداقل برای

داریم: (٣ . ۵) رابطه به توجه با ξL∗
i ≥ ٠, i ∈ Λr چون

(x̂− x∗)T
(
ξL

∗
ρL

∗
+ ξU

∗
ρU

∗
)
≤ ٠ (۴ . ۵)

داریم: لذا λ∗
jgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm و λj ∈ Rm
+ و gj(x) ≤ ٠ چون

λ∗
jgj(x) ≤ λ∗

jgj(x
∗)

محدب تابع ΁ی j( ̸= k) ∈ Λm ،gj و اکید محدب تابع ΁ی gk ،λ∗
k > ٠, ١ ≤ k ≤ m برای

داریم: پس ͬ باشد. م
(x̂− x∗)T (λ∗

kη
∗
k) < ٠

(x̂− x∗)T
m∑

j( ̸=k)=١
λ∗
jη

∗
j ≤ ٠

داریم: نتیجه در
(x̂− x∗)T

m∑
j=١

λ∗
jη

∗
j < ٠ (۵ . ۵)

داریم: z∗ ∈ Nk(x
∗) برای و

(x̂− x∗)T z∗ ≤ ٠ (۶ . ۵)
داریم: (۶ . ۵) و (۵ . ۵) و (۴ . ۵) روابط از استفاده با

(x̂− x∗)T

ξL
∗
ρL

∗
+ ξU

∗
ρU

∗
+

m∑
j=١

λ∗
jη

∗
j + z∗

 < ٠

و ͬ باشد م (Pp) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ لذا دارد. تناقض (٨ . ۴) رابطه با که
است. کامل اثبات

ͬ کنیم. م بیان را کان تاکر بهینگͬ کافͬ شرایط زیر قضیه در



٨۵ وایر ‐ موند دوگان
اگر باشند. محدب توابع gj , j ∈ Λm و LU−محدب تابع ΁ی F که کنید فرض .۶ . ٣ . ۵ قضیه

باشد داشته وجود
ξ∗ ∈ Rr

I+ , λ
∗ ∈ Rm

+ , λ∗ ̸= ٠
باشند. برقرار زیر شرایط به طوری که

(١)λ∗
jgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm

(٢) ٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

ͬ باشد. م (Pp) مسئله برای بازه ای کارای بهینه جواب ΁ی x∗ آن گاه
به توجه با نباشد. (Pp) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید فرض خلف برهان با برهان.

داریم: بود، قبل قضیه برهان در موجود (۴ . ۵) رابطه و ξL
∗

i > ٠, i ∈ Λr اینکه
(x̂− x∗)T

(
ξL

∗
ρL

∗
+ ξU

∗
ρU

∗
)
< ٠ (٧ . ۵)

برهان در (۵ . ۵) رابطه که مشابهͬ روش با بنابراین ͬ باشد. م محدب j ∈ Λm ،gj چون اکنون
داریم: قبل، قضیه

(x̂− x∗)T
m∑
j=١

λ∗
jη

∗
j ≤ ٠ (٨ . ۵)

داریم: (٨ . ۵) و (٧ . ۵) و (۶ . ۵) روابط ترکیب با

(x̂− x∗)T

ξL
∗
ρL

∗
+ ξU

∗
ρU

∗
+

m∑
j=١

λ∗
jη

∗
j + z∗

 < ٠

است. کامل اثبات و دارد تناقض (٢ . ۵) رابطه با که

وایر ‐ موند دوگان ۴ . ۵
ͬ کنیم. م تعریف را (Pp) اولیه مسئله با موند‐وایر۶متناظر دوگان مسئله ادامه در

(DM ) maxF (y)

s.t. ٠ ∈ ξL∂fL(y) + ξU∂fU (y) +

m∑
j=١

λj∂gj(y) +Nk(y)

m∑
j=١

λjgj(y) ≥ ٠ ξ ∈ Rr
I+ , λ ∈ Rm

+

(٩ . ۵)

۶Mond-weir’s



ناپذیر مشتق و مقدار بازه ای چندهدفه برنامه ریزی مسائل در دوگانͬ قضایای ٨۶
تعریف زیر به صورت را fL, fU ∈ χr با (DM ) مسئله شدنͬ جواب های مجموعه .F ∈ Fr که

ͬ کنیم. م

SM =

z = (y, ξ, λ) : ٠ ∈ ξL∂fL(y) + ξU∂fU (y) +

m∑
j=١

λj∂gj(y) +Nk(y),

m∑
j=١

λjgj(y) ≥ ٠, ξ ∈ Rr
I+ , λ ∈ Rm

+


(DM ) مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی ،Z∗ = (y∗, ξ∗, λ∗) ∈ SM کنید فرض .١ . ۴ . ۵ تعریف

.F (z∗) ≺
LU

F (ẑ) به طوری که باشد نداشته وجود ẑ =
(
ŷ, ξ̂, λ̂

)
∈ S اگر است

باشند. محدب gj , j ∈ Λm و LU−محدب ،F کنید ضعیف)فرض دوگان (قضیه .١ . ۴ . ۵ قضیه
آن گاه: x ∈ X٠ و z ∈ SM اگر

F (x) ⊀
LU

F (y).

دارند: وجود (٩ . ۵) رابطه به توجه با برهان.
ρLi ∈ ∂fL

i (y), ρ
U
i ∈ ∂fU

i (y), i ∈ Λr, ηj ∈ ∂gj(y), j ∈ Λm, µ ∈ Nk(y)

به طوری که:
٠ = ξLρL + ξUρU +

m∑
j=١

λjηj + µ

ͬ دهد. م نتیجه را زیر رابطه که

٠ = (x− y)T

ξLρL + ξuρU +
m∑
j=١

λjηj + µ

 (١٠ . ۵)

(٧ . ۵) رابطه در که مشابهͬ روش با بنابراین . F (x) ≺
LU

F (y) کنید فرض ام΄ان صورت در
ͬ رسیم: م زیر رابطه به داشتیم،

(x− y)T
(
ξLρL + ξUρU

)
< ٠ (١١ . ۵)

بنابراین: z ∈ SM و x ∈ X٠ چون
m∑
j=١

λjgj(y) ≥ ٠,
m∑
j=١

λjgj(x) ≤ ٠

داریم: پس ͬ باشد، م محدب j ∈ Λm ،gj چون همچنین

(x− y)T
m∑
j=١

λjηj ⩽ ٠ (١٢ . ۵)



٨٧ وایر ‐ موند دوگان
داریم: µ ∈ Nk(y) برای مشابهͬ روش به

(x− y)Tµ ⩽ ٠ (١٣ . ۵)
ͬ رسیم. م زیر رابطه به سرانجام (١١ . ۵) ، (١٢ . ۵) و (١٣ . ۵) روابط کردن ͽجم با

(x− y)T

ξLρL + ξUρU +
m∑
j=١

λjηj + µ

 < ٠
است. کامل اثبات و دارد تناقض (١٠ . ۵) رابطه با که

(Pp) اولیه مسئله از بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید قوی)فرض دوگان (قضیه .٢ . ۴ . ۵ قضیه
k ∈ Λr هر برای (Pk) مسئله برای اسلاتر قیدی توصیف x∗ در کنید فرض همچنین، باشد.
.z∗ = (x∗, ξ∗, λ∗) ∈ SM که طوری به دارند وجود ξ∗ ∈ Rr

I+
و λ∗ ∈ Rm

+ بنابراین باشد. برقرار
مسئله بهینه جواب ΁ی z∗ آن گاه باشند محدب gj , j ∈ Λm و محدب −LU ، F اگر بعلاوه

ͬ باشد. م (DM ) دوگان
با ͬ باشد م برقرار است، بازه ا  ی کارای جواب ΁ی که x∗ در اسلاتر قیدی توصیف چون برهان.

که: طوری به دارند وجود ξ∗ ∈ Rr
I+

و λ∗ ∈ Rm
+ ۴ . ٣ . ۵ قضیه به توجه

λ∗
jgj(x

∗) = ٠, (j ∈ Λm)

٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +Nk(x
∗)

بازه ای کارای جواب ΁ی z∗ کنید فرض خلف برهان با اکنون ، z∗ ∈ SM که ͬ دهد م نشان این
که: طوری به دارد وجود ẑ = (ŷ, ξ̂, λ̂) ∈ SM بنابراین نباشد، (DM ) مسئله برای

F (z∗, µ) ≺
LU

F (ẑ, µ)

ͬ دهد. م نتیجه را زیر گزاره که µ ∈ NK(x∗) که
F (x∗) ≺

LU
F (y)

و ͬ باشد م (DM ) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی z∗ لذا دارد، تناقض ١ . ۴ . ۵ قضیه با که
است. کامل اثبات

,x)های y) همه ی برای کنید فرض همچنین، .z∗ ∈ SM و x∗ ∈ X٠ کنید فرض .٣ . ۴ . ۵ قضیه
شدنͬ

ξL
∗
fL + ξU

∗
fU +

m∑
j=١

λ∗
jgj (١۴ . ۵)

برای بازه ای کارای جواب ΁ی y∗ و x∗ = y∗ آن گاه . F (x∗) ⪯
LU

F (y∗) و باشد اکید محدب y∗ در
ͬ باشد. م (PP ) مسئله
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برای (١٠ . ۵) رابطه همانند لذا z∗ ∈ SM چون . x∗ ̸= y∗ کنید فرض خلف برهان با برهان.

ρLi ∈ ∂fL
i (y) , ρ

U
i ∈ fU

i (y) , i ∈ Λr , ηj ∈ ∂gj(y) , j ∈ Λm , µ ∈ NK(y∗)

داریم:
(x∗ − y∗)

ξL
∗
ρL + ξU

∗
ρU +

m∑
j=١

λ∗
jηj + µ

 = ٠

داریم: پس (x∗ − y∗)T ⩽ ٠ چون بعلاوه

(x∗ − y∗)T

ξL
∗
ρL + ξU

∗
ρU +

m∑
j=١

λ∗
jηj

 ⩾ ٠ (١۵ . ۵)

داریم: (١۵ . ۵) رابطه به توجه با بنابراین است. اکید محدب y∗ در (١۴ . ۵) رابطه چون

ξL
∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗)

< ξL
∗
fL(x∗) + ξU

∗
fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x

∗)

(١۶ . ۵)

داریم: y∗ و x∗ بودن شدنͬ از همچنین
m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) ⩽ ٠ ,

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(y

∗) ⩾ ٠

داریم: را زیر گزاره (١۶ . ۵) رابطه به توجه با بنابراین
ξL

∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) < ξL

∗
fL(x∗) + ξU

∗
fU (x∗) (١٧ . ۵)

x∗ = y∗ بنابراین دارد. تناقض F (x∗) ⪯
LU

F (y∗) با که
با بنابراین نباشد. (PP ) اولیه مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی y∗ که کنیم فرض اکنون

یعنͬ: F (x) ≺
LU

F (y∗) که طوری به دارد وجود x ∈ X٠ ،۴ . ٢ . ۵ تعریف به توجه
ξL

∗
fL(x̂) + ξU

∗
fU (x̂) < ξL

∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) (١٨ . ۵)

داریم: ، x̂ ∈ X٠ چون

ξL
∗
fL(x̂) + ξU

∗
fU (x̂) ⩾ ξL

∗
fL(x̂) + ξU

∗
fU (x̂) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x̂) (١٩ . ۵)

داریم: ͬ باشد، م z∗ ∈ SM چون

ξL
∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗) ⩾ ξL
∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) (٢٠ . ۵)



٨٩ ولف دوگان
داریم: (١٨ . ۵) و (١٩ . ۵) و (٢٠ . ۵) روابط به توجه با

ξL
∗
fL(x̂) + ξU

∗
fU (x̂) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x̂) <

ξL
∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗)

(٢١ . ۵)

داریم: (١۶ . ۵) رابطه مشابه  روش ،با x̂ ̸= y∗ چون

ξL
∗
fL(x̂) + ξU

∗
fU (x̂) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x̂) >

ξL
∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗)

ͬ باشد م (PP ) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی y∗ بنابراین دارد. تناقض (٢١ . ۵) رابطه با که
است. کامل اثبات و

ولف دوگان ۵ . ۵
ͬ کنیم. م تشریح (PP ) اولیه مسئله به توجه با ولف٧را دوگان بخش این در

(DW ) max F (y) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y)

s.t. ٠ ∈ ξL∂fL(y) + ξU∂fU (y) +
m∑
j=١

λj∂gj(y) +NK(y)

ξ ∈ Rr
I+ , λ ∈ Rm

+

آن در که (DW ) مسئله شدنͬ های جواب همه ی مجموعه .F (y) +
∑m

j=١ λ∗
jgj(y) ∈ Fr که

دهیم: نمایش زیر صورت به را ͬ باشند م fL, fU ∈ χr

SW =

z = (y, ξ, λ) : ٠ ∈ ξL∂fL(y) + ξU∂fU (y) +

m∑
j=١

λj∂gj(y) +Nk(y), ξ ∈ Rr
I+, λ ∈ Rm

+


مسئله بازه ای کارای جواب z∗ گوییم .z∗ = (y∗, ξ∗, λ∗) ∈ SW کنید فرض .١ . ۵ . ۵ تعریف

طوری΄ه: به باشد نداشته وجود ẑ = (ŷ, ξ̂, λ̂) ∈ S هیچ اگر باشد. مͬ (DW )

F (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗) ≺
LU

F (ŷ) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(ŷ)

٧Wolef
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باشند. محدب gj , j ∈ λm و ‐محدب LU ، F کنید ضعیف)فرض (دوگان .١ . ۵ . ۵ قضیه

کنید فرض همچنین
،آن گاه: ∑r

i=١(ξLi + ξUi ) = ١ با ξ ∈ Rr
I+, z ∈ SW , x ∈ X٠

F (x) ⊀
LU

F (y) +

m∑
j=١

λjgj(y)

که ͬ گیریم م نتیجه ، (DW ) مسئله محدودیت های به توجه با برهان.
ρLi ∈ ∂fL

i (y) , ρ
U
i ∈ ∂fU

i (y) , i ∈ Λr , ηj ∈ ∂gj(y) , j ∈ Λm , µ ∈ NK(y)

که: طوری به دارند وجود
٠ = ξLρL + ξUρU +

m∑
j=١

λjηj + µ

ͬ دهد: م نتیجه که

٠ = (x− y)T

ξLρL + ξUρU +

m∑
j=١

λjηj + µ

 (٢٢ . ۵)

کنید: فرض خلف برهان با حال
F (x) ≺

LU
F (y) +

m∑
j=١

λjgj(y) (٢٣ . ۵)

: داریم بنابراین

Fi(x) ⪯
LU

Fi(y) +
m∑
j=١

λjgj(y), ∀i ∈ Λr (٢۴ . ۵)

داریم: h اندیس ΁ی حداقل برای و
Fh(x) ≺

LU
Fh(y) +

m∑
j=١

λjgj(y) (٢۵ . ۵)

و است ‐محدب LU ، F چون اکنون، i ∈ Λr و Fi ∈ F که
m∑
j=١

λjgj(x) ⩽ ٠ ⩽
m∑
j=١

λjgj(y)

داریم: پس x ∈ X٠, z ∈ SW چون

(x− y)T

ρLi +
m∑
j=١

λjηj

 ⩽ ٠ و (x− y)T

ρUi +
m∑
j=١

λjηj

 < ٠



٩١ ولف دوگان
و

(x− y)T

ρLh +

m∑
j=١

λjηj

 < ٠ و (x− y)T

ρUh +

m∑
j=١

λjηj

 < ٠
یا

(x− y)T

ρLh +

m∑
j=١

λjηj

 ⩽ ٠ و (x− y)T

ρUh +

m∑
j=١

λjηj

 < ٠ (٢۶ . ۵)

یا
(x− y)T

ρLh +
m∑
j=١

λjηj

 < ٠ و (x− y)T

ρUh +
m∑
j=١

λjηj

 ⩽ ٠
به توجه با بنابراین ∑r

i=١(ξLi + ξUi ) = ١ با ξLi > ٠, i ∈ Λr چون . h اندیس ΁ی حداقل برای
داریم: (٢۶ . ۵) رابطه

(x− y)T

ξLρL + ξUρU +

m∑
j=١

λjηj

 < ٠ (٢٧ . ۵)

داریم: µ ∈ NK(y) چون همچنین
(x− y)Tµ ≤ ٠ (٢٨ . ۵)

داریم (٢٨ . ۵) و (٢٣ . ۵) روابط کردن ترکیب با

(x− y)T

ξLρL + ξUρU +

m∑
j=١

λjηj + µ

 < ٠

بنابراین: دارد، تناقض (٢٢ . ۵) رابطه با که
F (x) ⊀

LU
F (y) +

m∑
j=١

λjgj(y)

است. کامل اثبات و
(PP ) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی x∗ کنید قوی)فرض دوگان (قضیه .٢ . ۵ . ۵ قضیه
هر ازای به (Pk) مسئله برای x∗ در اسلاتر قیدی توصیف شرط کنید فرض همچنین باشد.
z∗ = (x∗, ξ∗, λ∗) ∈ که طوری به دارند وجود λ∗ ∈ Rm

+ و ξ∗ ∈ Rr
I+ آن گاه باشد. برقرار k ∈ Λr

باشد، برقرار ẑ = (ŷ, ξ̂, λ̂) ∈ SW شدنͬ های جواب همه ی برای ١ . ۵ . ۵ قضیه شرایط اگر و SW

ͬ باشد. م (DW ) دوگان مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی z∗ = (x∗, ξ∗, λ∗) آن گاه
توجه با لذا است، برقرار x∗ بازه ای کارای جواب برای اسلاتر قیدی توصیف شرط چون برهان.

که طوری به دارند وجود ξ∗ ∈ Rr
I+ و λ∗ ∈ Rm

+ ،۴ . ٣ . ۵ قضیه به

λ∗
jgj(x

∗) = ٠, j ∈ Λm
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٠ ∈ ξL
∗
∂fL(x∗) + ξU

∗
∂fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
j∂gj(x

∗) +NK(x∗)

مسئله بازه ای کارای جواب ΁ی z∗ کنید فرض خلف برهان با .z∗ ∈ SW ͬ کند م ایجاب که
که طوری به دارد وجود ẑ ∈ SW بنابراین نباشد. (DW ) دوگان
F (x∗) ≺

LU
F (ŷ) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(ŷ)

و ͬ باشد م (DW ) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی z∗ لذا دارد. تناقض ١ . ۵ . ۵ قضیه با که
است. کامل اثبات

,x)های y) همه ی برای که کنید فرض همچنین z∗ ∈ SW و x∗ ∈ X٠ کنید فرض .٣ . ۵ . ۵ قضیه
و باشد اکید محدب y∗ در ξL

∗
fL + ξU

∗
fU +

∑m
j=١ λ∗

jgj شدنͬ
F (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x

∗) ⪯
LU

F (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗) (٢٩ . ۵)

(PP ) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی y∗ و x∗ = y∗ بنابراین ∑r
i=١(ξLi + ξUi ) = ١ با

ͬ باشد. م
داریم (١١ . ۵) رابطه با مشابه z∗ ∈ SW چون . x∗ ̸= y∗ کنید فرض خلف برهان با برهان.

همچنین: ρLi ∈ ∂fL
i (y), ρ

U
i ∈ ∂fU

i (y), i ∈ Λr, ηj ∈ ∂gj(y), j ∈ Λm

(x∗ − y∗)T

ξL
∗
ρL

∗
+ ξU

∗
ρU +

m∑
j=١

λ∗
jηj + µ

 = ٠

داریم: ، (x∗ − y∗)Tµ ⩽ ٠ چون بعلاوه

(x∗ − y∗)T

ξL
∗
ρL

∗ − ξU
∗
ρU +

m∑
j=١

λ∗
jηj

 ⩾ ٠ (٣٠ . ۵)

رابطه به توجه با بنابراین ͬ باشد، م اکید محدب y∗ در ξL
∗
fL + ξU

∗
fU +

∑m
j=١ λ∗

jgj چون
داریم: (٣٠ . ۵)

ξL
∗
fL(y∗) + ξU

∗
fU (y∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(y

∗) <

ξL
∗
fL(x∗) + ξU

∗
fU (x∗) +

m∑
j=١

λ∗
jgj(x

∗)

جواب ΁ی y∗ کنیم فرض خلف برهان با حال .x∗ = y∗ پس دارد، تناقض (٢٩ . ۵) رابطه با که
با ٣ . ۴ . ۵ قضیه به مشابه استدلالͬ با بنابراین نباشد، (PP ) اولیه مسئله برای ای بازه کارای
کامل اثبات و ͬ باشد م (PP ) مسئله برای بازه ای کارای جواب ΁ی y∗ که ͬ رسیم م نتیجه این

است.
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Aabstract

Given that there are collections that are not definite and unsafe, they are defined and ambigu-
ous, and usually contain words like, approximately, almost, close to, and so on. The use of fuzzy
concepts is necessary to advance the decision maker’s goals. It is also inevitable to learn inter-
mediate clues despite being complex because they are more precise and discuss the stability of
systems. In this thesis, the basic concepts of fuzzy analysis and solving methods for fuzzy prob-
lems, which include symmetric and asymmetric problems, are introduced. Then, by introducing
fuzzy multi-objective problems, the Pareto optimal solution, a two-step solution to these problems
and planning The ideal logic in the fuzzy environment continues the discussion. In the following,
we present the optimality of KKT in multi-objective problems by introducing the implications of
the LU and LS responses and proving that the concept of LU is more general using the concept
of generalized derivative. The use of the generalized derivative concept instead of the derivative
concept is more general and general because there are issues that are not derivable but have gener-
alized derivatives. Then, the dual theorems, including Dugen Woolf and Mond-Weirs, in the state
of the given issues Are irreplaceable

key words:
fuzzy consepts,symmetric and asymmetric problems,fuzzy goal programming,optimality condi-
tions KKT,generalized derivative,dugen woolf and mond-weirs.
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