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... جاৣم از ୃ୍ସ భما و ৮در ଘ ৎقد৤م
ز৯دਛی ام حاঃیان ඛ঺ھا

หرఇ ام راঘ࣒مای ඟ໖اغ
دං౱نਜی ام روز୓ی ௵ن

ୁرদوارم ࠫࢤوی و ୍ସ خاৗواده ی ଘ ৎقد৤م و ඟ໊دید ඄උید ૼن راه భ را ऒود ड़و ୓ی ଒
ਟی ඟ໊ان భیای از ෘ੢ऩه ای بࢆوॵم ଦ ଽ و রودید ૼن াੇࣥواଡ ی و ज़࡭وق ঙࢤواره ଒

দو৤م ণپاس ಪࣥواৣم را ඼ෙय़باඇඓتان
دارم. دوඋࢾشان ଒ آฬن ଘ ৎقد৤م و

د



سپاس گزاری...

لحظه های به لحظه قدر تا نهاد دلم در را آموختن به عشق که شاکرم را منان خداوند
اخلاق و حق کردن، زندگͬ خوب درس ی΄دی·ر کنار در بودن تجربه از و بدانم را زندگͬ
به خود زندگͬ در و فرموده دین ادای عمر ͬ مانده باق فرصت در که باشد بیاموزم. را

ببندم. کار
جان به مرا که بزرگوارم و عزیز مادر و پدر زندگیم حامیان بزرگترین و اولین از ابتدا در
صمیم از کردند، ش΄وفا دلم در را پیروزی روشن افق های به رسیدن امید و پروردند

ͬ کنم. م تش΄ر قلب
با که جعفری راد نادر دکتر آقای جناب ͬ ام، گرام راهنمای استاد از ͬ دانم م لازم خود بر
تش΄ر کردند، ΁کم پایان نامه این شدن بهتر در گرانبهایشان وقت گذاشتن اختیار در

 کنم.
قبول که شعرباف رحیمͬ صادق دکتر آقای جناب و علیشاهͬ میثم دکتر آقای جناب از
باز در فراوان حوصله و دقت با و گرفتند عهده بر را پایان نامه این داوری کرده، زحمت

ͬ کنم. م تش΄ر دادند یاری مرا پایان نامه این تصحیح و خوانͬ
که محترم اساتید و معلمان تمام مقام در معلم والای مقام به احترام پاس به پایان در
معرفتشان جوشان چشمه از را وجودم تشنه کویر و نموده فیض کسب محضرشان در
ابراز ایشان از را خود سپاس گزاری مراتب و آورده فرود تعظیم سر ساخته ام، سیراب

ͬ دارم. م

بادودم زبیده
١٣٩۶ مهر

ه



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی بادودم زبیده اینجانب
احاطه گری عدد در نتایجͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ

ͬ شوم: م متعهد جعفری راد نادر دکتر راهنمایی تحت ، گراف ها در باز همسایه م΄انͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
بادودم زبیده
١٣٩۶ مهر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده
مجموعه ) باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی ،G = (V,E) گراف رئوس از D زیرمجموعه
و N(u) ∩D مجموعه های V (G) از v و u متمایز رأس دو هر برای اگر است، G برای ( OLD

کوچ΁ ترین OLD(G) باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد باشند. متمایز و ناتهͬ N(v) ∩ D

است. G برای OLD مجموعه اندازه
جمله از باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه تعیین که شد خواهد داده نشان پایان نامه این در
م΄انͬ احاطه گر مجموعه های رئوس درصدی ام΄ان مینیمم سپس است. NP‐کامل مسائل
و بررسͬ به همچنین ͬ کنیم. م بررسͬ گوناگون نامتناهͬ گراف های شب΄ه  در را باز همسایه
گراف ها و درخت ها مسیرها، در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد خصوص در نتایجͬ بیان
به گراف ها از نوع این برای را باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای کران هایی و ͬ پردازیم م

ͬ آوریم. م دست
باز، همسایه م΄انͬ احاطه گر عدد باز، همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه کلیدی: کلمات

نامتناهͬ گراف های شب΄ه برای رئوس درصدی ام΄ان مینیمم

ز





مطالب فهرست
ک تصاویر فهرست
١ تعاریف و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف نظریه مفاهیم ١ . ٢ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیدگͬ نظریه مفاهیم ١ . ٢ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر اعداد ١ . ٢ . ٣

١۵ نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . OLD در محاسبات پیچیدگͬ ٢ . ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیرها در OLD(G) ٢ . ٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتناهͬ شب΄ه های ۴ . ٢

٣١ درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣۴ . . . . . . . . درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای کران ٣ . ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℑ در اکستریمال درخت های ٣ . ٣

۴٧ گراف ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجود نتایج ٢ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . ΁کوچ یا بزرگ OLD(G) با G گراف های ٣ . ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران ها ۴ . ۴

۵٩ نماد آ 
ط



مطالب فهرست ی
۶٣ ͽمراج
۶٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
۶٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G[S] و G گراف ١ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G٢ و G١ گراف دو اجتماع ١ . ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K۵ کامل گراف ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K٢,٣ کامل دوبخشͬ گراف ۴ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره گراف از مثالͬ ۵ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاج گراف از مثالͬ H+ ۶ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u رأس در شاخه ها B٣ و B٢ و B١ ١ . ٧
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پترسن گراف ١ . ٨
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP‐کامل و NP و P بین رابطه ١ . ٩
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . OLD(G) = ٣ ١ . ١٠
١٨ . . . . . . . ١ ≤ j ≤ M ،١ ≤ i ≤ N ،Hj و Gi گراف های کلاس و متغیر ٢ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sh(v٢; {v٢, v٣}) = ١٢ + ٠ + ١ = ٣٢ ٢ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . OLD(Z × Z) کاشͬ ال·وی ΁ی ٢ . ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . HX نامتناهͬ ضلعͬ شش شب΄ه ۴ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . TR نامتناهͬ مثلثͬ شب΄ه ۵ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . n ≥ ٩ مرتبه از T ∈ ℑ درخت های همه ٣ . ١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . n = ١٠ مرتبه از T ∈ ℑ درخت های همه ٣ . ٢
٣۵ . . . . . . (a)OLD(Tn) = n− ١ (b)OLD(Tn) → ١٢(n) ٣ . ٣
٣٧ . . .⌈n٢⌉+ ١ ≤ OLD(Tn) ≤ n− ١ آنگاه باشد، n ≥ ۵ مرتبه از Tn ∈ ℑ اگر ۴ . ٣

OLD(T٢k) = k + ١ = با n = ٢k ̸= ۴ مرتبه از T٢k فرد به منحصر درخت ۵ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⌈n٢⌉+ ١
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . است شانه ΁ی T i هر .OLD(T٢k+١) = k + ٢ ۶ . ٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .OLD(G) = ٣ با گراف هایی ١ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . .OLD(G) = k با G گراف (b) و H گراف (a) ٢ . ۴

ک



تصاویر فهرست ل
۵١ . . . . . . . . . . . . . . .OLD(G) = V (G) با H و P۴ ،P٢ گراف سه ٣ . ۴
۵۶ . . . . . . . . . . است. OLD(Tn) = n− ١ با OLD(Tn) مجموعه های ۴ . ۴
۵٧ . . . . . . . . . . .OLD(G) = n− ١ با گراف هایی از نامتناهͬ خانواده ۵ . ۴



١ فصل
تعاریف و مقدمات

مقدمه ١ . ١
کامپیوتر، علوم مانند مختلف زمینه های در زیادی کاربرد های گراف ها در احاطه گری١ مفهوم

دارد. · · · و ال΄ترونی΄ͬ شب΄ه های
بیمارستان احداث برای م΄ان بهترین انتخاب مخابرات، زمینه در ͬ توان م آن کاربردهای جمله از
دوجی΄نیش،٢ توسط ١٩٨٣ سال در بار نخستین مفهوم این برد. نام · · · و آتش نشانͬ مراکز و
نظریه ی در نظری بحث ΁ی عنوان به بعد ها اما گرفت قرار استفاده مورد ͷشطرن صفحه ی روی
چاپ به زمینه این در متعددی مقالات تاکنون و گرفت قرار مطالعه و بررسͬ مورد گراف ها

است. رسیده
تراکم گرفتن نظر در با شهر ΁ی مردم برای رسانͬ ΁کم برای آتش نشانͬ مرکز ΁ی مثال برای
پرسنل تعداد که دارد نظر در مرکز این حال این با دهد. انجام اقداماتͬ شهر آن در جمعیت
پوشش نیز را شهر مختلف نقاط همه ی حال عین در و برساند حداقل به را نظر مورد آتش نشانͬ

دهد.
ͬ گیریم م نظر در گراف رئوس عنوان به را نظر مورد منطقه ی مختلف نقاط منظور این برای
΁کم به را دهد پوشش ͬ تواند م که مناطقͬ تمامͬ نشانͬ، آتش پرسنل های دادن قرار با و

١Dominating
٢Do Jacnish

١



تعاریف و مقدمات ٢
گرافͬ و کرده رسم را نظر مورد گراف یال های ترتیب این به و ͬ کنیم م متصل آن به خطوطͬ
دهد. پوشش را بیرونͬ نقاط تمامͬ که هستیم نقاطͬ کمترین دنبال به حال ͬ کنیم. م طراحͬ
از بسیاری و ͬ باشد م پژوهشͬ جذاب حیطه های از گراف ها در احاطه گری نظریه ی امروزه

هستند. تحقیق و مطالعه مشغول خصوص این در پژوهش گران
ایده است. شده معرفͬ پیتر٣ توسط ٢٠١٠ سال در باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه های
رأس های از حفاظت از جدیدی مدل اساس بر باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه های تعریف
حفاظت جمله از مسائل در گوناگون کاربرد های و است شده گرفته بی·انگان جمله از گراف ΁ی

دارد. مخابرات و محرمانه اهداف از

تعاریف ١ . ٢
این تعاریف تمام ͬ پردازیم. م گرفته قرار استفاده مورد پایان نامه در که تعاریفͬ به بخش این در

ͬ باشد. م [١٣ ،۵] ͽمراج از برگرفته فصل

گراف نظریه مفاهیم ١ . ٢ . ١
V (G) آن در که است ((V (G), E(G),Ψ(G)) سه تایی ΁ی گراف۴ ΁ی از منظور .١ . ٢ . ١ تعریف
است وقوع تابع Ψ(G) و یال ها از مجموعه ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهͬ مجموعه ΁ی
e اگر ͬ کند. م متناظر را G رأس های از ( مجزا لزوماً نه ) نامرتب جفت ΁ی G یال هر به که
v٢ به را v١ ،e گویند آن گاه Ψ(e) = v١v٢ ͬ که قسم به باشند آن رأس های v٢ و v١ و یال ΁ی
صورت به خلاصه طور به گراف پس این از نامند. e انتهای دو را رأس دو این و ͬ کند م وصل

ͬ شود. م داده نشان G = (V,E)

هم به یال ΁ی وسیله به هرگاه گویند، مجاور۵ را w و v رأس دو ،G گراف در .١ . ٢ . ٢ تعریف
داشته مشترک رأس ΁ی هرگاه گویند، مجاور را G از متمایز یال دو همچنین شوند. وصل

باشند.
نباشد. آن با متصل یالͬ هیچ هرگاه گویند، تنها۶ G گراف در را رأس ΁ی .١ . ٢ . ٣ تعریف

باشند. منطبق برهم آن ها انتهایی رأس دو که است یالͬ گراف ΁ی در طوقه٧ .۴ . ١ . ٢ تعریف
باشند، داشته وجود یال دو از بیش یا دو v و u دلخواه رأس دو بین گراف ΁ی در اگر همچنین،

ͬ نامند. م چندگانه٨ یال های را آن ها آن گاه
٣Peter
۴Grapg
۵Adjacent
۶Sigle
٧Loop
٨Multiple edges



٣ تعاریف
رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ که است گرافͬ ساده٩ گراف ΁ی .۵ . ١ . ٢ تعریف

نباشد. موجود یال ΁ی از بیش آن
ͬ گویند م v رأس درجه١٠ را v رأس بر ͽواق یال های تعداد باشد v ∈ V (G) اگر .۶ . ١ . ٢ تعریف
با G گراف رئوس درجات میان در درجه بزرگ ترین ͬ دهند. م نشان dG(v) یا deg(v) با را آن و

ͬ شود. م داده نشان δ(G) با درجه کوچ΁ ترین و ∆(G)

تهͬ آن یال های مجموعه که رأس، n ≥ ١ شامل است، گرافͬ ته١١ͬ گراف .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد.

گراف را گراف ها سایر و بدیه١٢ͬ گراف باشد، داشته رأس ΁ی که گرافͬ .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ نامند. م بدیه١٣ͬ غیر

متناه١۴ͬ گراف را مذکور گراف باشد متناهͬ گراف، ΁ی رأس های مجموعه اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف
است. نامتناه١۵ͬ گراف گراف، صورت این غیر در ͬ نامند. م

باشد. متناهͬ آن رأس هر درجه که است گرافͬ متناه١۶ͬ محلͬ طور به گراف .١ . ٢ . ١٠ تعریف
هستند. متناهͬ محلͬ طور به گراف های از مثالͬ k‐منتظم درخت های

را مذکور گراف باشد شمارش قابل نامتناهͬ گراف ΁ی رأس های مجموعه اگر .١ . ٢ . ١١ تعریف
ͬ نامند. م نامتناه١٧ͬ شمارای گراف

V (H) ⊆ V (G) طور   ی که به H مانند است گرافͬ ،G گراف از زیرگراف١٨ ΁ی .١ . ٢ . ١٢ تعریف
.E(H) ⊆ E(G) و

داده نمایش n یا n(G) با و ͬ نامند م G گراف مرتبه١٩ را G گراف رئوس تعداد .١ . ٢ . ١٣ تعریف
ͬ شود. م

G از زیرگرافͬ باشد. S ⊆ V و V رئوس مجموعه با گراف ΁ی G کنید فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف
متعلق آن ها پایانͬ رأس دو هر که باشند آن در G از یال هایی و باشد S آن رئوس مجموعه که

٩Simple graph
١٠Degree
١١ ٍٍٍٍٍٍٍٍٍٍEmpty graph
١٢Trivial graph
١٣Nonrtivial graph
١۴Finite graph
١۵Infinite graph
١۶Locally-finite graph
١٧Countably infinite graphs
١٨Sub graph
١٩Order



تعاریف و مقدمات ۴
در نمونه برای ͬ شود. م داده نشان G[S] نماد با و ͬ نامند م S القایی٢٠ زیرگراف را است S به
G[S] چپ سمت گراف آن گاه ،S = {v١, v٢, v٣, v۵} اگر و G راست سمت گراف ،(١ . ١) ش΄ل

بود. خواهد

v١ v٢
v٣

v۵

v١

v۶

v٢

v۵

v٣

v۴

G[S] G

v١

C

D K

G[S] و G گراف :١ . ١ ش΄ل

ͬ نامند. م G گراف پایان٢١ͬ رأس را ΁ی درجه از رأس ΁ی [٢٧] .١۵ . ١ . ٢ تعریف
همسای·ͬ را باشند مجاور v رأس با که G گراف رئوس از مجموعه ای [٢٨] .١۶ . ١ . ٢ تعریف
N [v] و N(v) با ترتیب به و ͬ نامند م v رأس بسته٢٣ همسای·ͬ را N(v) ∪ {v} و v رأس ٢٢ باز

داریم: دی·ر عبارت به ͬ شود. م داده  نمایش
N(v) = {w ∈ V (G) : vw ∈ E(G)},

N [v] = N(v) ∪ {v}.

v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله ΁ی G گراف در k طول به گشت٢۴ ΁ی .١ . ٢ . ١٧ تعریف
باشد. یال ΁ی ei = vi−١vi ،i = ١,٢. . . . , k ازای به به طوری که است یال ها و رأس ها از

ͬ نامند. م گذر٢۵ را باشد نشده تکرار یالͬ هیچ آن در که گشتͬ .١ . ٢ . ١٨ تعریف
در را مسیر ΁ی باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتͬ مسیر٢۶ ΁ی .١ . ٢ . ١٩ تعریف
ͬ گیرند م نظر در v٠, v١, . . . , vn متمایز رأس های از مرتبی فهرست دنباله به صورت گراف ΁ی
نمایش Pn با را رأسͬ n مسیر ΁ی باشد. یال ΁ی ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به vi−١vi به طوری که

ͬ دهند. م
٢٠Induced subgraph
٢١End-vertex
٢٢Open neighbourhood
٢٣Closed neighbourhood
٢۴Walk
٢۵Trail
٢۶Path



۵ تعاریف
و ͬ نامند م دور٢٧ ΁ی را آن باشد v١ = vm+١ اگر v١v٢ . . . vmvm+١ مسیر در .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

ͬ دهند. م نشان Cm با را m طول با دور ΁ی
آن ها بین مسیر ΁ی حداقل که باشند G گراف از رأس دو v و u کنید فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف
است. v به u از مسیر کوتاه ترین طول ،G گراف در v و u بین فاصله٢٨ است. موجود G در
اگر دهند. مͬ نشان d(u, v) با مختصر طور به یا و dG(u, v) با را G گراف در v و u بین فاصله

.d(u, v) = ∞ ͬ کنند م تعریف آن گاه نباشد، مسیری چنین دارای G

G٢ و G١ اجتماع را E = E١ ∪E٢ و V = V١ ∪ V٢ آن در که G = (V,E) گراف .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
ͬ دهد. م نشان را گراف دو اجتماع از مثالͬ (١ . ٢) ش΄ل ͬ دهند. م نشان G١ ∪G٢ با و نامیده

∪ =

V١

V٢

V٣

V۴

V۵

V۶

v١

v٢

v٣

v۴

v۵

v۶

.G٢ و G١ گراف دو اجتماع :١ . ٢ ش΄ل

نامند. همبند٢٩ گراف ΁ی را دارد وجود مسیری آن رأس دو هر بین که گرافͬ .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
ͬ نامند. م مؤلفه ΁ی را آن همبند اجزای از ΁ی هر و ناهمبند٣٠ را نباشد، همبند که گرافͬ

اگر باشند. برابر هم با آن رئوس تمام درجه هرگاه نامند منتظم٣١ را G گراف .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م r‐منتظم را گراف آن گاه باشد، r رأس هر درجه

کامل٣٢ گراف ΁ی باشند، مجاور آن متمایز رأس دو هر که را ساده گراف ΁ی .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهند. م نشان Kn صورت به معمولا˟ را رأس n با کامل گراف ͬ نامند. م

زیرمجموعه دو به آن رأس های مجموعه که است گرافͬ دوبخش٣٣ͬ گراف .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
΁ی باشد. Y در آن ها دی·ر سر و X در G یال های تمام سر ΁ی که شود، افراز چنان Y و X

٢٧cycle
٢٨Distance
٢٩connected graph
٣٠Disconnected graph
٣١regular
٣٢Complete graph
٣٣bipartite graph



تعاریف و مقدمات ۶
G

H

b

K۵ کامل گراف :١ . ٣ ش΄ل

باشد، شده وصل Y رأس هر به ،X رأس هر آن در که ،Y و X بخش های با دوبخشͬ گراف
با کامل دوبخشͬ گراف آن گاه ،|Y | = n و |X| = m اگر ͬ شود. م نامیده کامل دوبخشͬ گراف

ͬ دهند. م نمایش Km,n با را Y و X بخش های

K٢,٣ کامل دوبخشͬ گراف :۴ . ١ ش΄ل

از رأس n − ١ و n − ١ درجه از رأس ΁ی ،K١,n−١ صورت به ستاره٣۴ گراف .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
ͬ دهند. م نشان نیز Sn−١ با را ستاره گراف دارد. ΁ی درجه

گرافͬ ͬ شود، م داده نمایش cor(H) یا H+ با که H مانند گراف ΁ی در تاج٣۵ .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
ͬ آید. م دست به H گراف از رأس هر به آویزان یال ΁ی کردن اضافه با که است ٢|V (H)| مرتبه  از

تاج٣۶ گراف باشند. n٢ و n١ مرتبه ی از ترتیب به گراف دو H و G کنید فرض .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
n١ ،G از کپی ΁ی گرفتن از استفاده با H و G از آمده دست به گراف عنوان به GoH گراف
،G از رأس i‐امین به یالͬ با H از کپی i‐امین از رأس هر به آن کردن متصل و H از کپی

٣۴Star graph
٣۵Corona
٣۶Corona graph



٧ تعاریف

...

ستاره گراف از مثالͬ :۵ . ١ ش΄ل

H H+

تاج گراف از مثالͬ H+ :۶ . ١ ش΄ل

کپی i‐امین و ،V = {u١, u٢, . . . , un} با را G رئوس مجموعه ما پس، این از ͬ شود. م تعریف
کرد. خواهیم تعریف Hi = (Vi.Ei) توسط را GoH در H از
ͬ نامند. م جنگل٣٧ را دور فاقد گراف ΁ی .١ . ٢ . ٣٠ تعریف

فاقد همبند گراف دی·ر عبارت به ͬ نامند. م درخت٣٨ ΁ی را همبند جنگل ΁ی .١ . ٢ . ٣١ تعریف
جنگل ها لذا ͬ دهند م تش΄یل دور چندگانه یال و طوقه که آن جایی از ͬ نامند. م درخت را دور

هستند. ساده گراف های درخت ها و

٣٧Forest
٣٨Tree



تعاریف و مقدمات ٨
درخت هر ͬ نامند. م برگ٣٩ یا آویخته رأس را درخت از ΁ی درجه از رأس هر .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
نمایش Leaf(T ) با را درخت برگ های مجموعه دارد. برگ دو حداقل ،΁ی از بزرگتر مرتبه ی از

ͬ باشد. م ΁ی درجه از رأسͬ که ͬ دهند م
در باشد. برگ ΁ی با مجاور که است برگ غیر رأس ΁ی پشتیبان، رأس [٢٧] .١ . ٢ . ٣٣ تعریف

گویند. پشتیبان۴٠ رأس ΁ی را پایانͬ رأس ΁ی همسایه ͽواق
دارد. N(x) در پایانͬ رأس دو حداقل ،x قوی۴١ پشتیبان رأس ΁ی [٧] .٣۴ . ١ . ٢ تعریف

از خروج باشد. آن از دلخواه رأسͬ v و همبند گرافͬ G کنید فرض [٢٢] .٣۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ کنند: م تعریف زیر صورت به را ͬ دهند م نشان e(u) با را آن که u رأس ΁ی مرکز۴٢

e(u) = max{d(u, v) : v ∈ V (G)}.

قطر۴٣ را همه رئوس ازای به مرکز از خروج بزرگ ترین ،G همبند گراف در .٣۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ کنند: م تعریف زیر صورت به و داده نشان diam(G) با و گویند G گراف

diam(G) = max{e(u) : u ∈ V (G)}.

داده نشان r(G) با و ͬ گویند م G شعاع۴۴ را G رئوس همه ازای به مرکز از خروج کوچ΁ ترین و
ͬ کنند: م تعریف زیر صورت به و

r(G) = min{e(u) : v ∈ V (G)}.

باشد. e(G) = r(G) هرگاه ͬ گویند م مرکزی۴۵ رأس را G گراف از v رأس .١ . ٢ . ٣٧ تعریف
ͬ نامند. م G مرکز را G مرکزی رأس های مجموعه

نمایش g(G) با را آن و گویند G گراف کمر۴۶ را گراف در دور کوتاه ترین طول .١ . ٢ . ٣٨ تعریف
هیچ گراف اگر کنید توجه است. سه است، مثلث شامل که گرافͬ کمر مثال برای ͬ دهند. م

ͬ گیرند. م نظر در صفر را گراف کمر باشد نداشته دوری
u شامل ماکسیمال زیردرخت ΁ی T درخت از u رأس در شاخه۴٧ ΁ی [٢٢] .١ . ٢ . ٣٩ تعریف
به ͬ دهند. م نشان d(u) با را u در شاخه ها تعداد است. پایانͬ رأس ΁ی عنوان به u که است

ͬ دهند. م نشان را u رأس در موجود شاخه های B٣ و B٢ و B١ (١ . ٧) ش΄ل در مثال عنوان
٣٩leaf
۴٠support vertex
۴١strong support vertex
۴٢Eccentricity
۴٣Diameter
۴۴Radius
۴۵Path center
۴۶girth
۴٧branch



٩ تعاریف

u

B١B٢

B٣
P

.u رأس در شاخه ها B٣ و B٢ و B١ :١ . ٧ ش΄ل
مرکزی مسیر ΁ی از ΁ی فاصله به آن رئوس همه که است درختͬ هزارپا۴٨ .۴١ . ٢ . ٠ تعریف

است.
ͬ شود. م نامیده گراف اسپین۴٩ هزارپا، ΁ی مرکزی مسیر شاخه وزن [٢٢] .۴١ . ٢ . ١ تعریف

نباشد. F زیرگراف شامل هرگاه گوییم، F − free را گراف ΁ی .۴١ . ٢ . ٢ تعریف
باشد. نداشته C۴ دور که است گرافͬ C۴ − free گراف ΁ی .۴١ . ٢ . ٣ تعریف

و uv حذف عمل از است عبارت G گراف ΁ی از uv یال ΁ی زیرتقسیم۵٠ .۴۴ . ١ . ٢ تعریف
.w جدید رأس ΁ی میان u,w, v مسیر ΁ی افزودن

از دنباله ای با G گراف از ͬ توان م که است گرافͬ G گراف زیرتقسیم ΁ی .۴۵ . ١ . ٢ تعریف
آورد. به دست یالͬ زیرتقسیم های

از که است S مجموعه از استفاده با ساده ای توصیف دارای پترسن۵١ گراف .۴۶ . ١ . ٢ تعریف
است. شده تش΄یل ۵‐عنصری مجموعه ΁ی از ٢‐عنصری زیرمجموعه های

رأس هر برای هرگاه گوییم انباشته را G گراف رأس های از S زیرمجموعه [١٢] .۴١ . ٢ . ٧ تعریف
داشته v, u ∈ S متمایز رأس دو هر ازی به همچنین .|N(v) ∩ S| ≤ ١ باشیم داشته ،v ∈ V

با را آن و است انباشتگ۵٢ͬ عدد G در انباشتگͬ ΁ی مقدار ماکسیمم .N [u]∩N [v] = ∅ باشیم
است پایینͬ انباشتگͬ عدد ،G در ماکسیمال انباشتگͬ ΁ی مقدار مینیمم ͬ دهند. م نشان P

است. انباشته مجموعه ΁ی S = {v} مجموعه (١ . ٨) ش΄ل در ͬ دهند. م نشان p با را آن و
۴٨caterpillar
۴٩spine
۵٠Subdivision
۵١petersen
۵٢packing number



تعاریف و مقدمات ١٠

V

پترسن گراف :١ . ٨ ش΄ل

پیچیدگͬ نظریه مفاهیم ١ . ٢ . ٢
زمان لحاظ از مسائل بندی دسته به این جا در که هستند محاسباتͬ مسائل پیچیدگͬ، نظریه

ͬ پردازیم. م آن ها اجرای

،( باشد ٠ یا ١ رسمͬ طور به یا ) باشد خیر یا بلͬ آن ͺپاس که مسأله ای .۴١ . ٢ . ٨ تعریف
است. تصمیم۵٣ مسأله

در که گویند بولͬ تابع ΁ی را f : An → A تابع باشد، A = {٠, ١} کنید فرض .۴١ . ٢ . ٩ تعریف
.(A مجموعه از n طول با رشته ای An) ͬ دهد م را درست معنͬ ١ و نادرست معنای به صفر آن

ͬ کنند: م تعریف زیر صورت به را x نفͬ باشد بولͬ متغیر ΁ی x اگر .۵١ . ٢ . ٠ تعریف

x̄ =


١, باشد نادرست x اگر
٠, صورت این غیر در

ͬ نامند. م بولͬ عنصر ΁ی را آن نفͬ یا بولͬ متغیر ΁ی .۵١ . ٢ . ١ تعریف
ترکیب را ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به که بولͬ عناصر از مجموعه ΁ی .۵١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ گویند. م عطفͬ

x١ ∧ x٢ ∧ · · · ∧ xn =


١, باشند درست ها xi همه ی اگر
٠, صورت این غیر در

۵٣Decision problem



١١ تعاریف
ترکیب را ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به که بولͬ ازعناصر مجموعه ΁ی .۵١ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ گویند. م فصلͬ

x١ ∨ x٢ ∨ · · · ∨ xn =


١, باشند درست ها xi همه ی اگر
٠, صورت این غیر در

f(x١, x٢, . . . , xn) =
∧n

k=١ Ck صورت به بولͬ تابع ΁ی عطفͬ ترکیب نرمال فرم .۵۴ . ١ . ٢ تعریف
نوشته بولͬ عناصر از مجموعه ΁ی فصلͬ ترکیب صورت به Ckها آن در که ͬ شود م داده نمایش

ͬ دهند. م نشان ۵۴CNF با را آن و ͬ شود م
،n ورودی۵۶ اندازه با هستند ال·وریتم هایی چندجمله ای۵۵ زمان با ال·وریتم .۵۵ . ١ . ٢ تعریف

است. O(nk) برابر k ثابت مقدار برای آن ها حالت بدترین اجرای زمان که
هستند. حل قابل چندجمله ای زمان در که است مسأله هایی شامل p کلاس .۵۶ . ١ . ٢ تعریف
ورودی اندازه n ) شوند اجرا O(nk) زمان در ͬ توانند م k ثابت برای که مسأله هایی خصوص به

.( است مسأله
تصدیق پذیر۵٨ چندجمله ای زمان در که است مسأله هایی شامل ۵٧NP کلاس .۵١ . ٢ . ٧ تعریف
زمان در دهد، قرار ما اختیار در را جوابی گواه۵٩ͬ کسͬ اگر که است این منظور است.

است. درست گواهͬ که کرد تصدیق ͬ توان م مسأله ورودی اندازه حسب بر چندجمله ای
تمام اگر ͬ گردد م محسوب NP‐کامل۶٠ ،A ∈ NP تصمیم مسأله ΁ی .۵١ . ٢ . ٨ تعریف

باشند. A مسأله به کاهش قابل چندجمله ای زمان در NP رده دی·ر مسائل
صدق پذیری .۵١ . ٢ . ٩ تعریف

.f(x١, x٢, . . . , xn) =
∧n

k=١ Ck ،CNF فرم به بولͬ تابع ΁ی ورودی:
است؟ برقرار f آیا سؤال:

k‐صدق پذیری .۶١ . ٢ . ٠ تعریف
دارد. وجود بولͬ عنصر k کلاس هر در که CNF فرم به بولͬ فرمول ΁ی ورودی:

است؟ برقرار f آیا سؤال:
٣‐صدق پذیری .۶١ . ٢ . ١ تعریف

U = {u١, . . . , uN} با بولͬ عناصر مجموعه و C = {c١, · · · , cM} صورت به کلاس ها از مجموعه ای
دارد. وجود بولͬ عنصر سه ،١ ≤ i ≤ M برای ( ciها ) کلاس ها از کدام هر که

۵۴Conjunctive normal form
۵۵Polynomial-time algorithm
۵۶input size
۵٧Nondeterministic polynomial
۵٨Verifiable
۵٩Certificate
۶٠NP-complete



تعاریف و مقدمات ١٢

NP

P

NPC

NP‐کامل و NP و P بین رابطه :١ . ٩ ش΄ل

احاطه گر اعداد ١ . ٢ . ٣
نامند، احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف رأس های از D′ زیرمجموعه [٣٢] .۶١ . ٢ . ٢ تعریف

باشد. مجاور D
′ از رأسͬ با V −D

′ از رأس هر هر گاه
G گراف برای احاطه گر مجموعه های اندازه میان در اندازه کوچ΁ ترین [٣٢] .۶١ . ٢ . ٣ تعریف

ͬ شود. م داده نشان γ(G) با و نامند G گراف احاطه گر عدد را
م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی را G = (V,E) گراف رئوس از D زیرمجموعه [٧] .۶۴ . ١ . ٢ تعریف
مجموعه های V (G) از v و u متمایز رأس دو هر ازای به هرگاه نامند، G برای باز۶١ همسایه

ͬ دهند. م نشان OLD با را آن و باشند متمایز و ناتهͬ N(v) ∩D و N(u) ∩D

عدد را باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کوچ΁ ترین [٧] .۶۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهند. م نشان OLD(G) با را آن و ͬ گویند م G گراف باز۶٢ همسایه م΄انͬ احاطه گری

همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی D = {v١, v٢, v٣} ،(١ . ١٠) ش΄ل در H گراف .١ . ٢ . ١ مثال
.OLD(H) = |D| = ٣ لذا، هستند. ناتهͬ و متمایز زیر مجموعه های چون ͬ باشد، م باز
N(v٣) ∩D = {v١, v٢} ، N(v٢) ∩D = {v١, v٣}، N(v١) ∩D = {v٢, v٣}،

N(v۵) ∩D = {v١}، N(v۴) ∩D = {v٣}.

۶١Open neighborhood locating-dominating
۶٢open neighborhood locating-dominating number



١٣ تعاریف

V٣V١

V٢

V۵ V۴

OLD(G) = ٣ :١ . ١٠ ش΄ل
م΄ان۶٣ͬ احاطه گر مجموعه ΁ی را G گراف رئوس از S زیرمجموعه [٣٢] .۶۶ . ١ . ٢ تعریف

باشیم: داشته V − S از w و v متمایز رأس دو هر ازای به هرگاه نامند،
N(v) ∩ S ̸= ∅ ̸= N(w) ∩ S,

ͬ دهند. م نشان ۶۴LD با را آن که
ͬ نامند م م΄انͬ احاطه گری عدد را G در LD مجموعه ΁ی اندازه مینیمم [٣٢] .۶١ . ٢ . ٧ تعریف
یا ͽمرج احاطه گر مجموعه ΁ی را LD مجموعه ΁ی عناصر ͬ دهند. م نشان LD(G) با را آن و

ͬ نامند. م LD مجموعه ساده تر طور به
k باشد. نامتناهͬ شمارای متناهͬ، محلا́ گراف ΁ی G کنید فرض [٣۴] .۶١ . ٢ . ٨ تعریف
در رئوس مجموعه است، Nk[v] = {w ∈ V (G) : d(v, w) ≤ k} ،v رأس ΁ی از همسای·ͬ
م΄انͬ احاطه گر مجموعه برای رئوس۶۵ درصد ام΄ان مینیمم است. v از k حداکثر فاصله ی

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به شده داده نشان LD٪ با که
LD٪(G) = min{ lim

k→∞
sup

|D ∩Nk[v]|
|Nk[v]|

: است م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁یD},

است. شده گرفته V (G) همه روی مینیمم که

۶٣Locating-dominating
۶۴Locating dominating
۶۵Minimum possible percentage of vertices





٢ فصل
در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد

نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها

مقدمه ٢ . ١
مسائل از ی΄ͬ باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه تعیین که ͬ شود م داده نشان فصل این در
ام΄ان مینیمم و مسیر ها در را باز همسایه م΄انͬ احاطه گر عدد همچنین است. کامل ‐NP

ͬ کنیم. م بررسͬ نامتناهͬ شب΄ه گراف های در را رئوس درصدی
اگر فقط و اگر دارد، باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه G گراف .٢ . ١ . ١ مشاهده

.N(w) ̸= N(x) باشیم داشته ،w ̸= x رأس دو هر برای و δ(G) ≥ ١
و شده داده E یال های مجموعه و V رأس های مجموعه با G گراف کنید فرض برهان.
رأس هر برای OLD مجموعه تعریف طبق باشد. G گراف برای OLD مجموعه D ⊆ V (G)

vw ∈ E(G) که دارد وجود N(v)∩D در w رأس ΁ی حداقل لذا .N(v)∩D ̸= ∅ داریم v ∈ V (G)

داریم: w و x متمایز رأس دو هر برای همچنین ͬ باشد. م δ(G) ≥ ١ نتیجه در است.
N(x) ∩D ̸= N(w) ∩D,

و باشد δ(G) ≥ ١ کنید فرض فوق، مطلب عکس اثبات برای است. N(x) ̸= N(w) آن گاه
مجموعه ΁ی V (G) وضوح به .N(v) ̸= N(w) داریم V (G) از w و v متمایز رأس دو هر برای

١۵



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ١۶
باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی G گراف نتیجه در است. باز همسایه م΄انͬ احاطه گر

دارد.
است. |V (G)| ≤ ٢h − ١ آن گاه باشد، OLD(G) = h اگر .٢ . ١ . ٢ مشاهده

و شده داده E یال های مجموعه و V رأس های مجموعه با G گراف فرض کنید برهان.
تعریف طبق لذا است. |D| = h که باشد G گراف برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (G)

رئوس این از کدام هر اولا˟ V (G) از متمایز رأس دو هر ازای به G گراف برای OLD مجموعه
طرفͬ از ͬ باشند. م متمایز اشتراک ها این ثانیاً دارند، D با فرد به منحصر نا تهͬ اشتراک ΁ی
بنابراین دارد. متمایز و نا تهͬ زیر مجموعه ٢h− ١ حداکثر D مجموعه لذا ،|D| = h فرض طبق

داریم: نتیجه در است. D ناتهͬ زیرمجموعه های از ی΄ͬ با متناظر V (G) رئوس از کدام هر
|V (G)| ≤ ٢h − ١.

v١v٢, v٢v٣, . . . , vh−١vh, vhv١ و v١, v٢, . . . , vh و h ≥ ۵ با دور ΁ی D = Ch اگر .٢ . ١ . ١ ملاحظه
باشد. N(vi) = {vi−١, vi+١}(modh) و باشد D یال های مجموعه و رأس ها مجموعه ترتیب به
N(v١), N(v٢), . . . , N(vh) پس دارند. خود باز همسای·ͬ در رأس دو Ch رئوس از کدام هر
ناتهͬ زیرمجموعه ٢h−١−h حداکثر D مجموعه لذا ͬ باشند. م متمایز عضوی دو مجموعه های
و Ch به جدید رئوس ٢h − ١− h کردن اضافه با ٢ . ١ . ٢ مشاهده طبق پس دارد. دی·ر متمایز و
|V (Gh)| = ٢h− ١ با Gh گراف D متمایز و ناتهͬ زیرمجموعه های از ی΄ͬ با آن ها ساختن تناظر

ͬ آید. م دست به OLD(Gh) = h و رأس

OLD در محاسبات پیچیدگͬ ٢ . ٢
کلیه مجموعه NP دارد. اشاره آن اجرای زمان به که کلاس هاست بنیادی ترین از ی΄ͬ NP

جواب که است ساده ای اثبات شامل آن ”بله”برای جواب کردن پیدا که تصمیم است مسائل
کلاس های شامل NP اما است آن اعضای از ی΄ͬ P پیچیدگͬ کلاس باشد. ”بله” باید حقیقتاً
شده شناخته ال·وریتم هیچ که است NP‐کامل آن ها پیچیده ترین که هست نیز دی·ری مهم
مسأله NP مسأله تعریف منظور به ندارد. وجود آن برای چندجمله ای زمان در اجرا قابل
است شده داده صحیح عدد تعدادی ما به کنید فرض ب·یرید. نظر در را زیرمجموعه ها مجموع
زیرمجموعه های از ی΄ͬ اعضای مجموع آیا که بدانیم ͬ خواهیم م ما و {٨,۵,−٧−,٣−,٢} مثلا́
شرط این ͬ توانند م −٢ ٣,۵−و اعداد زیرا است بله جواب مثال این در نه؟ یا ͬ شود م صفر آن
طور به زیرمجموعه ها تعداد شود زیاد ورودی صحیح اعداد مقدار ͬ که هنگام کنند. بررسͬ را
توجه حال هر در است. NP‐کامل مسأله ΁ی فوق مسأله حقیقت در و ͬ یابد م افزایش توانͬ



١٧ OLD در محاسبات پیچیدگͬ
آیا که کنیم بررسͬ ͬ توانیم م راحتͬ به ما بدهند مشخص زیرمجموعه ΁ی ما به اگر که شود
این برای شاهد ΁ی زیرمجموعه آن باشد صفر مجموع آن اگر و خیر یا است صفر آن مجموع
است دلیلͬ این که است خطͬ آن اجرای زمان مسأله این مورد در است. بله جواب که است

است. NP مسأله این این که برای
بسیاری مهم مسأله های که علت این به ͬ شوند م حل سختͬ به NP مسائل از بسیاری
اجرای زمان با ال·وریتم هایی کردن پیدا برای فراوانͬ تلاش های دارد. وجود کلاس این در
باقͬ NP از مسائلͬ هم باز وجود این با است گرفته صورت NP مسائل برای چندجمله ای
اجرای زمان نیازمند که ͬ رسد م نظر به و ͬ کنند م مقاومت تلاش ها این برابر در که ͬ ماند م
چندجمله ای اجرای زمان در بررسͬ قابل اصلا́ مسائل این آیا این که هستند چندجمله ای از فراتر
این در مهم مفاهیم از ی΄ͬ است. کامپیوتر علوم در مسائل بزرگ ترین از خیر یا هستند
صورت به و ͬ آید م شمار به NP زیرمجموعه که است NP‐کامل مسائل مجموعه مبحث
زمان ال·وریتم ΁ی اگر بیایند. شمار به NP مسائل سخت ترین عنوان به ͬ تواند م ͬ تر رسم غیر
ال·وریتمͬ مسائل این تمام برای آن گاه شود پیدا مسائل از ی΄ͬ برای حتͬ چندجمله ای اجرای
تاکنون که علت این همچنین و علت بنابراین شد. خواهد پیدا چندجمله ای اجرای زمان با
بعید آن برای چندجمله ای اجرای زمان با ال·وریتمͬ چنین آوردن دست به برای تحقیقات تمام

ͬ رسد. م نظر به
قضیه، از است NP‐کامل مسائل جمله از OLD مسأله تعیین دهیم نشان اینکه برای حال

ͬ کنیم. م استفاده زیر گزاره های و لم ها
است. A ∈ NP آن گاه باشد، A ≤m B و B ∈ NP اگر [١٣] .٢ . ٢ . ١ لم

A آن گاه باشد، L ≤m A و A ∈ NP باشد، NP‐کامل مسأله ΁ی L اگر [١٣] .٢ . ٢ . ١ گزاره
است. NP‐کامل مسأله ΁ی

است. NP‐کامل مسأله ΁ی صدق پذیری مسأله [١٣] .٢ . ٢ . ١ قضیه
است. NP‐کامل مسأله ΁ی ٣‐صدق پذیری مسأله [١٣] .٢ . ٢ . ٢ گزاره

است. NP‐کامل مسأله ΁ی ،OLD مسأله .٢ . ٢ . ٢ قضیه
راحتͬ به ب·یریم نظر در را گراف این از بخشͬ اگر باشد. شده داده G گراف کنید فرض برهان.
نتیجه در خیر. یا است OLD مجموعه دارای G گراف از بخش این که کنیم تعیین ͬ توانیم م
NP‐کامل مسأله ΁ی ٢ . ٢ . ٢ گزاره طبق ٣‐صدق پذیری مسأله طرفͬ از است. OLD ∈ NP

است. OLD مسأله به کاهشͬ چندجمله ای ٣‐صدق پذیری مسأله شود داده نشان اگر است.
OLD مسأله که گرفت نتیجه ͬ توان م ٢ . ٢ . ١ گزاره طبق آن گاه ، ٣ − SAT ≤m OLD ͽواق در
٣‐صدق پذیری مسأله از مثال ΁ی است کافͬ منظور این برای است. NP‐کامل مسأله ΁ی
مسأله برای جواب ΁ی OLD مسأله حل با و کرد تبدیل OLD مسأله از مثال ΁ی به را



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ١٨

Gi

xi

wi

vi

ui ūi

Hj

bj
aj cj

١ ≤ j ≤ M ،١ ≤ i ≤ N ،Hj و Gi گراف های کلاس و متغیر :٢ . ١ ش΄ل
مسأله ΁ی OLD مسأله که گرفت نتیجه ͬ توان م صورت این در آورد. دست به ٣‐صدق پذیری

است. ‐کامل NP

U = {u١, u٢, . . . , uN} و کلاس ها از مجموعه ای C = {c١, c٢, . . . , cM} ͬ کنیم م فرض حال
ش΄ل در رأس ٢١ روی ،١ ≤ i ≤ n که Gi گراف ساختار ui هر برای باشد. بولͬ عناصر مجموعه
است. شده داده نشان (٢ . ١) ش΄ل در ،١ ≤ j ≤ M که Hj گراف ساختار cj هر برای و (٢ . ١)
در را است بولͬ عنصر سه شامل cj کلاس هر در که ٣‐صدق پذیری مسأله از مثال ΁ی حال
صورت این در است ūi یا ui رئوس از ی΄ͬ uj,t هر که cj = {uj,١, uj,٢, uj,٣} اگر ͬ گیریم. م نظر
uj,٣ و uj,٢ ،uj,١ رأس های به مجاور cj رأس کلاس کنید فرض ͬ شود. م کامل G گراف ساختار
D ⊆ V (G) اگر است. یال ٢٧N + ١٠M و رأس ٢١N + ٧M دارای G که کنید توجه است.
باید D بنابراین است، باز احاطه گر مجموعه D چون باشد، G گراف برای OLD مجموعه ΁ی
ش΄ل در تیره رئوس ٩N + ٣M شامل یعنͬ باشد. G گراف از پایانͬ رئوس به مجاور رأس هر

داریم: ١ ≤ i ≤ N برای همچنین است. (٢ . ١)
N(wi) ∩D = {xi} = N(vi) ∩D.

هم با نباید N(wi) ∩ D و N(vi) ∩ D باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه تعریف طبق پس
D در ūi یا ui رئوس از ی΄ͬ حداقل بنابراین است. N(vi) ∩D) ∩ {ui, ūi} ̸= ∅ لذا باشند، برابر

داشت: خواهیم مشابه طور به ͬ گیرد. م قرار
N(aj) ∩D = {bj} = N(cj) ∩D.

هر پس دارد. قرار D در uj,t از ی΄ͬ حداقل یعنͬ است، D ∩ {uj,١, uj,٢, uj,٣} ̸= ∅ بنابراین
مسأله از مثال ΁ی تبدیل با لذا دارد. D با متمایز و ناتهͬ اشتراک V (G) از متمایز رأس دو



١٩ مسیرها در OLD(G)
در آمد، دست به OLD مجموعه برای جوابی ΁ی OLD مسأله از مثال ΁ی به ٣‐صدق پذیری

اگر: فقط و اگر دارد وجود ٣‐صدق پذیری مثال برای جواب ΁ی نتیجه
OLD(G) = (٩N + ٣M) +N = ١٠N + ٣M.

مسأله نتیجه در است OLD مسأله به کاهشͬ جمله ای چند ΁ی ٣‐صدق پذیری مسأله بنابراین
است. NP‐کامل مسأله ΁ی OLD

مسیرها در OLD(G) ٢ . ٣
مجموعه ℑ و باشد. |V (Tn)| = n ≥ ٢ مرتبه از درخت ΁ی Tn کنید فرض بخش این سراسر در
ندارند. ی΄سان همسایه آن پایانͬ رأس دو هر که n، باشد، ≥ ٢ مرتبه از Tn درخت های همه ی

دارند. OLD مجموعه دی·ر عبارت  به
باشد. Tn ∈ ℑ اگر فقط و اگر است، شده تعریف OLD(Tn)

احاطه گر مجموعه D ⊆ V (Tn) و n مرتبه از درخت ΁ی Tn کنید فرض مسأله این اثبات برای
داریم v٢ و v١ متمایز رأس دو هر ازای به ٢ . ١ . ١ مشاهده طبق باشد. باز همسایه م΄انͬ
عکس دادن نشان برای ندارند. ی΄سان همسایه پایانͬ رأس دو هر لذا ،N(v١) ̸= N(v٢)
ندارند. ی΄سان همسایه که باشند Tn درخت از پایانͬ رأس دو v٢ و v١ کنید فرض مسأله این
باشیم داشته اگر Tn درخت ΁ی از دلخواه رأس دو هر برای حال است. N(v١) ̸= N(v٢) یعنͬ،
،N(v١) ̸= N(v٢) نتیجه در ͬ رسیم. م تناقض به و ͬ شود م ایجاد دور ΁ی آن گاه N(v١) = N(v٢)

دارد. OLD مجموعه Tn ،٢ . ١ . ١ مشاهده طبق لذا است.
در مفصل طور به بعد فصل در و ͬ کنیم م بسنده درخت ها مورد در تعریف چند به بخش این در
مسیر های بخش این در ͬ کنیم. م بررسͬ درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد مورد
همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای کرانͬ بررسͬ به و ͬ گیریم م نظر در را رأس n روی را Pn

داریم. n = ٢,٣,۴ برای ابتدا ͬ پردازیم. م Pn مسیر های در را باز
.OLD(P٢) = ٢ •

٢ با برابر P٢ مسیر برای باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد دهیم نشان اینکه برای
برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (P٢) و رئوس مجموعه {v١, v٢} ͬ کنیم م فرض است،
اشتراک {v١, v٢} رئوس از کدام هر OLD مجموعه تعریف از استفاده با باشد. مسیر این
داریم لذا ͬ گیرند. م قرار D در دو هر v٢ و v١ لذا دارند. D با فرد به منحصر ناتهͬ

.OLD(P٢) = ٢
.P٣ /∈ ℑ •

و رئوس مجموعه ترتیب به v٣ و v٢ ،v١ ͬ کنیم م فرض ،P٣ /∈ ℑ دهیم نشان اینکه برای
مجموعه D چون باشد. P٣ مسیر باز برای همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه D ⊆ V (P٣)



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٢٠
هیچ چون .N(v١) = {v٢} = N(v٣) طرفͬ از است. v٢ ∈ D پس است، باز احاطه گری

.P٣ /∈ ℑ داریم لذا ندارند، ی΄سان همسایه پایانͬ رأس دو
.OLD(P۴) = ۴ •

احاطه گر مجموعه D ⊆ V (P۴) و رئوس مجموعه ترتیب به v۴ و v٣ ،v٢ ،v١ کنید فرض
قرار D در پایانͬ رئوس به مجاور رئوس چون باشد. P۴ مسیر برای باز همسایه م΄انͬ
تعریف طبق و N(v٢)∩D = {v٣} = N(v۴)∩D طرفͬ از است. v٢, v٣ ∈ D پس ͬ گیرند، م
همچنین است. v١ ∈ D لذا باشند، برابر هم با نباید مجموعه دو این OLD مجموعه
،OLD مجموعه تعریف بنابه مشابه طور به و است ،N(v١) ∩ D = {v٢} = N(v٣) ∩ D

است. OLD(P۴) = ۴ و {v١, v٢, v٣, v۴} ⊆ D نتیجه در است. v۴ ∈ D

ازای به و باشد {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با مسیر ΁ی Pn و n ≥ ۴ کنید فرض حال
،vi /∈ D اگر باشد. Pn برای OLD مجموعه D ⊆ V (Pn) و vivi+١ ∈ E(Pn) ،١ ≤ i ≤ n− ١
همچنین است. vi+٢ ∈ D نتیجه در است. N(vi+١) ∩ D ̸= ∅ ،OLD مجموعه تعریف طبق

داریم:
N(vi+١) ∩D = {vi+٢} = N(vi+٣) ∩D,

است. N(vi+٣) = {vi+٢, vi+۴} طرفͬ از است. vi+۴ ∈ D ،OLD مجموعه تعریف طبق پس
کلͬ حالت در است. ({vi−۴, vi−٢, vi+١, vi+۴} ∩ V (Pn)) ⊆ D آن گاه ،vi /∈ D اگر نتیجه در

است. {v٢, v۴, vn−٣, vn−١} ⊆ D

آن گاه: باشد، Pn برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (Pn) و n ≥ ۵ اگر .٢ . ٣ . ١ گزاره
نیست. D در v١, v٢, v٣ رئوس از ی΄ͬ دقیقاً و |D ∩ {v١, v٢, v٣, v۴, v۵}| = ۴ .١

احاطه گر مجموعه ΁ی D ⊆ V (Pn) و n مرتبه ی از مسیر ΁ی P کنید فرض برهان.
به مجاور رئوس لذا است، باز احاطه گری مجموعه D چون باز باشد، همسایه م΄انͬ

است. v٢, v۴ ∈ D بنابراین ͬ گیرند. م قرار D در پایانͬ رئوس
و N(v٢)∩D = {v٣} طرفͬ از است. v٣ ∈ D لذا N(v٢)∩D ̸= ∅ چون ،v١ /∈ D اگر •
است. {v٢, v٣, v۴, v۵} ⊆ D بنابراین است. v۵ ∈ D پس است. N(v۴) ∩D = {v٣}

بنابراین است. v١, v۵ ∈ D پس N(v۴)∩D ̸= ∅ و N(v٢)∩D ̸= ∅ چون ،v٣ /∈ D اگر •
است. {v١, v٢, v۴, v۵} ⊆ D

بنابراین است. v١, v٣ ∈ D لذا N(v۴)∩D ̸= ∅ و N(v٢)∩D ̸= ∅ چون ،v۵ /∈ D اگر •
است. {v١, v٢, v٣, v۴} ⊆ D

قرار D در v۵ و v٣ ،v١ رئوس از ی΄ͬ دقیقاً و |D ∩ {v١, v٢, v٣, v۴, v۵}| = ۴ نتیجه در
ندارد.



٢١ مسیرها در OLD(G)
آن گاه: باشد، D ∩ {vi, vi+١} = ∅ اگر ،۵ ≤ i ≤ n− ۵ برای .٢

{vi−۴, vi−٣, vi−٢, vi−١, vi+٢, vi+٣, vi+۴, vi+۵} ⊆ D.

ͬ شود. م ثابت OLD مجموعه تعریف از استفاده با وضوح به برهان.

آن گاه: باشد، D ∩ {vi−١, vi, vi+١} = {vi−١, vi+١} اگر ،٣ ≤ i ≤ n− ٢ برای .٣
{vi−٢, vi−١, vi+١, vi+٢} ⊆ D.

تعریف طبق باشد. {vi−١, vi+١} ⊆ D و vi /∈ D ،٣ ≤ i ≤ n−٢ برای کنید فرض برهان.
است. vi+٢, vi−٢ ∈ D لذا است، N(vi−١) ∩D ̸= ∅ و N(vi+١) ∩D ̸= ∅ ،OLD مجموعه

است. {vi−٢, vi−١, vi+١, vi+٢} ⊆ D نتیجه در

،١ ≤ i ≤ n − ۵ برای آن گاه باشد، Pn برای OLD مجموعه ΁ی D و n ≥ ۶ اگر .٢ . ٣ . ١ لم
داریم:

|{vi, vi+١, vi+٢, vi+٣, vi+۴, vi+۵} ∩D| ≥ ۴.

برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (Pn) و n ≥ ۶ مرتبه از مسیر ΁ی P فرض کنید برهان.
از متوالͬ رأس دو هر اگر باشد. S = {vi, vi+١vi+٢, vi+٣, vi+۴, vi+۵} همچنین باشد. Pn

رأس دو vi+١ و vi فرض کنید مسأله، کلیت دادن دست از بدون نباشد، D در S مجموعه
دوم قسمت طبق آن گاه باشد، {vi, vi+١} ∩D = ∅ اگر یعنͬ نباشد. D در S مجموعه از متوالͬ

داریم: ٢ . ٣ . ١ گزاره
{vi−۴, vi−٣, vi−٢, vi−١, vi+٢, vi+٣, vi+۴, vi+۵} ⊆ D.

فرض حال دارند. قرار D در {vi+٢, vi+٣, vi+۴, vi+۵} یعنͬ، S مجموعه دی·ر عضو چهار لذا
هر شامل جفت ΁ی در اگر و باشند داشته D در عنصر ΁ی حداقل S عناصر از جفت هر کنید
از بدون بنابراین ͬ گیرند. م قرار D در عضو چهار حداقل کامل طور به آن گاه باشد، عنصر دو

اگر: یعنͬ ،vi+٣ /∈ D و vi+٢ ∈ D کنید فرض مسأله، کلیت دادن دست
D ∩ {vi+٢, vi+٣, vi+۴} = {vi+٢, vi+۴},

در .vi, vi+٣ /∈ D لذا است. {vi+١, vi+٢, vi+۴, vi+۵} ⊆ D ،٢ . ٣ . ١ گزاره سوم قسمت طبق
دارند. قرار D در S مجموعه از عضو چهار حداقل نتیجه

.OLD(Pn) ≥ ⌈(٢٣)n⌉ .٢ . ٣ . ٢ لم



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٢٢
Pn برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (Pn) و n مرتبه ی از مسیر ΁ی Pn کنید فرض برهان.
سه از رأس دو حداقل دی·ر، عبارت به .OLD(Pn) ≥ ⌈(٢٣n)⌉ که کنیم ثابت ͬ خواهیم م باشد.
vi رأس به وابسته را رأس دو ،vi /∈ D هر برای کافیست ͬ گیرند، م قرار D مجموعه در رأس

باشد. داشته وجود
v٣ و v٢ دو لذا است. {v٢, v٣, v۴, v۵} ⊆ D ،٢ . ٣ . ١ گزاره اول قسمت طبق آن گاه ،v١ /∈ D اگر
رأس به وابسته رأس دو {vn−٢} و {vn−١} آن گاه ،vn /∈ D اگر مشابه طور به و v١ رأس به وابسته

ͬ باشند. م {vn}

طبق ͬ توانیم م آن گاه باشد، D ∩ {vi−١, vi, vi+١} = {vi−١, vi+١} اگر ،٣ ≤ i ≤ n− ٢ برای
دارد. وجود vi رأس به وابسته vi+٢ و vi+١ رأس دو ،٢ . ٣ . ١ گزاره سوم قسمت

دوم قسمت بنابه صورت این در باشد، D ∩ {vi, vi+١} = ∅ اگر ،۵ ≤ i ≤ n− ۵ برای
وجود vi+١ به وابسته vi+٣ و vi+٢ و vi رأس به وابسته vi−٢ و vi−١ رأس دو ،٢ . ٣ . ١ گزاره

دارد.
قرار D در رأس آن به وابسته رأس دو نباشد D در که رأسͬ هر ازای به ،٢ . ٣ . ١ گزاره طبق لذا

دارد.
فرد به منحصر باز م΄انͬ احاطه گر مجموعه S و OLD(P۶k) = ۴k کنید ثابت .٢ . ٣ . ٢ گزاره

ͬ باشد. م P۶k برای
{v٢, v٣, v۴, v۵, v٨, v٩, v١٠, v١١, . . . , v۶k−۴, v۶k−٣, v۶k−٢, v۶k−١} = S

داریم: ٢ . ٣ . ٢ لم طبق باشد. شده داده P۶k مسیر کنید فرض برهان.
OLD(P۶k) ≥ ⌈٢

٣ · ۶k⌉ = ۴k.
که گرفت نتیجه ͬ توان م آن گاه باشد، P۶k مسیر برای OLD مجموعه ΁ی S که کنیم ثابت اگر
برای را استقرا پایه ی ابتدا ͬ دهیم. م انجام k روی استقرا به را اثبات است. OLD(P۶k) = ۴k
است. {v٢, v۴, vn−٣, vn−شامل {١ Pn برای OLD مجموعه هر چون ͬ دهیم. م نشان k = ١
بنابراین است. {v٢, v٣, v۴, v۵} با برابر OLD(P۶) فرد به منحصر مجموعه k = ١ برای لذا

.OLD(P۶) = ۴
ثابت k ≥ ١ برای را استقرا ح΄م باشد، برقرار k ≥ ٢ برای OLD(P۶k) = ۴k ͬ کنیم م فرض
،٠ ≤ j ≤ k−١ ازای به ͬ دهیم م نشان D با را آن که OLD(P۶k) مجموعه هر برای لذا ͬ کنیم. م

باشیم: داشته باید
|D ∩ {v۶j+١, v۶j+٢, v۶j+٣, v۶j+۴, v۶g+۵, v۶j+۶}| = ۴.

طبق .v۶ /∈ D لذا ندارد، قرار D مجموعه در v۵ ،v٣ ،v١ رئوس از ی΄ͬ دقیقاً چون طرفͬ از
ͬ باشد، م OLD(P۶k−۶) برای فرد به منحصر مجموعه ΁ی D ∩ {v٧, v٨, . . . , v۶k} استقرا فرض



٢٣ مسیرها در OLD(G)
داریم: لذا .OLD(P۶k−۶) = ۴k − ۴ پس

D∩{v٧, v٨, v٩, . . . , v۶k} = {v٨, v٩, v١٠, v١١, v١۴, v١۵, v١۶, v١٧, . . . , v۶k−۴, v۶k−٣, v۶k−٢, v۶k−١}.

{v٢, v٣, v۴, v۵} ⊆ فرد به منحصر مجموعه ٢ . ٣ . ١ گزاره ی دوم قسمت طبق ،D∩{v۶, v٧} = ∅ چون
داریم: k ≥ ١ برای نتیجه در .D

D = {v٢, v٣, v۴, v۵, v٨, v٩, v١٠, v١١, · · · , v۶k−۴, v۶k−٣, v۶k−٢, v۶k−١}.

P۶k مسیر برای فرد به منحصر باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی S و D = S بنابراین
است. OLD(P۶k) = ۴k نتیجه در ͬ باشد، م

ͬ باشد. م OLD(P۶k+٣) = ۴k + ٣ ،k ≥ ١ ازای به کنید ثابت .٢ . ٣ . ٣ گزاره
م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی D ⊆ V (P۶k+٣) و شده داده P۶k+٣ مسیر کنید فرض برهان.
.OLD(P۶k+٣) = ۴k+٣ که ͬ کنیم م ثابت k روی استقرا به باشد. مسیر این برای باز همسایه
{v٢, v٣, . . . , v٨} که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به و ͬ دهیم م نشان k = ١ برای را استقرا پایه
مجموعه از y و x متمایز رأس دو هر ازای به چون است. P٩ برای OLD که مجموعه ΁ی
OLD(p٩) = بنابراین .N(x) ∩ D ̸= ∅ ̸= N(y) ∩ D باشیم، داشته باید {v١, v٢, . . . , v٨, v٩}

است. |{v٢, v٣, . . . , v٨}| = ٧
مجموعه ͬ کنیم. م ثابت k برای را استقرا ح΄م باشد، برقرار k∗ < k برای کنید فرض حال

{v٢, v٣, . . . , v٨, v١١, v١٢, v١٣, v١۴, v١٧, v١٨, v١٩, v٢٠, . . . , v۶k−١, v۶k, v۶k+١, v۶k+٢},

داریم ٢ . ٣ . ٢ لم طبق همچنین .OLD(P۶k+٣) ≤ ۴k+٣ بنابراین است، P۶k+٣ برای OLD ΁ی
گزاره از حالت سه ،OLD(P۶k+٣) = ۴k + ٣ دهیم نشان اینکه برای .OLD(P۶k+٣) ≥ ۴k + ٢

ͬ گیریم. م نظر در را ٢ . ٢ . ١
طرفͬ از .{v١, v٢, v۴, v۵} ⊆ D داریم ٢ . ٣ . ١ گزاره طبق ،v٣ /∈ D کنید فرض .١
P ∗ = v۴, v۵, . . . , v۶k+٣ = P −{v١, v٢, v٣} برای OLD مجموعه ΁ی D∗ = D−{v١, v٢}
لذا .{v١, v٢} ⊆ D طرفͬ از .OLD(P ∗) ≥ ۴k + ١ ،٢ . ٣ . ١ لم طبق است، v۴ شامل

داریم:
OLD(P۶k+٣) ≥ ۴k + ٣.

D−{v١, v٢, v٣} طرفͬ از .{v١, v٢, v٣, v۴} ⊆ D داریم ١ گزاره طبق ،v۵ /∈ D کنید فرض .٢
متوالͬ رأس ۶ هر ) لم٢ . ٣ . ١ طبق است، P ∗ = P − {v١, v٢, v٣} برای OLD مجموعه

لذا .{v١, v٢, v٣} ⊆ D طرفͬ از .OLD(P ∗) ≥ ۴k پس ( دارند Dدر عضو ۴ حداقل
OLD(P۶k+٣) ≥ ۴k + ٣.



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٢۴
.{v٢, v٣, v۴, v۵} ⊆ D ،٢ . ٣ . ١ گزاره بنابه پس ،v۶ /∈ D و v١ /∈ D کنید فرض • .٣
ͬ باشد. م P ∗ = P − {v١, . . . , v۶} برای OLD مجموعه D∗ = D − {v٢, v٣, v۴, v۵}
لذا .{v٢, v٣, v۴, v۵} ⊆ D طرفͬ از ،|D∗| ≥ ۴(k − ١) + ٣ = ۴k − ١ فرض طبق

داریم:
|D| = |D∗|+ ۴ ≥ ۴k + ٣.
داریم: ٢ . ٣ . ٢ لم طبق باشد. v۶ ∈ D و v١, v٧ /∈ D اگر •

|D ∩ {v٨, v٩, . . . , v۶k+٣| ≥ ⌈(٢٣)(۶k − ۴)⌉ = ⌈۴k − (
٨
٣)⌉ = ۴k − ٢.

v۶ ∈ D طرفͬ از و |D| ∩ {v١, v٢, . . . , v۵}| = ۴ داریم ٢ . ٣ . ١ گزاره اول قسمت بنابه
داریم: نتیجه در .|D ∩ {v١, . . . , v۶, v٧}| = ۵ بنابراین ،v٧ /∈ D و

|D ∩ {v١, v٢, . . . , v۶k+٣| ≥ ۴k − ٢ + ۵ = ۴k + ٣.
P ∗ = برای OLD مجموعه D∗ = D − {v٢, v٣} و باشد v۶, v٧ ⊆ D و v١ /∈ D اگر •
v۴ ∈ D آن گاه ،D∩{v١, . . . , v۶} = {v٢, v٣, v۴, v۵, v۶} چون باشد. P−{v١, v٢, v٣}
طرفͬ از ،|D∗| ≥ ۴k + ١ ،٢ . ٣ . ٢ گزاره طبق ͬ باشد. م v۴ شامل P ∗ لذا است.

داریم: بنابراین است. v٢, v٣ ⊆ D

|D| ≥ ۴k + ٣.
داریم: نتیجه در .OLD(P۶k+٣) ≥ ۴k + ٣ ،٢ . ٣ . ١ گزاره از حالت سه هر در لذا

OLD(P۶k+٣) = ۴k + ٣.

.OLD(P۶k+۴) = ۴k + ۴ کنید ثابت .۴ . ٢ . ٣ گزاره
P۶k+۴ برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (P۶k+۴) و شده داده P۶k+۴ مسیر کنید فرض برهان.

مجموعه باشد.
{v١, v٢, v٣, v۴, v٧, v٨, v٩, v١٠, v١٣, v١۴, v١۵, v١۶ . . . v۶k+١, v۶k+٢, v۶k+٣, v۶k+۴}

،٢ . ٣ . ١ گزاره طبق .OLD(P۶k+۴) ≤ ۴k + ۴ بنابراین است، P۶k+۴ برای OLD مجموعه ΁ی
داریم:

D ∩ {v١, v٢, v٣, v۴, v۵} = |D ∩ {v۶k, v۶k+١, v۶k+٢, v۶k+٣, v۶k+۴}| = ۴.
داریم: نتیجه در .|D| ≥ ۴k+ ۴ بنابراین ،|D ∩ {v۶, v٧, . . . , v۶k−١}| ≥ ۴k− ۴ ،٢ . ٣ . ١ لم بنابه

OLD(P۶k+۴) = ۴k + ۴.



٢۵ مسیرها در OLD(G)
.OLD(P۶k+۵) = ۴k + ۴ کنید ثابت .١ .۵ . ٢ . ٣ گزاره

داریم: ،٢ . ٣ . ٢ لم طبق باشد. شده داده P۶k+۵ مسیر کنید فرض برهان.

OLD(P۶k+۵) ≥ ⌈(٢٣)(۶k + ۵)⌉ = ۴k + ۴.
P۶k+۵ برای OLD ΁ی {v١, v٢, v۴, v۵, v٧, v٨, · · · v۶k+١, v۶k+٢, v۶k+۴, v۶k+۵} مجموعه

داریم: نتیجه در .OLD(P۶k+۵) ≤ ۴k + ۴ لذا است،
OLD(P۶k+۵) = ۴k + ۴.

.OLD(P۶k+٢) = ۴k + ٢ کنید ثابت .٢

داریم: ،٢ . ٣ . ٢ لم طبق باشد. شده داده P۶k+٢ مسیر کنید فرض برهان.

OLD(P۶k+٢) ≥ ⌈٢
٣(۶k + ٢)⌉ = ۴k + ٢.

است، P۶k+٢ برای OLD ΁ی {v١, v٢, v۴, v۵, v٧, v٨, . . . , v۶k−٢, v۶k−١, v۶k, v۶k+١} مجموعه
داریم: نتیجه در .OLD(P۶k+٢) ≤ ۴k + ٢ لذا

OLD(P۶k+٢) = ۴k + ٢.

.OLD(P۶k+١) = ۴k + ١ کنید ثابت .٣

داریم: ،٢ . ٣ . ٢ لم طبق باشد. شده داده P۶k+١ مسیر کنید فرض برهان.

OLD(P۶k+١) ≥ ⌈٢
٣(۶k + ١)⌉ = ۴k + ١.

{v٢, v٣, v۴, v۵, v۶, v٩, v١٠, v١١, v١٢, v١۵, v١۶, v١٧, v١٨, . . . , v۶k−٣, v۶k−٢, v۶k−١, v۶k} مجموعه
داریم: نتیجه در .OLD(P۶k+١) ≤ ۴k + ١ بنابراین است، P۶k+١ برای OLD ΁ی

OLD(P۶k+١) = ۴k + ١.



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٢۶

نامتناهͬ شب΄ه های ۴ . ٢
تعریف [٣۴] در نا متناهͬ شمارای متناهͬ، محلͬ طور به گراف های برای درصدی پارامتر های
شمارای گراف های برای را رئوس درصدی ام΄ان مینیمم بخش این در [٣۴] مشابه است. شده
OLD ٪ (G) با را آن و ͬ کنیم م بررسͬ باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی در نامتناهͬ

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به که ͬ دهیم م نمایش
OLD ٪ (G) = MIN{ lim

k→∞

|Nk[v] ∩D|
|Nk(v)|

: است باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی D}.

و است شده گرفته نظر در v ∈ V (G) همه ی روی مینیمم

Nk[v] = {w ∈ V (G) : d(v, w) ≤ k}.

است. v از k حداکثر فاصله ی در رئوس مجموعه
م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی در v رأس از sho(v;D) شار” ” نام به مفهومͬ [٣۴] در بعلاوه
مجموعه ΁ی در v رأس ΁ی از sho(v;D) باز”١، ”شار مشابه طور به است. شده تعریف D

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به D باز احاطه گر
sho(v;D) =

∑
w∈N(v)

١
|N(w) ∩D|

.

صورت به D باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی با G متناهͬ گراف های برای همچنین
ͬ شود: م تعریف ∑زیر

v∈D
sho(v;D) = |v(G)|,

|D| ≥ |v(G)|
MAXv∈V sho(v;D)

.

داریم: آن گاه باشد، v ∈ D و باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی D اگر بعلاوه
sho(v;D) ≤ ١ +

١
٢(deg(v)− ١) .

رئوس از کدام هر N(v١)∩{v٢, v٣} = {v٢, v٣} چون (٢ . ٢) ش΄ل در مثال، برای .١ . ۴ . ٢ مثال
N(v۴)∩{v٢, v٣} = {v٣} چون مشابه طور به دارند. v١ احاطه گری مجموعه در ١٢share v٣ و v٢

دارد. v۴ رأس احاطه گر در تمام شار ΁ی v٣ رأس
.OLD(G) ≥ ٢

(١+r)
|v(G)| آن گاه باشد، r درجه از منتظم گراف ΁ی G اگر ( [٣۴] ) .١ . ۴ . ٢ قضیه

.OLD٪(G) ≥ ٢
(١+r)

آن گاه باشد، r درجه از منتظم نا متناهͬ شمارای گراف ΁ی G اگر



٢٧ نامتناهͬ شب΄ه های

V٣V١

V٢

V۵ V۴

sh(v٢; {v٢, v٣}) = ١٢ + ٠ + ١ = ٣٢ :٢ . ٢ ش΄ل

(a)

M٢

.OLD٪(Z × Z) = ٢١+۴ = ٢۵ ،Z × Z نامتناهͬ مربعͬ شب΄ه برای .٢ . ۴ . ٢ قضیه
داریم: ،١ . ۴ . ٢ قضیه طبق ۴ درجه از منتظم Z × Z نامتناهͬ شب΄ه برای برهان.

OLD ٪ (Z × Z) ≥ ٢
١ + ۴ =

٢
۵ .

به V (Z×Z) و است قسمتͬ دو Z×Z شب΄ه ͬ کنید، م مشاهده (٢ . ٣)(b) ش΄ل در که همان طور
رئوس ۴١٠ از ما اگر است. شده داده نشان دایره ای و لوزی رئوس با که است شده افراز دسته دو
همه ی کنیم، استفاده ،(٢ . ٣)(a, b) ش΄ل در شده داده نشان کاشͬ ال·وی تکرار با دایره ای

١Open share



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٢٨

(b)

OLD(Z × Z) کاشͬ ال·وی ΁ی :٢ . ٣ ش΄ل
لوزی رئوس ٢۵ مشابه طور به ͬ شوند. م م΄ان یابی و باز احاطه گری رئوس این با لوزی رئوس
،OLD٪(Z × Z) ≤ ٢۵ بنابراین کنند، م΄ان یابی و باز احاطه گر را دایره ای رئوس ͬ توانند م نیز

داریم: نتیجه در
OLD٪(Z × Z) =

٢
١ + ۴ =

٢
۵ .

.OLD٪(HX) = ٣+٢١ = ١٢ ،٢HX نامتناهͬ ضلعͬ شش شب΄ه برای .٣ . ۴ . ٢ قضیه
،١ . ۴ . ٢ قضیه ی طبق است. ٣ درجه ی از منتظم HX نامتناهͬ ضلعͬ شش شب΄ه هر برهان.
که ͬ کنیم م مشاهده .OLD٪(HX) ≤ ٣+٢١ = ١٢ که ͬ دهیم م نشان .OLD٪(HX) ≥ ٣+٢١ = ١٢
رئوس و لوزی رئوس قسمت دو به V (HX) و است قسمتͬ دو ،HX نامتناهͬ ضلعͬ شش شب΄ه
مجموعه ای است، شده داده نشان (۴ . ٢) (b) ش΄ل در که همان طور است. شده افراز دایره ای
طور به ͬ کنند. م م΄ان یابی و باز احاطه گری را لوزی رئوس همه ی دایره ای رئوس ١٢ شامل
بنابراین کنند. م΄ان یابی و باز احاطه گر را دایره ای رئوس ͬ توانند م مربعͬ رئوس ١٢ مشابه

.OLD ٪ (HX) ≤ ١٢ داریم
٢Hexagonal



٢٩ نامتناهͬ شب΄ه های

(a)

J N

V

C١
D١

١ ٢
٢,٣

٣
٣,۴

۴
۴,۵

۵

١ ٢ ٣ ۴ ۵۶ ٧ ٨ ٩ ١٠
۶,٧ ٧,٨ ٨,٩ ٩, ١٠

۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

(b)

١,٢

F۵

HX نامتناهͬ ضلعͬ شش شب΄ه :۴ . ٢ ش΄ل



نامتناهͬ شب΄ه های و مسیر ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٣٠

D F

L١

A٢

A۵

Z۵

C۶ E۶

A۶

TR نامتناهͬ مثلثͬ شب΄ه :۵ . ٢ ش΄ل
داریم: است، شش درجه از منتظم ٣TR نامتناهͬ مثلثͬ شب΄ه هر .۴ . ۴ . ٢ قضیه

٢
٧ ≤ OLD ٪ (TR) ≤ ١

٣ .

داریم ،١ . ۴ . ٢ قضیه طبق است، شش درجه از منتظم TR نامتناهͬ مثلثͬ شب΄ه هر برهان.
OLD مجموعه ΁ی (۵ . ٢) ش΄ل مستطیل در تیره رئوس مجموعه .OLD٪(TR) ≥ ٢١+۶ = ٢٧
به است. ١٣ آن اندازه لذا دارند. قرار OLD مجموعه در آن رأس شش رأس، هجده از که است
مستطیل مانند تیره رئوس گرفتن قرار ترتیب مثلثͬ شب΄ه قسمت های سایر برای ترتیب این

.٢٧ ≤ OLD٪(TR) ≤ ١٣ داریم بنابراین است. ١٣ آن اندازه که (۵ . ٢) ش΄ل

٣Triangular



٣ فصل
در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد

درخت ها

مقدمه ٣ . ١
و پرداخته درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای کرانͬ تعیین به فصل این در
ͬ کنند م پیدا دست ⌈n٢⌉+ ١ ≤ OLD(Tn) ≤ n− ١ مقدار این به که را ℑ در اکستریمال درخت 

ͬ کنیم. م تعیین

فقط و اگر دارد، باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی G گراف (٢ . ١ . ١) .٣ . ١ . ١ مشاهده
.N(x) ̸= N(w) باشیم داشته w ̸= x رأس دو هر برای و δ(G) ≥ ١ اگر

پشتیبانͬ رأس هیچ آن گاه باشد، داشته OLD مجموعه ΁ی T درخت اگر .٣ . ١ . ١ نتیجه
باشد. پایانͬ رأس دو به مجاور تواند نمͬ

w و باشد داشته OLD مجموعه که n مرتبه از درختͬ T کنید فرض خلف برهان به برهان.
یعنͬ باشد، T درخت از y و x متمایز پایانͬ رأس دو برای پشتیبانͬ رأس

N(x) = N(y) = {w}.

٣١



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٣٢
پایانͬ رأس دو به مجاور ͬ تواند نم پشتیبان رأس ΁ی لذا است. تناقض ،٢ . ١ . ١ مشاهده بنابه

باشد.

آن گاه باشد، نداشته ی΄سانͬ پشتیبان رأس T درخت از پایانͬ رأس دو هر اگر .٣ . ١ . ٢ نتیجه
دارد. فرد به منحصر N(v) باز همسایه ی ΁ی v پایانͬ رأس هر

پشتیبانͬ رئوس ترتیب به z و u و T درخت از متمایز پایانͬ رأس دو w و v فرض کنید برهان.
داریم: لذا ͬ باشند م ΁ی درجه از پایانͬ رئوس چون باشند. پایانͬ رأس  دو این برای

N(v) = {u}, N(w) = {z}.

دارد. فرد به منحصر باز همسای·ͬ T درخت از پایانͬ رأس هر نتیجه در
مشترک همسایه ی دو از بیش یا دو ͬ تواند نم رأسͬ دو هیچ ،T درخت هر در .٣ . ١ . ٣ نتیجه

باشند. داشته
مشترک همسایه های w و z و T درخت از رأس دو y و x کنید فرض خلف، برهان به برهان.
ندارد، دور T درخت چون ͬ شود. م ایجاد x, z, y, w, x دور صورت این در باشند، رأس دو این

ͬ شود. م ثابت مشابه طور به نیز رأس دو از بیش برای ͬ رسیم. م تناقض به
΁ی V (Tn) ویژه، به ) OLD مجموعه ،n ≥ ٢ مرتبه ی از Tn درخت هر .٣ . ١ . ٢ مشاهده
پشتیبان رئوس Tn درخت از پایانͬ رأس دو هیچ اگر تنها و اگر دارد، ( است OLD مجموعه

باشند. نداشته ی΄سانͬ
برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (Tn) و شده داده n ≥ ٢ مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
w و u پایانͬ رأس دو جمله از آن متمایز رأس دو هر ازای به ،٢ . ١ . ١ مشاهده طبق باشد. T

فرض باالعکس ندارند. ی΄سان پشتیبان رئوس پایانͬ رأس دو هر لذا .N(u) ̸= N(w) داریم،
رأس دو این برای پشتیبان رئوس ترتیب به z و e و Tn درخت از پایانͬ رأس دو w و u  کنید

داریم: بنابراین باشند.
N(u) = {e}, N(w) = {z}.

دارد. OLD مجموعه Tn درخت ،٢ . ١ . ١ مشاهده طبق نتیجه در .N(u) ̸= N(w) لذا

که باشد درخت هایی خانواده نشان دهنده ℑ کردیم، اشاره قبل فصل در که همان طور
از شده اند داده نشان ٣ . ٢ و ٣ . ١ ش΄ل در که T ∈ ℑ درخت های همه دارند. OLD مجموعه
ͬ کنیم م اشاره است. Tn برای OLD مجموعه نشان دهنده تیره رئوس ͬ باشد. م n ≤ ١٠ مرتبه
درخت هایی ترتیب این به باشد. داشته OLD مجموعه چندین است مم΄ن T درخت ΁ی که
ش΄ل در P١٠ مسیر و است شده داده نشان ٣ . ١ ش΄ل در n ≤ ٩ برای متفاوت OLD مجموعه با

دارد. مختلف OLD مجموعه شش ٣ . ٢



٣٣ مقدمه

n = ۴
n = ۵

n = ۶

n = ٧

n = ٨

n = ٩n = ٢

n ≥ ٩ مرتبه از T ∈ ℑ درخت های همه :٣ . ١ ش΄ل
.



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٣۴

n = ١٠

n = ١٠ مرتبه از T ∈ ℑ درخت های همه :٣ . ٢ ش΄ل
.

در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای کران ٣ . ٢
درخت ها

صورت به n مرتبه از T درخت های برای م΄انͬ احاطه گر عدد که است شده داده نشان [٣٢] در
است: برقرار زیر

n

٣ < LD(Tn) ≤ n− ١.

زیرتقسیم های با همراه K١,t−١ ستاره از ٢t − ١ مرتبه از S(K١,t−١) درخت هر که کنید توجه
رأس ΁ی کردن اضافه با S(K١,t−١) از S∗ درخت همچنین ͬ آید. م دست به آن از یال هر یالͬ
ش΄ل در که همان طور ،t ≥ ٣ برای است، آمده دست به مرکزی رأس به آن کردن وصل و پایانͬ
OLD(S(K١,t−١)) = و OLD(S∗) = ٢t − ١ = n − ١ داریم است، شده داده نشان (٣ . ٣) (a)



٣۵ درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای کران

S

S∗

(a) (b)

S

...

...

... v١ v٢ vj−١

O١

vj

(a)OLD(Tn) = n− ١ (b)OLD(Tn) → ١٢(n) :٣ . ٣ ش΄ل
داریم: (٣ . ٣) (b) ش΄ل در n = ٢j − ٢ مرتبه از T٢j−٢ درخت .٢t− ٢ = n− ١

OLD(T٢j−٢) = j >
n

٢ ,

و
lim
j→∞

OLD(T٢j−٢)
(٢j − ٢) =

١
٢ .

.⌈n٢⌉+ ١ ≤ OLD(Tn) ≤ n− ١ آن گاه باشد، n ≥ ۵ مرتبه از Tn ∈ ℑ اگر .٣ . ٢ . ١ قضیه
م΄انͬ احاطه گر مجموعه ΁ی D ⊆ V (Tn) و n ≥ ۵ مرتبه از درخت ΁ی Tn کنید فرض برهان.
Tn در مسیر ΁ی v, w, x, y اگر وضوح به بالا، کران اثبات برای باشد. Tn برای باز همسایه
و deg(v) = deg(z) = ١ با مسیری v, w, x, y, z یا ،deg(x) = deg(w) = ٢ و deg(v) = ١ با
و deg(x) = ٢ و deg(v) = deg(y) = ١ با مسیر ΁ی v, w, x, y یا و deg(w) = deg(y) = ٢
کران اثبات برای است. Tn برای OLD مجموعه ΁ی V (Tn) − v آن گاه باشد، deg(w) ≥ ٣

ͬ کنیم. م ثابت n روی استقرا به پایین
ش΄ل در که همان طور باشد، n = ۵ اگر است. OLD(Tn) ≥ ⌈n٢⌉+ ١ ،n ≤ ٧ برای استقرا پایه
حالت این در لذا ⌈n٢⌉+ ١ = ⌈۵٢⌉+ ١ = ۴ طرفͬ از OLD(T۵) = ۴ است شده داده نشان (٣ . ١)

.OLD(T۵) = ⌈۵٢⌉+ ١
صورت دو هر در که دارد وجود (٣ . ١) ش΄ل در T۶ برای متفاوت OLD مجموعه دو ،n = ۶ اگر



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٣۶
.OLD(T۶) ≥ ⌈۶٢⌉+ ١ بنابراین ⌈n٢⌉+ ١ = ⌈۶٢⌉+ ١ = ۴ طرفͬ از ،OLD(T۶) ≥ ۴

چهار هر در که دارد وجود (٣ . ١) ش΄ل در T٧ برای متفاوت OLD مجموعه چهار ،n = ٧ اگر
.OLD(T٧) ≥ ⌈٧٢⌉+ ١ نتیجه در ⌈n٢⌉+ ١ = ⌈٧٢⌉+ ١ = ۵ طرفͬ از ،OLD(T٧) ≥ ۵ حالت

ثابت n برای را استقرا ح΄م باشد. OLD(Tm) ≥ ⌈n٢⌉+ ١ ،m < n برای کنید فرض ،n ≤ ٨ اگر
Tn درونͬ رأس ΁ی v و Tn درخت برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (Tn) کنید فرض ͬ کنیم. م
Tn − v مؤلفه های مرتبه  n١, n٢, . . . , nt کنید فرض باشد، deg(v) ≥ ٣ اگر .v /∈ D که باشد
طبق آن گاه ،ni ≥ ٢ لذا است باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه D و اشد t ≥ ٣ چون باشند

داریم: استقرا فرض
|D| ≥ (

n١٢ + ١) + · · ·+ (
nt٢ + ١)

≥ ١
٢(n١ + n٢ + · · ·+ nt) + t

≥ ١
٢(n١ + n٢ + · · ·+ nt + ١) + ٢t− ١

٢
=

n

٢ +
٢t− ١

٢
≥ ⌈n٢⌉+ ١.

نظر در را زیر حالت دو باشند، Tn − v مؤلفه های مرتبه n٢ و n١ کنید فرض ،deg(v) = ٢ اگر
ͬ گیریم: م

برای آن گاه باشد، زوج n١ کنید فرض باشند. زوج n٢ یا n١ اگر .١
داریم: زوج nهای

|D| ≥ (
n١٢ + ١) + (

n٢ + ١
٢ + ١)

=
(n١ + n٢ + ١)

٢ + ٢
=

n

٢ + ٢
≥ ⌈n٢⌉+ ١.

فرد nهای برای لذا است. فرد نیز n = n١ +n٢ + ١ آن گاه باشند، فرد دو هر n٢ و n١ اگر .٢
داریم:

|D| ≥ (
n١ + ١

٢ + ١) + (
n٢ + ١

٢ + ١)
=

n١ + n٢ + ٢
٢ + ٢

≥ n+ ١
٢ + ١

≥ ⌈n٢⌉+ ١.



٣٧ ℑ در اکستریمال درخت های
داریم: حالت دو هر در پس

OLD(Tn) ≥ ⌈n٢⌉+ ١.
چون باشد. Tn پایانͬ رئوس تعداد e و دارد قرار D در Tn درونͬ ر أس هر که کنید فرض حال
است کافͬ حال .e ≤ n٢ لذا نیست، مجاور پایانͬ رأس دو از بیش  یا دو با پشتیبان رأس هیچ
فرض نباشند. D در هیچ΄دام که باشیم داشته پایانͬ رئوس n٢ ͬ توانیم نم دقیقاً که دهیم نشان
از پایانͬ رأس ΁ی u کنید فرض .V (T ∗) ≥ ۴ لذا n ≥ ٨ چون باشد. T ∗OK١ تاج Tn کنید
v و u رئوس به مجاور ترتیب به Tn از پایانͬ رئوس y و x و v ∈ V (T ∗) به مجاور T ∗ درخت
در و ͬ رسیم م تناقض به است. Tn ∈ ℑ چون لذا N(u) ∩D = {v} = N(y) ∩D آن گاه باشند،

داریم: نتیجه
OLD(Tn) ≥ ⌈n٢⌉+ ١.

ℑ در اکستریمال درخت های ٣ . ٣
⌈n٢⌉+ ١ ≤ OLD(Tn) ≤ n− ١ با مقدار این به که را ℑ در اکستریمال درخت های بخش این در
پایانͬ رأس دو هیچ آن گاه باشد، T ∈ ℑ که T درخت هر برای ͬ کنیم. م مشخص را ͬ رسند م

ندارند. ی΄سان پشتیبان رئوس آن
اگر ͬ کند، م مشخص باز طور به را u رأس ،S ⊆ V (G) مجموعه گوییم .٣ . ٣ . ١ تعریف

∀x ∈ V (G)− u, N(u) ∩ S ̸= ∅ ̸= N(x) ∩ S.

ͬ کند. م مشخص باز طور به را V (G) از رأس هر G برای OLD مجموعه هر .٣ . ٣ . ١ نکته

. . . . . . . . . u

v

w
x

u

v

w

x

z

.⌈n٢⌉+ ١ ≤ OLD(Tn) ≤ n− ١ آنگاه باشد، n ≥ ۵ مرتبه از Tn ∈ ℑ اگر :۴ . ٣ ش΄ل

.٣ . ٣ . ١ مشاهده



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ٣٨
رأس OLD مجموعه هر آن گاه باشد، v ∈ V (G) پایانͬ رأس ΁ی از پشتیبانͬ رأس u اگر .١

دارد. قرار G از OLD مجموعه هر در u صورت این در ͬ کند، م احاطه را v

گراف برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (G) و شده داده G گراف کنید فرض برهان.
تعریف طبق باشد. v ∈ V (G) پایانͬ رأس ΁ی از پشتیبانͬ رأس u همچنین باشد. G

پایانͬ رأس D مجموعه نتیجه در است. u ∈ D لذا ،N(v)∩D ̸= ∅ داریم OLD مجموعه
دارد. قرار G از OLD مجموعه هر در u و ͬ کند م احاطه را v

ش΄ل ) deg(v) = ٢ و deg(u) = deg(x) = ١ با G گراف ΁ی در مسیر ΁ی x,w, v, u اگر .٢
صورت این غیر در ) u ∈ D آن گاه باشد، G گراف برای OLD مجموعه ΁ی D و ( (۴ . ٣)

دارند. قرار D در w و v همچنین ( N(v) ∩D = N(x) ∩D

باشد. G گراف برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (G) و گراف ΁ی G کنید فرض برهان.
deg(v) = ٢ و deg(u) = deg(x) = ١ با G گراف در مسیر ΁ی u, v, w, x همچنین
این برای پشتیبان رئوس ترتیب به w و v ،G گراف پایانͬ رئوس x و u چون باشند.
داریم طرفͬ از است. v, w ∈ D ،٣ . ٣ . ١ مشاهده اول قسمت بنابه ͬ باشند، م رأس دو
و N(x) ∩D مجموعه دو OLD مجموعه تعریف طبق ،N(x) ∩D = {w} = N(v) ∩D

است. u ∈ D لذا باشند برابر هم با نباید N(v) ∩D

رأس D آن گاه باشد، |N(v)∩D| ≥ ٢ و ( باشد درخت ΁ی G اگر ویژه به ) g(G) ≥ ۵ اگر .٣
ͬ کند. م مشخص باز طور به را v

G گراف برای OLD مجموعه ای D ⊆ V (G) و شده داده G گراف کنید فرض برهان.
فرض خلف برهان به است. |N(v) ∩D| ≥ ٢ که v ∈ V (G) و g(G) ≥ ۵ همچنین باشد.
x ∈ V (G)−v رأس هر برای صورت این در ͬ کند نم مشخص باز طور به را v رأس D کنید
تناقض به لذا g(G) = ۴ نتیجه در |N(v) ∩D| ≥ ٢ چون .N(v) ∩D = N(x) ∩D داریم

ͬ کند. م مشخص باز طور به را v رأس D مجموعه و ͬ رسیم م

OLD(Tn) = n − ١ با n مرتبه از فرد به منحصر درختͬ باشد، n ≥ ۵ اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه
از ی΄ͬ جز به یالͬ زیرتقسیم های همه با همراه Tn آن گاه باشد، ،n = ٢k اگر دارد. وجود
اگر است. فرد به منحصر آن OLD(Tn) زوج های n برای و ͬ آید. م دست به k١,k ستاره یال های 
فرد nهای برای و ͬ آید م دست به Tn یال های همه ی تقسیم زیر از Tn آن گاه باشد، n = ٢k+ ١
نشان (٣ . ٣) ش΄ل در که دارد وجود متفاوت OLD(T٢k+١) با مجموعه دو و است K١,k گراف

است. شده داده



٣٩ ℑ در اکستریمال درخت های
برای OLD مجموعه ΁ی D ⊆ V (T ) و شده داده n مرتبه از T درخت کنید فرض برهان.
دقیقاً OLD مجموعه های برای (٣ . ٣) ش΄ل در ( چهار قطر از ) Tn درخت های باشد. T

دوم قسمت طبق (٣ . ٣) ش΄ل در موجود u, v, w, x مسیر ،n = ٢k اگر است. n − ١ با برابر
رأس به z رأس کردن اضافه با n = ٢k + ١ اگر دارد. OLD(T ) = V (T ) − ١ ،٣ . ٣ . ١ مشاهده
نتیجه در است. x ∈ D ،٣ . ٣ . ١ مشاهده طبق (٣ . ٣) ش΄ل در موجود u, v, w, x مسیر در x

.OLD(T٢k+١) = n− ١
و OLD(P٢) = ٢ زیرا است. T = P۴ یا T = P٢ آن گاه باشد، ١diam(T ) ≤ ٣ و T ∈ ℑ اگر
فرض باشد. diam(T ) ≥ ۵ و T ∈ ℑ اگر همچنین .OLD(Tn) = n بنابراین OLD(P۴) = ۴
رأس w اگر .( deg(v) = deg(b) = ٢ است لازم ) باشد قطری مسیر ΁ی u, v, w, . . . , a, b, c کنید
اگر همچنین باشد. v١ = u دی·ر، عبارت به یا v١ = x کنید فرض باشد، x رأس برای پشتیبانͬ
V (T )−{v١, v٢} آن گاه باشد، v٢ = c یا v٢ = d کنید فرض باشد، a رأس به مجاور پایانͬ رأسͬ d
است. OLD(T ) ≤ |V (T )|−٢ ،diam(T ) ≥ ۵ برای بنابراین است. T برای OLD مجموعه ΁ی
چهار قطر از ٣ . ٣ ش΄ل در موجود درخت های OLD(T ) = n − ١ با T ∈ ℑ درخت های لذا

هستند.
.diam(T ) = ۴ اگر اگر و تنها است، OLD(T ) = n− ١ و n مرتبه از T ∈ ℑ درخت .٣ . ٣ . ١ فرع
قضیه طبق باشد، شده داده OLD(Tn) = n− ١ و n مرتبه از درخت ΁ی T کنید فرض برهان.
.diam(T ) = ۴ نتیجه در هستند. چهار قطر از (٣ . ٣) ش΄ل در موجود درخت های Tn ،٣ . ٣ . ١
داده نشان درخت های ٣ . ٣ . ١ مشاهده دوم و اول قسمت طبق وضوح به عکس اثبات برای

است. OLD(Tn) = n− ١ برابر چهار قطر از (٣ . ٣) ش΄ل در شده
ش΄ل در که هما ن طور و ⌈۵٢⌉ + ١ = OLD(P۵) = ۵ − ١ که داریم نظر در .٣ . ٣ . ١ ملاحظه
OLD(Tn) = ⌈n٢⌉+ ١ با درخت ΁ی از بیش n = ٩ و n = ٧ برای است، شده داده نشان (٣ . ١)
منحصر درخت دارد. وجود OLD(Tn) =

n٢ +١ با فرد به منحصر درختͬ n = ٨ و n = ۶ برای و
است. شده داده نشان k ̸= ٢ برای (۵ . ٣) ش΄ل در OLD(T٢k) = k + ١ با T٢k فرد به

D ⊆ V (Tn) و OLD(Tn) = ⌈n٢⌉+ ١ با n مرتبه از درخت ΁ی T ∈ ℑ کنید فرض پس این از
دست به Tn پایانͬ رئوس حذف با که Tn از زیردرختͬ T ∗

n همچنین باشد. OLD(Tn) مجموعه
ͬ نامند. م Tn درونͬ رأس ΁ی را v ∈ V (T ∗

n) رأس است. آمده

است. v ∈ D آن گاه باشد، deg(v) ≥ ٣ درجه از v ∈ V (Tn) اگر .٣ . ٣ . ١ لم
باشد. deg(v) ≥ ٣ و v /∈ D که n مرتبه از درخت ΁ی T کنید فرض خلف برهان به برهان.
برای باشد. Tn − v از مؤلفه هایی T ١, T ٢, . . . , T d و v به مجاور رئوس v١, v٢, . . . , vd همچنین
است. n = n١ + n٢ + · · · + nd + ١ و باشد ni = |V (T i)| و vi ∈ V (Ti) ،i = ١,٢, . . . , d

١Diameter



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۴٠

. . .

T٢

T۶

T٨

T٢k

OLD(T٢k) = k + ١ = با n = ٢k ̸= ۴ مرتبه از T٢k فرد به منحصر درخت :۵ . ٣ ش΄ل
⌈n٢⌉+ ١

.
،d ≥ ٣ طرفͬ از است. T i برای OLD مجموعه ΁ی Di = D ∩ V (T i) هر ،v /∈ D چون

داریم: رو این از
OLD(Tn) ≥ (⌈n١٢ ⌉+ ١) + · · ·+ (⌈nd٢ ⌉+ ١)

≥ (
n١٢ + ١) + (

n٢٢ + ١) + · · ·+ (
nd٢ + ١)

=
(n١ + n٢ + · · ·+ nd)٢ + d

=
(n− ١)

٢ + d

≥ n

٢ − ١
٢ + ٣

=
n

٢ +
۵
٢

≥ ⌈n٢⌉+ ٢.
دارد. قرار D در v رأس و است تناقض لذا

ازای به و شده داده deg(v) = ٢ با v ∈ V (Tn) و n مرتبه از درختͬ T کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ لم
T i درخت همچنین باشد. ni = |V (T i)| و v رأس باز همسای·ͬ N(v) = {v١, v٢} i = ١,٢
هر n٢ و n١ اگر و است v ∈ D آن گاه باشد، فرد n٢ یا n١ اگر باشد. vi شامل Tn − v از مؤلفه ای

دارند. قرار D در v٢ و v١ رئوس آن گاه ،v /∈ D و باشند زوج دو



۴١ ℑ در اکستریمال درخت های
Tn برای OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و n مرتبه از درختͬ T کنید فرض خلف برهان به برهان.
دست از بدون است. vi شامل Tn − v از مؤلفه هایی i = ١,٢ برای T i درخت . v /∈ D و باشد
آن گاه باشد. T i برای OLD مجموعه Di = D ∩V (T i) و فرد n١ کنید فرض مسأله کلیت دادن

داریم:
OLD(Tn) ≥ ⌈n١٢ ⌉+ ١ + ⌈n٢٢ ⌉+ ١

≥ (n١ + ١)
٢ + ١ + ⌈n٢٢ ⌉+ ١

≥ ⌈n١ + n٢ + ١
٢ ⌉+ ٢

= ⌈n٢⌉+ ٢.
است. v ∈ D و است تناقض ΁ی لذا

است، OLD مجموعه ΁ی D چون .v /∈ D و باشند زوج دو هر n٢ و n١ کنید فرض حال
حال .v٢ /∈ D کنید فرض مسأله، کلیت دادن دست از بدون است، D ∩ {v١, v٢} ≠ ∅ لذا
OLD مجموعه نیز D٢ = D ∩ V (T ٢) و T ١ ∪ {v} برای OLD مجموعه ای D١ = D ∩ V (T ١)

داریم: آن گاه باشد. T ٢ برای
OLD(Tn) = |D|

= |D١|+ |D٢|

≥ ⌈(n١ + ١)
٢ ⌉+ ١ + ⌈n٢٢ ⌉+ ١

=
n١٢ + ٢ +

n٢٢ + ١
= ⌈n١ + n٢ + ١

٢ ⌉+ ٢.
دارند. قرار D در v٢ و v١ رأس دو هر و است تناقض ΁ی لذا

گرفت. نتیجه را زیر گزاره ͬ توان م ٣ . ٣ . ٢ و ٣ . ٣ . ١ لم های از
مؤلفه هر و deg(v) = ٢ آن گاه ،v /∈ D که باشد Tn از درونͬ رأسͬ v کنید فرض .٣ . ٣ . ١ گزاره
آن گاه باشد، زوج n اگر ویژه به ͬ گیرند. م قرار D در v همسایه دو و دارند زوج مقادیر Tn− v از

دارد. قرار D در Tn درونͬ رأس هر
هر همچنین ،v /∈ D که باشد Tn از درونͬ رأس v و n مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
آن گاه باشد، deg(v) ̸= ٢ کنید فرض خلف، برهان به باشند. v به مجاور v٢ و v١ رأس دو
و است تناقض در مسأله فرض با لذا است. v ∈ D ،٣ . ٣ . ١ لم طبق است، ،deg(v) ≥ ٣
طبق ،v /∈ D و دارد زوج مقادیر Tn − v مؤلفه هر و deg(v) = ٢ کنید فرض حال .deg(v) = ٢
فرد Tn مؤلفه های از ی΄ͬ آن گاه ،deg(v) = ٢ و زوج n اگر طرفͬ از .v١, v٢ ∈ D ،٣ . ٣ . ٢ لم

است. v ∈ D ،٣ . ٣ . ٢ لم طبق لذا است.



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۴٢
اندازه از Tn برای OLD مجموعه ای D و n = ٢k ≥ ۶ مرتبه از درختͬ Tn اگر .٣ . ٣ . ٣ لم

ندارد. قرار D در Tn پایانͬ رأس هیچ آن گاه باشد، |D| = n٢ + ١ = k + ١
از Tn برای OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و n = ٢k ≥ ۶ اندازه از درختͬ Tn فرض کنید برهان.
پشتیبانͬ رأسͬ w و v ∈ D که Tn از پایانͬ رأس v کنید فرض خلف، برهان به باشد. k+١ اندازه
قرار D در Tn درونͬ رأس هر لذا است، زوج n چون ،٣ . ٣ . ١ گزاره طبق باشد. v رأس این برای
رأس k دقیقاً T٢k لذا ندارند ی΄سان پشتیبان رئوس پایانͬ رأس دو هیچ چون طرفͬ از و دارد.
متمایز پایانͬ رأس ΁ی با رئوس این از کدام هر و دارند قرار D در هم·ͬ که باشد داشته درونͬ
است. x ̸= w که باشد k ≥ ٢ مرتبه از T ∗

n درخت از پایانͬ رأس ΁ی x کنید فرض مجاورند.
باشد. t به مجاور Tn از پایانͬ رأسͬ y و t = w است مم΄ن که N(x) ∩ V (T ∗

n) = {t} همچنین
داریم: آن گاه

N(y) ∩D = {t} = N(x) ∩D.

ندارد. قرار D در Tn پایانͬ رأس هیچ و است تناقض ΁ی لذا
به منحصر OLD(T٢k) مجموعه T٢k آن گاه باشد، OLD(T٢k) = k + ١ ≥ ۴ اگر .٣ . ٣ . ٢ فرع
k − ١ به مجاور که دارد وجود درونͬ رأس دو دقیقاً و است درونͬ رئوس k + ١ شامل فردی

نیستند. پایانͬ رأس
باشد T٢k برای OLD مجموعه D ⊆ V (T٢k) و n = ٢k مرتبه از درختͬ Tn کنید فرض برهان.
فرض بنابر ندارد. قرار D در Tn پایانͬ رأس هیچ ،٣ . ٣ . ٣ لم طبق .OLD(T٢k) = k+ ١ ≥ ۴ که
پایانͬ رأس k − ١ لذا ،n = ٢k طرفͬ از دارند. قرار D در درونͬ رأس k + ١ لذا ،|D| = k + ١
مجاور که دارد وجود درونͬ رأس دو دقیقاً بنابراین است. درونͬ رأس k + ١ از k − ١ به مجاور

نیستند. پایانͬ رأس k − ١ به
است. رأس k + ١ شامل مسیری T ∗٢k آن گاه باشد، OLD(T٢k) = k + ١ ≥ ۴ اگر .۴ . ٣ . ٣ لم

ثابت باشد. Tn برای OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و ٢k مرتبه از درختͬ Tn کنید فرض برهان.
پشتیبان رأس به مجاور T ∗٢k از پایانͬ رأس x اگر است. رأس k + ١ با مسیری T ∗ که ͬ کنیم م
این غیر در باشد. T٢k پایانͬ رأس برای پشتیبانͬ رأس ͬ تواند نم t آن گاه باشد، t ∈ V (T ∗٢k)

داریم: آن گاه باشد، t پشتیبان رأس با T٢k از پایانͬ رأس y اگر صورت
N(y) ∩D = {t} = N(x) ∩D.

ندارد. قرار D در Tn پایانͬ رأس هیچ ،٣ . ٣ . ٣ لم طبق n = ٢k چون طرفͬ از است. تناقض ΁ی
x١ پایانͬ رأس دو کنید فرض همچنین دارند. قرار D در هم·ͬ که رأس k + ١ شامل T ∗٢k پس

داریم: صورت این غیر در زیرا باشند t مشترک همسایه دارای ͬ توانند نم T ∗٢k از x٢ و
N(x١) ∩D = {t} = N(x٢) ∩D,



۴٣ ℑ در اکستریمال درخت های
رأس سه T ∗٢k آن گاه باشد، داشته ٣ حداقل درجه از رأس ΁ی T ∗٢k اگر حال است. تناقض ΁ی
طبق نیستند. T٢k پایانͬ رئوس برای پشتیبانͬ رئوس که دارند متمایز پشتیبان رئوس با پایانͬ
رئوس که دارد وجود V (T ∗٢k) در پشتیبان رأس دو دقیقاً چون است. تناقض در ٣ . ٣ . ٢ فرع

است. رأس k + ١ شامل مسیری T ∗٢k لذا نیستند، T٢k پایانͬ رئوس برای پشتیبان
v١, v٢, . . . , vk, vk+١ مسیر OLD(T٢k) آن گاه باشد، OLD(T٢k) = k+ ١ ≥ ۴ اگر .٣ . ٣ . ٢ قضیه

.i /∈ {٢, k} اگر فقط و اگر است، T٢k از پشتیبانͬ رأس vi و است
که باشد T٢k برای OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و n = ٢k مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
همچنین است. رأس k + ١ با مسیری T ∗٢k ،۴ . ٣ . ٣ لم طبق آن گاه ،OLD(T٢k) = k + ١ ≥ ۴
vi که است ͹واض است. T ∗٢k از رأسͬ vi هر که باشد T ∗٢k مسیر v١, v٢, . . . , vk, vk+١ کنید فرض
v٢ به مجاور پایانͬ رأس y اگر صورت این غیر در نیستند. T٢k پشتیبان رئوس i = ٢, k برای

داریم: باشد
N(y) ∩D = {v٢} = N(v١) ∩D.

داشت: خواهیم باشد، vk به مجاور T٢k از پایانͬ رأس x اگر همچنین
N(x) ∩D = {vk} = N(vk+١) ∩D.

برعکس نیستند. T٢k از پایانͬ رأس هیچ برای پشتیبان رئوس vk و v٢ و است تناقض ΁ی لذا
است. T٢k از پشتیبان رأس ΁ی .i /∈ {٢, k} که vi رأس هر برای

رأس ΁ی حداکثر آن گاه باشد، OLD(Tn) مجموعه D و OLD(Tn) = ⌈n٢⌉ + ١ اگر .۵ . ٣ . ٣ لم
ندارد. قرار D در Tn درونͬ

باشد Tn برای OLD مجموعه ای D ⊆ V (Tn) و n مرتبه از T درخت کنید فرض برهان.
در متمایز درونͬ رأس دو v٢ و v١ کنید فرض خلف، برهان به .OLD(Tn) = ⌈n٢⌉+ ١ به طوری΄ه
زیردرخت همچنین deg(v١) = deg(v٢) = ٢. و است فرد n ،٣ . ٣ . ١ گزاره طبق ندارند، قرار D

طوری که به Tn − v٢ از مؤلفه ای T ٢ زیردرخت و نیست v٢ رأس شامل Tn − v١ از مؤلفه ای T ١
طبق .ni = |V (Ti) همچنین است. Tn − v١ − v٢ مؤلفه سومین نیز T ٣ و نباشد v١ شامل
برای کنید فرض است. فرد نیز (V (T ٣)) لذا هستند، زوج |V (T ٢)| و |V (T ١)| ،٣ . ٣ . ١ گزاره
مجموعه ΁ی Di که ͬ دهد م نشان ،v١, v٢ /∈ D چون آن گاه ،Di = D ∩ V (T i) ،١ ≤ i ≤ ٣

داریم: نتیجه در است. T i برای OLD

|D| ≥ n١٢ + ١ +
n٢٢ + ١ +

n٣ + ١
٢ + ١

=
(n١ + n٢ + n٣ + ١)

٢ + ٣
=

(n١ + n٢ + n٣ + ٢)
٢ +

۵
٢

≥ ⌈n٢⌉+ ٢.



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۴۴
ندارد. قرار D در Tn درونͬ رأس ΁ی حداکثر و است تناقض لذا

T ١
. . .

v

T ٢T ١

c

a

e

d

T ١ T ٢

T ١ T ٢

E٢E١ b

T ٣
. . .

. . .. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

است شانه ΁ی T i هر .OLD(T٢k+١) = k + ٢ :۶ . ٣ ش΄ل
.

داریم. را زیر قضیه ۶ . ٣ . ٣ لم و ٣ . ٣ . ١ گزاره از
که باشد OLD(T٢k+١) مجموعه D ⊆ V (Tn) و OLD(T٢k+١) = k + ٢ اگر .٣ . ٣ . ٣ قضیه
E٢ و E١ درخت های است. (۶ . ٣) در موجود ۵(a) ش΄ل T٢k+١ آن گاه ،v /∈ D درونͬ رأس
همسایه های و باشد OLD(Ei) = ni٢ +١ طوری که به رأس n٢ و n١ با زوج مرتبه از درخت هایی

( (۴ . ٣) ش΄ل و قضیه٣ . ٣ . ٢ ) دارند. قرار D در v

طوری که به باشد OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و ٢k + ١ مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
از کدام هر رئوس تعداد ،٣ . ٣ . ١ گزاره طبق  .v /∈ D درونͬ رأس و OLD(T٢k+١) = k + ٢

دارند. قرار D در v همسایه های و OLD(Ei) = ni٢ + ١ لذا است. زوج مؤلفه ها



۴۵ ℑ در اکستریمال درخت های
D با را آن که OLD(T٢k+١) مجموعه با فرد مرتبه از درخت هایی دهیم نشان ͬ ماند م باقͬ
V (T ∗٢k+١) ⊆ ،ͽواق در دارد. قرار D در آن درونͬ رأس هر که است k+٢ مرتبه از ͬ دهند م نشان
شده گرفته نظر در حالت دو نه، یا دارد قرار D در T٢k+١ از پایانͬ رأس این که به بسته D باشد.

است.
باشد، V (T ∗٢k+١) ⊆ D با OLD(T٢k+١) مجموعه D و OLD(T٢k+١) = k + ٢ اگر .۶ . ٣ . ٣ لم

دارد. قرار D در T٢k+١ از پایانͬ رأس ΁ی حداکثر آن گاه
و دارند قرار D در که باشند متمایزی پایانͬ رأس دو v٢ و v١ کنید فرض خلف برهان به برهان.
k − ١ شامل V (T٢k+١)−D حال باشند. رأس دو این برای پشتیبانͬ رئوس ترتیب به w٢ و w١
دو چون، است. D−{v١, v٢, w١, w٢} در رأس k−٢ از ی΄ͬ به مجاور کدام هر که پایانͬ رئوس
در است. تناقض ΁ی بنابراین .T٢k+١ /∈ ℑ دارند، ی΄سان پشتیبان رأس T٢k+١ از پایانͬ رأس

ندارد. قرار D در T٢k+١ پایانͬ رأس ΁ی حداکثر نتیجه
t هر که ٢t مرتبه از هزارپا ΁ی اگر ͬ شود م نامیده شانه ΁ی T درخت [٢٧] .٣ . ٣ . ٢ تعریف

.( Pt مسیر تاج یعنͬ، ) است پایانͬ رأس ΁ی دقیقاً به مجاور آن اسپین٢ از رئوس
و V (T ∗٢k+١) شامل OLD(T٢k+١) مجموعه ΁ی D و OLD(T٢k+١) = k + ٢ اگر .۴ . ٣ . ٣ قضیه

است. (۵ . ٣) (b) ش΄ل در موجود درخت T٢k+١ آن گاه باشد، v پایانͬ رأس ΁ی
که Tn برای OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و ٢k + ١ مرتبه از درختͬ T کنید فرض برهان.
V (T٢k+١) − D و باشد. v پایانͬ رأس برای پشتیبانͬ رأس w و باشد OLD(T٢k+١) = k + ٢
است. D− {v, w} از درونͬ رأس k ΁ی به مجاور کدام هر که T٢k+١ از پایانͬ رأس k− ١ شامل
کافͬ است. N [w] ⊆ D و N [z] ⊆ D که دارد وجود z چون دی·ری درونͬ رأس ΁ی و w ویژه به

مسیر ΁ی D که شود داده نشان است
v١, v٢, . . . , vk+١, vk+٢

رئوس ͬ تواند نم T ∗٢k+١ از پایانͬ رأس دو هیچ طرفͬ از .z = vk+١ ،٣ . ٣ . ١ مشاهده طبق است.
دو و w لذا باشد. داشته پایانͬ رأس ٣ حداقل T ∗٢k+١ اگر حال باشد. داشته ی΄سان پشتیبان

که دارد وجود z٢ و z١ پشتیبان رأس
N [w] ⊆ D, N [z١] ⊆ D, N [z٢] ⊆ D.

لذا است. D − {v, w} از درونͬ رأس k به مجاور پایانͬ رأس k − ١ چون است. تناقض ΁ی
است. (۵ . ٣) (b) ش΄ل در موجود درخت های T٢k+١ و N [vk+١] ⊆ D و N [w] ⊆ D

باشد، OLD(T٢k+١) مجموعه ΁ی D = V (T ∗٢k+١) و OLD(T٢k+١) = k + ٢ اگر .۵ . ٣ . ٣ قضیه
است. (۵ . ٣) ش΄ل (e) و (d) ،(c) درخت های همان T٢k+١ اگر فقط و اگر

٢spin



درخت ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۴۶
مرتبه از OLD مجموعه D ⊆ V (Tn) و شده داده ٢k + ١ مرتبه از T درخت کنید فرض برهان.
OLD مجموعه ΁ی (۵ . ٣) ش΄ل در T٢k+١ درخت هر در تیره رئوس است ͹واض باشد. k + ٢

است. k + ٢ مرتبه از
مجاور T٢k+١ از پایانͬ رأس k − ١ بنابراین ،V (T ∗٢k+١) = k + ٢ = OLD(T٢k+١) کنید فرض
T٢k+١ از پشتیبان رئوس درونͬ، رئوس سه دقیقاً لذا، است. درونͬ رئوس k + ٢ از k − ١ به
΁ی u اگر است. T٢k+١ در پشتیبان رأس ΁ی T ∗٢k+١ از پایانͬ رأس هر تعریف، طبق نیستند.
w پایانͬ رأس ΁ی از پشتیبان رأس ΁ی همچنین T ∗٢k+١ از v پایانͬ رأس ΁ی از پشتیبان رأس

داریم: بنابراین باشد، T٢k+١ از
N(w) ∩ S = {u} = N(v) ∩ S.

دو هیچ بعلاوه نیست. T٢k+١ برای پشتیبانͬ رأس T ∗٢k+١ پشتیبان رأس لذا است. تناقض ΁ی
پایانͬ رأس سه حداکثر T ∗٢k+١ نتیجه، در ندارند. ی΄سان پشتیبان رأس T ∗٢k+١ از پایانͬ رأس

مسیر ΁ی T ∗٢k+١ اگر دارد.
v١, v٢, . . . , vk+١, vk+٢

این در نیستند، T٢k+١ از پشتیبان رئوس ،i /∈ {١, k+٢} که vi رأس ΁ی و vk+١ و v٢ آن گاه باشد،
(منحصر ΁ی T ∗٢k+١ کنید فرض است. (۵ . ٣)(c) ش΄ل در موجود درخت T٢k+١ درخت حالت
ی΄ͬ حداکثر که هستند مسیرهایی v در T ∗٢k+١ شاخه های دارد. سه درجه از v رأس فرد) به
رئوس و v آن گاه باشد، T ∗٢k+١ از w پایانͬ رأس ΁ی به مجاور v اگر دارد. ΁ی طول آن ها از
پشتیبان رئوس که هستند T ∗٢k+١ از رئوس سه v در مسیر ها دی·ر شاخه دو روی قبل آخر ما
سه هر اگر است. (۵ . ٣)(d) ش΄ل در موجود درخت T٢k+١ حالت این در و نیستند، T٢k+١ در
روی آخر ماقبل رأس سه آن گاه باشد، داشته دو حداقل طول T ∗٢k+١ در v مسیر های شاخه
صورت این در و نیستند T٢k+١ از پشتیبان رئوس که هستند V (T ∗٢k+١) از عنصر سه آنها مسیر

است. (۵ . ٣)(e) ش΄ل در موجود درخت T٢k+١



۴ فصل
در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد

گراف ها

مقدمه ١ . ۴
کردیم. بررسͬ درخت ها و مسیرها در باز را همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد سوم و دوم فصل در
احاطه گری عدد بین رابطه و گراف ها در را باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد فصل این در

ͬ کنیم. م بررسͬ را انباشته عدد با باز همسایه م΄انͬ

موجود نتایج ٢ . ۴
هر برای آن گاه ،N(u) = N(v) باشیم داشته v و u متمایز رأس دو هر برای اگر که است ͹واض
باشد. داشته OLD مجموعه ͬ تواند نم G بنابراین .N(u) ∩D = N(v) ∩D داریم ،D ⊆ V (G)

رأس هیچ G اگر فقط و اگر دارد، OLD مجموعه G گراف .(٢ . ١ . ١ مشاهده ) .٢ . ١ . ۴ مشاهده
.N(u) ̸= N(v) داریم v و u متمایز رأس دو هر برای و باشد نداشته تنهایی

ندارد. OLD مجموعه G آن گاه باشد، داشته قوی پشتیبان رأس G اگر .٢ . ١ . ۴ نتیجه
۴٧



گراف ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۴٨
رأس دو حداقل آن گاه باشد، G برای قوی پشتیبان رأس u و گراف ΁ی G کنید فرض برهان.

داریم: لذا دارد. خود باز همسای·ͬ در را y و x پایانͬ
N(x) = {u} = N(y).

ندارد. OLD مجموعه G گراف ٢ . ١ . ١ مشاهده طبق
شامل T اگر فقط و اگر دارد، OLD مجموعه ،n ≥ ٣ مرتبه از T درخت (٣ . ١ . ١) .٢ . ١ . ۴ گزاره

نباشد. قوی پشتیبان رأس
از دسته ای و OLD مجموعه دارای گراف ها از ای دسته که گفت ͬ توان م آیا .٢ . ١ . ۴ سؤال
جواب ͬ باشند؟ م ممنوعه القایی زیرگراف شامل نیستند، OLD مجموعه دارای که گراف هایی

است. شده ارائه زیر گزاره مطلب این اثبات برای است. منفͬ
دسته ای S٢ کلاس و دارند OLD مجموعه که گراف هایی دسته ای از S١ کلاس .٢ . ٢ . ۴ گزاره
ممنوعه القایی زیرگراف دسته ها این از کدام هیچ نیستند، مجموعه این دارای که گراف هایی از

ندارند.
رئوس دو کردن اضافه و v ∈ V (G) رأس انتخاب با باشد، شده داده G گراف کنید فرض برهان.
ͬ آید. م دست به |V (G)| + ٢ مرتبه از G∗ گراف ΁ی G به vv٢ و vv١ یال های و v٢ و v١ جدید

چون
N(v١) = {v} = N(v٢),

کلاس که ͬ دهد م نشان است. G∗ از القایی زیرگراف G و ندارد OLD مجموعه G∗ گراف لذا
ندارند. ممنوعه القایی زیرگراف نیستند OLD مجموعه دارای که گراف هایی دسته از S٢

vv٢ ،vv١ یال های و v٢ و v١ جدید رأس دو کردن اضافه با ،v ∈ V (G) رأس هر برای همچنین
ͬ آید. م دست به ٣.|V (G)| مرتبه از ( K٢ با G گراف تاج ) H = GOK٢ صورت به گرافͬ v١v٢ و

داریم: لذا ͬ دهیم، م نشان D با را آن و است OLD مجموعه دارای H آن گاه
D = {v١, v٢|v ∈ V (G)} = V (H)− V (G)}

گراف هایی دسته از S١ کلاس این رو از است. H از القایی زیرگرافͬ ΁ی G پس |D| = ٢.|V (G) و
ندارند. ممنوعه القایی زیرگراف دارند، OLD مجموعه که

OLD مجموعه دارا ی G گراف مرتبه که بودیم داده نشان ٢ . ١ . ٢ مشاهده در دوم فصل در
در گراف ΁ی از باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد برای نتایجͬ است. ٢OLD(G) − ١ حداکثر

است. شده ثابت زیر
k+١ ≤ n ≤ ٢k−١ و k ≥ ٢ ( است موجود ردیابی وسیله ی تعدادی ) کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ گزاره

دارد. وجود OLD(G) = k با n مرتبه از G همبند گراف آن گاه باشد،



۴٩ موجود نتایج
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.OLD(G) = ٣ با گراف هایی :١ . ۴ ش΄ل
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.OLD(G) = k با G گراف (b) و H گراف (a) :٢ . ۴ ش΄ل
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داده k ≥ ١ و صحیح اعداد n و k و k + ١ ≤ n ≤ ٢k − ١ مرتبه از گرافͬ G کنید فرض برهان.
مرتبه از گرافͬ آن گاه باشد، k = ٣ اگر و است OLD(k٣) = ٢ آن گاه باشد، k = ٢ اگر باشد.
زیر حالت دو باشند. k+ ١ ≤ n ≤ ٢k − ١ و k ≥ ۴ اگر دارد. وجود ( (١ . ۴) ش΄ل ) ۴ ≤ n ≤ ٧

ͬ گیریم: م نظر در را
.k + ١ ≤ n ≤ ٢k − ١ .١

( (٢ . ٢ . ۴)(a) ش΄ل ) یال ⌊ k٢⌋ زیرتقسیم با همراه k١,⌈ k٢ ⌉ ستاره از که گرافͬ H کنید فرض
پشتیبان رئوس ترتیب این به است. OLD(G) = k و k+١ مرتبه از H گراف آن گاه باشد،
ͬ دهیم. م نشان w١, . . . , w⌊ k٢ ⌋ با را آن ها برگ همسایه و ،s١, s٢, . . . , s⌊ k٢ ⌋ با را دو درجه از
به را y١, . . . , y⌊ k٢ ⌋ پایانͬ رئوس n− (k+ ١) ،G گراف آوردن دست به برای ،n ≤ ⌈٣k٢ ⌉ اگر
م΄انͬ احاطه گر مجموعه تعریف طبق آن گاه ͬ کنیم، م اضافه {wi : i = ١, . . . , ⌈ k٢⌉ − ١}

است. OLD(G) = k و n مرتبه از G گراف باز همسایه
جز به wi رأس هر به را yi پایانͬ رئوس G گراف آوردن دست به برای ،n > ⌈٣k٢ ⌉ اگر
برای G گراف آن گاه باشد، زوج k اگر خصوص به ͬ کنیم. م اضافه H گراف به w⌈ k٢ به⌈ ( (b)(٢ . ٢ . ۴) ش΄ل ) wi و si رئوس به zi رأس کردن وصل با ،i = ١, . . . , n − ⌈٣k٢ ⌉

ͬ باشد. م OLD(G) = |D| = k و n مرتبه از گرافͬ G آن گاه ͬ آید. م دست
.٢k ≤ n ≤ ٢k − ١ .٢

گراف این برای OLD مجموعه ای D = V (Kk) و Kk کامل گراف تاج Gk کنید فرض
٢k−٢−١k لذا دارد. ΁ی درجه از رأس k و k−١ درجه از رأس k ،Gk گراف چون باشد.
٢ . ١ . ٢ مشاهده طبق دارد. i ̸= k − ١ و ٢ ≤ i ≤ k که i اندازه از متمایز زیرمجموعه
چنین از رو این از است، D ناتهͬ زیرمجموعه های تعداد به حداکثر Gk گراف مرتبه چون
گرافͬ G گراف ͬ کنیم. م انتخاب متمایز زیرمجموعه n−٢k تعداد به ،D زیرمجموعه های
ی΄ͬ به تنها رئوس این کردن وصل و Gk گراف به جدید رأس n− ٢k کردن اضافه با که
به مجاور جدید رأس دو هیچ بنابراین ͬ آید. م دست به شده انتخاب زیرمجموعه های از
OLD(G) = |D| = k و n مرتبه از گرافͬ G گراف لذا نیستند. ی΄سان زیرمجموعه های

است.

حالت برای اما ͬ باشد. م OLD(P۴) = ۴ که شد داده نشان P۴ مسیر برای دوم درفصل
داریم. را زیر قضایای درخت ها از خواصͬ

باشد، داشته OLD مجموعه ΁ی n ≥ ۵ مرتبه از T درخت اگر ( ٣ . ٢ . ١ قضیه ) .٢ . ١ . ۴ قضیه
.⌈n٢⌉+ ١ ≤ OLD(T ) ≤ n− ١ آن گاه

مرتبه از Tn,j درختͬ آن گاه باشد، ⌈n٢⌉ + ١ ≤ j ≤ n − ١ و n ≥ ۵ اگر ( [٢۶] ) .٢ . ٢ . ۴ قضیه
دارد. وجود OLD(Tn,j) = j با n



۵١ ΁کوچ یا بزرگ OLD(G) با G گراف های

.OLD(G) = V (G) با H و P۴ ،P٢ گراف سه :٣ . ۴ ش΄ل

΁کوچ یا بزرگ OLD(G) با G گراف های ٣ . ۴
به بخش این در .٢ ≤ OLD(G) ≤ n آن گاه باشد، داشته OLD مجموعه G گراف اگر ͬ دانیم م

ͬ پردازیم. م OLD(G) = n یا OLD(G) = ٢,٣ با G گراف های تعیین
.G = K٣ یا G = K٢ اگر فقط و اگر باشد، OLD(G) = ٢ با G گراف .٣ . ١ . ۴ مشاهده

G گراف برای OLD مجموعه ای D و شده داده یال E و رأس V با گرافͬ G کنید فرض برهان.
سه حداکثر G گراف لذا است. |V (G)| ≤ ٢h − ١ ،٢ . ١ . ٢ مشاهده بنابه باشد. OLD(G) = ٢ با
تنها بنابراین ندارد، تنها رئوس D طرفͬ از .|V (G) −D| ≤ ١ پس |D| = ٢ چون دارد. رأس

داریم: نتیجه در باشد. K٢ کامل گراف ͬ تواند م
.G = K٢ آن گاه |D| = |V (G)| اگر •

و متمایز زیرمجموعه های تعداد به G گراف رئوس اندازه چون ،|V (G) − D| = ١ اگر •
جدید رأسͬ کردن اضافه با داریم. دو اندازه از زیرمجموعه ΁ی فقط پس است، D ناتهͬ

ͬ آید. م دست به K٣ گراف D عضوی دو زیرمجموعه به آن کردن وصل و

حداکثر حذف با که K٣OK١ تاج از آمده دست به گراف های دسته ε١ کنید فرض .٣ . ١ . ۴ تعریف
گراف هایی دسته ε٢ و باشد گراف های برگ باقͬ بین یال هایی کردن اضافه ام΄ان و برگ دو
سایر بین یال هایی کردن اضافه ام΄ان و آویخته یال ΁ی حداقل حذف با K۴OK١ تاج از که

باشد. آمده دست به برگ ها
است. G ∈ ε١ ∪ ε٢ اگر فقط و اگر باشد، OLD(G) = ٣ با G گراف .٣ . ١ . ۴ گزاره

بررسͬ OLD مجموعه تعریف طبق باشد. G ∈ ε١ ∪ε٢ و شده داده G گراف کنید فرض برهان.
است. سرراست OLD(G) = ٣ اینکه



گراف ها در باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد ۵٢
G[D] باشد. OLD مجموعه اندازه مینیمم D ⊆ V و OLD(G) = ٣ با گرافͬ G کنید فرض حال
طبق باشد. P٣ مسیر یا و تنها رأس ΁ی شامل ͬ تواند نم ( D وسیله به شده القا زیرگراف )
،OLD(G) ≥ ۴ پایانͬ رئوس به جدیدی رأس کردن اضافه با همچنین δ(G) ≥ ١ مشاهده٢ . ١ . ١
مشاهده٢ . ١ . ٢، طبق .G[D] ∼= K٣ ͽواق در باشد. کامل باید G[D] بنابراین ͬ رسیم. م تناقض به
مشاهده۴ . ٣ . ١، بنابه طرفͬ از دارد. رأس ٧ حداکثر G گراف لذا، است. |V (G)| ≤ ٢|D| − ١
حداکثر G گراف رئوس ( ٣ . ٢ . ١ مشاهده ) طرفͬ از است. V (G)−D ̸= ∅ پس ،OLD(K٣) = ٢
D رأس دو با D رئوس از کدام هر چون است. D متمایز و ناتهͬ زیرمجموعه های تعداد به
دی·ر عبارت به هستند. مجاور D رأس سه یا ΁ی با V (G) − D در رأسͬ هر هستند، مجاور
رئوس همه به مجاور دارد قرار V (G) −D در ͬ دهیم م نشان v∗ با را آن که رأس ΁ی حداکثر
v∗ رأس اگر باشد. نیز مجاور رئوس شامل است مم΄ن V (G)−D که داریم نظر در است. D
باشد، داشته قرار V (G)−D در v∗ رأس اگر و G ∈ ε١ آن گاه باشد، نداشته قرار V (G)−D در

داریم: نتیجه در است. v∗ ∈ ε٢ آن گاه
G ∈ ε١ ∪ ε٢.

باشد. (٣ . ۴) ش΄ل در شش مرتبه از گرافͬ H کنید فرض
G آن از مؤلفه هر اگر فقط و اگر باشد، ،OLD(G) = n با n مرتبه از G گراف .٣ . ١ . ۴ قضیه

باشد. H یا P۴ ،P٢

مسأله کلیت دادن دست از بدون باشد. OLD(G) = n با n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض برهان.
OLD(P۴) = ۴ و OLD(P٢) = ٢ ) باشد ،n ≤ ۴ اگر باشد. همبند گراف ΁ی G کنید فرض
آن گاه ،( OLD(Kn) = n − ١ ) باشد n ≥ ۵ اگر حال ͬ باشد. م G = P۴ یا G = P٢ آن گاه ،(
القا زیرگراف Gr و Vr = V (G) − {r} کنید فرض ،v ∈ V (G) رأس هر برای ͬ باشد. م G ̸= Kn

داریم نظر باشد.در deg(v) = δ(G) که مینیمم درجه از رأسͬ v همچنین باشد. Vr با G شده
غیرمجاور رأس دو لذا نیست، G گراف از OLD مجموعه Vv چون ندارد. تنها رأس هیچ Gv که
Gy ͬ دانیم م .N(x) = N(y) ∪ {v} طوری که به y /∈ N(v) و x ∈ N(v) که دارد وجود y و x

w و z غیرمجاور رأس دو لذا نیست، G از OLD مجموعه Vy چون بنابراین ندارد. تنها رأس
و y ∈ N(z) چون .N(z) = N(w) ∪ {y} طوری که به ͬ باشد م w /∈ N(y) و z ∈ N(y) که دارد
w ∈ N(z) داشت خواهیم ،x = w اگر ) x ̸= w و x ∈ N(z) داریم پس ،N(x) = N(y) ∪ {v}

کنیم. ثابت را زیر ادعاهای است لازم حال .( است تناقض که
.w = v .٣ . ١ . ۴ ادعا

xz ∈ پس ،N(x) = N(y)∪{v} و z ∈ N(y) چون باشد، w ̸= v فرض کنید خلف، برهان به
N(x) = N(y)∪{v} طرفͬ از .x ∈ N(w) داریم لذا ،N(z) = N(w)∪{y} همچنین است. E(G)



۵٣ ΁کوچ یا بزرگ OLD(G) با G گراف های
و w = v این رو از است، تناقض ΁ی ͬ باشد، م w ∈ N(y) ͽواق در است. wy ∈ E بنابراین

.N(z) = N(v) ∪ {y}

.deg(v) = ١ .٣ . ٢ . ۴ ادعا
لذا deg(v) = δ(G) چون .deg(y) = ١ آن گاه باشد، ،deg(x) = ٢ و deg(v) ≥ ٢ کنید فرض
رأس Gz لذا ،δ(G) ≥ ٢ طرفͬ از .deg(y) ≥ ٢ لذا باشد، deg(x) ≥ ٣ اگر حال است. تناقض
a ∈ N(z) که b و a مجاور غیر رأس دو لذا نیست، G از OLD مجموعه Vz همچنین ندارد. تنها
،N(z) = N(v)∪{y} چون باشد، a ̸= y اگر .N(a) = N(b)∪{z} طوری که به .b /∈ N(z) و است
لذا ͬ باشد. م b ∈ N(z) و b ∈ N(v) لذا ،N(a) = N(b) ∪ {z} طرفͬ از است. a ∈ N(v) آن گاه
که ͬ کنیم م آوری یاد .N(y) = N(b) ∪ {z} که ͬ دهد م نشان ،a = y نتیجه در است. تناقض
G برای OLD مجموعه Vb و ندارد تنها رأس Gb چون است. deg(y) ≥ ٢ و N(x) = N(y)∪{v}

.N(α) = N(β)∪ {b} طوری که به داریم β /∈ N(b) و α ∈ N(b) غیرمجاور رأس دو پس نیست،

.α ∈ N(x) داریم لذا ͬ باشد. م α ∈ N(y) پس است. N(y) = N(b) ∪ {z} و α ∈ N(b) چون
N(α) = N(β)∪{b} چون ͬ باشد. م x, y ∈ N(a) ͽواق در است، y و x رأس دو به مجاور α پس
نشان N(y) = N(b) ∪ {z} طرفͬ از ،β ∈ N(x) ∩N(y) بنابراین است. x, y ∈ N(β) نتیجه در

.deg(v) = ١ نتیجه در است. تناقض لذا است. β ∈ N(b) که ͬ دهد م
.deg(y) = ٢ .٣ . ٣ . ۴ ادعا

داریم باشد، deg(y) = ١ اگر و N(z) = N(v) ∪ {y} چون .deg(v) = ١ ،٢ ادعای به بنا
n = ۴ مرتبه از مسیری G پس ،deg(x) = ٢ لذا ،N(x) = N(y) ∪ {v} طرفͬ از .deg(z) = ٢
چون باشد، deg(y) ≥ ٣ اگر حال .deg(x) ≥ ٣ و deg(y) ≥ ٢ بنابراین است. تناقض لذا است.
دارد. دو حداقل درجه باشد، N(y) در که رأسͬ هر که ͬ دهد م نشان ،N(x) = N(y) ∪ {v}

OLD مجموعه Vz همچنین ندارد. تنها رأس Gz که داشت خواهیم لذا N(z) = {x, y} چون
z /∈ N(b) و y /∈ N(y) طوری که به دارد وجود b و y متمایز رأس دو بنابراین نیست. G از
ندارد تنها رأس Gb حال است. |N(b)| ≥ ٢ لذا ،N(y) ≥ ٣ چون .N(y) = N(b) ∪ {z} و
طوری که به دارد وجود β و α متمایز رأس دو بنابراین نیست. G برای OLD مجموعه Vb و
از .α ∈ N(x) ∩N(y) پس N(y) = N(b) ∪ {z} .N(α) = N(β) ∪ {b} و α ∈ N(b) و β /∈ N(b)

تناقض به لذا است، β ∈ N(b) بنابراین است. β ∈ N(x)∩N(y) لذا N(α) = N(β)∪{b} طرفͬ
چون .deg(y) = ٢ و deg(v) = ١ داریم ٣ و ٢ ادعای از است. .deg(y) = ٢ نتیجه در رسیدیم.
باشد. y دوم همسایه y١ کنید فرض حال .deg(x) = ٣ که ͬ دهد م نشان ،N(x) = N(y)∪ {v}

از OLD مجموعه Vz و ندارد تنها رأس Gz چون است. deg(y١) ≥ ٢ پس y١ ∈ N(x) طرفͬ از
طرفͬ از u ∈ N(y١) چون است. N(y) = N(u)∪{z} طوری که به دارد وجود u رأس نیست، G

.G = H داریم نتیجه در است. deg(u) = ١ پس deg(y) = ٢
طبق ،G = H اگر و OLD(P۴) = ۴ و OLD(P٢) = ٢ آن گاه باشد، G = P۴ یا G = P٢ اگر

است. OLD(H) = ۶ ،OLD مجموعه تعریف
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داریم. زیر فرع در را ٣ . ١ . ۴ قضیه و ٢ . ٣ . ۴ گزاره کاربرد
وجود OLD(Gn,k) = k با n مرتبه از Gn,k گراف آن گاه باشد، k ≥ ٧ اگر ( [٧] ) .٣ . ١ . ۴ فرع

.k + ١ ≤ n ≤ ٢k − ١ اگر فقط و اگر دارد،
مینیمم با n مرتبه از G گراف های بعداً، ͬ شود. م داده نشان Cn با رأس n روی دور ΁ی
که کنید توجه ͬ شود. م تعیین است OLD(G) = n − ١ و C۴ دور بدون که ،δ(G) ≥ ٢ درجه

ندارند. C۴ دور که گراف هایی C۴ − free دور بدون گراف های
است، C۴ دور بدون که باشد δ(G) ≥ ٢ با n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ قضیه
(a)(۵ . ۴) ش΄ل در ) باشد K١+t.P٢ گراف یا C۵ دور G اگر فقط و اگر ،OLD(G) = n−١ آن گاه

.( است شده داده نشان

OLD(C۵) = ۴ ، OLD مجموعه تعریف طبق باشد. شده داده G گراف کنید فرض برهان.
V (G) − z٢ یا V (G) − z١ از کدام هر که ͬ دهد م نشان (۵ . ۴) (a) ش΄ل در G = K١ + t.P٢ و
ش΄ل در زوج مرتبه از گرافͬ G−z٢ است. OLD(K١+t.P٢) = ٢t = n−١ با OLD(G) مجموعه
OLD(G − z١) = OLD(t.P٢) = ٢t = |V (G − z١)| اما است. OLD(G − z٢) = n − ٢ با ۵(a)
شامل است، C۴ دور بدون که n مرتبه از G گراف هر که دادیم نشان قضیه عکس برای است.
V (G)−x طوری که به x رأس کنید فرض حال است. OLD(G−z) = n−١ طوری که به z رأس
G−x برای OLD مجموعه ΁ی همچنین V (G)−x که ͬ دانیم م است. OLD(G) مجموعه ΁ی
مجموعه D و OLD(G − x) ≤ n − ٢ اگر است. شده تعریف OLD(G − x) بنابراین است،

باشد. OLD(G− x)

برای OLD مجموعه اما است، OLD(G− x) مجموعه D چون باشد. |D| ≤ n− ٣ اگر •
طوری که، به دارد وجود x١ رأس پس نیست، G

N(x) ∩D = N(x١) ∩D.

دارند، مشترک همسایه دو x و x١ ،deg(x) ≥ ٢ چون آن گاه باشد، N(x) ⊆ D اگر
دارد وجود w رأس بنابراین رسیدیم. تناقض به پس است، C۴ دور ΁ی شامل G لذا
و y ∈ V (G − x) اگر ب·یرید. نظر در را D ∪ {w} .w /∈ D و است w ∈ N(x) که
که ͬ دهد م نشان N(y) ∩D ̸= ∅ آن گاه باشد، N(y) ∩ (D ∪ {w}) = N(x) ∩ (D ∪ {w})

در رئوس دو هر است. تناقض ΁ی داریم، C۴ دور پس دارند، مشترک همسایه دو y و x

|D∪{w}| < n−١ با G از OLD مجموعه D∪{w} بنابراین ͬ شوند. متمایز م D با G−x

است. تناقض ΁ی لذا است،



۵۵ کران ها
΁ی اما است، OLD(G−x) مجموعه D چون باشد. V (G)−D = {x, a} و |D| = n−٢ اگر •
.N(x)∩D = N(y)∩D طوری که به دارد وجود y رأس پس نیست، G برای OLD مجموعه
که داریم C۴ لذا دارند. مشترک همسایه دو y و x آن گاه باشد، |N(x) ∩ D| ≥ ٢ اگر
b ∈ D که N(x) = {a, b} و deg(x) = ٢ بنابراین است. تناقض در مسأله فرض با
داریم لذا داریم. C۴ دور ΁ی x, a, y, b ͬ دهد م نشان باشد، ay ∈ E(G) اگر حال است.
همسایه دو y و x که ͬ دهد م نشان dG(y) ≥ ٢ آن گاه باشد، y ̸= a اگر حالا .ay /∈ E(G)

اگر است. N(a) = {x, b} و y = a بنابراین است. تناقض پس دارند، D در مشترک
ادعا باشد. deg(b) ≥ ٢ اگر حال .G = k١ + P٢ و n = ٣ آن گاه باشد، ،deg(b) = ٢
N(w) ∩D∗ با w رأس فقط a است. OLD(G) مجموعه V (G) − {b} = D∗ که ͬ کنیم م
شامل N(w) ∩ D∗ با w رأس فقط b و ،N(w) ∩ D∗ = {a} با w رأس فقط x است،
چون .N(y١) ∩D∗ = N(y٢) ∩D∗ و است شده داده y٢ و y١ کنید فرض است. {a, x}
به مجاور y١ کنید فرض است، b به مجاور y٢ و y١ از ی΄ͬ ،N(y١) ∩ D ̸= N(y٢) ∩ D

مشترک همسایه ی دو y٢ و y١ که ͬ دهد م نشان باشد deg(y٢) ≥ ٢ اگر حال است. b
دلایل است، OLD(G) مجموعه V (G)− b و deg(b) ≥ ٣ چون است. تناقض لذا دارند،
هر ،٣ . ١ . ۴ قضیه طبق است. OLD(G− b) = n− ١ = |V (G)− b| که ͬ دهد م نشان بالا
که ͬ دهد م نشان δ(G) ≥ ٢ چون و است P۴ یا P٢ ،G − b ،C۴ دور بدون گراف مؤلفه
است، C۴ − free G چون است. G − b از مؤلفه هر در پایانͬ رئوس همه شامل N(b)

مؤلفه اگر حال نیست. b به مجاور G − b از P۴ مؤلفه ΁ی در دو درجه از رأسͬ هیچ
G− a١ − a٢ آن گاه باشند. P۴ از پایانͬ رئوس a٢ و a١ کنید فرض باشد، P۴ دارای G− b

است. کامل اثبات است. G = C۵ و n = ۵ جز به G از OLD مجموعه

OLD(G) = n− ١ و g(G) ≥ ۵ کمر ،δ(G) ≥ ٢ با n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر .٣ . ٢ . ۴ فرع
است. C۵ دور ΁ی G آن گاه باشد،

ش΄ل و ͬ دهد م نشان را OLD(G) = n − ١ با n مرتبه از درخت ها همه ی (۴ . ۴) ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را OLD(G) = n− ١ با گراف هایی از نامتناهͬ خانواده (۵ . ۴)

کران ها ۴ . ۴
بررسͬ ͬ دهند، م نشان ρ(G) با را آن که انباشته١ عدد با OLD(G) بین رابطه بخش این در

ͬ کنیم. م

١packing number
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(a)T٢k+١ (b)T٢k

. . . . . .. . .

است. OLD(Tn) = n− ١ با OLD(Tn) مجموعه های :۴ . ۴ ش΄ل
آن گاه: باشد، C۴ دور بدون گراف و δ(G) ≥ ٣ همبند، گرافͬ G کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه

OLD(G) ≤ n− ρ(G).

مجموعه ماکزیمم P و است C۴ − free و δ(G) ≥ ٣ همبند، گرافͬ G کنید فرض برهان.
.|N(v)∩P | ≤ ١ داریم v ∈ V (G)−P رأس هر انباشته مجموعه تعریف طبق باشد. G انباشته
V (G) − P با شده القا زیرگراف دارد. P در همسایه ΁ی حداکثر نباشد P در که رأسͬ هر لذا
D = که کنید فرض حال ندارد. تنها رأس زیرگراف این بنابراین است. دو حداقل درجه از
طوری که به دارد وجود y و x متمایز رأس دو این رو از نباشد. G از OLD مجموعه V (G)− P

ͬ دهد م نشان .N [u] ∩N [v] = ∅ داریم ،u, v ∈ P رأس دو هر ازای به .N(x) ∩D = N(y) ∩D

حداقل y و x رئوس از کدام هر است. P به متعلق y و x رئوس از ی΄ͬ حداکثر لذا ،xy /∈ E که
زیر اما .( است P در آن همسایه ΁ی و است سه درجه مینیمم چون ) دارند D در همسایه دو
تناقض ΁ی که ( شده القا لزوما نه ) است، C۴ دور شامل N [x]∪N [y] وسیله به شده القا گراف

که ͬ دهد م نشان است. G برای OLD مجموعه ΁ی D بنابراین است.
OLD(G) ≤ |V (G)| − P = n− ρ(G).
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n : even

n : odd

n : even

n : odd

(a) (b)

n : even

n : odd

(c)

......

...

...

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

z١
z٢

.OLD(G) = n− ١ با گراف هایی از نامتناهͬ خانواده :۵ . ۴ ش΄ل





آ  پیوست
نماد

نام نماد
v رأس باز همسای·ͬ N(v)

v رأس بسته همسای·ͬ N [v]

v رأس درجه deg(v)

G گراف کمر g(G)

G درجه کم ترین δ(G)

G درجه بیش ترین ∆(G)

G گراف رئوس مرتبه n Gn

کامل گراف Kn

دوبخشͬ گراف G(v١, v٢)
کامل دوبخشͬ گراف Kr,s

ستاره گراف K١,n−١
تاج گراف GOH

v از k حداکثر فاصله در رئوس درصدی ام΄ان مینیمم LD٪(G)

۵٩



نماد ۶٠

نام نماد
v و u رأس فاصله d(u, v)

u رأس مرکز از خروج e(u)

D وسیله به شده القا زیرگراف G[D]

گراف دو اجتماع G١ ∪G٢
C۴ دور بدون گراف free‐C۴

انباشته عدد ρ(G)

انباشته مجموعه ماکزیمم P

پایینͬ انباشتگͬ عدد p

بولͬ متغیر x

x نفͬ x̄

عطفͬ ترکیب x١ ∧ x٢
فصلͬ ترکیب x١ ∨ x٢

احاطه گر مجموعه D′

احاطه گر عدد γ(G)

باز همسایه م΄انͬ احاطه گر مجموعه D

باز همسایه م΄انͬ احاطه گری عدد OLD(G)

OLD مجموعه ΁ی در رئوس درصدی ام΄ان مینیمم OLD٪(G)



۶١

نام نماد
{٠, ١} مجموعه از n طول با رشته ای {٠, ١}n

م΄انͬ احاطه گر LD

م΄انͬ احاطه گری عدد LD(G)

v از k حداکثر فاصله در رئوس مجموعه Nk[v]

G گراف قطر diam(G)

G گراف شعاع r(G)

B به کاهشͬ جمله ای چند A A ≤ B

رأس n با مسیر Pn

دارند. OLD مجموعه که درخت هایی خانواده ℑ

رأس n با مسیر Pn

S(K١,t−١) یال هر زیرتقسیم S(k١,t−١)
OLD مجموعه ΁ی در v رأس ΁ی از باز شار Sh(v,D)

نامتناهͬ مربعͬ شب΄ه Z × Z

نامتناهͬ ضلعͬ شش شب΄ه HX

نامتناهͬ مثلثͬ شب΄ه TR

ͬ آید م دست به Tn پایانͬ رئوس حذف با که Tn زیردرخت T ∗
n

T از درونͬ رأس v v ∈ T ∗

T درخت مؤلفه T d

OLD(G) = k و n مرتبه از گرافͬ Gn,k
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Abstract

A subset D of vertices in a graph G = (V ;E) is an open neighborhood locating-dominating
set ( OLD-set ) for G if for every two vertices u; v of V (G) the sets N(u) ∩ D and N(v) ∩ D

are non-empty and different. The open neighborhood locating-domination numberOLD(G) is the
minimum cardinality of an OLD-set for G.
It is shown in this thesis that the problem finding the open neighborhood locating-dominating
number NP-complete problems. Then, we describe minimum possible percentage of vertexOLD-
sets for various infinte grid graphs. Alsoو we examin the results of the open neighborhood locating-
domination number on paths, trees and graphs and the bounds for open neighborhood locating-
domination number for these types of graphs.

Keywords: Open neighborhood locating-dominating set, Open neighborhood locating-dominating
number, Minimum possible percentage of vertex for infinte grid graphs.
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