




ریاضی علوم دانشکده

ریاضی آنالیز گرایش محض، ریاضی رشته

ارشد کارشناسی پایان�نامه

در ارز تک همساز توابع تحدب یکجهتبررسی
نظام�پرست سارا نگارنده:

راهنما استاد

معتمدنژاد احمد دکتر

١٣٩۶ شهريور





 





تقدیم امتنان و افتخار کمال در و بیکران سپاس و تشکر ضمن را نامه پایان این
می�نمایم؛

تحصیل طول تمام در که او است من زندگی در الهی لطف نشانه�ی که مهربانم همسر به
صبر اسوه اوکه می�باشد، زندگیم سار �سایه مهربانیش سایه و بوده من همگام و همراه

نمود؛ تسهیل برایم را مسیر مشکلات و بوده تحمل و
زندگیم؛ تمام طول در من حامی و استوار کوهی پدرم به

عطوفت و مهر مدیون را زندگیم که دلم، نامه لغت در واژه�ها مقدس�ترین مهربانم مادر به
نخواهد غروب هرگز و پابرجاست همچنان قلبم آستان در مهرش آفتاب آنکه می�دانم آن

کرد؛
وجودشان و هستند پشتوانه�هایزندگیم و همیشگی همراه که ارمیا) و (سارینا فرزندانم به

است. من آرامش مایه و بخش شادی

چ



سپاس�گزاری...

پایان به را رساله این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان شکر
از قدردانی مقام در که است آن از اجل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون برسانم.
که آنجایی از اما بنگارم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، شائبه�ی بی زحمات
و می�کند تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانی از سپاس معلم، از تجلیل
لم من باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ سپرده�اند دستش به که امانت�هایی سلامت
جناب اندیشمندم و فاضل استاد از عزˁوجلˁ؛ الʓّه یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر
هیچ از فروتنی و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که معتمدنژاد احمد دکتر آقای
ایشان چمشداشت بی یاری و راهنمایی�ها با ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی

نمودند. آسان�تر برایم را سختی�ها
و پدر و گرامی همسر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
این در که می�کنم تشکر را مقدسشان وجود ستایشمی�کنم خدا، از بعد و عزیزم مادر

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین

نظام�پرست سارا
١٣٩۶ شهريور
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نامه تعهد
ریاضی علوم محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی نظام�پرست سارا اینجانب
یک در ارز تک همساز توابع تحدب بررسی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد معتمدنژاد احمد راهنمایی تحت ، جهت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
نظام�پرست سارا
١٣٩۶ شهريور

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

خ





چکیده
SH(κ, γ, ϕ) رده و همساز کانفرمال های نگاشت از S٠H ،SH های رده ابتدا نامه پایان این در
نگاشت خطی ترکیبات برای کافی شرایط و کرده معرفی را همساز کانفرمال شبه نگاشت�های از
می�کنیم. بررسی را می�باشند محدب جهت یک در که مشابه رده یک در رده�ها این های
محدب همساز توابع بررسی به چنین هم می�یابیم. |f(z)| و |fz(z)| ،|fz(z)| برای کران�هایی

می�پردازیم. موهومی یا حقیقی محور جهت در نرمالیزه

همساز، توابع محدب، توابع ستاره�گون، توابع تک�ارز، توابع تحلیلی، توابع کلیدی: واژه�های
خطی. ترکیبات ضرایب، کران کانفرمال، نگاشت نگهدار، جهت تحلیلی، انحراف

ذ





پایان�نامه از مستخرج مقالات لیست

ز
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١ فصل
مقدماتی تعاریف

تعاریف و نماد�گذاری ١.١
می�شود: استفاده زیر نمادهای از نامه پایان این در

حقیقی اعداد مجموعه R

طبیعی اعداد مجموعه N

مختلط اعداد مجموعه C

مختلط اعداد حقیقی قسمت Re

مختلط اعداد موهومی قسمت Im

در f گوییم باشد مختلط تابع یک f : Ω → C و باز مجموعه یک Ω کنیم فرض .١.١ تعریف
هرگاه است پذیر مشتق z٠ ∈ Ω

lim
z→z٠

f(z)− f(z٠)
z − z٠
می�دهیم. نشان f ′(z٠) با را آن و باشد موجود

پذیر مشتق zهمسایگی٠ یک در هرگاه گوییم تحلیلی z٠ در را f : C → C تابع .٢.١ تعریف
باشد.

می�شود. نامیده میدان یک ،C در همبند و باز مجموعه هر .٣.١ تعریف



مقدماتی تعاریف ٢
واحد دیسک در که f(z) = z + a٢z٢ + . . . توابع همه رده� (قرارداد) .۴.١ تعریف

می�دهیم. نمایش A با را می�باشند تحلیلی D = {z ∈ C; |z| < ١}
باشد DR = {z ∈ C : |z| < R}دیسک در تحلیلی تابعی f(z) فرضکنیم شوارتز١) (لم .١.١ لم
در باشد، f تابع m مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و

این�صورت:
|f(z)| ⩽ M

Rm
|z|m (z ∈ DR)

که می�شود برقرار زمانی تساوی فوق، رابطه�ی در همچنین
f(z) = eiθ

M

Rm
zm

است. ثابت مقداری θ آن در به�طوری�که
همساز٢ D در شده، تعریف D میدان در که U(x, y) پیوسته و مقدار حقیقی تابع .۵.١ تعریف
نماید. صدق زیر معادله در و بوده پیوسته دوم و اول مراتب نسبی مشتقات دارای هرگاه گویند

∂٢U
∂x٢ +

∂٢U
∂y٢ = ٠
است. مشهور لاپلاس٣ معادله به معادله این

هرگاه است u همساز مزدوج v گوییم باشند، Ω ناحیه بر همساز توابع v و u اگر .۶.١ تعریف
کنند. صدق ریمان کوشی معادلات در v و u توابع Ω نقطه هر در

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

پیوسته تابع آنگاه باشند D ساده همبند ناحیه بر همساز حقیقی توابع v و u اگر .٧.١ تعریف
می�شود. نامیده همساز D بر شده تعریف D بر که f = u+ iv

u اگر تنها اگرو است u همساز مزدوج v که داریم را زیر پادتقارنی خاصیت این .١.١ يادآوری
تحلیلی f جا هر که می�شود نتیجه امر این به توجه از مطلب این اثبات باشد. −v همساز مزدوج

است. تحلیلی نیز if = i(u+ iv) = −v + iu باشد،
یک موهومی) (یا حقیقی قسمت با همساز تابعی که می�کند بیان را لازمی لاپلاسشرط معادله

باشد. تحلیلی تابع
١Schwarz
٢Harmonic
٣Laplace equation



٣ S رده
صفحه تمام از غیر به ساده�ای همبند میدان D کنیم [٢٠]فرض ریمان۴) (نگاشت .١.١ قضیه
پوشا و یک به یک تحلیلی، فرد به منحصر تابع این�صورت در باشد. میدان این در نقطه�ای z٠ و

است. f ′(z٠) > ٠ و f(z٠) = ٠ و می�نگارد |z| < ١ دیسک بر را D که است موجود f(z)
داشته z١ ̸= z٢ که D در z٢ و z١ هر برای هرگاه گوییم ارز۵ تک D روی را f(z) تابع .٨.١ تعریف

.f(z١) ̸= f(z٢) باشیم
تک z همسایگی یک در هرگاه گوییم ارز تک موضعا z ∈ D نقطه در را f(z) تابع .٩.١ تعریف

باشد. ارز

S رده ٢.١
که هستند جالبی شرایط واجد هستند، یک) به (یک ارز تک هم و تحلیلی هم که توابعی
نگاشت قضیه موجب به می�نگارند. ساده همبند میدان�های بر را ساده همبند میدان�های
باشد شده تعریف صفحه) تمامی از غیر (به ساده همبند میدان در که ارز، تک تابع هر ریمان،
توابعی به را خود بنابراین کرد. متناظر است شده تعریف واحد دیسک در که تابعی با می�توان را
صفر مبدا در تابع کنیم فرض چنانچه اگر و می�کنیم محدود شده�اند تعریف واحد دیسک بر که
نتایج این�صورت در دارد، صفر مخالف مشتق مبدا در و بود) خواهد نیز تابع صفر تنها که است(
هر نیست، صفر هرگز ارز تک تابع مشتق زیرا بود. خواهند برخوردار زیبا�تری شکل از حاصله
رده کرد. تحویل مذکور، شکل از است تابعی که ، |f(z)− f(٠)|

f ′(٠) به می�توان را f(z) ارز تک تابع
می�شوند. مشخص حرف یک با صادق�اند مذکور محدودیت�های در که توابعی

با و بوده ارز تک و تحلیلی |z| < ١ واحد دیسک در که را f(z) توابع همه� رده� .١٠.١ تعریف
S در f(z) تابع پس می�دهیم. نمایش S با گردیده�اند نرمالیزه f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط

است: زیر توانی نمایش دارای

f(z) = z + a٢z٢ + a٣z٣ + . . . (|z| < ١)

.g(z) = z

√
f(z٢)
z٢ ∈ S آنگاه ،f(z) ∈ S اگر .٢.١ لم

داریم: لذا f(z) = z + a٢z٢ + . . . کنید فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)
z٢ = z

√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + . . . (١.١)

۴Riemann
۵Univalent



مقدماتی تعاریف ۴
g(٠) = ٠ و می�باشد تحلیلی واحد دیسک بر g(z) تابع می�گیریم)، نظر در را √· اصلی (شاخه�ی
در z١

√√√√f(z٢١ )
z٢١

= z٢

√√√√f(z٢٢)
z٢٢

یعنی g(z١) = g(z٢) اگر ارزی، تک اثبات برای است. g′(٠) = ١ و
می�باشد یک به یک f چون و f(z٢١ ) = f(z٢٢) این�صورت

لذا است فرد تابع g(z) که می�شود ملاحظه (١.١) از .z١ = −z٢ یا z١ = z٢ یعنی ،z٢١ = z٢٢ داریم
z١ = z٢ پس است. تناقض در فرض با که می�دهد نتیجه را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢

می�شود. اثبات g(z) ارزی تک و
.|a٢| ⩽ ٢ آنگاه باشد، f(z) ∈ S [٢٠]اگر .٢.١ قضیه

آنگاه باشد حقیقی α و a٢ = ٢eiα اگر قضیه٢.١، در کوئب۶) (تابع .١.١ مثال
لذا . g(z) = z

(١−eiαz)٢ = z

√
f(z٢)
z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢ = z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

: می�رسیم زیر تابع به α = ٠ دادن قرار با
k(z) =

z

(١− z)٢ =
١
۴(
١+ z

١− z
)٢ − ١

۴
محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < ١ دیسک تابع این است. معروف کوئب تابع به که

می�نگارد. است، شده بریده ∞ تا −١۴ از منفی حقیقی
.|c| ⩾ ١۴ آنگاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). .٣.١ قضیه

به متعلق نیز g(z) = cf(z)

c− f(z)
تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z+ a٢z٢+ · · · می�دانیم برهان.

می�باشد. S

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

طرفی: از .|a٢ + ١
c
| ⩽ ٢ قضیه٢.١داریم به بنا

|١
c
| − |a٢| ⩽ |a٢ +

١
c
| ⩽ ٢ =⇒ |١

c
| ⩽ ٢+ |a٢|

: داریم لذا است. |a٢| ⩽ ٢ پس ،f(z) ∈ S چون
|١
c
| ⩽ ۴ =⇒ |c| ⩾ ١

۴

۶Koebe



۵ S رده
: آنگاه باشد، z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .٣.١ لم

Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|

نظر در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای می�توان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
: لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت.
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم: r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: حقیقی قسمت�های محاسبه�ی با
r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}

: آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر .۴.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣ ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١+ r

(١− r)٣ (|z| = r < ١)

خودش بر را واحد دیسک و پوشاست و یک به یک تحلیلی، ω =
z + z٠١+ z٠z تابع می�دانیم برهان.

ارز تک و تحلیلی (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠١+ z٠z ) = b٠+ b١z+ b٢z٢ تابع لذا می�نگارد.

داریم: است،
g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تابع این�که به توجه با نیست، Sبه متعلق پس نمی�باشد نرمالیزه g(z) چون
یعنی: |b٢

b١
| ⩽ ٢ قضیه٢.١، بنابر لذا می�گیرد، قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢
∣∣∣∣f ′′(zo)f ′(z٠) (١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣∣ ⩽ ٢

: داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣∣∣با ′′(z٠)f ′(z٠) − ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣∣∣ ⩽ ۴|z٠|
١− |z٢|٠



مقدماتی تعاریف ۶
: می�دهیم قرار است، دلخواه z٠ چون zf∣∣∣∣∣حال ′′(z)f ′(z)

− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣∣∣ ⩽ ۴r
١− r٢

لذا: است واقع ٢r٢
١− r٢ مرکز به و

۴r
١− r٢ شعاع به دایره�ای در zf ′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١− r٢ ⩽ Re

zf ′′(z)

f ′(z)
⩽ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

: یعنی Rezf ′′(z)
f ′(z)

= r
∂

∂r
log |f ′(z)| می�دانیم ٣.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢ ⩽ r

∂

∂r
log |f ′(z)| ⩽ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢ ⩽ ∂

∂r
log |f ′(z)| ⩽ ٢r + ۴

١− r٢

: می�گیریم انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال
log(١− r)− ٣ log(١+ r) ⩽ log |f ′(z)| ⩽ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

: نتیجه در
١− r

(١+ r)٣ ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١+ r

(١− r)٣ (|z| = r < ١)

با است برابر k(z) = z

(١− z)٢ = z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع مشتق .٢.١ مثال
k′(z) =

١+ z

(١− z)٣
می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ،۴.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا

: آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر .۵.١ قضیه
r

(١+ r)٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r

(١− r)٢ (|z| = r < ١)

خط یک با را ٠ نقطه�ی .|f ′(z)| ⩽ ١+ r

(١− r)٣ داریم |z| = r < ١ برای ۴.١ قضیه�ی بر بنا برهان.
می�گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم

|f(z)| ⩽
∫ r

٠ |f ′(t)|dt ⩽
∫ r

٠
١+ t

(١− t)٣dt =
r

(١− r)٢



٧ S رده

است. برقرار همواره r

(١+ r)٢ ⩽ ١
۴ نامساوی

٣.١ قضیه�ی بر بنا باشد، |f(z)| < ١
۴ اگر و

r

(١+ r)٢ ⩽ |f(z)| آنگاه باشد، |f(z)| ⩾ ١
۴ اگر حال

f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر
: این�صورت در می�پوشاند را

|f(z)| =
∫
c٠
|dω| =

∫
c
|f ′(s)||ds|

: ۴.١ قضیه�ی به بنا طرفی از
|f(z)| =

∫
c
|f ′(s)||ds| ⩾

∫
c
|f ′(s)|d|s| ⩾ ١− t

(١+ t)٣dt =
r

(١+ r)٢

: داریم لذا
r

(١+ r)٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r

(١− r)٢

z = r در ۵.١ قضیه�ی بالای کران k(z) = z

(١− z)٢ = z+٢z٢+ · · · کوئب تابع برای .٣.١ مثال
می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و

،nهر برای آنگاه باشد S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anzn [٢٠]اگر (لیتلوود٧) .۶.١ قضیه
.|an| ⩽ en

باشد، داشته حقیقی ضرایب و باشد S رده��ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anzn تابع اگر .٧.١ قضیه
.|an| ⩽ n داریم n هر برای آنگاه

می�دهیم: قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =

∞∑
k=١

akr
k sin kθ

: داریم π تا ٠ از انتگرال�گیری و sinnθدر فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
٢
π

∫ π

٠ υ(reiθ) sinnθdθ =
٢
π

∫ π

٠ anr
n sin٢ nθdθ = anr

n (٢.١)
رابطه�ی به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ⩽ | sinnθ|+ | sin θ|

٧Littlewood’s



مقدماتی تعاریف ٨
می�شود (٢.١)نتیجه رابطه�ی از لذا |sinnθ| ⩽ n|sinθ| که داد نشان می�توان استقرایی روش به و

که
|anrn| ⩽

٢n
π

∫ π

٠ |υ(reiθ)| sin θdθ (٣.١)
: (٠ < θ < π, ٠ < r < ١) آن در که ، υ(reiθ) ̸= ٠ می�دهیم نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =

∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ)

ثابتی جبری علامت ٠ < θ < π فاصله در پس است، پیوسته تابعی θ به نسبت υ(reiθ)چون
: لذا دارد.

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠ υ(reiθ) sin θdθ| = ٢
π

∫ π

٠ |υ(reiθ)| sin θdθ (۴.١)
می�گردد. ثابت قضیه r → ١ با و می�آید بدست |anrn| ⩽ nr رابطه ، (٣.١) (۴.١)در جایگزینی با

S∗رده�ی ٣.١
نقطه هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .١١.١ تعریف
گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع بگیرد. قرار D در می�کند وصل z٠ به را D از
این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نگاشته میدانی بر f(z) با |z| < ١ دیسک گاه هر

می�شود. داده نشان S∗ با S رده�ی زیر
|z| < دیسک هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .۴.١ لم

بنگارد. ستاره�گون میدان بر را r < ١
f(z) تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗کنیم فرض ابتدا برهان.
مبدا به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنگاه باشد، w ∈ D اگر باشد.
صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیلی |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تابع لذا می�باشد)
w١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون .|g(z)| ⩽ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون می�کند.
فرض با دلخواه tبرای و |z١| < فرض١ با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در می�کنیم. انتخاب را

: داریم ٠ < t < ١
|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ⩽ |z١| < r

و Dr در ها W١ همه�ی برای مطلب این چون دارد. قرار Dr tω١در که است معنی بدان این ولی
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها همه�ی



٩ S∗رده�ی
به�طوری�که است موجود w٠ ∈ D نقطه آنگاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z)اگر عکس، بر
انتخاب را |z| < r < ١ دیسک اینک نمی�باشد. D به متعلق t٠w٠، (٠ < t٠ < ١) t٠ای، برای

باشد. w٠ نقطه�ی شامل Dr تصویرش به�طوری�که می�کنیم
ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ، f(z) پس نیست. Dr به متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون

نمی�نگارد.
اگر: تنها اگرو f(z) ∈ S∗ این�صورت در باشد، f(z) ∈ S کنیم فرض .٨.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

یکمیدانستاره�گون |z| < r < ١ Drاز تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ۴.١ لم به توجه با برهان.
Dr در باید w = f(reiθ) تا w = ٠ از شعاعی بردار (٠ ⩽ θ ⩽ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد.
است، صعودی اکیدا θ به نسبت که است تابعی arg f(reiθ) که است معنی بدان این ولی باشد
یک پس کند. قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز می�بایست شعاعی بردار این�صورت غیر در زیرا
،arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ولی می�شود. مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع

بنابراین:

∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

ω صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی k(z)در = z

(١− z)٢ کوئب تابع .۴.١ مثال
همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١۴ پرتو امتداد در که می�باشد
Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{١+ z

١− z

}
،|z| < ١ برای اگر است. تحلیلی f(z) = ١+∑∞

n=١ anzn ،|z| < ١ برای کنیم فرض .٩.١ قضیه
.|an| ⩽ ٢ ،n هر برای آنگاه ،Ref(z) > ٠

.|an| ⩽ n ،n هر برای آنگاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anzn کنیم فرض .١٠.١ قضیه
تابع f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+∑∞

n=٢ nanzn−١١+∑∞
n=٢ anzn−١

(۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن می�توان لذا است. تحلیلی |z| < ١ در
P (z) = ١+

∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)



مقدماتی تعاریف ١٠
می�دانیم: ٢.١ قضیه�ی بر بنا .Re {P (z)} > ٠ پس f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای طرفی از

|αn| ⩽ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (٧.١)
داریم: و(١.۶) از(١.۵)

١+
∞∑

n=٢
nanz

n−١ = (١+
∞∑

n=٢
anz

n−١)(١+
∞∑

n=٢
anz

n)

می�رسیم: زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

: معادل به�صورت یا و
(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (٨.١)

لذا برد (٨.١)به�کار در را مثلث نامساوی می�توان (٧.١) کران از استفاده با
(k − ١)|ak| ⩽ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

باشیم داشته k = ٢,٣, · · · , n − ١ برای کنیم فرض سپس .|a٢| ⩽ ٢ داریم فوق رابطه�ی از
: این�صورت در .|ak| ⩽ k

(n− ١)|an| ⩽ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا می�باشد برقرار |an| ⩽ n رابطه لذا و
: هرگاه می�شود نامیده (٠ ⩽ α < ١)α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .١٢.١ تعریف

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> α (|z| < ١)

می�دهیم. نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این
اگر (٠ ⩽ α < ١) ،f(z) = z +

∑∞
n=٢ anzn کنیم فرض .١١.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ⩽ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) آنگاه
مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در z f ′(z)

f(z)
دهیم نشان است ١٢.١کافی تعریف بر بنا برهان.

دارد. قرار ١∣∣∣z f ′(z)
f(z)

− ١∣∣∣ = ∣∣∣zf ′(z)− f(z)

f(z)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anzn

∣∣∣∣

⩽
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−∑∞

n=٢ |an||z|n−١
⩽
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−∑∞

n=٢ |an|



١١ K رده�ی
اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای قبل جمله آخرین

∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ⩽ (١− α)(١−
∞∑

n=٢
|an|)

بنابراین است. برقرار رابطه این فرض، بر بنا .∑∞
n=٢(n− α)|an| ⩽ ١− α با است معادل که

.∣∣∣z f ′(z)
f(z)

− ١∣∣∣ ⩽ ١− α

Kرده�ی ۴.١
به�هم را D از نقطه دو هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان تعریف١٣.١.

بگیرد. قرار D در می�کند وصل

یک بر f(z) تابع تحت |z| < ١ واحد دیسک هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع .١۴.١ تعریف
. می�دهیم نشان K با را S رده�ی زیر این شود، نگاشته محدب میدان

دیسک هر f(z) اگر تنها اگرو f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .١٢.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D f(z)و ∈ K می�کنیم فرض ابتدا برهان.
(٠ < t < ١) خط پاره که دهیم نشان باید می�کنیم. انتخاب Drدر را w٢، w١ نقاط f(z)باشد.
به�طوری� هستند موجود |z| < ١ دیسک در z٢ و z١ نقاط دارد. قرار Dr در هم tw١+ (١− t)w٢،
تصویر آنگاه |z١| ⩽ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون . ω٢ = f(z٢) و ω١ = f(z١) که
h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf

(
(
z١
z٢

)z

)
+(١− t)f(z) تابع تحت |z| < ١

می�کند، صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است تحلیلی |z| < ١ در
: به�ویژه .|h(z)| ⩽ |z| شوارتز لم موجب به

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ⩽ |z٢| < r (٩.١)
ولی tw١ + (١− t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ دیسک در z٠ای نقطه�ی ، Dr ⊂ Dچون
بر نقطه هر پس باشد. |z| < ١ دیسک در می�بایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(٩.١)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢ خط پاره
دو این بر مار پاره�خط که دارند وجود D در نقطه دو آنگاه نباشد K رده�ی در f(z) اگر برعکس،
شامل Dr تصویرش که می�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند دیسکی اینک ندارد. قرار D در نقطه
نمی�تواند می�کند، وصل به�هم را نقطه دو این که خطی پاره Dr ⊂ D چون باشد. نقطه دو این

نمی�کند. تصویر محدب میدان یک بر را |z| < rدیسک f(z) لذا باشد، داشته قرار Dr در



مقدماتی تعاریف ١٢
این�صورت در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .١٣.١ قضیه

اگر: تنها و� اگر f(z) ∈ K

Re

{
١+ zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١)

محدب میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و f(z)اگر ∈ K قضیه�ی٩.١، بر بنا برهان.
یک بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تابع که است معنی بدان این هندسی نظر از باشد.
حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θ افزایش با مرز، این بر مماس و می�نگارد ساده مرز
با: است برابر می�سازد حقیقی محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای می�دانیم می�کند.

π

٢ + θ + arg f ′(z)

می�گردد: مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا
∂

∂θ

(π
٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

لذا: و
١+ ∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
(ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+ zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

.f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ با باشد D ِ در تحلیلی تابع یک f کنیم فرض (الکساندر٨) .١۴.١ قضیه
.zf ′(z) ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در

: این�صورت در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+ zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

چنین نیز راست سمت تابع اگر تنها و اگر است مثبت و تحلیلی D در چب سمت تابع لذا
باشد.

.|an| ⩽ ١ ،nهر برای این�صورت در باشد. K در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anzn فرضکنیم .١۵.١ قضیه
قضیه�ی بر بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z+

∑∞
n=٢ nanzn تابع ١۴.١ قضیه به توجه با برهان.

. |an| ⩽ ١ نتیجه در و |nan| ⩽ n ،nهر برای ١٠.١
. |c| ⩾ ١

٢ آنگاه f(z) ̸= c باشیم |z|داشته < ١ برای f(z) ∈ K اگر .١۶.١ قضیه
٨Alexander



١٣ K رده�ی
نقطه� دو ، است ارز تک |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ کمکی تابع می�دهیم نشان ابتدا برهان.

: این�صورت در می�کنیم انتخاب واحد دیسک در z١ و z٠ متمایز
g(z٠)− g(z١) =

(
(c− f(z٠))٢ − (c− f(z١))٢

)
=
(
f(z٠)− f(z١)

)(
f(z٠) + f(z١)− ٢c

)
نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین می�باشد. ارز تک f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد. c مساوی نمی�تواند لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]
f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠

است. S در زیر نرمال تابع g(z) = c٢−٢cz+ z٢+ · · · چون می�شود. ثابت g(z)ارزی تک لذا و

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢
٢c ) + · · ·

قضیه�ی بردن به��کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا ،h(z) ̸= c

٢ ، |z| < در١ بعلاوه
.|c| ⩾ ١

٢ یا و |
c

٢ | ⩾
١
۴ می�یابیم در پوششی

:|z| = r < ١ برای آنگاه باشد، f(z) ∈ K اگر .١٧.١ قضیه
١

(١+ r)٢ ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١
(١− r)٢

واحد دیسک و پوشاست و یک به یک تحلیلی، w =
z + z٠١+ z̄٠z (|z٠| < ١) تابع می�دانیم برهان.

تابع پس می�نگارد، خودش بر را
g(z) = f

(
z + z٠١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z٢

: بنابراین است. ارز تک و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′z١)٠− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)

)
تابع این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمی�باشد نرمالیزه g(z) تابع چون

g(z)− g(٠)
g′(٠) = z +

b٢
b١
z٢ + · · ·

: قضیه�ی١.١۵ به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا می�گیرد قرار Sدر
١
٢
∣∣∣f ′′(z٠)
f ′(z٠) (١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ⩽ ١



مقدماتی تعاریف ١۴
داریم: ٢|z٠|

١− |z٢|٠
در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

∣∣∣z٠f ′′(z٠)
f ′(z٠) − ٢|z٢|٠

١− |z٢|٠
∣∣∣ ⩽ ٢|z٠|

١− |z٢|٠

داریم: است دلخواه z٠ چون حال
∣∣∣zf ′′(z)
f ′(z)

− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ⩽ ٢r
١− r٢

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢ ⩽ zf ′′(z)

f ′(z)
⩽ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢ ⩽ ∂

∂r
log |f ′(z)| ⩽ ٢r + ٢

١− r٢

: می�گیریم انتگرال r تا ٠ از حال
−٢ log(١+ r) ⩽ log |f ′(z)| ⩽ −٢ log(١− r)

: لذا
١

(١+ r)٢ ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١
(١− r)٢

،|z| = r < ١ برای آنگاه باشد f(z) ∈ K اگر .١٨.١ قضیه
r

١+ r
⩽ |f(z)| ⩽ r

١− r

یک با z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ⩽ ١
(١− r)٢ داریم. |z| = r < ١ برای ١٧.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

می�گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط
|f(z)| =

∫ r

٠ |f ′(t)|dt ⩽
∫ r

٠
١

(١− t)٢dt =
r

١− r
.

اگر و r

(١+ r)
⩽ |f(z)| لذا |f(z)| ⩾ ١۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
⩽ ١
۴ نامساوی

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر پوششی قضیه�ی طبق |f(z)| < ١۴
این�صورت: در می�پوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره

|f(z)| =
∫
c٠
|dw| =

∫
c
|f ′(s)||ds|



١۵ K رده�ی
: قبل قضیه�ی بر بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c
|f ′(s)||ds| ⩾

∫
c
|f ′(s)|d|s| ⩾ ١

(١+ t)٢dt =
r

١+ r

: داریم لذا
r

(١+ r)
⩽ |f(z)| ⩽ r

(١− r)





٢ فصل
کران�های و انحراف رشد، بررسی

ضرایب

مقدمه ١.٢
می�پردازیم. موهومی یا حقیقی محور جهت در محدب همساز توابع بررسی به فصل این در
رشد، قضیه به ادامه در هم�چنین می�آوریم. به�دست |f(z)| و |fz(z)| ،|fz(z)| برای کران�هایی
پایان در و می�پردازیم توابع از رده این توانی سری بسط |bn| و |an| روی ضرایب کران� و انحراف

آورد. خواهیم شکل رسم با مثالی
تابع یک را D = {z ∈ C : |z| < ١} واحد دیسک روی f(z) مقدار مختلط تابع .١.٢ تعریف

کند. صدق زیر رابطه در و باشد پیوسته دوم مرتبه مشتق دارای f هرگاه گوییم همساز
∆f = ۴fzz = ٠

زير صورت به و داده نمايش Jf (z) با را f تابع ژاكوبين f = u + iv كنيد فرض .٢.٢ تعریف
كنيم. می تعريف

Jf (z) =

∣∣∣∣∣∣ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣∣ = uxvy − vxuy

١٧



ضرایب کران�های و انحراف رشد، بررسی ١٨
Jf (z) > ٠ هرگاه گويند نگهدار١ جهت را D ساده همبند دامنه در f همساز تابع .٣.٢ تعریف

باشد. Jf (z) < ٠ هرگاه گويند برگردان جهت و
D دامنه بر یک به یک موضعا مختلط همساز تابع یک f كنيد فرض لوی). (قضيه ١.٢ قضیه

. Jf (z) ̸= ٠ ،z ∈ D هر ازای به آنگاه باشد.
g(z) و h(z) تحلیلی توابع D واحد دیسک در شده تعریف f(z) همساز تابع هر برای .١.٢ لم

به�طوریکه موجودند
f(z) = h(z) + g(z).

تعریف D واحد دیسک بر که نامیم f(z) مقدار مختلط همساز توابع همه رده را H تعریف٢.۴.
.f(٠) = fz(٠)− ١ = ٠ و شده

چنین می�نامیم. نگهدار جهت و ارز تک توابع شامل H رده از رده�ای زیر را SH .۵.٢ تعریف
که طوری به نوشت f = h+ g صورت به می�توان را تابعی

h(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n (١.٢)

g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n

باشند. می تحلیلی D بر
SH از ای رده زیر را g(z) ≡ ٠ با شده نرمالیزه و ارز تک تحلیلی توابع شامل S رده .۶.٢ تعریف

می�کنیم. تعریف
برای هرگاه گویند (٠ ⩽ γ < π) γ جهت در محدب را مختلط صفحه در Ω دامنه .٧.٢ تعریف

باشد. تهی يا همبند Ω ∩ {a+ teiγ : t ∈ R} مجموعه ،a ∈ C هر
دهند می نمايش CHD با و گويند حقيقی محور جهت در محدب را دامنه يك خاص حالت در
را ارز تك همساز نگاشت يك باشد. تهی) (يا همبند افقی خطوط با دامنه آن اشتراك هرگاه

باشد. CHD آن برد هرگاه گويند CHD
دامنه یک بر ارز تک بطور f تحت D هرگاه نامیم γ جهت در محدب را f(z) تابع .٨.٢ تعریف

شود. نگاشته γ جهت در محدب
می�کنیم. تعریف زیر �صورت به را همساز تابع یک تحلیلی٢ انحراف .٩.٢ تعریف

ω(z) =
g′(z)

h′(z)

١Sense-preserving
٢Analytic dilatation



١٩ مقدمه
داریم: صورت این در باشد نگهدار جهت و ارز تک موضعا f اگر که کنید توجه

|ω(z)| < ١

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را S٠H رده زیر .١٠.٢ تعریف
S٠H =

{
f = h+ g : f ∈ SH , g

′(٠) = ٠}
می�کنیم. تعریف تحلیلی توابع شامل S٠H از رده�ای زیر را A .١١.٢ تعریف

نیست نیاری باشند محدب تحلیلی �توابع g و f اگر حتی داد نشان ٣ گریگور مک
λf + (١− λ)g (٠ ⩽ λ ⩽ ١)

تابع دو از خطی ترکیب شدن همساز برای لازم شرایط بررسی به ادامه در .[١٣] باشد ارز تک
محور جهت در که S٠H در توابع شامل محدب توابع از رده دو فصل این در می�پردازیم. همساز

می�کنیم. بررسی را می�شوند ساخته ۴ برش ساختار به�صورت و محدب موهومی و حقیقی

باشد. ارز تک موضعا Dروی f = h+g همساز تابع فرضکنید [۵] برش). (تکنیک ٢.٢ قضیه
باشد. CHD و ارز تک D روی h− g اگر تنها و اگر است CHD و ارز تک D روی f آنگاه

را ω مانند خاص تحلیلی انحراف یک با ارز تک همساز توابع ساخت برای راهی ٢.٢ قضیه
می�کند. فراهم

توابع ساخت برای را روشی اسمال٧ شیل- و کلونی۶ بار اولین برش۵ تکنیک از استفاده با
(انحراف- ω(z) و φ(z) تابع دو بر مبتنی روش این نمودند، ارائه f = h + g ارز تک و همساز
محور جهت در محدب و D روی تحلیلی تابع یک φ := h(z)− g(z) آن در که می�باشد تحلیلی)
با می�باشد. |ω(z)| < ١ و تحلیلی D روی ω(z) :=

g′(z)

h′(z)
تحلیلی انحراف و (CHD)حقیقی

h′(z) =
φ′(z)

١− ω(z)
و g′(z) = φ′(z)ω(z)

١− ω(z)
یافت. دست معادلاتزیر به می�توان توابع این از استفاده

را f = h+ g تابع آنالایتیک٩ کو- و آنالایتیک٨ قسمت می�توان h′(z) و g′(z) از گیری انتگرال با
گویند. تحلیلی انحراف ω(z) با φ(z) از افقی برش را روش این می�آوریم. به�دست

٣Macgregor
۴shear construction
۵Shearing Technique
۶Clunie
٧Sheil-Small
٨Analytic
٩Co- Analytic



ضرایب کران�های و انحراف رشد، بررسی ٢٠
CHDتابعی e−iαh−eiαg و e−iαf لذا باشد محدب αجهت در f تابع فرضکنیم يادآوری١.٢.
که توابعی برای را ٢.٢ قضیه می�توان لذا و است محدب α جهت در h− e٢iα بنابراین می�باشد.

برد. به�کار را می�باشند محدب حقیقی محور از غیر جهت در
محور جهت در که توابعی ساخت برای α = (π٢ ) که وقتی ساختار این از می�توان خاص طور به

می�دهیم. نمایش CIA با را رده این کنیم استفاده هستند محدب موهومی

نگاشت�های انحرافبراییکردهخاصاز و قضایایرشد ٢.٢
همساز

به همگرا z′′n و z = ١ به همگرا z′n نقاط هرگاه است نرمالیزه ψ(z) تابع گوییم .١٢.٢ تعریف
که: طوری به باشند، موجود z = −١

lim
n→∞

Re
{
ψ(z′n)

}
= sup

|z|<١
Re
{
ψ(z)

} (٢.٢)
و

lim
n→∞

Re
{
ψ(z′′n)

}
= inf

|z|<١Re
{
ψ(z)

}
مورد را هستند محدب موهومی محور جهت در که ψ تحلیلی توابع اسچوبر و هنگارتنر

دادند[٨]. نشان توابع این برای را زیر قضیه و دادند قرار بررسی و مطالعه
| z |< ١ برای این�صورت در باشد ثابت غیر و تحلیلی | z |< ١ برای ψ فرضکنید [٨] .٣.٢ قضیه

داریم:
Re
{
(١− z٢)ψ′(z)

}
⩾ ٠

اگر تنها و اگر
باشد. ارز تک D روی ψ .١

.ψ(D) ∈ CIA .٢
نماید. صدق (٢.٢) رابطه در ψ .٣

باشد. Re{(١− z٢)ψ′(z)
}
⩾ ٠ و تحلیلی واحد دیسک در ψ کنید فرض [٨] .۴.٢ قضیه

آنگاه
(١− r)|ψ′(٠)|
(١+ r)(١+ r٢) ⩽ |ψ′(z)| ⩽ |ψ′(٠)|

(١− r)٢ (| z |⩽ r < ١) (٣.٢)
،φ′ = h′ − g′ و f ∈ S٠H حقیقی، محور جهت در محدب f = h + g کنید فرض .۵.٢ قضیه

: داریم |z| ⩽ r برای آنگاه کند. صدق (٢.٢) رابطه در φ و .ω =
(g′
h′

)
١− r

(١− r)١)٢+ r٢) ⩽
∣∣∣fz(z)∣∣∣ ⩽ ١

(١− r)٣ (۴.٢)



٢١ همساز نگاشت�های از خاص رده یک برای انحراف و رشد قضایای
و

|ω(z)|(١− r)

(١+ r)١)٢+ r٢) ⩽
∣∣∣fz(z)∣∣∣ ⩽ r

(١− r)٣ (۵.٢)
پایین کران برای و φ(z) = z

١+ iz
و ω(z) = −iz ازای به (۵.٢) و (۴.٢) روابط بالا کران برای

است. برقرار φ(z) = ١
٢ log

( ١+ z٢
(١− z)٢

)
و ω(z) = z ازای به (۵.٢) و (۴.٢) روابط

که آنجایی از برهان.
φ′ = h′ − g′

و
g′ = ωh′

: داریم
fz(z) = h′(z) =

φ′(z)

١− ω(z)

و
fz(z) = g

′
(z) =

ω(z)φ
′
(z)

١− ω(z)

بنابراین است، شوارتز تابع یک D روی ω(z) اینکه به توجه با
|fz(z)| =

∣∣∣ φ′(z)

١− ω(z)

∣∣∣ ⩽ |φ′
(z)|

١− |ω(z)|
⩽ |φ′

(z)|
١− |z|

دیگر عبارت به
|fz(z)| ⩾

|φ′
(z)|

١+ |ω(z)|
⩾ |φ′

(z)|
١− |z|

مشابه به�طور می�آید. به�دست (۴.٢) رابطه ۴.٢ قضیه طبق
|fz(z)| ⩽

|φ′
(z)||ω(z)|
١− |ω(z)|

⩽ |φ′
(z)| |z|

١− |z|

و
|fz(z)| ⩾

|φ′
(z)||ω(z)|
١+ |ω(z)|

⩾ |φ′
(z)| |z|

١+ |z|

می�آید. به�دست (۵.٢) رابطه ۴.٢ قضیه طبق
φ(z) = فرض با و ω(z) تحلیلی انحراف ازای به ۴.٢ قضیه در شده ارائه توابع تساوی بررسی از

می�آیند. دست به iψ(e−i(π٢ )z)

ω(z) تحلیلی انحراف ازای به f(z) و φ تحت D واحد دیسک تصویر ٢.٢ و ١.٢ های شکل در
نشان را مساوی شعاع با و مرکز هم های دایره تصاویر های شماره است. شده داده نشان

می�دهند.



ضرایب کران�های و انحراف رشد، بررسی ٢٢

φ(z) از برشی (ب) φ(z) =

(
z

١+ iz

)
(آ)

ω(z) = −iz انحراف با φ(z) =
(

z

١+ iz

)
از برشی :١.٢ شکل

φ(z) از برشی (ب) φ(z) =
١
٢ log

( ١+ z٢
(١− z)٢

)
(آ)

ω(z) = z انحراف با φ(z) = (
١
٢) log

( ١+ z٢
(١− z)٢

)
از برشی :٢.٢ شکل

|f(z)| برای بالایی کران می�توان f(z) = h(z) + g(z) با ۵.٢ قضیه در نامساوی از استفاده با
. کنیم پیدا

رابطه در φ = h− g و محدب حقیقی محور جهت در f = h+ g ∈ S٠H کنید فرض .۶.٢ قضیه
داریم: |z| ⩽ r برای آنگاه باشد. نرمالیزه (٢.٢)

|f(z)| ⩽ r

(١− r)٢

که آنجایی از برهان.
f(z) = h(z) + g(z)

h =

∫
fz → |h| =

∣∣∣ ∫ fz

∣∣∣ ⩽ ∫ |fz|



٢٣ یافته تعمیم رشد و انحراف کران�های
و

g =

∫
fz → |g| =

∣∣∣ ∫ fz

∣∣∣ ⩽ ∫ |fz|

داریم: زیر مساوی طبق لذا
f(z) = h(z) + g(z)

=

∫ r

٠
h′(ρeiθ)eiθdρ+

∫ r

٠
g′(ρeiθ)eiθdρ

=

∫ r

٠ h′(ρeiθ)eiθdρ+

∫ r

٠ g′(ρeiθ)e−iθdρ

=

∫ r

٠ fz(ρe
iθ)eiθdρ+

∫ r

٠ fz(ρe
iθ)e−iθdρ

این�رو از
|f(z)| =

∣∣∣ ∫ r

٠ fz(ρe
iθ)dρ+

∫ r

٠ fz(ρe
iθ)dρ

∣∣∣
⩽
∫ r

٠
∣∣∣fz(ρeiθ)∣∣∣dρ+ ∫ r

٠
∣∣∣fz(ρeiθ)∣∣∣dρ

داریم: فوق نامساوی برای (۵.٢) و (۴.٢) رابطه از استفاده با
|f(z)| ⩽

∫ r

٠
١

(١− ρ)٣dρ+
∫ r

٠
ρ

(١− ρ)٣dρ

=
r

(١− r)٢

یافته تعمیم رشد و انحراف کران�های ٣.٢
را D دامنه φ(z) تابع باشد. D در منظم غیرثابت تابع یک φ(z) کنید فرض [١٢] .٧.٢ قضیه
اگر تنها و اگر می�نگارد، است محدب موهومی محور جهت در که Ω دامنه روی بر ارز تک بطور

که طوری به باشند موجود ٠ ⩽ ν < π و ٠ ⩽ µ < ٢π اعداد
Re{−ie−iµ(١− ٢ cos γe−iµ)z + e−٢iµz٢)φ′(z)} ⩾ ٠, z ∈ D (۶.٢)

روی به را D که طوری به ارز، تک و حقیقی توابع همه از رده�ای Γ کنید فرض .١٣.٢ تعریف
،φ(٠) = ٠ اگر تنها و اگر φ ∈ Γ سپس می�نگارد. موهومی محور جهت در محدب دامنه
وابستگی (۶.٢) رابطه در می�کند. صدق (۶.٢) رابطه در ν و µ بعضی برای φ(z) و φ′(٠) = ١
(۶.٢) رابطه در که Γ توابع همه مجموعه عنوان به Γ(ν, µ) وسیله به را ν و µ پارامترهای روی

می�دهیم. نشان Γ(ν) = ∪µ Γ(ν, µ) و ν ،µ جفت برای می�کند صدق



ضرایب کران�های و انحراف رشد، بررسی ٢۴
آنگاه باشد. Γ(ν) به متعلق φ(z) اگر [١٧] .٨.٢ قضیه
١− r

(١+ r)(١+ ٢r| cos ν|+ r٢) ⩽ |φ′(z)| (٧.٢)
و

|φ′(z)| ⩽


١+ r

(١− r)(١− ٢r)| cos ν|+ r٢ r <
١− sin ν

| cos ν |١
sin ν(١− r)٢

١− sin ν

| cos ν |
⩽ r < ١

(٨.٢)

و φ = h+ g محدب، موهومی محور جهت در f = h+ g ∈ S٠H کنید فرض .٩.٢ قضیه
و ω تحلیلی انحراف با φ از موهومی محور جهت در برشی f طوری�که به باشد ω =

g′

h′:داریم |z| ⩽ ١ برای آنگاه .φ(z) ∈ Γ(ν)

١− r

(١+ r)١)٢+ ٢r | cos ν | +r٢) ⩽| fz(z)| (٩.٢)

|fz(z)| ⩽


١+ r

(١− r)١)٢− ٢r)| cos ν|+ r٢ r <
١− sin ν

| cos ν |١
sin ν(١− r)٣

١− sin ν

| cos ν |
⩽ r < ١

(١٠.٢)

| ω(z) | (١− r)

(١+ r)١)٢+ ٢r | cos ν | +r٢٠ ⩽ |fz̄(z)| (١١.٢)

| fz(z) |⩽


r(١+ r)

(١− r)١)٢− ٢r | cos ν | +r٢) r <
١− sin ν

| cos ν |
r

sin ν(١− r)٣
١− sin ν

| cos ν |
⩽ r < ١

(١٢.٢)

داریم: ωh′
= g

′ و f = h+ g که آنجایی از برهان.
fz(z) = h

′
(z) =

φ
′
(z)

١+ ω(z)

و
fz(z) = g

′
(z) =

ω(z)φ
′
(z)

١+ ω(z)

می�شود. کامل قضیه اثبات ۵.٢ قضیه در اثبات روش از استفاده با سپس
داریم: ν = π یا ν = ٠ برای آنگاه .| z |⩽ r و f = h+ g ∈ S٠H کنید فرض .١٠.٢ قضیه

| f(z) |⩽ r(٣+ r٢)
١)٣− r)٣

آنگاه ν =
π

٢ اگر
| f(z) |⩽ r

(١− r)٢



٢۵ |bn| و |an| برای کران�هایی
نوشت: می�توان ۶.٢ قضیه برهان از استفاده با برهان.

f(z) =

∫ r

٠ fz(ρe
iθ)eiθdρ+

∫ r

٠ fz̄(ρe
iθ)e−iθdρ.

ν = π یا ν = ٠ اگر بنابراین
|f(z)| ⩽

∫ r

٠ |fz(ρeiθ)|dρ+
∫ r

٠ |fz̄(ρeiθ)|dρ.

⩽
∫ r

٠
١+ ρ

(١− ρ)۴ +

∫ r

٠
ρ(١+ ρ)

(١− ρ)۴dρ

=
r(٣+ r٢)
١)٣− r)٣

است. ۶.٢ قضیه برهان مشابه ν =
π

٢ حالت برای

|bn| و |an|برای کران�هایی ۴.٢
آنگاه باشد محدب f(D) و f ∈ S٠H اگر که کرد ثابت [١٩] اسمال شیل-

| an |⩽ (n+ ٢)(١n+ ١)
۶

و
| bn |⩽ (n− ٢)(١n− ١)

۶
که

f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=٢

bnzn.

کنید فرض [٨] .١١.٢ قضیه
ψ(z) = a٠ + (α+ iβ)z +

∞∑
n=٢

anz
n

و تحلیلی D در
Re{(١− z٢)ψ′(z)} ⩾ ٠

آنگاه باشد.
| an |⩽ α, n = ٢,۴,۶, . . . (١٣.٢)

| an |⩽ (١− ١
n
)α+

١
n
| α+ iβ |, n = ١,٣,۵, . . . (١۴.٢)

نتیجه در
| an |⩽| ψ′(٠) |, n = ١,٢,٣,۴, . . . (١۵.٢)

می�شوند. مساوی به تبدیل فوق نامساوی سه هر آنگاه باشد ψ(z) = ١
١− z

اگر همچنین



ضرایب کران�های و انحراف رشد، بررسی ٢۶
f(z) تابع گوئیم باشند. D واحد دیسک در تحلیلی توابع g(z) و f(z) کنید فرض تعریف٢.١۴.
دیسک روی φ(z) تحلیلی تابع هرگاه می�دهیم نمایش f(z) ≺ g(z) نماد با و g(z) زیرترتیب١٠ را

که طوری به باشد موجود |φ(z)| < ١ و φ(٠) = ٠ با D واحد
f(z) = g(φ(z)), (|z| < ١)

اگر تنها و اگر f(z) ≺ g(z) آنگاه باشد ارز تک D واحد دیسک در g(z) کنید فرض .١٢.٢ قضیه
.f(D) ⊂ g(D) و f(٠) = g(٠)

،f ∈ S٠H کنید فرض .١٣.٢ قضیه
f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=٢

bnzn

صدق (٢.٢) نرمالیزه رابطه در φ(z) = h(z) − g(z) و محدب حقیقی محور جهت در f(D) و
داریم: n ⩾ ٢ برای آنگاه کند،

| an |⩽ n+ ١
٢

و
| bn |⩽ n− ١

٢ .

نوشت: می�توان را زیر انتگرالی نمایش g(z) و h(z) توابع برای برهان.
h(z) =

∫ z

٠
φ′(ζ)

١− ω(ζ)
dζ

و
g(z) =

∫ z

٠
φ′(ζ)ω(ζ)

١− ω(ζ)
dζ

آن در که
ω(z) =

g′(z)

h′(z)

کنیم فرض حال
φ(z) =

∞∑
n=١

ϕnz
n

و
ω(z)

١− ω(z)
=

∞∑
n=١

ωnz
n

لذا
g(z) =

∫ z

٠ [ϕ١ + ٢ϕ٢ζ + ٣ϕ٣ζ٢ + · · · ][ω١ζ + ω٢ζ٢ + ω٣ζ٣ + · · · ]dζ

=

∫ z

٠ [ϕ١ω١ζ + (ϕ١ω٢ + ٢ϕ٢ω١)ζ٢ + (ϕ١ω٣ + ٢ϕ٢ω٢ + ٣ϕ٣ω١)ζ٣ + · · · ]dζ

=
١
٢(ϕ١ω١)z٢ +

١
٣(ϕ١ω٢ + ٢ϕ٢ω١)z٣ +

١
۴(ϕ١ω٣ + ٢ϕ٢ω٢ + ٣ϕ٣ω١)z۴ + · · ·

١٠ subordinate



٢٧ |bn| و |an| برای کران�هایی
است. زیر به�صورت g بسط و b١ = ٠ لذا f ∈ S٠H چون بنابراین
g(z) = b٢z٢ + b٣z٣ + . . .

می�رسیم: زیر تساوی�های به g بسط مقایسه با

b١ = ٠
b٢ =

١
٢ϕ١ω١

b٣ =
١
٣(ϕ١ω٢ + ٢ϕ٢ω١)...

bn =
١
n

n−١∑
k=١

kϕkωn−k n ⩾ ٢

داریم: h(z) برای همچنین

h(z) =

∫ z

٠
φ′(ζ)

١
١− ω(ζ)

dζ

=

∫ z

٠ φ′(ζ)

(
ω(ζ)

١− ω(ζ)
+ ١
)
dζ

لذا
an = bn + ϕn = ϕn + (

١
n

n−١∑
k=١

kϕkωn−k).

.| ωn| ⩽ ١ داریم ،n هر ازای به بنابراین است، ( z

١− z

) به ترتیب زیر ( ω(z)

١− ω(z)

)
طرفی از

داریم: ١١.٢ قضیه طبق هم�چنین
| ϕk |⩽| φ′(٠) |= ١

نوشت: می�توان ωn و ϕk برای آمده به�دست کران�های از استفاده با حال

| bn | =
∣∣∣١
n

n−١∑
k=١

kϕkωn−k

∣∣∣
⩽ |١

n
|
n−١∑
k=١

k|ϕk||ωn−k|

⩽ ١
n

n−١∑
k=١

k

=
n− ١
٢



ضرایب کران�های و انحراف رشد، بررسی ٢٨
داریم: |an| برای مشابه طور به

| an | ⩽| ϕn | +١
n

n−١∑
k=١

k | ϕk |

=
١
n

n∑
k=١

k | ϕk |

⩽ ١
n

n∑
k=١

k

=
n+ ١
٢



٣ فصل
همساز نگاشت�های از ترکیباتخطی

محدب کانفرمال شبه

مقدمه ١.٣
کرده معرفی را همساز کانفرمال شبه نگاشت�های از SH(k, γ, ϕ) جدید رده ابتدا فصل این در

است. تحلیلی تابع یک ϕ و γ ∈ [٠, π)،k ∈ [٠, ١) آن در که
جهت یک در تحدب و رده� این های نگاشت از خطی ترکیبات برای کافی شرایط ادامه در و
این در خطی ترکیبات تحت واحد دیسک تصویر می�کنیم ثابت خاص حالت در می�کنیم. بررسی

هستند. محدب ϕ و γ خاص های انتخاب برای رده
همساز نگاشت یک f = h+g اگر می�نامیم D در کانفرمال K-شبه همساز را f تابع تعریف١.٣.

کند. صدق زیر شرط در و ارز g′(z)h′(z)∣∣∣∣تک

∣∣∣∣ ⩽ k < ١ (z ∈ D)

.K =
١+ k

١− k
و

تعریف همساز کانفرمال K-شبه نگاشت�های شامل S٠H از رده�ا��ی زیر را SH(k) .٢.٣ تعریف
می�کنیم.



محدب کانفرمال شبه همساز نگاشت�های از خطی ترکیبات ٣٠
بررسی ارز تک همساز کانفرمال K-شبه نگاشت�های برای را شرایطی نویسنده چندین اخیرا

.([١۶ ،١٠ ،٩ کرده�اند.([١،
زیر صورت به را SH از SH(k, γ;ϕ) رده زیر ϕ ∈ A و γ ∈ [٠, π) ،k ∈ [٠, ١) برای .٣.٣ تعریف

می�کنیم. تعریف
SH(k, γ;ϕ) := {f = h+ g ∈ SH(k) : h− e٢iγg = ϕ}

می�نویسیم راحتی برای
SH(k, ٠;ϕ) := S−

H(k;ϕ)

و
SH(k,

π

٢ ;ϕ) := S+
H(k;ϕ)

و معرفی [٢۴ ،١۵] در ϕ و γ از خاص انتخاب برای همساز نگاشت�های از فوق رده�های
شده�اند. مطالعه

اولیه نتایج ٢.٣
دامنه یک روی ارز تک نگاشت یک D در f = h + g نگهدار جهت همساز تابع [۵] .١.٣ لم
تک تحلیلی نگاشت یک h − g اگر تنها و اگر است (موهومی) حقیقی محور جهت در محدب

باشد. (موهومی) حقیقی محور جهت در محدب دامنه یک روی ارز
دامنه یک روی ارز تک نگاشت یک D در f = h + g نگهدار جهت همساز تابع [١٨] .٢.٣ لم
یک روی ارز تک تحلیلی نگاشت یک h− e٢iγg اگر تنها و اگر است محدب γ جهت در محدب

باشد. γ جهت در محدب دامنه
و f ′(٠) ̸= ٠ ،f(٠) = ٠ با D در تحلیلی تابع یک f کنید فرض [١٧] .٣.٣ لم

κ(z) =
z

(١+ zeiθ)(١+ ze−iθ)
(θ ∈ R) (١.٣)

اگر
Re

(
zf ′(z)

κ(z)

)
> ٠ (z ∈ D)

است. محدب حقیقی محور جهت در f آنگاه
ارز تک D بر φ(z) تابع باشد. D در تحلیلی ثابت غیر تابع یک φ(z) کنید فرض [١٧] .۴.٣ لم
موجود ٠ ⩽ ν ⩽ π و ٠ ⩽ µ < ٢π اعداد اگر تنها و اگر است محدب موهومی محور جهت در و

که طوری به باشند
Re
(
−ieiµ(١− ٢ze−iµ cos ν + z٢e−٢iµ)φ′(z)

)
⩾ ٠ (z ∈ D) (٢.٣)



٣١ اولیه نتایج
خطی ترکیبات از ω انحراف آنگاه .fj ∈ SH(k, γ;ϕ) (j = ١,٢) کنید فرض .۵.٣ لم

f = tf١ + (١− t)f٢ , (٠ ⩽ t ⩽ ١)

می�کند. صدق زیر رابطه در
|ω| =

∣∣∣∣∣ tg
′

١ + (١− t)g
′

٢
th′١ + (١− t)h

′

٢

∣∣∣∣∣ ⩽ k < ١

داریم: g′
j = ωjh

′
j و hj − e٢iγgj = ϕ (j = ١,٢) که آنجایی از برهان.

h
′
j =

ϕ
′

١− e٢iγωj

(j = ١,٢)

می�آوریم: به�دست را زیر جدید همساز نگاشت لذا
f = tf١ + (١− t)f٢ = [th١ + (١− t)h٢] + [tg١ + (١− t)g٢] = h+ g

می�کند. صدق زیر شرط در ω =
g
′

h′ انحراف

|ω| =

∣∣∣∣∣ tg′١ + (١− t)g′٢
th′١ + (١− t)h′٢

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

tω١ϕ′١− e٢iγω١
+

(١− t)ω٢ϕ′١− e٢iγω٢
tϕ′

١− e٢iγω١
+

(١− t)ϕ′

١− e٢iγω٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (٣.٣)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tω١١− e٢iγω١

+
(١− t)ω٢١− e٢iγω٢

t

١− e٢iγω١
+

١− t

١− e٢iγω٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
اگر تنها و اگر |ω| ⩽ k می�گیریم نتیجه (٣.٣) رابطه طبق

k٢
∣∣∣∣ t

١− e٢iγω١
+

١− t

١− e٢iγω٢

∣∣∣∣٢ − ∣∣∣∣ tω١١− e٢iγω١
+

(١− t)ω٢١− e٢iγω٢

∣∣∣∣٢ ⩾ ٠

کنیم فرض
ωj = ρje

iθj , (٠ ⩽ ρj ⩽ k < ١, θj ∈ R; j = ١,٢)

و
Φ :=

٢t(١− t)

|١− e٢iγω١|٢|١− e٢iγω٢|٢
⩾ ٠



محدب کانفرمال شبه همساز نگاشت�های از خطی ترکیبات ٣٢
داریم: پس

k٢
∣∣∣∣ t

١− e٢iγω١
+

١− t

١− e٢iγω٢
∣∣∣٢ − ∣∣∣∣ tω١١− e٢iγω١

+
(١− t)ω٢١− e٢iγω٢

∣∣∣∣٢
=
t٢(k٢ − |ω١∣∣∣(٢|١− e٢iγω١

∣∣∣٢ +
(١− t)٢(k٢ − |ω١∣∣∣(٢|٢− e٢iγω٢

∣∣∣٢
+ ٢t(١− t)Re

(
k٢ − ω١ω٢

(١− e٢iγω١)(١− e−٢iγω٢)

)

⩾ ٢t(١− t)∣∣∣١− e٢iγω١
∣∣∣١∣∣∣٢− e٢iγω٢

∣∣∣٢Re((k٢ − ω١ω١)(٢− e−٢iγω١)(١− e٢iγω٢))

= Φ((k٢ − ρ٢١ρ٢٢) + ρ١(ρ٢٢ − k٢) cos(٢γ + θ١)
+ ρ٢(ρ٢١ − k٢) cos(٢γ + θ٢) + ρ١ρ٢(k٢ − ١) cos(θ٢ − θ١))
⩾ Φ((k٢ − ρ٢١ρ٢٢)− ρ١(k٢ − ρ٢٢)− ρ٢(k٢ − ρ٢١ )− ρ١ρ١)٢− k٢))
= Φ(k٢ − ρ١ρ١)(٢− ρ١)(١− ρ٢) ⩾ ٠

شد. کامل ۵.٣ لم اثبات ترتیب بدین
خطی ترکیبات از ω انحراف آنگاه .fj ∈ SH(k, γ;ϕ) (j = ١,٢, ..., n) کنید فرض .١.٣ نتیجه

f = t١f١ + t٢f٢ + ...+ tnfn

می�کند. صدق زیر شرط در
|ω| =

∣∣∣∣∣ t١g′١ + t٢g′٢ + ...+ tng
′
n

t١h′١ + t٢h′٢ + ...+ tnh′n

∣∣∣∣∣ ⩽ k < ١
.t١ + t٢ + ...+ tn = ١ و ٠ ⩽ tj ⩽ ١ که طوری به

اصلی نتایج ٣.٣
باشد محدب γ جهت در ϕ اگر fj = hj + gj ∈ SH(k, γ;ϕ) (j = ١,٢) کنید فرض .١.٣ قضیه

آنگاه
f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ SH(k, γ;ϕ) (٠ ⩽ t ⩽ ١)

است. محدب γ جهت در
صدق |ω| ⩽ k شرط در f = tf١ + (١ − t)f٢ از ω انحراف که می�دانیم ۵.٣ لم طبق برهان.

داریم: hj − e٢iγgj = ϕ (j = ١,٢) که آنجایی از می�کند.
h− e٢iγg = [th١ + (١− t)h٢]− e٢iγ [tg١ + (١− t)g٢]

= t(h١ − e٢iγg١) + (١− t)(h٢ − e٢iγg٢) = ϕ



٣٣ اصلی نتایج
است. محدب γ جهت در فرض طبق که

است. محدب γ جهت در و f ∈ SH(k, γ;ϕ) تابع ٢.٣ لم طبق بنابراین
γ جهت در ϕ اگر . fj = hj + gj ∈ SH(k, γ;ϕ) (j = ١,٢, . . . , n) کنید فرض .٢.٣ نتیجه

آنگاه باشد، محدب

f =

n∑
j=١

tjfj ∈ SH(k, γ;ϕ) (٠ ⩽ tj ⩽ ١,
n∑

j=١
tj = ١)

است. محدب γ جهت در
آنگاه .(j = ١,٢) برای hj + gj =

z

١− z
و fj = hj + gj ∈ SH کنید فرض (وانگ١). ٢.٣ قضیه

f٣ = tf١ + (١− t)f٢ (٠ ⩽ t ⩽ ١)
است. محدب حقیقی محور جهت در

[٢٢] وانگ قضیه آنگاه ϕ =
z

١− z
و γ = ٠ ،n = ٢ دهیم قرار ٢.٣ نتیجه در اگر .١.٣ يادآوری

می�آید. به�دست
که طوری به .fj = hj + gj ∈ SH(k, γ;ϕ) (j = ١,٢) کنید فرض .٣.٣ نتیجه

ϕ(z) =

∫ z

٠
eiγdζ

(١+ ζeiθ)(١+ ζe−iθ)
(θ ∈ R) (۴.٣)

آنگاه
f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ SH(k, γ;ϕ) (٠ ⩽ t ⩽ ١)

است. محدب γ جهت در
داریم: (١.٣) در شده داده κ(z) بردن کار به با برهان.

Re

(
ze−iγ(h′ − e٢iγg′)

κ(z)

)
= Re

(
ze−iγ

κ(z)
[t(h′١ − e٢iγg′١) + (١− t)(h′٢ − e٢iγg′٢)]

)
= tRe

(
ze−iγϕ′(z)

κ(z)

)
+ (١− t)Re

(
ze−iγϕ′(z)

κ(z)

)
= t+ (١− t) = ١ > ٠

از است، محدب حقیقی محور جهت در e−iγ(h − e٢iγg) که می�بینیم ٣.٣ لم طبق بنابراین
که می�گیریم نتیجه ۵.٣ و ٢.٣ لم طبق لذا است. محدب γ جهت در h − e٢iγg تابع این�رو

است. محدب γ جهت در f ∈ SH(k, γ;ϕ)

١Wang



محدب کانفرمال شبه همساز نگاشت�های از خطی ترکیبات ٣۴
.A+B ̸= ٠ ،A,B ⩾ ٠ و θ ∈ (٠, π) ،α ∈ [−١, ١] کنید فرض .۴.٣ نتیجه

که طوری به fj = hj + gj ∈ S+
H(k;ϕ) (j = ١,٢) همچنین

ϕ = A
z(١− αz)

١− z٢ +B
١

٢i sin θ log
( ١+ zeiθ

١+ ze−iθ

)
(۵.٣)

است. محدب موهومی محور جهت در f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ S+
H(k;ϕ) (٠ ⩽ t ⩽ ١) آنگاه

داریم: (٢.٣) رابطه در µ = ν = π٢ گرفتن نظر در با برهان.
Re((١− z٢)ϕ′(z)) = ARe

(١− ٢αz + z٢
١− z٢

)
+BRe

( ١− z٢
(١+ zeiθ)(١+ ze−iθ)

)

= A
(١− |z|١)(٢− ٢αRe(z) + |z|٢)

|١− z٢|٢

+B
(١− |z|١)(٢+ ٢ cos θRe(z) + |z|٢)

|١+ zeiθ|١|٢+ ze−iθ|٢ > ٠
١.٣ قضیه طبق رو این از است. محدب موهومی محور جهت در ϕ تابع ۴.٣ لم طبق بنابراین

f ∈ SH(k;ϕ) که بینیم می γ = π٢ با
است. محدب موهومی محور جهت در

.c ∈ [−٢,٢] و A+B ̸= ٠ ،A,B ⩾ ٠ کنید فرض .۵.٣ نتیجه
که طوری به fj = hj + gj ∈ S−

H(k;ϕ) (j = ١,٢) هم�چنین
ϕ = A log

(١+ z

١− z

)
+B

z

١+ cz + z٢ (۶.٣)
است. محدب حقیقی محور جهت در و f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ S−

H(k;ϕ)(٠ ⩽ t ⩽ ١) آنگاه
اگر .f٢ = h٢ + g٢ ∈ SH(k, γ;ψ) و f١ = h١ + g١ ∈ SH(k, γ;ϕ) کنید فرض .٣.٣ قضیه

Re(k٢h′١h′٢ − g′١g′٢) ⩾ ٠
باشد. محدب γ جهت در tϕ+ (١− t)ψ و

است. محدب γ جهت در f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ SH(k) (٠ ⩽ t ⩽ ١) آنگاه
داریم: |ω| ⩽ k < ١ (j = ١,٢) که این� شرط با g′j = ωjh

′
j برای برهان.

|ω| =

∣∣∣∣∣ tg′١ + (١− t)g′٢
th′١ + (١− t)h′٢

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢

th′١ + (١− t)h′٢

∣∣∣∣∣ (٧.٣)
: داریم فرض به توجه با

k٢|th′١ + (١− t)h′٢|٢ − |tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢|٢ (٨.٣)
= t٢|h′٢|١(k٢ − |ω٢|١) + (١− t)٢|h′٢|٢(k٢ − |ω٢|٢)
+ ٢t(١− t)Re((k٢ − ω١ω٢)h′١h′٢)
⩾ ٢t(١− t)Re(k٢h′١h′٢ − g′١g′٢) ⩾ ٠



٣۵ اصلی نتایج
.|ω| ⩽ k < ١ رو ازاین

که آنجایی از
h١ − e٢iγg١ = ϕ

و
h٢ − e٢iγg٢ = ψ

: داریم
h− e٢iγg = [th١ + (١− t)h٢]− e٢iγ [tg١ + (١− t)g٢]

= t(h١ − e٢iγg١) + (١− t)(h٢ − e٢iγg٢) = tϕ+ (١− t)ψ

است. محدب γ جهت در فرض طبق که
است. محدب γ جهت در و f ∈ SH(k) که می�بینیم ٢.٣ لم طبق بنابراین

f٢ = h٢ + g٢ ∈ SH

(
k, γ + π٢ ;ϕ

) و f١ = h١ + g١ ∈ SH(k, γ;ϕ) کنید فرض .۴.٣ قضیه
آن در که

ϕ(z) =

∫ z

٠
eiγdζ

(١+ ζeiθ)(١+ ζe−iθ)
(θ ∈ R) (٩.٣)

که این فرض با هم�چنین
Re(k٢h′١h′٢ − g′١g′٢) ⩾ ٠

است. محدب γ جهت در و f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ SH(k) (٠ ⩽ t ⩽ ١) آنگاه
می�توان (٨.٣) و (٧.٣) روابط طبق و ٣.٣ قضیه برهان مشابه استدلال از استفاده با برهان.

می�کند. صدق |ω| ⩽ k < ١ شرط در f = tf١ + (١− t)f٢ از ω انحراف که آورد به�دست
کنید توجه است. محدب γ جهت در f می�دهیم نشان حال

h′٢ − e٢iγg′٢ = (h′٢ + e٢iγg′٢)
(
h′٢ − e٢iγg′٢
h′٢ + e٢iγg′٢

)
= ϕ′(z)

(١− e٢iγω٢١+ e٢iγω٢

)
= ϕ′(z)P (z)

آن در که
P (z) =

١− e٢iγω٢١+ e٢iγω٢
داریم: (١.٣) در شده داده κ(z) از استفاده با .Re(p(z)) > ٠ و

Re

(
ze−iγ(h′ − e٢iγg′)

κ(z)

)
= Re

(
ze−iγ

κ(z)
[t(h′١ − e٢iγg′١) + (١− t)(h′٢ − e٢iγg′٢)]

)
= t.Re

(
Ze−iγϕ′(z)

κ(z)
) + (١− t).Re(

ze−iγϕ′(z)P (z)

κ(z)

)
= t+ (١− t)Re(P (z)) > ٠



محدب کانفرمال شبه همساز نگاشت�های از خطی ترکیبات ٣۶
است. محدب حقیقی محور جهت در e−iγ(h− e٢iγg) که می�بینیم ٣.٣ لم طبق بنابراین

نتیجه ۵.٣ و ٢.٣ لم طبق این بر علاوه . است محدب γ جهت در h − e٢iγg تابع رو این از
است. محدب γ محور جهت در و f ∈ SH(k) می�گیریم

fj = hj + gj ∈ S−
H(k;ϕ) (j = ١,٢) کنید فرض .۵.٣ قضیه

آن در که
ϕ(z) =

١
٢ log

(١+ z

١− z

)
(z ∈ D)

است. محدب f(D) و f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ S−
H(k;ϕ) (٠ ⩽ t ⩽ ١) آنگاه

مجموعه ٢.٣ لم از استفاده با سپس .f = h+g ∈ S−
H(k;ϕ) داریم ۵.٣ نتیجه به توجه با برهان.

ارز تک ٠ ⩽ θ < π که θ جهت در h− e٢iθg تحلیلی تابع اگر تنها و اگر بود خواهد محدب f(D)
تک موهومی محور جهت در Fθ = ie−iθ(h− e٢iθg) تابع دهیم نشان کافیست باشند. محدب و

که کنید توجه هستند. محدب و ارز
h′(z)− g′(z) = [th′١(z) + (١− t)h′٢(z)]− [tg′١(z) + (١− t)g′٢(z)]

= t(h′١(z)− g′١(z)) + (١− t)(h′٢(z)− g′٢(z))

=
١

١− z٢
٢.٣داریم رابطه در µ = ν = π٢ گرفتن نظر در با

Re((١− z٢)F ′
θ(z)) = −Im(e−iθ[h′(z)− e٢iθg′(z)](١− z٢))

= −Im([e−iθh′(z)− eiθg′(z)](١− z٢))
= −Im

(
[(h′(z)− g′(z)) cos θ − i(h′(z) + g′(z)) sin θ](١− z٢)

)
= −Im

(
cos θ − i sin θ

h′(z) + g′(z)

h′(z)− g′(z)

)
= Re(p(z)) sin θ ⩾ ٠

آن در که
p(z) =

h′(z) + g′(z)

h′(z)− g′(z)

است. ارز تک و محدب موهومی محور جهت در Fθ تابع ۴.٣ لم طبق لذا .Re(P (z)) > ٠ و
fj = hj + gj ∈ S−

H(k;ϕ) (j = ١,٢, . . . , n) کنید فرض .۶.٣ نتیجه
آن در که

ϕ(z) =
١
٢ log(

١+ z

١− z
) (z ∈ D)

آنگاه
f =

n∑
j=١

tjfj ∈ S−
H(k;ϕ) (٠ ⩽ tj ⩽ ١,

n∑
j=١

tj = ١)



٣٧ اصلی نتایج
. است محدب f(D) و

fj = hj + gj ∈ S+
H(k;ϕ) (j = ١,٢) کنید فرض .۶.٣ قضیه

آن در که
ϕ(z) =

z

١− z
(z ∈ D)

آنگاه
f = tf١ + (١− t)f٢ ∈ S+

H(k;ϕ) (٠ ⩽ t ⩽ ١)
است. محدب f(D) و

داریم: α = −١ و B = ٠ ،A = ١ گرفتن نظر در با ۴.٣ نتیجه طبق برهان.
f = h+ g ∈ S+

H(k;ϕ).

تابع دهیم نشان است کافی ٢.٣ لم طبق است. محدب f(D) که کنیم می ثابت دیگر عبارت به
.θ ∈ [٠, π) که طوری به است محدب θ جهت در h− e٢iθg

محور جهت در Fθ = ie−iθ(h − e٢iθg) اگر تنها و اگر است محدب θ جهت در h − e٢iθg تابع
باشد. محدب موهومی

که کنید توجه
h′(z) + g′(z) = [th′١(z) + (١− t)h′٢(z)] + [tg′١(z) + (١− t)g′٢(z)]

= t(h′١(z) + g′١(z)) + (١− t)(h′٢(z) + g′٢(z))

=
١

(١− z)٢

داریم: (٢.٣) رابطه در µ = ν = ٠ گرفتن نظر در با ،θ ∈ [٠, π٢ ) برای
Re(−iF ′

θ(z)(١− z)٢) = Re(e−iθ[h′(z)− e٢iθg′(z)](١− z)٢)
= Re([e−iθh′(z)− eiθg′(z)](١− z)٢)
= Re([(h′(z)− g′(z)) cos θ − i(h′(z) + g′(z)) sin θ](١− z)٢)

= Re

(
h′(z)− g′(z)

h′(z) + g′(z)
cos θ − i sin θ

)
= Re(P (z)) cos θ ⩾ ٠

آن در که
P (z) =

h′(z)− g′(z)

h′(z) + g′(z)

می�کند. صدق Re(P (z)) > ٠ در
لم در اگر است، محدب موهومی محور جهت در θ ∈ [٠, π٢ ) برای Fθ تابع ۴.٣ لم طبق بنابراین

می�رسیم. مطلوب نتیجه به θ ∈ [π٢ , π) با Fθ تابع برای µ = γ = π دهیم قرار ۴.٣



محدب کانفرمال شبه همساز نگاشت�های از خطی ترکیبات ٣٨
با fj = hj + gj ∈ S+

H(k;ϕ) (j = ١,٢, ..., n) کنید فرض .٧.٣ نتیجه
ϕ(z) =

z

١− z
(z ∈ D)

آنگاه

f =
n∑

j=١
tjfj ∈ S+

H(k;ϕ) (٠ ⩽ tj ⩽ ١,
n∑

j=١
tj = ١)

است. محدب f(D) و



۴ فصل
ارز تک نگاشت�های ترکیباتخطی

همساز

مقدمه ١.۴
شد. استفاده f = h+ g ارز تک همساز تابع یک ساخت برای برش تکنیک از قبل فصل�های در
SH رده از تابع دو اگر نیست ارز تک همساز تابع یک آوردن دست به روش تنها تکنیک این
جدیدی ارز تک همساز تابع به تابع، دو این خطی ترکیبات از خاص شرایطی تحت باشیم داشته

رسید. خواهیم

٠ ⩽ λ ⩽ ١ برای باشند. SH رده به متعلق f٢ = h٢+g٢ و f١ = h١+g١ فرضکنید يادآوری۴.١.
می�دهیم. نشان زیر به�صورت را f٣ = λf١ + (١− λ)f٢ ،

f٣ = λf١ + (١− λ)f٢ = λ(h١ + g١) + (١− λ)(h٢ + g٢)
= (λh١ + (١− λ)h٢) + (λg١ + (١− λ)g٢)
= (λh١ + (١− λ)h٢) + (λg١ + (١− λ)g٢) = h٣ + g٣

می�پردازیم. همساز تابع دو از ترکیبخطی شدن همساز برای لازم شرایط بررسی به ادامه در
٣٩



همساز ارز تک نگاشت�های خطی ترکیبات ۴٠
پیوسته تابع یک P و حقیقی محور جهت در محدب دامنه یک Ω ⊂ C فرضکنید [٢١] .١.۴ لم
تک موضعا اگر تنها و اگر است ارز تک Ω در ω 7−→ ω + p(ω) نگاشت آنگاه باشد. Ω در حقیقی
محدب حقیقی محور جهت در بردش آنگاه باشد ارز تک ω 7−→ ω + p(ω) نگاشت اگر باشد. ارز

است.

اصلی نتایج ٢.۴
.ω١ = ω٢ با fj = hj + gj ∈ SH (j = ١,٢) کنید فرض .١.۴ قضیه

کند. صدق Re(
zf ′j(z)

φ(z)
) > ٠ شرط در z ∈ D هر برای Fj = hj − gj (j = ١,٢) هم�چنین

است. شده داده (١.٣) رابطه در φ که طوری به
آنگاه

f٣ = tf١ + (١− t)f٢ (٠ ⩽ t ⩽ ١)
است. محدب حقیقی محور جهت در و ارز تک

داریم: g′٢ = ω٢h′٢ و g′١ = ω١h′١ این�که به توجه با برهان.

ω٣ =
g′٣
h′٣

=
tg′١ + (١− t)g′٢
th′١ + (١− t)h′٢

=
tω١h′١ + (١− t)ω١h′٢
th′١ + (١− t)h′٢

= ω١

می�باشد. ارز تک موضعا f٣ نتیجه در .|ω٢| = |ω١| < ١ بالا رابطه به توجه با f١ ∈ SH که آنجا از
است. محدب حقیقی محور جهت در f٣ می�دهیم نشان حال

هستند. تحلیلی D در Fj = hj − gj(j = ١,٢) توابع لذا ،f١, f٢ ∈ SH که آنجایی از
داریم فرض طبق

Re

(
z(h′j − g′j)

φ(z)

)
> ٠ (z ∈ D; j = ١,٢)

بنابراین
Re

(
z(h′٣ − g′٣)

φ(z)

)
= Re

(
z

φ(z)
[t(h′١ − g′١) + (١− t)(h′٢ − g′٢)]

)
= tRe

(
z

φ(z)
(h′١ − g′١)

)
+ (١− t)Re

(
z

φ(z)
(h′٢ − g′٢)

)
> ٠

طبق بعلاوه است. محدب حقیقی محور جهت در h٣ − g٣ که می�بینیم ٣.٣ لم طبق این�رو از
است. محدب حقیقی محور جهت در و ارز تک f٣ می�گیریم نتیجه ٣.٢ قضیه

کنید فرض .١.۴ نتیجه
fj = hj + gj (j = ١,٢,٣, . . . , n)



۴١ اصلی نتایج
هم�چنین باشند، همساز ارز تک نگاشت�های ω١ = ω٢ = ... = ωn با
Fj(z) = hj − gj (j = ١,٢, ..., n)

کنند. صدق زیر شرط در z ∈ D هر برای
Re

(
zf ′j(z)

φ(z)

)
> ٠

می�باشد. (١.٣) تابع φ آن در که
جهت در F = t١f١ + ... + tnfn تابع ،∑n

j=١ tj = ١ ،٠ ⩽ tj ⩽ ١(j = ١,٢, . . . , n) برای آنگاه
است. محدب و ارز تک حقیقی محور

نگاشت Re((١− ω١ω٢)h′١h′٢)
)
⩾ ٠ با fj = hj + gj ∈ SH (j = ١,٢) کنید فرض .٢.۴ قضیه

باشد. حقیقی محور جهت در محدب و همساز ارز تک
است. محدب حقیقی محور جهت در f٣ = tf١ + (١− t)f٢ ∈ SH (٠ ⩽ t ⩽ ١) آنگاه

ωj =
g′j
h′j
آن در که ωj (j = ١,٢) برای می�باشند SH رده به متعلق f٢ و f١ که آنجایی از برهان.

داریم: است
|ωj | < ١ (j = ١,٢)

نوشت: می�توان ω٣ برای طرفی از

|ω٣| =
∣∣∣∣∣ tg′١ + (١− t)g′٢
th′١ + (١− t)h′٢

∣∣∣∣∣ = |tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢|
|th′١ + (١− t)h′٢|

. (١.۴)

.|ω٣| < ١ می�دهیم نشان حال
|th′١ + (١− t)h′٢|٢ − |tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢|٢ = (th′١ + (١− t)h′٢)(th′١ + (١− t)h′٢)

− (tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢)(tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢)
= t١)٢− |ω٢|١)|h′٢|١ + (١− t)١)٢− |ω٢|٢)|h′٢|٢

+ ٢t(١− t)Re((١− ω١ω٢)h′١h′٢) > ٠
است. ارز تک موضعا f٣ و |ω٣| < ١ لذا

.f٣ ∈ SH می�دهیم نشان حال

f١(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n +
∞∑
n=١

bnz
n ∈ SH

و
f٢(z) = z +

∞∑
n=٢

Anz
n +

∞∑
n=١

Bnz
n ∈ SH



همساز ارز تک نگاشت�های خطی ترکیبات ۴٢
داریم

f٣(z) = tf١(z) + (١− t)f٢(z)

= t
(
z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=١

bnz
n
)
+ (١− t)

(
z +

∞∑
n=٢

Anz
n +

∞∑
n=١

Bnz
n
)

= z +

∞∑
n=٢

[tan + (١− t)An]z
n +

∞∑
n=١

[tbn + (١− t)Bn]z
n ∈ SH

دامنه�های Ωj = fj(D) و ارز تک D در Fj = hj − gj (j = ١,٢) که می�دانیم ٢.٢ قضیه طبق
هستند. حقیقی محور جهت در محدب

بنابراین
fj = Fj + ٢Re(gj)

و
fj
[
F−١
j (ω)

]
= ω + ٢Re(gj(F−١

j (ω))) = ω + qj(ω) (j = ١,٢)
که طوری به

qj(ω) (j = ١,٢)
می�دانیم طرفی از می�باشند. حقیقی پیوسته توابع

f٣
[
F−١٣ (ω)

]
= tf١[F−١١ (ω)] + (١− t)f٢[F−١٢ (ω)]

= t[ω + q١(ω)] + (١− t)[ω + q٢(ω)]
= ω + [tq١(ω) + (١− t)q٢(ω)]
= ω + q٣(ω)

جهت در محدب دامنه یک آن برد و ارز تک Ω در f٣ ،١.۴ لم طبق لذا است. ارز تک Ω در
می�باشد. حقیقی محور

آنگاه باشد. hj + gj =
z

١− z
و fj = hj + gj ∈ SH (j = ١,٢) کنید فرض .٣.۴ قضیه

f٣ = tf١ + (١− t)f٢ (٠ ⩽ t ⩽ ١)
است. محدب حقیقی محور جهت در و ارز تک

داریم: j = ١,٢ برای g′j = ωjh
′
j و hj + gj =

z

١− z
که آنجایی از برهان.

h′j =
١

(١+ ωj)(١− z)٢ (j = ١,٢)



۴٣ اصلی نتایج
لذا

|ω٣| =
∣∣∣∣∣ tg′١ + (١− t)g′٢
th′١ + (١− t)h′٢

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ tω١h′١ + (١− t)ω٢h′٢

th′١ + (١− t)h′٢

∣∣∣∣∣ (٢.۴)
=

|tω١ + (١− t)ω٢ + ω١ω٢|
|١+ (١− t)ω١ + tω٢|

.|ω٣| < ١ می�دهیم نشان حال
کنیم فرض

ωj := ρj(cosθj + i sin θj) (٠ ⩽ ρj < ١; j = ١,٢)
لذا

ϕ(t) =
∣∣∣١+ (١− t)ω١ + tω٢

∣∣∣٢ − ∣∣∣tω١ + (١− t)ω٢ + ω١ω٢
∣∣∣٢

=
∣∣∣[١+ (١− t)ρ١ cos θ١ + tρ٢ cos θ٢] + i[(١− t)ρ١ sin θ١ + tρ٢ sin θ٢]

∣∣∣٢
−
∣∣∣[tρ١ cos θ١ + (١− t)ρ٢ cos θ٢ + ρ١ρ٢ cos(θ١ + θ٢)]

+ i[tρ١ sin θ١ + (١− t)ρ٢ sin θ٢ + ρ١ρ٢ sin(θ١ + θ٢)]
∣∣∣٢

= [١+ (١− t)ρ١ cos θ١ + tρ٢ cos θ٢[٢ + [(١− t)ρ١ sin θ١ + tρ٢ sin θ٢[٢

− [tρ١ cos θ١ + (١− t)ρ٢ cos θ٢ + ρ١ρ٢ cos(θ١ + θ٢[(٢

+ [tρ١ sin θ١ + (١− t)ρ٢ sin θ٢ + ρ١ρ٢ sin(θ١ + θ٢[(٢

= [١+ (١− t)٢ρ٢١ + t٢ρ٢٢
+ ٢t(١− t)ρ١ρ٢ cos(θ١ − θ٢) + ١)٢− t)ρ١ cos θ١ + ٢tρ٢ cos θ٢]
− [t٢ρ٢١ + (١− t)٢ρ٢٢ + ρ٢١ρ٢٢
+ ٢t(١− t)ρ١ρ٢ cos(θ١ − θ٢) + ١)٢− t)ρ١ρ٢٢ cos θ١ + ٢tρ٢١ρ٢ cos θ٢]
= [٢ρ٢ cos θ١)٢− ρ٢١ )− ٢ρ١ cos θ١)١− ρ٢٢) + ٢(ρ٢٢ − ρ٢١ )]t
+ (١− ρ٢٢)(ρ٢١ + ٢ρ١ cos θ١ + ١)

است. [٠, ١] بازه در t از یکنواخت و پیوسته تابع یک ϕ(t) که می�دانیم
می�کنیم مشاهده این بر علاوه

ϕ(٠) = (١− ρ٢٢)(ρ٢١ + ٢ρ١ cos θ١ + ١) = (١− ρ٢٢)[(ρ١ + cos θ٢(١ + sin٢ θ١] > ٠
و

ϕ(١) = (١− ρ٢١ )[(ρ٢ + cos θ٢(٢ + sin٢ θ٢] > ٠
لذا

∀ t ∈ [٠, ١] =⇒ ϕ(t) > ٠



همساز ارز تک نگاشت�های خطی ترکیبات ۴۴
است. ارز تک موضعا f٣ و |ω٣| < ١ بنابراین

کنید توجه . است محدب حقیقی محور جهت در f٣ می�کنیم ثابت حال

h′j − g′j = (h′j + g′j)

(
h′j − g′j
h′j + g′j

)

= (h′j + g′j)

(١− ωj١+ ωj

)
=

Pj

(١− z)٢ (j = ١,٢)

که
Pj =

١− ωj١+ ωj
(j = ١,٢)

می�کند. صدق Re(Pj) > ٠ شرط در
جایگزینی با بنابراین

φ(z) :=
z

(١− z)٢

داریم:

Re

(
z(h′٣ − g′٣)

φ(z)

)
= Re

(
z

φ(z)
[t(h′١ − g′١) + (١− t)(h′٢ − g′٢)]

)
= t.Re

(
(١− z)٢(h′١ − g′١)

)
+ (١− t)Re

(
(١− z)٢(h′٢ − g′٢)

)
= t.Re(P١) + (١− t)Re(P٢) > ٠

قضیه طبق لذا است. محدب حقیقی محور جهت در h٣−g٣ که دانیم می ٣.٣ لم طبق بنابراین
است. محدب حقیقی محور جهت در و ارز تک f٣ می�گیریم نتیجه ٣.٢�

با fj = hj + gj ∈ SH (j = ١,٢) کنید فرض .٢.۴ نتیجه
hj + gj =

١
٢i sin θ log

( ١+ zeiθ

١+ ze−iθ

)
(j = ١,٢; ٠ < θ < π)

آنگاه
f٣ = tf١ + (١− t)f٢ (٠ ⩽ t ⩽ ١)

است. حقیقی محور جهت در محدب و ارز تک

مثال دو ٣.۴
می�پردازیم. می�کند تر روشن را اصلی نتایج که مثال دو بررسی به بخش این در

ω٢ = z٢ و ω١ = −z انحراف با ترتیب به f٢ = z + ١٣z٣ ،f١ = z − ١٢z٢ کنید فرض .١.۴ مثال
انحراف با f٣ = tf١)+١− t)f٢ برای را ٢.۴ قضیه شرایط آنگاه .f١, f٢ ∈ SH که طوری به باشند



۴۵ مثال دو
می�کنیم. بررسی ω٣ = −tz + (١− t)z٢

داریم:
|ω٣| ⩽ t|z|+ (١− t)|z|٢ < t|z|+ (١− t)|z| < |z| < ١

هم�چنین است ارز تک موضعا f٣ لذا
Re
(
(١− ω١ω٢)h′١h′٢

)
= Re(١+ |z|٢z) ⩾ ٠

حقیقی محور جهت در و ارز تک f٣ لذا می�کنند. صدق ٢.۴ قضیه شرایط در f٢ و f١ بنابراین
تحت D از تصویری و ٢.۴ ،١.۴ شکل در ترتیب به f٢ و f١ تحت D از تصویری است. محدب

است. شده داده نشان ٣.۴ شکل در t = ١٣ با f٣

.f١ = z − ١
٢zتحت٢ D از تصویری :١.۴ شکل

.ω١ = z و h١ + g١ = z١−z
که طوری به f١ = h١ + g١ کنید فرض .٢.۴ مثال

آنگاه
h١ =

١
۴ log

١+ z

١− z
+
١
٢

z

١− z

و
g١ = − ١۴ log

١+ z

١− z
+
١
٢

z

١− z



همساز ارز تک نگاشت�های خطی ترکیبات ۴۶

.f٢ = z − ١
٣zتحت٣ D از تصویری :٢.۴ شکل

.ω٢ = −z٢ و h٢ + g٢ = z١−z
که طوری به f٢ = h٢ + g٢, کنید فرض هم�چنین

آنگاه
h٢ =

١
٨ log

١+ z

١− z
+

٣۴z − ١٢z٢
(١− z)٢ ,

g٢ = − ١٨ log
١+ z

١− z
+

١۴z − ١٢z٢
(١− z)٢

لذا ،(۵.۴ و ۴.۴ (شکل کنند می صدق ٣.۴ قضیه شرایط در f٢ و f١ که آنجایی از
f٣ = tf١ + (١− t)f٢ (٠ ⩽ t ⩽ ١)

شده داده نشان ۶.۴ شکل در t = ١٢ با f٣ تحت D تصویر است، محدب حقیقی محور جهت در
است.



۴٧ مثال دو

.f٣ = ١
٣f١ +

٢
٣f٢ تحت D از تصویری :٣.۴ شکل



همساز ارز تک نگاشت�های خطی ترکیبات ۴٨

.fتحت١ D از تصویری :۴.۴ شکل

.fتحت٢ D از تصویری :۵.۴ شکل



۴٩ مثال دو

.f٣ = ١
٢f١ +

١
٢f٢ تحت D از تصویری :۶.۴ شکل
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Aabstract

In this theses we introduce a classesSH , S0
H of harmonic conformalmappings and classSH(κ, γ, ϕ)

of harmonic quasiconformal mappings, Suffcient conditions for the linear combinations of map-
pings in such classes to be in a similar class, and convex in a given direction, are established. we
find bounds for |fz(z)|, |fz(z)| and |f(z)|. we examine normalized harmonic functions convex in
the direction of either the real or the imaginary axis.
keywords: Analytic Functions, Starlike Functions, Univalent Functions, Convex Functions, Har-
monic Functions, Analytic Dilatation, Sense-Preserving, Conformal Mapping, Cofficient Bound,
Linear Combination.
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