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سپاس�گزاری

دانش و علم طریق به و بخشید مان هستی که را یکتا پروردگار کران بی سپاس
از چینی خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینی به و شد رهنمونمان
نزاکتی دکتر جناب گرانقدرم اساتید از سپاسفراوان و ساخت روزیمان را معرفت و علم
فرمودند. راهنمایی نامه پایان این رساندن سرانجام به در مرا که غیاثی دکتر آقای و

زاده قربان بخت آنه
١٣٩۶ تیر

ح



نامه تعهد
ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی زاده بختقربان اینجانبآنه
مدلهای از استفاده با پورتفوی کارایی ارزیابی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد رضازاده نزاکتی احمد راهنمایی تحت ، SD DEAو
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
زاده قربان بخت آنه
١٣٩۶ تیر

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

خ





چکیده
از یکی پورتفوی عملکرد ارزیابی و پربازده و مناسب سهام انتخاب مسئله مالی امور در
راستا این در است. کرده مشغول بسیار را گذاران سرمایه ذهن که است مباحثی مهمترین
ها داده پوششی تحلیل آنها جمله از که است، شده ارائه پورتفوی کارائی ارزیابی جهت مدلهایی
که ، است ناپارامتری روش یک DEA تکنیک است. (SD) تصادفی تسلط معیار و (DEA)
متجانس گیرنده تصمیم واحدهای از متناهی تعداد وری بهره محاسبه یا و کارایی ارزیابی برای
شود. می استفاده کارا پورتفوی انتخاب برای احتمال توزیع تابع از SD روش در است. استوار
تحقیق این در نمود. مشخص را ناکارا و کارا های پورتفوی توان می ها روش این از استفاده با
پورتفوی تشکیل و سهام انتخاب جهت SD و DEA های مدل بررسی ضمن تا شده سعی
قوی تکنیک ای مقایسه ارزیابی انجام با و شود ارزیابی مدلها این با ها پورتفوی کارایی بهینه،

گردد. معرفی گذاران سرمایه به پورتفوی کارایی ارزیابی جهت تر

پورتفوی کارایی، تصادفی، تسلط ها، داده پوششی تحلیل کلیدی: کلمات

ذ





پایان�نامه از مستخرج مقالات لیست

تحلیل از استفاده با خودرو صنعت های شرکت بندی رتبه و کارایی ارزیابی اول مقاله .١
بابلسر، دانشگاه عملیات، در تحقیق المللی بین کنفرانس دهمین ها، داده پوششی

١٣٩۶ اردیبهشت
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

است. شده آورده مختصر طور به بعد های فصل در نیاز مورد تعاریف فصل این در

مقدمه ١.١
از یکی کاری، واحدهای کارایی و عملکرد ارزیابی و بشر دسترس در منابع از بهینه استفاده
مناسب راهکارهای ایجاد با تا بوده انسانها توجه مورد قبل بسیار سالیان از که است موضوعاتی
در اهمیت پر بسیار های شاخه از یکی کارایی، ارزیابی ببرد. را استفاده حداکثر موجود، منابع از
گرفته قرار استفاده مورد مدیریت توسعه در قدرتمند ای شاخه بعنوان ریاضیات است. مدیریت
عملکرد ارزیابی خصوصاً و مدیریت در آن مختلف های شاخه و ریاضیات شدن وارد با است.
پارامتری های روش مهم دسته دو به را آنها توان می که است شده ارائه مختلفی های تکنیک
ناپارامتریک روش دو تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل کرد. تقسیم پارامتری غیر و
بسیار اخیر سالهای در که باشند می بنگاهها و سازمانها و کاری واحدهای کارایی ارزیابی برای
شناختن پارامتری غیر و پارامتری های روش با گیری اندازه برای اند. گرفته قرار توجه مورد

است. قسمت مهمترین تولید تابع
ها فرض کمترین کنند می سعی که شود می گفته آماری های روش به ناپارامتری: روش

دهند. انجام ها داده تحلیل در را



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

تولید تابع ٢.١
است. شده آورده [۴] منبع از بخش این مطالب

کند. می ممکن ها ورودی ترکیب از را ممکن خروجی بیشترین که است تابعی تولید تابع
ریاضی شکل دهیم، نشان x۱, x۲, ..., xn با را ها ورودی و y با را ها خروجی مقدار اگر بنابراین

نوشت. زیر بصورت توان می را تولید تابع
y = f(x۱, x۲, ..., xn),

را تولید) عوامل و منابع (میزان ها ورودی x۱, x۲, ..., xn و (محصول) خروجی میزان y که
دهند. می نشان

میزان استفاده مورد تولیدی منابع میزان کاهش یا افزایش با تواند می تولیدی موسسه
کالاهای یکدیگر با تولیدی منابع مختلف های ترکیب با یا و دهد کاهش یا افزایش را محصول
میزان داشتن نگه ثابت و تولیدی منابع از یکی مقدار افزایش با بنابراین کند. تولید بخصوصی

شود. می فراهم معینی حد تا محصول میزان افزایش امکان منابع، سایر
با که واحدی از است عبارت ١(DMU) گیرنده تصمیم واحد یک از منظور .١.٢.١ تعریف
را Y = (y۱, y۲, ..., ys) مانند خروجی بردار X = (x۱, x۲, ..., xm) مانند ورودی بردار دریافت

کند. تولید
دارند مشابه عملی که واحدهایی از عبارتند متجانس٢ گیرنده تصمیم واحدهای تعریف٢.٢.١.
بانک، یک شعب مانند کنند. می تولید مشابه های خروجی مشابه های ورودی دریافت با که

قبیل. این از و ها بیمارستان
گویند. گیرنده تصمیم را واحدها این مدیران

کارایی ٣.١
باشد. می [٣] منبع از است شده اشاره دیگر منبع به که جاهایی بجز بخش این تعاریف

به نسبت تولید ی عرصه در خود منابع از سازمان یک وری بهره میزان ٣بیانگر کارایی
خوب یعنی کارایی گیری تصمیم مسائل در و . است[٢٨] زمان از مقطعی در عملکرد بهترین
خروجی نسبت صورت به که است سازمانی درون های شاخص مقایسه حاصل که کردن، کار

شود. می بیان ورودی به

کارایی =
خروجی
ورودی , (١.١)

١Decision Making Unit
٢Homological
٣Efficiency



٣ کارایی
کارایی عوامل، بقیه داشتن نگه ثابت و آن کاهش با که است عاملی ورودی .١.٣.١ تعریف

یابد. می کاهش آن کارایی عوامل بقیه ماندن ثابت و آن افزایش با و کند می پیدا افزایش
کارایی عوامل، بقیه داشتن نگه ثابت و آن کاهش با که است عاملی خروجی .٢.٣.١ تعریف

یابد. می افزایش کارایی عوامل بقیه داشتن نگه ثابت و آن افزایش با و یابد می کاهش
موجود استانداردهای به توجه با واحد یک کارایی سنجش به مطلق۴ کارایی .٣.٣.١ تعریف
یک برای جهانی استاندارد خاصی گیرنده تصمیم واحد یک برای کنید فرض شود. می گفته
ورودی، واحد یک مصرف با گیرنده تصمیم واحد اگر باشد. y∗ با برابر خروجی ورودی، واحد

آید: می بدست زیر رابطه از مطلق کارایی صورت این در کند، تولید را y۰ خروجی
مطلق کارایی =

y۰
y∗

, (٢.١)
استفاده استاندارد کارایی نسبت عنوان به y∗ استاندارد خروجی به y۰ خروجی نسبت از یعنی
کارایی باشد، نزدیکتر استاندارد خروجی به نظر مورد واحد خروجی چه هر بنابراین، شود. می

است. بالاتر واحد آن
می نشان را واحدها واقعی جایگاه که است این در مطلق کارایی های فایده بزرگترین از یکی
تحت جامعه زیاد بسیار فاصله یا کلی استانداردهای بودن دسترس در عدم به توجه با اما دهد.
از معمولا آن، جای به و شود نمی استفاده مطلق کارایی از موجود، استانداردهای با ارزیابی

شود. می استفاده گیرنده تصمیم واحدهای عملکرد ارزیابی در نسبی کارایی
واحدهای به نسبت گیرنده تصمیم واحد یک عملکرد سنجش نسبی کارایی .۴.٣.١ تعریف
کارایی بزرگترین به واحد هر کارایی اندازه تقسیم از نسبی، کارایی است. مجموعه آن دیگر
و است یک مساوی یا کوچکتر همواره واحد، هر کارایی اندازه بنابراین آید. می بدست ها آن

دارد. یک برابر نسبی کارایی واحد، یک حداقل
کرده تولید را yo خروجی ،xo ورودی ازای به که oی گیرنده تصمیم واحد نسبی کارایی

آید. می بدست زیر صورت به باشد) داشته خروجی یک و ورودی یک (یعنی است

REo =
Eo

max {Ej : j = ۱,۲, ..., n} =

yo
xo

max
{

yj
xj

: j = ۱,۲, ..., n
} , (٣.١)

واحدهای میان از استانداردها و است نشده استفاده خارجی استاندارد هیچ از جا، این
شوند. می برگزیده موجود

اقتصادی۵ کارایی .۵.٣.١ تعریف
خروجی بردار (x۱, x۲, ..., xm) ورودی بردار مصرف با نظر مورد گیرنده تصمیم واحد اگر
همه قیمت و باشد) خروجی چند و ورودی چند دارای (یعنی کند تولید را (y۱, y۲, ..., ys)

۴Absolute efficiency
۵Economic Efficiency
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رابطه از آن کارایی آنگاه باشد، معلوم واحد آن های ورودی همه هزینه و مشخص ها خروجی

آید: می بدست زیر

Eo =
u۱y۱ + ...+ usys
v۱x۱ + ...+ vmxm

, (۴.١)
xi یعنی، iام ورودی هزینه vr و ،(r = ۱,۲, .., s) yr یعنی rام، خروجی قیمت ur آن، در که

است. (i = ۱,۲, .., s)
این شود می مطرح جا این در که سؤالی است. معروف اقتصادی کارایی به کارایی این
را ورودی هزینه و خروجی قیمت نتوان که باشد ای گونه به گیرنده تصمیم واحد اگر که است
می تعریف کارایی چگونه و شوند مشخصمی viها و urها چگونه وضعیت این در کرد مشخص
است. مسئله این پاسخگوی که است مباحثی جمله از ها داده پوششی تحلیل مبحث شود.
اندازه در ای کننده تعیین نقش ها، خروجی و ها ورودی مناسب های وزن که است ذکر قابل

دارند. کارایی

بازده ۴.١
است. شده آورده [۴] و [٢] ازمنابع بخش این مطالب

برای پاداش و کند می انگیزه ایجاد که است محرکی نیروی گذاری سرمایه فرایند در بازده
است. مطلوب بازده کسب گذاری سرمایه هدف تمام که چرا شود می محسوب گذاری سرمایه
کسب که است ای بازده یا است، شده واقع که است ای بازده یافته، تحقق بازده تعریف١.۴.١.
است. شده واقع و پیوسته وقوع به که است ای بازده یافته تحقق بازده واقع در است. شده

گذاران سرمایه که دارایی یک تخمینی بازده از عبارتست انتظار، مورد بازده .٢.۴.١ تعریف
است، همراه اطمینان عدم با انتظار مورد بازده آورند. بدست آینده دوره یک در دارند انتظار

نشود. برآورده اینکه یا و شود برآورده دارد احتمال
بالقوه بازده برای احتمال توزیع بودن معلوم با سهم، هر انتظار مورد بازده .٣.۴.١ تعریف

آید: می بدست زیر بصورت و شده داده نشان E(R) با انتظار مورد بازده سهام
E(Ri) =

m∑
k=۱

(pk)PRk,

است. آن وقوع احتمال Pk و سهم یک بالقوه بازده PRk و iام دارایی دهنده نشان Ri آن در که
(پورتفوی): سرمایه سبد .۴.۴.١ تعریف

دارایی ترکیب معنی به است. سهام خاصسبد بطور و گذاری سرمایه سبد همان عام بطور
فنی لحاظ به باشد. می موسسه یا فرد از اعم گذار سرمایه یک توسط شده گذاری سرمایه های
گیرد. می بر در را گذار سرمایه مالی و حقیقی های دارایی کامل مجموعه سرمایه سبد یک



۵ نیاز مورد تعاریف برخی
پورتفوی: انتظار مورد بازده .۵.۴.١ تعریف

بازده باشد، xi آن در iام دارایی وزن که باشیم داشته دارایی N با سرمایه سبد صورتیکه در
شود: می محاسبه زیر صورت به و دهیم می نشان E(Rp) با پورتفوی انتظار مورد

E(Rp) =

N∑
i=۱

xiE(Ri),

”میانگین استهلاک”به کسر از پس ”سود نسبت درصد محاسبه از بازده نرخ .۶.۴.١ تعریف
کارایی سنجش برای مالی های نسبت از یکی بازده، نرخ آید. می رفته”بدست کار به سرمایه

است. گذاری سرمایه های طرح یا اقتصادی بنگاههای

مقیاس به بازده ١.۴.١
ازای به خروجی در افزایش نسبت کننده منعکس که بلندمدت است مفهومی مقیاس، به بازده
باشد. کاهشی) یا (افزایشی متغییر ثابت، تواند می نسبت این هاست. ورودی میزان افزایشدر

ثابت: مقیاس به بازده .٧.۴.١ تعریف
موجب نسبت همان به ورودی افزایش که است صادق وقتی مقیاس به ثابت بازده نسبت
دو نیز محصول میزان شود، دوبرابر سرمایه و کار نیروی اگر مثال بطور شود، افزایشخروجی

است: زیر بصورت ثابت مقیاس به بازده ریاضی رابطه شود. برابر
f(ax۱, ax۲, ...) = af(x۱, x۲, ...),

متغییر: مقیاس به بازده .٨.۴.١ تعریف
ورودی میزان از بیش نسبتی به خروجی میزان که است آن مقیاس به نسبت افزایشی بازده
داده افزایش ها ورودی که باشد نسبتی از کمتر ها خروجی که صورتی در و یابد افزایش ها،

است. شده ایجاد مقیاس به نسبت کاهشی بازده شوند،

f(ax۱, ax۲, ...) > af(x۱, x۲, ...), افزایشی مقیاس به بازده ریاضی رابطه

f(ax۱, ax۲, ...) < af(x۱, x۲, ...), کاهشی مقیاس به بازده ریاضی رابطه

نیاز مورد تعاریف برخی ۵.١
است. میانگین همان اول، گشتاور .١.۵.١ تعریف

کنند. می حساب میانگین حول را گشتاور معمولا بالاتر مراتب گشتاورهای برای
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شود: می تعریف زیر بصورت که است واریانس همان ، دوم گشتاور .٢.۵.١ تعریف

σ۲ = E(X − X̄)۲,

شود: می تعریف زیر بصورت و باشد می چولگی همان که سوم مرکزی گشتاور .٣.۵.١ تعریف
µ۳ = E(X − X̄)۳,

مجموعه آزمایشبه یک (Ω) نمونه فضای از که است تابعی (X) تصادفی متغییر تعریف١.۴.۵.
میشود. تعریف (R) حقیقی اعداد

X : Ω −→ R

اختیار تواند می که مقادیری تعداد هرگاه گویند، گسسته را (X)تصادفی متغیر .۵.۵.١ تعریف
باشد. پذیر شمارش نامتناهی یا متناهی کند

از کند اختیار تواند می که مقادیری هرگاه گویند، پیوسته را (X) تصادفی متغیر تعریف١.۶.۵.
پیوسته تصادفی متغیر مقادیر دیگر عبارت به ...)باشد و مکان (زمان، نامتناهی مجموعه یک

دارد. قرار بازه یا فاصله یک (X)در

برابر، X تصادفی متغییر آنکه احتمال که است تابعی احتمال۶، توزیع تابع .٧.۵.١ تعریف
و گویند. می نیز تجمعی٧ توزیع تابع آن به که دهد می نشان شود، x مساوی یا تر کوچک

شود: می تعریف زیر بصورت

F (x) = p(X ≤ x),

مساوی X تصادفی متغییر آنکه احتمال که است تابعی ،٨ احتمال چگالی تابع .٨.۵.١ تعریف
دهد. می نشان را گردد x با

f(x) = p(X = x),

است: زیر بصورت توزیع تابع مشتق واقع در احتمال چگالی تابع
f(x) =

d

dx
F (x),

از تابعی χ تصادفی بردار باشد نمونه فضای یک Ω کنیم فرض تصادفی٩: بردار .٩.۵.١ تعریف
گویند. می تصادفی بردار یک را RK حقیقی بردار از بعدی K مجموعه به Ω نمونه فضای

χ : Ω → RK ,

۶Probability distribution function
٧Cumulative distribution function
٨Probability density function
٩Random Vector



٧ ریسک
اگر: است گسسته χ تصادفی بردار .١٠.۵.١ تعریف

باشد. داشته وجود نامتناهی یا متناهی مقادیر از Rχ شمارا ١-مجموعه
: x ∈ RK هر برای بطوریکه دارد وجود χ از pχ : RK → ٢-تابع[۰,۱]

pχ(x) =

 p(χ = x) ifx ∈ Rχ,

۰ ifx /∈ Rχ,
(۵.١)

در گوئیم، محدب١٠ را f : (a, b) −→ R تابع ،−∞ ≤ a < b ≤ +∞ فرضکنیم .١١.۵.١ تعریف
باشیم: داشته صورتیکه

∀x۱, x۲ ∈ (a.b), t ∈ [۰,۱] : f(tx۱+(۱− t)x۲) ≤ tf(x۱)+(۱− t)f(x۲), (۶.١)
در گوئیم، مقعر١١ را f : (a, b) −→ R تابع ،−∞ ≤ a < b ≤ +∞ کنیم فرض .١٢.۵.١ تعریف

باشیم: داشته صورتیکه
∀x۱, x۲ ∈ (a.b), t ∈ [۰,۱] : f(tx۱+(۱− t)x۲) ≥ tf(x۱)+(۱− t)f(x۲), (٧.١)

ریسک ۶.١
است. [٢۵] منبع از آمده، بخش این در که مفاهیمی

در باید دهد افزایش را انتظارش مورد بازده بخواهد گذار سرمایه اگر سرمایه بازار یک در
تعریف خوبی به سودآوری و انتظار مورد بازده حالیکه در بگیرد. قرار بیشتری ریسک معرض

است. مبهم شود می گیری اندازه چگونه اینکه و ریسک مفهوم شود می
تنوع با و است ریسکی گذاری سرمایه که شود می گفته مالی گذاریهای سرمایه در معمولا˟
سرمایه در واقع در داد. کاهش را خطر و ریسک این توان می گذاری سرمایه به بخشیدن
به ادعاهایی چنین باشد. ساز خطر تواند می سبد یک در مرغها تخم همه دادن قرار گذاری
ندارد. وجود ریسک گیری اندازه نحوه مورد در توافقی هیچ اما گردد. برمی ریسک مفهوم
گیری اندازه را آن چگونه اینکه مورد در ولی کنند احساس را خطر است ممکن گذاران سرمایه
را زیر مفاهیم توان می دارد وجود ریسک از که تعاریفی میان در دارد. وجود کمی توافق کنند

یافت:
رفتن” دست از احتمال معرض در گرفتن -”قرار

خطرناک” احتمال یا خطر -”یک
دادن” دست از احتمال یا -”خطر

دادن” دست از احتمال از ای -”درجه
بدهد” دست از است ممکن بیمه شرکت که -”مبلغی

١٠Convex
١١Concave
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یکسرمایه به بتوان یکشاخصریسککه بدنبال ما زیرا است. دشوار ریسکبسیار تعریف
هستیم. باشند رسیده توافق به گذاران سرمایه همه آن در و داد اختصاص مشخص گذاری

کرد: بیان زیر صورت به توان می را ریسکی موقعیت تعریف
داشته وجود مالی خروجی یک از بیش آن در که است ریسکی موقعیت دارای دارایی یک
که باشند p(xi) وقوع احتمال با نظر مورد دارایی های خروجی x۱, x۲, ..., xn فرضکنیم باشد.
احتمال با xj مشاهده یک حداقل موقعیت این در که داشت توجه باید ۰است. < p(xi) < ۱
سرمایه دارایی یک برای اگر تعریف این طبق واقع در داشت. خواهد وجود ۰ < p(xi) < ۱
سرمایه این آنگاه باشد، داشته وجود (بازدهی) خروجی چندین وقوع احتمال شده گذاری
وقوع احتمال و x گذاری سرمایه یک خروجی کنیم فرض دیگر بیان به است. ریسکی گذاری
گذاری سرمایه یک اگر شود. مشخص (x, p(x)) بصورت گذاری سرمایه هر و باشد p(x) آن
است ریسک بدون گذاری سرمایه آن آنگاه باشد، داشته p(x) = ۱ احتمال با خروجی یک فقط
گذاری سرمایه یک باشد، xها همه برای ۰ < p(x) < ۱ احتمال با x خروجی چندین اگر و

است. ریسکی

ریسک از هایی اندازه ١.۶.١
کنیم. می معرفی ریسک گیری اندازه برای شاخص چند بخش این ادامه در

موسگراو و ریسکدومار شاخصهای
یک موسگراو و دومار شود. می تعریف رفتن دست از شرایط در ریسک اوقات گاهی ١٣ ١٢
آوردند. بدست کند، می ممکن را پایین نسبتاً یا منفی نتایج تمام که را ریسک از شاخصکمی

کردند: پیشنهاد را زیر ریسک شاخص آنها اساس این بر
RI = −

∑
xi≤۰

pixi,

ریسک با گذاری سرمایه بالاتر، RI بنابراین است، مثبت مقدار یک RI پس ،xi ≤ ۰ چون
است. شده کوتاه نقطه x = ۰ و شده کوتاه میانگین RI مورد این در دهد. می نشان را بیشتر
پیوسته تصادفی متغییر اگر کنیم. محاسبه را منفی اعداد بازده میانگین توانیم می ما یعنی

است: زیر صورت به (RI) ریسک شاخص باشد
RI = −

∫ ۰

−∞
f(x)xdx,

در که کنند می احساس گذاران سرمایه از بسیاری که شدند متوجه موسگراو و دومار
شکست کنند، استفاده را ریسک بدون بهره نرخ از کمتر مقدار آنها اگر خود گذاری سرمایه

١٢Domar
١٣Musgrave



٩ ریسک
کردند: پیشنهاد را ریسک شاخص از زیر فرمول مشکل این رفع برای آنها اند. خورده

RI = −
∑
xi≤r

pi(xi)(xi − r),

است xi آوردن بدست برای pi احتمال با (xi < r) برای فقط (xi − r) انحرافات همه اینجا در
است: زیر بصورت RI پیوسته تصادفی متغییر برای ریسک). بدون بهره نرخ r)

RI = −
∫ r

−∞
f(x)(x− r)dx,

معیار انحراف واریانسو
است طبیعی پس افتد، می اتفاق باشد ممکن نتیجه یک از بیش زمانیکه ریسک که آنجایی از
مارکویتز١۴ هری مدرن پورتفوی نظریه در شود. گیری اندازه پراکندگی های اندازه از یکی با که
کرد. بیان بازده استاندارد از انحراف یا واریانس از استفاده با را گذاری سرمایه ریسک اندازه
بعنوان واریانس از دهد می قرار پورتفوی یک در را خود دارایهای گذار سرمایه هنگامیکه بویژه
معیارهای ترین رایج بعنوان معیار انحراف و واریانس امروزه کند. می استفاده ریسک شاخص

آید: می بدست زیر شکل به گسسته توزیع یک برای واریانس شوند. می استفاده ریسک
σ۲
x =

∑
(xi)(xi − Ex)۲,

انتظار مورد بازده E(x) و گذاری سرمایه بازده x و xi احتمال p(xi) ممکن، های خروجی xi

است: زیر بصورت واریانس پیوسته توزیع یک برای و است گذاری سرمایه
σ۲
x =

∫
f(x)(x− E(x))۲dx

را (σ) استاندارد انحراف ،σ۲ مربع ریشه است. چگالی تابع f(x) و بازده دهنده نشان x که
دهد. می نشان

واریانس نیم
است: زیر بصورت گسسته توزیع برای ریسک اندازه یک بعنوان واریانس نیم

SV =
∑
xi≤A

p(xi)(xi −A)۲,

باشد: می زیر صورت به پیوسته توزیع برای و
SV =

∫ A

−∞
f(x)(x−A)۲dx,

نظر در شکست بعنوان A از کمتر درآمد بطوریکه است ثابت مقدار یک A بالا عبارتهای در که
است. E(x) مساوی شده انتخاب A شود. می گرفته

١۴Harry Markowitze



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
معرضریسک ارزشدر

موسسات توسط (V aR) معرضریسک١۵ در ارزش نام به رایج بسیار جدید شاخصریسک یک
هنگامیکه ممکن، ضرر حداکثر دهنده نشان ریسک، معرض در ارزش شود. می استفاده مالی
زیر بصورت خطر معرض در ارزش است. شود، گرفته نادیده توزیع دم چپ سمت از درصد α

است:

V aR = µ− L

بنابراین، است. p(X ≤ L) = α آن ازای به که است مقداری L و توزیع میانگین اندازه µ که ،
می گرفته نادیده توزیع از چپ دم زمانیکه میانگین از انحراف حداکثر شده گیری اندازه ریسک

شود.

انتظار مورد مطلوبیت ٧.١
باشد. می [٢۵] منبع از بخش این در شده ارائه مفاهیم

به کند. می خواستنی افراد برای را کالایی که است کیفیتی مطلوبیت اقتصاددانان تعریف به
حاصل خدمات و کالا مصرف از که کننده مصرف رضایت از است عبارت مطلوبیت دیگر، بیان

سودمندی. نه است رضایت مطلوبیت، کلمه واقع در شود. می
ریسک گیری اندازه مقابل در گذاری، سرمایه یک در درست تصمیم یک به رسیدن برای
دارد. ای ویژه اهمیت نیز گذاری سرمایه سودآوری است، سخت بسیار که گذاری سرمایه
سرمایه شود. گرفته نظر در گذاری سرمایه فرآیند در دو هر باید ریسک و سودآوری بنابراین
مقایسه منظور به هستند. مواجه خود سرمایه سبد انتخاب برای بسیاری های گزینه با گذاران

است. نیاز مورد گیری تصمیم برای معیارهایی گذاری، سرمایه بازده و ریسک
مطلوبیت ابزار شود، می استفاده درست گیری تصمیم به رسیدن در که معیارهایی از یکی
را بیشتر ثروت او مثلا است، منطقی گذار سرمایه کند فرضمی ابزار این است. انتظار١۶ مورد

دهد. می ترجیح کمتر ثروت به

١۵Valu at Risk
١۶Expected Utility



١١ انتظار مورد مطلوبیت

گذاری سرمایه معیارهای ١.٧.١
(MRC)بازده حداکثر معیار

این به توجه با شود. می استفاده ندارد وجود ریسکی هیچ زمانیکه در بازده١٧ حداکثر معیار
درست، انتخاب با شود. می انتخاب را بازده نرخ بالاترین با گذاری سرمایه سادگی به ما معیار،

کند. می تضمین گذاری سرمایه دوره پایان در را شده گذاری سرمایه ثروت بازده حداکثر
دهیم. می نشان شرکت یک توسط بهینه تولید تصمیم از مثالی با را بازده حداکثر معیار
های هزینه C(Q) و شرکت توسط شده تولید مقدار Q بخش، هر محصول قیمت P فرضکنید
تولید را Q∗ بهینه مقدار که بگیرد تصمیم ای گونه به که است این شرکت هدف باشد. تولید

: از است عبارت شرکت هدف بنابراین باشد. حداکثر Π(Q) سود بطوریکه کند
Max Π(Q) = P.Q− C(Q),

در که آید می بدست خوبی نتیجه آن دادن قرار صفر مساوی و فوق معادله از گرفتن مشتق با
داشت: خواهیم تولید بهینه سطح

P = C ′(Q∗),

Q∗ مقدار است. برابر C ′(Q) نهایی هزینه با P نهایی درآمد که است معنی این به فوق رابطه
را π(Q) بازده حداکثر شرکت Q∗ انتخاب با زیرا است، شده تولید واحدهای مطلوب مقدار

آورد. می بدست
های گذاری سرمایه برای را قاعده این آیا که است این آید می پیش اینجا در که سئوالی
بازده که است استفاده قابل زمانی معیار این که است این پاسخ کنیم؟ می اعمال نامشخص

نیست. اجرا قابل اطمینان عدم صورت در و باشند مشخص ها

(MERC)انتظار مورد بازده حداکثر معیار
مشخصمی را انتظار مورد بازده بالاترین با گذاری سرمایه انتظار١٨، مورد بازده حداکثر معیار
مورد بازده ابتدا قانون، این از استفاده برای کند. می رفع را بندی رتبه مشکل نتیجه در کند.

کنیم. می محاسبه را ممکن گذاریهای سرمایه از یک هر انتظار
رتبه معیار، این دهد. می ارائه ویکنواخت واضح بندی رتبه یک انتظار مورد بازده معیار
نیست معنا بدان این ولی کند، می فراهم ریسکی های گذاری سرمایه برای یکنواختی بندی
و اطمینان شرایط برای معیار این فنی نظر از گیرد. می قرار استفاده مورد موارد همه در که
نیست مطلوب چندان معیار این ندارد. نظری توجیه ولی است استفاده قابل اطمینان عدم

شود. منطقی غیر تصمیمات ایجاد به منجر است ممکن زیرا
١٧Maximum Return Criterion
١٨Maximum Expected Return Criterion



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢

(MEUC)انتظار مطلوبیتمورد حداکثر اثباتمعیار و اصلها ٢.٧.١
در ما شود. بندی فرمول گوناگون راههای طریق از تواند می انتظار مورد مطلوبیت اثبات
اثبات به سپس و آوریم می را انتظار١٩ مورد مطلوبیت حداکثر معیار با سازگار اصل شش اینجا

پردازیم. می آن

گذاری بازپرداختسرمایه
دهیم، می نشان L۲ و L۱ با که پورتفوی دو ممکن گذاریهای سرمایه میان از کنیم فرض

نویسیم: می زیر بصورت را گذاری سرمایه دو این بسازیم.

L۱ = {(p۱, A۱); (p۲, A۲); ...; (pn, An)},

L۲ = {(q۱, A۱); (q۲, A۲); ...; (qn, An)},

به (A۱) کوچکترین از خروجیها است. q۱ و p۱ احتمال با ممکن های خروجی ترتیب به A۱ که
A۱ خروجی p۱ احتمال با L۱ گذاری سرمایه تحت بنابراین است. شده مرتب (An) بزرگترین
بفرد منحصر نتایج این آید. می بدست A۱ خروجی q۱ احتمال با L۲ گذاری سرمایه تحت و
در .∑ pi =

∑
qi = ۱ و آید می دست به نتیجه یک فقط گذاری سرمایه هر تحت یعنی هستند،

واقعیت در اما باشند. یکسان نتایج دارای گذاری سرمایه دو که افتد می اتفاق ندرت به عمل
اگر: مثال برای ندارد. ما تحلیل برای محدودیتی هیچ

L۱ = {(۱۴ ,۴); (۳۴ ,۵)}

و
L۲ = {(۱۲ ,۱); (۱۲ ,۱۰)}

می ندارد وجود دیگری در و دارد وجود گذاری سرمایه یک در که هایی خروجی جای به باشد.
یعنی: کنیم وارد صفر احتمال با دیگر گذاری سرمایه در را خروجی توانیم

L۱ = {(۰۱ ,۱); (۱۴ ,۴); (۳۴ ,۵); (۰۱ ,۱۰)}

L۲ = {(۱۲ ,۱); (۰۱ ,۴); ۰۱ ,۵); (۱۲ ,۱۰)}

١٩Maximum Expected Utility Criterion



١٣ انتظار مورد مطلوبیت
ها اصل

پذیری٢٠ مقایسه .١ اصل
به را Ai که بگوید باید گذار سرمایه داریم، Aj و Ai مالی خروجی در وقتی اصل این طبق

است. تفاوت بی آنها بین اینکه یا و بالعکس یا دهد می ترجیح Aj

پیوستگی٢١ اصل٢.
۰ ≤ U(A۲) ≤ ۱ احتمال پس شود، داده ترجیح A۱ به A۲ خروجی و A۲ به A۳ خروجی اگر

بطوریکه: دارد. وجود
L = {((۱− U(A۲)), A۱); (U(A۲), A۳)} ∼ A۲,

احتمال با A۱ به رسیدن یا A۲ اطمینان با دریافت برای انتخاب بین گذار سرمایه بنابراین
A۲ از تابعی A۳ و A۱ بود. خواهد تفاوت بی U(A۲) احتمال با A۳ به رسیدن یا و (۱− U(A۲)

هستند.
L = A۳ ≻ A۲ بینیم می U(A۲) = انتخاب۱ با سادگی به گویند؟ پیوستگی را اصل این چرا

داریم: U(A۲) = ۰ انتخاب با و شود). می داده ترجیح A۲ بر A۳ (یعنی
L = A۱ ≺ A۲,

داشت: خواهیم دهیم افزایش یک به صفر از را U(A۲) مداوم بطور اگر بنابراین
L ∼ A۲.

تعویضپذیری٢٢ .٣ اصل
باشد: زیر بصورت L۱ گذاری سرمایه کنیم فرض

L۱ = {(p۱, A۱); (p۲, A۲); (p۳, A۳)},

(B = {(q,A۱); ((۱ − q), A۳)}) B دیگر شانس و A۲ بین گذار سرمایه شود فرض همچنین و
بی L و L۱ گذاری سرمایه بین گذار سرمایه پذیری تعویض اصل طبق پس باشد. تفاوت بی

است: زیر بصورت L گذاری سرمایه که ، است تفاوت
L = {(p۱, A۱); (p۲, B); (p۳, A۳)},

تعدی٢٣ .۴ اصل
L۲ ≻ L۳ و L۱ ≻ L۲ که باشیم داشته را L۳ و L۲ و L۱ گذاری سرمایه سه کنیم فرض

داریم: تعدی اصل به توجه با پس باشد.
L۱ ≻ L۳.

٢٠Comparability
٢١Continuity
٢٢Interchangeability
٢٣Transitivity



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۴
پذیری٢۴ تجزیه .۵ اصل

باشد: زیر صورت به L∗ گذاری سرمایه کنیم فرض
L∗ = {(q, L۱); ((۱− q), L۲)},

هستند. گذاری سرمایه یک خود L۲ و L۱ که
L۱ = {(p۱, A۱); ((۱− p۱), A۲)},

و
L۲ = {(p۲, A۱); ((۱− p۲), A۲)},

کرد: تجزیه زیر بصورت توان می را L∗ اینصورت در
L∗ ∼ L۱ = {(p∗, A۱); ((۱− p∗), A۲)},

که
P ∗ = qp۱ + (۱− q)p۲,

یکنواختی٢۵ اصل۶.
اگر و A۱ ≻ A۲ پس A۲ > A۱ اگر یکنواختی، اصل طبق باشد. داشته وجود اطمینان اگر

شود: می بیان زیر روش دو به یکنواختی اصل باشد نداشته وجود اطمینان
کنیم: ١)فرض

L۱ = {(p,A۱); ((۱− p), A۲)},

و
L۲ = {(p,A۱); ((۱− p), A۳)},

.L۲ ≻ L۱ نتیجه در و A۳ ≻ A۲ پس A۳ > A۲ اگر
کنیم: فرض (٢

L۱ = {(p,A۱); ((۱− p), A۲)},

و
L۲ = {(q,A۱); ((۱− q), A۲)},

(A۲ ≻ A۱پس) A۲ > A۱ و
.L۱ ≻ L۲ نتیجه در p < q اگر

٢۴Decomposability
٢۵Monotonicity



١۵ انتظار مورد مطلوبیت
(MEUC)انتظار مورد مطلوبیت حداکثر معیار اثبات

متفاوت های گذاری سرمایه بندی رتبه برای بهینه معیار انتظار مورد مطلوبیت .١.٧.١ قضیه
است.

بیشتر L۱ گذاری سرمایه یک از انتظار مورد مطلوبیت اگر کند می بیان قضیه این واقع در
می ترجیح L۲ بر را L۱ گذار سرمایه باشد. L۲ گذاری سرمایه برای انتظار مورد مطلوبیت از

.(L۱ ≻ L۲) دهد
می نشان ما همچنین کنیم. می استفاده فوق اصل شش مراحل از دقیقاً زیر اثبات در برهان.
فرض شود. می استفاده ها اصل دیگر از بیشتر فوق های اصل از برخی اثبات، این در که دهیم
زیر صورت به L۲ و L۱ کنیم. انتخاب را یکی L۲ و L۱ گذاری سرمایه دو بین خواهیم می کنیم

است:
L۱ = {(p۱, A۱); (p۲, A۲); ...; (pn, An)},

و
L۱ = {(q۱, A۱); (q۲, A۲); ...; (qn, An)},

و
A۱ < A۲ < ... < An,

است. گذاری سرمایه یک ممکن های خروجی Aiها که
با این بر علاوه کنیم. مقایسه را Aiها توانیم می ما پذیری مقایسه اصل از استفاده با ابتدا

کنیم: مشخص زیر شکل به را ها خروجی توانیم می ما یکنواختی اصل به توجه
A۱ < A۲ < ... < An یا A۱ ≺ A۲ ≺ ... ≺ An

کنیم: می تعریف

A∗
i = {((۱− U(Ai)), A۱); (U(Ai), An)} : ۰ ≤ U(Ai) ≤ ۱,

داریم: یکنواختی اصل از استفاده با
∀Ai ∃U(Ai) : Ai ∼ A∗

i ,

داریم: پس گیریم. می نظر در U(A۱) = ۰ ،A۱ برای
A۱ ∼ A۱,

∀An, U(An) = ۱ =⇒ An ∼ An,

به صفر از U(Ai) تعدی و یکنواختی اصل به توجه با ،۰ < U(Ai) < ۱ ،Ai مقادیر همه برای
کند. می صعود An به A۱ از Aiها و یابد می افزایش یک

آوریم: می بدست پذیری تعویض اصل از استفاده با و کنیم می تعویض L۱ در A∗
i با را Ai

L۱ ∼ L∗
۱ ≡ {(p۱, A۱); (p۲, A۲), ..., (pi, A

∗
i ), ..., (pn, An)},



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۶
بیش جابجایی با است. آورده بوجود را L∗

۱ و شده جابجا Ai با L۱ اعضای میان در عضو یک که
آوریم: می بدست تعدی و پذیری تعویض اصل از استفاده و L∗

۱ در عضو یک از
L۱ ∼ L∗

۱ ∼ L∗∗
۱ ,

تا دهیم می ادامه را روش این است. شده جابجا آن عضو دو که است گذاری سرمایه L∗∗
۱ که

بدست را است، شده جابجا A∗
i با Ai, (i = ۱,۲, ..., n) اعضای همه که L̃۱ گذاری سرمایه به

آوریم: می
L۱ ∼ L̃ ≡ {(p۱, A∗

۱); (p۲, A
∗
۲); ...; (pn, A

∗
n)},

داریم: تعدی و پذیری تجزیه های اصل از استفاده با
L۱ ∼ L̃۱ ∼ ˜̃L۱ = {(A۱,

∑
pi(۱− U(Ai)); (An,

∑
piU(Ai))},

آوریم: می بدست و کنیم می تکرار L۲ گذاری سرمایه با را فوق مراحل همه

L۲ ∼ L̃۲ ∼ ˜̃L۲ = {(A۱,
∑

qi(۱− U(Ai)); (An,
∑

qiU(Ai))},

باشد: برقرار زیر شرایط اگر شود، می داده ترجیح ˜̃L۲ به ˜̃L۱ یکنواختی اصل به توجه ∑با
piU(Ai) >

∑
qiU(Ai),

دهیم. تعمیم اصلی گذاری سرمایه به را فوق نامساوی توانیم می تعدی اصل از استفاده با اما
داریم: پس

L۱ ≻ L۲,

دارد. انتظار مورد مطلوبیت با ارتباطی چه نتیجه این که دهیم می پاسخ سوال این به حال
بالا در که هایی اصل مجموعه به توجه با باشد. U(Ai) مطلوبیت، Ai لحظه برای کنیم فرض
داده ترجیح گذاریهای سرمایه دیگر بر بالاتر انتظار مورد مطلوبیت با گذاری سرمایه است آمده

یعنی: شود. می
L۱ ≻ L۲ ⇐⇒

∑
piU(Ai) ≡ EL۱U(x) >

∑
qiU(Ai) ≡ EL۲U(x),

انتظار مورد مطلوبیت دهنده نشان ترتیب به L۲ و L۱ و ممکن های خروجی دهنده نشان x که
است گوناگون های خروجی برای گذار سرمایه اولویت دهنده نشان U(Ai) است. L۲ و L۱ از
دهنده نشان U(Ai) بنابراین است. Ai با متناظر مطلوبیت دهنده نشان گفت: توان می پس

است. گذار سرمایه مطلوبیت تابع

مطلوبیت تابع ٣.٧.١
سرمایه از بیشتر L۱ گذاری سرمایه از انتظار مورد مطلوبیت اگر کردیم ثابت بالا قضیه طبق
L۲ بر L۱ گذاری سرمایه اگر شود. می داده ترجیح L۲ بر L۱ گذاری سرمایه باشد، L۲ گذاری

بطوریکه: دارد وجود U۱ نزولی غیر تابع پس ،(L۱ ≻ L۲) شود داده ترجیح
EL۱U۱(x) > EL۲U۱(x),



١٧ کارایی مرز
برای و (L۱ ≻ L۲) گذار سرمایه یک برای است ممکن که، داشت توجه نکته این به باید فقط
U۲ دیگر نزولی غیر تابع که دهد می نشان مسئله این باشد. (L۲ ≻ L۱) دیگر گذار سرمایه

بطوریکه: دارد. وجود است داده ترجیح L۱ بر را L۲ که دوم گذار سرمایه برای
EL۲U۲(x) > EL۱U۲(x),

شود. می نامیده مطلوبیت تابع نزولی غیر تابع این که
گذاری، سرمایه مطلوبیت دهنده نشان تابع این چرا که دهیم می پاسخ سوال این به حال
و (An > A۱ (که An و A۱ مقدار دو برای پیوستگی اصل به توجه با است. گذارها سرمایه

بطوریکه: دارد وجود U(Ai) تابع یک ،A۱ < Ai < An

{((۱− U(Ai)), A۱); (U(Ai), An)} ≡ A∗
i ∼ Ai,

تابع گذاران سرمایه همه برای اما نیستند، عقیده هم U(Ai) مقدار روی بر گذاران سرمایه همه
سرمایه ترجیحات از گذار سرمایه یک ترجیحات زیرا دارد. وجود (۰ ≤ U(Ai) ≤ ۱ (که U(Ai)

منعکسکننده و عملکرد دهنده نشان و شود می نامیده مطلوبیت تابع که دارد، فرق دیگر گذار
ندارد) فرقی گذار سرمایه برای دیگر نقطه با آن روی نقطه هر که (منحنی تفاوتی بی منحنی

است.

کارایی مرز ٨.١
ریسک حداقل یا و ریسک از معین سطح یک در را بازدهی حداکثر که است پورتفویی کارا مرز
واحدهایی از متشکل کارایی، مرز واقع در کند. می ایجاد بازدهی از معین سطح یک در را
هاست. داده بیرونی حد کارا مرز ریاضی لحاظ از است. یک کارایی اندازه با هایی) (پورتفوی
کمترین یا و برابر ریسک با بازدهی نرخ بیشترین دارای باشد کارا مرز روی بر که پورتفوی هر

است. دارند قرار کارایی مرز پایین که هایی پورتفوی سایر با مساوی بازدهی نرخ با ریسک
روی بر ای نقطه به ریسک با برخوردشان نحوه و مطلوبیت تابع براساس گذاران سرمایه
این روی بر ها پورتفوی سایر به نسبت کارا مرز روی بر پورتفویی هیچ رسند. می کارا مرز
افزایش با که هستند متفاوت ریسک و بازدهی دارای ها پورتفوی این تمام ندارد. برتری مرز،
داشتن برای گذارن سرمایه واقع در یابد. می افزایش نیز آنها انتظار مورد بازدهی نرخ ریسک،

کنند. حرکت بهینه پورتفوی
سهام بهینه پرتفوی می�کند. کار طور چه سهام بهینه پرتفوی که می�دهد نشان فوق نمودار
نقطه سمت به A نقطه از شما چه هر چراکه می�گیرد، قرار منحنی این میانی نواحی در معمولا˟
به کرد. خواهید تحمل کمتر نسبت به بازده افزایش برای بیشتری ریسک کنید، حرکت C
ریسک افزایش واحد یک ازای به شما A) نقطه به (نزدیک نمودار پایینی بخش�های در عبارتی
بالایی بخش�های سمت به که هرقدر آورید. دست اضافی بازده واحد چندین است ممکن
کاسته می�گیرید پاداش که بازدهی میزان از و می�شود افزوده شما ریسک میزان به می�روید



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٨

کارایی مرز نمودار :١.١ شکل
اضافی بازده واحد یک فقط است ممکن ریسک واحد چند ازای به درنهایت اینکه تا می�شود

.( C نقطه به (نزدیک کنید کسب
پورتفوی فوق نمودار در می�شود. گفته کارا مرز می�کند وصل هم به را C Aو نقطه که خطی
قرار خط این روی بهینه پرتفوهای مجموعه دارند. قرار کارایی مرز روی بر C و B و A های
برتری دیگری بر هیچکدام و هستند کارا فوق پورتفوی سه هر که معناست بدان این می�گیرند
کاری آن�ها انتخاب و هستند بی�نتیجه کمتر بازده و بیشتر ریسک با پرتفوهای چراکه ندارند.
ریسک پرتفوی این بگیرید. نظر در را D پرتفوی مثلا́ نمی�آید. به�حساب منطقی و معقول
نظیر ریسک بدون دارایی�های در گذاری سرمایه با می�توانید شما و دارد A پرتفوی از بیشتری
به آورید. دست به را A پرتفوی بازده مقدار همان بانکی سپرده�های یا دولتی مشارکت اوراق
از هیچ�یک گریزی ریسک گذار سرمایه هیچ و است ریسک حداقل دارای A پرتفوی عبارتی
انتخاب است، A پرتفوی انتظار مورد بازده از کمتر انتظارآن�ها مورد بازده که را پرتفوهایی

نمی�کند.
دارایی یک می�توان سرعتی چه با که دارد اشاره موضوع این به نقدشوندگی .١.٨.١ تعریف
بیشتر بازار در سهم یک معاملات میزان هرقدر فروخت. بازار در واقعی قیمت به را سهام یا
است. بیشتر آن نقدشوندگی کنند، معامله را سهم آن بیشتری فروشندگان و خریداران و باشد
کرد، تبدیل نقد وجه به دردسر بدون و بالایی سرعت با را دارایی یک بتوان اگر به�عبارت�دیگر

است. بیشتر بازار در آن فروش و عرضه قابلیت و دارایی آن شوندگی نقد



٢ فصل
و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای

تصادفی تسلط

و [۴] منبع از است شده اشاره آن به که جاهایی بجز است، آمده فصل این در که مطالبی
باشد. [٢۵]می

ها داده پوششی تحلیل مدلهای ١.٢
مورد همواره شرکت یا سازمان یک عملکرد ارزیابی در آن اهمیت دلیل به کارایی گیری اندازه
کارایی گیری اندازه مانند روشی از استفاده ١با فارل ١٩۵٧ سال در است. بوده محققان توجه
که موردی کرد. تولیدی واحد یک برای کارایی گیری اندازه به اقدام مهندسی، مباحث در
تحلیل که بود، خروجی ویک ورودی یک شامل داد قرار مدنظر کارایی گیری اندازه برای فارل

گرفت. نام ٢ ها داده پوششی
بررسی و عملکرد ارزیابی زمینه در کارآمد و مناسب ابزارهای از یکی داده�ها پوششی تحلیل
تصمیم واحدهای کارایی محاسبه منظور به ناپارامتری روش یک عنوان به که است کارایی،
بهینه سری یک بر مبتنی ها داده پوششی تحلیل تکنیک واقع در می�شود. استفاده گیرنده

١Farrell
٢Data Envolpment Analysis

١٩



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٢٠
که نقاط سری یک از کارایی مرز منحنی روش این در است. خطی ریزی برنامه اساس بر سازی
از توان می نقاط این تعیین برای شود. می ایجاد شود می تعیین خطی ریزی برنامه بوسیله
پس خطی ریزی برنامه روش کرد. استفاده مقیاس به نسبت متغییر و ثابت بازدهی فرض دو
مرز روی بر نظر مورد گیرنده تصمیم واحد آیا که کند می مشخص سازی بهینه سری یک از
یکدیگر از ناکارا و کارا واحدهای وسیله بدین است. گرفته قرار آن از خارج یا دارد قرار کارایی
داده تمام ها داده تحلیل هنگام (DEA) ها داده پوششی تحلیل تکنیک شوند. می تفکیک
.[۵] است گرفته نام ها داده پوششی تحلیل دلیل همین به و ها داده قرار پوشش تحت را ها
در و گسترشبوده حال در زیادی سرعت با داده�ها پوششی تکنیکتحلیل از استفاده امروزه
آموزشی، مراکز بیمارستانها، پست، بانکداری، صنعت مانند مختلف صنایع و سازمانها ارزیابی
در کاربردی و تئوری جنبه از زیادی توسعه�های می�شود. استفاده و... پالایشگاه�ها نیروگاه�ها،
بکارگیری برای را آن مختلف جوانب شناخت که افتاده اتفاق داده�ها پوششی تحلیل مدلهای
میزان تعیین بر علاوه داده�ها پوششی تحلیل مدلهای از استفاده می�کند. ناپذیر اجتناب دقیقتر
مطلوب میزان ارائه با و کرده تعیین مختلف شاخصهای در را نقاطضعفسازمان نسبی، کارایی
همچنین می�کند. مشخص بهره�وری و کارایی ارتقای سوی به را سازمان مشی خط آنها،
ناکارا واحدهای به گرفته�است انجام آنها اساس بر ناکارا واحدهای ارزیابی که کارا الگوهای
ناکارا واحدهای به مشابه ورودی�های با که هستند واحدهایی کارا الگوهای می�شوند. معرفی
این کرده�اند. تولید کمتر ورودی�های از استفاده با را خروجی�ها همان یا بیشتر خروجی�های
به رو فزاینده�ای سرعت با تکنیک این از استفاده شده موجب که است نتایج در وسیع تنوع
فزاینده�ای رشد نیز تئوری بعد از تکنیک این که �است شده موجب امر همین باشد. گسترش

شود. تبدیل عملیات در تحقیق علم در فعال شاخه�های از یکی به و باشد داشته
شود. می تقسیم BCC و CCR مدلهای اساسی دسته دو به DEA مدلهای

CCR مدل ١.١.٢
گیری اندازه توانایی که کردند، ارائه مدلی و دادند توسعه را فارل ۵دیدگاه رودرز و کوپر۴ چارنز٣،
ها داده پوششی تحلیل مدل نام به و داشت. را خروجی چندین با ورودی چندین با کارایی
پیشرفت ”ارزیابی عنوان با کوپر راهنمایی به و رودرز دکتری رساله در بار اولین شد. شناخته
در و گرفت قرار استفاده مورد کارنگی دانشگاه در آمریکا” ملی مدارس آموزان دانش تحصیلی
شد. ارائه گیرنده” تصمیم واحدهای کارایی گیری ”اندازه عنوان با ای مقاله در ١٩٧٨ سال

نام CCR آنها پدیدآورندگان نام اول حروف اساس بر ها داده پوششی تحلیل مدل اولین
گیری اندازه هدف مدل، این در گرفت.

٣Chanes
۴Cooper
۵Rohdes



٢١ ها داده پوششی تحلیل مدلهای
چندین و ورودی چندین با بانک شعب مانند سازمانی واحدهای نسبی کارایی ی مقایسه و
به بازده ساختار ها داده پوششی تحلیل مدل های ویژگی از یکی است. هم به شبیه خروجی
های مدل هستند. ثابت مقیاس به بازده های مدل جمله از CCR مدلهای است. آن مقیاس
کنند. عمل بهینه مقیاس در واحدها همه که است مناسب زمانی مقیاس به نسبت ثابت بازده

CCRنسبت مدل ساختن
به است. ورودی یک به خروجی یک نسبت صورت به کارایی تعریف مدل، این تشکیل مبنای
به خروجی یک نسبت از استفاده بجای فنی، کارایی محاسبه برای CCR مدل در دیگر عبارت
مجاز های ورودی موزون مجموع به مجاز های خروجی موزون مجموع نسبت از ورودی یک

است. شده استفاده
کارایی =

ها خروجی موزون مجموع
ها ورودی موزون مجموع , (١.٢)

کارایی باشد، خروجی s و ورودی mدارای واحد هر واحد، n کارایی بررسی هدف که صورتی در
شود: می محاسبه زیر بصورت (j = ۱,۲, ..., n) jام واحد

jام واحد کارایی =

∑s
r=۱ uryrj∑m
i=۱ vixij

, (٢.٢)
(i = ۱,۲, ...,m) jام واحد برای iام ورودی میزان xij

(۱,۲, ..., s) jام واحد برای rام خروجی میزان yrj

rام خروجی به شده داده وزن ur
iام ورودی به شده داده وزن vi

مجموعه نیازمند کارایی، سنجش وسیله این که است این فوق رابطه مورد در مهم مورد
شود. می استفاده بررسی تحت واحدهای تمام در که هاست وزن از ای

ها خروجی و ها ورودی ارزش اینکه اول داشت: توجه نکته دو به باید فوق رابطه مورد در
گونه به مختلف واحدهای است ممکن دوم، باشد. مشکل آنها گیری اندازه و متفاوت تواند می
بنابراین کنند، ارائه متفاوت های ارزش با هایی خروجی که دهند سازمان را خود عملیات ای
را مشکل این رودرز و کوپر چارنز، نیازمندند. کارایی گیری اندازه در متفاوتی های وزن به
مختلفی های وزن ها خروجی و ها ورودی به خود مدل در مشکل این حل برای و شناختند
سایر با مقایسه در را هایی وزن توانند می که کردند مطرح را واحدهایی و دادند اختصاص
ارائه مدل شرایط این در بپذیرند. باشد، تر کننده روشن و تر متناسب آنها برای که واحدها
یک حل از نامیم. می صفر واحد را آن بعد این از که بررسی تحت واحد ارزیابی برای آنان شده

شود. می نامیده CCR نسبت مدل که آید می دست به خطی ریزی برنامه مدل
تحت واحد کارایی ارزیابی هدف و است. موجود واحد n کنید فرض مدل، ساختن برای
برای ,xm,۰را ..., x۲,۰, x۱,۰ ها ورودی که است گیرنده) تصمیم واحد یا صفر (واحد بررسی
شده داده تخصیص های وزن صورتیکه در میکند. مصرف ys,۰, ...y۲,۰, y۱,۰ ها خروجی تولید



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٢٢
vm, ..., v۲, v۱ با ها ورودی به شده داده تخصیص های وزن و um, ..., u۲, u۱ با ها خروجی به

شود. حداکثر باید زیر کسر کارایی حداکثر کردن پیدا برای شود. داده s∑نشان
r=۱ uryr۰∑m
i=۱ vixi۰

, (٣.٢)

ترتیب: این به داد. انجام باید نیز واحدها سایر برای را روش این
Max Z۰ = صفر واحد کارایی
s.t

واحدها تمام کارایی ≤ ۱.

واحد های وزن برای را مقادیر ترین مناسب مسئله جواب و هاست وزن فوق، مسئله متغییر
کند. می گیری اندازه را آن کارایی و ارائه صفر

است: زیر بصورت آن ریاضی مدل
Max Z۰ =

∑s
r=۱ uryr۰∑m
i=۱ vixi۰

s.t∑s
r=۱ uryrj∑m
i=۱ vixij

≤ ۱, (j = ۰,۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(۴.٢)

کسری ریزی برنامه مدل با کردن خطی ٢.١.٢
تشکیل یک درجه معادله دو تقسیم از آن هدف تابع که است مدلی کسری ریزی برنامه مدل
برنامه مدل یک فوق CCR نسبت مدل ترتیب، این به است. خطی آن های محدودیت و شده
تغییر بار دو مستلزم خطی ریزی برنامه مدل یک به مدل این تبدیل بود. خواهد خطی ریزی

بگیرید. نظر در را CCR نسبت مدل مجدداً رو این از است. زیر صورت به متغییر
Max Z۰ =

∑s
r=۱ uryr۰∑m
i=۱ vixi۰

s.t∑s
r=۱ uryrj∑m
i=۱ vixij

≤ ۱, (j = ۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(۵.٢)

دهید: انجام را زیر متغییر تغییر ابتدا در
۱∑m

i=۱ vixij۰
= t, (۶.٢)



٢٣ ها داده پوششی تحلیل مدلهای
آمد: خواهد در زیر صورت به مدل ها محدودیت کردن وسطین طرفین و فوق متغییر تغییر با

Max Z۰ =

s∑
r=۱

uryij۰t

s.t

S∑
r=۱

uryrj −
m∑
i=۱

vixij۰ ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n), (۱)

n∑
i=۱

vixij۰t = ۱, (۲)

ur, vi, t ≥ ۰.

و ضرب t در را ١ رابطه حال است. متغییر تغییر رابطه همان فوق مدل در ٢ رابطه کنید دقت
کنیم: می اعمال را زیر متغییر تغییر دوم بار برای

tur = µr, و tvi = wi, (٧.٢)
آید: می در زیر صورت به (٧.٢) مدل نتیجه در

Max Z۰ =

s∑
r=۱

yrj۰µr

s.t

s∑
r=۱

yrj −
m∑
i=۱

xijwi ≤ ۰,

m∑
i=۱

xij۰wi = ۱,

µr, wi ≥ ۰.

(٨.٢)

CCRکردن روشخطی ٣.١.٢
برای که است آن بر استدلال خطی، ریزی برنامه مدل یک به CCR نسبت مدل تبدیل برای
در ثابت را کسر :”مخرج کرد اقدام توان می شیوه دو به یکعبارتکسری مقدار کردن حداکثر
به کرد”.بسته حداقل را مخرج و ثابت را کسر صورت یا و کرد” حداکثر را صورت و گرفت نظر
خروجی و گرا) محور(نهاده ورودی مدل نوع دو شود، گرفته کار به شیوه دو از یک کدام اینکه

شود. می حاصل گرا) محور(ستاده

محور ورودی CCR مدل
شود. می تقسیم پوششی و مضربی گروه دو به کلی بندی تقسیم یک در محور ورودی مدلهای
کاهش امکان که ناکاراست صورتی در گیرنده تصمیم واحد یک محور، ورودی مدل یک در
ها خروجی از یک هر کاهش یا دیگر های ورودی از یک هر افزایش بدون ها ورودی از یک هر



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٢۴
باشد. داشته وجود

محور ورودی CCR مضربی مدل
یک معادل را کسر خطی، ریزی برنامه مدل یک به CCR نسبت مدل تبدیل برای اینجا در
نسبت مدل کسری هدف تابع ترتیب، این به شود. می ماکزیمم کسر صورت و دهیم می قرار

شود. می تبدیل تساوی محدودیت هدف یک و خطی هدف تابع یک به
نسبت: مدل هدف تابع

MaxZ۰ =

∑s
r=۱ uryr۰∑m
i=۱ vixi۰

,

محور: ورودی CCR مدل هدف تابع

MaxZ۰ =
∑s

r=۱ uryr۰

۱∑m
i=۱ vixi۰

= ۱,

m∑یا
i=۱ vixi۰ = ۱,

بود: خواهد زیر صورت به CCR مضربی مدل صورت این در

Max Z۰ =

s∑
r=۱

uryr۰

s.t

m∑
i=۱

vixi۰ = ۱,

s∑
r=۱

uryrj −
m∑
i=۱

xijvi ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(٩.٢)

CCR مدل کند. می ارائه را واحد شش های خروجی و ها ورودی زیر جدول .١.١.٢ مثال
است: زیر بصورت A واحد برای محور ورودی مضربی



٢۵ ها داده پوششی تحلیل مدلهای

واحد شش کارایی ارزیابی به مربوط های داده :١.٢ جدول
ها ورودی ها خروجی

واحدها (X۱) اول (X۲) دوم (Y۱)اول (Y۲) دوم
A ١.۵ ٠.٢ ١.۴ ٠.٣۵
B ۴ ٠.٧ ١.۴ ٢.١
C ٣.٢ ١.٢ ۴.٢ ١.٠۵
D ۵.٢ ٢ ٢.٨ ۴.٢
E ٣.۵ ١.٢ ١.٩ ٢.۵
F ٣.٢ ٠.٧ ١.۴ ١.۵

max ZA = ۱٫۴u۱ + ۰٫۳۵u۲

s.t,

۱٫۵v۱ + ۰٫۲v۲ = ۱,

۱٫۴u۱ + ۰٫۳۵u۲ − ۱٫۵v۱ − ۰٫۲v۲ ≤ ۰,

۱٫۴u۱ + ۲٫۱u۲ − ۴v۱ − ۰٫۷v۲ ≤ ۰,

۴٫۲u۱ + ۱٫۰۵u۲ − ۳٫۲v۱ − ۱٫۲v۲ ≤ ۰,

۲٫۸u۱ + ۴٫۲u۲ − ۵٫۲v۱ − ۲v۲ ≤ ۰,

۱٫۹u۱ + ۲٫۵u۲ − ۳٫۵v۱ − ۱٫۲v۲ ≤ ۰,

۱٫۴u۱ + ۱٫۵u۲ − ۳٫۲v۱ − ۰٫۷v۲ ≤ ۰,

u۱, u۲, v۱, v۲ ≥ ۰.

شش کارایی میزان آورد. بدست یک برابر کارایی امتیاز اگر کاراست A واحد مدل این طبق
است. (٢.٢) جدول صورت به بررسی تحت واحد

واحد شش کارایی ارزیابی به مربوط های داده :٢.٢ جدول
واحد v۲ v۱ u۲ u۱ Z∗

A ١.١٢٠ ٠.۵١٧ ٠ ٠.٧١۴ ١
B ٠.۶۴٢ ٠.١٣٧ ٠.۴٧۶ ٠ ١
C ٠ ٠.٣١٢ ٠ ٠.٢٣٨ ١
D ٠ ٠.١٩٢ ٠.٢٣٨ ٠ ١
E ٠.۵١٣ ٠.١١٠ ٠.٣٠۴ ٠.١١۵١ ٠.٩٧٧۵
F ٠.٧٢٢ ٠.١۵۵ ٠.۴٢٧ ٠.١۶٢ ٠.٨۶٧۵

این پس است آورده بدست را یک امتیاز A واحد واحدهاست. تمام برای کارایی امتیاز Z∗

کاراست. واحد



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٢۶
محور ورودی CCR پوششی مدل

با ارتباط در تجربی رابطه یک به ها داده پوششی تحلیلی مدل ساخت در رودرز و کوپر چارنز،
رسیده زیر صورت به ها» «خروجی و ها» ورودی «تعداد و ارزیابی» مورد واحدهای «تعداد

اند:

ارزیابی مورد واحدهای تعداد ≥ خروجیها)۳ تعداد + ورودیها (تعداد

مرز روی بر واحدها از زیادی تعداد که شود می موجب عمل در فوق رابطه نگرفتن کار به
مدل تفکیک قدرت نتیجه در شوند، یک کارایی امتیاز دارای دیگر عبارات به و بگیرند قرار کارا

یابد. می کاهش
تفاوت که معنا این به باشد. داشته بالایی پذیری تفکیک قدرت که است مدلی خوب، مدل
واحدها تمامی کارایی امتیاز که مدلی دهد. تشخیص را مختلف واحدهای کارایی میزان میان
تفکیک قدرت دارای و ندارد را واحدها کارایی تفاوت تشخیص توان کند، می محاسبه یک را

است. پایین پذیری
متغییرهای و θ ثانویه مسئله در را ∑m

i=۱ vixi۰ = ۱ محدودیت با متناظر صورتیکه در
به ثانویه مدل شود، داده نشان λj m∑با

r=۱ yrjur −
∑n

i=۱ xijvi ≤ ۰ های محدودیت با متناظر
بود: خواهد زیر صورت

Min Y۰ = θ

s.t

n∑
j=۱

λjyrj ≥ yr۰ , (r = ۱,۲, ..., n),

θxi۰ −
n∑

j=۱
λjxij ≥ ۰, (i = ۱,۲, ...,m),

λj ≥ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

(١٠.٢)

نامند. می پوششی فرم را مدل این آمد. خواهد در زیر بصورت تغییر اندکی با فوق مدل
Min Y۰ = θ

s.t

n∑
j=۱

λjyrj ≥ yr۰ , (r = ۱,۲, ..., n),

n∑
j=۱

λjxij ≤ θxi۰ , (i = ۱,۲, ...,m),

λj ≥ θ, (j = ۱,۲, ..., n),

(١١.٢)



٢٧ ها داده پوششی تحلیل مدلهای
محور خروجی CCR مدل

ورودی از یک کاهشهر امکان که ناکاراست صورتی در واحد یک محور، ورودی یکمدل ١)در
باشد. داشته وجود ها خروجی از یک هر کاهش یا دیگر های ورودی افزایش بدون ها

از یک هر افزایش امکان که ناکاراست صورتی در واحد یک محور، خروجی مدل یک ٢)در
باشد. داشته وجود دیگر خروجی یک کاهش یا ورودی یک افزایش بدون ها خروجی

نیابد. تحقق امکان فوق مورد دو از کدام هیچ اگر فقط و اگر بود، خواهد کارا واحد یک
تواند می دیگر واحدهای خطی ترکیب که است معنی بدین واحد یک برای یک از کمتر کارایی
داده توضیح های مدل کنند. ایجاد کمتر های ورودی کارگیری به با را خروجی مقدار همان

بودند. متمرکز ها ورودی بر قبل شده
است: زیر صورت به محور خروجی CCR مضربی مدل

Min Z۰ =

m∑
i=۱

vixi۰

s.t

s∑
r=۱

uryr۰ = ۱,

s∑
r=۱

uryrj −
m∑
i=۱

vixij ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(١٢.٢)

متغییر را λj و θ با ثانویه مسئله در را فوق مدل اول محدودیت با متناظر متغییر که صورتی در
بصورت محور خروجی پوششی مدل کنیم، فرض اولیه مدل های محدودیت دیگر با متناظر

بود: خواهد زیر

Max Y۰ = θ

s.t

n∑
j=۱

λjyrj ≥ θyr۰ , (r = ۱,۲, ..., s),

n∑
j=۱

λjxij ≤ xj۰ , (i = ۱,۲, ...,m),

λj ≥ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

(١٣.٢)

است. خروجی مقدار بیشترین کسب ما هدف محور خروجی مدلهای در



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٢٨

BCC مدل ۴.١.٢
که کردند عرضه را جدیدی مدل CCR مدل در تغییر با کوپر و چارنز بنکر۶، ،١٩٨۴ سال در
انواع از مدلی BCC مدل یافت. شهرت BCC مدل به آنها خانوادگی نام اول حروف اساس بر
نسبت متغیر بازده با واحدهایی نسبی کارایی ارزیابی به که هاست داده پوششی تحلیل مدلهای
به بازده های مدل از تر کننده محدود ثابت مقیاس به بازده های مدل پردازد. می مقیاس به
می دربر را کمتری کارای واحدهای ثابت مقیاس به بازده مدل زیرا هستند، متغییر مقیاس

شود. می کمتر نیز کارایی مقدار و گیرد

BCCنسبت مدل
است: زیر صورت به (صفر) بررسی تحت واحد کارایی ارزیابی برای BCC نسبت مدل

Max Z۰ =

∑s
r=۱ uryr۰ + w∑m

i=۱ vixi۰

s.t∑s
r=۱ uryrj + w∑m

i=۱ vixij
≤ ۱, (j = ۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(١۴.٢)

هم که است CCR نسبت مدل همانند BCC نسبت مدل ساختار است. علامت در آزاد wکه
افزوده w علامت در آزاد متغییر یک کسر صورت به ها محدودیت تمامی در هم و هدف تابع در
پوششی و مضربی مدلهای گروه دو به CCR مدلهای همانند نیز BCC مدلهای شود. می

شوند. می بندی تقسیم

BCC مضربی مدل
به توان می آن کردن خطی برای که است غیرخطی ریزی برنامه مدل یک BCC نسبت مدل
مضربی مدل کسر» مخرج داشتن نگه ثابت و صورت کردن «حداکثر که کرد عمل شیوه دو
کسر» صورت داشتن نگه ثابت و مخرج کردن «حداقل با یا کند، می ایجاد را محور ورودی

آید. می وجود به محور خروجی BCC مضربی مدل

۶Benker



٢٩ ها داده پوششی تحلیل مدلهای
است: زیر صورت به محور ورودی BCC مضربی مدل

Max Z۰ =

s∑
r=۱

uryr۰ + w

s.t

m∑
i=۱

vixi۰ = ۱,

s∑
r=۱

uryrj −
m∑
i=۱

vixij + w ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(١۵.٢)

w علامت در آزاد متغییر وجود در CCR مدل با مدل این تفاوت بینید می که همانطور
کند: می تعیین زیر بصورت را مقیاس به بازده نوع مدل این در w متغییر علامت است.

است. کاهشی مقیاس، به بازده نوع باشد w < ۰ الف)هرگاه
است. افزایشی مقیاس، به بازده نوع باشد w > ۰ ب)هرگاه

است. ثابت مقیاس، به بازده نوع باشد w = ۰ ج)هرگاه

مدنظر خروجی چهار و ورودی سه مختلف، بیمارستان چهار نسبی ارزیابی برای .٢.١.٢ مثال
را متوالی سال سه برای خروجی و ورودی میزان میانگین زیر های جدول است. گرفته قرار

است: شده طراحی سوم بیمارستان برای زیر مدل دهد. می نشان

بیمارستان چهار های ورودی :٣.٢ جدول
چهارم بیمارستان سوم بیمارستان دوم بیمارستان اول بیمارستان ها ورودی

٢١٠.۴ ٢٧۵.٧ ١۶٢.٣٠ ٢٨۵.٢ (نفر) پزشک غیر تعداد
١۵۴.١٠ ٣۴٨.۵ ١٢٨.٨٠ ١٢٣.٨ نفر) (میلیون تدارکات هزینه
١٠۴.٠۴ ١٠۴.١٠ ۶۴.٢١ ١٠۶.٧٢ موجود روز تخت

بیمارستان چهار های خروجی :۴.٢ جدول
چهارم بیمارستان سوم بیمارستان دوم بیمارستان اول بیمارستان ها خروجی

٣٣.١۶ ٣۶.٧٢ ٣۴.۶٢ ۴٨.١۴ بستری بیمار تعداد
۵۶.۴۶ ۴۵.٩٨ ٢٧.١١ ۴٣.١٠ سرپایی بیمار تعداد
١۶٠ ١٧۵ ١۴٨ ٢۵٣ شده تربیت پرستار تعداد
٨۴ ٢٣ ٢٧ ۴١ شده تربیت انترن تعداد



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٣٠
Max Z۳ = ۳۶٫۷۲u۱ + ۴۵٫۹۸u۲ + ۱۷۵u۳ + ۲۳u۴ + w

s.t,

۲۷۵٫۷v۱ + ۳۴۸٫۵v۲ + ۱۰۴٫۱v۳ = ۱,

۴۸٫۱۴u۱ + ۴۳٫۱u۲ + ۲۵۳u۳ + ۴۱u۴ − ۲۸۵٫۲v۱ − ۱۲۳٫۸v۲ − ۱۰۶٫۷۲v۳ + w ≤ ۰,

۳۴٫۶۲u۱ + ۲۷٫۱۱u۲ + ۱۴۸u۳ + ۲۷u۴ − ۱۶۲٫۳v۱ − ۱۲۸٫۷v۲۶۴٫۲۱v۳ + w ≤ ۰,

۳۶٫۷۲u۱ + ۴۵٫۹۸u۲ + ۱۷۵u۳ + ۲۳u۴ − ۲۷۵٫۷v۱ − ۳۴۸٫۵v۲ − ۱۰۴٫۱v۳ ≤ ۰,

۳۳٫۱۶u۱ + ۵۶٫۴۶u۲ + ۱۶.u۳ + ۸۴u۴ − ۲۱۰٫۴v۱ − ۱۵۴٫۱v۲ − ۱۰۴٫۰۴v۳ ≤ ۰,

u۱, u۲, u۳, u۴, v۱, v۲, v۳ ≥ ۰

کارا واحدی گردد یک برابر Z∗
۳ یعنی آورد، بدست را یک کارایی امتیاز سوم بیمارستان اگر

بود. خواهد
است: زیر صورت به محور خروجی BCC مضربی مدل

Min Z۰ =

m∑
i=۱

vixi۰ + w

s.t

s∑
r=۱

uryr۰ = ۱,

m∑
i=۱

vixij −
s∑

r=۱
uryrj + w ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

ur, vi ≥ ۰.

(١۶.٢)

BCC پوششی مدل
اول محدودیت با متناظر متغییر بود. خواهد زیر صورت به BCC محور ورودی پوششی مدل
نمایش به λj با ها محدودیت سایر با متناظر متغییرهای و θ با محور ورودی مضربی مدل

است. شده گذاشته
Min Y۰ = θ

s.t

n∑
i=۱

λiyrj ≥ yr۰ , (r = ۱,۲, ..., s),

θxi۰ −
n∑

j=۱
λjxij ≥ ۰, (i = ۱,۲, ...,m),

n∑
i=۱

λj = ۱, (j = ۱,۲, ..., n),

λj ≥ ۰.

(١٧.٢)



٣١ تصادفی تسلط
در w علامت در آزاد متغییر شدن اضافه با متناظر محدودیت کنید می مشاهده که همانطور
تحت های ورودی کاهش نسبت θ مدل این در n∑است.

j=۱ λj = ۱ محدودیت اولیه، مسئله
دهد. می نشان کارایی بهبود برای را بررسی

است: زیر صورت به محور خروجی پوششی مدل
Max Z۰ = θ,

s.t

n∑
j=۱

λjxij ≤ xi۰ , (i = ۱,۲, ...,m),

n∑
j=۱

λjyrj ≥ θyr۰ , (r = ۱,۲, ..., s),

n∑
j=۱

λj = ۱, (j = ۱,۲, ..., n),

λj ≥ ۰, (j = ۱,۲, ..., n),

(١٨.٢)

تصادفی تسلط ٢.٢
تصادفی تسلط معیار است. داشته وجود باز دیر از (SD) ٧ تصادفی تسلط روش پایه مفاهیم
ارزیابی برای تصادفی تسلط معیار از استفاده سابقه است. مالی اقتصاد در غنی سابقه دارای
هایسرمایه صندوق عملکرد ارزیابی برای پارتر٨ و توسطجوی ١٩٧۴ سال به دارایی سبد کارایی
لوی ١١و هانوچ ١٠و راسل ٩و هادر توسط شده منتشر مقاله دو اما گردد. برمی مشترک گذاری
ساز زمینه ١٩٧٠ سال در استیگلز١۴ و راسچیلد١٣ توسط شده منتشر مقاله و ١٩۶٩ سال ١٢در
مدلهای و -واریانس میانگین مدلهای از استفاده در که مشکلاتی دلیل به بودند. گسترش این
گسترشروش و توسعه به نیاز داشت، وجود گذاری سرمایه های دارایی گذاری قیمت بر مبتنی

شد. بیشتر تصادفی تسلط های
نرمال بر فرض ای سرمایه دارایی گذاری قیمت و -واریانس میانگین سنتی مدلهای در
های بازده که حالی در (u)است. مطلوبیت تابع بودن دو درجه و ها بازده های توزیع بودن

٧Stochastic Dominace
٨Joie & Parter
٩Hadar
١٠Russell
١١Hanoch
١٢Levy
١٣Rcthschild
١۴Stiglitz



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٣٢
توزیع از بیشتر کشیدگی و چاق دم با های توزیع دارای نوظهور بازارهای در مخصوصا مالی
از استفاده با گذاری سرمایه های صندوق عملکرد مقایسه توانایی بنابراین هستند. نرمال
بستگی ها بازده توزیع بودن نرمال غیر درجه و مطلوبیت تابع ماهیت روشمیانگین-واریانسبه

دارد[٢٠].
کند. می بررسی را احتمال چگالی تابع کل که است این تصادفی تسلط روش مزایای از یکی
درجه مطلوبیت تابع نه و دارد وجود بازده توزیع بودن نرمال فرض نه تصادفی تسلط روش در
توزیع کردن فرض نرمال علت به است ممکن که مشکلاتی دلیل همین به شود. می فرض دو
محدود فرضهای دارای تصادفی تسلط روش رود. می بین از روش این در آید بوجود ها بازده
قیدهایی تعداد تصادفی تسلط روش در اس. گذاری سرمایه ترجیحات درباره کمتری کننده
در است. تصادفی تسلط های مرتبه تعداد با متناسب شود، می اعمال مطلوبیت تابع به که
بر را است(بیشتر ناپذیر اشباع گذار سرمایه که است این بر فرض تصادفی تسلط اول مرتبه
گذار سرمایه (یعنی گریزی ریسک فرض تصادفی تسلط دوم مرتبه در دهد) می ترجیح کمتر
سوم مرتبه در و دهد) می ترجیح نامطمئن انتظار مورد درآمد یک بر را مطمئن درآمد یک
سرمایه مطلوبیت تابع مفروضات به کاهشی مطلق بطور گریزی ریسک فرض تصادفی تسلط

گردد. می اضافه گذار

تصادفی تسلط تئوری ١.٢.٢
های فرصت کارای مرز تعیین برای بسیار کنکاش با را واریانس میانگین تحلیل تئوری این
که کند می فرض نه تصادفی تسلط طلبد. می مبارزه به مختلف دیدگاهی از گذاری، سرمایه
معیار است. مقعر جا همه در مطلوبیت تابع شکل اینکه ونه است نرمال بازده احتمال توزیع
حداکثر را انتظار مورد مطلوبیت که است پورتفوی انتخاب برای جامع یکمدل تصادفی تسلط
دهد، نشان آماری های لحظه با را توزیع یک های ویژگی اینکه بجای معیار، این کند. می
در گذاری سرمایه گزینه دو مقایسه در دهد. می قرار استفاده مورد را احتمال چگالی تابع کل
گذاری سرمایه های فرصت این از هیچکدام آیا که کند می تعیین تصادفی تسلط زمان، یک

نه. یا دارند را بزرگتر پاداش با مرتبط احتمال
یا دارایی توسط که پورتفویی یا دارایی هر گذاری سرمایه های گزینه از ناشی رویه این
این آوردن از قبل قسمت این در گیرد می شکل اند، گرفته قرار تسلط تحت دیگر پورتفویی

آوریم[١]. می را تعریف چند معیارها
مجموعه دو به که ممکن گذاریهای سرمایه تمام از ای مجموعه :١۵(FS)شدنی مجموعه

شود. می تقسیم ١٧(IS) ناکارا مجموعه و ١۶(ES) کارا
١۵Fasible set
١۶Efficient set
١٧Inefficient set



٣٣ تصادفی تسلط

(ES) ∪ (IS) = FS

است. مطلوبیت تابع دهنده نشان u نماد نامه پایان این در
مطلوبیت توابع همه برای u در B گذاری سرمایه بر A گذاری سرمایه گوئیم :u در تسلط
مطلوبیت تابع یک برای حداقل که طوری ،به EAu(x) ≥ EBu(x) اگر است مسلط u۱ ∈ u

باشد. برقرار اکید بصورت نامساوی
گذاریدیگری سرمایه اگر دارد قرار کارا مجموعه گذاریدر یکسرمایه :uدر کارا مجموعه

باشد. نداشته وجود باشد مسلط آن بر که
ندارند. برتری دیگری بر کدام هیچ بگیرند قرار کارا مجموعه در گذاری سرمایه دو اگر

سرمایه همه شامل که است ای مجموعه ناکارا، مجموعه یک :u در ناکارا مجموعه
که گذاری سرمایه یک حداقل هرگاه گویند ناکارا را گذاری سرمایه باشد. ناکارا گذاریهای

باشد. داشته وجود باشد مسلط آن بر

اول مرتبه تصادفی تسلط ٢.٢.٢
گذاران(تصمیم سرمایه است این بر فرض (FSD) ١٨ اول مرتبه تصادفی تسلط معیار در
است مثبت بازده، نهایی مطلوبیت یعنی دهند، می ترجیح کمتر بر را بیشتر مقدار گیرندگان)
است. (میانگین) توزیع اول مرتبه گشتاور روی بر اول مرتبه تصادفی تسلط تمرکز .(u′ > ۰)
دو هستند. بازده نرخ به توجه با کاهشی غیر مطلوبیت تابع نیازمند گذاری سرمایه چنین
گذاری سرمایه هر بگیرید. نظر در G و F تجمعی توزیع های تابع با j و iگذاری سرمایه فرصت
را بیشتر گذاران سرمایه اگر است مسلط G بر F است. متفاوت بازده های نرخ با پیامدهای
و نباشد بزرگتر G تجمعی توزیع تابع از هیچگاه F تجمعی توزیع تابع و دهند ترجیح کمتر بر
نمی قرار G بالای F و کنند نمی قطع را همدیگر ها (توزیع باشد نیز کوچکتر جاها برخی در
G برای بازده نرخ هر مساوی یا بزرگتر بایستی F برای بازده نرخ هر دیگر عبارت به گیرد).
بزرگتر G برای نظر مورد بازده نرخ از قطعاً که دارد وجود F برای بازده نرخ یک حداقل و باشد
و کرده خارج کارا مرز از را G ، Fگذاری سرمایه فرصت باشد، مسلط G بر F وقت هر باشد.

میکند[٢١]. منتقل کارا غیر منطقه به را آن
F گوئیم بگیرید. نظر در G و F تجمعی توزیع های تابع با jو i گذاری سرمایه فرصت دو

باشد. برقرار زیر تعریفهای اگر (F ≻FSD G) است اول مرتبه مسلط G بر
همچنین باشد.و xها تمام برای F (x) ≤ G(x)اگر .١.٢.٢ تعریف

∃x۰ : F (x۰) < G(x۰),

١٨First Stochastic Dominace



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٣۴
مشخص مقدار از بیشتر j یا i گذاری سرمایه فرصت از آمده بدست بازدهی اینکه احتمال یا و

.(p(ri > x) ≥ p(rj > x)) است j از بیشتر i برای باشد، x
(u′ > مطلوبیتصعودی(۰ تابع Gتحت بر را F گیرندگان تصمیم اگر فقط اگرو تعریف٢.٢.٢.

که: معنی این به دهند ∫ترجیح
u(x)dF ≥

∫
u(x)dG,

می بیان دوم تعریف و دهد، می G تحقق از بیشتری ثروت F تحقق کند می بیان ١ تعریف
می ترجیح ریسک) گرفتن نظر در (بدون G بر را F افزایشی مطلوبیت تابع با فردی هر که کند

دهد.
معادلند. اول مرتبه تصادفی تسلط برای فوق تعریف دو .١.٢.٢ قضیه

(u′ > ۰) u صعودی مطلوبیت تابع هر ∫١-برای
u(x)dF ≥

∫
u(x)dG یا EFu(x) ≥ EGu(x),

x هر ٢-برای
F (x) ≤ G(x)

۱ ⇒ ۲ برهان.
پس: نباشد برقرار ٢ کنیم فرض

∃x۰ : F (X۰) > G(X۰),

کنیم: می تعریف

u(x) =


۱ x > x۰

۰ o.w∫ x۰

a
u(x)dF = ۱− F (x۰) < ۱−G(x۰) =

∫ x۰

a
u(x)dG,

.F (x) ≤ G(x) نتیجه در است. تناقض یک این که
(۲ ⇒ ۱)

صعودی اکیدا و پیوسته [a, b] بازه روی بر G و F کنیم می فرض قسمت این اثبات برای
x ≥ b برای و F (x) = G(x) = ۰ داریم x ≤ a برای و گیریم می نظر در a ≤ x ≤ b و هستند،

داریم: برسیم. ١ رابطه به ٢ رابطه از Fمیخواهیم (x) = G(x) = ۱ داریم

△ = EFu(x)− EGu(x) =

∫ b

a
u(x)dF −

∫ b

a
u(x)dG =

∫ b

a
f(x)u(x)dx−

∫ b

a
g(x)u(x)dx,

داریم: هستند. G و F گذاری سرمایه دو چگالی های تابع g(x) و f(x)
△ =

∫ b

a
(f(x)− g(x))u(x)dx,



٣۵ تصادفی تسلط
داریم: جز به جز گیری انتگرال از استفاده با

△ = [F (x)−G(x)]|ba −
∫ b

a
[F (x)−G(x)]u′(x)dx,

:F (b)−G(b) = ۱−۱ = ۰ داریم: x = bبرای زیرا بود، خواهد صفر برابر [F (x)−G(x)]|ba عبارت
داریم: بنابراین ، F (a)−G(a) = ۰− ۰ = ۰ داریم: x = a وبرای

△ =

∫ b

a
[F (x)−G(x)u′(x)dx,

داریم: نتیجه در و بود خواهد △ > ۰ پس u′(x) ≥ ۰ و (٢ (طبق F (x)−G(x) > ۰ ∫که
u(x)dF >

∫
u(x)dG,

تصادفی: تسلط برای کافی و لازم قوانین
: ١٩ اول کافی قانون

MinF (x) ≥ MaxG(X), اگر است مسلط G بر F
: دوم٢٠ کافی قانون

F (X) ≤ G(X), اگر است مسلط G بر F
: اول٢١ لازم قانون

F ≻FSD G, ⇒ EF (X) ≥ EG(X),

: ٢٢ دوم لازم قانون
F ≻FSD G, ⇒ X̄geo(F ) > X̄geo(G),

: سوم٢٣ لازم قانون
MinF (X) ≥ MinG(X),

شود. مراجعه [٢۵] به فوق شرطهای اثبات برای
تصادفی تسلط وجود عدم یا وجود و کافی و لازم شرطهای مختلف حالتهای زیر اشکال

دهد. می نشان را اول مرتبه
١٩one rule sufficient
٢٠two rule sufficient
٢١one rule necessary
٢٢two rule necessary
٢٣three rule necessary



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٣۶
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اول مرتبه تصادفی تسلط حالت و شده رعایت دوم کافی قانون بالا شکل در :١.٢ شکل
. است مسلط G بر F و است برقرار

.. Returnx.
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minG(x)
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نمی برقرار دیگر لازم شرط دو ولی است برقرار سوم لازم شرط بالا شکل در :٢.٢ شکل
نیست. اول مرتبه تصادفي تسلط و باشد

.. Returnx.

Cumulative
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probability

.

G

.

F

.
x۰

تصادفی تسلط حالت بنابراین نبوده برقرار سوم لازم شرط بالا شکل در :٣.٢ شکل
کند. نمی صدق اول مرتبه



٣٧ تصادفی تسلط

دوم مرتبه تصادفی تسلط ٣.٢.٢
که معتقدند آنها شد. ارائه هادر[١٨] و راسل توسط (SSD) ٢۴ دوم مرتبه تصادفی روشتسلط
تسلط معیار آنها ترتیب بدین کند. راهنمایی را گذاران سرمایه تا است نیاز قویتر و کاراتر معیار
مفروضات بر علاوه دوم مرتبه تصادفی تسلط روش در نمودند. ارائه را دوم مرتبه تصادفی
مشتق یعنی شود، می افزوده نیز گذاران سرمایه گریزی فرضریسک اول مرتبه تصادفی تسلط
(واریانس) دوم گشتاور روی بر معیار این تمرکز .(u′′ < ۰) است منفی مطلوبیت تابع دوم

است.
F ⪰SSD G با یا FD۲G با (که است مسلط Gبر F دوم، مرتبه تصادفی تسلط اساس بر

باشد: برقرار زیر شرایط اگر ( دهیم می نمایش
.(u′ > ۰) دهند می ترجیح کمتر بر را بیشتر مقدار گذاران ١-سرمایه

.(u′′ < ۰) باشند گریز ریسک گذاران ٢-سرمایه
نباشد. بیشتر G از F برای وقت هیچ ها بازده همه برای تجمعی احتمالات ٣-مجموع

سرمایه بر را F توزیع با i در گذاری سرمایه زمانی گذار سرمایه کرد بیان توان می پس
باشد: برقرار زیر تعاریف از یکی که دهد می ترجیح G توزیع با j در گذاری

ویژگی دارای که مطلوبیتی توابع برای اگر است دوم مرتبه مسلط G بر F .٣.٢.٢ تعریف
باشیم: داشته u′′ ≤ ۰ ′uو ≥ ۰

∫
udF ≥

∫
udG یا E[u(xi)] ≥ E[u(xj)],

باشیم. داشته هرگاه است دوم مرتبه مسلط GبرF .۴.٢.٢ تعریف
∀x ∈ [a, b] :

∫ x

a
F (t)dt ≤

∫ x

a
G(t)dt,

بطوریکه
∃x۰ ∈ [a, b] که

∫ x

a
F (t)dt <

∫ x

a
G(t)dt,

معادلند: فوق تعریف دو .٢.٢.٢ قضیه
(۲ ⇒ ۱) برهان.

صعودی اکیدا و پیوسته [a, b] بازه برروی G و F کنیم م فرض قسمت این اثبات برای
داریم: x ≤ a برای و گیریم، می نظر aدر ≤ x ≤ b و هستند

F (x) = G(x) = ۰,

داریم: x ≥ b برای و
F (x) = G(x) = ۱,

٢۴Second Stochastic Dominace



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ٣٨
I۲(x) =

∫ x

a
[G(t)− F (t)]dt ≥ ۰,

EFu(x)− EGu(x) =

∫ b

a
[G(t)− F (t)]dtu′(x)dx,

داریم: جز به جزء گیری انتگرال از استفاده با
u = u′(x) v =

∫ x

a
[G(t)− F (t)]dt,

EFu(x)− EGu(x) = u′(x)

∫ x

a
[G(t)− F (t)]dt|ba −

∫ b

a
u′′
(∫ x

a
[G(t)− F (t)]dt

)
dx,

داریم: ،F (a) = G(a) = چون۰
EFu(x)− EGu(x) = u′(b)

∫ x

a
[G(t)− F (t)]dt|ba −

∫ b

a
u′′
(∫ x

a
[G(t)− F (t)]dt

)
dx,

نامنفی انتگرال اول بخش پس u′(b) ≥ ۰، داریم: x = bبرای و ∫ x
a [G(t) − F (t)]dt ≥ ۰ چون

داریم: و بود خواهد نامنفی عبارت کل پس ∫ x
a [G(t)− F (t)]dt ≥ ۰ و u′′ < ۰ چون و باشد می

EFu(x) ≥ EGu(x),

نباشد. برقرار ٢ تعریف کنیم فرض (۱ ⇒ ۲)
∃x۰ : I۲(x۰) < ۰,

کنیم: می تعریف زیر صورت به را u(x)

u(x) =


۱ x > x۰,

۰ o.w,

EFu(x)− EGu(x) =

∫ x۰

a
[G(t)− F (t)](۱)dx+

∫ b

x۰
[G(t)− F (t)](۰)dx,

داریم: پس بود خواهد صفر فوق انتگرال دوم بخش
EFu(x)− EGu(x) =

∫ x۰

a
[G(t)− F (t)dx = I۲(x),

I۲(x۰) < ۰ ⇒ EFu(x۰)− EGu(x۰) < ۰ ⇒ EFu(x۰) < EGu(x۰),

داشت: خواهیم ∫پس x

a
F (t)dt ≤

∫ x

a
G(t)dt.

دوم: مرتبه تصادفی تسلط کافی و لازم قوانین
اول: کافی قانون

MinF (x) ≥ MaxG(X), اگر است مسلط G بر F



٣٩ تصادفی تسلط
دوم: کافی قانون

F (X) ≤ G(X), اگر است مسلط G بر F
اول: لازم قانون

F ≻SSD G, ⇒ EF (X) ≥ EG(X),

: دوم لازم قانون
F ≻SSD G, ⇒ X̄geo(F ) > X̄geo(G),

سوم: لازم قانون
MinF (X) ≥ MinG(X),

مرتبه تصادفی تسلط وجود عدم یا وجود و کافی و لازم شرطهای مختلف حالتهای زیر اشکال
دهد. می نشان را دوم

.. Returnx.
۰
.

Cumulative

.

probability

.

F

.

G

.
x۱

.
x۲

نیستند. مسلط دیگری بر G نه و F نه شکل این در :۴.٢ شکل

.. Returnx.
۰
.

Cumulative

.

probability

.

F

.

G

.
x۱

.
x۲

.
x۳

است. مسلط G بر Fشکل این در :۵.٢ شکل



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل پایه مدلهای ۴٠

سوم مرتبه تصادفی تسلط ۴.٢.٢
معیار این در یافت. توسعه ٢۶ مور وایت توسط (TSD) ٢۵ سوم مرتبه تصادفی تسلط تئوری
نیز کاهشی مطلق گریزی ریسک فرض ،(u′ > ۰, u′′ < ۰) قبل معیار دو مفروضات بر علاوه
مرتبه مشتق که دهد می نشان ریاضی نظر از شود. می اعمال گذار سرمایه مطلوبیت تابع به
بیشتری مبالغ یابد، افزایش ثروت هرچه است. مثبت گذار سرمایه یک مطلوبیت تابع سوم
گریزی ریسک گذاران سرمایه اکثر بطوریکه گردد می گذاری سرمایه ریسکی های دارایی در
ثروت معین یکسطح برای گذار سرمایه یک که میزانی مطلق، گریزی (ریسک کاهشی مطلق
(چولگی) سوم مرتبه گشتاور روی بر معیار این تمرکز دهد. می نشان را است) گریز ریسک
را هستند مثبت چولگی با بازده دارای که گذاری سرمایه های فرصت گذاران سرمایه است.

دهند. می ترجیح
باشد: برقرار زیر تعاریف از یکی اگر است سوم مرتبه تصادفی تسلط دارای G بر F

u′ ≥ ۰, u′′ ≤ ویژگیهای دارای که مطلوبیتی توابع E[u(xi)]برای ≥ E[u(xj)] .۵.٢.٢ تعریف
باشند. ۰, u′′′ ≥ ۰

از برخی در اکید نامساوی و xها تمام Iبرای =
∫ x
a

∫ z
a [G(t) − F (t)]dtdz ≥ ۰ .۶.٢.٢ تعریف

باشد. برقرار xها
با کردیم مشاهده تصادفی تسلط سه تا یک مراتب برای بالا توضیحات در که همانطور
اعمال گذار سرمایه مطلوبیت تابع به هایی محدودیت تصادفی تسلط های مرتبه تعداد افزایش
است. متمرکز (کشیدگی) چهارم مرتبه گشتاور روی بر تصادفی تسلط چهارم مرتبه شود. می
می ترجیح لاغر دم با ها توزیع به را چاق دم با هایی توزیع گذاران سرمایه که شود می فرض
دهند). می ترجیح کمتر کشیدگی با ها توزیع بر را بیشتر کشیدگی با های توزیع (یعنی دهند
(بیشتر دهند می ترجیح کم احتمال با زیاد سود به را زیاد ضرر از پرهیز گذاران سرمایه یعنی

هستند). محتاط

٢۵Third Stochastic Dominace
٢۶Wait More



٣ فصل
پوششی تحلیل مدلهای میان روابط

تصادفی تسلط و ها داده

همچنین است. شده ارائه پورتفوی کارایی ارزیابی برای DEAمدلهای و روشها فصل این در
DEAمدل و است شده آورده پورتفوی کارایی ارزیابی برای تصادفی تسلط های روش ادامه در
که جاهایی بجز است شده آورده فصل این در که مطالبی اکثر است. شده بیان آن با متناظر

است. آمده [١۴] ، [۴] ، [١٢] ، [١۵] منابع از شده اشاره آن به مستقیماً

DEAمدلهای انواع ١.٣
شعاعی مدلهای

شعاعی غیر و شعاعی مدلهای دسته دو به ها داده پوششی تحلیل دیگر بندی تقسیم یک در
جزء است شده آورده دوم فصل در که CCR و BCC مدلهای همه شود. می بندی تقسیم

هستند. مدلها این
۴١



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل مدلهای میان روابط ۴٢

شعاعی غیر مدلهای
یا و کاهش را مثبت های ورودی میزان متناوب غیر طور به که است مدلی غیرشعاعی مدل
کردند. ارائه لوول١ و فریر ،١٩٧٨ سال در را، مدل این دهد. افزایشمی را مثبت های خروجی

است: شده آورده شعاعی غیر مدلهای انواع زیر جدول در

DEA غیرشعاعی مدل�های :١.٣ جدول
محور خروجی مدل محور ورودی مدل مرز نوع

MaxZ =
(

۱
s

∑s
r=۱ θr − ε

∑s
r=۱ s+r

)
st :∑m

j=۱ λjxij + s−i = xi۰ i = ۱, ۲, . . . ,m∑n
j=۱ λjyrj = θryr۰ r = ۱, ۲, . . . , s

θr ≥ ۱ r = ۱, ۲, . . . , s
λj ≥ ۰ j = ۱, ۲, . . . , n

MinZ =
(

۱
m

∑m
i=۱ θi − ε

∑s
r=۱ s+r

)
st :∑n

j=۱ λjxij = θixi۰ i = ۱, ۲, . . . ,m∑n
j=۱ λjyrj − s+r = yr۰ r = ۱, ۲, . . . , s

θi ≤ ۱ i = ۱, ۲, . . . ,m
λj ≥ ۰ j = ۱, ۲, . . . ,m

ثابت مقیاس به بازده

به�علاوه فوق →مدل ∑n
j=۱ λj = ۱ ← به�علاوه فوق مدل متغیر مقایس به بازده

به�علاوه فوق →مدل ∑n
j=۱ λj ≤ ۱ ← به�علاوه فوق مدل مقیاس به بازده

غیرافزایشی
به�علاوه فوق →مدل ∑n

j=۱ λj ≥ ۱ ← به�علاوه فوق مدل مقیاس به بازده
غیرکاهشی

x̂io = xio − s−
∗

i i = ۱, ۲, . . . ,m
ŷro = θ∗ryro r = ۱, ۲, . . . , s

x̂io = θ∗i xio i = ۱, ۲, . . . ,m
ŷro = yro + s+

∗
r r = ۱, ۲, . . . , s

کارا هدف

ها داده پوششی تحلیل ٢.٣
و CCR مدلهای شامل که ثابت مقیاس به بازده مدلهای دسته دو به ها داده پوششی تحلیل

باشد. می BCC مدلهای شامل که متغییر مقیاس به بازده مدلهای

ثابت مقیاس به بازده
ورودی دهنده نشان Z۱i, Z۲i, ..., ZKi و داریم، خروجی J و ورودی K با بخش n کنیم فرض
از که oام بخش DEA .کارایی باشد می بخشiام خروجی دهنده نشان Y۱i, Y۲i, ..., Yji و ها
کسری ریزی برنامه مدل بهینه مقدار از استفاده با باشد. می ۱,۲, ..., n های بخش مجموعه
ماکسیمم زیر تحتشرایط را ورودی های وزن به هایخروجی وزن نسبت که آید می بدست زیر

داریم: کند. می

١fereer & loovel



۴٣ ها داده پوششی تحلیل

max
yjo, ˜yko

∑J
j=۱ yjoYjo∑K
k=۱ ỹk۰Zk۰

s.t∑J
j=۱ yjoYji∑K
k=۱ ỹkoZki

≤ ۱, i = ۱,۲, ..., n,

˜yko ≥ ۰ k = ۱,۲, ...,K,

yjo ≥ ۰, j = ۱,۲, ..., J,

(١.٣)

کاراست DEA oام، بخش هستند. oام بخش ورودی و خروجی های وزن ỹko yjoو که
کمیت از ها وزن در ناکاراست. DEA اینصورت غیر در و باشد یک مساوی بهینه مقدار اگر
در زیر خطی برنامه بصورت توان می را (١.٣) مدل کنیم. می صرفنظر کوچک نهایت بی های

[١۶]نوشت:
max
yjo, ˜yko

J∑
j=۱

yjoYjo

s.t

K∑
k=۱

ỹkozko = ۱,

−
K∑

k=۱
ỹkozki +

J∑
j=۱

yjoYji ≤ ۰, i = ۱,۲, ..., n,

ỹko ≥ ۰ k = ۱,۲, ...,K,

yjo ≥ ۰, j = ۱,۲, ..., J,

(٢.٣)

می حل هاست ورودی از نامنفی خطی ترکیب که آن، دوگان (٢.٣) مدل بجای معمولا˟
شود.

بودن نامنفی شرط تحت ورودی معیار با که ورودیهایی از نامنفی خطی ترکیب مدل این در
شود. می مقایسه است، خروجی معیار مساوی یا بزرگتر که هایی خروجی از خطی ترکیب و

min
θ,xi

θ

s.t

n∑
i=۱

xiYij ≥ Yjo, j = ۱,۲, ..., J,

n∑
i=۱

xiZki ≤ θ.Zkθ, k = ۱,۲, ...,K,

xi ≥ ۰ i = ۱,۲, ..., n,

(٣.٣)



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل مدلهای میان روابط ۴۴
توجه با که است زمان یک در ها ورودی همه ممکن شده اصلاح فرم θ و ها وزن کهxiها

ناکاراست. DEA ، o واحد باشد θ < ۱ اگر فوق مدل به

(VRS)مقیاسمتغییر به بازده ١.٢.٣
نمایش شکل در مقیاسمتغییر به بازده مدلهای با مقیاسثابت به بازده مدلهای اساسی تفاوت
ها محدودیت به نیز ∑n

i=۱ xi = ۱ شرط متغییر مقیاس به بازده مدلهای در آنهاست. دوگان
شود. می اضافه

min
θ,xi

θ

s.t

n∑
i=۱

xiYji ≥ Yjo, j = ۱,۲, ..., J,

n∑
i=۱

xizki ≤ θ.zko, k = ۱,۲, ...,K,

n∑
i=۱

xi = ۱, xi ≥ ۰, i = ۱,۲, ..., n,

(۴.٣)

نوشت: زیر بصورت توان می را (۴.٣) مدل اصلی ریزی برنامه

max
yjo, ˜yko,yo

J∑
j=۱

yjoYjo − yo

s.t

K∑
k=۱

ỹkozko = ۱,

K∑
k=۱

ỹkozki +
J∑

j=۱
yjoYji − yo ≤ ۰, i = ۱,۲, ..., n,

ỹko ≥ ۰, k = ۱,۲, ...,K,

yjo ≥ ۰, j = ۱,۲, ..., J,

(۵.٣)

بود: خواهد زیر بصورت آن کسری ریزی برنامه مدل و



۴۵ ها داده پوششی تحلیل

max
yjo,ỹko,yo

∑J
j=۱ yjoYjo − yo∑K

k=۱ ỹkozko

s.t∑J
j=۱ yjoYjo − yo∑K

k=۱ ỹkozko
≤ ۱, i = ۱,۲, ..., n,

ỹko ≥ ۰, k = ۱,۲, ...,K,

yjo ≥ ۰, j = ۱,۲, ..., J,

(۶.٣)

گیری اندازه برای توان می را مدل این آزاداست. متغییر یک y۰ متغییر مدلها این در که
است. قبلی مدل از قویتر بسیار آن نتایج که گسترشداد ها ورودی از یک هر به نسبت ناکارایی

بنویسیم: زیر بصورت را (۶.٣) مدل دوگان توانیم می ما

min
θk,xi

۱
k

K∑
k=۱

θk

s.t

n∑
i=۱

xiYij ≥ Yjo, j = ۱,۲, ..., J,

n∑
i=۱

xiZki ≤ θk.zko, t = ۱,۲, ..., k,

۰ ≤ θk ≤ ۱, k = ۱,۲, ...,K,

n∑
i=۱

xi = ۱, xi ≥ ۰, i = ۱,۲, ..., n,

(٧.٣)

زیر بصورت VRS محور ورودی-خروجی مدل به را محور خروجی مدل توان می همچنین
داد: تعمیم

min
۱

K + L

 K∑
k=۱

θk +

J∑
j=۱

۱
φj


s.t

n∑
i=۱

xiYij ≥ φj .Yjo, j = ۱,۲, ..., J,

n∑
i=۱

xiZki ≤ θk.Zko, k = ۱,۲, ...,K,

۰ ≤ θk ≤ ۱, φj ≥ ۱,
n∑

i=۱
xi = ۱, xi ≥ ۰, i = ۱,۲, ..., n,

(٨.٣)



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل مدلهای میان روابط ۴۶
اگریکترکیب ناکاراست، o واحد است. مربوطه خروجی در ممکن بهبود دهنده نشان φjکه
یک در حداقل که باشد بهتری معیار که باشد داشته وجود ها خروجی یا ها ورودی از محدب

کند. برآورده را نظر مورد محدودیت زمان، همان در خروجی یک و ورودی

تصادفی تسلط ٣.٣
بردار یک با پورتفوی هر که باشد، می ها پورتفوی مقایسه برای روشی تصادفی، تسلط روش
تصمیم کنیم می فرض دوم مرتبه تصادفی تسلط معیار در شود. می داده نمایش بازده
پورتفوی بر X̄ پورتفوی لوی[٢۵] طبق باشد. می اشباع غیر بازار و گریز ریسک گیرندگان
همه برای Eu(

∑n
i=۱ Rx̄i) ≥ Eu(

∑n
i=۱ Rxi) اگر است مسلط دوم تصادفی تسلط معیار با X

برقرار مطلوبیت تابع یک برای حداقل اکید نامساوی یک با مقعر و کاهشی غیر مطلوبیت توابع
باشد.

یعنی: باشد، X پورتفوی بازده احتمال توزیع تابع دهنده کنیمFX(η)نشان فرض

FX(t) = p(−
n∑

i=۱
Rixi ≤ t), (٩.٣)

شود: می تعریف زیر صورت به X پورتفوی بازده از توزیع تابع دومین
F

(۲)
X (t) =

∫ t

−∞
FX(η)dη, (١٠.٣)

تسلط روش با X پورتفوی بر X̄ پورتفوی گردد. مقایسه زیر بصورت تواند می SSD روابط پس
اگر: فقط و اگر است مسلط دوم تصادفی

F
(۲)
X̄

(t) ≤ F
(۲)
X (t), ∀t ∈ R,

بطوریکه
∃t۰ : F

(۲)
X̄

(t۰) < F
(۲)
X (t۰),

(١١.٣)

بعنوان که ،R۰ =
∑n

i=۱ Rix̄i متناظر بازده بردار با X̄ پورتفوی کارایی ما بخش این در
کنیم. می آزمایش را شود می استفاده DEA مدل در معیار

SDجفتجفت کارایی ١.٣.٣
کنیم می بیان را SSD آزمون کافی و لازم شرایط از جذاب محاسبات یک ابتدا قسمت، این در
فرض [٢۵] ٢ لوی طبق . کنیم می استفاده جفت جفت SSDو FSD آزمون برای ازآن سپس و
مرتب v۱

x , v
۲
x , ..., v

S
x صعودی بصورت را s.بازده = ۱,۲, ..., S و باشد X پورتفوی بازده vsx کنیم

گوئیم باشد. ام i دارایی شده مرتب بازده دهنده نشان v۱
i , v

۲
i , ..., v

S
i کنیم فرض کنیم. می

اگر فقط و اگر است. مسلط اول مرتبه تصادفی تسلط اساس بر X̄ پورتفوی بر X پورتفوی
٢Levy



۴٧ تصادفی تسلط

vsX ≥ vsX̄ , s = ۱,۲, ..., S,

بطوریکه
∃s۰ : Xs۰ ≥ vs۰

X̄

(١٢.٣)

پورتفوی یک هرگاه گوئیم ناکارا جفت جفت FSD را X̄ پورتفوی توانیم می ما بنابراین
پورتفوی یک X̄ پورتفوی اینصورت غیر در و کند صدق (١٢.٣) شرط در که باشد داشته وجود

کاراست.
اگر فقط و اگر است. مسلط دوم مرتبه تصادفی تسلط اساس بر X̄ پورتفوی بر X پورتفوی

s∑
t=۱

vtx ≥
s∑

t=۱
vtx̄, s = ۱,۲, ..., S,

بطوریکه
∃t۰ :

s∑
t=۱

vt۰x >

s∑
t=۱

vt۰x̄ ,

(١٣.٣)

باشد داشته وجود پورتفوی یک اگر گوئیم، ناکارا جفت جفت SSD را X̄ پورتفوی بنابراین
آزمون الگوریتم بنابراین کاراست. X̄ پورتفوی اینصورت غیر در و کند صدق فوق شرط در که

باشد. می مرحله دو شامل X̄ پورتفوی SSD جفت جفت کارایی
را دارایی هر های بازده مجموع و کنیم می مرتب صعودی بصورت را ها بازده اول: مرحله

آوریم: می بدست
s∑

t=۱
vti i = ۱,۲, ...N,

کنیم. می محاسبه را X̄ پورتفوی شده مرتب بازده مجموع سپس و
صدق زیر شرط در که کنیم پیدا ای گونه به را i کنیم می سعی دوم مرحله در دوم: مرحله

کند:

s∑
t=۱

vti ≥
s∑

t=۱
vtx̄, ∀s = ۱,۲, ..., S, (١۴.٣)

پورتفوی اینصورت غیر در و ناکاراست X̄ پورتفوی باشد داشته وجود (پورتفویی) چنینiایی اگر
SSD که پورتفوی هر که بگیریم نتیجه توانیم می ضمن در کاراست. جفت جفت SSD ،X̄
جفت جفت FSD پورتفوی اگر و باشد می نیز ناکارا جفت جفت FSD باشد ناکارا جفت جفت

کاراست. جفت جفت SSD آنگاه باشد کارا



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل مدلهای میان روابط ۴٨

جفت-جفت SD با ارز هم DEA-risk آزمون
دیگری منبع به که جاهایی بجز تعاریف و ها ولم ها قضیه جمله از بخشآمده این در که مطالبی

است. [١۴] منبع از شده اشاره
و CVaR بین روابط پایه بر SSD کارایی آزمون با که DEA-risk آزمون بخش این در
بعنوان را آزمایش مورد x̄ پورتفوی بازده بردار داد. خواهیم نشان را باشد می ارز هم SSD

دهیم. می نشان R۰ با را آن و گیریم می نظر در معیار
s ∈ Γ = {۰,۱, ..., S − ۱} و αs =

s
S کنیم می فرض

هیچگاه CV aRαs کنیم فرضمی وهمچنین s̃ = arg max{s ∈ Γ : CV aRαs(−Ro) < ۰} و
زیر بصورت توان می را خروجی ورودی VRS-DEA-risk آزمون پس نیست. صفر مساوی

ساخت:

θ(R۰) = min
θk,φk,xi

۱
S

 S−۱∑
k=s̃+۱

θk +
s̃∑

k=۰

۱
φk


s.t.

n∑
i=۰

xiCV aRαk
(Ri) ≥ φk.CV aRαk

(R۰), k = ۰,۱, ..., s̃,

n∑
i=۰

xiCV aRαk
(−Ri) ≤ θk.CV aRαk

(R۰), k = s̃+ ۱, ..., S − ۱

۰ ≤ θk ≤ ۱, φk ≥ ۱,
n∑

i=۰
xi = ۱, xi ∈ {۰,۱}, i = ۰,۱, ..., n,

(١۵.٣)

احتمال سطح از هایی بخش انتخاب با (٨.٣) شماره DEA-risk مدل با است برابر مدل این
طبق آید می بدست کارا مدل این طبق که پورتفوی واقع در باشد. می دودویی های وزن و

.[١۵] بود خواهد کارا نیز (٨.٣) مدل
خواهیم باشند،پس X۲ و X۱ از تجمعی توزیع تابع F۲(X) و F۱(X) کنیم فرض .١.٣.٣ لم

داشت:
X۱ ⪰SSD X۲ ⇐⇒ F

(۲)
۱ (t) ≤ F

(۲)
۲ (t), ∀t ∈ R,

X۱ ≻SSD X۲ ⇐⇒ F
(۲)
۱ (t) ≤ F

(۲)
۲ (t), ∀t ∈ R,

بعنوان فوق لم واقع در باشد. برقرار باید اکید نامساوی یک برای حداقل بالا روابط که
رود. می بکار دوم مرتبه تصادفی تسلط از تعریفی

که دهیم می نشان F (−۱)
X با را X تصادفی بردار به نسبت FX تابع چارک اولین تعریف١.٣.٣.

شود: می تعریف زیر صورت به و احتمالFXاست توزیع تابع پیوسته چپ از معکوس تابع
F

(−۱)
X (ν) = min{u : FX(u) ≥ ν}, (١۶.٣)



۴٩ تصادفی تسلط
می تعریف زیر صورت به و دهیم می نشان F (−۲)

X با را FX تابع چارک دومین .٢.٣.٣ تعریف
شود:

F
(−۲)
X =


∫ p
−∞ F

(−۱)
X (t)dt, ۰ < p ≤ ۱,

۰ p = ۰
+∞, o.w,

(١٧.٣)

داریم: ،E | X |< ∞ با X تصادفی متغییر هر برای .٢.٣.٣ لم
X۱ ⪰SSD X۲ ⇐⇒

F
(−۲)
۱ (p)

p
≥

F
(−۲)
۲ (p)

p
, ∀p ∈ (۰,۱),

شود. [٢٧]مراجعه به برهان برای
با شده توصیف بازده به نسبت رفته دست از تصادفی متغییر Y کنیم فرض .٣.٣.٣ تعریف
α شده ثابت سطح برای باشد. E | Y |< ∞ فرضکنیم .Y = −X یعنی باشد X تصادفی بردار
شود: می تعریف زیر صورت به FY توزیع تابع α-چارک از از استفاده با ریسک معرض در ،ارزش

V aRα(Y ) = F
(−۱)
Y (α),

کرد: تعریف زیر بصورت توان می را مشروط ریسک معرض در ارزش و
CV aRα(Y ) = min

a∈R
{a+

۱
۱− α

E[Y − a]+},

[x]+ = max(x,۰)که
داریم: آنگاه بگیریم نظر در Y = −

∑n
i=۱ Rixi اگر

CV aRα(−
n∑

i=۱
Rixi) = m

a∈R
in+

۱
(۱− α)S

S∑
s=۱

(
−

n∑
i=۱

xiri,s − a

)+

,

CVaR از دیگری تعریف توانیم [٣٠]می Rockafellar فالر راک و ٣ یوریسو مقاله در همچنین
ببینیم: زیر بصورت شرطی امید از استفاده با را

CV aRα(Y ) = E(Y | Y > V aRα(Y )),

داشت: خواهیم کنیم، استفاده p و X بجای را ۱− α و −Y اگر
F

(−۲)
X (p)

p
= −CV aRα(Y ),

داریم: (۴.٣.٣) لم از استفاده با
X۱ ⪰SSD X۲ ⇐⇒ CV aRα(Y۱) ≤ CV aRα(Y ), ∀α ∈ (۰,۱), (١٨.٣)

t = ۱,۲, ..., T ازای ytبه مقدار که گسسته تصادفی متغییر یک Y کنیم فرضمی بعد به حالا از
CVaR برای را زیر خطی برنامه توانیم می [٢٧] و طبق[٢٩] گیرد. می مساوی احتمالهای با

٣Uryasev
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بنویسیم:

CV aRα(Y ) = mina
a,wt

+
۱

(۱− α)T

T∑
t=۱

wt,

s.t

wt ≥ Yt − a,

wt ≥ ۰,

(١٩.٣)

شده مرتب صعودی ترتیب به و باشد y۱, y۲, ..., yT میان عضو kامین ، y[k]کنیم فرض
است.

بهینه جواب .( y۱, y۲, ..., yt شده مرتب صعودی (شکل y[۱] < y[۲] < ... < y[T ] یعنی:
آید: می بدست زیر قضیه از استفاده با فوق خطی ریزی برنامه

سپس: αباشد ̸= ۱ و α ∈ ( kT ,
k+۱
T اگر( .١.٣.٣ قضیه

CV aRα(Y ) = y[k+۱] +
۱

(۱− α)T

T∑
i=k+۱

(y[i] − y[k+۱]), (٢٠.٣)

.CV aR۱(Y ) = y[T ] و k = ۰,۱, ..., T − برای۱
نظر در p۱, p۲, ..., pT احتمالهای و t = ۱,۲, ..., T ازای به yt مقدار با را Y تصادفی بردار برهان.

کنیم: می انتخاب زیر بصورت را α.میگیرم
α ∈ (

jα−۱∑
j=۱

pj ,

jα∑
j=jα−۱

pj)

داریم: [٣٠] در ٨ گزاره طبق

CV aRα(Y ) =
۱

۱− α

 jα∑
j=۱

pj − α

 y[jα] +

T∑
j=jα+۱

pjy
[j]

 ,

داشت: خواهیم و شود می ثابت قضیه jα = k + ۱ و t = ۱,۲, ..., T برای pj = ۱
T چون

CV aRα(Y ) = y[k+۱] +
۱

(۱− α)T

T∑
i=k+۱

(y[i] − y[k+۱]),

دوم مرتبه تصادفی تسلط برای کافی و لازم شرایط (١۵.٣) رابطه با (۶.٣.٣) قضیه ترکیب
دهد. می را

که باشد گسسته تصادفی بردار دو Y۲ = −X۲ و Y۱ = −X۱ کنیم فرض .٢.٣.٣ قضیه
پس گیرد. می مساوی احتمالهای با t = ۱,۲, ..., T برای yt۲ و yt۱ مقدارهای

X۱ ⪰SSD X۲ ⇐⇒ CV aRα(Y۱) ≤ CV aRα(Y۲), α ∈ {۰, ۱
T
,
۲
T
, ...,

T − ۱
T

}, (٢١.٣)



۵١ تصادفی تسلط
داریم: بریم. می کار به را ١ لم k = ۰,۱, ..., T − برای۲ αk = k

T کنیم فرض برهان.
CV aRβ۱(Yi) = CV aRβ۲(Yi), i = ۱,۲, β۱, β۲ ∈ (

T − ۱
T

,۱),

دهیم: نشان است کافی بنابراین
CV aRαk

(Y۱) ≤ CV aRαk
(Y۲) (٢٢.٣)

و
CV aRαk+۱(Y۱) ≤ CV aRαk+۱(Y۲) (٢٣.٣)

است. برقرار α ∈ ⟨αk, αk+۱⟩ همه برای
یک باشد داشته وجود تناقض یک کنیم می فرض (٢٠،٣) و (١٩.٣) رابطه اثبات برای

بطوریکه α̃ ∈ ⟨αk, αk+۱⟩

CV aRα̃(Y۱) ≥ CV aRα̃(Y۲)

داشت. خواهیم α در CV aR پیوستگی از

α۱ ∈ (αk, αk+۱) و α۲ ∈ (αk, αk+۱) که α۱ ̸= α۲

بطوریکه:
CV aRα۱(Y۱) = CV aRα۱(Y۲) (٢۴.٣)
CV aRα۲(Y۱) = CV aRα۲(Y۲) (٢۵.٣)

داشت خواهیم (٢٢.٣) و (٢١.٣) رابطه در (۶.٣.٣) قضیه از (١٧.٣) رابطه گیری بکار با
شود. می ثابت قضیه ترتیب این به و α۱ ̸= α۲ با است متناقض این و α۱ = α۲

آزمون با دودویی های وزن با (١۵.٣) محور ورودی-خروجی DEA-risk مدل .١.٣.٣ گزاره
کاراست DEA-risk ، R۰ =

∑n
i=۱ Rix̄i معیار است. ارز هم جفت جفت SSD کارایی

باشد. کارا جفت جفت SSD ، X̄ پورتفوی اگر فقط و اگر (θV RS I−O(R۰) = ۱)

تصادفی متغییر دو توزیع پردازیم. می فوق گزاره اثبات به (٧.٣.٣) قضیه از استفاده با برهان.
می s ∈ Γ ، αs سطح از متناهی تعداد در CVaRs از استفاده با SSD رابطه به توجه با گسسته
CV aRαs(−X۱) ≤ CV aRαs(−X۲) اگر فقط و اگر X۱ ≻SSD X۲ واقع در شود مقایسه تواند
دارای که دارایی یک بدنبال DEA، مدل از استفاده با اکید، نامساوی یک حداقل با s ∈ Γ و
برایسطوح CVaRsمساوی یا کمتر خاصو براییکسطح پایین بشدت CVaRیک حداقل
ناکاراست جفت جفت SSD پورتفوی پس باشد داشته وجود دارایی چنین اگر باشیم. می دیگر
را دارایی چنین توانیم می (١۵.٣) مدل حل با کاراست. جفت جفت SSD اینصورت غیر در و
شده انتخاب دارایی یک دقیقا که کنیم حاصل اطمینان و کنیم جستجو دودویی های وزن با

است.



تصادفی تسلط و ها داده پوششی تحلیل مدلهای میان روابط ۵٢

مرتبه تصادفی تسلط از استفاده با پورتفوی کارایی ۴.٣
دوم

شدنی های پورتفوی همه با را شده آزمایش پورتفوی یک قبلی، موارد برخلاف بخش این در
زیر بصورت معین پورتفوی های وزن λبردار = (λ۱, λ۲, ..., λn)

′ کنیم فرض کنیم. می مقایسه
باشند:

Λ =
{
λ ∈ RN | ۱′λ = ۱ , λn ≥ ۰ , n = ۱,۲, ..., N

}

شود. می تعریف زیر صورت به شدنی های پورتفوی به نسبت کارا پورتفوی
که باشد داشته وجود λ ∈ Λمانند دیگری پورتفوی هرگاه گوئیم ناکارا SSD را X̄ پورتفوی
بخش این در کاراست. SSD پورتفوی ،یک X̄ اینصورت غیر در و باشد مسلط SSD ،X̄ بر
شده آورده دوم مرتبه تصادفی تسلط از استفاده با پورتفوی کارایی ارزیابی جهت آزمون چند

است.

SSD کارایی برای (٢٠٠٣) پست آزمون ١.۴.٣
فرمول اینصورت در باشد. r۱X̄ < r۲X̄ < ... < rsX̄ صورت به شده مرتب بازده کنیم فرض

است: زیر بصورت (٢٠٠٣) پست

θp(X̄) = minθ
θ,βs

s.t

S∑
s=۱

βs(r
sX̄ − ri,s) + θ ≥ ۰, i = ۱,۲, ..., n,

βs − βs+۱ ≥ ۰, s = ۱,۲, ..., S − ۱,

βs ≥ ۰, s = ۱,۲, ..., S − ۱,

βs = ۱.

(٢۶.٣)

برای را مطلوبیت تابع و بود خواهد کارا SSD شده ارزیابی X̄ پورتفوی آنگاه θp(X̄) = ۰
کند. می حداکثر گریز ریسک گذار سرمایه



۵٣ دوم مرتبه تصادفی تسلط از استفاده با پورتفوی کارایی
نوشت: زیر بصورت توان می را (٢٠٠٣) پست فرمول دوگان

φ(X̄) = maxφj

s.t

S∑
s=۱

βs(ri,s − rsX̄) = φj , j = ۱,۲, ...,m,

βs − βs+۱ ≥ ۰, s = ۱,۲, ..., S − ۱,

φ ∈ Rm,

X̄ ∈ χ.

(٢٧.٣)

X بهینه پورتفوی اگرچه کاراست. SSD ،X̄ پس باشد. فوق مسئله بهینه حل φ(X̄) = ۰ اگر
لزوما ولی است بازده میانگین در افزایش بزرگترین با بهینه پورتفوی بعنوان که کند می بیان
می فراهم را پورتفوی SSD کارایی آزمون برای لازم شرط تنها آزمون این نیست. مسلط X̄ بر
کاربرد بسیار تجربی کاربردی های برنامه در حال این با کند. نمی بیان را کافی شرط و کند
آزمون معرفی به بخشزیر زیر در است. جذاب آزمون ساده محاسباتی جنبه این بر علاوه و دارد

پردازیم. می چوونس۵ و کوپا۴ کارایی آزمون نام با دیگری

چوونس و کوپا کارایی آزمون ٢.۴.٣
، αs = s

S کنیم فرض باشد. می خاص های سطح در CVaR مقایسه برپایه آزمون این
s ∈ Γ = { : ۰,۱, ..., S − ۱}

δk−c(X̄) = max
S−۱∑
s=۰

δs

s.t

CV aRαs

(
−

n∑
i=۱

Rix̄i

)
− CV aRαs

(
−

n∑
i=۱

Riλi

)
≥ δs, s ∈ Γ,

δs ≥ ۰, s ∈ Γ,

X ∈ χ.

(٢٨.٣)

هستند. آزاد متغییرهای δs

بهینه مسئله حل با را δk−c(X̄) ناکارایی اندازه توانیم می خطی ریزی برنامه از استفاده با
داریم: کنیم. محاسبه زیر سازی

۴Kopa
۵Chovance
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δK−c(X̄) = max
δs,λi,ats,bs

S∑
s=۱

δs

s.t

CV aR s−۱
S

(
−

n∑
i=۱

Rix̄i

)
− bs −

۱
۱− s−۱

S S

T∑
t=۱

ats ≥ δs,

ats + rtX ≥ −bs, s, t = ۱,۲, ..., S,

ats ≥ ۰, s, t = ۱,۲, ..., S,

δs ≥ ۰, s = ۱,۲, ..., S,

X ∈ χ.

(٢٩.٣)

است فوق مسئله حل که X∗ پورتفوی و ناکاراست SSD ، X̄ پورتفوی پس δK−C > اگر۰
SSD ، X̄ پورتفوی باشد δK−C = ۰ اگر اینصورت غیر در و است مسلط SSD ،X̄ پورتفوی بر

بود. خواهد کارا

کوسمان(٢٠٠۴) کارایی آزمون ٣.۴.٣
کوسمان در بعدتر و (٢٠٠١) کوسمان۶ در اقتصادی ادبیات در آزمون این ابتدایی و اساسی پایه
W = مضاعف تصادفی ماتریس اساس بر (٢٠٠۴) کوسمان آزمون کرد. پیشرفت (٢٠٠۴)
نشان rs بطوریکه گیرد. Mقرار ماتریس در ها بازده همه کنیم فرضمی باشد. می {wst}Ss,t=۱

همچنین و باشد M ماتریس sام سطر دهنده
است: زیر بصورت کوسمان آزمون .۱T = (۱,۱, ...,۱)

θk۱(X̄) = min(۱TMX − ۱TWMX̄)

s.t

MX ≥ WMX̄,

S∑
s=۱

wst = ۱, t = ۱,۲, ..., S,

S∑
t=۱

wst = ۱, s = ۱,۲, ..., S,

X ∈ χ.

(٣٠.٣)

ماتریس بجز دارد مشابه ساختار دهد، می نشان (٢٠٠٣) پست مسئله با فوق رابطه مقایسه
بصورتصعودی ها دارایی بازده (٢٠٠٣) پست آزمون در .(٢٧.٣) رابطه Wدر مضاعف تصادفی

نیست. ها بازده کردن مرتب به نیازی کوسمان آزمون در حالیکه در است شده مرتب
۶Kuosman
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دوم مرتبه تصادفی تسلط با ارز هم DEA-risk آزمون ۴.۴.٣
نباشد. صفر CV aRαs معیار و s̃ = arg max{s ∈ Γ : CV aRαs(−R۰) < ۰} کنیم می فرض

است: زیر بصورت دوم مرتبه تصادفی تسلط آزمون با ارز هم DEA-risk آزمون
θ(R۰) = min

۱
S

 S−۱∑
k=s̃+۱

θk +

s̃∑
k=۰

۱
φk


s.t

− CV aRαk
(−

n∑
i=۱

Rixi) ≥ φk.(−CV aRαk
(−R۰)), k = ۰,۱, ..., s̃,

−CV aRαk
(−

n∑
i=۱

Rixi) ≥ θk.CV aRαk
(−R۰), k = s̃+ ۱, ..., s− ۱,

۰ ≤ θk ≤ ۱, φk ≥ ۱,
n∑

i=۱
xi = ۱, xi ≥ ۰, i = ۱,۲, ..., n.

(٣١.٣)

در شود. می گرفته نظر در خروجی بعنوان دهند، می ما به که هایی اندازه −CV aRα که
کوپا کارایی آزمون ،(٢٠٠٣) پست (آزمون دوم مرتبه تسلط آزمونهای طبق که پورتفویی واقع
خواهد کارا (٣١.٣) مدل در که بود خواهد پورتفویی همان کوسمان) کارایی آزمون و چونس و

بود.





۴ فصل

کارایی ارزیابی

با نامه پایان از فصل این ،در بنگاهها عملکرد ارزیابی و کارایی سنجش اهمیت به توجه با
افزارهای نرم از استفاده با شده آورده سوم فصل در که SD و DEA-risk مدلهای از استفاده
این در پردازیم. می سازی خودرو صنعت شرکت ٣۵ کارایی ارزیابی به MATLAB و GAMS
برای ساله سه دوره سه طی خروجی بعنوان بازده و شوندگی نقد و ورودی بعنوان ریسک مدلها
شرکتهای تعداد مقایسه با سپس است. شده گرفته نظر در ٩-٩٢۵ و ٨۶-٩٢-٨٩،٨٩ سالهای
ناکارایی و کارایی تشخیص میزان به توجه با را ها روش این روش، هر در شده محاسبه کارای
اندرسون روش از استفاده با همچنین کردیم. بندی رتبه قوی به ضعیف از ترتیب به ها شرکت

پرداختیم. کارا واحدهای بندی رتبه به پترسون١ -

١Anderson & Peterson

۵٧



کارایی ارزیابی ۵٨

DEA-risk مدلهای از استفاده با کارایی ارزیابی ١.۴
شرکت کارایی ارزیابی به سوم فصل در ارائهDEA-riskشده مدلهای از استفاده بخشبا این در
است شده انتخاب ورودی بعنوان ریسک ارزیابی این در پردازیم. می سازی خودرو صنعت های

ایم. کرده مثبت شیفت یک با را منفی های داده باشند. نامنفی بصورت باید ها داده و
تجزیه را بهینه های وزن توانیم می ما DEA کارایی آزمون از جانبی محصول یک بعنوان
که هایی ورودی حذف دهیم. تشخیص را صفر غیر و صفر های وزن بطوریکه کنیم، تحلیل و
هیچ DEA-risk کارایی روی بر و رساند نمی بهینه جواب به ضرری هیچ است صفر ها آن وزن

ندارد. تاثیری
مقدار که هایی شرکت جدول این در است. شده آورده شده ارزیابی کارایی مقادیر زیر جدول در
از کمتر مقادیر که هایی شرکت و هستند کارا اند آورده بدست شده قید های دوره برای را یک

شوند. می محسوب ناکارا اند آورده بدست یک

DEA مدلهای از استفاده با کارایی ارزیابی :١.۴ جدول
شرکت (٣.٣) مدل (۴.٣) مدل (٧.٣) مدل (٨.٣) مدل (٣.٣) مدل (۴.٣) مدل (٧.٣) مدل (٨.٣) مدل (٣.٣) مدل (۴.٣) مدل (٧.٣) مدل (٨.٣) مدل
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۵٩ کارا واحدهای بندی رتبه
اول دوره در ارزیابی مورد شرکت ٣۵ بین از کنیم می مشاهده فوق جدول در که همانطور
قرار ارزیابی مورد های شرکت میان از سوم دوره در و شرکت نه دوم دوره در کارا، شرکت هشت
شرکت سوم دوره در و زمان گذشت با که دهد می نشان این شدند. کارا شرکت چهار گرفته

اند. شده کم کارا های

کارا واحدهای بندی رتبه ٢.۴
كارا، واحدهاي بين كامل رتبه�بندي نبود دليل به داده�ها، پوششي تحليل پايه�اي مدل�هاي
مدل�ها اين ديگر، عبارت به نمي�آورند. فراهم را يکديگر با كارا واحدهاي مقايسه امکان
مي�كنند. تقسيم “ ناکارا “واحدهاي و “ كارا���� “واحدهاي گروه دو به را بررسي تحت واحدهاي
دليل به كارا واحدهاي اما هستند، رتبه�بندي قابل كارايي، امتياز كسب با ناكارا واحدهاي
از برخي لذا نیستند. رتبه�بندي قابل هستند، واحد) (كارايي برابر كارايي̞ امتياز داراي اينکه
آنها معروفترين از كه كرده�اند پيشنهاد واحدهايكارا اين رتبه�بندي برای را روش�هايي محققين،
APمدل) پيترسون ـ اندرسون مدل در كرد. اشاره متقابل كارايي روش و APمدل به مي�توان
سبب محدوديت اين مي�شود. حذف ارزيابي از بررسي، تحت واحد با متناظر محدوديت ،(
تحت واحد كارايي محدوديت، اين حذف با باشد. یک هدف، تابع مقدار حداكثر كه مي�شود
شده ارائه واحدها این بندی رتبه منظور به زیر روش باشد[٧]. ١ از بيشتر مي�تواند بررسي

است.

اندرسون-پترسون مدل با کارا های شرکت بندی رتبه ١.٢.۴
کردند پیشنهاد کارا واحدهای بندی رتبه برای را روشی [۴] پترسون و اندرسون ١٩٩٣ سال در
می کارا واحدهای کارایی مقدار روش این با سازد. می میسر را واحدها کاراترین تعیین که
بندی رتبه ناکارا واحدهای مانند نیز کارا واحدهای ترتیب، این به شود. بیشتر یک از تواند

گیرد. می انجام زیر بصورت کارا واحدهای بندی رتبه شوند. می
واحدهای تا کنید حل بررسی واحدهایتحت برای را CCR پوششی) (یا مضربی مدل مرحله١:

شوند. مشخص ناکارا و کارا
در که طور همان آن، پوششی و مضربی مدل باشد K واحد ارزیابی تحت واحد که صورتی در

بود: خواهد زیر صورت به شد آورده دوم فصل

Max Zk =

s∑
r=۱

uryrk, (١.۴)
s.t

m∑
i=۱

vixik = ۱, (٢.۴)



کارایی ارزیابی ۶٠
s∑

r=۱
uryrj −

m∑
i=۱

vixij ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n), (٣.۴)
ur, vi ≥ ϵ,

یا
MinY۰ = θ − ϵ(

s∑
r=۱

s+i +

m∑
i=۱

s−r ), (۴.۴)

n∑
j=۱

λjxij + s−i = θxik, (i = ۱,۲, ...,m), (۵.۴)
n∑

j=۱
λjyrj − s+r = yrk, (r = ۱,۲, ..., s), (۶.۴)

λj ≥ ۰, s−r ≥ ۰, s+i ≥ ۰,

های محدودیت مجموعه n∑به
i=۱ λj = ۱ محدودیت BCC مدل در که است ذکر به لازم

شود. می اضافه فوق
مرحله در آنها امتیاز که گیریم می نظر در را کارایی واحدهای فقط مرحله این در :٢ مرحله
از را واحد آن به مربوط محدودیت اول، مرحله محدودیت مجموعه از و شده یک معادل یک
حل را مدل دوباره و حذف پوششی مدل از را محدودیت این به متناظر متغییر یا مضربی مدل

کنیم. می
شماره محدودیت مضربی مدل در مرحله این در باشد، کارا واحدی k واحد که حالتی در

بود: خواهد زیر بصورت (٣.٣)
n∑

j=۱
uryrj −

m∑
i=۱

vixij ≤ ۰, (j = ۱,۲, ..., n), j ̸= k,

آیند: می در زیر صورت به (۶.٣) و (۵.٣) های محدودیت پوششی مدل در و
n∑

j=۱
λjxij + s−i = θxik, (i = ۱,۲, ...,m), j ̸= k,

n∑
j=۱

λjyrj − s+r = yrk, (r = ۱,۲, ..., s), j ̸= k,

یک عدد آن بالای حد که بررسی تحت واحد به مربوط محدودیت دوم مرحله در که آنجا از
با کارا واحدهای ترتیب، این به شود. یک از بیش تواند می کارایی مقدار شود می حذف است،

شوند. می بندی رتبه یک از بالاتر امتیازهای
اند کرده کسب برتر رتبه کارایی نظر از که شرکت ده پترسون اندرسون- مدل به توجه با

است: زیر بصورت



۶١ تصادفی تسلط با کارایی ارزیابی

اندرسون-پترسون مدل از استفاده با کارا واحدهای بندی رتبه :٢.۴ جدول
١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١

پویش سازه سایپادیزل اتومبیل قطعات چرخشگر ترمز لنت سازان محور رادیاتورایران بهمن خودرو ایران زامیاد
١.١۵۶ ١.۴٩۶ ١.۵٢۶ ١.۶٠٨ ١.۶١۴ ١.٩٢۵ ١.٩۶٠ ١.٩۶١ ٢.۴٠٠ ٢.١۴۴

همین به است. شرکت کاراترین و گیرد می قرار اول رتبه در زامیاد بندیشرکت رتبه این در
مقدار هرچه گیرد. می قرار سوم رتبه در بهمن شرکت و دوم رتبه در خودرو ایران شرکت ترتیب

است. کاراتر شرکت باشد بیشتر شرکت کارایی برای آمده بدست عددی

تصادفی تسلط با کارایی ارزیابی ٣.۴
روشیک این در . شوند می کارا ها شرکت از زیادی تعداد جفتجفت FSD با کارایی ارزیابی در
ماکسیمم مطلوبیت تابع یک برای حداقل ها بازده انتظار مورد مطلوبیت اگر کاراست شرکت
بهترین گیرنده براییکتصمیم جفتجفتحداقل FSD معیار که است معنی بدان این گردد.
گذاران سرمایه و مدیران (هدف کند می حداکثر را انتظاش مورد مطلوبیت زیرا است. انتخاب
تعداد از تا هستیم راهی بدنبال ولی باشد). می مطلوبیت تابع کردن حداکثر گذاری سرمایه در
FSD معیار به گیرندگان تصمیم گریزی ریسک شرط کردن اضافه با بکاهیم. کارا شرکتهای
شرط نمودن اضافه واقع در کند. می پیدا کاهش کارا های شرکت تعداد از خیلی جفت، جفت
جدول در شود. می جفت جفت SSDروش به منجر جفت جفت FSD معیار به گریزی ریسک

است. شده آورده جفت جفت SSD آزمون نتایج زیر
SSD و جفت جفت FSD ) قبل آزمون دو از قویتر بسیار پورتفوی SSD کارایی آزمون
از خطی محدب ترکیب هیچ اگر کاراست، SSD (شرکتی) شاخصی زیرا باشد. می جفت) جفت
باشد. نداشته وجود باشد، مسلط SSD کارا، شاخص بر که شده گرفته نظر در های شاخص

هست. نیز کارا جفت جفت SSD کاراست، SSD که شاخصی هر پس
SSD شاخصی فقط و است قوی بسیار SSD کارایی شاخص دهد می نشان آمده بدست نتایج
اگرچه بود. خواهند ناکارا ها شاخص بقیه و باشد داشته را میانگین بالاترین که باشد می کارا
کارا شاخص به نسبت را دیگر های شاخص از ترکیبی گریز ریسک گذاران سرمایه است ممکن

است. آمده زیر جدول در SSD آزمون با کارایی نتایج دهند. ترجیح



کارایی ارزیابی ۶٢

جفت جفت SSDروش از استفاده با کارایی ارزیابی :٣.۴ جدول
شرکت نام اول دوره دوم دوره سوم دوره
ماشین نصیر √ √

محرکه نیرو √

پارس کام مهر √

تراکتور آهنگری √ √

خاور فنرسازی √ √

چرخشگر √ √

سازان محور √

ریخته�گیری صنایع √ √

زر فنرسازی √

ایران رادیاتور √ √

ترمز لنت √ √

پویش سازه √ √

دیزل ساپپا √ √

خودرو ایران √

آذین سایپا √

زامیاد √

بهمن گروه √ √

اتومبیل قطعات √

خودرو ایران سر √

SSDروش از استفاده با کارایی ارزیابی :۴.۴ جدول
شرکت نام اول دوره دوم دوره سوم دوره
دیزل سایپا √

تراکتور آهنگری √

ترمز لنت √

کارایی ارزیابی مختلف روشهای مقایسه ۴.۴
استفاده با خودروسازی صنایع از شرکت ٣۵ کارایی تحلیل و تجزیه به نامه پایان از فصل این در
ها روش این از استفاده با و پرداختیم SSD و جفت جفت SSD ، DEA-risk روش سه از
صفحات در که همانطور مشخصکردیم. دوره سه برای را را کارا های) (شرکت های پورتفوی
و هشت دوم دوره در هفت، اول دوره در DEA-risk مدل از استفاده با کردیم مشاهده پیش
شد. گرفته نظر در ورودی بعنوان ریسک ارزیابی این در شدند کارا شرکت چهار سوم دوره در
معیار چندین از توان می [٢۶] همکاران٣ و مورتی و [٩] ٢ فاناری و باسو تحقیقات به توجه با

٢Basso & Funari
٣Murthi et al



۶٣ کارایی ارزیابی مختلف های روش مقایسه
، (CVaR) معرضریسکمشروط ارزشدر ، (VaR)معرضریسک ارزشدر جمله از ریسک
(CDaR) ۵ مشروط ریسک معرض در سرمایه افت و (DaR) ۴ معرضریسک در سرمایه افت
این که دریافتیم جفت جفت FSD معیار از استفاده با سپس اند. کرده استفاده ورودی بعنوان
دوره سه هر در کارا های شرکت بعنوان را ها شرکت همه تقریبا زیرا است ضعیف بسیار روش
در زیرا است کارایی ارزیابی برای قوی آزمون یک پورتفوی SSD معیار کند. می بندی طبقه
در شده بیان روش سه مقایسه نتایج آمد. بدست کارا SSD بعنوان پورتفوی یک فقط دوره هر

است. آمده جدول

ها روش مقایسه :۵.۴ جدول
شرکت نام DEA-risk مدل جفت جفت SSD مدل SSD مدل
شرکت نام اول دوره دوم دوره سوم دوره اول دوره دوم دوره سوم دوره اول دوره دوم دوره سوم دوره
ماشین نصیر √ √

محرکه نیرو √

پارس کام مهر √

تراکتور آهنگری √ √ √ √

خاور فنرسازی √ √ √

خودرو ایران سر √ √

چرخشگر √ √ √

محورسازان √ √

گری ریخته صنایع √ √ √

زر فنرسازی √ √

ایران رادیاتور √ √ √

ترمز لنت √ √ √ √ √

پویش سازه √ √ √ √

آذین سایپا √ √

دیزل سایپا √ √ √ √

خودرو ایران √ √

زامیاد √ √

اتومبیل قطعات √ √

بهمن گروه √ √ √

را فوق های روش توان ،می پورتفوی ارزیابی برای آمده بدست نتایج به توجه با بنابراین
کرد. بندی رتبه قوی به ضعیف از زیر بصورت

FSD جفت جفت کارایی < SSD جفت جفت کارایی <DEA-risk کارایی < پورتفوی SSD کارایی
پورتفوی کارایی ارزیابی برای پورتفوی SSD کارایی روش شده انجام های ارزیابی طبق
تر ضعیف کارایی ارزیابی برای روشها بقیه از جفت جفت FSDروش و روشهاست بقیه از قویتر

آیند. می بدست کارا ها شرکت اکثر روش این در زیرا است

۴Drowdown at Risk
۵Conditional Drowdown at Risk
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Aabstract

In the financial affairs, the issue of selecting appropriate and profitable stock as well as evalua-
tion of portfolio performance are some of the most important issues which have highly engaged
the minds of investors. In this regard, some models such as Data Envelopment Analysis (DEA)
and Stochastic Dominace (SD) criterion have been suggested in order to evaluate portfolio perfor-
mance. DEA technique is a non-parametric method which is based on performance evaluation or
optimization calculation of a finite number of homogeneous decidsion-making units. In the SD
method, probability frequency function is used for selection of active portfolio. By the use of this
method, efficient and inefficient portfolios can be identified. In addition to evaluation of DEA and
SD models for stock selection and creation of optimum portfolio, this study also tries to evaluate
efficiency of portfolios with these models; and by the use of doing a comparative evaluation, it
also tries to introduce the stronger technique of portfolio performance evaluation to the investors.
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