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آلام মࡑش آرام آॶمای شان ෙय़  آฬن ଘ ਗی ࣒م ৎقدم را آड़وه م ماઔअل
ز৯دজ࣓م، گاه ن ධසزଌୃن ଘ ৮درم، ෙय़ دণتان تൊه گاকم، اਬࣥوارଌୃن ଘ ا॥ت. زਣඇඖی ام
و ज़وق ঙࢤواره  و༙دارم ঙࢡඥر ଘ و ऒواଽاৣم ෙय़ قࢋ ଘ ماభم، زশبای ࣼمان
ଦ ଽ و آड़وه ام ॷما ࠙ق مࢁࢵب భ آड़و࣎م ଦ ଽ  ऒوباৣم ॷما রوده، ૼن াੇࣥواଡ   ی
ਠീی ام اජ໑وز بࢉوم. ಪࣥواৣم ণپاس را ෙय़باඇඓتان ਟی ඟ໊ان భیای از ෘऩه ای بࢆوॵم
ീি࣓م تلاॵم حاલل  با॰د ॷما॥ت. رضای ࢪു࣎م باغ کൎید ່دا و ॷما॥ت اঃید ଘ

ୁداید. را ീࣺتඇൡتان ࣆبار ଡوদ
ସ୍م. ঙࢡඥر و خاৗواده ،భما و ৮در ଘ ৎقدم

د



سپاس گزاری...

استادان از برسانم. پایان به را پایان نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که ایزدمنان نثار شایان ش΄ر
یاریها پاس به آل هوز عبدالˁʓه دکتر آقای جناب و جعفری راد نادر دکتر آقای جناب فرهیخته و اندیشمند
و علیشاهͬ دکتر آقای جناب گرامͬ داوران از هم چنین ͬ کنم. م تش΄ر ایشان دریغ بی راهنماییهای و
دارم. را تش΄ر کمال شده اند متقبل را پایان نامه این داوری زحمت که شعرباف رحیمͬ دکتر آقای جناب

اند. نموده یاری مرا نگاهͬ به یا قلمͬ به نوعͬ، به که کسانͬ تمام خدمت دارم خالصانه تش΄ر درپایان

مجلل فاطمه
١٣٩۶ ماه مهر

ه



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی مجلل فاطمه اینجانب
از دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی و دوگانه احاطه گری انرژی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد جعفری راد نادر دکتر راهنمایی تحت ، گراف ها
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

مجلل فاطمه
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نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده

به ͬ توان م آن ها مهم ترین از که داد نسبت گراف ی به ͬ توان م متفاوتͬ ماتریس های کلͬ حالت در
گراف ها به وابسته ماتریس های انرژی و طیف بررسͬ کرد. اشاره لاپلاسینͬ ماتریس و مجاورت ماتریس
برای ماتریس ها نظریه و جبرخطͬ مانند ابزارهایی از اخیر، سال های در ͬ باشد. م طولانͬ تاریخچه دارای
دوگانه احاطه گری انرژی معرفͬ به پایان نامه این در است. شده استفاده گراف ها این طیف خواص بررسͬ
دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی هم چنین و گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی گراف، در
محاسبه ی به متداول گراف های از مختلفͬ دسته های در فوق انرژی های محاسبه ي ضمن . ͬ پردازیم م

ͬ پردازیم. م آنها ساختاری خواص به همچنین و پرداخته مذکور انرژی های از ی هر برای کران

احاطه گری، لاپلاسینͬ ماتریس دوگانه، احاطه گری مجموعه گراف، انرژی ویژه، مقدار کلیدی: کلمات
دوگانه. احاطه گری لاپلاسینͬ ویژه مقادیر دوگانه، احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس

ز



ح

مقدمه
شد. آغاز مول΄ول ها از ‐ال΄ترون ها π انرژی تخمین برای شیمͬ علم در بار اولین برای گراف انرژی مفهوم
مقادیر ͬ شود. م نامیده مول΄ولͬ گراف که شود داده نشان گراف با ͬ تواند م هیدروکربنͬ مزدوج شیمͬ در
ماتریس های ͬ دهند. م نشان را مول΄ول در ال΄ترون انرژی سط مول΄ولͬ گراف مجاورت ماتریس ویژه
اشاره لاپلاسینͬ ماتریس و مجاورت ماتریس به ͬ توان م جمله از ͬ شود، م داده نسبت گراف ها به مختلفͬ
گرافͬ G کنید فرض آورد. به دست را گراف ها انرژی ͬ توان م ماتریس ها این ویژه مقادیر  به باتوجه کرد.
مقادیر λ١ ≤ λ٢ ≤ · · · ≤ λn اگر باشد. گراف مجاورت ماتریس A(G) و باشد یال m و رأس n با
صورت به G گراف انرژی شده اند، مرتب غیرصعودی طور به که باشند G گراف مجاورت ماتریس ویژه

ͬ شود: م تعریف زیر

ED(G) =
n∑

i=١
|λi|

مختلف افراد توسط بسیاری نتایج و گرفته قرار مطالعه مورد گسترده ای به طور گراف انرژی مفهوم اخیرأ
تعریف درصدد پژوهش·ران اخیرأ گراف، انرژی بودن کارآمد به باتوجه است. شده حاصل زمینه این در
قابل نتایج راستا این در و برآمده مجاورت، ماتریس از غیر به مختلف، ماتریس های برای انرژی مفهوم
مجموعه به ͬ توان م است شده تعریف گراف ها برای که مجموعه هایی جمله از است. شده حاصل توجهͬ
احاطه گری، ماتریس مجموعه ها این به توجه با که کرد، اشاره دوگانه احاطه گری مجموعه احاطه گری،
را دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس و احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس دوگانه، احاطه گری ماتریس

ͬ آوریم. م به دست را کدام هر انرژی آن کم با و ͬ کنیم م تعریف
زیر قرار به پایان نامه این بندی فصل و ͬ باشند م [٣١] و [٢۶] ،[٢٠] ͽمراج از برگرفته پایان نامه این نتایج

است:
دوگانه احاطه گری انرژی معرفͬ به دوم فصل در ͬ دهیم، م ارائه را اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل در
دوگانه احاطه گری انرژی برای کران آوردن به دست و متداول گراف های برخͬ روی بررسͬ گراف ها،
روی را انرژی این و ͬ کنیم م معرفͬ را لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی سوم فصل در ͬ پردازیم. م
لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی برای کرانͬ هم چنین و کرده محاسبه متداول گراف های برخͬ
گراف ها، در دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی معرفͬ به چهارم فصل در نهایت در و ͬ آوریم، م به دست
دوگانه احاطه گری لاپلاسنͬ انرژی برای کران آوردن به دست و متداول گراف های برخͬ روی بررسͬ

ͬ پردازیم. م
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١ فصل
تعاریف

گرفت خواهد قرار استفاده مورد آتͬ فصل های در که گراف  نظریه از لازم مفاهیم و تعاریف فصل این در
ͬ باشند. م [٧] و [١] ͽمراج از برگرفته فصل این تعاریف و مطالب تمام ͬ کنیم. م بیان اختصار به را

گراف نظریه مفاهیم و تعاریف ١ . ١
مجموعه ی V (G) آن در که ͬ شود م تعریف (V (G), E(G)) زوج به صورت G گراف١ .١ . ١ . ١ تعریف
نامرتب زوج های از متناهͬ است خانواده ای E(G) و ͬ نامند م رأس را آن عناصر که است ناتهͬ متناهͬ
٣ یال های خانواده را E(G) و رأس ها٢ مجموعة را V (G) ͬ گویند. م یال آن به که V (G) عناصر از

ͬ گویند. م G گراف
متمایز یال دو ترتیب همین به  باشد داشته وجود آنها بین یالͬ اگر گویند ۴ مجاور را v و u رأس دو

باشند. داشته مشترک رأس ی حداقل اگر مجاورند، G از

ͬ نامند. م G گراف اندازه۶ را یال هایش تعداد و مرتبه۵ G گراف رئوس تعداد به .١ . ١ . ٢ تعریف
١ Graph
٢Vertex set
٣Edge set
۴Adjacent
۵Order
۶Size

١



تعاریف ٢

داده نشان Cn و Kn نماد با ترتیب به را دور گراف و رأسͬ n کامل گراف معمول مطابق .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م

V = رأس های مجموعه دارای که ͬ شود م تعریف Kn,٢ با کامل بخشͬ -n گراف .۴ . ١ . ١ تعریف
است. E = {uiuj, vivj, uivj, viuj; ١ ≤ i < j ≤ n} یال های مجموعه و ∪n

i=١{uivi}

رئوس مجموعه با گرافͬ به ،n ≥ ٣ که صحیح nهای برای S٠
n تاج گراف تاج٧ شبه گراف .۵ . ١ . ١ تعریف

E = {uivi, ١ ≤ i, j ≤ n; i ̸= j} یال های مجموعه و V = {v١, v٢, . . . , vn, u١, u٢, . . . , un}
ͬ شود. م حاصل تطابق ی حذف با که است Kn,n دوبخشͬ کامل گراف S٠

n بنابراین گوییم

داریم: d(v) رأسͬ درجه و E یال های ،V رئوس با گراف هر در .۶ . ١ . ١ لم
n∑

i=١
d(vi) = ٢E.

جبرخطͬ مفاهیم و تعاریف ١ . ٢
غیر اصلͬ قطر روی مؤلفه هر که است n× n ماتریس ی ٨n مرتبه از قطری ماتریس .١ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود. م داده نشان A = diag(a١١, . . . , ann) ش΄ل به و باشند صفر مؤلفه ها دی·ر و بوده صفر

به یا آن اصلͬ قطر درآیه های ͽجم حاصل با است برابر n× n مربع٩ͬ ماتریس ی اثر .١ . ٢ . ٢ تعریف
دی·ر: عبارت

tr(A) = a١١ + a٢٢ + · · ·+ ann =
n∑

i=١
aii

است. A ماتریس iام ستون و سطر بر ͽواق درآیه aii که
ͬ شود. م تعریف مربعͬ ماتریس برای فقط اثر که است ذکر قابل

باشد. V = {v١, v٢, . . . , vn} به صورت راس n با ساده گراف ی G کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
درایه ی باشند متصل به هم vj و vi رئوس اگر است. n × n ماتریس ی ،A(G) مجاورت١٠ ماتریس

است. صفر این صورت درغیر و ی A ماتریس ij‐ ام

A(G)ij =

١, vi ∼ vj

٠, این صورت درغیر
است. راس دو مجاورت نشان دهنده ∼ نماد

٧crown graph
٨square matrix of order n
٩trace of square matrix

١٠adjacency matrix



٣ گراف ها طیف

ͬ شود م نامیده A از ویژه مقدار ی λ ∈ C باشد. n × n ماتریس ی A کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
به وابسته A از ویژه بردار ی را v بردار این .Av = λv به طوری که باشد موجود v ̸= ٠ بردار ی اگر
داده نشان spec(A) با و ͬ شود م نامیده A طیف ،A ویژه ی مقادیر همه ی ͬ نامند. م λ ویژه ی مقدار

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت A ماتریس مشخصه ی جمله ای چند ͬ شود. م
χA(t) := det(tI − A)

اساسͬ قضیه ی از استفاده با ماتریسAاست. ویژه ی مقادیر χAدقیقاً مشخصه ی چندجمله ای ریشه ها ی
و تکراری ها) شمارش (با دارد مختلط ریشه ی n دقیقاً ،n درجه ی از چندجمله ای هر که ͬ دانیم م جبر

دارد. تکراری ها شمارش با (مختلط) ویژه ی مقدار n ماتریس هر بنابراین
داریم: آنگاه باشد، λ١, . . . , λn ویژه ی مقادیر با n× n ماتریس ی A کنید فرض .۵ . ١ . ٢ لم

tr(A) =
n∑

i=١
λi.

این ATبه = A اگر ͬ شود م گفته متقارن حقیقͬ، اعداد روی A مربعͬ ماتریس ی .۶ . ١ . ٢ تعریف
است. i ام سطر با برابر i ام ستون A ماتریس در که معنͬ

گراف ها طیف ١ . ٣
آن، اصلͬ قطر روی عناصر که D(G) قطری ماتریس باشد. گراف ی G کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
با که ،G گراف لاپلاسینͬ ماتریس ͬ شود. م نامیده گراف درجه از قطری ماتریس است رئوس درجه ی

است. G مجاورت ماتریس و G گراف درجه ماتریس اختلاف با برابر ͬ شود م داده نشان L(G)

L(G) = D(G)− A(G)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت آن مولفه های که

Lij(G) =


di i = j

−١ vi ∼ vj

٠ این صورت غیر در .

است. vj و vi راس دو مجاورت معنای به vi ∼ vj است. G گراف در vi راس درجه ی di که
به عنوان را لاپلاسینͬ ماتریس ͬ توان م دارد. وجود لاپلاسینͬ ماتریس از دی·ری نمایش .١ . ٣ . ٢ تعریف
که داد، نشان است یال ی روی لاپلاسینͬ ماتریس بسط شبیه که L(u, v) ماتریس چندین مجموع
ͬ شوند. م پر صفر با مولفه  ها سایر و −١ ،(v, u) و (u, v) مولفه های ،١ ،v و u به مربوط قطری عناصر

است: زیر ͽجم با مساوی لاپلاسینͬ ماتریس .١ . ٣ . ٣ قضیه
L(G) =

∑
{u,v}∈E(G)

L(u, v)



تعاریف ۴

ͬ کنیم: م بررسͬ را قطری عناصر ابتدا در )برهان. ∑
{u,v}∈E(G)

L(u, v)
)
ii
=

∑
{u,v}∈E(G)

L(u, v)ii = |N(i)| = di = L(G)ii

این هستند. صفر برابر این صورت غیر در هستند −١ برابر قطری غیر عناصر باشد داشته وجود یال اگر
ͬ شود م حفظ ماتریس ها این مجموع برای و لاپلاسینͬ برای ویژگͬ

ͬ شود. م نامیده لاپلاسینͬ ویژه مقادیر ،L(G) ویژه مقادیر لاپلاسینͬ). ویژه (مقادیر ۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م نامیده G گراف لاپلاسینͬ طیف لاپلاسینͬ، ویژه مقادیر همه ی مجموعه

به صورت K٣ گراف لاپلاسینͬ ماتریس ͬ گیریم م نظر در را G = K٣ گراف .۵ . ١ . ٣ مثال
٢ −١ −١
−١ ٢ −١
−١ −١ ٢


برابر مشخصه جمله ای چند است.

χ(x) = x٣ − ۶x٢ + ٩x

هستند. ٠, ٣, ٣ لاپلاسینͬ ویژه مقادیر و
چندگانگͬ احتساب با G گراف مجاورت ماتریس ویژه ی مقادیر مجموعه G گراف١١ طیف .۶ . ١ . ٣ تعریف

ͬ شود. م نامیده گراف اندیس یا گراف طیفͬ شعاع گراف، ویژه ی مقدار بزرگترین ͬ باشد. م آن ها
ͬ شود. م داده نشان ϕ(G) با آن مجاورت ماتریس مشخصه ی جمله ای چند و Spec(G) با G گراف طیف
این اگر ͽواق در است. نامنفͬ ویژه ی مقادیر با متقارن ماتریس ی گراف، ی لاپلاسینͬ ماتریس

کنیم: سازی مرتب زیر صورت به را آن ها ͬ توانیم م دهیم، نمایش µi با را ویژه مقادیر

٠ ≤ µ١ ≤ µ٢ ≤ · · · ≤ µn

به دست گراف ها ͬ های ویژگ از خوبی اطلاعات گراف ها، لاپلاسینͬ ویژه ی مقادیر مجموعه ی بررسͬ
ͬ دهد. م

احاطه گری تعاریف و مفاهیم ۴ . ١
احاطه گری را G = (V,E) گراف رئوس از D مانند مجموعه ای احاطه گری). (مجموعه ١ . ۴ . ١ تعریف

باشد. D رأس های با مجاور یا D از رأسͬ v ∈ V رأس هر هرگاه گوییم
ͬ شود. م نامیده مینمم احاطه گری مجموعه مینیمم، اندازه با احاطه گری مجموعه هر

١١specturm



۵ احاطه گری تعاریف و مفاهیم

برای احاطه گری مجموعه کوچ΄ترین اندازه ،G گراف احاطه گری عدد احاطه گری). (عدد ٢ . ۴ . ١ تعریف
ͬ شود. م داده نشان γ(G) با و است G

باشد، G گراف برای مینیمم احاطه گر مجموعه ی D اگر مینیمم). احاطه گری (ماتریس ٣ . ۴ . ١ تعریف
داریم که جایی ͬ باشد، م AD(G) =: (adij) به صورت n×n ماتریس ی G مینیمم احاطه گری ماتریس

(adij) =


١ باشد vivj ∈ E ,اگر
١ باشد i = j, vi ∈ D ,اگر
٠ این صورت غیر .در

ͬ شود. م تعریف fn(G, λ) = det(λI − AD(G)) به صورت AD(G) ماتریس مشخصه معادله ی
را آنها ͬ توانیم م و هستند حقیقͬ اعداد ویژه مقادیر است، متقارن و حقیقͬ AD(G) که آنجایی از

مرتب کنیم. λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn به صورت صعودی غیر مرتبه در
و V = {v١, v٢, . . . , vn} رِِئوس مجموعه با n مرتبه از ساده، گرافͬ G کنید فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف
احاطه گری انرژی باشد احاطه گری مجموعه D ⊆ V زیرمجموعه همچنین و باشد E یال مجموعه

ͬ شود. م تعریف ED(G) =
∑n

i=١ |λi| به صورت G گراف از مینیمم
رِِئوس مجموعه با n مرتبه از ساده، گرافͬ G کنید فرض دوگانه). احاطه گری (مجموعه ۵ . ۴ . ١ تعریف
دوگانه احاطه گری مجموعه D′ ⊆ V زیرمجموعه باشد. E یال مجموعه و V = {v١, v٢, . . . , vn}

باشد. مجاور D′ از رأس دو حداقل با V \D′ رأس هر و باشد احاطه گری مجموعه ی D′ اگر است
آمده به دست اندازه مینیمم Yχ٢(G) دوگانه احاطه گری عدد .( دوگانه احاطه گری (عدد ۶ . ۴ . ١ تعریف

است. G گراف از مینیمال دوگانه احاطه گری مجموعه های همه روی
باشد. ١ . ١ ش΄ل به صورت G گراف کنید فرض .٧ . ۴ . ١ مثال

v١ v٢ v۵ v۶

v۴v٣

G گراف :١ . ١ ش΄ل

گراف برای مم΄ن دوگانه احاطه گری مجموعه ابتدا G گراف دوگانه احاطه گری انرژی محاسبه برای
ب·یرید: نظر در باشند ͬ تواند م زیر حالت های از ی΄ͬ به که G

D′
١ = {v١, v۵} •

D′
٢ = {v٢, v۵} •



تعاریف ۶

D′
٣ = {v٢, v۶} •

احاطه گری ماتریس تعریف، به توجه با باشد {v١, vبه صورت{٢ دوگانه احاطه گری مجموعه کنید فرض
است: زیر به صورت مینیمم دوگانه

A′
D(G) =



١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


ͬ آید م به دست λ۶−٢λ۵−۶λ٧+٣λ٢−٢λ = ٠ به صورت A′

D(G) ماتریس مشخصه ی معادله ی پس
مینیمم دوگانه احاطه گری ویژه مقادیر که آن ریشه های مذکور، ماتریس مشخصه معادله ی حل با که

ͬ گردد: م محاسبه زیر به صورت هستند
λ١ ⋍ −١٫۶٩٧٣, λ٢ ⋍ −١٫١٢۶٣, λ٣ ⋍ ٠,
λ۴ ⋍ ٠٫۶٢۵۴۶, λ۵ ⋍ ١٫٣٢۶١, λ۶ ⋍ ٣٫١٩٢٩

داریم: پس E ′
D(G) =

∑n
i=١ |λi| اینکه به توجه با

ED′(G) = |λ١|+ |λ٢|+ |λ٣|+ |λ۴|+ |λ۵|+ |λ۶| ⋍ ٧٫۵۴٧١.



٢ فصل
گراف دوگانه احاطه گری انرژی

مقدمه ٢ . ١
فصل در که مقدماتͬ تعاریف به توجه با را دوگانه احاطه گری انرژی داریم قصد فصل این اول بخش در
این برای خواصͬ بیان به بعدی بخش های .در کنیم معرفͬ زیر تعاریف کم با هم چنین و داشتیم ی

ͬ پردازیم. م گراف ها از برخͬ برای آن محاسبه ی هم چنین و انرژی
ماتریس مینیمم باشد، G گراف از دوگانه احاطه گری مجموعه مینیمم D′ کنید فرض .٢ . ١ . ١ تعریف
تش΄یل زیر به صورت درایه هایش که است AD′(G) با شده تعریف n×n ماتریس ،G از دوگانه احاطه گری

ͬ شوند: م

aij =


١ باشد vivj ∈ E ,اگر
١ باشد i = j, vi ∈ D′اگر,
٠ اینصورت غیر .در

داده نشان fn(G, λ) = det(λI − AD′(G)) با AD′(G) از مشخصه چندجمله ای .٢ . ١ . ٢ تعریف
ریشه های مشخصه معادله حل با ͬ آید. م به دست مشخصه معادله مذکور دترمینان محاسبه با ͬ شود. م
معادله ریشه های به ͬ شوند. م حاصل گرافGهستند، از دوگانه احاطه گری ویژه مقادیر کوچ΄ترین که آن
و حقیقͬ ماتریسͬ AD′(G) که آنجا از ͬ شود. م گفته AD′(G) ویژه مقادیر ،AD′(G) ماتریس مشخصه
λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn به صورت صعودی غیر مرتبه در و ͬ اند حقیق اعدادی آن ویژه مقادیر است، متقارن

شده اند. مرتب
٧



گراف دوگانه احاطه گری انرژی ٨

از دوگانه احاطه گری انرژی مینیمم را AD′(G) ماتریس ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع .٢ . ١ . ٣ تعریف
داریم: دی·ر به عبارتͬ ͬ دهیم م نشان ED′(G) با و گوییم G

ED′(G) =
n∑

i=١
|λi|.

احاطه گری مجموعه اگر باشد، {u١, u٢, u٣, u۴} راس ۴ با C۴ دور ی G کنید فرض .۴ . ٢ . ١ مثال
صورت به گراف از مینیمم گری احاطه ماتریس آنگاه ب·یریم، نظر در D′ = {u١, u٢} صورت به دوگانه

ͬ شود: م تش΄یل زیر

AD′(C۴) =


١ ١ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١
١ ٠ ١ ٠


است: زیر صورت به AD′(C۴) مشخصه چندجمله ای

|λI − AD′(C۴)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− ١ −١ ٠ ١
−١ λ −١ ٠

٠ −١ λ− ١ −١
−١ ٠ −١ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ۴ − ٢λ٣ − ٣λ٢ + ۴λ.

به هستند دوگانه احاطه گری ویژه مقادیر کمترین که آن ریشه های ،AD′(C۴) مشخصه معادله ی حل با
احاطه گری انرژی مینیمم ،٣.١.٢ تعریف به توجه با لذا ͬ کنیم م محاسبه ١−

√
١٧

٢ و ١+
√

١٧
٢ و ١ و ٠ صورت
با: برابرست دوگانه

ED′(C۴) =
n∑

i=١

∣∣∣λi

∣∣∣ = ۴∑
i=١

∣∣∣λi

∣∣∣ = ∣∣∣١
∣∣∣+ ∣∣∣١ +

√
١٧

٢

∣∣∣+ ∣∣∣١ −
√

١٧
٢

∣∣∣+ ∣∣∣٠
∣∣∣ = ١ +

√
١٧.

دوگانه احاطه گری انرژی خواص ٢ . ٢
گراف ها در انرژی این خواص از برخͬ بیان به حال اول، بخش در دوگانه احاطه گری انرژی معرفͬ از بعد

ͬ پردازیم. م

اگر باشد. E یال مجموعه و {v١, ..., vn} رأس n با ساده گراف ی G کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
آنگاه: باشند AD′(G) ماتریس ویژه مقادیر λ١, λ٢, . . . , λn

n∑
i=١

λ٢
i = ٢|E|+D′.



٩ دوگانه احاطه گری انرژی خواص

طرفͬ از است. AD′(G)٢ ماتریس اثر با برابر AD′(G) ویژه مقادیر مربعات مجموع ͬ دانیم م برهان.
است: زیر صورت به AD′(G) ماتریس درایه های که ͬ دانیم م ،۶ . ۴ . ١ تعریف بنابر

aij =


١ باشد vivj ∈ E اگر
١ باشد i = j, vi ∈ D′اگر
٠ اینصورت غیر در

تعداد به اصلͬ قطر روی اینکه علاوه به است G گراف مجاورت ماتریس همان AD′(G) ماتریس یعنͬ
با: برابرست AD′(G) پس داریم ١ عنصر D′ اعضای

AD′(G) =



a١١ a١٢ a١٣ . . . a١n

a٢١ a٢٢ a٢٣ . . . a٢n

a٣١ a٣٢ a٣٣ . . . a٣n... ... ... . . . ...
an١ an٢ an٣ . . . ann


است: زیر صورت به کنیم محاسبه را AD′(G)٢ اگر

AD′(G)٢ = AD′(G)× AD′(G) =


a١١ a١٢ . . . a١n

a٢١ a٢٢ . . . a٢n... ... . . . ...
an١ an٢ . . . ann

×


a١١ a١٢ . . . a١n

a٢١ a٢٢ . . . a٢n... ... . . . ...
an١ an٢ . . . ann



=


∑

a١jaj١
∑

a١jaj٢ . . .
∑

a١jajn∑
a٢jaj١

∑
a٢jaj٢ . . .

∑
a٢jajn... ... . . . ...∑

anjaj١
∑

anjaj٢ . . .
∑

anjajn


AD′(G) تقارن بنابر دی·ر طرف از و است آن ویژه مقادیر مربعات مجموع با برابر AD′(G)٢ ماتریس اثر

نوشت: ͬ توان م پس aji = aij ،
n∑

i=١
λ٢
i =

n∑
i=١

n∑
j=١

aijaji =
n∑

i=١

n∑
j=١

a٢
ij =

n∑
i=١

a٢
ii +

∑
i<j

a٢
ij

اصلͬ قطر پایین و بالا درایه های ͬ دی·ر به عبارت است، aji = aij پس است متقارن ماتریس چون حال
پس است، ی با برابر دوگانه احاطه گری ماتریس در اصلͬ قطر از غیر درایه های چون طرفͬ از است. برابر
به عبارتͬ داریم دوگانه احاطه گری ماتریس در ی درایه گراف، رئوس درجه تعداد به که است این بیانگر

∑دی·ر:
i<j

a٢
ij = ٢

∑
i<j

a٢
ij = ٢|E|. (٢ . ١)



گراف دوگانه احاطه گری انرژی ١٠

زمانͬ اصلͬ قطر روی درایه احاطه گری ماتریس در ١.١.٢ تعریف بنابر ب·یرید. درنظر را ∑i<j a
٢
ij حال

نوشت: ͬ توان م داریم صفر و ی درایه فقط چون پس باشد vi ∈ D′ که است ی
n∑

i=١
a٢
ii =

n∑
i=١

aii = |D′|. (٢ . ٢)

گفت: ͬ توان م ٢.٢ و ١.٢ بنابر حال
n∑

i=١
λ٢
i =

n∑
i=١

aii + ٢
∑
i<j

a٢
ij = |D′|+ ٢|E|.

مجموعه ی D′ کنید فرض و باشد یال m و رأس n با ساده گراف ی G کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
آنگاه: F = | detAD′(G)| و باشد G دوگانه √احاطه گری

٢m+ |D′|+ n(n− ١).F ٢
n ≤ ED′(G) ≤

√
n(٢m+D′).

نامساوی به توجه با طرفͬ از باشد AD′(G) ویژه مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λn کنید فرض برهان.
داریم: ]کشͬ‐ شوارتز n∑

i=١
(aibi)

]٢
≤

[ n∑
i=١

(ai)
٢
][ n∑

i=١
(bi)

٢
]
,

داریم: جای·ذاری با لذا باشد، bi = |λi| و ai = ١ کنید فرض حال

ED′(G)٢ =
( n∑

i=١
|λi|

)٢
≤ n

( n∑
i=١

|λi|
)٢

= n

n∑
i=١

|λi|٢

نوشت: ͬ توان م ٢ . ٢ . ١ قضیه بنابر و

E٢
D′(G) ≤ n(٢m+ |D′|) ⇒ ED′(G) ≤

√
n(٢m+ |D′|) (٢ . ٣)

ͬ دانیم: م طرفͬ از

[ED′(G)]٢ =
[ n∑

i=١
|λi|

]٢
=

n∑
i=١

|λ٢
i |+

∑
i̸=j

|λi||λj|

کرد: استفاده ͬ توان م است زیر به صورت که میانگین‐هندسͬ نامساوی از همچنین

١
n

n∑
i=١

ai ≥
n∏

i=١
(ai)

١
n



١١ دوگانه احاطه گری انرژی خواص

نوشت: ͬ توان م ∑
i ̸=j |λi||λj| و حسابی‐هندسͬ میانگین نامساوی به توجه با

١
n(n− ١)

∑
i̸=j

|λi||λj| ≥
(∏

i ̸=j

|λi||λj|
) ١

n(n−١)

≥ n(n− ١)
(∏

i ̸=j

|λi||λj|
) ١

n(n−١)

≥ n(n− ١)
[ n∏

i=١
|λi|

] ٢
n

≥ n(n− ١)
[ n∏

i=١
|λi|

] ٢
n ≥ n(n− ١)| detAD′(G)|

٢
n

داریم: لذا detAD′(G) =
∏n

i=١ |λi| چون

(ED′(G))٢ ≥
n∑

i=١
|λ٢

i |+ n(n− ١)|AD′(G)|
٢
n = ٢m+ |D′|+ n(n− ١)|AD′(G)|

٢
n

ED′(G) ≥
√

٢m+ |D′|+ n(n− ١)|AD′(G)| ٢
n =

√
٢m+ |D′|+ n(n− ١)f ٢

n (۴ . ٢)

ͬ شود: م نتیجه زیر ح΄م (۴ . ٢) و (٢ . ٣) از √بنابراین
٢m+ |D′|+ n(n− ١)f ٢

n ≤ ED′(G) ≤
√
n(٢m+ |D′|).

است. زوج صحیح عدد ی آنگاه باشد، گویا عدد گراف انرژی اگر که دادند نشان پاتͬ ٢ و باپات ١
است. آمده زیر قضیه در دوگانه احاطه گری انرژی مینیمم برای مشابه نتایج

انرژی اگر باشد، D′ مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه با ساده گراف ی G کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
آنگاه باشد گویا عدد یED′(G) مینیمم دوگانه احاطه گری

ED′(G) = ٢M − |D′|

یا
ED′(G)≡|D′|(پیمانه٢ .(به

که باشد G گراف از دوگانه احاطه گری ویژه مقادیر کوچ΄ترین ،λ١, λ٢, . . . , λn کنید فرض برهان.
نوشت: ͬ توان م آنگاه است، نامثبت آنها بقیه و مثبت λ١, . . . , λr

ED′(G) = (λ١ + λ٢ + · · ·+ λr)− (λr+r + · · ·+ λn)

١R. B. Bapat
٢Sukunta Pati



گراف دوگانه احاطه گری انرژی ١٢

داریم: کنیم، ͽجم ±(λ١ + λ٢ + · · ·+ λn) با را رابطه راست سمت اگر

ED′(G) = (λ١ + λ٢ + · · ·+ λr)− (λr+١ + · · ·+ λn)± (λ١ + λ٢ + · · ·+ λn)

= (λ١ + λ٢ + · · ·+ λr)− (λr+١ + · · ·+ λn)

+ (λ١ + λ٢ + · · ·+ λr)− (λr+١ + · · ·+ λn)

− (λ١ + λ٢ + · · ·+ λr) + (λr+١ + · · ·+ λn)

= ٢(λ١ + λ٢ + · · ·+ λr)− (λ١ + · · ·+ λn)

= ٢(λ١ + λ٢ + · · ·+ λr)−
n∑

i=١
λi

∑n
i=١ λi = |D′| گفت ͬ توان م داریم ١ درایه ، AD′(G) ماتریس اصلͬ قطر روی ،D′تعداد به چون

⇒ ED′(G) ≡ |D′|(پیمانه٢ .(به

متداول گراف های از برخͬ دوگانه احاطه گری انرژی ٢ . ٣
شدن روشن برای ابتدا ͬ کنیم م محاسبه گراف ها از برخͬ برای را دوگانه احاطه گری انرژی بخش این در
و Kn ، S٠

n های گراف برای را دوگانه احاطه گری انرژی سپس ͬ کنیم. م ذکر را زیر مثال موضوع بهتر
ͬ کنیم. م محاسبه Kn,٢

باشد ٢ . ١ ش΄ل به S٠
۴ گراف کنید فرض .٢ . ٣ . ١ مثال

u١

v٢

u٣

v١

u٢

v٣

u۴

v۴

S٠
۴ گراف :٢ . ١ ش΄ل

با ͬ دهیم، م تش΄یل را AD′(S٠
۴) ابتدا کنیم حساب را S٠

٣ دوگانه احاطه گری انرژی بخواهیم اگر
نظر در

{
u١, u٢, v١, v٢

}
با برابر ͬ توان م را S٠

۴ از مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه اینکه به توجه



١٣ متداول گراف های از برخͬ دوگانه احاطه گری انرژی

داشت: خواهیم گرفت،

AD′(S٠
۴) =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠
١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


است: روبرو ماتریس دترمینان با برابر مشخصه چندجمله ای ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣پس

λ− ١ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ −١ −١
٠ λ− ١ ٠ ٠ −١ ٠ −١ −١
٠ ٠ λ ٠ −١ −١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ λ −١ −١ −١ ٠
٠ −١ −١ −١ λ− ١ ٠ ٠ ٠
−١ ٠ −١ −١ ٠ λ− ١ ٠ ٠
−١ −١ ٠ −١ ٠ ٠ λ ٠
−١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
با: برابرست فوق ماتریس مشخصه معادله پس

λ(λ− ٢)(λ+ ١)(λ− ١)(λ٢ + λ− ۴)(λ٢ − ٣λ− ٢) = ٠

به دست زیر به صورت AD′(S٠
۴) ماتریس دوگانه احاطه گری مقادیر ویژه مشخصه، معادله این حل با که

ͬ آید: م

λ = ٢ , λ = ٠ , λ = −١ , (ی تکرار مرتبه از کدام (هر
λ =

٣ ±
√

١٧
٢ ,

−١ ±
√

١٧
٢ (ی تکرار مرتبه از کدام (هر

با: ͬ شود م برابر S٠
۴ مینیمم دوگانه احاطه گری انرژی لذا

۴∑
i=١

|λi| = ٢ + ٢ +
√

١٧ +
√

١٧ = ۴ + ٢
√

١٧.

با: است برابر S٠
n گراف از دوگانه احاطه گری انرژی n ≥ ۴ برای .٢ . ٣ . ٢ قضیه

ED′(S٠
n) = ٢ + ٢(n− ٣) +

√
n٢ − ٢n+ ٩ +

√
n٢ + ٢n− ٧.



گراف دوگانه احاطه گری انرژی ١۴

اگر ب·یرید. نظر در V = {u١, u٢, . . . , un, v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با S٠
n گراف برهان.

را AD′(S٠
n) ͬ توان م آنگاه باشد، D′ = {u١, u٢, v١, v٢} دوگانه احاطه گری مجموعه کوچ΄ترین

داد: تش΄یل زیر به صورت

AD′(S٠
n) =



١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠ ١ . . . ١
٠ ١ ٠ . . . ٠ ١ ٠ ١ . . . ١
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ١ ٠ . . . ١
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ١ ١ . . . ٠
٠ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠ . . . ٠
١ ٠ ١ . . . ١ ٠ ١ ٠ . . . ٠
١ ١ ٠ . . . ١ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠


٢n×٢n

زیر: ماتریس دترمینان با برابرست مشخصه جمله ای چند

λ− ١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ −١ −١ . . . −١
٠ λ− ١ ٠ . . . ٠ −١ ٠ −١ . . . −١
٠ ٠ λ . . . ٠ −١ −١ ٠ . . . −١
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . λ −١ −١ −١ . . . ٠
٠ −١ −١ . . . −١ λ− ١ ٠ ٠ . . . ٠
−١ ٠ −١ . . . −١ ٠ λ− ١ ٠ . . . ٠
−١ −١ ٠ . . . −١ ٠ ٠ λ . . . ٠
−١ −١ −١ . . . ٠ ٠ ٠ ٠ . . . λ


٢n×٢n

به صورت مشخصه معادله و

λ(λ− ٢)(λ+ ١)n−٣(λ− ١)n−٣(λ٢ + (n− ٣)λ− (٢n− ۴))(λ٢ − (n− ١)λ− ٢) = ٠

احاطه گری ویژه مقادیر کمترین که آن ریشه های ،AD′(S٠
n)ماتریس مشخصه معادله ی کردن حل با است.

ͬ آید: م به دست زیر به صورت تکرار مرتبه با همراه هستند دوگانه

λ = ٠ , λ = ٢ , λ = −١ (n− ٣ مرتبه (از

λ = ١ (n− ٣ مرتبه (از
λ =

(n− ١)±
√
n٢ − ٢n+ ٩

٢ (ی مرتبه از (هرکدام

λ =
(n− ٣)±

√
n٢ + ٢n− ٧

٢ (ی مرتبه از (هرکدام



١۵ متداول گراف های از برخͬ دوگانه احاطه گری انرژی

ͬ گردد: م محاسبه زیر به صورت دوگانه احاطه  گری انرژی کمترین بنابراین است.
ED′(S٠

n) = ٢ + ٢(n− ٣) +
√

n٢ − ٢n+ ٩ +
√

n٢ + ٢n− ٧.

با: است برابر Kn کامل گراف از دوگانه احاطه گری انرژی .٢ . ٣ . ٣ قضیه

(n− ٣) +
√

n٢ − ٢n+ ٩.

ب·یرید. نظر در V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با Kn کامل گراف برهان.
دوگانه احاطه گری مجموعه به صورت ͬ توان م را ... یا {v١, v٣} یا {v٢, v٣} مجموعه های از هری
AD′(Kn) آنگاه ′Dباشد، = {v١, v٢} دوگانه احاطه گری مجموعه کوچ΄ترین اگر گرفت، نظر در مینیمم

داد: تش΄یل ͬ توان م زیر به صورت را

AD′(Kn) =



١ ١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ٠ ١ . . . ١ ١
... ... ... ... ... ...
١ ١ ١ ١ . . . ١ ٠


آورد. به دست زیر ماتریس دترمینان محاسبه با ͬ توان م را مشخصه چندجمله ای لذا

λ− ١ −١ −١ −١ . . . −١
−١ λ− ١ −١ −١ . . . −١
−١ −١ λ −١ . . . −١

... ... ... ... ...
−١ −١ −١ −١ . . . λ


مشخصه معادلة حل با است. λ(λ+١)n−٣(λ٢ − (n−١)λ−٢) = ٠ به صورت مشخصه معادله پس
Knهستند، دوگانه احاطه گری ماتریس ویژه مقادیر که آن ریشه های آوردن به دست ماتریسAD′(Kn)و

داریم:
λ = ٠ , λ = −١ (n− ٣ مرتبه (از
λ =

(n− ١)±
√
n٢ − ٢n+ ٩

٢ (١ مرتبه از (هرکدام
با: است برابر دوگانه احاطه گری انرژی حداقل لذا

ED′(Kn) =|٠|(n− ٣) + | − ١|(n− ٣) +
∣∣∣(n− ١) +

√
n٢ − ٢n+ ٩

٢

∣∣∣
+
∣∣∣(n− ١)±

√
n٢ − ٢n+ ٩

٢

∣∣∣ = (n− ٣) +
√
n٢ − ٢n+ ٩.



گراف دوگانه احاطه گری انرژی ١۶

و V = {u١, u٢, u٣, v١, v٢, v٣} رأس های با ،٢ . ٢ ش΄ل به K٣,٢ گراف کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ مثال
باشد. E = {v٢v٣, v١v٢, u٢u٣, u١u٢, u١v٢, u٢v٣, v١u٢, v٢u٣, u١u٣, u١v٣, v١u٣, v١v٣} یال های
را AD′(K٣,٢) آنگاه ب·یریم، نظر در D′ = {v١, u١} به صورت مینیمم دوگانه احاطه گری اگرمجموعه

ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت

u١ v٣

u٣ v١

v٢u٢

K٣,٢ گراف :٢ . ٢ ش΄ل

AD′(K٣,٢) =



١ ٠ ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠


۶×۶

ͬ آوریم: م به دست زیر دترمینان محاسبه با را AD′(K٣,٢) مشخصه جمله ای ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣چند

λ− ١ ٠ −١ −١ −١ −١
٠ λ− ١ −١ −١ −١ −١
−١ −١ λ ٠ −١ −١
−١ −١ ٠ λ −١ −١
−١ −١ −١ −١ λ ٠
−١ −١ −١ −١ ٠ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
گراف مشخصه معادله حل با است. λ٢(λ− ١)(λ+ ٢)(λ٢ − ٣λ− ۶) = ٠ با برابر مشخصه معادله
به دست زیر به صورت هستند، مینیمم دوگانه احاطه گری ماتریس ویژه مقادیر که آن ریشه های ،K٢×٣

ͬ آید: م
λ = −٢ , λ = ١ (ی تکرار مرتبه (از

λ = ٠ , دو) تکرار مرتبه (از
٣ ±

√
٣٣

٢ (ی تکرار مرتبه از کدام (هر



١٧ متداول گراف های از برخͬ دوگانه احاطه گری انرژی

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت K٣,٢ از مینیمم دوگانه احاطه گری انرژی بنابراین

ED′(K٣,٢) =
٣∑

i=١
|λi| = | − ٢|+ |١|+ |٠|+

∣∣∣٣ +
√

٣٣
٢

∣∣∣+ ∣∣∣٣ −
√

٣٣
٢

∣∣∣
=١ + ٢ +

√
٣٣ = ٣ +

√
٣٣.

محاسبه K٣,٢ ۶ مرتبه از بخشͬ سه گراف برای را مینیمم دوگانه احاطه گری انرژی فوق مثال در
ͬ کنیم. م محاسبه ٢n مرتبه از بخشͬ گراف برای را انرژی این زیر قضیه در حال کردیم

با: است برابر ٢n مرتبه از کامل بخشͬ ‐ n گراف از مینیمم دوگانه احاطه گری انرژی .۵ . ٢ . ٣ قضیه
(٢n+ ٣) +

√
۴n٢ − ۴n+ ٩.

اگر است. V =
∪n

i=١{ui, vi} رئوس مجموعه با کامل بخشͬ ‐ n گراف Kn,٢ کنید فرض برهان.
ماتریس آنگاه ب·یریم، درنظر D′ = {u١, v١} به صورت را دوگانه احاطه گری مجموعه کوچ΄ترین

ͬ شود: م تش΄یل زیر به صورت ۶ . ۴ . ١ تعریف به توجه با AD′(Kn,٢)

AD′(Kn,٢) =



١ ٠ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... . . . ... ... ... ...
١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠


با: برابرست مشخصه جمله ای چند پس

λ− ١ ٠ −١ −١ . . . −١ −١ −١ −١
٠ λ− ١ −١ −١ . . . −١ −١ −١ −١
−١ −١ λ ٠ . . . −١ −١ −١ −١
−١ −١ ٠ λ . . . −١ −١ −١ −١

... ... ... ... . . . ... ... ... ...
−١ −١ −١ −١ . . . λ ٠ −١ −١
−١ −١ −١ −١ . . . ٠ λ −١ −١
−١ −١ −١ −١ . . . −١ −١ λ ٠
−١ −١ −١ −١ . . . −١ −١ ٠ λ


λn−١(λ− ١)(λ+ ٢)n−٢(λ٢ − (٢n− ٣)λ− ٢n) = ٠ به صورت AD′(K٢,٢) مشخصه معادله لذا
دوگانه احاطه گری ویژه مقادیر کوچ΄ترین که آن ریشه های مشخصه معادله حل با که ͬ گردد م محاسبه



گراف دوگانه احاطه گری انرژی ١٨

ͬ آید: م به دست زیر به صورت هستند،

λ = −٢ , λ = ١ (n− ٢ تکرار مرتبه (از

λ = ٠ ( n− ١ تکرار مرتبه (از

λ =
(٢n− ٣)

−
+
√

۴n٢ − ۴n+ ٩
٢ ( ی تکرار مرتبه (از

است: محاسبه قابل زیر ش΄ل به Kn,٢ دوگانه احاطه گری انرژی مینیمم بنابراین

ED′(K٢,٢) = ١ + ٢(n− ٢) +
√

۴n٢ − ۴n+ ٩

= (٢n− ٣) +
√

۴n٢ − ۴n+ ٩ = (٢n− ٣) +
√

۴n٢ − ۴n+ ٩.



٣ فصل
گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی

لاپلاسینͬ ماتریس به باتوجه که گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی معرفͬ به فصل این در
ͬ پردازیم، م متداول گراف های از تعدادی روی بررسͬ و ͬ گردد م تعریف ،G گراف از مینیمم احاطه گری
احاطه گری انرژی از خواصͬ و به دست آورده لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی برای کران هایی همچنین

ͬ کنیم. م بیان را گراف ها لاپلاسینͬ مینیمم

گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٣ . ١
ͬ کنیم. م بیان را زیر تعاریف ابتدا لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی معرفͬ برای

LD(G) ماتریس پس است G گراف رئوس درجه ی از قطری ماتریس D(G) کنید فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
G از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس و ͬ شود م تعریف LD(G) = D(G) − AD(G) به صورت
µ١ ≥ µ٢ ≥ · · · ≥ µn به صورت که آن ویژه مقادیر محاسبه و ماتریس این به توجه ͬ شود. م نامیده

آورد: به دست زیر رابطه از را لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ͬ توان م شده اند، مرتب

LED(G) =:
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣
ͬ شود. م نامیده Gاز متوسط درجه ی ٢m

n
و یال ها تعداد m که

احاطه گری مجموعه این صورت در باشد ١ . ١ ش΄ل به صورت گرافͬ G گراف کنید فرض .٣ . ١ . ٢ مثال
هستند: زیر به صورت مذکور گراف برای مم΄ن مینیمم

١٩



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٢٠

D١ = {v١, v۵} .١

D٢ = {v٢, v۵} .٢

D٣ = {v٢, v۶} .٣

لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس آنگاه ب·یریم D١درنظر = {v١, v۵}احاطه گری مجموعه  اگر .١
داد: تش΄یل ͬ توان م زیر به صورت تعریف به باتوجه را G گراف از

AD١(G) =



١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


است: این صورت به G رئوس درجه از قطری ماتریس و

D(G) =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


ͬ دهیم: م تش΄یل را لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس ١.١.٣ تعریف به توجه با بنابراین

LD١(G) = D(G)− AD١(G) =



٠ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
−١ ۴ −١ −١ −١ ٠

٠ −١ ٢ ٠ −١ ٠
٠ −١ ٠ ٢ −١ ٠
٠ −١ −١ −١ ٣ −١
٠ ٠ ٠ ٠ −١ ١


µ۶ − ١٢µ۵ + ۴٨µ۴ − ۶٩µ٣ + ١۶µ٢ + ٢٢µ − ۴ = ٠ به صورت مشخصه معادله ی پس
،µ١ = −٠٫۴٨ به صورت لاپلاسینͬ احاطه گری ویژه ی مقادیر مشخصه، معادله حل با است.
ͬ آید. م به دست µ۶ = ۴٫٩٧۵۴ و µ۵ = ۴٫٢٠٨٠ ،µ۴ = ٢ ،µ٣ = ١٫١٢٧٩ ،µ٢ = ٠٫١٧۴۴
٢m
n

= ٢∗٧
۶ = ٧

٣ با برابر متوسط اندازه و ٧ با برابر ها یال  اندازه ،۶ با برابر رئوس اندازه طرفͬ از



٢١ گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی

با: برابرست لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی بنابراین است.

LED١(G) =
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ = ∣∣∣− ٠٫۴٨۵۶ − ٧
٣

∣∣∣+ ∣∣∣٠٫١٧۴۴ − ٧
٣

∣∣∣+ ∣∣∣١٫١٢٧٩ − ٧
٣

∣∣∣
+
∣∣∣٢ − ٧

٣

∣∣∣+ ∣∣∣۴٫٢٠٨٠ − ٧
٣

∣∣∣+ ∣∣∣۴٫٩٧۵۴ − ٧
٣

∣∣∣ = ١١٫٠٣٣۴.

زیر به صورت را LD٢(G) آنگاه ب·یریم، درنظر D٢ = {v٢, v۵} به صورت احاطه گری اگرمجموعه .٢
ͬ شود: م تش΄یل

AD٢(G) =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


با: است برابر LD٢(G) پس

LD٢(G) = D(G)− AD٢(G) =



١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
−١ ٣ −١ −١ −١ ٠

٠ −١ ٢ ٠ −١ ٠
٠ −١ ٠ ٢ −١ ٠
٠ −١ −١ −١ ٣ −١
٠ ٠ ٠ ٠ −١ ١


به دست µ۶ − ١٢µ۵ + ۵١µ۴ − ٩٠µ٣ + ۵۵µ٢ + ٨µ− ١٢ = ٠ مشخصه معادله ی بنابراین

ͬ آید. م
به صورت لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ویژه ی مقادیر فوق، مشخصه معادله حل با
µ١ = −٠٫٣٩١۴, µ٢ = ٠٫۶٩٧٢, µ٣ = ١٫٢٢٧١, µ۴ = ٢, µ۵ = ۴٫١۶۴٢, µ۶ = ۴٫٣٠٢٨

ͬ شود. م حاصل
٢m
n

= ٢∗٧
۶ = ٧

٣ با برابر متوسط اندازه پس است، ٧ اندازه و ۶ مرتبه از گراف که ͬ دانیم م طرفͬ از
رابطه با باتوجه را لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی بنابراین است.

LED(G) =
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣
کرد: محاسبه زیر به صورت ͬ توان م

LED٢(G) =
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ = ∣∣∣− ٠٫٣٩١۴ − ٧
٣

∣∣∣+ ∣∣∣٠٫۶٩٧٢ − ٧
٣

∣∣∣+ ∣∣∣١٫٢٢٧١ − ٧
٣

∣∣∣
+
∣∣∣٢ − ٧

٣

∣∣∣+ ∣∣∣۴٫١۶۴٢ − ٧
٣

∣∣∣+ ∣∣∣۴٫٣٠٢٨ − ٧
٣

∣∣∣ = ٩٫۶٠٠٧.



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٢٢

احاطه گری مجموعه  Gبه دلخواه گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی که ͬ گیریم م نتیجه لذا
مقدارهای مینیمم، احاطه گری مجموعه برای مختلف مجموعه های انتخاب با و دارد بستگͬ مینیمم

ͬ آید. م به دست لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی برای مختلفͬ
گراف برای و پرداختیم گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی معرفͬ به فصل ابتدایی بخش در
قبیل از گراف ها از برخͬ برای زیر قضایای کم با را انرژی این حال کردیم. محاسبه ١ . ١ ش΄ل به G

ͬ کنیم. م محاسبه Kn,٢ و S٠
n، Kn ، K١,n−١

متداول گراف های از برخͬ لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٣ . ٢
برای انرژی این محاسبه ی به بخش این در حال کردیم معرفͬ لاپلاسینͬ احاطه گری انرژی قبل بخش در

ͬ پردازیم. م خاص گراف های از برخͬ
با است برابر K١,n−١ ستاره گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی n ≥ ٢ برای .٣ . ٢ . ١ قضیه

(n− ٢(٢

n
+
√

n٢ − ٢n+ ۵.

نظر در v٠ مرکز و V = {v١, v٢, . . . , vn−١} رئوس مجموعه با را K١,n−١ ستاره گراف اگر برهان.
مینیمم گری احاطه ماتریس پس است. D = {v٠} مینیمم احاطه گری مجموعه آنگاه ب·یریم،

ͬ دهیم م تش΄یل را AD(K١,n−١)

AD(K١,n−١) =



١ ١ ١ . . . ١
١ ٠ ٠ . . . ٠
١ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ...
١ ٠ ٠ . . . ٠


n×n

است: زیر به صورت D(K١,n−١) که ͬ دانیم م طرفͬ از

D(K١,n−١) =



n− ١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ١ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١


n×n

ͬ دهیم: م تش΄یل را LD(K١,n−١) تعریف، به توجه با بنابراین

LD(K١,n−١) = D(K١,n−١)− AD(K١,n−١) =



n− ٢ −١ ١− . . . −١
−١ ١ ٠ . . . ٠
−١ ٠ ١ . . . ٠

... ... ... ...
−١ ٠ ٠ . . . ١


n×n



٢٣ متداول گراف های از برخͬ لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی

مشخصه معادله حل با است. (µ−١)(n−٢)(µ٢−(n−١)µ−١) = ٠ به صورت مشخصه معادله ی پس
ͬ آید: م به دست زیر به صورت LD(K١,n−١) ماتریس لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ویژه ی مقادیر مذکور،

µ = ١ دو) تکرار مرتبه (با
µ =

(n− ١)±
√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ (ی تکرار مرتبه  از کدام (هر
با برابر متوسط اندازه ی پس (n− ١) با برابر یال ها واندازه n با برابر رئوس اندازه که ͬ دانیم م  ͬ طرف از

ͬ باشد: م محاسبه زیرقابل به صورت لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی بنابراین است. ٢(n−١)
n

LED(K١,n−١) =
∣∣∣١ − ٢(n− ١)

n

∣∣∣(n− ٢) +
∣∣∣(n− ١) +

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ − ٢(n− ١)
n

∣∣∣
+
∣∣∣(n− ١)−

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ − ٢(n− ١)
n

∣∣∣ = ∣∣∣−n+ ٢
n

∣∣∣(n− ٢)

+
∣∣∣(n− ١) +

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ − ٢(n− ١)
n

∣∣∣
+
∣∣∣(n− ١)−

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ − ٢(n− ١)
n

∣∣∣ = ∣∣∣−n+ ٢
n

∣∣∣(n− ٢)

+
∣∣∣n٢ − n+ n

√
n٢ − ٢n+ ۵ − ۴n+ ۴

٢n

∣∣∣
+
∣∣∣n٢ − n− n

√
n٢ − ٢n+ ۵ − ۴n+ ۴

٢n

∣∣∣ = (n− ٢)(n− ٢)
n

+
∣∣∣n٢ − ۵n+ ۴ + n

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢n

∣∣∣
+
∣∣∣n٢ − ۵n+ ۴ − n

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢n

∣∣∣ = (n− ٢(٢

n
+
√

n٢ − ٢n+ ۵.

با است برابر Kn کامل گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی n ≥ ٢ برای .٣ . ٢ . ٢ قضیه

(n− ٢) +
√

n٢ − ٢n+ ۵.

مجموعه اگر ب·یرید. نظر در V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با Kn کامل گراف برهان.
است: زیر به صورت AD(Kn) ماتریس پس ب·یریم، درنظر D = {v١} با برابر مینیمم احاطه گری

AD(Kn) =



١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ٠ ١ . . . ١ ١
١ ١ ٠ . . . ١ ١
... ... ... ... ...
١ ١ ١ . . . ٠ ١
١ ١ ١ . . . ١ ٠


n×n



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٢۴

با: برابرست گراف رئوس درجه از قطری ماتریس که ͬ دانیم م طرفͬ از

D(Kn) =


n− ١ ٠ ٠ . . . ٠

٠ n− ١ ٠ . . . ٠
... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . n− ١


n×n

ͬ دهیم م تش΄یل را LD(Kn) ماتریس سپس

LD(Kn) = D(Kn)− AD(Kn) =


n− ٢ −١ −١ . . . −١ −١
−١ n− ١ −١ . . . −١ −١

... ... ... ... ...
−١ −١ −١ . . . −١ n− ١


n×n

ͬ آید: م به دست زیر به صورت LD(Kn) ماتریس مشخصه معادله ی محاسبه از بعد

[µ− n](n−٢)[µ٢ − (n− ١)µ− ١] = ٠

مینیمم احاطه گری ویژه ی مقادیر که آن ریشه های ،LD(Kn) ماتریس مشخصه معادله کردن حل با
بود: خواهد زیر به صورت هستند Kn گراف لاپلاسینͬ

µ = n (n− ١ تکرار مرتبه (از

µ =
(n− ١)± (n− ٢) +

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ (ی تکرار مرتبه از کدام (هر
با برابر متوسط اندازه ی و n(n−١)

٢ با برابر یال ها تعداد ،n با برابر رئوس تعداد ͬ دانیم م طرفͬ از
است. ٢m

n
= n(n−١)

n
= n− ١

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت Kn گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی بنابراین

LED(Kn) =
∣∣∣n− (n− ١)

∣∣∣(n− ٢) +
∣∣∣(n− ١) +

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ − (n− ١)
∣∣∣

+
∣∣∣(n− ١)−

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ − (n− ١)
∣∣∣ = (n− ٢)

+
∣∣∣−n+ ١ +

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢

∣∣∣+ ∣∣∣−n+ ١ −
√
n٢ − ٢n+ ۵

٢

∣∣∣
= (n− ٢) +

√
n٢ − ٢n+ ۵.

با است برابر S٠
n تاج شبه گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی n ≥ ٢ برای .٣ . ٢ . ٣ قضیه

LED(S
٠
n) = (٢n− ۴) +

√
n٢ − ٢n+ ۵ +

√
n٢ + ٢n− ٣.



٢۵ متداول گراف های از برخͬ لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی

ب·یرید. نظر در V = {u١, u٢, . . . , un, v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با را تاج شبه گراف برهان.
به AD(S

٠
n) ماتریس آنگاه ب·یریم درنظر D = {u١, v١} با برابر مینیمم احاطه گری مجموعه اگر

ͬ آید: م به دست این صورت

AD(S
٠
n) =



١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ١ ١ . . . ١
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ٠ ١ . . . ١
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ١ ٠ . . . ١
... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ١ ١ . . . ٠
٠ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠ . . . ٠
١ ٠ ١ . . . ١ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
١ ١ ٠ . . . ١ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ... ... ... ...
١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠


٢n×٢n

است: زیر ماتریس با برابر گراف رئوس درجه از قطری ماتریس ͬ دانیم م همچنین

D(S٠
n) =


n− ١ ٠ . . . ٠

٠ n− ١ . . . ٠
... ... ...
٠ ٠ . . . n− ١


ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت LD(S

٠
n) ماتریس بنابراین

LD(S
٠
n) = D(S٠

n)− AD(S
٠
n)

=



n− ٢ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ −١ −١ . . . −١
٠ n− ١ ٠ . . . ٠ −١ ٠ −١ . . . −١
٠ ٠ n− ١ . . . ٠ −١ −١ ٠ . . . −١
... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . n− ١ −١ −١ −١ . . . ٠
٠ −١ −١ . . . −١ n− ٢ ٠ ٠ . . . ٠
−١ ٠ −١ . . . −١ ٠ n− ١ ٠ . . . ٠
−١ −١ ٠ . . . −١ ٠ ٠ n− ١ . . . ٠

... ... ... ... ... ... ...
−١ −١ −١ . . . ٠ ٠ ٠ ٠ . . . n− ١


٢n×٢n



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٢۶

با برابرست مشخصه معادله پس

[µ− n]n−٢[µ− n+ ٢]n−٢[µ٢ − (n− ١)µ− ١][µ٢ − (٣n− ۵)µ+ (٢n٢ − ٨n+ ٧)] = ٠

مینیمم احاطه گری ویژه ی مقادیر که مشخصه معادله ریشه های فوق، مشخصه معادله کردن حل با
ͬ آیند: م به دست زیر به صورت تکرار مرتبه با همراه هستند S٠

n گراف لاپلاسینͬ

µ = n , µ = n− ٢ (n− ٢ تکرار مرتبه از کدام (هر
µ =

(n− ١)±
√
n٢ − ٢n+ ۵

٢ , µ =
(٣n− ۵)±

√
n٢ + ٢n− ٣

٢ ( ی تکرار مرتبه از کدام (هر
برابرست متوسط درجه ی پس است n(n−١) با برابر یال ها تعداد و ٢n با برابر رئوس تعداد طرفͬ از

. ٢n(n−١)
٢n = n− ١ با

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی بنابراین

LED′(S٠
n) =

∣∣∣n− (n− ١)
∣∣∣(n− ٢) +

∣∣∣(n− ٢)− (n− ١)
∣∣∣(n− ٢)

+
∣∣∣n− ١ +

√
n٢ − ٢n+ ۵
٢ − (n− ١)

∣∣∣
+
∣∣∣n− ١ −

√
n٢ − ٢n+ ۵
٢ − (n− ١)

∣∣∣
+
∣∣∣٣n− ۵ +

√
n٢ + ٢n− ٣

٢ − (n− ١)
∣∣∣

+
∣∣∣٣n− ۵ −

√
n٢ + ٢n− ٣

٢ − (n− ١)
∣∣∣

=(n− ٢) + (n− ٢) +
∣∣∣−n+ ١ −

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢

∣∣∣
+
∣∣∣−n+ ١ +

√
n٢ − ٢n+ ۵

٢

∣∣∣
+
∣∣∣−٣n+ ۵ −

√
n٢ + ٢n− ٣

٢

∣∣∣
+
∣∣∣−٣n+ ۵ +

√
n٢ + ٢n− ٣

٢

∣∣∣
=(٢n− ۴) +

√
n٢ + ٢n− ٣ +

√
n٢ − ٢n+ ۵.

با: برابرست Kn,٢ کامل بخشͬ ‐ n گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی .۴ . ٣ . ٢ قضیه
(٢n− ٣) +

√
۴n٢ − ۴n+ ٩.

اگر ب·یرید. نظر در V =
∪n−١

i=١ {ui, vi} رئوس مجموعه با Kn,٢ کامل بخشͬ ‐ n گراف برهان.
زیر ش΄ل به را A(Kn,٢) ماتریس ͬ توان م باشد، D = {u١, v١} با برابر مینیمم احاطه گری مجموعه



٢٧ متداول گراف های از برخͬ لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی

داد: تش΄یل

A(Kn,٢) =



١ ٠ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... ... ... ... ...
١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠


٢n,٢n

ͬ دانیم: م طرفͬ از

D(Kn,٢) =



٢(n− ١) ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٢(n− ١) ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ ٢(n− ١) . . . ٠ ٠
... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ٢(n− ١) ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٢(n− ١)


٢n,٢n

است: زیر به صورت LD(Kn,٢) ماتریس لذا

LD(Kn,٢) = D(Kn,٢)− A(Kn,٢)

=



٢n− ٣ ٠ −١ −١ . . . −١ −١ −١ −١
٠ ٢n− ٣ ١ ١ . . . −١ −١ −١ −١
−١ −١ ٢n− ٢ ٠ . . . −١ −١ −١ −١
−١ −١ ٠ ٢n− ٢ . . . −١ −١ −١ −١

... ... ... ... ... ... ... ...
−١ −١ −١ −١ . . . ٢n− ٢ ٠ −١ −١
−١ −١ −١ −١ . . . ٠ ٢n− ٢ −١ −١
−١ −١ −١ −١ . . . −١ −١ ٢n− ٢ ٠
−١ −١ −١ −١ . . . −١ −١ ٠ ٢n− ٢


٢n,٢n

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت LD(Kn,٢) ماتریس مشخصه معادله ی پس

(µ− ٢n+ ٣)(µ− ٢n+ ٢)n−١(µ− ٢n)n−٢(µ٢ − (٢n− ١)µ− ٢) = ٠

احاطه گری ویژه ی مقادیر که مشخصه معادله ریشه های ،LD(Kn,٢) ماتریس مشخصه معادله حل با
ͬ آید: م به دست زیر به صورت تکرار مرتبه با همراه هستند لاپلاسینͬ مینیمم



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٢٨

µ = ٢n− ٣ (ی تکرار مرتبه (از
µ = ٢n− ٢ (n− ١ تکرار مرتبه از )
µ = ٢n ( n− ٢ تکرار مرتبه (از
µ =

(٢n− ١)±
√

۴n٢ − ۴n+ ٧
٢ ( ی تکرار مرتبه از کدام هر )

متوسط اندازه ی پس ٢n(n − ١) با برابر یال ها تعداد ،٢n برابر رئوس تعداد اینکه به توجه با طرفͬ از
LED(Kn,٢) لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی لذا است. ٢m

n
= ۴n(n−١)

٢n = ٢(n − ١) با برابر
ͬ شود: م محاسبه به صورت

LED(Kn,٢) =
∣∣∣(٢n− ٣)− (٢n− ٢)

∣∣∣+ ∣∣∣(٢n− ٢)− (٢n− ٢)
∣∣∣(n− ١)

+
∣∣∣٢n− (٢n− ٢)

∣∣∣(n− ٢)

+
∣∣∣٢n− ١ +

√
۴n٢ − ۴n+ ٩
٢ − (٢n− ٢)

∣∣∣
+
∣∣∣٢n− ١ −

√
۴n٢ − ۴n+ ٩
٢ − (٢n− ٢)

∣∣∣
= ٢n− ٣ +

∣∣∣−٢n+ ٣ +
√

۴n٢ − ۴n+ ٩
٢

∣∣∣
+
∣∣∣−٢n+ ٣ −

√
۴n٢ − ۴n+ ٩

٢

∣∣∣
=(٢n− ٣) +

√
۴n٢ − ۴n+ ٩.

گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس ویژه  مقادیر خواص ٣ . ٣
به ͬ کنیم م بیان را گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس ویژه مقادیر خواص برخͬ بخش این در

ͬ دهیم. م ارئه را زیر قضایای منظور این
LD(G) از ویژه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn و G گراف از مینیمم احاطه گری مجموعه D اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه

آنگاه: باشد،

(i).
n∑

i=١
µi = ٢|E| − |D|

(ii).
n∑

i=١
µ٢
i = ٢|E|+

n∑
i=١

(di − ci)
٢; ci =

١ باشد vi ∈ D ,اگر
٠ باشد vi /∈ D .اگر



٢٩ گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس ویژه  مقادیر خواص

ͬ شود، م LD(G)تعریف = D(G)−AD(G)صورت ماتریسLD(G)به اینکه به توجه با .١ برهان.
نوشت: ͬ توان م

tr(LD(G) = tr(D(G)− AD(G)) = tr(D(G))− tr(AD(G))

پس است گراف رئوس درجه از قطری ماتریس D(G) که ͬ دانیم م طرفͬ از

tr(D(G)) =
n∑

i=١
di

باشد vi ∈ D که است صفر مخالف زمانͬ تنها اصلͬ قطر های درایه AD(G) در وهم چنین
بنابراین:

tr(LD(G)) =
n∑

i=١
di − |D|

داریم: فوق رابطه در جای·ذاری با لذا ∑n
i=١ di = ٢|E| که ͬ دانیم م طرفͬ از

tr(LD(G)) = ٢|E| − |D|

ͬ شود: م نتیجه پس LD(G)است اثر با ویژه یLD(G)برابر مقادیر مجموع ͬ دانیم م دی·ر طرف از
n∑

i=١
µi = ٢|E| − |D|.

است. LD(G)٢ اثر LD(G) ویژه مقادیر مربعات مجموع که ͬ دانیم م .٢
ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت را LD(G)٢ ماتریس ابتدا

LD(G)٢ =



l١١ l١٢ . . . l١n

l٢١ l٢٢ . . . l٢n

l٣١ l٣٢ . . . l٣n... ... ...
ln١ ln٢ . . . lnn


×



l١١ l١٢ . . . l١n

l٢١ l٢٢ . . . l٢n

l٣١ l٣٢ . . . l٣n... ... ...
ln١ ln٢ . . . lnn



=


∑

l١jlj١
∑

l١jlj٢ . . .
∑

l١jljn∑
l٢jlj١

∑
l٢jlj٢ . . .

∑
l٢jljn... ... ...∑

lnjlj١
∑

lnjlj٢ . . .
∑

lnjljn


n×n

مربعات مجموع اینکه به توجه با ͬ گردد، م محاسبه زیر به صورت LD(G)٢ ماتریس اثر سپس
نوشت: ͬ توان م پس است LD(G)٢ اثر با برابر ویژه مقادیر

n∑
i=١

µ٢
i =

n∑
i=١

n∑
j=١

ldijl
d
ji



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٣٠

LD(G) پس است. قطری ماتریس D(G) و است متقارن ماتریس AD(G) که ͬ دانیم م طرفͬ از
نوشت: ͬ توان م بنابراین lij = lji لذا بود خواهد متقارن نیز

n∑
i=١

µ٢
i =

n∑
i=١

n∑
j=١

ldijl
d
ji =

n∑
i=١

n∑
j=١

(ldij)
٢

داریم: جملات کردن باز با
n∑

i=١
µ٢
i =(l١١l١١ + l١٢l٢١ + · · ·+ l١nln١) + (l٢١l١٢ + l٢٢l٢٢ + · · ·+ l٢nln٢)

+ · · ·+ (ln١l١n + ln٢l٢n + · · ·+ lnnlnn) =
∑
i ̸=j

(ldij)
٢ +

n∑
i=١

(ldii)
٢

iهایی از غیر است di با برابر اصلͬ قطر روی درایه های که ͬ دانیم م LD(G) ماتریس در طرفͬ از
نوشت: ͬ توان م لذا است. di − ١ به صورت اصلͬ قطر درایه ی حالت این در ،vi ∈ D که

n∑
i=١

(ldij)
٢ =

n∑
i=١

(di − ci)
٢; ci =

١ باشد vi ∈ D ,اگر
٠ باشد vi /∈ D .اگر

نظر در را اصلͬ قطر بالای درایه های تنها که است این مثل (lij)
٢ = lijlji و lij = lji طرفͬ از

داریم: پس است متقارن نیز ماتریس چون و باشیم گرفته
n∑

i=١
µ٢
i = ٢

∑
i<j

(ldij)
٢ +

n∑
i=١

(di − ci)
٢; ci =

١ باشد vi ∈ D ,اگر
٠ باشد vi /∈ D .اگر

این در چون است. رأس درجه ی همان lij ،i < j برای گفت ͬ توان م LD(G) تعریف طبق که
باشند مجاور vj و vi که lij = ١ زمانͬ ماتریس

n∑
i=١

(ldij)
٢ =

n∑
i=١

deg(vi) = ٢E

پس
n∑

i=١
µ٢
i = ٢|E|+

n∑
i=١

(di − ci)
٢; ci =

١ باشد vi ∈ D ,اگر
٠ باشد vi /∈ D .اگر

داشت: خواهیم دهید قرار ∑n
i=١ |µi|٢ = ٢M اگر حال

M = |E|+ ١
٢

n∑
i=١

(di − ci)
٢; ci =

١ باشد vi ∈ D ,اگر
٠ باشد vi /∈ D .اگر



٣١ گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ماتریس ویژه  مقادیر خواص

نتایج با باشد. صحیح عدد باید آنگاه باشد، گویا گراف انرژی اگر که داده  اند نشان [۵] پاتͬ و باپات
ͬ آید: م به دست زیر قضیه ی لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ویژه مقادیر برای مشابه

قدرمطلق مجموع اگر باشد. D مینیمم احاطه گری مجموعه با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه
رابطه ی در که است صحیح عددی آنگاه باشد، گویا عددی لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ویژه ی مقادیر

ͬ کند. م صدق ∑n
i=١ |µi| ≡ |D| (٢ پیمانه (به

که باشد، G گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ویژه ی مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn کنید فرض برهان.
پس: نامثبت اند آنها بقیه ی و مثبت اند µ١, µ٢, . . . , µr

n∑
i=١

|µi| =(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µr+١ + µr+٢ + · · ·+ µn)

داریم: کنیم ͽجم ±(µ١ + · · ·+ µn) با را تساوی راست طرف اگر
n∑

i=١
|µi| =(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µr+١ + µr+٢ + · · ·+ µn) + (µ١ + µ٢ + · · ·+ µn)

− (µ١ + µ٢ + · · ·+ µn) = (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µr+١ + µr+٢ + · · ·+ µn)

+ (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µr+١ + µr+٢ + · · ·+ µn)− (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)

+ (µr+١ + µr+٢ + · · ·+ µn) = ٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µ١ + µ٢ + · · ·+ µn)

=٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)−
n∑

i=١
µi

داریم: جای·ذاری با پس ∑n
i=١ µi = ٢|E| − |D| داریم قضیه بنابر طرفͬ از

n∑
i=١

|µi| =٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (٢|E| − |D|)

=٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr − |E|) + |D|

ویژه ی مقادیر µ١ + µ٢ + · · · + µn جزئͬ مجموع ،[١٠] فیدلر جمͽ پذیر ترکیب از نتیجه به توجه با
آنگاه باشد، گویا عدد ∑n

i=١ |µi| اگر دارد. صحیح ضرایب آن مشخصه ی چندجمله ی که است ماتریسͬ
که: ͬ شود م نتیجه لذا باشد عددصحیح باید بنابراین و هستند گویا عدد µ١ + µ٢ + · · ·+ µr

∴
n∑

i=١
|µi| ≡ |D| (٢ پیمانه .(به



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٣٢

گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی از کران هایی ۴ . ٣
ͬ آوریم م به دست گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی برای کران هایی فصل این پایانͬ دربخش

ͬ کنیم. م مطرح را زیر قضایای منظور این برای
باشد. G از مینیمم احاطه گری مجموعه D و یال m رأس، n با گراف ی G کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه

آنگاه
LED(G) ≤

√
٢Mn+ ٢m.

داریم: کشͬ‐شوارتز نامساوی به توجه با )برهان. n∑
i=١

aibi

)٢
≤

( n∑
i=١

a٢
i

)( n∑
i=١

b٢
i

)

نوشت: ͬ توان م جای·ذاری با bi = |µi| و ai = ١ دهیم قرار )اگر n∑
i=١

µi

)٢
≤
( n∑

i=١
١
)( n∑

i=١
|µi|٢

)

صورت و مذکور نامساوی به باتوجه هم چنین ∑n
i=١ |µi|٢ = ٢M که ͬ دانیم م ١.۴.٣ قضیه به توجه با

داریم: )قضیه n∑
i=١

µi

)٢
≤n٢M

داریم: فوق نامساوی طرفین از جذرگیری با لذا
∴

( n∑
i=١

µi

)
≤
√

٢Mn.

نوشت: ͬ توان م مثلثͬ نامساوی به توجه با دی·ر طرف µi∣∣∣از

∣∣∣− ∣∣∣٢m
n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ ≤∣∣∣µi +
٢m
n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣µi

∣∣∣+ ∣∣∣٢m
n

∣∣∣
∀i = ١, ٢, . . . , n∣∣∣µi −

٢m
n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣µi

∣∣∣+ ∣∣∣٢m
n

∣∣∣ ∀i = ١, ٢, . . . , n

داریم: لذا
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ ≤ n∑
i=١

∣∣∣µi

∣∣∣+ n∑
i=١

٢m
n

≤
√

٢Mn+ ٢m

=⇒ LED(G) ≤
√

٢Mn+ ٢m.



٣٣ گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی از کران هایی

ͽمرج در گراف معمولͬ انرژی برای آمده به دست کران مشابه فوق قضیه در آمده به دست بالای کران
ͬ باشد. م [٢٨]

گراف از مینیمم احاطه گری مجموعه D و باشد یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه
آنگاه: باشد G

LED(G) ≤
√

٢Mn+ ۴m(|D| −m).

داریم: کشͬ‐شوارتز نامساوی به توجه با )برهان. n∑
i=١

aibi

)٢
≤

( n∑
i=١

a٢
i

)( n∑
i=١

b٢
i

)
نوشت: ͬ توان م آنگاه bi =

∣∣∣µi − ٢m
n

∣∣∣ و ai = ١ دهیم قرار اگر
( n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣)٢
≤

( n∑
i=١

١
)( n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣٢)
ͬ توان م جای·ذاری با لذا ∑n

i=١ µ
٢
i = ٢M و ∑n

i=١ µi = ٢|E| − |D| داریم قبل قضایای به توجه با
)نوشت:

LED(G)
)٢

=n
(

٢M +
۴m٢

n٢ n− ۴m
n

(٢m− |D|)
)

≤n
(

٢M +
۴m٢

n
− ٨m٢

n
+

۴m|D|
n

)
=٢Mn+ ۴m

(
|D| −m

)
آید: مͬ به دست زیر به صورت ح΄م طرفین از گیری جذر با

LED(G) ≤
√

٢Mn+ ۴m(|D| −m).

اگر باشد D مینیمم احاطه گری مجموعه و یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ قضیه
آنگاه: D = | detLD(G)|

LED(G) ≥
√

٢M + n(n− ١)D ٢
n − ٢m.

که: ͬ دانیم م )برهان. n∑
i=١

|µi|
)٢

=
( n∑

i=١
|µi|

)( n∑
j=١

|µj|
)
=

n∑
i=١

|µi|٢ +
∑
i̸=j

|µi||µj|

داریم: طرفͬ از

∴
n∑

i̸=j

|µi||µj| =
( n∑

i=١
|µi|

)٢
−

n∑
i=١

|µi|٢ (٣ . ١)



گراف از لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی ٣۴

داریم: جمله n(n− ١) برای حسابی‐هندسͬ میانگین نامساوی از استفاده ∑با
i ̸=j |µi||µj|
n(n− ١) ≥

(∏
i̸=j

|µi||µj|
) ١

n(n−١)

∑
i̸=j

|µi||µj| ≥ n(n− ١)
(∏

i̸=j

|µi||µj|
) ١

n(n−١)

ͬ دانیم: م ٣ . ١ رابطه بنابر
( n∑

i=١
|µi|

)٢
−

n∑
i=١

|µi|٢ ≥n(n− ١)
( n∏

i=١
|µi|٢(n−١)

) ١
n(n−١)

نوشت: ͬ توان م ∑n
i=١ |µi|٢ = ٢M اینکه به توجه با

( n∑
i=١

|µi|
)٢

− ٢M ≥n(n− ١)
( n∏

i=١
|µi|

) ٢
n

( n∑
i=١

|µi|
)٢

≥٢M + n(n− ١)
( n∏

i=١
|µi|

) ٢
n

∴
n∑

i=١
|µi| ≥

√
٢M + n(n− ١)D ٢

n (٣ . ٢)

که: ͬ دانیم م مثلثͬ نامساوی از طرفͬ µi∣∣∣از

∣∣∣− ∣∣∣٢m
n

∣∣∣ ≤∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣, ∀i∣∣∣µi

∣∣∣− ٢m
n

≤
∣∣∣µi −

٢m
n

∣∣∣, ∀i
n∑

i=١

∣∣∣µi

∣∣∣− n∑
i=١

٢m
n

≤
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣
n∑

i=١

∣∣∣µi

∣∣∣− ٢m ≤LED(G)

نوشت: ͬ توان م ٣ . ٢ بنابر و

LED(G) ≥
n∑

i=١

∣∣∣µi

∣∣∣− ٢m ≥
√

٢M + n(n− ١)D ٢
n − ٢m

داریم: لذا
LED(G) ≥

√
٢M + n(n− ١)D ٢

n − ٢m.



٣۵ گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری انرژی از کران هایی

اگر باشد D مینیمم احاطه گری مجموعه و یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض .۴ . ۴ . ٣ قضیه
داریم: آنگاه باشد، گویا عددی گراف لاپلاسینͬ مینیمم احاطه گری ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع

LED(G) ∈
(
|D|+ ٢t− ٢m, |D|+ ٢t+ ٢m

)
. ∑n

i=١ |µi| ≡ |D| (٢ (پیمانه که است صحیح عدد هر t به طوری که
که ͬ دانیم م مثلثͬ نامساوی از برهان.

n∑
i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ ≤ n∑
i=١

∣∣∣µi

∣∣∣+ ٢m

داریم: ٢.۵.٣ قضیه بنابر طرفͬ از

LED(G) ≤
n∑

i=١

∣∣∣µi

∣∣∣+ ٢m = |D|+ ٢t+ ٢m

نوشت: ͬ توان م مثلثͬ نامساوی مجدد به کارگیری با هم چنین

LED(G) ≥
n∑

i=١

∣∣∣µi

∣∣∣− ٢m = |D|+ ٢t− ٢m

داریم: اخیر آمده به دست رابطه دو از چون

|D|+ ٢t− ٢m ≤ LED(G) ≤ |D|+ ٢t+ ٢m

ͬ دی·ر به عبارت است
(
|D|+٢t−٢m, |D|+٢t+٢m

)
بازه ی در LED(G) که گفت ͬ توان م بنابراین

نوشت: ͬ توان م
∴ LED(G) ∈ (|D|+ ٢t− ٢m, |D|+ ٢t+ ٢m).





۴ فصل
گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی

مقدمه ١ . ۴
زیر تعاریف ابتدا منظور این به ͬ کنیم م معرفͬ را گراف دوگانه احاطه گرری لاپلاسینͬ انرژی فصل این در

ͬ دهیم. م ارئه را

دوگانه احاطه گری ماتریس AD′(G) و یال m و راس n با ساده گراف ی G کنید فرض .١ . ١ . ۴ تعریف
ماتریس آنگاه باشد، G گراف راس درجه از قطری ماتریس D(G) کنید فرض و باشد G گراف از مینیمم
احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس و ͬ دهیم م تش΄یل LD′(G) = D(G)−AD′(G) صورت به را LD′(G)

ͬ نامیم. م G گراف از دوگانه

غیر مرتبه ای در که باشد LD′(G) ماتریس از ویژه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn کنید فرض .١ . ٢ . ۴ تعریف
احاطه گری لاپلاسینͬ ویژه مقادیر µiها به شده اند مرتب µ١ ≥ µ٢ ≥ ... ≥ µn صورت به صعودی

ͬ شود. م گفته G گراف از دوگانه

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی

LED′(G) =
n∑

i=١

∣∣∣µi − ٢m

n

∣∣∣.
ͬ باشد. م گراف متوسط درجه ٢m

n
و راس اندازه n یال، اندازه m که

٣٧



گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ٣٨

متداول گراف های از تعدادی دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ٢ . ۴
نماییم، محاسبه گراف ها از رده هایی برای را دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی داریم قصد بخش این در

ͬ کنیم. م محاسبه را دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی Kn,٢ و S٠
n، Kn گراف های برای ازجمله

دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی آنگاه ،n ≥ ٣ که باشد n مرتبه از کامل گراف Kn اگر .٢ . ١ . ۴ قضیه
است: زیر صورت به آن

LED′(Kn) = (n− ٣) +
√
n٢ − ٢n+ ٩.

مینیمم اگر باشد. V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با کامل گراف Kn کنید فرض برهان.
١.١.٢ تعریف بنابر دراین صورت ب·یریم، نظر در D′ = {v١, v٢} با برابر را Kn احاطه گری مجموعه

ͬ باشد: م زیر صورت به Kn گراف مینیمم دوگانه احاطه گری ماتریس

AD′(Kn) =



١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ١ . . . ١ ١
١ ١ ٠ . . . ١ ١
... ... ... . . . ... ...
١ ١ ١ . . . ٠ ١
١ ١ ١ . . . ١ ٠


n,n

است: زیر به صورت گراف رئوس درجه از قطری ماتریس ͬ دانیم م هم چنین و

D(Kn) =



n− ١ ٠ ٠ . . . ٠
٠ n− ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ n− ١ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . n− ١


n,n

با: برابرست Kn دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس ١.١.۴ تعریف به توجه با پس

LD′(Kn) = D(Kn)− AD′(Kn) =



n− ٢ −١ −١ . . . −١
−١ n− ٢ −١ . . . −١
−١ −١ n− ١ . . . −١

... ... ... . . . ...
−١ −١ −١ . . . −١


n,n

به دست [µ− n]n−٣[µ− (n− ١)][µ٢ − (n− ١)µ− ٢] = ٠ صورت به مشخصه معادله نتیجه در
دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ویژه مقادیر که آن ریشه های فوق مشخصه معادله حل با بنابراین ͬ آید. م

کرد: محاسبه ͬ توان م زیر به صورت است،
µ = n (n− ١ تکرار (مرتبه



٣٩ متداول گراف های از تعدادی دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی

µ =
n− ١ ±

√
n٢ − ٢n+ ٩
٢ ( ی تکرار (مرتبه

µ = n− ١ (ی تکرار مرتبه (از
داریم: پس

LspecD′(Kn) =

 n n− ١ n−١+
√

n٢−٢n+٩
٢

n−١−
√

n٢−٢n+٩
٢

n− ٣ ١ ١ ١


برابر متوسطه اندازه و n(n−١)

٢ با برابر یال ها اندازه ،n با برابر رئوس اندازه که ͬ دانیم م دی·ر طرفͬ از
زیر به صورت ،Kn دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ͬ توان م بنابراین است. ٢ n(n−١)

٢
n

= n − ١ با
کرد: محاسبه

LED′(Kn) =
n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ = ∣∣∣n− (n− ١)
∣∣∣(n− ٣) +

∣∣∣(n− ١)− (n− ١)
∣∣∣

+
∣∣∣n− ١ +

√
n٢ − ٢n+ ٩
٢ − (n− ١)

∣∣∣
+
∣∣∣n− ١ −

√
n٢ − ٢n+ ٩
٢ − (n− ١)

∣∣∣
= (n− ٣) +

∣∣∣n− ١ +
√
n٢ − ٢n+ ٩
٢

∣∣∣
+
∣∣∣n− ١ +

√
n٢ − ٢n+ ٩
٢

∣∣∣
= (n− ٣) +

√
n٢ − ٢n+ ٩.

{v١, v٢, v٣, u١, u٢, u٣} رئوس دارای که باشد، ١ . ۴ ش΄ل به صورت S٣
٠ گراف کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ مثال

است. E = {u١v٢, u١v٣, u٢v١, u٢v٣, u٣, v١, u٣v٢} یال های و

u١ u٢ u٣

v١ v٢ v٣
v١ v٢ v٣

u١ u٢ u٣

S٠
٣ گراف :١ . ۴ ش΄ل

ب·یریم، نظر در D′ = {u١, u٢, v١, v٢} به صورت را مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه اگر



گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ۴٠

ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت را AD′(S٠
٣) ،١.١.٢ تعریف به توجه با آنگاه

AD′(S٠
٣) =



١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠
١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠


نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را D(S٠

٣) هم چنین

D(S٠
٣) =



٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢



⇒ LD′(S٠
٣) = D(S٠

٣)− AD′(S٠
٣) =



١ ٠ ٠ ٠ −١ −١
٠ ١ ٠ −١ ٠ −١
٠ ٠ ٢ −١ −١ ٠
٠ −١ −١ ١ ٠ ٠
−١ ٠ −١ ٠ ١ ٠
−١ −١ ٠ ٠ ٠ ٢


معادله کردن حل با ͬ آید. م به دست µ.[µ٢ − ٢µ − ٢][µ٢ − ۴µ + ٢] = ٠ مشخصه معادله سپس
به دست زیر به صورت هستند مذکور ماتریس ویژه مقادیر که آن ریشه های ،LD′(S٠

٣) ماتریس مشخصه ی
ͬ آید: م

µ =
۴ ±

√
٨

٢ , µ =
٢ ±

√
١٢

٢ , µ = ٠ , µ = ٢ (ی مرتبه از کدام (هر
۶٠
۶ = ١٠ با برابر متوسط اندازه پس است، ٣٠ یال اندازه ٩ با برابر رئوس اندازه که ͬ دانیم م ازطرفͬ

به سادگͬ (S٠
٣) دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی محاسبه ،٢.١.۴ تعریف بنابر لذا ͬ آید. م به دست

ͬ شود: م انجام زیر به صورت

LED′(S٠
٣) =

٣∑
n=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣
= ١٠ +

∣∣∣٢ + ١٠
∣∣∣+ ∣∣∣٢ +

√
٢

٢ − ١٠
∣∣∣+ ∣∣∣٢ −

√
٢

٢ − ١٠
∣∣∣

+
∣∣∣۴ +

√
٨

٢ − ١٠
∣∣∣+ ∣∣∣۴ +

√
٨

٢ − ١٠
∣∣∣

= ١٨ +
√

١٢ +
√

٨.



۴١ متداول گراف های از تعدادی دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی

احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی محاسبه به حال ͬ باشد، م ۶ مرتبه از تاج شبه گراف برای مثالͬ فوق گراف
ͬ پردازیم. م S٠

n یا ٢n مرتیه از تاج شبه گراف برای دوگانه

آنگاه: باشد، ٢n مرتبه از تاج شبه گراف S٠
n اگر .٢ . ٣ . ۴ قضیه

LED′(S٠
n) = (٢n− ۴) +

√
n٢ − ٢n+ ٩ +

√
n٢ + ٢n− ٧.

V = {u١, u٢, . . . , un, v١, v٢, . . . , vn}رئوس مجموعه با ٢n مرتبه از تاج شبه S٠گراف
n کنید فرض برهان.

ب·یریم، نظر در D′ = {u١, u٢, v١, v٢} فرضͬ صورت ′Dبه مینیمم احاطه گری مجموعه اگر باشد.
داد: تش΄یل زیر به صورت ١.١.٢ تعریف به توجه با را AD′(S٠

n) ͬ توان م آنگاه

AD′(S٠
n) =



١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ١ ١ . . . ١
٠ ١ ٠ . . . ٠ ١ ٠ ١ . . . ١
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ١ ٠ . . . ١
... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١ ١ ١ . . . ٠
٠ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠ . . . ٠
١ ٠ ١ . . . ١ ٠ ١ ٠ . . . ٠
١ ١ ٠ . . . ١ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ... ... ... ... ...
١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ٠


٢n,٢n

ͬ شود: م نوشته زیر به صورت n− ١ مرتبه از قطری ماتریس که ͬ دانیم م طرفͬ از

D(S٠
n) =



n− ١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ n− ١ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ n− ١ . . . ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ . . . n− ١ ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠ n− ١


٢n,٢n

ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت را S٠
n گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس پس

LD′(S٠
n) = D(S٠

n)− AD(S٠
n)



گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ۴٢

LD′(S٠
n) =



n− ٢ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ −١ −١ . . . −١
٠ n− ٢ ٠ . . . ٠ −١ ٠ −١ . . . −١
٠ ٠ n− ١ . . . ٠ −١ −١ ٠ . . . −١
... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . n− ١ −١ −١ −١ . . . ٠
٠ −١ −١ . . . −١ n− ٢ ٠ ٠ . . . ٠
−١ ٠ −١ . . . −١ ٠ n− ٢ ٠ . . . ٠
−١ −١ ٠ . . . −١ ٠ ٠ n− ١ . . . ٠

... ... ... ... ... ... ... ...
−١ −١ −١ . . . ٠ ٠ ٠ ٠ . . . n− ١


با: برابر مذکور ماتریس مشخصه معادله بنابراین

[µ− (n− ٣)][µ− (n− ٢)]n−٣[µ− (n− ١)][µ− n]n−٣[µ٢ − (n− ١)µ− ٢]

[µ٢ − (٣n− ۵)µ+ ٢(n٢ − ۴n+ ۴)] = ٠

ویژه مقادیر همان که مشخصه معادله ریشه های LD′(S٠
n) ماتریس مشخصه معادله حل با است.

ͬ آیند: م به دست زیر به صورت تکرار بامرتبه هستند، دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ
LspecD′ (S

٠
n) =

n − ٣ n − ٢ n − ١ n
n−١+

√
n٢−٢n+٩
٢

n−١−
√

n٢−٢n+٩
٢

٣n−۵+
√

n٢+٢n−٧
٢

٣n−۵−
√

n٢+٢n−٧
٢

١ n − ٣ ١ n − ٣ ١ ١ ١ ١


٢n(n−١)

٢n = (n − ١) متوسط اندازه و n(n − ١) یال ها اندازه ،٢n رئوس اندازه که ͬ دانیم م طرفͬ از
محاسبه ͬ توان م زیر به صورت را S٠

n گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی فرمول، به توجه با است.
کرد:

LED′(S٠
n) =

n∑
i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ = ∣∣∣(n− ٣)− (n− ١)
∣∣∣+ (n− ٣)

∣∣∣(n− ٢)− (n− ١)
∣∣∣

+
∣∣∣(n− ١)− (n− ١)

∣∣∣+ (n− ٣)
∣∣∣n− (n− ١)

∣∣∣
+
∣∣∣n− ١ +

√
n٢ − ٢n+ ٩
٢ − (n− ١)

∣∣∣+ ∣∣∣n− ١ −
√
n٢ − ٢n+ ٩
٢ − (n− ١)

∣∣∣
+
∣∣∣٣n− ۵ +

√
n٢ + ٢n− ٧

٢ − (n− ١)
∣∣∣+ ∣∣∣٣n− ۵ −

√
n٢ + ٢n− ٧

٢ − (n− ١)
∣∣∣

= (٢n− ۴) +
√

n٢ + ٢n+ ٩ +
√
n٢ + ٢n− ٧.

V = {u١, u٢, u٣, v,v٢, vرئوس{٣ با ،٢ . ٢ ش΄ل به بخشͬ ‐ n گرافGگراف کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ مثال
باشد. E = {v١v٢, v١v٣, v١u٣, v١u٢v٢v٣, v٢u٣, v٢u١, v٣u١v٣u٢, u١u٢, u٢, u٣u١u٣} یال های و
لاپلاسینͬ انرژی آنگاه ب·یریم، نظر در {u١, v١} به صورت را مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه اگر

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت K٣,٢ دوگانه احاطه گری



۴٣ متداول گراف های از تعدادی دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی

است: زیر به صورت AD′(K٣,٢) ماتریس ͬ دانیم م

AD′(K٣,٢) =



١ ٠ ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ ٠ ٠


ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت ۴ مرتبه از قطری ماتریس طرفͬ از

D(K٣,٢) =



۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ۴ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴


پس:

LD′(K٣,٢) = D(K٣,٢)− AD′(K٣,٢) =



٣ ٠ −١ −١ −١ −١
٠ ٣ −١ −١ −١ −١
−١ −١ ۴ ٠ −١ −١
−١ −١ ٠ ۴ −١ −١
−١ −١ −١ −١ ۴ ٠
−١ −١ −١ −١ ٠ ۴


مشخصه معادله حل با است. [µ−٣][µ−۴]٢[µ−۶][µ٢ −۵µ−٢] = ٠ با برابر مشخصه معادله لذا
به صورت تکرار مرتبه با همراه هستند LD′(K٣,٢) ویژه مقادیر که آن ریشه های ،LD′(K٣,٢) ماتریس

بود: خواهند

µ = ۵ −
√

١٧ , µ = ۵ +
√

١٧ , µ = ٣ , µ = ۶ (ی تکرار مرتبه )

µ = ۴ دو) تکرار مرتبه )

با برابر متوسط اندازه پس است ١٢ با برابر یال ها اندازه و ۶ با برابر رئوس اندازه چون طرفͬ از
است. ٢m

n
= ٢,١٢

۶ = ۴
ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت (K٣,٢) دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی بنابراین

LED′(K٣,٢) = |٣−۴|+|۴−۴|(٢)+|۶−۴|+
∣∣∣۵ +

√
١٧

٢ −۴
∣∣∣+∣∣∣۵ −

√
١٧

٢ −۴
∣∣∣ = ٣+

√
١٧.



گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ۴۴

محاسبه  ۶ مرتبه از (K٣,٢) بخشͬ گراف برای را دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی فوق مثال در
٢n مرتبه از Kn,٢ بخشͬ گراف برای دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی محاسبه ی به حال کردیم،

ͬ پردازیم. م

آنگاه: باشد ٢n مرتبه از کامل بخشͬ ‐ n گراف Kn,٢ اگر .۵ . ٢ . ۴ قضیه

LED′(Kn,٢) = (٢n− ٣) +
√

۴n٢ − ۴n+ ٩.

رئوس مجموعه و ٢n مرتبه از بخشͬ گراف Kn,٢ کنید فرض برهان.
صورت به مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه اگر باشد. V (Kn,٢) = {v١, v٢, . . . , vn, u١, . . . , un}
زیر به صورت (٢,Kn)′ADرا ،١.١.٢ تعریف به توجه با ͬ توان م آنگاه ب·یریم، نظر در D′ = {u١, v١}

نوشت: ͬ توان م

AD′(Kn,٢) =



١ ٠ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ . . . ١ ١ ١ ١
... ... ... ... . . . ... ... ... ...
١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ٠ ٠ ١ ١
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ١ . . . ١ ١ ٠ ٠


٢n,٢n

است: زیر به صورت ٢n− ٢ مرتبه از قطری ماتریس ͬ دانیم م طرفͬ از

D(Kn,٢) =



٢n− ٢ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ٢n− ٢ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٢n− ٢ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٢n− ٢


٢n,٢n

داد: تش΄یل زیر به صورت را LD′(Kn,٢) ماتریس ͬ توان م ،١ . ١ . ۴ تعریف به توجه با بنابراین

LD′(Kn,٢) = D(Kn,٢)− AD′(Kn,٢)



۴۵ متداول گراف های از تعدادی دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی

=



٢n− ٣ ٠ −١ −١ . . . −١ −١ −١ −١
٠ ٢n− ٣ −١ −١ . . . −١ −١ −١ −١
−١ −١ ٢n− ٢ ٠ . . . −١ −١ −١ −١
−١ −١ ٠ ٢n− ٢ . . . −١ −١ −١ −١

... ... ... ... . . . ... ... ... ...
−١ −١ −١ −١ . . . ٢n− ٢ ٠ −١ −١
−١ −١ −١ −١ . . . ٠ ٢n− ٢ −١ −١
−١ −١ −١ −١ . . . −١ −١ ٢n− ٢ ٠
−١ −١ −١ −١ . . . −١ −١ ٠ ٢n− ٢


٢n,٢n

با برابرست مشخصه معادله فوق، ماتریس دترمینان محاسبه با

[µ− ٢n+ ٣][µ− ٢n+ ٢](n−١)[µ− ٢n](n−٢)[µ٢ − (٢n− ١)µ− ٢]

دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ویژه مقادیر که آن ریشه های ،Kn,٢ ماتریس مشخصه معادله حل بعداز
ͬ نویسیم: م LspecD′(Kn,٢) به صورت را آن تکرار مرتبه با همراه هستند Kn,٢

LspecD′(Kn,٢) =

٢n− ٣ ٢n− ٢ ٢n ٢n−١+
√

۴n٢−۴n+٧
٢

٢n−١−
√

۴n٢−۴n+٧
٢

١ n− ١ n− ٢ ١ ١


عبارتͬ به

µ = ٢n− ٣ ی تکرار مرتبه از

µ = ٢n− ٢ n-١ تکرار مرتبه از

µ = ٢n n-٢ تکرار مرتبه از

µ =
٢n− ١ ±

√
۴n٢ − ۴n+ ٧
٢ ی تکرار مرتبه از هرکدام

٢m
n

= با برابر متوسط اندازه و ٢n(n− ١) یال ها اندازه ،٢n با برابر رئوس اندازه که ͬ دانیم م طرفͬ از
زیر به صورت Kn,٢ گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی بنابراین است. ۴n(n−١)

٢n = ٢(n − ١)



گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ۴۶

ͬ شود: م محاسبه
LED′(Kn,٢) =

∣∣∣(٢n− ٣)− ٢(n− ١)
∣∣∣+ ∣∣∣(٢n− ٢)− (٢(n− ١))

∣∣∣(n− ١)

+
∣∣∣٢n− ٢(n− ١)

∣∣∣(n− ٢)

+
∣∣∣٢n− ١ +

√
۴n٢ − ۴n+ ٧
٢ − ٢(n− ١)

∣∣∣
+
∣∣∣٢n− ١ −

√
۴n٢ − ۴n+ ٧
٢ − ٢(n− ١)

∣∣∣
=

∣∣∣١
∣∣∣+ ∣∣∣٢(n− ٢)

∣∣∣+ ∣∣∣٢n− ١ +
√

۴n٢ − ۴n+ ٧ − ۴(n− ١)
٢

∣∣∣
+
∣∣∣٢n− ١ −

√
۴n٢ − ۴n+ ٧ − ۴(n− ١)

٢

∣∣∣
= (٢n− ٣) +

√
۴n٢ − ۴n+ ٩.

دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس ویژه مقادیر خصوصیات ٣ . ۴
گراف

بخش این در دارد. زیادی اهمیت گراف ها دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی خصوصیات و خواص بیان
ͬ کنیم. م مطرح را زیر قضایای منظور این به و ͬ پردازیم م خواص این از برخͬ بیان به ما

و باشد G مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه D′ و دلخواهͬ گراف G کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه
است: برقرار زیر روابط آنگاه باشند، LED′(G) ماتریس مشخصه مقادیر µ١, µ٢, . . . , µn

(i).
n∑

i=١
µi = ٢|E| − |D′|

(ii).
n∑

i=١
µ٢
i = ٢|E|+

n∑
i=١

(di − ci)
٢ ; ci =

١ vi ∈ D′ اگر
٠ vi /∈ D′ اگر

اثر با برابر ماتریس، این اصلͬ قطر عناصر مجموع ،LD′(G) ماتریس تعریف به توجه با :(i) برهان.
صورت به دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس ،١.١.۴ تعریف بنابر است. LD′(G) ماتریس

گفت: ͬ توان م پس ͬ شود م نوشته LD′(G) = D(G)− AD′(G)

tr(LD′(G)) = tr(D(G)− AD′(G)) = tr(D(G))− tr(AD′(G))

است G گراف رئوس درجه آن اصلͬ قطر روی عناصر و است قطری ماتریس D(G) که ͬ دانیم م طرفͬ از
بنابراین: باشد i ∈ D′ که هایی i از به غیر است صفر اصلͬ قطر روی AD′(G) چنین هم

tr(LD′(G)) =
n∑

i=١
di − |D′|



۴٧ گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ماتریس ویژه مقادیر خصوصیات

داریم. ١ درایه ، AD′(G) قطراصلͬ روی (D′) اعضای تعداد به دی·ر به عبارتͬ
داشت: خواهیم فوق رابطه در جای·ذاری با پس ∑n

i=١ di = ٢|E| که ͬ دانیم م طرفͬ از
n∑

i=١
µi = ٢|E| − |D′|.

باشد: زیر به صورت AD′(G) ماتریس کنید فرض :(ii) برهان.

AD′(G) =


a١١ a١٢ . . . a١n

a٢١ a٢٢ . . . a٢n... ... . . . ...
an١ an٢ . . . ann


است: زیر به صورت AD′(G)٢ ماتریس پس

∑
a١jaj١

∑
a١jaj٢ . . .

∑
a١jajn∑

a٢jaj١
∑

a٢jaj٢ . . .
∑

a٢jajn... ... . . . ...∑
anjaj١

∑
anjaj٢ . . .

∑
anjajn


نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را LD′(G)٢ ماتریس و

∑
l١jlj١

∑
l١jlj٢ . . .

∑
l١jljn∑

l٢jlj١
∑

l٢jlj٢ . . .
∑

l٢jljn... ... . . . ...∑
lnjlj١

∑
lnjlj٢ . . .

∑
lnjljn


نوشت: ͬ توان م بنابراین است، LD′(G)٢ اثر با برابر ویژه مقادیر مربعات مجموع اینکه به توجه با حال

n∑
i=١

µ٢
i =

n∑
i=١

n∑
j=١

Ld
ijL

d
ji

ماتریسͬ نیز LD′(G) .لذا است قطری ماتریس D(G) و متقارن ماتریس AD′(G) که ͬ دانیم م طرفͬ از
داریم: بنابراین است برابر Lji با Lij درایه های پس بود، خواهد متقارن

∑
µ٢
i =

n∑
i=١

n∑
j=١

L٢
ijL

٢
ji =

n∑
i=١

(Ld
ij)

٢

داریم: جملات کردن باز با
= (L١١L١١ + L١٢L٢١ + L١٣L٣١ + · · ·+ L١nLn١) + (L٢١L١٢ + L٢٢L٢٢ + · · ·+ L٢nLn٢)

+ · · ·+ (L١iLi١ + · · ·+ LijLji + · · ·+ LinLni) + · · ·+ (Ln١L١n + · · ·+ LnnLnn)
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داریم: Lij = Lji این که به باتوجه و
∑
i ̸=j

(Ld
ij)

٢ +
n∑

i=١
(Ld

ii)
٢ = ٢

∑
i<j

(Ld
ij)

٢ +
n∑

i=١
(Ld

ii)
٢

که iهایی از غیر است، di با برابر اصلͬ قطر روی درایه های که ͬ دانیم م LD′(G) ماتریس در طرفͬ از
نوشت: ͬ توان م لذا ͬ شود م di − ١ صورت به اصلͬ قطر درایه حالت این در که است vi ∈ D′

n∑
i=١

(Ld
ii)

٢ =
n∑

i=١
(di − ci)

٢ ; ci =

١ vi ∈ D′ اگر
٠ اینصورت غیر در

را اصلͬ قطر بالای درایه های تنها که است این مثل (Ld
ij)

٢ = LijLji پس Lij = Lji چون طرفͬ از
داریم: لذا کنیم برابر دو و باشیم گرفته نظر در

n∑
i=١

(µi)
٢ = ٢

n∑
i=١

(Ld
ij)

٢ +
n∑

i=١
(di − ci)

٢ ; ci =

١ vi ∈ D′ اگر
٠ اینصورت غیر در

ماتریس این در چون است رأس درجه همان Lij ،i < j برای گفت ͬ توان م ،LD′(G) تعریف طبق که
پس باشند مجاور vivj که است Lij = ١ زمانͬ

∑
i<j

(Lij)
٢ =

n∑
i=١

deg(vi) = ٢E

بنابراین
n∑

i=١

∣∣∣µi

∣∣∣٢
= ٢

∣∣∣E∣∣∣+ n∑
i=١

(di − ci)
٢ ; ci =

١ vi ∈ D′ اگر
٠ اینصورت غیر در

داشت: خواهیم ∑n
i=١

∣∣∣µi

∣∣∣٢
= ٢M اگر حال

M = |E|+ ١
٢

n∑
i=١

(di − ci)
٢ ; ci =

١ vi ∈ D′ ,اگر
٠ اینصورت غیر .در

انرژی مینیمم اگر باشد. D′ مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ قضیه
آنگاه باشد، گویا عددی LED′(G) دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ

LED′(G) ≡ |D′| (٢ پیمانه .(به



۴٩ گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی برای کران هایی

که باشد G گراف از دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ ویژه مقادیر که را µ١, µ٢, . . . , µn کنید فرض برهان.
پس: است نامثبت آن ها بقیه و هستند مثبت µ١, µ٢, . . . , µr

n∑
i=١

|µi| = (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µr+١ + · · ·+ µn)

داریم: کنیم ͽجم ±(µ١ + µ٢ + · · ·+ µn) با را رابطه راست سمت اگر
n∑

i=١
|µi| = (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µr+١ + µr+٢ + · · ·+ µn)

− (µ١ + µ٢ + · · ·+ µn) + (µ١ + µ٢ + · · ·+ µn)

= (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr) + (µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)

− (µr+١ + · · ·+ µn) + (µr+١ + · · ·+ µn)

− (µr+١ + · · ·+ µn)− (µ١ + · · ·+ µr)

= ٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (µ١ + µ٢ + · · ·+ µn)

= ٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)−
n∑

i=١
µi

نوشت: ͬ توان م پس ∑n
i=١ |µi| = ٢|E| − |D′| که ͬ دانیم م ،١.٣.۴ قضیه بنابر طرفͬ از

n∑
i=١

|µi| = ٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− (٢|E| − |D′|)

= ٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr)− ٢|E|+ |D′|

= ٢(µ١ + µ٢ + · · ·+ µr − |E|) + |D′|.

ویژه مقادیر (µ١ + µ٢ + · · · + µn) جزئͬ مجموع فیدلر[١٠]، جمͽ پذیر ترکیب نتیجه به توجه با
آن گاه باشد گویا عدد ∑n

i=١ |µi| اگر دارد صحیح ضرایب آن مشخصه جمله ای چند که است ماتریسͬ
پس: باشد صحیح باید بنابراین و است گویا عدد µ١ + µ٢ + · · ·+ µr

n∑
i=١

|µi| ≡ |D| ٢ پیمانه .به

گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی برای کران هایی ۴ . ۴
قضیه های توسط گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی برای کران هایی فصل این پایانͬ بخش در

ͬ دهیم. م ارئه زیر



گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی ۵٠

گراف از مینیمم احاطه گری مجموعه D′ و باشد یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه
داریم آنگاه G

LED′(G) ≤
√

٢Mn+ ٢m.

به صورت کشͬ‐شوارتز نامساوی از استفاده با برهان.
[ n∑

i=١
(aibi)

]٢
≤

[ n∑
i=١

(ai)
٢
][ n∑

i=١
(bi)

٢
]

داریم: جای·ذاری با پس bi = µi و ai = ١ دهیم قرار اگر حال
( n∑

i=١
|µi|

)٢
≤

( n∑
i=١

١
)( n∑

i=١
|µi|٢

)
چون طرفͬ از

n∑
i=١

|µi|٢ ≤ ٢M

پس
( n∑

i=١
|µi|

)٢
≤ ٢Mn

⇒
n∑

i=١
|µi| ≤

√
٢Mn.

داریم: |a| − |b| ≤ |a− b| ≤ |a+ b| ≤ |a|+ |b| صورت به مثلثͬ نامساوی به توجه با µi∣∣∣حال −
٢m
n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣µi

∣∣∣+ ∣∣∣٢m
n

∣∣∣ ∀i = ١, ٢, . . . , n

n∑
i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣ ≤ n∑
i=١

∣∣∣µi

∣∣∣+ n∑
i=١

∣∣∣٢m
n

∣∣∣ ∀i = ١, ٢, . . . , n

≤
√

٢Mn+ ٢m

⇒ LED′(G) ≤
√

٢Mn+ ٢m.

ͽمرج در گراف معمولͬ انرژی برای آمده به دست کران مشابه فوق قضیه در آمده به دست بالای کران
ͬ باشد. م [٢٨]

مینیمم دوگانه احاطه گری مجموعه D′ و باشد یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ قضیه
آنگاه G گراف از

LED′(G) ≤
√

٢Mn+ ۴m
(
|D′| −m

)
.



۵١ گراف دوگانه احاطه گری لاپلاسینͬ انرژی برای کران هایی

داریم: کشͬ‐شوارتز نامساوی به باتوجه برهان.
[ n∑

i=١
|aibi|

]٢
≤

( n∑
i=١

|ai|٢
)( n∑

i=١
|bi|٢

)

نوشت: ͬ توان م پس bi =
∣∣∣µi − ٢m

n

∣∣∣ و ai = ١ دهیم قرار اگر
( n∑

i=١
|µi −

٢m
n

|
)٢

≤
( n∑

i=١
١
)[ n∑

i=١

∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣]٢

LE٢
D′(G) = n

[ n∑
i=١

|µi|٢ +
n∑

i=١

۴m٢

n٢ − ۴m
n

n∑
i=١

|µi|
]

داریم: فوق رابطه در جای·ذاری با لذا ∑n
i=١ |µi|٢ ≤ ٢M و ∑n

i=١ |µi| = ٢m− |D′| که ͬ دانیم م

LE٢
D′(G) ≤ n

[
٢M +

۴m٢

n
− ٨m٢

n
+

۴m
n

|D′|
]

≤ ٢Mn+ ۴m(|D′| −m)

⇒ LED′(G) ≤
√

٢Mn+ ۴m(|D′| −m).
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Abstract
Several matrices can be associated to a graph such as the adjacency matrix or the Lapla-
cian matrix. The spectrum of these matrices gives some information about the structrue
of the graph. In this thesis, we introduce and study the concepts of double dominating
energy of some graphs, Laplacian minimum dominating energy of some graphs and also
double dominating Laplacian energy of some graphs. Calculating the above energies in
graphs, we present some bounds for each of these energies and also consider their struc-
tural properties.

Keywords: ٍEigenvalue, Energy of a graph, Double dominating set, Laplacian dominating
matrix, Double dominating Laplacian matrix, Double dominating Laplacian eigenvalue.
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