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سپاس�گزاری...

نادر دکتر آقای جناب گرانقدر و محترم استاد زحمات و راهنمائی�ها از فراوان سپاس با
در مرا خود راهنمائی�های با تحقیق، این انجام طی در و راه ابتدای از که راد جعفری
حمایت�هایبی هدایتو با که ایشان از میدانم لازم خود بر نمودند. یاری اثر نگارشاین
و بزرگوارانه شکيبايي، و صميميت و صبر نهايت در و تحقيق، مراحل طي در دریغشان
نمايم. سپاسگذاري صمیمانه فرمودند، ياري نامه پايان امور انجام در را بنده دلسوزانه
دکتر آقای جناب مژده، دوستعلی دکتر آقای جناب از تشکر و تقدير مراتب همچنین
را اثر این داوری زحمت که شعرباف رحیمی صادق دکتر آقای جناب و علیشاهی میثم

نمایم. اعلام را اند گرفته برعهده

بابا حاجی مریم
١٣٩۶ مهر

ح



نامه تعهد
دانشگاه ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته دکتری دانشجوی بابا حاجی اینجانبمریم
رومی، گری احاطه اعداد برای هایی کران عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی
می�شوم: متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، یکگراف ٢-رنگینکمانی و ایتالیایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
بابا حاجی مریم
١٣٩۶ مهر

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

خ





چکیده
احاطه�گری عدد رومی، احاطه�گری عدد مانند احاطه�گری پارامترهای از برخی رساله این در
ویژگی�های از برخی مطالعه ضمن و کرده مطالعه را دوگانه رومی احاطه�گری عدد و ایتالیایی
احاطه�گری عدد خصوص در جدیدی نتایج سپس پردازیم. می آنها برای کرانهایی ارائه به آنها
یک ایتالیایی احاطه�گری عدد بین ارتباط بررسی ضمن و می�دهیم ارائه گراف یک ایتالیایی
عدد و ٢-احاطه�گری عدد رومی، احاطه�گری عدد نظیر احاطه�گری پارامترهای سایر با گراف
در که را گراف�هایی تمامی علاوه به و داده ارائه متعددی کران�های دوگانه، رومی احاطه�گری

می�کنیم. دسته�بندی را می�کنند صدق جدید کران�های برای تساوی

عدد ایتالیایی، احاطه�گری عدد رومی، احاطه�گری عدد احاطه�گری، عدد کلیدی: کلمات
دوگانه. رومی احاطه�گری

ذ





پایان�نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Hajibaba M. and Jafari Rad N., On Domination, 2-Domination, and Italian Domination

Numbers, Utilitas Mathematica, accepted.

2. Hajibaba M. and Jafari Rad N., A Note on the Italian Domination Number and Double

Roman Domination Number in Graphs, Journal of Combinatorial Mathematics and Combi-

natorial Computing, accepted.

3. Hajibaba M. and Jafari Rad N., On Domination, 2-Domination, and Italian Domination

Numbers, The 48thAnnual IranianMathematics Conference, Bu-Ali SinaUniversityHamadan,

Iran.

4. HajibabaM. and Rahbani H.,Double Roman domination in graphs,The 48th Annual Iranian

Mathematics Conference, Bu-Ali Sina University Hamadan, Iran.

کنفرانس اولین آن، کاربردهای و تاریخچه گراف، نظریه در گری احاطه مریم. بابا، حاجی .۵
ایران. کرمانشاه، ریاضیات، کاربرد و آموزش

ز
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١ فصل
مقدمات

مقدمه ١.١
داریم قصد رساله این در است. گراف نظریه در بحث مورد مسائل از یکی ١ احاطه�گری مسأله
دوگانه رومی و ایتالیایی رومی، احاطه�گر توابع مانند احاطه�گر توابع از برخی و احاطه�گری مفهوم
تعاریف از برخی بیان به ،٢.١ بخش در و فصل این در دهیم. قرار بررسی و بحث مورد را
همچنین می��پردازیم. است نیاز مورد بعد فصل�های در که گراف نظریه مقدماتی مفاهیم و
مفاهیم تاریخچه ٣.١ بخش در می�کنیم. بیان را گراف در احاطه�گر توابع و احاطه�گری مفهوم
مخاطب در انگیزه ایجاد به�منظور ۴.١ بخش در می�کنیم. بیان را ایتالیایی و رومی احاطه�گری
تعاریف می�پردازیم. احاطه�گری مسائل از کاربرد چند بیان به رساله، این مطالعه راستای در

است. [٢٢] مرجع براساس گراف با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در شده ارائه

نمادها و مقدماتی تعاریف ٢.١
E(G) خانواده و ،V (G) ناتهی و متناهی مجموعه از است عبارت G = (V (G), E(G)) گراف٢
هر و رأس٣ V (G) عضو هر است. V (G) در متمایز اعضای از نامرتب دوتایی�های شامل که

١domination
٢graph

٣vertex



مقدمات ٢
با و شده نامیده گراف مرتبه۵ ،|V (G)| رأس�ها، تعداد می�شود. نامیده یال۴ یک E(G) عضو
می�شود. داده نشان m(G) با و شده نامیده گراف اندازه۶ نیز |E(G)| می�شود. مشخص n(G)

می�گوییم e = uv ∈ E(G) اگر و مشخصکرده uv ∈ E(G) با را {u, v} ∈ E(G) مفهوم همچنین
شده�اند. واقع e بر v و u و هستند مجاور هم با v و u

v با مجاور رئوس مجموعه از است عبارت ،NG(v) ،v رأس باز٧ همسایگی ،G گراف در
رأس بسته٨ همسایگی و .NG(v) = {u ∈ V (G) | uv ∈ E(G)} دیگر، به�عبارت .G گراف در
،S ⊂ V (G) مجموعه هر برای مشابه، به�طور .NG[v] = NG(v) ∪ {v} است عبارت ،NG[v] ،v
از مجموعه�ای S فرضکنید .NG[S] = NG(S)∪S همچنین و NG(S) = ∪v∈SNG(v)\S داریم
هرگاه گوییم S مجموعه به نسبت u رأس خصوصی٩ همسایه را v رأس باشد. u ∈ S و رئوس
است. G گراف در v همسایه�های تعداد با برابر ،degG(v) ،v رأس درجه١٠ .NG[v] ∩ S = {u}

می�دهیم. نشان δ(G) و ∆(G) با ترتیب به را G رئوس درجه١٢ مینیمم و درجه١١ ماکسیمم
رأس یک می�شوند. گذاری نام خاص به�طور رئوس برخی رأس، یک درجه میزان اساس بر
عبارت گراف یک در برگ١۴ یک نباشد. مجاور دیگری رأس هیچ با که است رأسی منفرد١٣
است. برگ یک حداقل با مجاور رأسی رأسپشتیبان١۵ از منظور و یک درجه با رأسی از است
می�دهیم. نمایش L(G) با را برگ�ها مجموعه و S(G) با را G گراف پشتیبان رئوس مجموعه
برگ دو با حداقل هرگاه گوییم ( ضعیف١٧ پشتیبان ) قوی١۶ پشتیبان را پشتیبان رأس یک
آویخته١٨ یال باشد، برگ آن بر واقع رأس یک حداقل که یالی باشد. همسایه برگ) یک (دقیقا
G گراف به w جدید رأس افزودن G گراف در uv یال کردن١٩ زیرتقسیم از منظور می�نامیم.
صورت این در باشند، G گراف رأس�های v و u اگر است. uwv مسیر با uv یال جایگزینی و
مسیری هیچ اگر .v و u بین مسیر کوتاه�ترین طول با است برابر ،dG(u, v) ،v و u بین فاصله٢٠
باشد، Gگراف از رأسی v اگر .dG(u, v) = ∞ می�گوییم آنگاه نباشد، موجود v و uراس دو بین

می�شود: تعریف زیر صورت به و داده نشان ecc(v) نماد با را v مرکز٢١ از گریز
ecc(v) = max{dG(u, v) | u ∈ V (G)}.

داریم: بنابراین است. G از رأس دو بین فاصله بیشترین با برابر ،diam(G) ،G گراف قطر٢٢
diam(G) = max{ecc(v) | v ∈ V (G)}.

گراف در گوییم. قطری٢٣ یکمسیر را باشد برابر گراف قطر با آن طول که گراف در مسیری
۴edge
۵order
۶size
٧open neighborhood
٨closed neighborhood
٩private neighbor
١٠degree
١١maximum degree
١٢minimum degree
١٣isolated vertex
١۴leaf

١۵support vertex
١۶strong support
١٧weak support
١٨pendant edge
١٩subdivision
٢٠distance
٢١eccentricity
٢٢diameter
٢٣diameter path



٣ نمادها و مقدماتی تعاریف

..
G

.
Cor(G)

.Cor(G) و G گراف :١.١ شکل

اندازه نباشند. مجاور S در رأسی دو هیچ هرگاه گوییم مستقل٢۴ را رئوس از S مجموعه G

α(G) نماد با و می�نامیم G گراف استقلال٢۵ عدد را G گراف در مستقل مجموعه ترین بزرگ
می�دهیم. نشان

از ماکسیمال زیرگراف ،G[S] ،S توسط القایی٢۶ زیرگراف ،V (G) از S زیرمجموعه هر برای
تهی٢٧ گراف باشد، نداشته یالی هیچ که گرافی می�کند. مشخص را S رئوس مجموعه با G
V (G) رئوس مجموعه با گرافی G و داده نشان G نماد با را G گراف مکمل٢٨ گراف می�نامیم.
نباشند. مجاور G گراف در اگر تنها و اگر هستند مجاور G گراف در رأس دو به�طوری�که است
شده نامیده همبند٣٠ G گراف است. ٢ حداقل مرتبه از گرافی بدیهی٢٩ غیر گراف یک
G صورت این غیر در باشد. موجود v به u از مسیری ،v و u متمایز رأس دو هر ازای به هرگاه

گوییم. ناهمبند٣١ را
چنان Y Xو زیرمجموعه دو به آن رأس�های مجموعه که است گرافی بخشی٣٢ دو گراف
بخشی دو گراف یک باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در G یال�هاي تمام سر یک که افرازشود
بخشی دو گراف باشد، شده وصل Y رئوس همه به X رأس هر آن در که ،Y Xو بخش�هاي با
Xو بخش�های با کامل بخشی دو گراف آنگاه ،|Y | = n و |X| = m اگر می�شود. نامیده کامل٣٣

می�دهیم. نمایش Km,n نماد با را Y
ستاره در n درجه رأس دارد. نام n−پنجه٣۵ یا Sn

ستاره٣۴ ،K١,n کامل دوبخشی گراف
می�نامیم. رأسمرکزی٣۶ را Sn

با و می�آید به�دست G رأس هر به برگ یک کردن اضافه با که است گرافی ،G گراف تاج٣٧
نشان را آن از آمده به�دست تاج گراف و گراف یک ١.١ شکل می�دهیم. نمایش Cor(G) نماد

می�دهد.
٢۴independent
٢۵independence number
٢۶induced subgraph
٢٧null graph
٢٨complement graph
٢٩non-trivial graph
٣٠connected graph
٣١disconnected

٣٢bipartite graph
٣٣Complete bipartite graph
٣۴star
٣۵n− claw
٣۶central vertex
٣٧corona



مقدمات ۴

..

G١

.

G٢

از آمده به�دست C۴-کاکتوس گراف G٢ گراف و کاکتوس یک G١ گراف :٢.١ شکل
است. S١,٢ درخت

که است درختی ریشه�دار٣٩، درخت یک دارد. نام درخت٣٨ دور بدون همبند گراف هر
نامیده درخت۴٠ ریشه شده، متمایزه رأس باشد. شده متمایز رئوس بقیه از آن رأس یک
Tv نماد با را v رأس در ریشه�دار درخت زیر آنگاه باشد، ریشه�دار درخت یک T اگر می�شود.
u همسایه�های از یک هر به u فرزند۴١ ،Tv درخت در u ̸= v رأس هر برای می�دهیم. نمایش

ندارند. قرار u به v یکتای مسیر در که می�شود گفته
یال یک با مجزا ستاره دو مرکزی رئوس اتصال از که است گرافی دوگانه۴٢ ستاره یک
دو این که می�باشد برگ غیر رأس دو دقیقا با درختی دوگانه ستاره بنابراین می�آید. به�دست
مرکزی رأس�های با دوگانه ستاره یک می�شوند. نامیده دوگانه۴٣ رأس�هایمرکزیستاره رأس،

می�دهیم. نمایش Sm,n نماد با را n mو درجه از
درجه هرگاه گوییم r−منتظم۴۵ را آن و ،δ(G) = ∆(G) هرگاه گوییم منتظم۴۴ را G گراف
می�نامیم. نیز گرافمکعبی۴۶ را گراف٣−منتظم راحتی، برای باشد. r رئوسبرابر مشترکهمه
گراف را هستند مجاور هم با رأس یک در حداکثر دور دو هر آن در که G همبند گراف
یک G بلوک هر هرگاه است کاکتوس G گراف که کرد مشاهده می�توان می�نامیم. کاکتوس۴٧
یا کامل گراف یک یا G بلوک هر هرگاه می�شود نامیده بلوک-کاکتوس۴٨ G گراف باشد. دور
سپس و کنیم جایگزین موازی یال دو با را یال هر بدیهی غیر درخت یک در اگر باشد. دور یک
،٢.١ شکل در می�نامیم. C۴-کاکتوس۴٩ گراف یک را حاصل گراف کنیم، تقسیم زیر را یال هر

می�دهد. نشان را S٢,١ از آمده به�دست C۴-کاکتوس ،G٢ گراف و کاکتوس یک G١ گراف
v ∈ رأس هر هرگاه گوییم احاطه�گر۵٠ مجموعه یک را رئوس از S مجموعه G گراف در
٣٨tree
٣٩rooted tree
۴٠root of the tree
۴١child
۴٢double star
۴٣central vertices of double star
۴۴regular

۴۵r-regular
۴۶cubic graph
۴٧cactus
۴٨block-cactus
۴٩C۴-cactus۵٠dominating set



۵ نمادها و مقدماتی تعاریف
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.G گراف :٣.١ شکل

کوچک�ترین اندازه با ،γ(G) ،Gگراف احاطه�گری۵١ عدد باشد. مجاور S در رأسی با V (G) \ S

یک ،γ(G) اندازه از G احاطه�گر مجموعه یک است. برابر گراف یک در احاطه�گر مجموعه
مجموعه .γ(G) = ٣ داریم ٣.١ شکل در مثال، �عنوان به می�شود. نامیده γ(G)-مجموعه

است. γ(G)-مجموعه یک نیز {v٣, v۴, v٧} رئوس
یک نیز {v٣, v۶, v٨} مجموعه {v٣, v۴, v٧} مجموعه بر علاوه ،٣.١ شکل در G گراف در

است. برقرار زیر گزاره بنابراین، است. γ(G)-مجموعه

نیست. فرد به منحصر لزوما γ(G)-مجموعه ،G گراف برای .١.٢.١ گزاره
هرگاه می�شود نامیده ۵٢ دوگانه احاطه�گر یکمجموعه S ⊆ V (G) مجموعه ،Gگراف برای
می�دهیم. نشان γ×٢(G) نماد با را آن و |NG[x] ∩ S| ≥ ٢ باشیم داشته x ∈ V (G) هر برای
دوگانه احاطه�گر مجموعه نمی�توانند هستند منفرد رأس شامل که گراف�هایی که است بدیهی
[١٩ ،٢١] در که است ۵٣ k-تایی احاطه�گری از خاصی حالت دوگانه احاطه�گری باشند. داشته

است. شده معرفی
هر هرگاه گویند ۵۴ p-احاطه�گر یکمجموعه را G گراف رئوس مجموعه از S زیرمجموعه
برابر ،G گراف p-احاطه�گری۵۵ عدد باشد. مجاور S در رأس p حداقل با ،v ∈ V (G) \ S رأس
داده نمایش γp(G) نماد با و است G p-احاطه�گر مجموعه�های همه میان در اندازه مینیمم با

می�شود.
مطالعه برای کردند. معرفی را p-احاطه�گری ، مفهوم [١۴] در ۵٧ جاکبسن و ۵۶ فینک
-١ عدد ،p = ١ خاص حالت برای �شود. مراجعه [١٧ ،١۶ ،١٢] مقالات به زمینه این در بیشتر
مثال، عنوان به� است. گراف احاطه�گری عدد برابر می�شود داده نشان γ١(G) با که احاطه�گری
۵١domination number
۵٢double dominating set
۵٣k-tuple domination
۵۴p-dominating set

۵۵p-domination number
۵۶Fink
۵٧Jacobson



مقدمات ۶
{v١, v٢, v۵, v۶, v٧, v٨} رئوس مجموعه است. ۶ برابر ٣.١ شکل در G گراف ٢-احاطه�گری عدد

است. (G)γ٢-مجموعه یک نیز
احاطه�گری عدد به وابسته پارامتر چند به و کرده مطالعه را رومی احاطه�گری مفهوم ادامه در

می�کنیم. اشاره رومی
مانند تابعی از است عبارت G = (V,E) گراف روی رومی۵٨ احاطه�گر یکتابع

f(u) = ٢ که uرأس یک حداقل با f(v) = ٠ که v ∈ V رأس هر به�طوری�که f : V −→ {٠, ١,٢}
برای کنید فرض می�شود. نامیده RDF اختصار به تابعی چنین باشد. مجاور

نیز f = (V٠, V١, V٢) نماد از می�توان صورت این در ،Vi = {v ∈ V | f(v) = i} ،i ∈ {٠, ١,٢}
مقدار با برابر f رومی احاطه�گر تابع یک وزن کرد. استفاده RDF یک نمایش برای

احاطه�گری عدد ،G گراف روی RDF یک وزن مقدار کمترین است. f(V ) =
∑

v∈V f(v)

از آمیزی رنگ یک رومی احاطه�گر تابع یک دیگر، عبارت به می�شود. نامیده ،γR(G) ، رومی۵٩
یکهمسایه دارایحداقل رنگ٠ رأسبا هر به�طوری�که است {٠, رنگ�های{١,٢ با رئوسگراف
رئوس به fکه تابع بگیرید. نظر در را ٣.١ شکل در G گراف مثال، عنوان به است. ٢ رنگ با
است. γR(G)-تابع یک می�دهد، صفر وزن رئوس بقیه به و ١ وزن v۶ راس به ،٢ وزن v٧ v٣و
و ١ وزن v٨ رأس به ،٢ وزن v۴ و v٣ رئوس به که g تابع همچنین .γR(G) = ۵ داریم درنتیجه
دلخواه گراف برای بالا مثال به توجه با است. یکγR(G)-تابع نیز می�دهد ٠ وزن رئوس بقیه به

نیست. منحصربه�فرد لزوما γR(G)-تابع ،G
سپسمورد و شد مطرح [٣۶] استوارت۶٠ توسط ١٩٩٩ سال در بار اولین رومی احاطه�گری
گرفت. قرار بررسی مورد [١٢] جمله از زیادی مقالات در و گرفت قرار زیادی ریاضیدانان توجه
از .[٣٢ ،٢٩ ،٢٨] مانند شده�اند، تعریف مقالات در رومی احاطه�گری از مختلفی انواع تاکنون
افتاده اتفاق قدیم روم در که گرفته نشأت رومی استراتژی یک از رومی احاطه�گری تاریخی نظر

می�پردازیم. آن به ٣.١ بخش در و است
کردند. معرفی زیر بصورت را ضعیف رومی احاطه�گری ،[٢۶] در ۶٢ هدتنمی و ۶١ هنینگ
تحت f(v) = ٠ با v رأس یک باشد. G گراف روی تابع یک f : V −→ {٠, ١,٢} کنید فرض
تابع نباشد. مجاور f(w) > ٠ که w مانند رأسی با اگر می�شود نامیده بی�دفاع۶٣ رأس f تابع
می�شود نامیده WRDF اختصار به یا ضعیف۶۴ رومی احاطه�گر تابع یک f : V −→ {٠, ١,٢}
رئوس اگر به�طوری�که باشد مجاور f(w) > ٠ که w مانند رأسی با f(v) = ٠ با v رأس هر هرگاه
،u ∈ V \ {v, w} هر برای و f ′(w) = f(w)− ١ ،f ′(v) = ١ بصورت دوباره f ′ تابع تحت را گراف
احاطه�گر تابع یک وزن باشیم. نداشته بی�دفاعی رأس هیچ کنیم، دهی مقدار f ′(u) = f(u)

WRDFیک وزن مینیمم می�شود. تعریف w(f) = f(V ) =
∑

v∈V f(v) بصورت f ضعیف رومی
می�دهیم. نشان γr(G) نماد با و دارد نام ضعیف۶۵ رومی احاطه�گری عدد

۵٨Roman dominating function
۵٩Roman domination number
۶٠Stewart
۶١Henning
۶٢Hedetniemi

۶٣undefended vertex
۶۴weak Roman dominating function
۶۵weak Roman domination number



٧ نمادها و مقدماتی تعاریف
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C۵ گراف :۴.١ شکل
٢-رنگینکمانی۶۶ گر احاطه یکتابع ،f : V (G) −→ P({١,٢}) تابع ،G دلخواه گراف برای
،f(v) = ∅ که v ∈ V (G) رأس هر برای هرگاه می�شود نامیده G گراف روی 2RDF اختصار به یا
با برابر ،f کمانی ٢-رنگین گر احاطه تابع یک وزن .∪u∈N(v) f(u) = {١,٢} باشیم داشته
چنین همه میان از G گراف روی 2RDF یک وزن کمترین است. w(f) = Σv∈V (G)|f(v)|

می�شود. داده نمایش γr٢(G) با و شده نامیده کمانی۶٧ ٢-رنگین گری احاطه عدد توابعی،
در بیشتر مطالعه برای شد. معرفی [٧] در ۶٨ برسر توسط کمانی ٢-رنگین گری احاطه عدد

کنید. مراجعه [٣٨ ،٣٧ ،٣۴ ،٩] مقالات به کمانی ٢-رنگین گری احاطه عدد زمینه
توسطشلالی که می�باشد رومی احاطه�گری از تعمیمی روی بر بیشتر ما تمرکز نوشتار این در
توسط سپس پارامتر این شد. معرفی {٢}-رومی٧٠ احاطه�گری نام با [١٠] در همکارانش۶٩ و

شد. مطالعه ایتالیایی احاطه�گر تابع عنوان تحت [٢٧] در همکارانش٧١ و کلاسترمیر
از است عبارت G = (V,E)گراف روی IDFیک اختصار به یا ایتالیایی٧٢ احاطه�گر یکتابع
باشیم داشته ،f(v) = ٠ که v ∈ V رأس هر برای که شرط این با f : V −→ {٠, ١,٢} مانند تابعی
باشد موجود f(u) = ٢ مقدار با u ∈ NG(v) مانند رأسی دیگر، عبارت به .∑u∈NG(v) f(u) ≥ ٢
احاطه�گر تابع وزن باشند. موجود f(x) = f(y) = ١ مقدار با x, y ∈ NG(u)رأس دو حداقل یا و
گراف ایتالیایی٧٣ احاطه�گری عدد است. w(f) = f(V ) =

∑
u∈V f(u) مقدار با برابر f ایتالیایی

نماد با را آن و G گراف روی ایتالیایی احاطه�گر توابع میان در وزن مینیمم از است عبارت G

یک است. شده معرفی نیز γ{R٢}(G) نماد با [١٠] در پارامتر این می�دهیم. نشان γI(G)

i ∈ {٠, ١,٢} برای آن در که داد نشان f = (V٠, V١, V٢) تایی سه با می�توان را f -تابع γI(G)

داشت: خواهیم بنابراین .Vi = {v | f(v) = i} داریم
γI(G) = min

IDF
(|V١|+ ٢|V٢|).

نام به گری احاطه از جدیدی پارامتر ،[٣] در ٢٠١۶ سال در هدتنمی و ٧۵ هاینس ،٧۴ بیلر
کردند. معرفی زیر صورت به دوگانه، رومی گری احاطه

۶۶2-rainbow dominating function
۶٧2-rainbow domination number
۶٨Brešar
۶٩Chellali et. al.
٧٠Roman {2}-domination
٧١Klostermeyer et. al.

٧٢Italian dominating function
٧٣Italian domination number
٧۴Beeler
٧۵Haynes



مقدمات ٨
شود می نامیده Gگراف روی ، دوگانه٧۶ رومی احاطه تابع تابع ،f : V −→ {٠, ١,٢,٣} تابع

باشند: برقرار زیر شرط دو هرگاه
اند. گرفته i مقدار f تابع تحت که است رئوسی مجموعه Vi کنید فرض

همسایه V٣ یکرأسدر یا و V٢ رأسدر دو حداقل با بایستی vرأس گاه آن ،f(v) = ٠ اگر (i)
باشد.

باشد. داشته V٢ ∪ V٣ در همسایه یک حداقل باید v رأس آنگاه ،f(v) = ١ اگر (ii)
به را f تابع توان می ،i ∈ {٠, ١,٢,٣} برای Vi = {v ∈ V |f(v) = i} فرض با صورت دراین
با است برابر ،f دوگانه رومی گر احاطه تابع یک وزن کرد. معرفی f = (V٠, V١, V٢, V٣) صورت
رومی گری احاطه عدد ،G روی DRDF یک وزن مقدار کمترین .f(V ) =

∑
v∈V f(v) مقدار

شود. می نامیده γdR(G) ، ٧٧ دوگانه

می�رسانیم. اتمام به را احاطه�گری پارامترهای معرفی ساده مثالی ذکر با بخش این پایان در
داریم: بگیرید. نظر در ۴.١ شکل در a, b, c, d, e رئوس مجموعه با C۵ گراف

٢-احاطه�گر و احاطه�گر مجموعه�های ترتیب به S′ = {a, c, d} و S = {a, c}مجموعه�های (i)
.γ٢(C۵) = ٣ و γ(C۵) = ٢ داریم همچنین هستند. C۵ گراف برای
.γR(C۵) = ۴ داریم V٠ = V \ V٢ و V١ = ∅ ،V٢ = {a, c} فرض با (ii)
.γI(C۵) = ٣ داریم V٠ = V \ V١ و V١ = {a, c, e} ،V٢ = ∅ اگر (iii)

.γr(C۵) = ٣ داریم نتیجه در .V٠ = V \ V١ و V١ = {a, b, d} ،V٢ = ∅ کنید فرض (iv)
در باشند داشته را ∅ مقدار رئوس سایر و V{١,٢} = ∅ و V{٢} = {a, e} ،V{١} = {c} اگر (v)

.γr٢(C۵) = ٣ داریم اینصورت
.γ×٢(C۵) = ۴ داریم نتیجه در ،S = {a, b, c, d} کنید فرض (vi)

باشند. داشته را صفر مقدار رئوس سایر و V١ = ∅ ،V٢ = ∅ ،V٣ = {a, c} کنید فرض (vii)
.γdR(G) = ۶ داریم

ایتالیایی و رومی احاطه�گری مفاهیم تاریخچه ٣.١
ارتباطات علوم و مهندسی مختلف زمینه�های در کاربردها از وسیعی دامنه دارای گراف�ها
موجودات بین ارتباط و فیزیکی حالت هر تقریبا نمایش برای می�تواند گراف یک هستند.
٧۶double Roman dominating function
٧٧double Roman domination number



٩ ایتالیایی و رومی احاطه�گری مفاهیم تاریخچه

وزیرها :۵.١ شکل
کاربردی مسائل از بسیاری حل در گراف با مسائل مدلسازی رو این از شود. برده به�کار مختلف
میلاد از بعد چهارم قرن یونان به احاطه�گری مفاهیم تاریخی ریشه می�گیرد. قرار استفاده مورد

برمی�گردد.
این بر نظر آن در که می�باشد. شطرنج بازی احاطه�گری مفهوم منشأ که می�رسد نظر به
بازی قوانین طبق شود. احاطه یا و پوشیده شطرنج مهره�های با شطرنج صفحه مربع که بود
بنابراین کند. حرکت دلخواه تعداد به مورب و افقی عمودی، جهت در است قادر وزیر شطرنج،
شده مشخص X علامت با که خانه�هایی از یک هر در بعدی حرکت در می�تواند ۵.١ شکل وزیر
دیگر عبارت به و تهدید را مشخصشده خانه�های ی همه وزیر این حقیقت در گیرد. قرار اند،

می�کند. احاطه را خانه�ها این همه
یک پوشش برای نیاز مورد وزیر تعداد حداقل تا کرد سعی ٧٨ جینیش د ١٨۶٢ سال در
و بررسی گراف نظریه در نظری بحث یک عنوان به� بعد�ها و کند تعیین را شطرنج صفحه
١٨٩٢ سال در است. رسیده چاپ به زمینه این در متعددی مقالات تاکنون و شد مطالعه
را شطرنج صفحه روی گرفتن قرار جهت نیاز مورد وزیر هاي مهره تعداد کمترین مسئله بال٧٩
دیگری وزیر حمله مورد وزیری هیچ و گرفته قرار وزیر یک حمله مورد ای خانه هر که قسمی به
خواسته شرایط با وزیر شش گرفتن قرار راست، سمت ۵.١ شکل .[٢٢] کرد مطرح نباشد،

می�دهد. نمایش را شده
همه کردن احاطه برای نیاز مورد وزیر تعداد حداقل می�شد تصور درستی به سال�ها همان
نشان را وزیر پنج این گرفتن قرار چگونگی ۶.١ شکل که است پنج شطرنج، صفحه خانه�های

.[٢٢] شد مشهور وزیر پنج مسئله به مسئله این می�دهد.
اعداد مفهوم بار اولین برای و نوشت گراف�ها نظریه زمینه در ٨٠کتابی برگ ١٩۵٨ سال در
٨٢ اُر ١٩۶٢ سال در کرد. معرفی خارجی“٨١ پایداری ضریب ” نام با را گراف�ها در احاطه�گری
را d(G) عدد احاطه�گر“و ”مجموعه کلمه بار اولین برای و نوشت گراف نظریه زمینه در کتابی

برد. به�کار G احاطه�گری عدد برای
٧٨De Jaenisch
٧٩Ball
٨٠Berge

٨١coefficient of external stability
٨٢Ore



مقدمات ١٠

وزیر پنج گراف :۶.١ شکل

روم امپراتوری :٧.١ شکل

مجموعه�های با رابطه در آمده به�دست نتایج از برخی هدتنمی و کوکاین ١٩٧٧ سال در
نماد از بار اولین برای نفر دو این مقاله این در رساندند. چاپ به را گراف�ها در احاطه�گر
قرار ریاضیدانان دیگر پذیرش مورد که کردند استفاده گراف در احاطه�گری عدد برای γ(G)

شده بندی تقسیم شاخه نوع هشتاد از بیش در گذشته دهه�های در احاطه�گری مسأله گرفت.
دوگانه، احاطه�گری کلی، احاطه�گری به می�توان آن�ها جمله از است. داشته فراوانی گسترش و

کرد. اشاره کمانی رنگین دو احاطه�گری و ایتالیایی احاطه�گری رومی، احاطه�گری
می�پردازیم. ایتالیایی احاطه�گری و رومی احاطه�گری از تاریخچه�ای به حال

از بعد چهارم قرن در یونان کنستانتین امپراتوری برای اقتصادی محدودیت�های دلیل به
عمق در دفاع و جلویی دفاع استراتژی یک از روم، ارتش�های تعداد کاهش منظور به و میلاد

می�کرد. تقسیم سپاهیانی و کمیته�ها به را روم ارتش استراتژی این شد. استفاده
E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با G = (V,E) گراف یک مسأله این ریاضی مدل
هم به یال یک با رأس دو است. روم امپراتوری در ناحیه یک نمایشگر گراف در رأس هر است.
روم، قلمرو از محافظت برای باشند. مجاور آن�ها با متناظر نقاط اگر تنها و اگر هستند متصل



١١ احاطه�گری کاربرد
می�شد. محافظت آنجا در مستقر ارتش با ناحیه هر و داشت قرار ارتش�هایی مختلف نواحی در
محافظت می�شد، فرستاده مجاور ناحیه از که ارتشی وسیله به بود ارتش فاقد ناحیه�ای اگر
اعزام مجاورش ناحیه به آن ارتش که ای ناحیه گاهی که می�شد موجب کار این اما می�گردید.
انتقال هرگاه داد فرمان روم کبیر امپراتوری مشکل این رفع برای بماند. دفاع بدون بود شده
شود. فرستاده مجاورش ناحیه به نمی�تواند ارتش یک بماند بی�دفاع ناحیه�ای شود باعث ارتش
این باشد. ارتش دو حداقل با ناحیه�ای همسایه بایستی ارتش بدون ناحیه هر دیگر، عبارت به
، هاینس است. روم امپراتوری با متناظر گراف در رومی احاطه�گری مفهوم با متناظر مطلب
قرار بررسی مورد را کننده احاطه های مجموعه از بسیاری انواع ،[٢٢] در ٨٣ اسلاتر و هدتنمی
رومی گر احاطه های مجموعه با همسان ها، آن انواع از یک هیچ رسد می نظر به اما دادند.
و تاریخی نظر از هم جدیدی نوع یک رومی گری احاطه که گفت توان می بنابراین نیستند.
به رومی گر احاطه تابع سربازی، استراتژی از مدل این در است. توجه جالب ریاضی نظر از هم

شود: می داده نمایش مجموعه سه وسیله
نیست؛ مستقر جا آن در گروهی هیچ که رئوس از ای مجموعه :V٠

پذیرد؛ می را گروه یک دقیقا که رئوس از ای مجموعه :V١
پذیرد. می را گروه دو که رئوس از ای مجموعه :V٢

صورت به را مجموعه سه این توان می ،٧.١ شکل در روم امپراتوری برای مثال عنوان به
گرفت: نظر در زیر

V١ = {Britain,AsiaMinor} ، V٠ = {Gaul, Iberia,NorthAfrica,Egypt, Constantinople}

.V٢ = {Rome} ،
را ها محدودیت می�توان نباشد اجرا قابل فوق شرط اقتصادی مشکلات دلیل به اگر حال
ارتشداشته دو با همسایه�ای باید یا ارتشاست فاقد که ناحیه�ای که صورت این به کاهشداد.
احاطه�گری تعریف معادل شرط این باشد. ارتش یک با همسایه دو حداقل دارای یا و باشد

است. متناظر گراف در ایتالیایی

احاطه�گری کاربرد ۴.١
شبکه�های از برخی تعیین و گیری تصمیم اتخاذ برای مفیدی ابزار می�تواند احاطه�گری مفهوم
در آنتن دکل�های نصب برای مخابرات در می�توان آن کاربردهای جمله از باشد. سازمانی
... و نشانی آتش مراکز یا بیمارستان احداث برای مکان�ها بهترین انتخاب یا شهر از مناطقی
می�کنیم. بررسی مختلف واقعی موقعیت مسئله سه در را احاطه�گری کاربرد سه نمود. اشاره

امنیتی ایستگاه تعداد کمترین تعیین -١
مدرسه اتوبوس توقف�های تعداد کمترین تعیین -٢

کامپیوتر ارتباطی شبکه�های از اطلاعات آوری جمع -٣
٨٣Slater



مقدمات ١٢

دبیرستان�ها موقعیت :٨.١ شکل

دبیرستان هشت شهرستان یک در کنید فرض می�کنیم. بیان یک مسئله برای مثالی حال
دبیرستان�ها کدام که می�دهد نشان شکل٨.١ متصلهستند. یکدیگر به جاده�هایی با که دارد وجود
کمتر دبیرستان دو فاصله که است این دهنده نشان Y حرف و هستند متصل هم به جاده�ای با

است. کیلومتر پنج از
دهد ارتقا را دبیرستان�ها امنیت دارد نظر در شهرستان این در پرورش و آموزش انجمن
دارای دبیرستان تا کیلومتر پنج یا و باشد امنیتی ایستگاه یک دارای دبیرستان هر به�طوری�که
به بتواند امنیتی ایستگاه آمد، پیش فوریتی اگر به�طوری�که باشد. داشته فاصله امنیتی ایستگاه
این لازم تعداد کمترین شهرستان، بودجه محدودیت�های به توجه با بیاید. صحنه به سرعت
استقرار بایستی ایستگاه تعداد چه که است این سوال حال شوند. مستقر است قرار ایستگاه�ها
دبیرستان بزرگترین که B دبیرستان اینکه فرض با علاوه به و دبیرستان�ها؟ کدام در بیابند؟
جدید ایستگاه بایستی دبیرستان�ها کدام در است، قدیمی ایستگاه یک دارای می�باشد شهر

شود؟ مستقر
بایستی حال می�شویم. واقعی دنیای وضعیت یک وارد ریاضی، مدلسازی فرایند طریق از
عنوان به را دبیرستان�ها از یک هر کنیم. ترجمه ٩.١ شکل در گراف مدل یک به را فوق نمودار
مورد دبیرستان�های اگر مجاورند یکدیگر با رأس دو به�طوری�که می�گیریم نظر در گراف رئوس

باشند. داشته قرار یکدیگر از کیلومتر پنج از کمتر ای فاصله به نظر
مجموعه بیابیم. را گراف در احاطه�گر مجموعه کوچکترین بایستی اول، سوال به پاسخ برای
احاطه را A,D,E,H رئوس و خودش C راس می�کند. احاطه را حاصل گراف {C,F} احاطه�گر

.γ(G) ≤ ٢ بنابراین می�کند. احاطه را خودش و B,E,G رئوس F راس می�کند.
احاطه را گراف تواند نمی رأس یک دهیم نشان است کافی ؛ γ(G) = ٢ اینکه اثبات برای
.γ(G) = ٢ پس باشد، مجاور دیگر رئوس تمام با که ندارد وجود رأسی گراف در چون کند.

وضع مدرسه اتوبوس برای قوانینی کنید فرض می�کنیم. بیان دو مسئله برای مثالی حال
ایستگاه یا مدرسه به بلوک یک از بیش نبایستی ابتدایی مدرسه آموز دانش هیچ که است شده
تصمیم مدرسه اتوبوس�های سوخت قیمت افزایش دلیل به باشد. داشته روی پیاده اتوبوس



١٣ احاطه�گری کاربرد

دبیرستان گراف :٩.١ شکل

دبستان موقعیت :١٠.١ شکل

توقف تعداد کمترین تعیین برای برسانند. حداقل به را خود توقف�های تعداد که می�گیرند
بلوک یک یا و باشد اتوبوس ایستگاه یا زیر گراف در تقاطع هر بایستی اتوبوسمدرسه، رانندگان
نقشه واقعی دنیای موقعیت برای حال باشد. داشته فاصله مدرسه) (یا اتوبوس ایستگاه تا
مشخصشده زیر نمودار در بزرگتر راس با دبستان موقعیت می�کنیم. سازی مدل را شکل١٠.١

است.
ایستگاه عنوان به تقاطع�ها تعداد کمترین شامل که بیابیم احاطه�گری مجموعه بایستی
(۴و١)، تقاطع�های در اتوبوس ایستگاه�های اگر که می�شود دیده شکل١١.١ در باشد. اتوبوس
مدرسه از بلوک یک یا دانشآموزان صورت این در شوند، تعبیه (١و٣) و (۴و۵) (٢و١)، (٢و۵)،

اتوبوس های ایستگاه و دبستان موقعیت :١١.١ شکل



مقدمات ١۴

Q۴ مکعب ابر برای ٢ فاصله با احاطه�گر مجموعه :١٢.١ شکل
دارند. فاصله اتوبوس ایستگاه از بلوک یک یا و دارند فاصله

ي دهنده نشان ،G = (V,E) كنيد فرض كنيم. مي بيان سه مسئله از مثالي نهايت در و
ارتباطي هاي خط ها يال و كامپيوترها دهنده نشان رئوس آن در كه باشد، كامپيوترها شبکه
مستقيما كه كامپيوتري به را اطلاعات تواند مي كامپيوتر هر دهد. مي نشان را كامپيوترها بين
به کامپیوترها تمام از اطلاعات آوری جمع به نیاز کنید فرض كند. ارسال است متصل آن به
کامپیوترها بین از کوچک ای مجموعه کار این برای باشیم. داشته لحظه به لحظه صورت
که آنجا از می�آوریم. به�دست را اطلاعات ارتباطی خطوط از استفاده با سپس و کرده انتخاب
بایستی شده انتخاب ی مجموعه ، شود انجام سریع و دائمی�بوده بایستی اطلاعات آوری جمع
انتخاب مجموعه تا نیستند مجموعه عضو که کامپیوترهایی فاصله و کوچکباشد کافی اندازه به
مجموعه دنبال به شرایط این در باشد، ٢ حداقل شده ذکر فاصله اگر باشد. زیاد نباید شده
در می�دهد. نشان را کامپیوتر ١۶ بین ارتباطی شبکه شکل١٢.١ هستیم. ٢ فاصله با احاطه�گر

.[٢٢] است ٢ فاصله با احاطه�گر مجموعه {٠٠٠٠, ١٠١١} مجموعه حالت این



٢ فصل
موجود نتایج برخی

مقدمه ١.٢
می�گیرد. قرار NP-کامل مسائل رده در که است گراف نظریه مسائل از یکی احاطه�گری مسأله
احاطه�گری عدد برای کران�هایی آوردن به�دست گراف، نظریه در اساسی مسائل از یکی بنابراین
بندي تقسیم شاخه نوع ٨٠ از بیش در گذشته دهه�هاي در احاطه�گري مسأله است. گراف یک
تعداد کردیم. اشاره قبل فصل در آن انواع از تعدادی به که است داشته فراوانی گسترش و شده
فصل این در که است شده ارائه احاطه�گری مختلف پارامترهای برای پایین و بالا کران زیادی
احاطه پارامترهای برخی بین ای زنجیره روابط بخش٢.٢، در می�کنیم. اشاره آن�ها از برخی به
رومی گری احاطه عدد برای موجود های کران ،٣.٢ بخش در سپس دهیم. می ارائه را گری
و دورها ها، درخت به مربوط قضایای ،۵.٢ و ۴.٢ های بخش در شوند. می بررسی دوگانه
نهایت در و کرده اشاره موجود های کران از برخی به ۶.٢ بخش در شوند. می بیان مسیرها

پردازیم. می گری احاطه پارامترهای برخی نردهاس-گدم روابط به ،٧.٢ بخش در

احاطه�گری پارامترهای بین زنجیره�ای رابطه ٢.٢
احاطه�گری دیگر پارامترهای اساس بر ایتالیایی احاطه�گری عدد برای کران�هایی بخش این در
می�شود. ارائه احاطه�گریرومیضعیف ٢-احاطه�گریو احاطه�گریرومی، احاطه�گری، عدد مانند



موجود نتایج برخی ١۶
و ٢-احاطه�گری رومی، احاطه�گری احاطه�گری، پارامترهای بین زنجیره�ای رابطه همچنین
زنجیره�ای رابطه یک کران�ها، این از استفاده با می�شود. ارائه نیز ضعیف رومی احاطه�گری

می�آید. به�دست پارامتر پنج این بین
باشد، G = (V,E) گراف روی f : V (G) −→ {٠, ١,٢} تابع f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض

.Vi = {v | f(v) = i} داریم ،i ∈ {٠, ١,٢} برای به�طوری�که
در است. ٢-احاطه�گر مجموعه یک مینیمم، دوگانه احاطه�گر مجموعه هر که است بدیهی
باشد. مینیمم ٢-احاطه�گر مجموعه یک D کنید فرض حال .γ٢(G) ≤ γ×٢(G) داریم نتیجه
مقدار V \ D عضو هر به و ١ مقدار D عضو هر به که باشد G گراف روی تابعی f کنید فرض
١ مقدار با D در همسایه دو دارای V \D در ٠ مقدار با رأس هر بنابراین می�دهد. نسبت را ٠

.γI(G) ≤ γ٢(G) داریم نتیجه در بود. خواهد G روی IDF یک f پس است.
قابل عدد٢-احاطه�گری �و رومی احاطه�گری عدد که است شده داده نشان [٢٣] مقاله در
ایتالیایی احاطه�گری عدد برای بالایی کران ٢-احاطه�گری عدد که حالی در نیستند. مقایسه

می�شود. نتیجه زیر مشاهده تعاریف مقایسه با است.
داریم: صورت این در باشد. منفرد رأس فاقد گرافی G کنید فرض [١٠ ،٣٠] .١.٢.٢ مشاهده

γI(G) ≤ γ٢(G) ≤ γ×٢(G).

مجموعه همچنین است. ایتالیایی احاطه�گر تابع یک رومی احاطه�گر تابع هر به�وضوح
می�آید. به�دست زیر نتایج بنابراین، است. احاطه�گر مجموعه یک γI(G)-تابع، یک در V١ ∪ V٢

داریم: G گراف هر برای [١٠] .٢.٢.٢ مشاهده
γ(G) ≤ γI(G) ≤ γR(G).

داریم آنگاه γ(G) = γR(G) اگر همچنین .γ(G) = γR(G) آنگاه G = Kn اگر که است بدیهی
می�شود. نتیجه زیر قضیه پس .|V٢| = ٠

.G = Kn اگر تنها و اگر γ(G) = γR(G) آنگاه باشد، n مرتبه از گرافی G اگر [١٢] .١.٢.٢ قضیه
با γI(P۵)-تابع یک مسیر، رئوس به ١،٠،١،٠،١ وزن دادن با بگیرید. نظر در را P۵ مسیر
آن رومی احاطه�گری عدد و ٢ برابر P۵ مسیر احاطه�گری عدد به�وضوح می�آید. به�دست ٣ وزن

است: برقرار زیر نتیجه بنابراین است. ۴ برابر
یک G اگر حتی باشد، برقرار است ممکن زیر روابط G گراف یک برای [١٠] .١.٢.٢ نتیجه

باشد. مسیر
γ(G) < γI(G) < γR(G).

می�شود. حاصل زیر نتیجه ٢.٢.٢ و ١.٢.٢ مشاهدات بر بنا
.γ(G) ≤ γI(G) ≤ γ٢(G) داریم G گراف هر برای .٢.٢.٢ نتیجه



١٧ احاطه�گری پارامترهای بین زنجیره�ای رابطه
f = (∅, ∅, S) گرفتن نظر در با باشد، G گراف برای احاطه�گر مجموعه یک S اگر حال

داشت. خواهیم را زیر نتیجه رومی، احاطه�گر تابع یک به�عنوان
.γR(G) ≤ ٢γ(G) داریم ،G گراف هر برای [٢٧] .٣.٢.٢ مشاهده

ستاره�های و ستاره�ها مانند گراف�هایی برای کران این .γI(G) ≤ ٢γ(G) داریم نتیجه در
می�شود. نتیجه زیر مشاهده پس است. دقیق دوگانه
داریم: G دلخواه گراف برای [١٠] .۴.٢.٢ مشاهده

γ(G) ≤ γI(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

را گراف یک همچنین .γR(G) = ٢γ(G) هرگاه می�شود نامیده رومی١ یکگراف G گراف
گراف هر که کرد مشاهده می�توان به�وضوح .γI(G) = ٢γ(G) هرگاه گوییم ایتالیایی٢ گراف
گراف مثال، به�عنوان نیست. برقرار مطلب این عکس اما هست. �نیز رومی گراف یک ایتالیایی
مثال�هایی دوگانه ستاره�های و ستاره�ها نیست. ایتالیایی که حالی در است رومی گراف یک C۶

هستند. ایتالیایی گراف از
احاطه�گری احاطه�گریضعیفو پارامترهایاحاطه�گری، بین روابط [٢۶] �در هدتنمی هنینگو

است. شده ارائه زیر قضیه در ایشان کار نتایج کردند. بررسی را رومی
است: برقرار زیر روابط G گراف هر برای [٢۶] .٢.٢.٢ قضیه

γ(G) ≤ γr(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

بنابراین .γR(G) = ۴ و γr(G) = ٣ ،γ(G) = ٢ آن�گاه باشد، G = P۵ اگر که کنید توجه
.γ(G) < γr(G) < γR(G) به�طوری�که� است موجود همبند گرافی

γr(G) = ٢γ(G) و γ(G) = γr(G) تساوی در که هایی گراف تمامی ،[٢۶] در ها آن سپس
کردند. بندی دسته را کنند می صدق

و کمانی ٢-رنگین احاطه�گری و احاطه�گری عدد پارامتر سه بین روابط [٣٩] در زینگ و وو
آوردند. به�دست زیر به�صورت را رومی احاطه�گری

است: برقرار زیر رابطه G گراف هر برای [٣٩] .٣.٢.٢ قضیه
γ(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

یک ضعیف رومی احاطه�گری عدد که کردند ثابت [١٠] در همکارانش و شلالی ادامه در
کمانی ٢-رنگین احاطه�گری اعداد همچنین، است. ایتالیایی احاطه�گری عدد برای پایین کران

هستند. گراف یک ایتالیایی احاطه�گری عدد برای بالایی کران ٢-احاطه�گری، و
.γr(G) ≤ γI(G) داریم G گراف هر برای [١٠] .١.٢.٢ گزاره

١Roman graph
٢Italian graph



موجود نتایج برخی ١٨
G = K١,n−١ ستاره ،n ≥ ازای٣ به است. دقیق فوق کران که کرد مشاهده می�توان آسانی به
کران در اکید نامساوی دیگر، طرف از .γr(G) = γI(G) = ٢ مثال، به�عنوان بگیرید. نظر در را
Kn بدیهی غیر کامل گراف برای مثال، به�عنوان باشد. برقرار است ممکن نیز ١.٢.٢ گزاره

.γI(Kn) = ٢ و γr(Kn) = ١ داریم
زیر به�صورت را g تابع می�توان G گراف روی f کمانی ٢-رنگین احاطه�گر تابع هر ازای به
f(u) = {١} اگر .g(u) = ٢ دهید قرار آنگاه f(u) = {١,٢} اگر ،v ∈ V (G)برایرأس تعریفکرد.
به�وضوح .g(u) = ٠ دهید قرار آنگاه f(u) = ∅ اگر .g(u) = ١ دهید قرار آنگاه f(u) = {٢} یا

می�آید. به�دست زیر نتیجه
.γI(G) ≤ γr٢(G) داریم G گراف هر برای [١٠] .٢.٢.٢ گزاره

می�شود. حاصل زیر قضیه در شده ارائه زنجیره�ای رابطه شده، ذکر نتایج جمع�بندی با
است: برقرار زیر رابطه G گراف هر برای [١٠] .۴.٢.٢ قضیه

γ(G) ≤ γr(G) ≤ γI(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

گراف�هایی حقیقت در باشند. برقرار می�توانند ۴.٢.٢ قضیه نامساوی�های که شود دقت
اختیار مجزایی مقادیر می�توانند قضیه این در شده بیان پارامترهای تمام که هستند موجود
در بگیرید. نظر در را است شده داده نشان ١.٢ شکل در که G گراف مثال، به�عنوان کنند.
شده آورده گراف این برای بهینه احاطه�گر توابع و مجموعه�ها از نمونه�ای و پارامترها مقادیر زیر

است.
.S = {w, y, s, t, c١, c۴} γ(G)؛ = ۶ •

.V٠ = V \ V١ و V٢ = ∅ ،V١ = {w, y, a, s, t, c١, c٣, c۵} γr(G)؛ = ٨ •
.V٠ = V \ V١ و V٢ = ∅ ،V١ = {v, x, z, r, s, u, c١, c٣, c۵} γI(G)؛ = ٩ •
.V٠ = V \ (V١ ∪ V٢) و V٢ = {c١, c۴, w, y, t} ،V١ = {r} γR(G)؛ = ١١ •

.٢γ(G) = ١٢ •
در رئوس سایر به و V{١,٢} = {t, c١, c۴} ،V{٢} = {x} ،V{١} = {v, z, r} (G)γr٢؛ = ١٠ •

دهید. نسبت را ∅ مجموعه V \
(
V{١} ∪ V{٢} ∪ V{١,٢}

)
داریم بنابراین، است. احاطه�گر مجموعه یک ٢-احاطه�گر مجموعه هر که است بدیهی

γ(G) ≤ γ٢(G). (١.٢)
دسته�بندی کاکتوسهمبند گراف�های برای را (١.٢) رابطه تساوی [١٧] در ولکمن و هنسبرگ

کردند.



١٩ دوگانه رومی احاطه�گری عدد برای کران�هایی
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.G گراف :١.٢ شکل
صورت این در باشد. بلوک-کاکتوس گراف یک G کنید فرض [١٧] .۵.٢.٢ قضیه

باشد. C۴-کاکتوس یک G اگر تنها و اگر γ(G) = γ٢(G)

.γ(G) ≤ γI(G) ≤ γ٢(G) داریم ٢.٢.٢ و ١.٢.٢ مشاهدات به توجه با طرفی از
دقیق C۴-کاکتوس�ها برای γ(G) ≤ γI(G) کران همبند، کاکتوس گراف�های در نتیجه در

است.
احاطه�گری اعداد که گرفتند نتیجه زیر، قضیه از استفاده با [١٠] در همکارانش و شلالی

برابرند. ٢ حداکثر درجه ماکزیمم با گراف�ها در ٢-احاطه�گری و ایتالیایی
به�طوری�که دارد وجود f = (V٠, V١, V٢) یکγI(G)-تابع ،Gگراف هر برای [١٠] .۶.٢.٢ قضیه
مجموعه به نسبت V٠ در خصوصی همسایه سه حداقل دارای V٢ در رأس هر یا و V٢ = ∅ یا

است. V١ ∪ V٢

.γI(G) = γ٢(G) داریم ∆(G) ≤ ٢ با G گراف هر برای [١٠] .٣.٢.٢ نتیجه
کردند: ثابت را زیر قضیه [١٧] در ولکمن و هنسبرگ

[١٧] .٧.٢.٢ قضیه
صورت این در .γ٢(G) = γ(G) به�طوری�که باشد غیربدیهی گراف یک G کنید فرض

است. مستقل (G)γ٢-مجموعه هر و δ(G) ≥ ٢

برحسب احاطه�گریرومیدوگانه کران�هاییبرایعدد ٣.٢
رومی احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد

رأسی هیچ ،γdr(G) وزن با دوگانه رومی احاطه�گر تابع هر که کردند ثابت [٣] در همکاران و بیلر
آوردند. به�دست γdr(G) برای زیر به�صورت کرانی نتیجه در و ندارد یک مقدار با



موجود نتایج برخی ٢٠
در باشد. G روی γR-تابع یک f = (V٠, V١, V٢) و گراف یک G کنید فرض [٣] .١.٣.٢ گزاره

.γdR(G) ≤ ٢|V١|+ ٣|V٢| داریم صورت این
داریم: ،G = K١,n−١ های ستاره خانواده برای زیرا است. دقیق فوق نامساوی کران که

γR(G) = ٢, γdR(G) = ٣.
تقسیم زیر ستاره است کافی زیرا باشد. می اکید ،١.٣.٢ گزاره نامساوی کران همچنین
به K ≥ ٣ برای ،G = K١,k ستاره یال هر کردن تقسیم زیر بار یک با که را G = K∗١,k شده

داشت: خواهیم بگیریم. نظر در را آید می دست
γR(G) = k + ٢, γdR(G) = ٢k + ٢.

تحت را ٠ مقدار رئوس سایر به و ٢ مقدار ستاره مرکز به و ١ مقدار Gگراف برگ هر به حال
مرکزی راس و برگ هر به سپس و دهیم. می نسبت ،f = (V٠, V١, V٢) رومی گر احاطه تابع
|V٢| = ١ و |V١| = k بنابراین دهیم. می ٠ مقدار γdR-تابع، یک تحت را رئوس سایر و ٢ مقدار

داریم: بنابراین و
٢k + ٢ = γdR(G) < ٢|V١|+ ٣|V٢| = ٢k + ٣.

کردند. بررسی زیر به�صورت را γR(G) و γdr(G) بین ارتباط فوق گزاره کمک به سپس
و اگر است برقرار فوق تساوی .γdr(G) ≤ ٢γR(G) داریم G گراف هر برای [٣] .١.٣.٢ نتیجه

.G = Kn اگر تنها
گرفتند. نتیجه را زیر زنجیره�ای رابطه غیربدیهی، همبند گراف هر برای سپس

.γR(G) < γdR(G) < ٢γR(G) داریم G همبند و بدیهی غیر گراف هر برای [٣] .٢.٣.٢ نتیجه
را دوگانه رومی احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد ارتباط [٣] در همکاران و بیلر همچنین

کردند. بررسی زیر به�صورت
.٢γ(G) ≤ γdR(G) ≤ ٣γ(G) داریم ،G گراف هر برای [٣] .٢.٣.٢ گزاره

غیر های ستاره خانواده برای دیدیم، که همانطور هستند. دقیق فوق گزاره های کران که
داریم: K١,n−١ بدیهی

γ(K١,n−١) = ١, γdR(K١,n−١) = ٣
که K٢,k کامل دوبخشی های گراف خانواده برای که کنیم می یادآوری پایین کران برای و

داریم: ،k ≥ ٢
γ(K٢,k) = ٢, γdR(K٢,k) = ۴

اگر تنها و اگر است دقیق ٢.٣.٢ گزاره در شده ارائه پایین کران کردند ثابت همچنین آن�ها
.γ(G) = γ٢(G)
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درخت T٨,٢

.T٨,٢ و F٣,٣ درخت�های :٢.٢ شکل

درخت�ها ۴.٢
عکس که کردند ثابت [١٠] در همکاران و شلالی .γI(G) ≤ γr٢(G) داریم ۴.٢.٢ قضیه طبق

است. برقرار درخت�ها برای نیز نامساوی این
.γI(T ) = γr٢(T ) داریم T درخت هر برای [١٠] .١.۴.٢ قضیه

است. برقرار نیز زوج دور فاقد کاکتوس گراف�های برای تساوی این البته
.γI(G) = γr٢(G) داریم آنگاه باشد، زوج دور Gیکگرافکاکتوسفاقد اگر [١٠] .١.۴.٢ نتیجه
درخت�های ایتالیایی احاطه�گری عدد برای پایین یککران [٣٠] در مکگلیوری و کلاسترمیر

کردند. دسته�بندی را کران این [٢٧] در و آوردند به�دست غیربدیهی
.γI(T ) ≥ γ(T ) + ١ آنگاه باشد بدیهی غیر درخت یک T اگر [٣٠] .٢.۴.٢ قضیه

٢.۴.٢ قضیه کران که دادند نشان زیر گراف�های خانواده از استفاده با کلاسترمیر هنینگو
است. دقیق

Sr,s دوگانه ستاره از که است درختی Fr,s و باشند مثبتی و صحیح اعداد s و r کنید فرض
شده داده نشان ٢.٢ درشکل F٣,٣ درخت است. آمده به�دست یال�ها همه کردن زیرتقسیم با

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را F ′ خانواده است.
F ′ = {Fr,s | r, s ≥ ١}.

Tk,j ،k ≥ ٢j+١ به�طوری�که j ≥ ٠ و k ≥ ٢ که j و k صحیح اعداد ازای به فرضکنید همچنین
آمده به�دست آن یال j کردن زیرتقسیم با و یکستاره از به�طوری�که باشد k ≥ ٢ مرتبه از درختی
درخت�های همه خانواده T ′ دهید قرار است. شده داده نشان ٢.٢ شکل در T٨,٢ درخت است.

باشد. Tk,j

اگر تنها و اگر γI(T ) = γ(T ) + ١ آنگاه باشد، بدیهی غیر درخت یک T اگر [٢٧] .٣.۴.٢ قضیه
.T ∈ T ′ ∪ F ′



موجود نتایج برخی ٢٢

.

.T۵ درخت یک :٣.٢ شکل
شدند. بررسی نیز ،γI(T ) = ٢γ(T ) که T درخت�های یعنی ایتالیایی، درخت�های [٢٧] در
دارد. وجود T روی {٠,٢} برد با IDFیک آنگاه باشد، ایتالیایی T درخت اگر که می�شود مشاهده
٠ مقدار رئوس سایر به و ٢ مقدار مینیمم احاطه�گر مجموعه یک در رأس هر به می�توان زیرا
کنید فرض است. شده ارائه درخت�هایی چنین از نامتناهی خانواده�ای [٢٧] در داد. نسبت را
به مسیر یک و آویخته یال یک اتصال با k مرتبه از T ′ بدیهی غیر درخت از که باشد درختی T ′

k

T ′۵ درخت آنگاه ،T ′ = P۵ اگر مثال، به�عنوان است. آمده به�دست T ′ گراف رأس هر به ۴ طول
باشد. T ′

k درخت�های تمام خانواده T ′
k کنید فرض است. شده داده نشان ٣.٢ شکل در

زیرمجموعه�ای ایتالیایی درخت�های ،γI(T ) ≤ γR(T ) ≤ ٢γ(T ) داریم T درخت برایهر چون
در رومی درخت�های برای شده ارائه ساختار مشابه بود. خواهند رومی درخت�های خانواده از
درخت�ها، این شد ثابت سپس شد. ارائه [٢٧] در T ∈ H′ درخت�های برای ساختاری ،[٢۵]

می�دهند. تشکیل را ایتالیایی درخت�های تمام خانواده
.T ∈ H′ اگر تنها و اگر است ایتالیایی درخت یک n ≥ ٣ مرتبه از T درخت [٢٧] .۴.۴.٢ قضیه
برخی برای γR(G) پارامتر مقدار و شد بررسی رومی احاطه�گر توابع اصلی ویژگی�های [١٢] در
γR(G) = γ(G)+k گراف�هایGکه همه مقاله این در همچنین آمد. گراف�هایخاصبه�دست از
k بزرگتر مقادیر ازای به [۴٠] در دسته�بندی این البته کردند. دسته�بندی و k ≤ ٢ ازای به را
شد. دسته�بندی نیز γR(G) = ٢γ(G) که G گراف�های همه [١٢] در سپس کرد. پیدا تعمیم
کردند. دسته�بندی را γR(T ) = γ(T ) + ٣ که T درخت�های تمام [٣۵] در نیز ونگ۴ و سانگ٣

کرد. دسته�بندی را رومی درخت�های نیز [٢۵] در هنینگ

مسیرها و دورها ۵.٢
کردند. مطالعه را Pn و Cn گراف�های ٢-احاطه�گر مجموعه�های [١۴] در جاکوبسن و فینک
٣Song
۴Wang



داریم: آنگاه باشند، n مرتبه از دور و مسیر ترتیب به Cn و Pn اگر [١۴] .١.۵.٢ قضیه
γ٢(Pn) =

⌈
(n+ ١)
٢

⌉
, γ٢(Cn) =

⌈n
٢
⌉
.

می�شود. استدلال زیر نتیجه ،٣.٢.٢ نتیجه و فوق قضیه از
داریم: آنگاه باشند، n مرتبه از دور و مسیر ترتیب به Cn و Pn اگر [١٠] .٢.۵.٢ قضیه

γI(Pn) =
⌈(n+ ١)

٢
⌉
, γI(Cn) =

⌈n
٢
⌉
.

احاطه�گر تابع هر که هستند مسیرهایی تنها n ̸= ٣ و فرد nازای به Pn مسیر که است واضح
P۶ و P٣ ،P٢ همچنین می�کند. اختیار را ١ یا ٠ مقادیر فقط آن�ها روی وزن کمترین با ایتالیایی

بایستی باشد ایتالیایی Pn مسیر اگر زیرا هستند. ایتالیایی مسیرهای تنها
نیست. برقرار n > ۶ ازای به تساوی این که .⌈(n+ ٢/(١⌉ = ⌈٢n/٣⌉

داریم. را زیر نتایج نیز دورها و مسیرها کمانی ٢-رنگین احاطه�گری عدد برای
داریم: n ≥ ٣ ازای به [٧] .٣.۵.٢ قضیه

γr٢(Cn) =
⌊n
٢
⌋
+

⌈n
۴
⌉
−

⌊n
۴
⌋

داریم: n ≥ ٢ ازای به و
γr٢(Pn) =

⌈n+ ١
٢

⌉
.

کردند. مطالعه را مسیرها و دورها در رومی احاطه�گری نیز همکارانش و کوکیان
داریم: آنگاه باشند، n مرتبه از دور و مسیر ترتیب به Cn و Pn اگر [١٢] .۴.۵.٢ قضیه

γR(Pn) = γR(Cn) =
⌈٢n
٣

⌉
.

به مسیرها و دورها برای را ضعیف رومی گری احاطه عدد ،[٢۶] در هدتنمی و هنینگ
آوردند. دست

داریم: ،n ≥ ١ برای [٢۶] .١.۵.٢ گزاره
γr(Pn) =

⌈٣n
٧

⌉
.

داریم: ،n ≥ ۴ ازای به [٢۶] .٢.۵.٢ گزاره
γr(Cn) = γr(Pn) =

⌈٣n
٧

⌉
.

موجود کران�های از برخی ۶.٢
مسائل رده در گراف�ها ایتالیایی احاطه�گری عدد و رومی احاطه�گری عدد کردن پیدا مسأله
گراف نظریه در اساسی مسائل از یکی بنابراین .[١٢ ،١٠] می�گیرد قرار NP-کامل سازی بهینه



موجود نتایج برخی ٢۴
از شده داده اطلاعات اساس بر ایتالیایی و رومی احاطه�گر اعداد برای کران�هایی آوردن به�دست

است. گراف
دادند. ارائه رومی گری احاطه عدد برای بالایی کران همکارانش و چامبرز۵

داریم: صورت این در باشد. n مرتبه از همبند گرافی G کنید فرض [٨] .١.۶.٢ قضیه
γR(G) ≤ ۴n

۵ .

مرتبه براساس گراف رومی احاطه�گر عدد برای پایینی کران [١٢] در همکارانش و کوکیان
آوردند. به�دست گراف درجه ماکزیمم و

داریم: صورت این در باشد. n مرتبه از گرافی G کنید فرض [١٢] .٢.۶.٢ ٢nقضیه
∆+ ١ ≤ γR(G).

احاطه�گر عدد برای نیز بالا کران یک احتمالاتی، روش�های از استفاده با آن�ها همچنین
آوردند. به�دست گراف�ها رومی

داریم: صورت این در باشد. n مرتبه از گرافی G کنید فرض [١٢] .٣.۶.٢ قضیه
γR(G) ≤

(٢+ ln(١+ δ(G))/٢
١+ δ(G)

)
n.

و شلالی می�باشد. نیز ایتالیایی احاطه�گری عدد برای بالایی کران فوق، کران بنابراین
گراف درجه ماکزیمم و مرتبه اساس بر را زیر پایین کران ۶.٢.٢ قضیه از استفاده با همکاران

دادند. ارائه همبند گراف�های ایتالیایی احاطه�گری عدد برای
آنگاه باشد، ∆ درجه ماکزیمم و n مرتبه از همبند، گرافی G اگر [١٠] .۴.۶.٢ قضیه

γI(G) ≥ ٢n
∆+ ٢ .

احاطه�گری عدد و کمانی ٢-رنگین احاطه�گری عدد ارتباط [١١] در راد جعفری و شلالی
آوردند. به�دست T درخت هر برای را زیر نامساوی کردند. بررسی را درخت�ها رومی

.γR(T )/γr٢(T ) ≤ ۴/٣ داریم T درخت هر برای [١١] .۵.۶.٢ قضیه
است: برقرار زیر رابطه T درخت هر برای ،١.۴.٢ و ۵.۶.٢ قضایای طبق

γR(T )/γI(T ) ≤ ۴/٣.
براساس درخت�ها کمانی ٢-رنگین احاطه�گری عدد برای بالایی کران نیز راد جعفری و وو

دادند. ارائه گراف مرتبه
داریم: صورت دراین باشد. n ≥ ٣ مرتبه از درختی T کنید فرض [٣٨] .۶.۶.٢ قضیه

γr٢(T ) ≤ ٣n/۴.
است. دقیق ۴ مرتبه از مسیر برای فوق کران همچنین

۵Chambers



٢۵ موجود کران�های از برخی
حسب بر کمانی ٢-رنگین گری احاطه عدد برای پایینی و بالا های کران همچنین ها آن

آوردند. دست به گراف قطر و مرتبه
داریم: صورت دراین باشد. n مرتبه از همبند گرافی G کنید فرض [٣٨] .٧.۶.٢ قضیه

γr٢(T ) ≤ n−
⌈diam(G)− ١

٢
⌉
.

داریم: G همبند گراف هر برای [٣٨] .٨.۶.٢ قضیه
γr٢(T ) ≥

⌈٢diam(G) + ٢
۵

⌉
.

است. دقیق C۴ یا P٣ با یکریخت گراف برای فوق کران که شود می دیده

است. n/٢ برابر حداکثر n مرتبه از همبند گراف هر احاطه�گری عدد اُر، مشهور قضیه طبق
سادگی به هستند. همبند گراف یک تاج می�کنند، اختیار را بالا کران که همبندی گراف�های
اگر دیگر، طرف از است. n برابر گراف�ها این دوگانه احاطه�گری عدد که کرد مشاهده می�توان
D ∪ X آنگاه باشد، G گراف ١ درجه رئوس مجموعه X و G برای احاطه�گر مجموعه یک D
احاطه�گری عدد و ٢-احاطه�گری عدد نتیجه در است. G تاج برای ٢-احاطه�گر مجموعه یک
گراف، رئوس روی بر استقرا با و نتیجه این با است. ٣n/۴ برابر حداکثر گراف�ها این ایتالیایی
٣ حداقل مرتبه از گراف�ها ایتالیایی احاطه�گری عدد برای بالایی کران مکگلیوری و کلاسترمیر

آوردند. به�دست
.γI(G) ≤ ٣n/۴ داریم ،n ≥ ٣ مرتبه از G گراف هر برای [٣٠] .٩.۶.٢ قضیه

به�طوری�که است موجود گراف نامتناهی تعداد حقیقت در است. دقیق فوق کران
٢-احاطه�گر یکمجموعه Hباشد. تاج G′ و G گرافهمبند Hتاج فرضکنید .γI(G) = ٣n/۴
٢-احاطه�گر، مجموعه این دارد. وجود ١ رئوسدرجه و H از احاطه�گر یکمجموعه شامل G′ از
P۴ القایی مسیر n/۴ دارای G′ گراف که کرد مشاهده می�توان دیگر، طرف از دارد. رأس ٣n/۴
،G′ ساختار طبق هستند. G گراف از رأس یک دقیقا دارای آن�ها از یک هر به�طوری�که است
در باشد. P۴ مسیرهای این از هریک روی ٣ حداقل وزن دارای باید ایتالیایی احاطه�گر تابع هر

.γI(G′) = ٣n/۴ می�شود ثابت صورت این در .γI(G′) ≥ ٣n/۴ نتیجه
٢-احاطه�گری عدد که دادند نشان روش�هایاحتمالاتی از استفاده با [١٨] ولکمن هنسبرگو

می�کند: صدق زیر شرط در δ درجه مینیمم با G همبند گراف هر
γ٢(G) ≤ n(١+ ln(δ + ١))

δ + ١ .

کوچکتری بالای کران گراف ایتالیایی احاطه�گری عدد گراف، درجه افزایشمینیمم با بنابراین،
δ(G) ≥ ٢ با G گراف�های برای [١٣] در ولکمن و هنسبرگ فاوارون، طرفی از داشت. خواهد
گراف�ها این برای که می�شود نتیجه بنابراین، .γ٢(G) ≤ ٢n/٣ کردند ثابت n مرتبه از و
یافتند. دست نتیجه این به ساده�تر اثبات یک با نیز مکگلیوری و کلاسترمیر .γI(G) ≤ ٢n/٣



داریم آنگاه .δ(G) ≥ ٢ و باشد n ≥ ٣ مرتبه از گرافی G کنید فرض [٣٠] .١٠.۶.٢ قضیه
.γI(G) ≤ ٢n/٣

مثبت صحیح یکعدد k فرضکنید است. دقیق گراف�ها از نامتناهی تعداد برای فوق کران
رئوس vi رأس هر با متناظر می�کنیم. شروع v١, v٢, . . . , vk مسیر با را G گراف ساختار باشد.
٣k مرتبه از آمده به�دست G گراف کنید. اضافه را uiwi و viwi ،viui یال�های و wi و ui جدید

.γI(G) = ٢k داریم همچنین است.
شد. داده بهبود ٣ حداقل درجه مینیمم با گراف�ها برای نیز کران این

دراین باشد. δ ≥ ٣ درجه مینیمم و n مرتبه از گرافی G کنید فرض [٣٠] .١١.۶.٢ قضیه
.γI(G) ≤ n٢ داریم صورت

n مرتبه گراف�هایمکعبیGاز از نامتناهی حقیقتیکخانواده در است. دقیق نیز کران این
فرض می�شود. بیان زیر به�صورت گراف�ها این ساختار .γI(G) = n/٢ به�طوری�که است موجود
کپی�های X١, ..., Xk و k ≥ ٢ کنید فرض باشد. y و x دوم درجه رئوس با X = K۴ − e کنید
،i = ١, . . . , k ازای به باشند. Xi در دو درجه رئوس ti و si کنید فرض باشند. X از مجزایی
ایتالیایی احاطه�گر تابع یک باشد. k پیمانه به جمع به�طوری�که کنید متصل si+١ به را ti رأس
دارای ٣ درجه رأس دو هر یا واقع در باشد. X از کپی هر در ٢ حداقل وزن دارای باید G روی
داریم بنابراین است. ٢ وزن با همسایه�ای و صفر وزن دارای آن�ها از یکی یا و هستند ١ وزن

.γI(G) = γ٢(G) = n/٢
۴.٢ شکل در که شد ارائه γI(G) < γ٢(G) شرط با G مکعبی گراف یک [٣٠] در سپس

شد. ارائه زیر نتایج ۴-منتظم گراف�های برای همچنین می�شود. داده نمایش

.γI(G) < γ٢(G) و γ٢(G) = |V (G)|٢ [٣٠] .١٢.۶.٢ قضیه

ایتالیایی احاطه�گری عدد شد. بررسی [٣٠] در نیز ٢ قطر با گراف�ها ایتالیایی احاطه�گری عدد
G مسطح گراف ۵.٢ شکل مثال، به�عنوان باشد. ٣ از بزرگتر عددی می�تواند ٢ قطر با گراف�ها
رئوس سایر به و ١ وزن مرکزی و کنج رئوس به می�توان زیرا .γI(G) = ۵ که می�دهد نمایش را

داد. نسبت را ٠ وزن G گراف
.γ(G) ≤ ⌊n/۴⌋ + ١ داریم ٢ قطر با G گراف هر برای که است شده ثابت [٢۴] مقاله در
١٠ و ٨ مرتبه از گراف�هایی شد ارائه فوق رابطه تساوی برای مقاله این در که مثال�هایی تنها

نیستند. ایتالیایی شده ذکر ١٠ مرتبه از گراف�های که شد ثابت نیز [٣٠] در بود.

این در باشد. ١٠ مرتبه و ٢ قطر با ۴-منتظم گراف یک G کنید فرض [٣٠] .١٣.۶.٢ قضیه
.γI(G) ≤ ۵ و γ(G) ≤ ٣ داریم صورت



٢٧ موجود کران�های از برخی
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موجود نتایج برخی ٢٨

احاطه پارامترهای برخی برای نردهاس-گدم روابط ٧.٢
گری

گراف، مرتبه حسب بر ρ(G)ρ(G) و ρ(G) + ρ(G) روی های کران ،ρ پارامتر و G گراف برای
اند. شده نامیده نردهاس-گدم٨ روابط ،[٣١] در ٧ گدم و ۶ نردهاس مقاله بزرگداشت پاس به
ارائه را ها آن از تعدادی که اند شده بررسی گری احاطه پارامترهای از بسیاری برای روابط این

کنیم. می
داریم: G گراف هر برای [٢٢] .١.٧.٢ قضیه

٣ ≤ γ(G) + γ(G) ≤ n+ ١
و

٢ ≤ γ(G)γ(G) ≤ n.

باشد. یکریخت Kn یا و Kn با G گراف اگر فقط و اگر است دقیق فوق کران و
زیر صورت به کمانی ٢-رنگین گری احاطه عدد برای را نردهاس-گدم رابطه زینگ و وو

آوردند: بدست
باشد، n ≥ ٣ مرتبه از گرافی G اگر [٣٩] .٢.٧.٢ قضیه

۵ ≤ γr٢(G) + γr٢(G) ≤ n+ ٢
کردند. بررسی رومی گری احاطه عدد برای را نردهاس-گدم روابط همکارانش و چامبرز

صورت این در باشد. رأس n ≥ ٣ با گرافی G کنید فرض [٨] .٣.٧.٢ قضیه
۵ ≤ γR(G) + γR(G) ≤ n+ ٣.

باشند. یکریخت (n٢ )K٢ یا و C۵ گراف با G یا Gگراف اگر فقط و اگر است دقیق فوق کران و
آنگاه ،n ≥ ١۶٠ و باشد رأس n با گرافی G کنید فرض [٨] .۴.٧.٢ قضیه

γR(G)γR(G) ≤ ١۶n
۵ .

باشند. یکریخت n۵C۵ گراف با G یا G گراف اگر فقط و اگر است دقیق فوق کران و

۶Nordhaus
٧Gaddum

٨Nordhaus-Gaddum relation



٣ فصل
عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط

احاطه�گری

مقدمه ١.٣
�معرفی ٢-رومی احاطه�گری نام به را احاطه�گری از جدیدی نوع [١٠] در همکاران و شلالی
همچنین کردند. بررسی احاطه�گری پارامترهای سایر با را پارامتر این ارتباط سپس کردند.
دادند. ارائه گراف درجه ماکزیمم و مرتبه حسب بر ٢-رومی احاطه�گری عدد برای پایینی کران
-٢ احاطه�گری عدد و ٢-رومی احاطه�گری عدد پارامتر دو آن�ها در که درخت�هایی تمام سپس
[٢٧] در کلاسترمیر و هنینگ بعد سال یک کردند. دسته�بندی را هستند برابر کمانی رنگین
γ(G) ≤ γR٢(G) ≤ ٢γ(G) کران و کردند بررسی درخت�ها روی دقیق�تر به�طور را پارامتر این
و دادند بهبود γ(T )+١ ≤ γR٢(T ) ≤ ٢γ(T به�صورت( درخت�ها برای را [١٠] مقاله در شده ارائه
مقاله در آن�ها کردند. دسته�بندی را می�کنند صدق پایین کران تساوی در که درخت�هایی همه
تمام نهایت در کردند. استفاده ٢-رومی احاطه�گری به�جای ایتالیایی احاطه�گری عنوان از خود

کردند. دسته�بندی نیز را ایتالیایی درخت�های
عبارت به داد. خواهیم پاسخ شد مطرح [١٧] و [١٠] در که مسأله�ای دو به فصل این در
را می�کنند صدق γ(G) = γ٢(G) و γ(G) = γI(G) تساوی در که G گراف�های تمام دیگر،
را فصل این نیاز مورد پارامترهای برخی تعاریف مطالعه، سهولت جهت می�کنیم. دسته�بندی



احاطه�گری عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ٣٠
کنیم: می یادآوری

گری، احاطه عدد .N [S] = V اگر نامیم می گر احاطه مجموعه را S ⊆ V (G) مجموعه
.G گر احاطه های مجموعه اندازه کوچکترین با است برابر ،γ(G)

دو حداقل دارای V \ S از رأس هر هرگاه شود می نامیده گر ٢-احاطه مجموعه یک S ⊆ V

گری ٢-احاطه عدد ،G گراف در ٢-احاطه�گر مجموعه کوچک�ترین اندازه باشد. S در همسایه
دهیم. می نشان γ٢(G) نماد با آنرا و شود می نامیده

مانند تابعی از است عبارت G = (V,E) گراف روی (IDF) ایتالیایی گر احاطه تابع یک
با u ∈ N(v) مانند رأسی ،f(v) = ٠ که v ∈ V رأس هر برای که شرط این با f : V −→ {٠, ١,٢}
f(x) = f(y) = ١ مقدار با x, y ∈ N(u) رأس دو حداقل یا و باشد داشته وجود f(u) = ٢ مقدار
عدد باشد. می w(f) =

∑
u∈V f(u) مقدار با برابر f رومی گر احاطه تابع وزن باشند. موجود

ایتالیایی گر احاطه توابع میان در وزن مینیمم از است عبارت G گراف ایتالیایی گری احاطه
دهیم. می نشان γI(G) نماد با را آن و G گراف روی

گراف�ها از خانواده چند معرفی و مسأله بیان ٢.٣
نشان [١٠] در همکاران و شلالی .γ(G) ≤ γI(G) داریم Gگراف برای ،٢.٢.٢ براساسمشاهده
با کمانی ٢-رنگین احاطه�گر عدد زوج، دور فاقد کاکتوس گراف�های و درخت�ها برای که دادند

کردند. مطرح را زیر مسأله همچنین آن�ها است. برابر ایتالیایی احاطه�گر عدد
کنید. دسته�بندی را γ(G) = γI(G) که G گراف�های تمام [١٠] .١.٢.٣ مسأله

شد. معرفی [١۴] در که است p-احاطه�گری از خاصی حالت ٢-احاطه�گری که شود دقت
٢-احاطه�گری و احاطه�گری عدد با کاکتوس گراف مانند گراف�هایی [١٧] در ولکمن و هنسبرگ

کردند. مطرح را زیر مسأله نهایت در و کردند مطالعه را برابر
کنید. دسته�بندی را γ٢(G) = γ(G) که G همبند گراف�های همه .٢.٢.٣ مسأله

گزاره ابتدا منظور این برای دهیم. پاسخ ٢.٢.٣ و ١.٢.٣ مسائل به داریم قصد فصل این در
می�کنیم. اثبات را زیر

یکγI(G)-تابع f = (V٠, V١, V٢) و γ(G) = γI(G) گرافGداریم برای فرضکنید .١.٢.٣ گزاره
داریم: این�صورت در باشد.

.γ(G) = γ٢(G) = |V١| و V٢ = ∅ (i)
است. مستقل مجموعه یک V١ و δ(G) ≥ ٢ (ii)



٣١ گراف�ها از خانواده چند معرفی و مسأله بیان
داریم آنگاه ،NG(u) ∩ NG(v) ∩ V٠ ̸= ∅ به�طوری�که باشند موجود u, v ∈ V١ رئوس اگر (iii)

.|NG(u) ∩NG(v) ∩ V٠| ≥ ٢
برای احاطه�گر مجموعه یک V١ ∪ V٢ به�وضوح می�پردازیم. (i) قسمت اثبات به ابتدا برهان.

داریم: بنابراین، است. G گراف
γ(G) ≤ |V١ ∪ V٢| = |V١|+ |V٢| ≤ |V١|+ ٢|V٢| = γI(G).

�صورت این در .V٢ = ∅ شود می نتیجه پس ،γ(G) = γI(G) داریم مسئله فرض به بنا چون و
داریم: نتیجه در است. G گراف برای ٢-احاطه�گر مجموعه یک V١

γ٢(G) ≤ |V١| = γI(G) = γ(G).

اثبات بنابراین، .γ٢(G) = γ(G) = |V١| نتیجه در .γ(G) ≤ γ٢(G) داریم همواره طــرفی از
می�شود. کامل (i) قسمت

می�شود. ثابت ٧.٢.٢ قضیه طبق نیز (ii) قسمت
V١ مجموعه در رأس دو v و u کنید فرض می�کنیم. بیان را (iii) قسمت اثبات ادامه در
مجموعه آنگاه ،NG(u)∩NG(v)∩ V٠ = {z} اگر .|NG(u)∩NG(v)∩ V٠| = ١ به�طوری�که باشند
در γ(G) = γ٢(G) = |V١| با که است G گراف برای احاطه�گر مجموعه یک (V١ \ {u, v}) ∪ {z}

.NG(u) ∩NG(v) ∩ V٠ ≥ ٢ بنابراین است. تناقض

G خانواده
برای می�کنند. صدق γ(G) = γI(G) رابطه�ی در که است G گراف�های ساختار تعیین ما هدف

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را گراف�ها از G خانواده�ی ابتدا منظور، این
G٠, G١, . . . , Gk دنباله یک از که باشد G گراف�های از خانواده�ای G کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
آنگاه ،k ≥ ١ اگر و G = Gk ،G٠ = C۴ کنید فرض می�آیند. به�دست زیر به�صورت گراف�ها از

است. آمده به�دست زیر عملگرهای از یکی با Gi از i = ٠, ١, . . . , k − ١ برای Gi+١
باشد. γI(Gi)-تابع یک fi = (V fi٠ , V fi١ , V fi٢ ) ،i = ٠, . . . , k ازای به کنید فرض ادامه در

|NGi(u) ∩ NGi(v) ∩ V٠fi | ≥ ٢ طوری�که به باشند، V١fi عضو v و u کنید فرض :O١ عملگر
کنید. وصل v و u رأس دو به دقیقا را آن و کرده اضافه را x جدید رأس

کنید. وصل P٣ مسیر از برگ دو به را degGi
(v) ≥ ٢ با v ∈ V١fi رأس :O٢ عملگر

،degGi
(u) ≥ ٢ به�طوری�که باشند V١fi مجموعه از رأس دو v و u کنید فرض :O٣ عملگر

را کدام هر و کنید اضافه را y و x جدید رأس دو NGi(u) ∩NGi(v) ∩ V٠fi = ∅ و degGi
(v) ≥ ٢

کنید. متصل v و u رأس دو به دقیقا
داشته ،j = ١,٢ برای به�طوری�که باشند همبند گراف دو G٢ و G١ کنید فرض :O۴ عملگر
و کنید اضافه را y و x جدید رأس دو باشد. γI(Gj)-تابع یک fj و γI(Gj) = γ(Gj) باشیم
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.i = ١,٢,٣,۴ ،Oi عملگرهای :١.٣ شکل
با v ∈ V (G٢) رأس یک دقیقا و u ∈ V (G١) رأس یک به دقیقا را رأس دو این از یک هر

کنید. متصل f١(u) = f٢(v) = ١
�شده�اند. داده نشان i = ١,٢,٣,۴, Oi عملگرهای ١.٣ شکل در

به�طوری�که است کاکتوسهمبند گراف یک G که دادند نشان [١٧] در ولکمن و هانسبرگ
که می�دهیم نشان زیر مشاهده در باشد. C۴-کاکتوس یک G اگر تنها و اگر γ٢(G) = γ(G)

هستند. G خانواده از زیرخانواده�ای C۴-کاکتوس گراف�های
می�شود. حاصل O٢ عملگر از استفاده با و C۴ از C۴-کاکتوس گراف یک .١.٢.٣ مشاهده

موازی یال دو جایگذاری با T درخت از که باشد C۴-کاکتوس گراف یک G کنید فرض برهان.
T درخت از برگ یک x کنید فرض شود. حاصل جدید یال هر زیرتقسیم و یال هر جای به
حکم حال است. C۴-کاکتوس گراف یک G′ �صورت این در .G′ = G−NG[x] دهید قرار باشد،

می�شود. ثابت راحتی به استقرا از استفاده با
با برابر ایتالیایی احاطه�گری عدد که پرداخت خواهیم گراف�هایی دسته�بندی به ادامه در
دسته�بندی این در نیاز مورد نمادهای و مفاهیم ابتدا منظور این برای دارند. احاطه�گری عدد

می�کنیم. بیان را
G٢ و G١ گراف دو مجزا١ اجتماع ،G١ + G٢ از منظور که می�شود یادآوری .١.٢.٣ ملاحظه
f = f١+f٢ نماد آنگاه باشد یکγI(Gi)-تابع fi و همبند یکگراف Gi ،i = ١,٢ برای اگر است.
.x ∈ V (Gi)برای f(x) = fi(x) به�طوری�که می�بریم رویG٢+G١به�کار برای(G٢+G١)γI-تابع را
است G از G′ مانند زیرگرافی ،G گراف از ٢ بحرانی فراگیر زیرگراف یک .٢.٢.٣ ملاحظه

.γ(G′ − e) > γ(G′) داریم e ∈ E(G′) یال هر برای و V (G′) = V (G) به�طوری�که
احاطه�گری عدد دارای ،G خانواده به متعلق گراف�ها که می�کنیم ثابت زیر لم در حال

هستند. احاطه�گری عدد با برابر ایتالیایی
١disjoint union
٢spanning critical subgraph



٣٣ گراف�ها از خانواده چند معرفی و مسأله بیان
.γ(G) = γI(G) آنگاه باشد، G ∈ G اگر .١.٢.٣ لم

را حکم G ∈ G گراف ساخت در شده استفاده عملگرهای تعداد روی استقرا کمک با برهان.
قضیه کنید فرض .γ(C۴) = γI(C۴) که می�دانیم استقرا پایه مرحله� به�عنوان می�کنیم. ثابت
i+١ از G فرضکنید باشد. برقرار می�آید، به�دست عملگر i′ ≤ i از استفاده با که G′ گراف برای
O۴ یا O٣ ،O٢ ،O١ عملگرهای از یکی با Gi گراف از G = Gi+١ بنابراین شود. ساخته عملگر

.γ(Gi) = γI(Gi) طوری�که می�شودبه حاصل
فرض باشد. γI(Gi)-تابع یک fi و باشد آمده به�دست O١ عملگر با Gi از Gi+١ کنید فرض
به که باشد جدیدی رأس x و |NGi(u) ∩ NGi(v) ∩ V٠fi | ≥ ٢ به�طوری�که u, v ∈ V١fi کنید
و می�باشد Gi+١ گراف برای احاطه�گر مجموعه یک V١fi به�وضوح است. متصل u, v رأس دو
یک S آنگاه ،x /∈ S اگر باشد. یک(١+Gi)γ-مجموعه S فرضکنید .γ(Gi+١) ≤ γ(Gi) بنابراین
و x ∈ S کنید فرض حال .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١) بنابراین است. Gi گراف برای احاطه�گر مجموعه
احاطه�گر مجموعه یک (S−{x})∪{u٠} مجموعه این�صورت در .u٠ ∈ NGi(u)∩NGi(v)∩V٠fi
.γ(Gi) = γ(Gi+١) که می�گیریم نتیجه بنابراین .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١) پس است. Gi گراف برای
تعیین با را fi تابع می�توان به�وضوح .γI(Gi) = γI(Gi+١) که می�دهیم نشان ادامه در
نتیجه در داد. توسیع Gi+١ گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک به x رأس برای ٠ وزن

داریم: ،٢.٢.٢ نتیجه به توجه با .γI(Gi+١) ≤ γI(Gi)

γ(Gi+١) ≤ γI(Gi+١) ≤ γI(Gi) = γ(Gi) = γ(Gi+١).

می�گیریم: نتیجه پس .γI(Gi+١) = γI(Gi) بنابراین،
γ(Gi+١) = γ(Gi) = γI(Gi) = γI(Gi+١).

به�طوری�که v ∈ V١fi فرضکنید است. آمده O٢به�دست عملگر Giبا ١+Giاز فرضکنید ادامه در
یک V١fi ∪ {y} به�وضوح است. شده متصل P٣ : xyz مسیر از برگ دو به v و degGi

(v) ≥ ٢
یک S کنید فرض .γ(Gi+١) ≤ γ(Gi) + ١ بنابراین، است. Gi+١ گراف برای احاطه�گر مجموعه
S \ {x, y, z} مجموعه آنگاه ،v ∈ S اگر .S ∩ {x, y, z} ̸= ∅ به�وضوح باشد. (١+Gi)γ-مجموعه
فرضکنید حال .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١)−١ داریم پس است. Gi گراف برای احاطه�گر مجموعه یک
برای احاطه�گر یکمجموعه (S \{x, y, z}

)
∪{v} آنگاه ،|S∩{x, y, z}| ≥ ٢ اگر نباشد. S عضو v

.|S ∩ {x, y, z}| = ١ کنید فرض ادامه در پس .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١)− ١ بنابراین، است. Gi گراف
بنابراین، است. Gi گراف برای احاطه�گر مجموعه یک S \ {y} مجموعه و y ∈ S �صورت این در

.γ(Gi+١) = γ(Gi) + ١ داریم پس .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١)− ١
تعیین با را fi تابع می�توان به�وضوح .γI(Gi+١) = γI(Gi) + ١ که می�دهیم نشان ادامه در
Gi+١ گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک به y رأس برای ١ وزن و z و x رئوس برای ٠ وزن

داریم: ،٢.٢.٢ نتیجه به توجه با حال داد. توسیع
γ(Gi+١) ≤ γI(Gi+١) ≤ γI(Gi) + ١ = γ(Gi) + ١ = γ(Gi+١).
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می�گیریم: نتیجه پس .γI(Gi+١) = γI(Gi) + ١ بنابراین،

γ(Gi+١) = γ(Gi) + ١ = γI(Gi) + ١ = γI(Gi+١).

-γI(Gi) یک fi کنید فرض است. آمده به�دست O٣ عملگر با Gi از Gi+١ کنید فرض حال
و degGi

(v) ≥ ٢ ،degGi
(u) ≥ ٢ به�طوری�که باشند V١fi مجموعه از رأس دو v و u و تابع

جدید رأس دو کردن اضافه با Gi از Gi+١ کنید فرض همچنین .NGi(u) ∩NGi(v) ∩ V٠fi = ∅

یک V١fi به�وضوح باشد. آمده به�دست v و u رأس دو به آن�ها از یک هر کردن متصل و y و x

یک S کنید فرض .γ(Gi+١) ≤ γ(Gi) بنابراین، است. Gi+١ گراف برای احاطه�گر مجموعه
Gi گراف برای احاطه�گر مجموعه یک S آنگاه ،S ∩ {x, y} = ∅ اگر باشد. (١+Gi)γ-مجموعه
،|S ∩ {x, y}| = ٢ اگر .S ∩ {x, y} ̸= ∅ کنید فرض حال .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١) نتیجه در است.
Gi گراف برای احاطه�گر مجموعه یک (S \ {x, y}

)
∪ {u, v} مجموعه و {u, v} ∩ S = ∅ آنگاه

و x چون .|S ∩ {x, y}| = ١ کنید فرض حال .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١) می�گیریم نتیجه پس است.
.u ∈ S که کرد فرض می�توان کلیت، از کاستن بدون می�شوند، احاطه S مجموعه توسط y
داریم پس است. Gi گراف برای احاطه�گر مجموعه یک (S \ {x, y}

)
∪ {v} �صورت این در

.γ(Gi) = γ(Gi+١) می�شود نتیجه بنابراین، .γ(Gi) ≤ γ(Gi+١)
وزن تعیین با را fi تابع می�توان به�وضوح .γI(Gi) = γI(Gi+١) که می�دهیم نشان حال
بنابراین، داد. توسیع Gi+١ گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک به y و x رئوس برای ٠

داریم: ،٢.٢.٢ نتیجه بر بنا حال .γI(Gi+١) ≤ γI(Gi)

γ(Gi+١) ≤ γI(Gi+١) ≤ γI(Gi) = γ(Gi) = γ(Gi+١).

می�شود: نتیجه بنابراین، .γI(Gi+١) = γI(Gi) داریم نتیجه در
γ(Gi+١) = γ(Gi) = γI(Gi) = γI(Gi+١).

که داد نشان می�توان مشابه طریق به باشد، آمده به�دست O۴ عملگر با و Gi گراف از Gi+١ اگر
می�شود. کامل اثبات بنابراین .γ(Gi+١) = γI(Gi+١)

استاندارد γI(G)-تابع را ١.٢.٣ لم اثبات در شده توصیف γI(G)-تابع ،G ∈ G گراف برای
آنجا از است. دو درجه دارای V٠fG از رأس هر صورت این در می�دهیم. نشان fG با و می�نامیم

است. برقرار زیر مشاهده است، مستقل مجموعه یک V١fG و V٢fG
= ∅ که

degG(x) = ٢ داشت خواهیم e = xy ∈ E(G) یال هر برای آنگاه ،G ∈ G اگر .٢.٢.٣ مشاهده
است. G گراف در دو درجه دارای V٠fG از رأس هر همچنین .degG(y) = ٢ یا

F خانواده
به�دست زیر روش�های از براساسیکی به�طوری�که باشد F گراف�های از خانواده�ای F فرضکنید

آمده�اند.



٣۵ اصلی نتایج
fG١(u) = ٠ به�طوری�که است آمده به�دست uv یال تعدادی افزودن با G١ ∈ G گراف از F (١

باشد. γ(G١) برابر حاصل گراف احاطه�گری عدد و ،fG١(v) = ٠ یا
گراف�های از G١ + . . . + Gk مجزای اجتماع از F گراف ،k ≥ ١ صحیح عدد ازای به (٢

به�طوری�که است آمده به�دست uv یال تعدادی افزودن با و G١, . . . , Gk ∈ G

آمده به�دست گراف همچنین .(fG١ + . . .+ fGk
)
(v) = ٠ یا (fG١ + . . .+ fGk

)
(u) = ٠

می�تواند uرأس که شود (دقت باشد. γ(G١+ . . .+Gk) برابر آن احاطه�گری عدد و همبند
شود.) استفاده ،uv شده اضافه یال یک از بیش در

است. بدیهی زیر مشاهده ،F خانواده به متعلق گراف�های ساختار به توجه با
degF (x) ≥ ٣ به�طوری�که است e = xy یکیال دارایحداقل F ∈ F گراف هر .٣.٢.٣ مشاهده

.degF (y) ≥ ٣ و

اصلی نتایج ٣.٣
می�دهیم. پاسخ ٢.٢.٣ و ١.٢.٣ مسائل به بخش این در

.G ∈ G ∪ F اگر تنها و اگر γ(G) = γI(G) ،G همبند و بدیهی غیر گراف برای .١.٣.٣ قضیه
G ∈ F کنید فرض بنابراین، .γ(G) = γI(G) آنگاه G ∈ G اگر ،١.٢.٣ لم به توجه با برهان.
fG′

(u) = ٠ آن در که است آمده به�دست uv یال تعدادی کردن اضافه با G′ ∈ G گراف از G و
است. G گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک fG′ به�وضوح .γ(G) = γ(G′) و fG′

(v) = ٠ یا
رابطه� طبق ،γ(G) = γ(G′) چون طرفی از .γI(G) ≤ γI(G

′) داریم پس
γ(G) ≤ γI(G) ≤ γI(G

′) = γ(G′),

داریم: بنابراین، .γI(G) = γI(G
′) می�شود نتیجه

γI(G) = γI(G
′) = γ(G′) = γ(G).

است. برقرار حکم پس
گراف�های از G١ + G٢ + . . . + Gk مجزای اجتماع از G ،k ≥ ١ ازای به کنید فرض حال

به�طوری�که است آمده به�دست uv یال تعدادی کردن اضافه با و G١, G٢, . . . , Gk ∈ G(
fG١ + fG٢ + . . .+ fGk

)
(u) = ٠,

)یا
fG١ + fG٢ + . . .+ fGk

)
(v) = ٠,

همچنین و
γ(G) = γ(G١ +G٢ + . . .+Gk).
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در است. G گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک fG١ + fG٢ + . . .+ fGk تابع �صورت این در
.γI(G) = γ(G) که کرد مشاهده می�توان آسانی پسبه .γI(G) ≤ γI(G١+G٢+. . .+Gk) نتیجه

است. برقرار حکم بنابراین
γI(G) = γ(G) که G غیربدیهی گراف مرتبه روی استقرا با قضیه، عکس اثبات منظور به
گزاره از (ii) قسمت طبق باشد. n مرتبه از گرافی G کنید فرض .G ∈ G ∪ F می�دهیم نشان
استقرا، پایه مرحله به�عنوان .n ≥ ۴ بنابراین ،γ(C٣) ̸= γI(C٣) چون .n ≥ ٣ داریم ،١.٢.٣
حال .G = C۴ ∈ G می�شود نتیجه ،γ(G) ≥ ٢ چون .γ(G) > ١ به�وضوح .n = ۴ کنید فرض
فرضکنید .G ∈ G∪F داریم γ(G′) = γI(G

′) که n′ < n مرتبه از G′ گراف هر برای فرضکنید
f = (V٠, V١, V٢) تابع کنید فرض .γ(G) = γI(G) به�طوری�که باشد n ≥ ۵ مرتبه از گرافی G

می�دهیم. ادامه V٠ در G رئوس درجه اندازه براساس را اثبات حال باشد. γI(G)-تابع یک
است. ٢ درجه از x ∈ V٠ رأس هر کنید فرض :١ حالت

همچنین .|NG(u)∩NG(v)∩V٠| ≥ ٣ به�طوری�که باشند موجود u, v ∈ Vرئوس١ فرضکنید
γ(G′) = که می�دهیم نشان .G′ = G − x و {x, y, z} ⊆ NG(u) ∩ NG(v) ∩ V٠ کنید فرض
بنابراین، است. G′ گراف برای احاطه�گر مجموعه یک V١ به�وضوح .γI(G′) = γI(G) و γ(G)

یک S′ آنگاه ،{u, v} ∩ S′ ̸= ∅ اگر باشد. γ(G′)-مجموعه یک S′ کنید فرض .γ(G′) ≤ γ(G)

کنید فرض بنابراین، .γ(G) ≤ γ(G′) داریم نتیجه در است. G گراف برای احاطه�گر مجموعه
S = (S′ \ {x, y}) ∪ {u, v} می�گیریم نتیجه پس .{x, y} ⊆ S′ �صورت این در .{u, v} ∩ S′ = ∅

.γ(G) = γ(G′) نتیجه در .γ(G) ≤ γ(G′) لذا است. G گراف برای احاطه�گر مجموعه یک
ایتالیایی احاطه�گر تابع یک f |V (G′) به�وضوح .γI(G) = γI(G

′) که می�دهیم نشان ادامه در
رابطه از �صورت این در .γI(G′) ≤ γI(G) داریم پس است. G′ گراف روی

γI(G
′) ≤ γI(G) = γ(G) = γ(G′) ≤ γI(G

′)

مشاهده به توجه با .G′ ∈ G∪F داریم فرضاستقرا طبق حال .γI(G′) = γ(G′) می�شود نتیجه
در است. آمده به�دست O١ عملگر با G′ ∈ G از G بنابراین، .G′ ∈ G می�گیریم نتیجه ،٣.٢.٣

.G ∈ G نتیجه
فرض همچنین .|NG(u) ∩NG(v) ∩ V٠| ≤ ٢ ،u, v ∈ V١ رأس دو هر برای کنید فرض حال
همبندی به توجه با که دقتشود .NG(u)∩NG(v)∩V٠ ̸= ∅ داریم u, v ∈ Vرأس١ دو برای کنید
،١.٢.٣ مشاهده از (iii) قسمت طبق صورت این در هستند. موجود رأس�هایی چنین Gگراف
،n ≥ ۵ چون .NG(u) ∩NG(v) ∩ V٠ = {x, y} کنید فرض .|NG(u) ∩NG(v) ∩ V٠| = ٢ داریم
.degG(v) = ٢ کنیـــد فرض .degG(u) ≥ ٣ کرد فرض می�توان کلیت، دادن دست از بدون
یک V١ \ {v} به�وضوح .γ(G′) = γI(G

′) که مـی�دهیـــم نشان .G′ = G − NG[v] دهـــید قرار
S′ اگر دیگر، طرف از .γ(G′) ≤ γ(G) − ١ نتیجه در است. G′ گراف برای احاطه�گر مجموعه
پس است. Gگراف برای احاطه�گر مجموعه یک S = S′ ∪{v} آنگاه باشد، یکγ(G′)-مجموعه

.γ(G) = γ(G′) + ١ که می�گیریم نتیجه بنابراین، .γ(G) ≤ γ(G′) + ١
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روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک f |V (G′) چون .γI(G) = γI(G

′)+١ می�دهیم نشان ادامه در
داریم: نتیجه در .γI(G′) ≤ γI(G)− ١ پس است، G′ گراف

γI(G
′) ≤ γI(G)− ١ = γ(G)− ١ = γ(G′) ≤ γI(G

′).

با همچنین .G′ ∈ G ∪ F که می�شود نتیجه استقرا فرض طبق .γI(G′) = γ(G′) بنابراین،
آمده به�دست O٢ عملگر با G′ از G بنابراین، .G′ ∈ G می�گیریم نتیجه ،٣.٢.٣ مشاهده به توجه
نشان .G′ = G − {x, y} دهید قرار .degG(v) ≥ ٣ کنید فرض حال .G ∈ G نتیجه در و است
پس است. G′ گراف برای احاطه�گر مجموعه یک V١ به�وضوح .γ(G′) = γI(G

′) که می�دهیم
S′ آنگاه ،{u, v} ∩ S′ ̸= ∅ اگر باشد. γ(G′)-مجموعه یک S′ کنید فرض .γ(G′) ≤ γ(G) داریم
می�کنیم فرض بنابراین، .γ(G) ≤ γ(G′) نتیجه در است. G گراف برای احاطه�گر مجموعه یک
به�طوری�که دارند وجود w ∈ NG(v) \ {x, y} و z ∈ NG(u) \ {x, y} رئوس .{u, v} ∩ S′ = ∅

در است. Gگراف برای احاطه�گر مجموعه یک S = S′ \ {z, w}∪ {u, v} به�وضوح .{z, w} ⊆ S′

.γ(G) = γ(G′) بنابراین، .γ(G) ≤ γ(G′) نتیجه
روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک f |V (G′) به�وضوح .γI(G) = γI(G

′) که می�دهیم نشان حال
رابطه از .γI(G′) ≤ γI(G) داریم پس است. G′ گراف

γI(G
′) ≤ γI(G) = γ(G) = γ(G′) ≤ γI(G

′)

همچنین .G′ ∈ G ∪F داریم استقرا فرض طبق بنابراین، .γI(G′) = γ(G′) که می�گیریم نتیجه
خواهیم ١.٢.٣ گزاره از (iii) قسمت به توجه با .G′ ∈ G که می�شود نتیجه ٣.٢.٣ مشاهده از
گراف اگر .degG′(v) ≥ ٢ و degG(u) ≥ ٢ داریم بنابراین، .degG(v) ≥ ۴ و degG(u) ≥ ۴ داشت
باشد، ناهمبند G′ اگر همچنین است. آمده به�دست O٣ عملگر با G′ از G آنگاه باشد، همبند G′

.G ∈ G نتیجه در است. آمده به�دست O۴ عملگر با G′ از G آنگاه
.degG(v) ≥ ٣ به�طوری�که است موجود v ∈ V٠ رأس کنید فرض :٢ حالت

مجموعه یک V١ چون است. آمده به�دست G[V٠] یال�های حذف با G از G١ کنید فرض
احاطه�گری عدد یال حذف چون طرفی از .γ(G١) ≤ γ(G) داریم است، G١ گراف برای احاطه�گر
f به�وضوح .γ(G١) = γ(G) می�گیریم نتیجه پس .γ(G) ≤ γ(G١) داریم نمی�دهد، کاهش را

رابطه� از .γI(G١) = γI(G) نتیجه در است. G١ گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک
γI(G) = γ(G) = γ(G١) ≤ γI(G١) ≤ γI(G)

به�وضوح باشد. G١ از بحرانی فراگیر زیر�گراف G٢ فرضکنید .γI(G١) = γ(G١) می�گیریم نتیجه
داریم نتیجه در است. G٢ گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک f و γ(G٢) = γ(G١)

رابطه از .γI(G٢) ≤ γI(G١)
γI(G١) = γ(G١) = γ(G٢) ≤ γI(G٢) ≤ γI(G١)

فرض .degG٢(x) = ٢ ،x ∈ V٠ هر برای که می�کنیم ثابت .γI(G٢) = γ(G٢) می�گیریم نتیجه
و ،a, b, c ∈ NG٢(x) کنید فرض .degG٢(x) ≥ ٣ به�طوری�که باشد موجود x ∈ V٠ رأس کنید

داشت خواهیم ١.٢.٣ گزاره از (iii) قسمت به توجه با .a, b, c ∈ V١ بنابراین
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یک V١ چون .|NG٢(b) ∩ NG٢(c)| ≥ ٢ و |NG٢(a) ∩ NG٢(c)| ≥ ٢ ،|NG٢(a) ∩ NG٢(b)| ≥ ٢
طرف از .γ(G٢ − xb) ≤ γ(G٢) = γ(G١) پس است، G٢ − xb گراف برای احاطه�گر مجموعه
هر برای بنابراین، است. تناقض یک این و است G١ از بحرانی فراگیر زیرگراف یک G٢ دیگر،
نتیجه در و G٢ ∈ G ١داریم حالت به توجه با حال .degG٢(x) = ٢ داشت خواهیم ،x ∈ V٠ رأس

می�شود. کامل اثبات بنابراین، .G ∈ F

داریم: ٢.٢.٢ مشاهده بر بنا آنگاه ،γ(G) = γ٢(G) باشیم داشته G گراف برای اگر
γ(G) ≤ γI(G) ≤ γ٢(G) = γ(G).

مشاهده ١.٢.٣ گزاره از (i)قسمت و نتیجه�گیری این طبق .γ(G) = γI(G) می�شود نتیجه پس
می�شود. نتیجه زیر

اگر تنها و اگر γ(G) = γ٢(G) داریم G غیربدیهی گراف هر برای .١.٣.٣ مشاهده
.γ(G) = γI(G)

می�شود. نتیجه نیز زیر قضیه ،١.٣.٣ و ١.٣.٣ مشاهدات طبق
.G ∈ G ∪ F اگر تنها و اگر γ(G) = γ٢(G) داریم G غیربدیهی گراف هر برای .٢.٣.٣ قضیه



۴ فصل
عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط

دوگانه رومی احاطه�گری

مقدمه ١.۴
را دوگانه رومی احاطه�گری نام به رومی احاطه�گری از جدیدی نوع [٣] در همکاران و بیلر
کردند بررسی را رومی احاطه�گری و احاطه�گری نوع این بین ارتباط سپس کردند. معرفی
ارائه احاطه�گری عدد حسب بر دوگانه رومی احاطه�گری عدد برای پایینی و بالا کران�های و
شده ارائه پایین کران تساوی در که گراف�هایی برای کافی و لازم شرط همچنین نمودند.
عدد و دوگانه رومی احاطه�گری عدد ارتباط بررسی به سپس کردند. بیان می�کنند، صدق
بر دوگانه رومی احاطه�گری عدد برای بالایی کران همچنین پرداختند. درخت�ها در احاطه�گری
می�کنند، صدق شده ارائه کران تساوی در که را درخت�هایی تمام و داده ارائه گراف مرتبه حسب
عدد و ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط داریم قصد رساله از فصل این در کردند. دسته�بندی
عدد برای کران�هایی ،٢.۴ بخش در منظور این برای کنیم. بررسی را دوگانه رومی احاطه�گری
بخش در سپس می�دهیم. ارائه دوگانه رومی احاطه�گری عدد حسب بر ایتالیایی احاطه�گری
صدق بخش۴.٢ در شده ارائه پایین کران تساوی در که درخت�ها از نامتناهی خانواده یک ٣.۴
و پرداخته F١ خانواده معرفی به عملگر، دو معرفی با ۴.۴ بخش در می�کنیم. معرفی می�کنند
در می�کنیم. دسته�بندی می�کنند، صدق شده ارائه بالای کران در که را گراف�هایی تمام سپس



دوگانه رومی احاطه�گری عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ۴٠
که را درختانی همه�ی و پرداخته فصل این در شده ارائه نتایج اثبات به ۵.۴ بخش در و پایان

می�کنیم. دسته�بندی می�کنند، صدق شده ارائه بالای کران تساوی در
کنیم: می یادآوری را فصل این نیاز مورد پارامترهای برخی تعاریف مطالعه، سهولت جهت

از است عبارت G = (V,E) گراف روی IDF یک اختصار به یا ایتالیایی احاطه�گر تابع یک
داشته ،f(v) = ٠ که v ∈ V رأس هر برای که شرط این با f : V −→ {٠, ١,٢} مانند تابعی
w(f) =

∑
u∈V f(u) مقدار با برابر f ایتالیایی احاطه�گر تابع وزن .∑u∈NG(v) f(u) ≥ ٢ باشیم

احاطه�گر توابع میان در وزن مینیمم از است عبارت G گراف ایتالیایی احاطه�گری عدد است.
می�دهیم. نشان γI(G) نماد با را آن و G گراف روی ایتالیایی

با شود می نامیده Gگراف روی ، دوگانه رومی احاطه تابع تابع ،f : V −→ {٠, ١,٢,٣} تابع
همسایه V٣ در رأس یک یا و V٢ در رأس دو حداقل با بایستی v رأس گاه آن ، اگر که ویژگی این
اگر باشد. داشته V٢ ∪ V٣ در همسایه یک حداقل باید v رأس آنگاه ،f(v) = ١ اگر و باشد.
احاطه تابع یک وزن باشد. داشته V٢ ∪ V٣ در همسایه یک حداقل باید v رأس آنگاه ،f(v) = ١
DRDF یک وزن مقدار کمترین .f(V ) =

∑
v∈V f(v) مقدار با است برابر ،f دوگانه رومی گر

شود. می نامیده γdR(G) ، دوگانه رومی گری احاطه عدد ،G روی

حسب بر ایتالیایی احاطه�گری عدد برای کران�هایی ٢.۴
دوگانه رومی احاطه�گری عدد

مورد را دوگانه رومی احاطه�گری عدد و ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ابتدا بخش، این در
می�دهیم. قرار بررسی

داریم: G گراف هر برای .١.٢.۴ قضیه
γdR(G)/٢ ≤ γI(G) ≤ ٢γdR(G)/٣.

این در باشد. γI(G)-تابع یک f = (V f٠ , V f١ , V f٢ ) و دلخواه گراف یک G کنید فرض برهان.
نتیجه در است. G گراف روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک g = (V f٠ , ∅, V f١ , V f٢ ) صورت

داریم:
γdR(G) ≤ ٣|V f٢ |+ ٢|V f١ | ≤ ۴|V f٢ |+ ٢|V f١ | = ٢γI(G).

می�شود. اثبات حکم پایین کران بنابراین،
h = (V g٠ , V g٢ , V g٣ ) بنابراین باشد. γdR(G)-تابع یک g = (V g٠ , ∅, V g٢ , V g٣ ) کنید فرض حال

می�گیریم: نتیجه پس است. G گراف برای ایتالیایی احاطه�گر تابع یک
γI(G) ≤ w(h) = ٢|V g٣ |+ |V g٢ | = γdR(G)− (|V g٣ |+ |V g٢ |).



۴١ درخت�ها
می�گیریم نتیجه پس است. G گراف برای احاطه�گر مجموعه یک V g٢ ∪ V g٣ دیگر، طرف از
داریم ،٢.٣.٢ گزاره بر بنا حال .γI(G) ≤ γdR(G) − γ(G) نتیجه در .γ(G) ≤ |V g٢ | + |V g٣ |

داریم: بنابراین، .γdR(G) ≤ ٣γ(G)

γI(G) ≤ γdR(G)− γ(G) ≤ γdR(G)− γdR(G)/٣ = ٢γdR(G)/٣.

γI(G)-تابع یک f = (V f٠ , V f١ , V f٢ ) و γdR(G)/٢ = γI(G) باشیم داشته G گراف برای اگر
-٢ مجموعه یک V f١ بنابراین .V f٢ = ∅ که می�شود نتیجه ١.٢.۴ قضیه اثبات بر بنا باشد،
γI(G) ≤ γ٢(G) همواره چون .γ٢(G) ≤ |V f١ | = γI(G) پسداریم است. Gگراف برای احاطه�گر

می�شود. حاصل زیر نتیجه بنابراین، .γI(G) = γ٢(G) می�گیریم نتیجه
.γI(G) = γ٢(G) آنگاه ،γdR(G)/٢ = γI(G) باشیم داشته G گراف برای اگر .١.٢.۴ نتیجه

.V f٢ = ∅ داریم ،f = (V f٠ , V f١ , V f٢ ) γI(G)-تابع هر برای همچنین
حالی در γI(P٣) = γ٢(P٣) مثال، به�عنوان نیست. برقرار ١.٢.۴ نتیجه عکس که شود دقت

.γdR(P٣)/٢ ̸= γI(P٣) که
می�کنند صدق ١.٢.۴ قضیه کران تساوی در که گراف�هایی برای کافی و لازم شرایط ادامه در

می�کنیم. بررسی را
و γdR(G) = ٣γ(G) اگر تنها و اگر γI(G) = ٢γdR(G)/٣ داریم G گراف برای .٢.٢.۴ نتیجه

.γI(G) = ٢γ(G)

و γdR(G) = ٣γ(G) داریم ،١.٢.۴ قضیه اثبات طبق .γI(G) = ٢γdR(G)/٣ کنید فرض برهان.
است. بدیهی نیز حکم عکس اثبات .γI(G) = ٢γ(G)

هر برای آنگاه ،γI(G) = ٢γdR(G)/٣ باشیم داشته G گراف برای اگر .٣.٢.۴ نتیجه
.V f٢ = ∅ داریم ،f = (V f٠ , ∅, V f٢ , V f٣ ) γdR(G)-تابع

باشد. γdR(G)-تابع یک f = (V f٠ , ∅, V f٢ , V f٣ ) و γI(G) = ٢γdR(G)/٣ کنید فرض برهان.
داریم: پس ،γ(G) = |V f٢ |+ |V f٣ | چون .V f٢ ̸= ∅ کنید فرض همچنین

γdR(G) = ٣γ(G) = ٣|V f٢ |+ ٣|V f٣ | > ٢|V f٢ |+ ٣|V f٣ | = γdR(G).

.V f٢ = ∅ بنابراین است. تناقض یک رابطه این که

درخت�ها ٣.۴
می�کنند صدق ١.٢.۴ قضیه پایین کران تساوی در که درخت�ها از خانواده��ای ابتدا بخش، این در
دسته�بندی را می�کنند صدق بالا کران تساوی در که درخت�هایی همه سپس . می�دهیم ارائه

می�کنیم.



دوگانه رومی احاطه�گری عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ۴٢

..

U

.

V

.

f١

T۴ درخت :١.۴ شکل

Tk درخت�های
و P۵ از متمایز کپی k شامل که باشد درختی Tk کنید فرض ،k مثبت صحیح عدد هر ازای به
نشان را T۴ درخت یک ١.۴ شکل هستند. مسیرها این مرکزی رأس�های بین جدید یال k − ١

می�دهد.
به به�طوری�که باشد {vi١, vi٢, . . . , vi۵} رئوس مجموعه دارای P۵ از کپی i-امین کنید فرض
f ایتالیایی احاطه�گر تابع هر برای به�وضوح باشد. vi

j+١ رأس با مجاور vij رأس j = ١, . . . ,۴ ازای
را g تابع دیگر، طرف از .γI(Tk) ≥ ٣k نتیجه در .f(vi١)+. . .+f(vi۵) ≥ ٣ داریم ،Tk درخت روی
g(vi٢) = f(vi۴) = ٠ دهید قرار ،i = ١,٢, . . . , kازای به تعریفمی�کنیم. به�صورتزیر V (Tk)روی
ایتالیایی احاطه�گر تابع یک g تابع شود دقت .g(x) = ١ دهید قرار نیز Tk رأسدیگر هر ازای به و

داریم پس است. Tk درخت روی
γI(Tk) ≤ W (g) = ٣k.

بنابراین .γdR(Tk) = ۶k که داد نشان می�توان مشابه طریق به .γI(Tk) = ٣k بنابراین
.γdR(Tk)/٢ = γI(Tk)

باشـــــد رأســــی w ∈ V (T ′) و γdR(T ′)/٢ = γI(T
′) ،T ′ درخــــت برای فـــرضکنید .١.٣.۴ لم

اضافه و P٢ = uv مسیر کردن اضافه� با T ′ درخت از T درخت اگر .γdR(T ′ − w) > γdR(T
′) که

.γdR(T )/٢ = γI(T ) آنگاه آید، بدست uw جدید یال کردن
داریم: ،١.٢.۴ قضیه به توجه با برهان.

٢γI(T ′ − w) ≥ γdR(T
′ − w) > γdR(T

′) = ٢γI(T ′).

γI(T-تابع ′) هر برای ،١.٢.۴ نتیجه طبق همچنین .γI(T ′ − w) > γI(T
′) بنابراین

١ وزن تعیین با را γI(T-تابع ′) هر می�توان صورت این در .f(w) = ١ داریم f = (V f٠ , V f١ , V f٢ )
دهیم. توسعه T درخت روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک به ،uرأس برای ٠ وزن و v رأس برای
به�وضوح باشد. γI(T-تابع ) یک f١ کنید فرض حال .γI(T ) ≤ γI(T

′) + ١ می�گیریم نتیجه پس
T ′ درخت روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک f١|T ′ آنگاه ،f١(w) ̸= ٠ اگر .f١(u) + f١(v) ≥ ١
این در .f١(w) = ٠ می�کنیم فرض ادامه در پس .γI(T ′) ≤ γI(T ) − ١ داریم بنابراین، است.
می�کنیم. تعریف T ′ درخت رئوس مجموعه روی را f٢ تابع حال .f١(u) + f١(v) ≥ ٢ صورت



۴٣ F١ خانواده معرفی
f٢ صورت این در .f٢(x) = f١(x) دهید قرار ،x ̸= w رأس ازای به و f٢(w) = ٠ دهید قرار
نتیجه در .γI(T ′) ≤ γI(T ) − ١ بنابراین، است. T ′ درخت روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک

.γI(T ) = γI(T
′) + ١

f١ = (V f٠ , ∅, V f١ , ∅) تابع ،f = (V f٠ , V f١ , ∅) γI(T-تابع ′) پسبرایهر ،γdR(T ′)/٢ = γI(T
چون(′

وزن تعیین با می�توان را f١ تابع صورت این در .f١(w) = ٢ به�طوری�که است γdR(T-تابع ′) یک
توسیع T درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک به u رأس برای ٠ وزن و v رأس برای ٢

.γdR(T ) ≤ γdR(T
′) + ٢ داریم نتیجه در داد.

آنگاه ،g(w) = ٠ اگر باشد. γdR(T-تابع ) یک g = (V٠, ∅, V٢, V٣) که کنید فرض حال
در است. T ′ − w درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک g|T ′−w تابع و g(u) + g(w) ≥ ٣

داریم: نتیجه
γdR(T )− ٢ ≤ γdR(T

′) < γdR(T
′ − w) ≤ W (g|T ′−w) ≤ γdR(T )− ٣.

تابع و g(u) + g(w) ≥ ٢ صورت این در .g(w) ̸= ٠ بنابراین است. تناقض یک رابطه این و
در .γdR(T ′) ≤ γdR(T )− ٢ بنابراین است. T ′ درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک g|T ′

داریم: پس .γdR(T ) = γdR(T
′) + ٢ نتیجه

γdR(T )/٢ = (γdR(T
′) + ٢/(٢ = γI(T

′) + ١ = γI(T ).

F١ خانواده معرفی ۴.۴
از دنباله�ای از j ≥ ١ ازای به که باشد T برچسب بدون درختان از خانواده�ای F١ کنید فرض
و است r ≥ ٢ با k١,r ستاره با یکریخت T١ به�طوری�که می�آیند به�دست ،T١, . . . , Tj درخت�های
به�دست O′٢ و O′١ عملگرهای از یکی با Ti درخت از بازگشتی به�طور Ti+١ درخت آنگاه ،j ≥ ٢ اگر

می�آید.
درخت از Ti+١ صورت این در .γI(Ti − u) ≥ γI(Ti) و u ∈ V (Ti) کنید فرض : O′١ عملگر
در O′١ عملگر می�آید. به�دست (s ≥ ٢) ،K١,s ستاره مرکزی رأس به u رأس کردن متصل با Ti

است. شده داده نشان ٢.۴ شکل
متصل با Ti درخت از Ti+١ درخت صورت این در .u ∈ V (Ti) کنید فرض : O′٢ عملگر
جدید یال هر کردن تقسیم زیر سپس و s ≥ ١ برای K١,s ستاره مرکزی رأس به u رأس کردن

است. شده داده نشان ٣.۴ شکل در O′٢ عملگر می�آید. به�دست
γI(T ) = ٢γdR(T )/٣ رابطه در F١ خانواده در T درخت هر که می�دهیم نشان بعدی لم دو در

می�کند. صدق
شود، حاصل O′١ عملگر با Ti درخت از Ti+١ درخت و γI(Ti) = ٢γdR(Ti)/٣ اگر .١.۴.۴ لم

.γI(Ti+١) = ٢γdR(Ti+١)/٣ آنگاه



دوگانه رومی احاطه�گری عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ۴۴
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.O′عملگر١ :٢.۴ شکل
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Ti

.O′عملگر٢ :٣.۴ شکل

طبق .γI(Ti − u) ≥ γI(Ti) و u ∈ V (Ti) کنید فرض برهان.
٢
٣γdR(Ti−u) ≥ γI(Ti − u) ≥ γI(Ti) =

٢
٣γdR(Ti),

وابسته K١,s ستاره مرکزی رأس v فرضکنید می�گیریم. نتیجه را γdR(Ti−u) ≥ γdR(Ti) رابطه
Ti+١ درخت از قوی پشتیبان رأس یک v چون باشد. (١+Ti)γdR-تابع یک f و O′١ عملگر به
Ti درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک f |Ti آنگاه ،f(u) ̸= ٠ اگر .f(v) = ٣ پس است

داریم: بنابراین، است.
γdR(Ti) ≤ w(f |Ti) = w(f)− ٣ = γdR(Ti+١)− ٣.

پسطبق است. Ti − u جنگل برای دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک f |Ti−u صورت، این غیر در
می�گیریم: نتیجه ،١.٢.۴ قضیه

γdR(Ti) = ٣γI(Ti)/٢ ≤ ٣γI(Ti−u)/٢ ≤ γdR(Ti−u) ≤ w(f |Ti−u) ≤ w(f)−٣ = γdR(Ti+١)−٣.
هر برای ٠ وزن و v رأس برای ٣ وزن تعیین با می�توان را γdR(Ti)-تابع هر دیگر، طرف از
بنابراین داد. توسیع Ti+١ درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک به ،v با همسایه برگ

.γdR(Ti+١) = γdR(Ti) + ٣ می�شود نتیجه پس .γdR(Ti+١) ≤ γdR(Ti) + ٣
برای احاطه�گر مجموعه یک D ∪ {v} پس باشد. γ(Ti)-مجموعه یک D کنید فرض حال
برای ٢.٣.٢ قضیه و ٢.٢.۴ نتیجه طبق حال .γ(Ti+١) ≤ γ(Ti)+١ بنابراین است. Ti+١ درخت

می�گیریم: نتیجه ،Ti درخت
γdR(Ti+١) ≤ ٣γ(Ti+١) ≤ ٣γ(Ti) + ٣ = γdR(Ti) + ٣ = γdR(Ti+١).



۴۵ اصلی نتایج
.γI(Ti+١) = ٢γ(Ti+١) که کرد مشاهده می�توان مشابه به�طور .γdR(Ti+١) = ٣γ(Ti+١) بنابراین

.γI(Ti+١) = ٢γdR(Ti+١)/٣ داریم ،٢.٢.۴ نتیجه از مجدد استفاده با بنابراین
باشد، آمده به�دست O′٢ عملگر با Ti درخت از Ti+١ و γI(Ti) = ٢γdR(Ti)/٣ اگر .٢.۴.۴ لم

.γI(Ti+١) = ٢γdR(Ti+١)/٣ آنگاه
فرض همچنین باشد. ،s ≥ ١ ،K١,s ستاره رأسمرکزی v رأس و u ∈ V (Ti) فرضکنید برهان.
f کنید فرض است. آمده به�دست uv یال کردن تقسیم زیر از که است جدیدی رأس w کنید
f |Ti بنابراین .f(w) = ٠ که کرد فرض می�توان آنگاه ،f(v) = ٣ اگر باشد. (١+Ti)γdR-تابع یک

داریم: نتیجه در است. Ti درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک
γdR(Ti) ≤ w(f |Ti) = w(f)− ٣ = γdR(Ti+١)− ٣.

برگ v١ کنید فرض است. ضعیف پشتیبان رأس یک v بنابراین .f(v) ̸= ٣ می�کنیم فرض پس
نتیجه در و ،f(v) = ٠ بنابراین .f(v) ̸= ٢ کرد فرض می�توان به�وضوح باشد. v رأس با مجاور
g(u) = max{١, f(u)} به�صورت V (Ti) روی شده تعریف g تابع پس .f(v١) = f(w) = ٢ داریم
بنابراین، است. Ti درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک ،x ̸= u برای g(x) = f(x) و

داریم:
γdR(Ti) ≤ w(g) ≤ γdR(Ti+١)− ٣.

همسایه�های به ٠ وزن و vرأس به ٣ وزن تعیین با می�توان را γdR(Ti)-تابع هر دیگر، طرف از
.γdR(Ti+١) ≤ γdR(Ti)+٣ پسداریم داد. توسیع Ti+روی١ دوگانه رومی احطه�گر یکتابع به آن،
D∪{v}پس باشد. یکγ(Ti)-مجموعه D فرضکنید حال .γdR(Ti+١) = γdR(Ti)+٣ بنابراین
و ٢.٢.۴ نتیجه طبق .γ(Ti+١) ≤ γ(Ti) + ١ بنابراین است. Ti+١ برای احاطه�گر مجموعه یک

داریم: ،١.٢.۴ قضیه

γdR(Ti+١) ≤ ٣γ(Ti+١) ≤ ٣γ(Ti) + ٣ = γdR(Ti) + ٣ = γdR(Ti+١).

.γI(Ti+١) = ٢γ(Ti+١) که داد نشان می�توان مشابه به�طور .γdR(Ti+١) = ٣γ(Ti+١) نتیجه در
.γI(Ti+١) = ٢γdR(Ti+١)/٣ داریم ،٢.٢.۴ نتیجه طبق پس

اصلی نتایج ۵.۴
صدق ١.٢.۴ قضیه بالای کران تساوی در که را درخت�هایی همه ساختار تا آماده�ایم اکنون

کنیم. دسته�بندی می�کنند،
.T ∈ F١ اگر تنها و اگر γI(T ) = ٢γdR(T )/٣ ،n ≥ ٣ مرتبه از T درخت برای .١.۵.۴ قضیه



دوگانه رومی احاطه�گری عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ۴۶
درخت ساخت برای که عملگرهایی تعداد روی استقرا از قضیه شرط کفایت اثبات برای برهان.
را لازم شرط ابتدا در می�کنیم. استفاده ٢.۴.۴ و ١.۴.۴ لم�های همچنین و است رفته به�کار T
روی استقرا از استفاده با باشد. n ≥ ٣ مرتبه از درختی T ∈ F١ کنید فرض می�کنیم. اثبات
.diam(T ) ≥ ٢ به�وضوح .T ∈ F١ می�دهیم نشان ،γI(T ) = ٢γdR(T )/٣ که T درخت از n مرتبه
کرد فرض می�توان پس .T ∈ F بنابراین و است ستاره یک T آنگاه ،diam(T ) = ٢ اگر
بود. خواهد دوگانه ستاره یک T بنابراین .diam(T ) = ٣ کنید فرض ابتدا .diam(T ) ≥ ٣
،bرأس برای ٢ وزن تعیین با آنگاه ،degT (a) = ٢ اگر باشند. T مرکزی رئوس b و a فرضکنید
روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک ،T برگ�های سایر برای ٠ وزن و a با مجاور برگ برای ١ وزن
پس .γI(T ) ̸= ٢ که است بدیهی همچنین .γI(T ) ≤ ٣ نتیجه در داشت. خواهیم T درخت
داریم اکنون .γdR(T ) ≤ ۵ که کرد مشاهده می�توان سادگی به مشابه، به�طور .γI(T ) = ٣ داریم
به و ،degT (a) ≥ ٣ گرفت نتیجه می�توان پس است. تناقض یک این که ،γI(T ) ̸= ٢γdR(T )/٣
a ∈ V (T١) به�طوری�که باشند T − ab مؤلفه�های T٢ و T١ کنید فرض .degT (b) ≥ ٣ مشابه طور
بنابراین است. ٣ حداقل مرتبه از ستاره یک Ti ،i = ١,٢ ازای به که است بدیهی .b ∈ V (T٢) و
از T پس ،γI(T١ − a) ≥ γI(T١) چون .γdR(Ti) = ٣ و γI(Ti) = ٢ داریم ،i = ١,٢ ازای به

.diam(T ) ≥ ۴ کرد فرض می�توان پس است. آمده به�دست O′١ عملگر با T١ ∈ F١
به�طوری�که باشد T در قطری مسیر یک x٠x١ . . . xd فرضکنید ،T در مسیرها تمام بین در
را اثبات سپس می�کنیم. ریشه�دار x٠ در را T درخت است. ممکن مقدار بیشترین degT (xd−١)

می�دهیم. ادامه xd−١ رأس درجه براساس
.degT (xd−١) ≥ ٣ کنید فرض :١ حالت

.xd−١ ∈ S پس است. T پشتیبان رئوس تمامی شامل γ(T-مجموعه ) یک S کنید فرض
مجموعه یک S \ {xd−١} بنابراین .T ′ = T − Txd−١ دهید قرار .degT (xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض
هر دیگر، طرف از .γ(T ′) ≤ γ(T ) − ١ می�گیریم نتیجه پس است. T ′ درخت برای احاطه�گر
برای احاطه�گر مجموعه یک به توسیع قابل آن، به xd−١ رأس افزودن با T ′ از احاطه�گر مجموعه
را T ′ در رومی احاطه�گر تابع هر .γ(T ) = γ(T ′)+ ١ نتیجه در .γ(T ) ≤ γ(T ′)+ ١ پس است. T
رومی احاطه�گر تابع یک به ،xd−١ فرزند هر به ٠ وزن و xd−١ رأس برای ٣ وزن تعیین با می�توان
.γI(T ′) ̸= ٢γdR(T ′)/٣ فرضکنید .γdR(T ) ≤ γdR(T

′)+٣ بنابراین داد. توسیع T درخت روی
آنگاه ،γdR(T ′) < ٣γ(T ′) اگر .γI(T ′) < ٢γ(T ′) یا γdR(T ′) < ٣γ(T ′) داریم ٢.٢.۴ نتیجه طبق

γdR(T ) ≤ γdR(T
′) + ٣ < ٣γ(T ′) + ٣ = ٣γ(T ),

بنابراین .γdR(T ) = ٣γ(T ) داریم ٢.٢.۴ نتیجه بر بنا زیرا است. تناقض یک که
داریم ٢.٢.۴ نتیجه طبق .γI(T ′) = ٢γ(T ′) مشابه به�طور .γdR(T ′) = ٣γ(T ′)

که می�دهیم نشان حال .T ′ ∈ F داریم استقرا فرض طبق پس .γI(T ′) = ٢γdR(T ′)/٣
رأس برای ٢ وزن تعیین با T ′−xd−٢ روی ایتالیایی احاطه�گر تابع هر .γI(T ′−xd−٢) ≥ γI(T

′)

است. توسیع قابل T روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک به ،xd−١ فرزند هر برای ٠ وزن و xd−١



۴٧ اصلی نتایج
داریم: آنگاه ،γI(T ′ − xd−٢) < γI(T

′) اگر پس .γI(T ) ≤ γI(T
′ − xd−٢) + ٢ بنابراین

γI(T ) ≤ γI(T
′ − xd−٢) + ٢ < γI(T

′) + ٢ = ٢γ(T ′) + ٢ = ٢γ(T ) = γI(T ),

O١ عملگر با T ′ درخت از T نتیجه در .γI(T ′ − xd−٢) ≥ γI(T
′) پس است. تناقض یک که

.T ∈ F داریم پس است. آمده به�دست
کنید فرض همچنین .T ′ = T − Txd−٢ دهید قرار .degT (xd−٢) = ٢ کنید فرض حال
وضوح به .xd−١ ∈ D بنابراین است. T پشتیبان رئوس همه شامل γ(T-مجموعه ) یک D
بنابراین است. T ′ از احاطه�گر مجموعه یک D \ {xd−١} پس .xd−٢ ̸∈ D کرد فرض می�توان
xd−١ رأس افزودن با می�توان را T ′ از احاطه�گر مجموعه هر دیگر، طرف از .γ(T ′) ≤ γ(T )− ١
.γ(T ) ≤ γ(T ′) + ١ می�دهد نتیجه این داد. توسیع T برای احاطه�گر مجموعه یک به آن، به
می�توان را T ′ درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع هر همچنین .γ(T ) = γ(T ′) + ١ بنابراین
رومی احاطه�گر تابع یک به xd−١ همسایه هر برای ٠ وزن و xd−١ رأس برای ٣ وزن تعیین با
آنگاه ،γI(T ′) ̸= ٢γdR(T ′)/٣ اگر .γdR(T ) ≤ γdR(T

′) + ٣ بنابراین داد. توسیع T روی دوگانه
،γdR(T ′) < ٣γ(T ′) اگر .γI(T ′) < ٢γ(T ′) یا γdR(T ′) < ٣γ(T ′) داریم ،٢.٢.۴ نتیجه طبق

داریم: آنگاه
γdR(T ) ≤ γdR(T

′) + ٣ < ٣γ(T ′) + ٣ = ٣γ(T ),
کرد ثابت می�توان مشابه طور به .γdR(T ′) = ٣γ(T ′) بنابراین است. تناقض یک که

اگر حال .γI(T ′) = ٢γdR(T ′)/٣ داریم ٢.٢.۴ نتیجه بر بنا همچنین .γI(T ′) = ٢γ(T ′)

O٢ عملگر با T ′ درخت از T بنابراین .T ′ ∈ F داریم استقرا فرض طبق آنگاه ،|V (T ′)| ≥ ٣
دهید قرار .|V (T ′)| = ٢ می�کنیم فرض بنابراین، .T ∈ F نتیجه در است. آمده به�دست
.T ′′ ∈ F که می�شود مشاهده و است ٣ مرتبه از مسیر یک T ′′ به�وضوح .T ′′ = T − Txd−١
پس است سه حداقل مرتبه از ستاره یک Txd−١ چون .γI(T ′′ − x٢) ≥ γI(T

′′) است بدیهی
.T ∈ F نتیجه در است. آمده به�دست O١ عملگر با T ′′ ∈ F١ از T که می�گیریم نتیجه

.degT (xd−١) = ٢ کنید فرض :٢ حالت
یا xd−٢ فرزند هر بنابراین .degT (xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض .degT (xd−٢) = ٢ می�دهیم نشان
قرار نباشد. پشتیبان رأس xd−٢ کنید فرض است. برگ یک یا و ٢ درجه از پشتیبان رأس یک
احاطه�گر مجموعه کوچکترین D فرضکنید .A = L(Txd−٢)∪{xd−٢} و T ′ = T −Txd−٢ دهید
مجموعه یک D \ S(Txd−٢) آنگاه ،xd−٢ ̸∈ D اگر باشد. T پشتیبان رئوس تمام شامل T از

داریم: پس است. T ′ برای احاطه�گر
γ(T ′) ≤ γ(T )− |S(Txd−٢)| = γ(T )− |A|+ ١.

مجموعه یک (D∪{xd−٣}) \ (S(Txd−٢)∪{xd−٢}) بنابراین .xd−٢ ∈ D فرضمی�کنیم ادامه در
هر دیگر، طرف از .γ(T ′) ≤ γ(T ) − |S(Txd−٢)| = γ(T ) − |A| + ١ داریم است. T ′ از احاطه�گر
برای احاطه�گر یکمجموعه به آن، به S(Txd−٢)کردن اضافه با می�توان را T ′ از احاطه�گر مجموعه
.γ(T ) = γ(T ′)+ |A|−١ درنتیجه .γ(T ) ≤ γ(T ′)+ |A|−١ داریم بنابراین داد. توسعه T درخت



دوگانه رومی احاطه�گری عدد با ایتالیایی احاطه�گری عدد ارتباط ۴٨
احاطه�گر تابع یک f = (V (T ) \ (A ∪D′), A,D′) تابع آنگاه باشد، γ(T-مجموعه ′) یک D′ اگر

داریم: بنابراین، است. T درخت روی ایتالیایی
γI(T ) ≤ ٢|D′|+ |A| = ٢|D| − ٢|A|+ ٢+ |A| = ٢|D| − |A|+ ٢ < ٢|D| = ٢γ(T ),

یک xd−٢ کنید فرض حال .|A| ≥ ٣ داریم ،٢.٢.۴ نتیجه طبق زیرا است. تناقض یک که
γ(T-مجموعه ) یک D کنید فرض همچنین .T ′ = T − Txd−١ دهید قرار باشد. پشتیبان رأس
یک D \ {xd−١} بنابراین .xd−١, xd−٢ ∈ D صورت این در است. T پشتیبان رئوس همه شامل
مجموعه هر دیگر، طرفی از .γ(T ′) ≤ γ(T ) − ١ نتیجه در است. T ′ برای احاطه�گر مجموعه
توسیع قابل T برای احاطه�گر مجموعه یک به آن، به xd−١ رأس کردن اضافه با T ′ از احاطه�گر
یک D′ کنید فرض حال .γ(T ) = γ(T ′) + ١ درنتیجه .γ(T ) ≤ γ(T ′) + ١ داریم پس است.
یک f = (V (T ) \ (D′ ∪ {xd}), {xd}, D′) تابع بنابراین باشد. xd−٢ رأس شامل γ(T-مجموعه ′)

داریم: پس است. T درخت روی ایتالیایی احاطه�گر تابع
γI(T ) ≤ w(f) = ٢|D′|+ ١ = ٢γ(T ′) + ١ < ٢γ(T ),

.degT (xd−٢) = ٢ داریم نتیجه در است. تناقض یک ،٢.٢.۴ نتیجه طبق که
شامل T برای مینیمم احاطه�گر مجموعه یک D کنید فرض .T ′ = T − Txd−٢ دهید قرار
این در .xd−٢ ̸∈ D که کرد فرض می�توان و xd−١ ∈ D بنابراین است. T پشتیبان رئوس تمامی
.γ(T ′) ≤ γ(T )− ١ داریم پس است. T ′ درخت برای احاطه�گر مجموعه یک D \ {xd−١}صورت
یکمجموعه به آن، به xd−رأس١ افزودن با می�توان را T ′ از احاطه�گر مجموعه هر دیگر، طرفی از
.γ(T ) = γ(T ′) + ١ نتیجه، در .γ(T ) ≤ γ(T ′) + ١ داریم بنابراین داد. توسیع T برای احاطه�گر
رأس برای ٣ وزن تعیین با می�توان را T ′ درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع هر همچنین
توسیع T درخت روی دوگانه رومی احاطه�گر تابع یک به xd−١ همسایه�های برای ٠ وزن و xd−١
،٢.٢.۴ نتیجه بر بنا آنگاه ،γI(T ′) ̸= ٢γdR(T ′)/٣ اگر .γdR(T ) ≤ γdR(T

′) + ٣ بنابراین داد.
داریم: آنگاه ،γdR(T ′) < ٣γ(T ′) اگر .γI(T ′) < ٢γ(T ′) یا γdR(T ′) < ٣γ(T ′) داریم

γdR(T ) ≤ γdR(T
′) + ٣ < ٣γ(T ′) + ٣ = ٣γ(T ),

ثابت مشابه به�طور .γdR(T ′) = ٣γ(T ′) داریم پس است. تناقض یک ،٢.٢.۴ نتیجه طبق که
اگر .γI(T ′) = ٢γdR(T ′)/٣ داریم ،٢.٢.۴ نتیجه بر بنا و .γI(T ′) = ٢γ(T ′) می�شود

می�گیریم نتیجه پس .γI(T ) ̸= ٢γdR(T )/٣ داریم به�وضوح و T = P۵ آنگاه ،|V (T ′)| = ٢
O٢ عملگر با و T ′ درخت از T نتیجه در و .T ′ ∈ F داریم استقرا فرض طبق پس .|V (T ′)| ≥ ٣

می�شود. کامل قضیه اثبات و T ∈ F می�گیریم نتیجه پس است. آمده به�دست
داریم: T درخت هر برای ،[١٠] قضیه به بنا .١.۵.۴ ملاحظه

γI(T ) = γr٢(T )

گری احاطه عدد برای بخش، این در ها درخت روی شده ثابت قضایای تمام بنابراین
است. برقرار نیز کمانی ٢-رنگین



۵ فصل
عدد برای نردهاس-گدم روابط

ایتالیایی احاطه�گری

مقدمه ١.۵
در G گراف تنها گراف، یک رنگی عدد با رابطه در مطالعات همه در ،١٩۵۶ سال از قبل تا
بررسی را ،G آن، مکمل و G گراف رنگی عدد [٣١] در گدم و نردهاس می�شد. گرفته نظر
اساس بر χ(G) و χ(G) ضرب حاصل و جمع حاصل برای پایینی و بالا کران�های آن�ها کردند.
پارامتر یک ضرب حاصل یا و جمع حاصل برای کران هر آن، از پس کردند. ارائه گراف مرتبه
انجام پژوهش�های در شد. نامیده نردهاس-گدم رابطه یا و نامساوی ،Gگراف و Gگراف برای
شده ارائه احاطه�گری پارامترهای جمله از پارامترها از بسیاری برای نردهاس-گدم روابط شده،
روابط این بررسی به ٢.۵ بخش در و فصل این در شود. مراجعه [٢] به مثال عنوان به است.
و γI(G) + γI(G) برای دقیقی پایین و بالا کران�های و پرداخته ایتالیایی احاطه�گری عدد برای
روی ، f : V −→ {٠, ١,٢} تابع که کنیم می یادآوری می�دهیم. ارائه γI(G)γI(G) همچنین
x رأس هر برای هرگاه شود می نامیده (IDF) ایتالیایی گر احاطه تابع یک ،G = (V,E) گراف

.∑u∈N(v) f(u) ≥ ٢ باشیم داشته f(x) = ٠ که
۴٩
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ایتالیایی احاطه�گری برایعدد نردهاس-گدم روابط ٢.۵
کنیم. بررسی ایتالیایی احاطه�گری عدد برای را نردهاس-گدم روابط داریم قصد بخش این در

می�پردازیم. زیر لم اثبات به ابتدا منظور این برای
.γI(G) ≤ n−∆(G) + ١ آنگاه باشد، n مرتبه از گرافی G اگر .١.٢.۵ لم

این در باشد. درجه ماکسیمم با رأس یک v و باشد n مرتبه از گرافی G کنید فرض برهان.
وزن با G گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک h = (NG(v), V (G) \NG[v], {v}) تابع صورت

.γI(G) ≤ n−∆(G) + ١ بنابراین است. n−∆(G) + ١
فرض همچنین باشد. درجه ماکزیمم با رأسی v و n مرتبه از گرافی G کنید فرض .٢.٢.۵ لم
برقرار زیر گزاره�های آنگاه ،γI(G) = n−∆(G)+ ١ اگر .V (G) \NG[v] = {v١, v٢, . . . , vk} کنید

است:
.NG(v) \NG(V (G) \NG[v]) ̸= ∅ (i)

.|NG[vi] ∩ (V (G) \NG[v])| ≤ ١ ،١ ≤ i ≤ k برای (ii)
.|NG(u) ∩ (V (G) \NG[v])| ≤ ٢ آنگاه ،u ∈ NG(v) اگر (iii)

تابع آنگاه ،NG(v) ⊆ NG(V (G) \NG[v]) اگر می�کنیم. ثابت را (i) قسمت ابتدا برهان.
از کمتر وزن با G گراف روی ایتالیایی احاطه�گر تابع یک g = (NG(v), V (G) \NG(v), ∅)

.NG(v) \NG(V (G) \NG[v]) ̸= ∅ پس است. تناقض یک این که است n−∆(G) + ١
تابع صورت این در .{vk, vj} ⊆ NG[vi] کنید فرض ،(ii) قسمت اثبات برای

ایتالیایی احاطه�گر تابع یک g =
(
(NG(v) ∪ {vk, vj}), V (G) \ (NG[v] ∪ {vi, vj , vk}), {v, vi}

)
ازای به بنابراین است. تناقض یک این که است n −∆(G) + ١ از کمتر وزن با G گراف روی

.|NG[vi] ∩ V (G) \NG[v]| ≤ ١ داریم ،١ ≤ i ≤ k

u ∈ V (G) رأس کنید فرض می�کنیم. استفاده خلف برهان از نیز (iii) قسمت اثبات برای
کنید فرض همچنین .|NG(u) ∩ V (G) \NG[v]| ≥ ٣ به�طوری�که باشد موجود

تابع بنابراین .{vi, vj , vk} ⊆ NG(u) ∩ V (G) \NG[v]

احاطه�گر تابع یک g =
(
(NG(v) − {u}) ∪ {vi, vj , vk}), V (G) \ (NG[v] ∪ {vi, vj , vk}), {v, u}

)
برای پس است. تناقض نیز این و است n −∆(G) + ١ از کمتر وزن با G گراف روی ایتالیایی

.|NG(u) ∩ (V (G) \NG[v])| ≤ ٢ داریم ،u ∈ NG(v) رأس هر
می�پردازیم. نردهاس-گدم روابط از نتیجه اولین اثبات به حال

آنگاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از گرافی G اگر .١.٢.۵ قضیه
۴ ≤ γI(G) + γI(G) ≤ n+ ٢.

باشند. یکریخت K٢ با G یا G اگر تنها و اگر است برقرار پایین کران در تساوی
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تنها و اگر γI(G) = ٢ طرفی از .γI(G) ≥ ٢ پس است رأس n ≥ ٢ دارای G چون برهان.
آنگاه G = K٢ اگر باشد. n − ١ درجه از رأسی دارای یا باشد یکریخت K٢ گراف با G اگر
مکملش گراف و گراف یک چون بنابراین .n ≥ ٣ که می�کنیم فرض پس .γI(G) + γI(G) = ۴

.γI(G) + γI(G) ≥ ۵ پس باشند، n− ١ درجه از رأسی دارای دو هر نمی�توانند
داریم: ١.٢.۵ لم طبق می�پردازیم. بالا کران درستی اثبات به اکنون

γI(G) + γI(G) ≤ (n−∆(G) + ١) + (n−∆(G) + ١)
= n−∆(G) + δ(G) + ٣
≤ n+ ٣.

یک G درنتیجه .δ(G) = ∆(G) می�شود نتیجه بالا روابط از آنگاه ،γI(G) + γI(G) = n+ ٣ اگر
می�توان است، مشابه G و Gبرای استدلال چون است. k صحیح مقدار ازای به گرافk-منتظم
.γI(G) = k+٢ و γI(G) = n− k+ ١ پس است برقرار تساوی چون .k ≤ (n− ٢/(١ کرد فرض
خارج همسایه دو حداقل دارای NG[v] از خارج u رئوس بعضی اگر .v ∈ V (G) کنید فرض
احاطه�گر تابع یک (NG(u) ∪Ng(v), V (G) \NG[u] \NG[v], {u, v}

) تابع آنگاه باشند، NG[v] از
NG[v] از رأسخارج هر بنابراین، تناقضاست. یک این که است n−k حداکثر وزن با ایتالیایی

است. NG(v) در همسایه k − ١ حداقل دارای
احاطه�گری تابع آنگاه باشد، NG[v] از خارج همسایه سه حداقل دارای w و w ∈ NG(v) اگر
n− k حداکثر وزن دارای (

(NG(w) ∪NG(v)) \ {w}, V (G) \NG[w] \NG[v], {w, v}
) ایتالیایی

خارج همسایه دو حداکثر دارای NG(v) در رأس هر بنابراین است. تناقض یک این که است
متصل طرف دو هر از را V (G) \NG[v] و NG(v) که یال�هایی تعداد شمارش با است. NG[v] از
.n ≤ k+ ٣+ ٢

k−١ داریم ،k > ١ ازای به نتیجه در و .(k− ١)(n− k− ١) ≤ ٢k داریم می�کنند،
این و n = ٧ آنگاه ،k = ٣ اگر .k ≤ ٣ داریم پس .k٢ ≤ ٣k داریم ،n ≥ ٢k + ١ چون حال
تنها آنگاه ،k = ٠ اگر ندارد. وجود ٧ مرتبه از ٣-منتظم گراف هیچ زیرا است. تناقض یک
است. تناقض یک این نیست. برقرار تساوی که می�شود مشاهده و است K̄n گراف G گراف
داریم آنگاه ،n = ۵ اگر .۵ = ٢k + ١ ≤ n ≤ k + ٣ + ٢

k−١ = ٧ نتیجه در .k = ٢ بنابراین
،n = ٧ اگر همچنین .γI(G) = ٣ < n − k + ١ آنگاه ،n = ۶ اگر .γI(G) = ٣ < n − k + ١
می�شود نتیجه پس است. تناقض موارد این سه هر و .γI(G) = ۴ < n − k + ١ داریم آنگاه

.γI(G) + γI(G) ≤ n+ ٢

گرافی ،(n/٢)K٢ گراف ،n هر برای کنیم. می معرفی را ها گراف از جدیدی کلاس حال
باشد. می K٢ کامل گراف از کپی (n/٢) شامل که است

همچنین .∆(G) ≤ δ(G)+١ آنگاه ،γI(G)+γI(G) = n+٢ و n مرتبه از Gگرافی اگر .٣.٢.۵ لم
است. یکریخت (n/٢)K٢ یا Kn با یا و (n/٢)K٢ یا Kn با یا G آنگاه ،∆(G) = δ(G) اگر
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است، برقرار همیشه ∆(G) = n−∆(G)− ١ رابطه چون آنگاه ،∆(G) > δ(G) + ١ اگر برهان.

بنابراین .∆(G) + ∆(G) > n پس
γI(G) + γI(G) ≤ (n−∆(G) + ١) + (n−∆(G) + ١) < n+ ٢,

.∆(G) ≤ δ(G) + ١ بنابراین است. تناقض یک این که
آنگاه γI(G) ≤ n−∆(G) و γI(G) ≤ n−∆(G) اگر .∆(G) = δ(G) که کنید فرض حال

γI(G) + γI(G) ≤ n−∆(G) + n−∆(G) ≤ n+ ١,
می�توان ،١.٢.۵ قضیه از استفاده با و کلیت از کاستن بدون بنابراین، تناقضاست. یک این که
رأسی v ∈ V (G) کنید فرض .γI(G) = ∆(G) + ١ نتیجه در .γI(G) = n−∆(G) + ١ کرد فرض
.degG(v) = ∆(G) = δ(G) = n − ١ آنگاه ،V (G) \ NG[v] = ∅ اگر باشد. درجه ماکزیمم با

.V (G) \NG[v] ̸= ∅ که می�کنیم فرض پس .G = Kn بنابراین
چون طرفی، از .∆(G) ≥ ١ می�کنیم فرض پس .G = Kn داریم آنگاه ،∆(G) = ٠ اگر
داریم بنابراین .∆(G) = ١ کنید فرض است. منفرد رأس فاقد G گراف پس ∆(G) = δ(G)

.G = (n/٢)K٢ می�شود نتیجه بنابراین .γI(G) = ∆(G)+١ = ٢ و γI(G) = n−∆(G)+١ = n

G پس ،δ(G) = ٢ چون .γI(G) = ٣ و γI(G) = n− ١ نتیجه در .∆(G) = ٢ کنید فرض حال
داریم: ،٢.۵.٢ قضیه طبق حال است. دور یک

n− ١ = ⌈n/٢⌉.
.∆(G) ≥ ٣ کنید فرض پس .G = C٣ می�شود نتیجه پس

که می�شود نتیجه ٢.٢.۵ لم از آنگاه ،∆(G) ≤ n− ۵ اگر
|E(G[V (G) \NG[v]])| ≤

n−∆(G)− ١
٢ .

داریم: همچنین
(n−∆(G)− ١)(δ(G)− ١) ≤ ٢∆(G).

∆(G) ≤ ٢ بنابراین .۴ ≤ n−∆(G)− ١ و δ(G) = ∆(G) زیرا .۴(∆(G)− ١) ≤ ٢∆(G) بنابراین
،٢.٢.۵ لم بر بنا آنگاه ،∆(G) = n − ۴ اگر .∆(G) ≥ n − ۴ داریم پس است. تناقض یک که

داریم
(n−∆(G)− ١)(δ(G)− ١) ≤ ٢∆(G).

٧ مرتبه از ٣-منتظمی گراف هیچ زیرا است. تناقض که n = ٧ بنابراین .∆(G) = ٣ درنتیجه
.∆(G) ∈ {n− ٣, n− ٢, n− ١} می�گیریم نتیجه پس ندارد. وجود

و γI(G) = n− ٢ ،γI(G) = ۴ ،|V (G) \NG[v]| = ٢ آنگاه ،∆(G) = n− ٣ اگر
و می�آید به�دست n ≤ ۶ نتیجه ،G گراف برای ٩.۶.٢ قضیه از استفاده با .∆(G) = δ(G) = ٢
اگر .NG(v) = {v١, v٢, . . . , v∆(G)} و V (G) \ NG[v] = {x, y} قراردهید .∆(G) ≤ ٣ بنابراین
است. تناقض که G = C۵ بنابراین .δ(G) = ٢ زیرا ،xy ∈ E(G) به�وضوح آنگاه ،∆(G) = ٢

داریم: چون
γI(G) + γI(G) = ۶ < ٧ = n+ ٢.
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آنگاه ،xy /∈ E(G) اگر .γI(G) = ۴ و n = ۶ صورت این در .∆(G) = ٣ کرد فرض می�توان پس
تابع یک f = (NG(v), {v, x, y}, ∅) تابع .∆(G) = δ(G) = ٣ چون ،NG(x) = NG(y) = NG(v)

می�کنیم فرض حال است. تناقض یک این که است γI(G) از کمتر وزن با ایتالیایی احاطه�گر
،NG[x] = NG[y] اگر .NG(x) = {v١, v٢, y} فرضکنید کلیت دادن دست از بدون .xy ∈ E(G)

تناقض یک که ،deg(v٣) = ١ < δ(G) نتیجه در .∆(G) = ٣ زیرا ،NG(v٣) ∩ {v١, v٢} = ∅ آنگاه
تابع نتیجه در و .N(y) = {x, v٢, v٣} کرد فرض می�توان پس .N [x] ̸= N [y] بنابراین است.
این که می�باشد γI(G) از کمتر وزن با ایتالیایی احاطه�گری تابع یک f = (N(v), {v, x, y}, ∅)

.∆(G) ∈ {n− ٢, n− ١} می�گیریم نتیجه پس است. تناقض یک

همچنین (و ،∆(G) = ١ و ،γI(G) = n−∆(G) + ١ = ٣ صورت این در ∆(G) = n− ٢ اگر
می�دهد نتیجه که γI(G) = n نتیجه در و G = n/٢K٢ بنابراین .δ(G) = n−٢ چون (δ(G) = ١
بنابراین و ∆(G) = n−١ پسفرضمی�کنیم تناقضاست. یک که ،∆(G) = γI(G)−١ = n−١

.G = Kn

را گراف�ها این تمام بخش این در و است دقیق ،٩.۶.٢ قضیه کران که است ذکر به لازم
که می�کنیم تعریف را ،T درخت�های از F٢ خانواده منظور، این برای می�کنیم. بندی دسته
kP۴ از پشتیبان رئوس بر واقع یال k − ١ که ترتیب این به می�شوند ساخته P۴ از کپی k توسط

ببینید. را ١.۵ شکل مثال عنوان به می�کنیم. اضافه همبند گراف به را

..T ∈ F٢ درخت :١.۵ شکل

اگر فقط و اگر ،γI(T ) = ٣n/۴ آنگاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T اگر .٢.٢.۵ قضیه
.T ∈ F٢

القایی گراف زیر یک T ′ اگر که می�شود مشاهده باشد. F٢ در درخت یک T کنید فرض برهان.
باشند، T درخت برگ�های ،T ′ درخت برگ�های و بوده یکریخت P۴ با T ′ به�طوری�که باشد، T از
توجه با می�دهد. T ′ به ،٣ مقدار با حداقل وزنی T روی ایتالیایی احاطه�گری تابع هر آنگاه
P۴ برگ�های که می�باشد ،P۴ القایی زیرگراف از مجزا کپی n/۴ دارای T درخت ،T ساختار به
می�شود نتیجه ،٩.۶.٢ بر بنا .γI(T ) ≥ ٣n/۴ بنابراین، هستند. T درخت برگ�های همان

.γI(T ) = ٣n/۴
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F٢ در می�کند، صدق γI(T ) = ٣n/۴ تساوی در که T درخت هر دهیم نشان که این برای
آنگاه ،n ≤ ۴ اگر وضوح به می�کنیم. استفاده T درخت از n مرتبه روی استقرا از است، واقع
با ۴ < n′ < n که n′ مرتبه از T ′ درخت هر برای کنید فرض .T ∈ F٢ بنابراین و T = P۴
می�گیریم. نظر در را n مرتبه از T درخت حال .T ′ ∈ F٢ باشیم داشته ،γI(T ′) = ٣n/۴ ویژگی
برگ یک u کنید فرض و دارد. برگ سه حداقل با ،v قوی، پشتیبان رأس یک T که کنید فرض
صورت این در باشد. γI(T-تابع یک(′ f ′ کنید فرض و T ′ = T − u دهید قرار باشد. v با مجاور
u به ٠ وزن دادن با ،T درخت روی ایتالیایی احاطه�گری تابع یک به می�تواند f ′ و f ′(v) = ٢
ادامه برای حال است. تناقض یک که ،γI(T ) ≤ γI(T

′) ≤ ٣(n− ١)/۴ بنابراین و داد. توسعه
باشد. برقرار زیر گزاره که می�کنیم فرض

ندارد. برگ سه حداقل با قوی پشتیبان رأس هیچ T (١)
.d ≥ ٣ داریم n > ۴ چون ،(١) به بنا باشد. T از قطری مسیر یک x٠x١...xd کنید فرض
رأس در را T درخت حال .γI(T ) < ٣n/۴ بنابراین و .T = S٢,٢ یا T = S١,٢ آنگاه ،d = ٣ اگر
اگر .d = ۴ کنید فرض .deg(x١) ≤ ٣ و deg(xd−١) ≤ ٣ ،(١) به بنا می�کنیم. دار ریشه x٠
تناقض یک که ،γI(T ) ≤ ۴ < ٣n/۴ و n = ۶ یا n = ٧ می�شود نتیجه آنگاه ،deg(x٢) = ٢

و A = {u ∈ N(x٢)| deg(u) = ٣} دهید قرار .deg(x٢) > ٢ می�کنیم فرض پس است.
تابع آنگاه باشد، پشتیبان رأس یک x٢ اگر .B = {u ∈ N(x٢)| deg(u) = ٢}

بنابراین و است T درخت روی IDF یک f = (V (T ) − (L(B) ∪ A ∪ {x٢}), L(B), A ∪ {x٢})
فرض پس .n ≥ ٣|A|+ ٢|B|+ ٢ زیرا ،γI(T ) ≤ ٢|A|+ |L(B)|+ ٢ = ٢|A|+ |B|+ ٢ < ٣n/۴
f = (V (T )−(L(B)∪A∪{x٢}), L(B)∪{x٢}, A) پستابع نباشد. یکرأسپشتیبان x٢ می�کنیم

که می�شود نتیجه n = ٣|A|+ ٢|B|+ ١ چون و است. T روی IDF یک
اگر .d ≥ ۵ که می�کنیم فرض پس .γI(T ) ≤ ٢|A| + |L(B)| + ١ = ٢|A| + |B| + ١ < ٣n/۴
هر و n′ = n − ٣ داشت خواهیم پس .T ′ = T − Txd−١ دهید قرار آنگاه ،deg(xd−١) = ٣
روی IDF یک به آن، همسایه�های به ٠ مقدار و xd−١ به ٢ مقداردهی با می�توان را γI(T-تابع ′)

است. تناقض که .γI(T ) ≤ γI(T
′) + ٢ ≤ ٣(n− ٣)/۴+ ٢ < ٣n/۴ داریم پس داد. توسعه ،T

.deg(xd−١) = ٢ می�کنیم فرض پس
صورت این در .T ′ = T − Txd−٢ دهید قرار .deg(xd−٢) = ٢ که می�کنیم فرض حال
رأس به ٢ مقدار دادن با T روی IDF یک به می�تواند γI(T-تابع، ′) هر همچنین و n′ = n− ٣

بنابراین و یابد. گسترش ،xd و xd−٢ رئوس به ٠ مقدار و xd−١
که می�کنیم فرض پس است. تناقض که .γI(T ) ≤ γI(T

′) + ٣ ≤ ٣(n − ٣)/۴ + ٢ < ٣n/۴
تعداد r٢ و باشد، xd−٢ با مجاور Txd−٢ برگ�های تعداد r١ که کنید فرض .deg(xd−٢) ≥ ٣
،r٢ ≥ ٢ یا r١ = ٢ اگر .r١ ≤ ٢ داریم ،(١) به بنا باشد. xd−٢ از دو فاصله با Txd−٢ برگ�های
صورت این در باشد. γI(T-تابع ′) یک f ′ کنید فرض .T ′ = T − {xd, xd−١} می�دهیم قرار آنگاه
رأس به ٠ مقدار و xd رأس به ١ مقدار دادن با f ′ آنگاه .f ′(xd−٢) ̸= ٠ که کرد فرض می�توان

داریم پس یابد. توسعه T روی IDF یک به می�تواند ،xd−١
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که می�کنیم فرض پس است. تناقض این که .γI(T ) ≤ γI(T

′) + ١ ≤ ٣(n− ٢)/۴+ ١ < ٣n/۴
. n′ = n−۴ بنابراین .T ′ = T−Txd−٢ می�دهیم قرار است. سه درجه با رأسپشتیبان یک xd−٢
١ مقدار دادن و آن همسایه�های به ٠ و xd−٢ رأس به ٢ مقدار دادن با γI(T-تابع، ′) هر همچنین
.γI(T ) ≤ γI(T

′) +٣ داریم بنابراین داد. توسعه ،T درخت روی IDF یک به می�توان را ،xd به
است. تناقض که ،γI(T ) ≤ γI(T

′) + ١ < ٣(n− ۴)/۴+ ٣ = ٣n/۴ آنگاه ،γI(T ′) < ٣n′/۴ اگر
.T ∈ F٢ پس .T ′ ∈ F٢ بنابراین و γI(T ′) = ٣n′/۴ داریم پس

از کپی n/۴ از که باشد n مرتبه از G گراف�های از همبندی خانواده H٢ کنید فرض حال
می�شوند. ساخته n۴P۴ مرکزهای مجموعه روی همبند زیرگراف یک کردن اضافه با P۴

.G ∈ H٢ اگر فقط و اگر ،γI(G) = ٣n/۴ آنگاه باشد، رأسی n گراف یک G اگر .٣.٢.۵ قضیه
با یکریخت G از H القایی زیرگراف یک اگر که می�شود مشاهده .G ∈ H٢ کنید فرض برهان.
هر آنگاه باشند، نداشته G در H از خارج ای همسایه هیچ آن، مرکزی غیر رئوس و باشد P۴
رئوس، از افرازی چنین با گراف هر در بنابراین می�دهد. V (H) به ٣ حداقل وزن G روی IDF
قضیه به بنا .γI(G) ≥ ٣n/۴ داریم پس است. نیاز ٣ حداقل وزن افراز، در مجموعه هر برای

.γI(G) = ٣n/۴ داریم ،٩.۶.٢
هر پس نمی�دهد، کاهش را γI(G) یال�ها، حذف چون .γI(G) = ٣n/۴ که می�کنیم فرض حال
از فراگیر درخت هر بنابراین، است. ٣n/۴ ایتالیایی احاطه�گری عدد دارای ،G از فراگیر درخت
به�طوری�که ،e ∈ E(G)−E(T ) و باشد G از فراگیر یکدرخت T فرضکنید دارد. قرار F٢ در G

e′ ̸= e یال آنگاه نباشد، T در مرکز دو دهنده اتصال یال e اگر باشد. C دور یک شامل T + e

T ′ ̸∈ F٢ وضوح به است. G از فراگیر درخت یک T ′ = T + e− e′ درخت به�طوری�که دارد وجود
احاطه�گری عدد یال، یک حذف چون .γI(T ′) < ٣n/۴ که می�شود نتیجه ،٢.٢.۵ قضیه بر بنا .

.G ∈ H٢ بنابراین است. تناقض که .γI(G) < ٣n/۴ پس نمی�دهد، کاهش را ایتالیایی
آنگاه باشد، diam(G) ≥ ٣ با n ≥ ٣ مرتبه از گراف یک G اگر .۴.٢.۵ قضیه

γI(G)γI(G) < ٣n.
بنابراین پس .γI(G) = ٢ آنگاه باشد، داشته منفرد رأس یک G اگر برهان.

.γI(G)γI(G) ≤ ٢n < ٣n
که می�شود دیده راحتی به آنگاه باشد، داشته منفرد یال یک یا یک درجه با رأس یک G اگر
و γI(G) = ٣ اگر فقط و اگر است برقرار تساوی .γI(G)γI(G) ≤ ٣n بنابراین و .γI(G) ≤ ٣

.γI(G)γI(G) ≤ ٢n < ٣n بنابراین پس .G = n/٢K٢ بنابراین .γI(G) = n

.δ(G) ≥ ٢ و است رأس سه حداقل دارای G از مؤلفه هر که فرضکنیم می�توانیم نتیجه در
،diam(G) ≥ ٣ چون γI(G) ≤ ٢n/داشت.٣ خواهیم مؤلفه هر برای ٩.۶.٢ قضیه کارگیری به با
مجموعه یک {u, v} بنابراین ندارند. مشترکی همسایه که است v و u رأس دو دارای G پس

.γI(G)γI(G) <
٨n
٣ < ٣n وضوح به نتیجه در و .γI(G) ≤ ۴ و است G برای احاطه�گر
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می�بخشیم. بهبود یک، مینیمم درجه با گراف�های برای را ۴.٢.۵ قضیه ادامه در حال

آنگاه باشد، δ(G) = ١ با n ≥ ٣ مرتبه از همبند گراف یک G اگر .۵.٢.۵ قضیه
γI(G)γI(G) ≤ ٩

۴n,
باشند. H٢ عضو G یا G اگر وفقط اگر است برقرار تساوی و

حال .γI(G)γI(G) = ۶ <
٩
۴n که دید می�توان بنابراین .G = K٣ آنگاه ،n = ٣ اگر برهان.

تابع نتیجه در .N(u) = {w} و deg(u) = ١ می�کنیم فرض و .n ≥ ۴ که می�کنیم فرض
. γI(G) ≤ ٣ بنابراین و بود خواهد G گراف روی IDF یک f = (V (G) − {u,w}, {w}, {u})

کنید فرض .γI(G)γI(G) ≤ ٩n
۴ پس

قضیه بر بنا .γI(G) =
٣n
۴ و γI(G) = ٣ کرد فرض می�توان پس .γI(G)γI(G) =

٩n
۴.G ∈ H٢ داریم ،٣.٢.۵
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۶ فصل
نمادها فهرست

غیرالفبایی نمادهای ١.۶
∪ اجتماع
∩ اشتراک
∞ بینهایت
\ مجموعه�ها تفاضل
G ⊆ H زیرگراف
G[S] S توسط القایی زیرگراف
A ⊆ B زیرمجموعه
⌈x⌉ عدد سقف
⌊x⌋ عدد کف
[n] {١, . . . , n}
Ḡ گراف مکمل



نمادها فهرست ۶٢

الفبایی نمادهای ٢.۶
m(G) گراف اندازه
cor(G) گراف تاج
degG(v) رأس درجه
Cn رأس n با دور
Sn رأس n+ ١ با ستاره
Sm,n دوگانه ستاره
rad(G) گراف شعاع
γ٢(G) ٢-احاطه�گری عدد
γr٢(G) کمانی ٢-رنگین احاطه�گری عدد
γI(G) ایتالیایی احاطه�گری عدد
γ(G) احاطه�گری عدد
γR(G) رومی احاطه�گری عدد
γdR(G) دوگانه رومی احاطه�گری عدد
γr(G) ضعیف رومی احاطه�گری عدد
dG(u, v) رأس دو فاصله
diam(G) گراف قطر
Kn رأس n با کامل گراف
ecc(v) مرکز از گریز
∆(G) گراف درجه ماکسیمم
n(G) گراف مرتبه
Pn رأس n با مسیر
δ(G) گراف درجه مینیمم
NG(v) رأس باز همسایگی
NG(S) مجموعه باز همسایگی
NG[v] رأس بسته همسایگی
NG[S] مجموعه بسته همسایگی



نمایه
٣ n−پنجه،

۴ r−منتظم،

۴ ریشه�دار، درخت
٣ مرکزی، رأس
۴ درخت، ریشه

٣ ستاره،
٣ استقلال، عدد

٢ فاصله،
٢ قطر،

٣ مستقل،
٣ ناهمبند،

٢ ضعیف، پشتیبان
٢ قوی، پشتیبان

٣ کامل، بخشی دو گراف
٢ مرکز، از گریز

۵ k-تایی، احاطه�گری
٢ اندازه،
٢ برگ،

۴ بلوک-کاکتوس،
٧ کمانی، رنگین ٢-احاطه�گری تابع

٧ ایتالیایی، احاطه�گر تابع
۶ رومی، احاطه�گر تابع

۶ ضعیف، رومی احاطه�گر تابع
٣ تاج،

٢ درجه،
۴ درخت،
١ رأس،

۶ بی�دفاع، رأس
٢ منفرد، رأس

٢ پشتیبان، رأس
۴ دوگانه، ستاره مرکزی رأس�های

۴٧ نردهاس-گدم، رابطه
٢ کردن، زیرتقسیم
٣ القایی، زیرگراف

٣٠ بحرانی، فراگیر زیرگراف
۴ دوگانه، ستاره

٧ کمانی، رنگین ٢-احاطه�گری عدد
۵ احاطه�گری، عدد

٧ ایتالیایی، احاطه�گری عدد
۶ رومی، احاطه�گری عدد

۶ ضعیف، رومی احاطه�گری عدد
۴ فرزند،

٢ درجه، ماکسیمم
۵ p-احاطه�گر، مجموعه
۴ احاطه�گر، مجموعه

۵ دوگانه، احاطه�گر مجموعه
٢ مرتبه،

٢ قطری، مسیر
۴ منتظم،

٢ درجه، مینیمم
٢ خصوصی، همسایه

٢ باز، همسایگی
٢ بسته، همسایگی

۴ کاکتوس،
۶٣



نمایه ۶۴
۴ ،C۴ کاکتوس

١ گراف،
١٧ ایتالیایی، گراف

٣ تهی، گراف
٣ بخشی، دو گراف
١٧ رومی، گراف

٣ بدیهی، غیر گراف
۴ مکعبی، گراف
٣ مکمل، گراف
٣ همبند، گراف

٢ یال،
٢ آویخته، یال



Aabstract

In this thesis, we study some domination parameters including Roman domination number,
Italian domination number and double Roman domination number in a graph and present various
bounds for them. Then, we study relationships between the Italian domination number and other
domination parameters. We present several bounds including some improvements of previous
bounds and then obtain constructive characterizations for graphs achieving equality of the new
bounds.
keywords domination number, Roman domination number, Italian domination number, double
Roman domination number.
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