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سپاس گزاری...

پروردگارا...
دست های برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را مویشان ͬ توانم م نه
هر که ده توفیقم پس دارم. مرهمͬ است، من افتخار برای تلاش ثمره که بسته شان پینه

بͽذارم. بودنشان دست عصای در را عمرم ثانیه های و باشم شͺرگزارشان لحظه
آقای جناب محترم راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه آغاز در
تجربیات از نیز تحصیل دوران در آمده گرد پژوهش در علاوه که آرشͬ محمد دکتر

نمایم. قدردانͬ و تشͺر گردیده ام بهره مند ایشان
صنعتͬ دانشͽاه آمار گروه محترم اساتید تمامͬ از ͬ دانم م خود وظیفه همچنین
از نامه پایان این مراحل تمامͬ در که نوروزی راد مینا خانم سرکار همچنین شاهرود،

بیاورم. به عمل دانͬ قدر نموده ام استفاده ایشان دانش
دارم. را تشͺر کمال مهربانم نامزد و عزیزم مادر و پدر زندگیم، مهربانان از صمیمانه
مسئولین از همچنین و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬ و آمار دانشجویان تمامͬ از پایان در

ͬ نمایم. م دانͬ قدر محبت هایشان و لطف پاس به دانشͺده آموزش محترم

گلپایͽانͬ محمد
١٣٩۶ شهریور

ز



نامه تعهد
دانشͽاه ریاضͬ علوم ریاضͬ آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی گلپایͽانͬ محمد اینجانب
تحت ، شده جریمه کاکس خطر نرخ رگرسیون مدل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ محمد راهنمایی

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیͽر پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا

نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانشͽاه “

رسید.

بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در

آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده

افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
گلپایͽانͬ محمد
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج مالͺیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م

ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چͺیده

مه داده های بالینͬ کارآزمایی مطالعات در اخیرا داده ها، ذخیره سازی در تکنولوژی پیشرفت با
به منجر بیماری ͷی در فوت زمان پیش بینͬ در موثر متغیرهای تعیین شده اند. ظاهر بقا
است. برخوردار بسزایی اهمیت از رو این از و ͬ شود م محاسبات زمان و هزینه در صرفه جویی
ارتباط بتواند تا ͬ شود م استفاده ریزآرایه ها تکنولوژی از ،ͬͺپزش مطالعات از بسیاری در امروزه

کند. پیدا را بیماران بالینͬ مختلف ͬ های ویژگ و ژن ها رفتار بین
الاستیͷ نت، تابع، دو این از ترکیبی و لاسو ریج، جریمه  توابع کار گیری به با پایان نامه، این در
معرفͬ مختلف الͽوریتم های پیش بینͬ برای مناسب مدل کاکس، متناسب خطرات رگرسیون در

ͬ گیرد. م قرار مقایسه مورد و

کلیدی: کلمات
کاکس. متناسب خطرات مدل جریمه شده، رگرسیون بقا، تحلیل الاستیͷ نت، برآوردگر

ی





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

قابلیت در سازی بهینه کاربرد .(١٣٩۶) م. نوروزی راد، م.، آرشͬ، م.، گلپایͽانͬ، .١
بابلسر. عملیات، در تحقیق ایرانͬ انجمن بین المللͬ کنفرانس دهمین اطمینان،

الاستیͷ نت برآوردگر برای لارس روش .(١٣٩۶) م. نوروزی راد، م.، آرشͬ، م.، گلپایͽانͬ، .٢
قزوین. تصادفͬ، فرآیندهای و احتمال سمینار یازدهمین کاکس، خطر نرخ مدل در سازوار

ل
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١ فصل

تعاریف و مقدمات

مقدمه ١ . ١

ارتباط بتوان تا ͬ شود م استفاده ریزآرایه ها تکنولوژی از ،ͬͺپزش مطالعات از بسیاری در امروزه

ژن ها تعداد که آن جایی از کرد. پیدا را بیماران بالینͬ مختلف ͬ های ویژگ و ژن ها رفتار بین

کلͬ به طور و بااهمیت ژن های تعیین زمان، و هزینه در صرفه جویی منظور به است،  زیاد بسیار

برخوردار بسزایی اهمیت از بیمار ͷی فوت زمان یا بیماری ͷی پیش بینͬ در موثر متغیرهای

به که داده ها از نوع این رگرسیون در جریمه شده ͷتکنی گیری به کار با پایان نامه این در است.

مقایسه و معرفͬ مختلف الͽوریتم های پیش بینͬ برای مناسب مدل هستند، معروف بقا داده های

جریمه شده رگرسیون سپس و است شده ارایه رگرسیون از مختصری تعریف ادامه، در ͬ شود. م

زمان های برای مدل ͷی یافتن و بررسͬ است. گرفته قرار بررسͬ مورد کلͬ حالت در آن انواع و

هدف است، برخوردار بسزایی اهمیت از آن ها دادن رخ زمان که پدیده هایی وقوع از ثبت شده

رگرسیون همین طور و (٢ (فصل کاکس رگرسیون است. بقا» «تحلیل نام به آمار از شاخه ای

مفاهیم ،١ فصل انتهای در که است بقا تحلیل از زیرشاخه ای نیز (٣ (فصل جریمه شده کاکس

١



تعاریف و مقدمات ٢

است. شده بیان آن اساسͬ

رگرسیون ١ . ٢

و آمار دید از اما است بازگشت و برگشت پسروی، معنͬ به لغوی نظر از «رگرسیون١» واژه ی

شاخص یا میانگین یا متوسط مقدار ͷی به «بازگشت مفهوم رساندن جهت واژه این از ریاضͬ،

به کمͬ نظر از زمان، گذشت با پدیده ها از برخͬ که معنͬ بدین ͬ رود. م به کار توزیع» از دیͽر

ͬ کنند. م میل متوسط مقدار ͷی طرف

کرد، منتشر میانگین به بازگشت درباره ی که مقاله ای در گالتون٢ فرانسیس ،١٨٧٧ سال در

همین طور ͬ باشد. م پدرانشان قد از کمتر بلند، قد پدران دارای پسران قد متوسط که بود کرده بیان

گالتون ترتیب، این به است. پدرانشان قد از بیشتر کوتاه قد، پدران دارای پسران قد متوسط

مفهومͬ گالتون، کرد. تایید پسران و پدران قد داده های در را میانگین به بازگشت پدیده ی

آماری مفاهیم برای را گالتون کارهای پیرسون٣ کارل اما بود داده رگرسیون به زیست شناختͬ

داد. توسعه

اما کرد، استفاده رگرسیون تحلیل از میانگین» به «بازگشت پدیده ی بر تاکید برای گالتون،

بین ارتباط مدل سازی و بررسͬ برای آماری ͷتکنی و فن رگرسیونͬ تحلیل امروزه حال هر به

است. متغیرها

دارد: را زیر متغیرهای رگرسیونͬ، مدل ͷی

ͬ شود. م داده نمایش β با معمولا که ناشناخته پارامترهای •

X پیش بین یا مستقل متغیرهای یا متغیر •

Y پاسخ متغیر یا وابسته متغیر •

ͬ کند. م مرتبط f(X,β)، ،β و X از تابعͬ به را Y رگرسیونͬ، مدل ͷی

باشد اختیار در (Xi, Yi) مشاهده ی n و بعدی p ،β = (β١, . . . ,βn)
⊤ بردار کنید، فرض

١Regression
٢Francis Galton
٣Karl Pearson



٣ رگرسیون

Y = n‐بعدی بردار و Xi ∈ Rp آن در که X = (x١, . . . ,xn)
⊤ بعدی n × p ماتریس که

ͬ شود: م روبرو زیر حالت های از ͬͺی با رگرسیون تحلیل ͬ سازند. م را (Y١, . . . , Yn)⊤

سیستم که آن جایی از و است کمتر پارامترها تعداد از مشاهدات تعداد حالت این در n < p

بازیابی برای کافͬ داده ی و نیست برآورد قابل رگرسیون مدل برای تعریف شده معادلات

شود. استفاده ͬ تواند نم تحلیل این برای ͷکلاسی دیدگاه ندارد، وجود β

خطͬ تابع ͷی ،f تابع اگر است. برابر پارامترها تعداد با مشاهدات تعداد حالت، این در n = p

ͷی به محاسبات تعداد داشت. خواهند دقیق جواب ͷی Y = f(X,β) معادلات باشد،

ͬ که صورت در و ͬ یابد م کاهش (β عناصر تعداد (همان مجهول n با معادله n مجموعه ی

داشت. خواهد یͺتا جواب ͷی باشند، خطͬ مستقل متغیرهای X

اطلاعات صورت این در است. بیشتر پارامترها تعداد از مشاهدات تعداد حالت، این در n > p

دارد. وجود β برای یͺتا مقدار تخمین برای داده ها در کافͬ

تخمین دنبال به که است ابزاری رگرسیون، مورد، این در و است متداول بسیار سوم، حالت

Y پاسخ متغیر از اندازه گیری شده و پیش بینͬ مقادیر بین فاصله که است β مجهول پارامترهای

اطلاعات از رگرسیون تحلیل مشخصͬ، آماری پذیره های گرفتن نظر در با نیز، و ͬ کند م کمینه را

Y متغیر  ͬ پیش بین مقادیر و β مجهول پارامترهای درباره ی آماری اطلاعات تعیین برای زیادی

ͬ کند. م استفاده

هستند: زیر به صورت رگرسیونͬ تحلیل های مهم شیوه های

ساده۴ خطͬ رگرسیون •

چندگانه۵ خطͬ رگرسیون •

جریمه شده۶ خطͬ رگرسیون •
۴Simple linear regression
۵Multiple linear regression
۶Penalized linear regression



تعاریف و مقدمات ۴

ساده خطͬ رگرسیون ١ . ٢ . ١

به نسبت ندارد (لزومͬ است پارامترها از خطͬ ترکیب ،Y وابسته ی متغیر رگرسیون، این در

دلیل به ͬ شود، م صحبت X متغیر بر Y متغیر رگرسیون از وقتͬ باشد). خطͬ مستقل، متغیرهای

است. متغیر دو بین همبستگͬ

X بر چقدر ،Y متغیر در تغییر که است معنͬ بدین ،Y و X متغیرهای بین همبستگͬ

مثال، برای ͬ دهد. م نشان را Y و X متغیرهای بین هماهنگͬ دیͽر، عبارت به ͬ گذارد. م تاثیر

که افرادی زیرا است مثبت همبستگͬ، است بدیهͬ کرد. اشاره وزن و قد هماهنگͬ به ͬ توان م
پیرسن٧ همبستگͬ ضریب با را همبستگͬ معمولا دارند. نیز بیشتری وزن دارند، بلندتری قدر

همبستگͬ باشد، نزدیͺتر ͷی عدد به همبستگͬ مقدار مطلق قدر چه هر ͬ کنند. م اندازه گیری

است. همبستگͬ عدم معنͬ به باشد، نزدیͷ تر صفر عدد به چه هر و است بیشتر متغیر دو بین

(ارتباط مثبت تواند  ͬ م همبستگͬ کامل. و خطͬ رابطه ی ͷی وجود یعنͬ ،ͷی برابر همبستگͬ

همبستگͬ شدت ͬ توان م پراکنش، نمودار رسم با باشد. غیرمستقیم) (ارتباط منفͬ یا مستقیم)

کرد. مشاهده را متغیر دو بین

در دارد. وجود ارتباطͬ متغیر دو بین ͬ شود م فرض ابتدا در رگرسیونͬ، تحلیل ͷی در

رسم با باشد. داشته وجود متغیر دو بین خط ͷی به صورت باید ارتباط این خطͬ، رگرسیون

که باشد این نشان دهنده ی نمودار که صورتͬ در ͬ شود. م بررسͬ ارتباط این پراکنش، نمودار

تایید اولیه حدس شده اند، پراکنده  مستقیم خط ͷی امتداد در دقیق) لزوما (نه تقریبا داده ها

از عرض ،β٠ آن، در که ͬ شود م داده نشان Y = β٠ + β١X صورت به ارتباط این و ͬ شود م

شرایط یا متغیرها اندازه گیری خاطر به است ممͺن که آن جایی از است. خط شیب ،β١ و مبدا

زیر به صورت اولیه معادله ی باشد، داشته وجود خطا مقداری ... و محیطͬ تفاوت های یا محیط

ͬ شود: م اصلاح

Y = β٠ + β١X + ε (١ . ١)

است. تصادفͬ خطای ε که ͬ شود م نامیده ساده خطͬ رگرسیون معادله ی ͷی (١ . ١) معادله ی

خطاها مجموع دیͽر، به عبارت ͬ کنند م خنثͬ را یͺدیͽر خطاها (١) که ͬ شود م فرض معمولا
٧Pearson’s coefficient



۵ رگرسیون

دیͽر با رابطه ای مشاهده ͷی در موجود خطای (٢) است. صفر آن ها، میانگین نتیجه در و

ثابت خطاها بین تغییرات (٣) هستند. یͺدیͽر از مستقل خطاها دیͽر، به عبارت ندارد، خطا ها

باشد، E(ε) = ٠ چنانچه است. ثابت خطاها واریانس عبارت دیͽر، به ͬ شود. م گرفته نظر در

پاسخ شرطͬ میانگین آن در که دانست میانگین رگرسیون ͷی منزله به را (١ . ١) معادله ی ͬ توان م

ͷی طریق از پاسخ شرطͬ میانگین دقیق تر به عبارت ͬ شود. م مدل خطͬ رابطه ͷی به صورت

داریم: و است ارتباط در پیش بین متغیرهای با راست خط

E(Y |X) = β٠ + β١X

سرطان از ناشͬ نفر) میلیون ١٠ هر (در میر و مرگ ،Y پاسخ متغیر کنید فرض مثال، برای

کشور ایالت ۴٩ از ͷی هر مرکز شمالͬ) (درجه جغرافیایی عرض ،X مستقل متغیر و پوست

و آلاسͺا بنابراین است، شده گردآوری ١٩۵٠ دهه ی اواخر در داده، مجموعه (این باشد آمریͺا

ایالت ها شمار در نیز سͬ. دی. واشینگتون و نشده اند محسوب آمریͺا ایالت های جزو هاوایی

معکوس خطͬ رابطه ی ͷی به صورت که ͬ دهد م نشان را ارتباط این ١ . ١ شͺل است). شده آورده

ͬ باشد. م

مدل مجهول پارامترهای است کافͬ و شده معرفͬ ساده خطͬ رگرسیون مدل مرحله، این تا

از که ͬ شود م انجام مختلفͬ روش های به پارامترها برآورد شوند. برآورد (β١ و β٠ اینجا (در

کرد. اشاره ماکزیمم درستنمایی و خطا دوم توان های کمترین روش به ͬ توان م آن ها مهم ترین

داشتن با باشد. دسترس در {(Xi, Yi); i = ١,٢, . . . , n} داده های مجموعه کنید فرض

آورد: به دست زیر به صورت را مدل ͬ توان م نقاط از مجموعه ای

Yi = β̂٠ + β̂١X١ + ei = Ŷi + ei (١ . ٢)

پارامترها، آوردن به دست برای روش ها متداول ترین از دارد. نام مانده ei = Yi − Ŷi آن، در که

یعنͬ ͬ باشد. م SSE مانده ها٨، دوم توان های مجموع کردن کمینه

SSE =

n∑
i=١

e٢
i =

n∑
i=١

(Yi − Ŷi)
٢ =

n∑
i=١

(Yi − β̂٠ − β̂١Xi)
٢ (١ . ٣)

٨Sum of square errors



تعاریف و مقدمات ۶

با: بود خواهند برابر روش این با پارامترها ساده، خطͬ رگرسیون مورد در

β̂١ =

∑n
i=١(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=١(Xi − X̄)٢

β̂٠ = Ȳ − β̂١X̄

هستند. Y و X میانگین Ȳ و X̄ آن در که

به صورت دوم توان های کمترین روش با ١ . ١ شͺل داده های مجموعه  در پارامترها برآورد

آمد. به دست β̂١ = −۵٫٩٨ و β̂٠ = ٣٨٩٫١٩

چندگانه خطͬ رگرسیون ١ . ٢ . ٢

متغیر مقادیر رگرسیون، این در است. ساده خطͬ رگرسیون از تعمیمͬ چندگانه خطͬ رگرسیون

برآورد (Xp و . . . ،X٢ ،X١ مستقل (متغیرهای دیͽر متغیر چند یا دو مقادیر روی از Y وابسته ی
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٧ رگرسیون

است: زیر به صورت iام مشاهده ی برای چندگانه خطͬ رگرسیون معادله ی ͬ شوند. م

Yi = β٠ + β١Xi١ + · · ·+ βpXip + εi, i = ١, · · ·n (۴ . ١)

ثابت مقدار β٠ و هستند جزیی رگرسیون ضرایب βp و . . . ،β٢ ،β١ پارامترهای آن، در که

افزایش میزان ضرایب، این زیرا ͬ شوند م نامیده جزیی رگرسیون ضرایب βiها است. رگرسیون

متغیرها سایر داشتن نگه  ثابت با موردنظر مستقل متغیر افزایش واحد ͷی ازای به را وابسته متغیر

ͬ دهد. م نشان

نوشت: زیر به صورت ماتریسͬ نماد براساس را (۴ . ١) مدل ͬ توان م

Y = Xβ + ε (۵ . ١)

iامین نمایش دهنده Yi و پاسخ متغیر شامل مولفه ای n بردار ͷی Y = (Y١, . . . , Yn)⊤ آن در که

کنید فرض . Xi ∈ Rp آن در nکه × p ماتریس X = (X١, . . . ,Xn)
⊤ مشاهده شده، پاسخ

ضرایب شامل بعدی p بردار ͷی β = (β١, . . . ,βn)
⊤ باشد، ستونͬ کامل رتبه دارای X ماتریس

E(ϵ) = ٠ کنید فرض که است تصادفͬ خطای مولفه ای n بردار ε = (ε١, . . . , εn)⊤ و رگرسیونͬ

. E(ϵϵ⊤) = σ٢In و

کند: کمینه را زیر در SSE که است برآوردگری (OLS) معمول٩ͬ دوم توان های کمترین برآورد

SSE(β) = ε⊤ε =

n∑
i=١

ε٢
i

=
n∑

i=١

Yi − β̂٠ −
p∑

j=١
β̂jXij

٢

= (Y −Xβ)⊤(Y −Xβ)

= Y ⊤Y − ٢Y ⊤Xβ + β⊤X⊤Xβ (۶ . ١)

٩Ordinary least squares



تعاریف و مقدمات ٨

که آن جایی از −٢X⊤Y +٢X⊤Xβ̂ = ٠ ͬ شود م نتیجه β به نسبت SSE(β) از مشتق گیری با

X⊤X بعدی p ماتریس بنابراین دارد، وجود خطͬ مستقل ستون p و بوده p ،X ماتریس رتبه ی

ͬ آید: م به دست زیر به صورت مدل ضرایب برآوردگر بنابراین، است. معکوس پذیر

β̂ = argminβ{SSE(β)}

= (X⊤X)−١X⊤Y .

هر مرکز جغرافیایی طول به میر و مرگ تعداد کنید فرض ،١ . ١ شͺل داده ی مجموعه ی در

X١ متغیرهای با ترتیب به جغرافیایی طول و عرض اگر صورت این در باشد. وابسته نیز ایالت

بود خواهد Y = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + ε به صورت رگرسیونͬ مدل آن گاه شود، داده نشان X٢ و

و β̂١ = −۵٫٩٣ ،β̂٠ = ۴٠٠٫۶٧ از: عبارتند دوم توان های کمترین روش به پارامترها برآورد که

مدل، که دارد براین اشاره رگرسیونͬ مدل این در بودن خطͬ صفت به کارگیری .β̂٢ = −٠٫١۵

متغیرهای از بعدی p فضای در ابرصفحه ͷی و است خطͬ βp و . . . ،β٠ پارامترهای برحسب

ͬ دهد. م نشان به خوبی را موضوع این ١ . ٢ شͺل که ͬ کند م ایجاد Xi مستقل

جریمه شده چندگانه رگرسیون مدل ١ . ٣

β از خوبی برآوردگر رگرسیون، پارامتر برآورد در روش متداول ترین ،OLS برآوردگر معمولا

قضیه ی آن، بر علاوه است. آن ساده نسبتا محاسبات روش، این ویژگͬ مهم ترین از است.

خطͬ برآوردگر بهترین ͬ کند م ثابت که دارد وجود راستا این در نیز گوس‐مارکوف معروف

از برخͬ در که دارند وجود متفاوتͬ موقعیت های اما است. OLS برآوردگر ،β پارامتر نااریب

داده های دارند، سنگین دم توزیع خطاها ͬ که هنگام ͬ کند. نم رفتار خوبی به برآوردگر این آن ها،

وقتͬ یا است زیاد پارامترها تعداد که وقتͬ بͽذارند. زیادی تاثیر OLS برآوردگر بر ͬ توانند م پرت

دارد، وجود هم خطͬ داده ها در دیͽر، عبارت به یا هستند همبسته به شدت X ماتریس ستون های

کمترین برآوردهای قدرمطلق که است معنͬ بدان این ͬ یابد. م افزایش OLS برآوردگر واریانس

ارایه ی با یعنͬ ͬ  کند. م تولید ناپایداری برآوردهای نتیجه در و ͬ شود م بزرگ خیلͬ دوم توان های

درستͬ نتیجه در و ͬ کند م تغییر توجهͬ قابل به طور برآوردگرها این اندازه ی متفاوت نمونه های

کم اریبی دارای اغلب برآوردها، این .(١٣٨٩ همͺاران، و (رستا ͬ یابد م کاهش پیش گویی ها



٩ جریمه شده چندگانه رگرسیون مدل

Skin Cancer Mortality versus State Latitude and Longitude
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Ŷ = 400.67 −5.93 X1 −0.15 X2

ایالت هر مرکز جغرافیایی طول و عرض با پوست سرطان رگرسیون صفحه :١ . ٢ شͺل
آمریͺا در

هستند. زیاد واریانس ولͬ

جای به روش، این است. جریمه ͷتکنی از استفاده مسایل، این با مواجهه برای روش ͷی

SSE تابع است، شده تعریف (۶ . ١) رابطه ی در که خطا دوم توان مجموع تابع کردن کمینه

ͬ کند: م کمینه را زیر جریمه شده ی

SSE(β) + Pλ(β) (١ . ٧)

روش های ͬ کند. م جریمه را مجهول پارامترهای بزرگ تر مقادیر که است تابعͬ Pλ(β) آن، در که

موازنه که ͬ شود م ظاهر (λ اینجا، (در تنظیم کننده١٠ پارامتر ͷی حداقل با همواره جریمه شده

ͬ کند. م کنترل را جریمه تابع و SSE تابع بین

Y = β٠+β١X١+β٢X٢+ به صورت رگرسیونͬ مدل کنید فرض مثال، ͷی عنوان به .١ . ٣ . ١ مثال
١٠Tuning parameter
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نرمال توزیع از عدد ٢٠ منظور، بدین باشند. همبسته به شدت X٢ و X١ متغیرهای نیز و باشد ε

تولید ٠٫٠١ انحراف معیار و X١ میانگین با نرمال توزیع از عدد ٢٠ و X١ متغیر عنوان به استاندارد

همبسته به شدت ͬ دهد م نشان که ͬ آید م به دست ٠٫٩٩ متغیر، دو این بین همبستگͬ است. شده

کمترین روش با باشد. (٣,١,١) صورت به β پارامترهای بردار واقعͬ مقدار کنید فرض هستند.

که همان طور ͬ آید. م به دست (٣٫٠٩,٢٢٫۶٢٠٫٣٩−,٠) به صورت ضرایب برآورد دوم، توان های

به دلیل که دارند زیادی اختلاف پارامتر واقعͬ مقدار با آمده به دست برآوردهای ͬ شود م ملاحظه

برابر β پارامتر واقعͬ مقدار به ازای SSE تابع مقدار است. X٢ و X١ متغیرهای بودن همبسته

ͬ شود. نم مشاهده زیادی اختلاف که است ١٠٫٧٢ با برابر OLS برآوردگر به ازای و ١٢٫٨۴ با

ͬ باشد م ٢٫٢٢ با برابر OLS برآوردگر سوم و دوم مولفه های مجموع و β١ + β٢ = ٢ همین طور

از کوچͺتری شدیدا عدد β٢
١ + β٢

٢ = ١٢ + ١٢ = ٢ اما ͬ باشند. م ͷنزدی هم به بسیار که

این مسئله این در موثر روش های از بنابراین است. (٢٢٫۶٠)٢ + (−٢٠٫٣٩)٢ = ٩٢۶٫۶٢٩٨

به عنوان (١,١) بردار شود. گرفته نظر در (١ . ٧) رابطه ی در λ
∑p

j=١ β٢
j جریمه تابع که است

بیشتری علاقه مندی از (٢٢٫۶٢٠٫٣٩−,٠) به نسبت و ͬ شود م منجر را کمتری جریمه ی پاسخ،

رگرسیون ،(SSE تابع به ∑p
j=١ β٢

j جریمه ی تابع کردن (اضافه رهیافت این است. برخوردار

برآورد (٣٫٠٩,١٫١٢,١٫٠٨) به صورت را β بردار ،λ = ١ دلخواه مقدار به ازای که دارد نام ریج

ͬ باشد. م ͷنزدی پارامتر واقعͬ مقادیر به ͬ شود م مشاهده که ͬ کند م

نامرتبط پاسخ متغیر با آن ها از برخͬ اما دارند وجود مهم پیش بین متغیر تعدادی کنید فرض

که چرا است بوده آماری تحلیل گران دلخواه همواره کمتر متغیرهای تعداد با مدل هایی هستند.

تفسیر قابلیت و ͬ کنند م بیان ساده به صورت را علمͬ متغیرهای بین روابط (١) مدل ها گونه این

و سنتͬ متغیر انتخاب روش های زیاد، زمان صرف و محاسباتͬ هزینه های (٢) دارند؛ بیشتری

است؛ کرده رو به رو بالا بعد با داده ها از استفاده زمینه ی در جدی بسیار چالش با را ͷکلاسی

توضیح قابل و فهم قابل آسان، آن از استفاده که است مدلͬ خوب، آماری مدل ͷی انتخاب (٣)

باشد. دیͽران برای

ͬ کند، م تولید را زیاد واریانس با برآوردگری کامل، مدل SSE تابع کردن کمینه که آن جایی از

از برخͬ یا مدل در آن ها ͬ داری معن اساس بر متغیرها از زیرمجموعه ͷی است شده پیشنهاد
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است این دارد وجود رهیافت این در که اساسͬ مشͺل شود. انتخاب مدل، انتخاب معیارهای

اما باشند شده شناخته ممͺن زیرمدل های همه ی که هستند استفاده قابل زمانͬ معیارها که

رایانه های با و ͬ شود م زیاد ،p افزایش با نمایی به صورت ممͺن زیرمجموعه های همه ی تعداد

روش های دلیل بدین نیست. ممͺن محاسبات ۵٠ یا ۴٠ از بزرگتر pهای برای عملا امروزی،

و پیش رو انتخاب های از ترکیبی گام، به گام و پس رو پیش رو، انتخاب مانند اصلاح شده ای

روش این بودن گسسته کرد، اشاره آن به ͬ توان م که دیͽری مشͺل شده اند. پیشنهاد پس رو،

ͬ آیند. م به دست متفاوتͬ کاملا برآوردهای داده ها، در ͬͺکوچ بی نهایت تغییر با بنابراین است.

است. همراه زیاد تغییرپذیری با و بوده ناپایدار اغلب زیرمجموعه١١ انتخاب رهیافت نتیجه، در

آماری مدل سازی های در متغیرها تعداد کاهش و متغیر انتخاب در کردن جریمه ایده ی

گروه کرد: تقسیم کلͬ گروه دو به ͬ توان م را کردن جریمه  روش های باشد. مفید بسیار ͬ تواند م

معیار و (AIC) ١٢ͷکایی آ اطلاع معیار مانند مدل اندازه ی کردن جریمه بر مبتنͬ روش های اول،

شدند. معرفͬ (١٩٧٨) شوارتز١۴ و (١٩٧٣) ͷکایی آ توسط ترتیب به که (BIC) بیزی١٣ اطلاع

روش های به معروف که پیش بین متغیرهای تک تک کردن جریمه بر مبتنͬ روش های دوم، گروه

با و پیوسته پایدارتر، متغیر، انتخاب در روش ها این که است جریمه شده دوم توان های کمترین

است. کارامد محاسباتͬ روش

از ͬͺی آمده اند. پدید اطلاع نظریه ی اساس بر مدل انتخاب معیارهای از زیادی تعداد

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که است AIC معیارها این پرکاربردترین

AIC = −٢l + ٢p (١ . ٨)

هر ͬ باشد. م مدل در موجود رگرسیونͬ ضرایب تعداد p و درستنمایی تابع لͽاریتم l آن، در که

معیار، این از پس دارد. برتری زیرمجموعه مدل های سایر بر کمتر، AIC با زیرمجموعه مدل

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و است BIC آن ها معروف ترین که آمده اند پدید دیͽری معیارهای

BIC = −٢l + p ln(n) (١ . ٩)
١١Subset selection
١٢Akaike Information Criterion
١٣Bayesian Information Criterion
١۴Schwarz
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اندرسون١۵ و بورنهام به اطلاع معیارهای سایر با آشنایی برای است. نمونه حجم n آن، در که

کنید. مراجعه (٢٠٠٢)

تعداد از متغیرها تعداد که است زمانͬ جریمه شده، رگرسیون کارگیری به موارد دیͽر از

داده هایی چنین ،ͬͺبیولوژی و ͬͺپزش مطالعات از بسیاری در امروزه باشد. بیشتر خیلͬ مشاهدات

بیماری، وضعیت خون، (فشار پاسخ متغیر ͷی ͬ خواهد م محققͬ کنید فرض مثلا ͬ شود. م دیده

متابولیͷ ها ،DNA الͽوهای ژن ها، (مانند مولͺولͬ ͬ های ویژگ اساس بر را ( ... و درمان به پاسخ

کند. پیش بینͬ ( ... و

زیر ͬ های ویژگ باید خوب جریمه تابع ͷی که کردند ارایه را اصل سه (٢٠٠١) ل١۶ͬ و فن

باشد: داشته را

پارامتر بزرگ مقادیر به برآورد شده پارامتر باید برآوردگر، اریبی از جلوگیری منظور به : نااریبی

باشد. ͷنزدی مجهول

برآوردی پارامترهای خودکار به صورت که باشد داشته آستانه حد ͷی باید برآوردگر :١٧ تنکͬ

شود. کاسته مدل پیچیدگͬ از وسیله بدین تا بͽیرد نظر در صفر را ͷکوچ

باشد. پایدار مدل ͬ های پیش بین تا باشد پیوسته باید آمده به دست برآوردگر : پیوستگͬ

که به طوری شوند استاندارد پیش بین متغیرهای ابتدا است بهتر جریمه، ͷتکنی بردن به کار برای

که به گونه ای ͬ شود م مرکزی نیز پاسخ متغیر باشد. ͷی آن ها، واریانس و صفر آن ها میانگین

دیͽر، عبارت به گردد. صفر برابر آن میانگین

Ȳ = ٠, X̄j = ٠, X⊤
j Xj = n, ∀j (١ . ١٠)

واضح کند. تغییر میلیون ͷی تا صفر از X٢ متغیر و ١ تا ٠ از X١ متغیر کنید فرض مثال، برای

داده ها وقتͬ نیست. معنͬ ͷی به متغیرها این دوی هر برای متغیرها در تغییر واحد ͷی که است

داشت. نخواهد وجود مدل در مبدا از عرض صورت، این در باشند، شده استاندارد
١۵Burnham and Anderson
١۶Fan and Li
١٧Sparse
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بازیابی زیر به صورت ͬ توان م مدل، برازش از بعد را مقیاس در تغییرات است توضیح به لازم

کرد:

Xijβj =
Xij

a
aβj = X̃ij β̃j , X̃ij =

Xij

a
, β̃j = aβj (١ . ١١)

کرد تقسیم a بر را β̃j پاسخ ͬ توان م به سادگͬ شود، تقسیم a بر Xj متغیر اگر دیͽر، عبارت به

آورد. به دست را اولیه βj تا

رگرسیونͬ مدل های از استفاده متغیر، انتخاب و همخطͬ مشͺل حل برای نامه پایان این در

مورد هستند، جریمه شده رگرسیونͬ مدل های کاربردی ترین از که الاستیͷ نت و لاسو ریج،

ͬ گیرند. م قرار استفاده

ریج برآورد ١ . ٣ . ١

موثرترین از ͬͺی شده اند. ارائه خطͬ مدل های در همخطͬ مشͺل بر غلبه برای متعددی روش های

کنارد١٨(١٩٧٠) و هورل توسط که است ریج رگرسیون همخطͬ، مشͺل حل برای روش ها

ͬ آید: م به دست زیر به صورت ریج برآورد شد. معرفͬ

β̂
ridge

= argminβ

(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ) + λ

p∑
j=١

β٢
j


= (X⊤X + λI)−١X⊤Y (١ . ١٢)

و ͬ شود م تبدیل OLS برآورد به ریج برآورد باشد، λ = ٠ اگر است. تنظیم کننده پارامتر λ آن در که

مجموعه ͷی ریج رگرسیون λ هر برای هم چنین ͬ رسد. م صفر به ریج برآورد شود، بزرگ λ اگر

دارد. ضرایب برآورد از متفاوت

اساسͬ ویژگͬ که است ١
١+λ

β̂
OLS به صورت ریج برآوردگر ،X⊤X = Ip که حالتͬ در

صفر سمت به را برآوردها ریج، جریمه ی به کارگیری ͬ دهد. م نشان را انقباض یعنͬ ریج رگرسیون

ͬ دهد. م کاهش را برآوردها واریانس اما ͬ شود م اریبی آمدن وجود به  باعث که ͬ کند م منقبض

ͬ سازد. نم فراهم را تنکͬ شرط جریمه تابع این دیͽر،  طرف از

X⊤X نباشد، کامل رتبه ی X⊤X ماتریس اگر ندارد. وجود همیشه OLS برآوردگر طرفͬ، از

دارد وجود همیشه ریج برآوردگر اما ندارد. وجود OLS برای یͺتا پاسخ و نیست معکوس پذیر
١٨Hoerl and Kennard
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هر برای همین طور است. معکوس پذیر همیشه X⊤X + λIp کمیت ،X ماتریس هر برای زیرا

این که است OLS برآوردگر MSE از کمتر ریج برآوردگر MSE که دارد وجود λای همیشه ،β

باشد درست کاملا برازش شده مدل اگر حتͬ که ͬ کند م بیان زیرا است شͽفت انگیز بسیار نتیجه

به کردن منقبض با را بهتری برآوردگر ͬ توان م همیشه کند، پیروی مشخص شده دقیق توزیع از و

آورد. دست به صفر سمت

اما آید، به دست کمتر تغییرپذیری با برآوردهایی تا ͬ کند م ͷکم ریج برآوردگر که چه اگر

است: زیر نقص های دارای

ͬ کند. م منقبض صفر سمت به نیز را بزرگتر واقعͬ مقادیر با ضرایب •

اما شوند منقبض صفر به است ممͺن مدل بی اهمیت ضرایب مدل: تفسیرپذیری مشͺل •

دارند. وجود مدل در هنوز آن ها

لاسو برآورد ١ . ٣ . ٢

شود. استفاده (١ . ٧) رابطه ی در λ
∑p

j=١ |βj | جریمه ی تابع از کرد پیشنهاد (١٩٩۶) تیبشیرانͬ

ͬ آید: م به دست زیر به صورت برآوردگر این نتیجه، در

β̂LASSO = argminβ

(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ) + λ

p∑
j=١

|βj |

 (١ . ١٣)

دوم توان تابع جای به قدرمطلق تابع از استفاده ریج، برآوردگر با لاسو برآوردگر تفاوت تنها

برآوردگر بر چشم گیری تاثیر اما است، جزیی بسیار تغییر این چه اگر است. جریمه به عنوان

دارد. نتیجه شده

منقبض صفر سمت به را آن ها ضرایب، قدرمطلق مقادیر کردن جریمه ریج، برآوردگر مشابه

ͬ دهد. م قرار صفر برابر دقیقا را ضرایب از برخͬ ریج، برآوردگر خلاف بر وجود، این با اما ͬ کند م

شده نامیده لاسو١٩ آمده، به دست برآوردگر ͬ دهد. م انجام نیز متغیر انتخاب جریمه، تابع این لذا

برای و ندارد بسته ای صورت لاسو ریج، روش برخلاف ͬ شود. م داده نشان β̂
LASSO نماد با و

ͬ آید. م دست به عددی صورت به ضرایب بردار λ مقدار هر
١٩LASSO:least absolute shrinkage and selction operator
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نشان خود از قبولͬ قابل عملͺرد برآوردگرها پیش بینͬ دقت و پایداری لحاظ به لاسو روش

منجر هم چنین، و دارد بالایی پیش بینͬ دقت مواقع اکثر ریج رگرسیون به نسبت و است داده
٢٠ افرون که دارد پیچیده ای بسیار محاسبات روش، این اما ͬ شود. م تنک جواب های تولید به

روش در کردند. مطرح لاسو برآوردگر محاسبه ی برای را زاویه٢١ کمترین رگرسیون (٢٠٠۴)

کوچͷ تر ضرایب و ͬ شوند م منقبض صفر سمت به و ͬ شوند م جریمه نیز بزرگ ضرایب لاسو،

لاسو، برآوردگر نتیجه در و ͬ شود م بیش برآوردی باعث که ͬ کنند م پیدا را مدل در حضور فرصت

معرفͬ را اسͺد٢٢ جریمه ی تابع (٢٠٠١) لͬ و فن راستا، این در نیست. نااریبی ویژگͬ دارای

حضور اجازه ی لاسو، برآوردگر باشد، نمونه حجم از بیشتر متغیرها واقعͬ تعداد اگر کردند.

(٢٠٠۵) هیست٢٣ͬ و ژو به وسیله ی مشͺل این که ͬ دهد م نهایی مدل در را متغیر n حداکثر

برای لازم شرط (٢٠٠۶) ژو است. آن ناسازگاری لاسو، برآوردگر دیͽر مشͺل است. شده رفع

نمود. ارایه را آن از اصلاح شده ای صورت و بیان را برآوردگر این سازگاری

الاستیͷ نت برآورد ١ . ٣ . ٣

برطرف راستای در را الاستیͷ نت٢۴ برآوردگر (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو شد اشاره که همان طور
خام٢۵ الاستیͷ نت برآورد کردند. مطرح مدل در متغیر n از بیش حضور عدم مشͺل کردن

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت (NEN)

β̂
NEN

= argminβ

(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ) + λ١
p∑

j=١
|βj |+ λ٢

p∑
j=١

β٢
j

 (١۴ . ١)

ͬ توان م α = λ٢/(λ١ + λ٢) گرفتن نظر در با ͬ کنند. م اختیار نامنفͬ مقادیری λ٢ و λ١ آن در که

نوشت: زیر صورت به را اولیه الاستیͷ نت برآورد

β̂
NEN

= argminβ

(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ) + (١ − α)

p∑
j=١

|βj |+ α

p∑
j=١

β٢
j

 . (١۵ . ١)

است. ریج و لاسو روش های جریمه ی نواحͬ از محدبی ترکیب روش، این در جریمه ناحیه ی

لاسو رگرسیون همین طور، ͬ شود. م ساده ریج رگرسیون به تبدیل الاستیͷ نت α = ١ وقتͬ
٢٠Efron.
٢١Least angle regression
٢٢SCAD: Smoothly clipped absolute deviation
٢٣Zou and Hastie
٢۴ElasticNet
٢۵Naive elastic net estimator



تعاریف و مقدمات ١۶

کند. برآورد صفر را ضرایب از برخͬ است قادر جریمه، تابع این ͬ آید. م به دست α = ٠ به ازای

هستند، همبسته شدت به یا دارند یͺسانͬ اثر پاسخ متغیر بر که را متغیرهایی ͬ تواند م هم چنین،

که زمانͬ به خصوص مستقل متغیرهای گروه بندی برای روش، این از بنابراین کند. برآورد برابر

دارای که ،β̂EN الاستیͷ نت، اصلاح شده ی برآورد است. شده استفاده است، بزرگ آن ها تعداد

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت است، خام برآورد به نسبت بالاتری پیش بینͬ دقت

β̂
EN

= (١ + λ٢)β̂
NEN

. (١۶ . ١)

غیرموثر و موثر متغیرهای بین تمایز و صحیح مدل انتخاب پیش بینͬ، دقت نظر از روش، این

متوسط متغیرهای تعداد با مدل هایی برای ͬ کند. م عمل بهتر بیان شده روش های دیͽر از همبسته،

که حالتͬ در هم و باشد زیاد پیش بین ها بین همبستگͬ که حالتͬ در الاستیͷ نت روش کم، یا

حالتͬ در البته است. داده نشان خود از قبولͬ قابل عملͺرد نباشد، توجه قابل چندان همبستگͬ

استفاده لاسو مانند دیͽری روش های از ͬ توان م نباشد، قوی مستقل متغیرهای بین همبستگͬ که

کرد.

جریمه شده رگرسیون در تنظیم کننده پارامتر انتخاب ۴ . ١ . ٣

این هستند. وابسته λ تنظیم کننده ی پارامتر به شدیدا جریمه شده، روش های که است بدیهͬ

ͬ کند. م کنترل را جریمه و برازش بین موازنه پارامتر،

ͬ شود م تولید مدلͬ نتیجه در و ͬ شوند م بیش برازش داده ها باشد، ͷکوچ بسیار λ وقتͬ •

دارد. بزرگͬ واریانس که

که ͬ شود م مدل هایی به منجر و ͬ شوند م کم برازش داده ها باشد، بزرگ خیلͬ λ وقتͬ •

دارند. بزرگͬ اریبی

تا ͬ دهد م اجازه تنظیم کننده پارامتر تغییر که است تنظیم کننده  پارامتر ͷی λ پارامتر بنابراین

قدم اولین پارامتر، این انتخاب که است بدیهͬ برسد. تعادل به واریانس و اریبی بین موازنه ی

است. جریمه ای تابع هر از استفاده در

تعیین شده پیش از و ثابت مقدار ͷی پارامتر ها، بعد جریمه ی اطلاع، معیارهای خلاف بر

ͬ آید. م به دست مشاهدات اساس بر جریمه شده رگرسیون در تنظیم کننده پارامتر مقدار است،



١٧ جریمه شده چندگانه رگرسیون مدل

استفاده مورد بیشترین که روشͬ اما دارند. وجود پارامتر این یافتن برای مختلفͬ روش های

اندازه چه تا (λ ازای به (برآوردگر β̂λ اساس بر ͬ ها پیش بین که است این مبنای بر دارد، را

برآورد برای هم و مدل برازش برای هم داده ها از اگر کند. بازیابی را Y واقعͬ مقدار ͬ تواند م

صورت این به ایده ͷی شد. خواهد بیش برازشͬ به منجر آن گاه شود، استفاده پیش گویی دقت

برازش برای آن از قسمت ͷی شود، تقسیم قسمت دو به داده ها مجموعه ی که ͬ شود م مطرح

قسمت در را مشاهدات ͬ تواند م چه اندازه تا پیش گویی شده Xβ̂ اینکه ارزیابی برای دیͽری و β̂

قدر آن  مشاهدات تعداد به ندرت که است آن روش این در اساسͬ مسئله کند. پیش گویی دوم

به تنهایی آن ها از نیمͬ از بتوان که کرد تقسیم قسمت دو به را آن ها راحتͬ به بتوان که است زیاد

کرد. استفاده λ برآورد برای

تقسیم قسمت K به را داده ها که است متقابل٢۶ اعتبارسنجͬ جایͽزین، پیشنهادی روش

کنار که قسمتͬ روی مخاطره سپس و ͬ شود م داده برازش زیرمجموعه K − ١ به مدل ͬ کند؛ م

نهایت، در و ͬ شود م تکرار قسمت هر برای رویه این ͬ گردد. م محاسبه است، شده گذاشته

،۵ با برابر K ͬ شود م فرض معمولا ͬ شود. م محاسبه نتایج این همه ی روی مخاطره ها میانگین

ͬ شود. م گذاشته کنار مشاهدات از ͬͺی تنها که است معنͬ بدین ، K = n اگر است. n یا ١٠

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت معیار این حالت، این در

CV(λ) =
١
n

n∑
i=١

(Yi − Ŷ −i
λ )٢ (١ . ١٧)

این در است. مشاهده iامین گذاشتن کنار از پس برازش شده مقدار بیان گر Ŷ −i
λ آن، در که

کند. کمینه را معیار این که بود خواهد λیی با متناظر نظر مورد λ صورت،

متقابل اعتبارسنجͬ معیار (١٩٧٩) واهبا٢٧ و کروان است. وقت گیر بسیار CV(λ) محاسبه ی

کردند: معرفͬ زیر به صورت CV(λ) برای جایͽزینͬ عنوان به را (GCV) تعمیم یافته٢٨

GCV(λ) =
(Y − Ŷ λ)

⊤(Y − Ŷ λ)

n
(
١ − tr(A(λ))

n

)٢ (١ . ١٨)

است. A(λ) تصویر٢٩ ماتریس تحت شده برازش مقادیر بردار Ŷλ آن، در که
٢۶Cross validation
٢٧Craven and Wahba
٢٨Generalized cross validation (GCV)
٢٩Projection matrix
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زیستͬ، علوم مدیریت، اقتصاد، ،ͷفیزی مهندسͬ، جمله از زمینه ای هر در تقریبا رگرسیون

علوم در رگرسیون  معروفترین است. نیاز مورد پیش بینͬ و برآورد برای اجتماعͬ علوم و بیولوژی

داده های با رگرسیون این که آن جا از است. کاکس متناسب مخاطره رگرسیون ،ͬͺپزش و زیستͬ

که داده ها این به مربوط اساسͬ مفاهیم ادامه در دارد، کار و سر بقا» «داده های نام به خاصͬ

ͬ گردد. م بررسͬ ͬ سازند، م را بقا» «تحلیل نام به آمار علم از شاخه ای

بقا تحلیل ۴ . ١

بعضͬ وقوع تا زمانͬ فاصله ی است، گرفته قرار محققین توجه مورد که داده ها انواع از برخͬ

پس که به طوری افراد از گروهͬ به نمودن توجه و پرداختن یعنͬ ͬ باشند. م مرگ مانند حوادث

جمله از ͬ گردد. م تعریف افتادگͬ کار از یا شͺست نقطه ی ͷی آن ها از کدام هر برای مدتͬ از

صنعتͬ ماشین ͷی عمر طول باشد، نظر مورد واقعه ی یا شͺست مصداق ͬ تواند م که مواردی

ابتدا در روش ها این که آن جایی از ͬ باشند. م تعمیرگاه به نو اتومبیل ͷی مراجعه زمان اولین و

است. شده نهاده آن ها بر بقا» «تحلیل نام شده اند، طراحͬ میر و مرگ مطالعات برای

پیشروی خطر کاهش در درمانͬ پرتو اثر بررسͬ آن از هدف که بͽیرید نظر در را مطالعه ای

انتهای تا ١٣٨۵ سال ابتدای از که شود انجام صورت بدین مطالعه این کنید فرض باشد. سرطان

شده اند پیͽیری ͬ گیرند، م قرار درمانͬ پرتو تحت بیمارستان در که بیمارانͬ تمام ١٣٨۶ سال

هدف با که بͽیرید نظر در را دیͽری مطالعه ی شده است. ثبت سرطان پیشروی موارد تمام و

عمرشان پایان تا باشند شده پیͽیری ١٣٨۶ سال پایان تا که آن جای به اما شده، انجام مشابهͬ

هر مورد در شما است. آسان داده ها تحلیل حالتͬ چنین در باشند. داشته حضور مطالعه در

نیز، و خیر یا است شده سرطان پیشروی دچار عمرش پایان تا آیا که ͬ دانید م دقیقا بیماری

تعيين دقت به ͬ توانيد م حتͬ کنید. مقایسه و گزارش را گروه هر در پیشروی درصد ͬ توانید م

متوسط به طور مطالعه، گروه دو از ͷي هر در پیشروی، وقوع و عدم بين زمانͬ فاصله ی كه كنيد

آن اجرای عملا́ كه است آن دارد وجود مطالعه اين مورد در كه مشͺلͬ اما است. بوده چه قدر

ممͺن شوند، پيͽيری عمرشان پايان تا بايد بيماران همه جایی که آن  از مثلا́ است. دشوار بسيار

كند. پيدا ادامه بيشتر يا سال ٣٠ مطالعه است



١٩ بقا تحلیل

در كه داده هايی همه مطالعه اين پايان در اما است، ͬ تر منطق اجرايی لحاظ از اول مطالعه

سال پايان تا فقط بيماران چون مثلا́ نیامده اند. به دست بود، پژوهشͽر اختيار در دوم مطالعه

پايان تا و باشد داشته پیشروی عدم ١٣٨۵ فروردين در بيماری اگر شده اند، پيͽيری ١٣٨۶

اما نداده، رخ وی در پیشروی سال دو مدت به گفت ͬ توان م باشد، نداشته پیشروی مطالعه

گفت ͬ توان نم و ͬ شود م پيͽيری ماه ͷي فقط ͬ شود، م مطالعه وارد ١٣٨۶ اسفند در كه بيماری

پیشروی دچار ١٣٨٧ فروردين در او بسا چه شد؛ نخواهد پیشروی دچار سال دو تا نیز او كه

شود.

مطالعات که آنجایی از و است، برخوردار بسزایی اهمیت از رخداد زمان پدیده ها، این در

کلͬ حالت در یا بقا زمان عنوان به آن از بود افراد مردن یا زنده ماندن بررسͬ برای ͬͺپزش در

مجموعه ای آمار علم نظر از بقا» تحلیل و «تجزیه کلͬ، حالت در ͬ کنند. م یاد بقا داده های

ͬ تواند م آن ها مقدار که است نامنفͬ تصادفͬ متغیرهای تحلیل در آماری متفاوت روش های از

واحد ͷی مرگ زمان یا ͬͺفیزی مولفه ی ͷی افتادگͬ) کار (از شͺست تا انتظار زمان مدت

پیشامد رخداد تا انتظار مورد زمان مدت کلͬ به طور و زنده) سلول یا حیوان، (انسان، ͷبیولوژی

بیماری مجدد رویداد یا مرگ سرطان، بیماری در پیشامد این مثال، عنوان به باشد. نظر مورد

عضو رد اعضا، پیوند در و بیمارستان از بیمار کردن مرخص پرستاری، مطالعات در است.

است. پیوندی

به صورت گرونت٣٠ جان به نام شخصͬ توسط میلادی ١۶۶٢ سال در بقا تحلیل بار اولین

و مرگ فهرست اولین وی است. شده برده به کار میر و مرگ جدول های روی بر ابتدایی کارهای

(کاشف معروف ستاره شناس هال٣١ͬ، ادموند یادداشت های در بعدها کرد. منتشر را لندن در میر

از درصد چند ͬ داد م نشان که شد مشاهده جدول هایی نیز ١۶٩٣ سال در هالͬ) دنباله دار ستاره 

انتظار مورد زمان ͬ که زمان ١٧۶٠ سال در برنول٣٢ͬ دنیل سپس ͬ میرند. م سنͬ دوره هر در آدم ها

پیشرفت با اخیرا .(٢٠٠٨ (فریدمن٣٣، داد گسترش را جدول ها این کرد، محاسبه را زندگͬ

شده آغاز مهندسͬ به ویژه مختلف رشته های در روش این کارگیری به نوین دوره تکنولوژی،

٣٠John Graunt
٣١Edmond Halley
٣٢Daniel Bernoulli
٣٣Freedman
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از نیز علوم سایر در ͬ کنند. م استفاده آن برای را اطمینان» «قابلیت نام آن اهمیت به بنا که است

صنایع در یا تاریخͬ رویدادهای تحلیل برای جامعه شناسͬ در مثلا ͬ گیرند. م بهره روش ها این

همان از پایان نامه، این سراسر در اما ͬ رود م به کار دستگاه ͷی افتادن کار از زمان پیش بینͬ برای

ͬ شود. م استفاده بقا» «تحلیل نام

دارد. اشاره پیشامدها دادن رخ زمان تحلیلͬ روش های به بقا تحلیل

توجه، مورد متغیر جمعیت شناختͬ، و ͬͺپزش پژوهش های اغلب در بقا). (زمان ١ . ۴ . ١ تعریف

زمان بقا، زمان را زمانͬ نقطه ی این ͬ دهد. م رخ نظر مورد پیشامد آن در که است زمانͬ نقطه ی

گویند. شͺست زمان یا کارفتادگͬ از

تعریف دقیق و واضح به طور زیر مولفه ی سه باید ابتدا داده جمع آوری و تحلیل شروع برای

باشد. نداشته وجود آن ها برای ابهامͬ هیچ گونه و شود

نیز و پژوهش مورد واحد مطالعه ی به ورود زمان یعنͬ مطالعه: پایان نیز و زمان مبدا (١)

شروع زمان ندارد لزومͬ باشد. مشخص است، بوده مطالعه تحت موقع آن تا که زمانͬ

و مطالعه به ورود زمان باید ولͬ باشد ثابتͬ مشخص مقدار مولفه ها، یا افراد تمام برای

یا بقا زمان صورت این در شود. ثبت دقیقا آن ها برای انتظار مورد پیشامد دادن رخ زمان

انتظار مورد پیشامد دادن رخ زمان و مطالعه به ورود زمانͬ نقطه ی بین فاصله ی شͺست،

است.

مطالعه تحت واحدهای کلیه ی مورد در باید زمان: گذشت اندازه گیری واحد و مقیاس (٢)

گیرد. قرار استفاده مورد واحدی مقیاس زمان گذشت اندازه گیری برای

پیشامد ابهامͬ، هیچ بدون و دقیقا مطالعه ابتدای در یعنͬ پیشامد: وقوع یا شͺست مفهوم (٣)

شود. تعریف انتظار مورد

مرگ تا زمان) مبدا یا شروع (نقطه ی تولد از عمر طول ͬ تواند م نظر مورد پیشامد مثال، عنوان به

در مرگ تا تشخیص زمان از ماه حسب بر بقا زمان های شود. اندازه گیری سال حسب بر و باشد

حسب بر بهبودی زمان های یا شده اند آلوده ایدز ویروس به که سال پنجاه زیر هموفیلͬ بیماران



٢١ بقا تحلیل

خونͬ حاد سرطان به مبتلا بیماران بهبودی حفظ در جدید داروی ͷی توانایی ارزیابی از هفته

کرد. اشاره آن ها به ͬ توان م که است دیͽری مثال های سال، ͷی مطالعه مدت در

دلیلͬ هر به یا ندهد رخ وی در نظر مورد پیشامد و شود پيͽيری مطالعه پايان تا بيماری وقتͬ

ͬ شود. م گفته سانسورشده٣۴ اصطلاحاً داده اين به بقا تحلیل مطالعات در شود، خارج مطالعه از

هدف است. شده آماری تحلیل های سایر از بقا تحلیل تمایز سبب شده سانسور داده های وجود

شاخص های از تخمينͬ بتواند سانسورشده، داده های وجود با كه است آن بقا تحلیل مطالعه

آن هدف بخش، این ابتدای در مطرح شده مطالعه ی در مثلا́ بياورد؛ دست به را زمان با مرتبط

بعد پیشروی (خطر) ͷريس يا بيماران، در پیشروی عدم عمر متوسط از تخمينͬ بتوان كه است

آورد. به دست سال دو از

سانسورشده داده های ١ . ۴ . ١

است، گم شده و سانسور داده های ͬ شود، م مطرح بقا تحلیل مطالعات در همواره که مهمͬ مسئله

طبیعت در اند. گم شده یا رفته دست از پیͽیری مدت طول در که ͬ شود م اطلاق داده هایی به که

اشیا و لوازم حتͬ و موجودات عمر طول بررسͬ برای (مثلا را موجود داده های همه ͬ توان نم گاه

داد. قرار بررسͬ مورد برقͬ) وسایل قبیل از

برای لازم زمان اما کنید بررسͬ را لامپ ها عمر طول ͬ خواهید م کنید فرض بهتر، درک برای

هستند. اندک ͬ سوزند م که لامپ هایی تعداد اما ͬ مانید م منتظر روز ۴٠ تا مثلا ندارید. را کار این

استنباط های و ͬ دهید نم قرار آزمایش مورد را لامپ ها بقیه مطالعه زمان بودن محدود دلیل به

سانسورشده داده های داده ها، این به ͬ دهید. م انجام موجود لامپ های همین اساس بر را خود

ͬ گویند. م

مورد چهار به که باشد داشته وجود است ممͺن سانسور رخ داد برای دلیل چندین کلͬ به طور

ͬ شود: م اشاره

از کدام هیچ بالا، مثال (در نکند تجربه مطالعه پایان از قبل را رویداد پژوهش، مورد فرد (١)

نسوزند). لامپ ها
٣۴Censored
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شود. مفقود مطالعه طول در پیͽیری برای پژوهش مورد فرد (٢)

کند. صرف نظر مطالعه از پژوهش مورد فرد (٣)

(مثلا گیرد قرار توجه مورد زمانͬ مدت گذشت و مطالعه شروع از بعد پژوهش، مورد فرد (۴)

کنید). اضافه خود مجموعه به روز ١٠ گذشت از بعد را لامپ ͷی

از مشخصͬ طرح باید بقا تحلیل در داده ها ͬ های پیچیدگ به توجه با آزمایش شروع از قبل

کنید. آوری جمع را داده n بخواهید کنید فرض مثلا گرفت. نظر در داده ها جمع آوری برای ابتدا

از: عبارتند دارند، وجود که طرح هایی مهم ترین

زمان): (سانسور اول نوع سانسور طرح (١)

به برسانید، به پایان t مشخص شده قبل از زمان در را آزمایش ͬ خواهید م کنید فرض

که داده هایی ͬ شود. م یادداشت رفته اند بین از t از قبل که رویداد، رخداد زمان طوری که

ͬ سازد. م را اول نوع شده سانسور نمونه ͷی ͬ آیند م به دست ترتیب این به

شͺست): (سانسور دوم نوع سانسور (٢)

کار از تا پژوهش و شود گرفته نظر در آزمایش انتهای برای تعیین شده ای قبل از زمان اگر

دست به دوم نوع سانسورشده نمونه ،(١ ≤ r ≤ n ) کند پیدا ادامه واحد rامین افتادن

ͬ آید. م

تصادفͬ: سانسور (٣)

اگر شود. داده نسبت Ci شͺست زمان تصادفͬ متغیر شͺست، iام واحد به کنید فرض

این غیر در و ͬ دهد م نشان را بقا زمان δi = ١ ،Yi = Ti به ازای و Yi = min(Ti, Ci)

(شͺست) بقا زمان Yiها که کنید توجه است. سانسور زمان Yi = Ci که δi = ٠ صورت،

در و ͬ شود م شناخته تصادفͬ سانسور طرح نام به طرح این هستند. سانسور زمان یا

سانسور براساس داده ها پایان نامه این در که است متداول خیلͬ ͬͺکلینی آزمایش های

شده اند. جمع آوری تصادفͬ

فزاینده سانسور مانند دیͽری انواع به که دارند وجود فزاینده سانسورهای مانند دیͽری طرح های

سانسور راست، از اول نوع فزاینده سانسور کلͬ، دوم نوع فزاینده سانسور راست، از دوم نوع
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ͬ شوند. م تقسیم دورگه٣۵ دوم نوع فزاینده سانسور و کلͬ اول نوع فزاینده

زمان است، مشخص آن اندازه گیری مقیاس و شروع نقطه ی که T نامنفͬ تصادفͬ متغیر

متغیر این باشد. T تصادفͬ متغیر تجمعͬ توزیع تابع F (t) کنید فرض ͬ دهد. م نشان را بقا

ͬͺی به ͬ توان م را احتمال توزیع تابع باشد. دو این از ترکیبی یا پیوسته گسسته، است ممͺن

بقا تحلیل در مخاطره٣٨ تابع (٣) و بقا٣٧ تابع (٢) احتمال٣۶، چͽالͬ تابع (١) روش های از

کرد. محاسبه 

ͬ شود م داده نمایش f(t) نماد با T احتمال چͽالͬ تابع احتمال). چͽالͬ (تابع ٢ . ۴ . ١ تعریف

با: است برابر و

f(t) = lim
ht→٠

P (t ≤ T < h+ t)

h
=

dF (t)

dt
. (١ . ١٩)

مدت اینکه احتمال با است برابر و ͬ شود م داده نشان S(t) با بقا تابع بقا). (تابع ٣ . ۴ . ١ تعریف

مشخص قبل از زمان از بیش فرد که معنͬ بدین باشد، t از بیشتر مؤلفه یا فرد ͷی بقای زمان

آوردن به دست که چرا ͬ باشد م بقا تحلیل برای اساسͬ مفهوم ͷی بقا تابع باشد. زنده شده،

بقا داده های از فرد آن درباره حیاتͬ خلاصه اطلاعات t زمان مختلف مقادیر برای بقا احتمال

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت پیوسته و گسسته توزیع های مورد در بقا تابع ͬ کند؛ م فراهم را

S(t) = Pr(T > t) = ١ − Pr(T ≤ t) = ١ − FT (t) (١ . ٢٠)

است. زیر به صورت بقا تابع ͬ های ویژگ تجمعͬ، توزیع تابع ͬ های ویژگ به توجه با

نتیجه، در و (F (−∞) = ٠) ͬ کند م اختیار نامنفͬ مقادیر ،T بقا، زمان مدت که کنید توجه

تمام لحظه ، اولین در بنابراین، .S(∞) = ١ − F (∞) = ٠ هم چنین .S(٠) = ١ − F (−∞) = ١

شͺست زمان و ͬ افتد) م اتفاق شͺست یا (مرگ ͬ رسند م پایان به بالاخره و هستند زنده واحدها

شͺل است. پیوسته چپ از و غیرصعودی تابع ͷی S(t) که است بدیهͬ ندارد. وجود بی نهایت

ͬ دهد. م نشان داده ها برای ل نرمال توزیع گرفتن نظر در با را بقا تابع منحنͬ ،١ . ٣
٣۵Hybrid
٣۶Probability density function
٣٧Survival function
٣٨Hazard function



تعاریف و مقدمات ٢۴

0 2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

S
ur

vi
va

l F
un

ct
io

n
S(0) = 1

S(∞) = 0

ل نرمال توزیع برای بقا تابع منحنͬ :١ . ٣ شͺل

است، پله ای آمده، به دست نمودار معمولا واقعͬ، داده های از استفاده هنگام در عمل، در

هر در هم چنین و نیست بی نهایت واقعیت در مطالعه، دوره طول اینکه دلیل به این، بر علاوه

که دارد وجود احتمال این باشند، مرگ) (یا شͺست معرض در مولفه هایی است ممͺن زمانͬ

ͬ دهد. م نشان را بقا منحنͬ اهمیت ١ . ۴ . ١ قضیه ی نکند. تجربه را نظر مورد پیشامد فردی هیچ

و f(·) چͽالͬ تابع دارای T تصادفͬ متغیر کنید فرض (١٣٩٠ خلف، (احراری .١ . ۴ . ١ قضیه

منحنͬ زیر سطح داد نشان ͬ توان م آن گاه باشد، توزیع این میانگین µ اگر است. F (·) توزیع تابع

است. µ برابر بقا

جرم تابع آن گاه کند، اختیار را . . . ،t٢ ،t١ مقادیر که باشد گسسته تصادفͬ متغیر ͷی T اگر

است: زیر به صورت آن احتمال

P (ti) = P (T = ti), i = ١,٢, . . . . (١ . ٢١)
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١ . ۴ . ١ مثال برای بقا تابع منحنͬ :۴ . ١ شͺل

ͬ شود. م تعریف زیر رابطه ی با گسسته تصادفͬ متغیر این برای بقا تابع

S(t) = P (T > t) =
∑
i|ti>t

P (ti). (١ . ٢٢)

باشد: زیر احتمال جرم تابع دارای T کنید فرض .١ . ۴ . ١ مثال

P (ti) = P (T = i) =
١
٣ , i = ١,٢,٣ (١ . ٢٣)

ͬ باشد: م زیر به صورت آن به مربوط بقا تابع آن گاه

S(t) = P (T > t) =
∑
i|ti>t

P (ti) =



١ ٠ ≤ t < ١
٢
٣ ١ ≤ t < ٢
١
٣ ٢ ≤ t < ٣

٠ t ≥ ٣

(٢۴ . ١)

ͬ دهد. م نشان را ١ . ۴ . ١ مثال به مربوط بقا تابع ۴ . ١ شͺل

نمود. برآورد و محاسبه زیر روش دو از ͬͺی با ͬ توان م را بقا تابع

رخداد وقوع زمان که کوچͷ تر نمونه های برای روش این :(KM) کاپلان‐مه یر٣٩ روش (١)
٣٩Kaplan-Meier method
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مورد افراد کل تعداد روش، این در است. مفید بسیار ͬ شود، م اندازه گیری و ثبت به دقت

به صورت مشاهده شده زمان های و نفر n گرفته اند، قرار مراقبت و پیͽیری تحت که مطالعه

همچنین باشد. نشده ثبت است ممͺن افراد این از بعضͬ بقا زمان است. tn و . . . ،t٢ ،t١

باشد. داشته وجود بقا زمان های از ͷهری برای مشاهده ͷی از بیش است ممͺن

بین از آنها نفر di تعداد که بوده نفر ni ،ti زمان در شرکت کننده افراد تعداد کنید فرض

در و di/ni با برابر بمیرد، فوق زمانͬ فاصله در نفر ͷی اینکه احتمال بنابراین رفته اند.

با: است برابر فوق زمانͬ فاصله در بقا احتمال نتیجه

ŜKM(t) =

n∏
i=١

(١ − di
ni

). (٢۵ . ١)

باشند، زیاد بررسͬ مورد بیماران و مشاهدات تعداد که وقتͬ عمر۴٠: طول جدول روش (٢)

از بیش است ممͺن که معنا بدین ͬ گیرد. م قوت یͺسان بقای زمان های وجود احتمال

ایجاد را طولانͬ جدول های KM روش صورت، این در دهد. رخ زمان هر در پیشامد ͷی

به را دیͽری روش بنابراین است. وقت گیر و نبوده مطلوب آن تفسیر و ارائه که ͬ کنند م

به صورت را پیشامدها وقوع زمان آن در که ͬ کنند م استفاده عمر طول جدول روش نام

و گردد زیاد و کم ͬ تواند م دلخواه به فاصله  ها این ͬ کنند. م تقسیم بندی زمانͬ فاصله های

است. متداول آن ها بودن مساوی چند هر نیست. گروه ها بین فاصله ی تساوی به الزامͬ

آن ها نفر di تعداد که بوده نفر ni iام، زمانͬ فاصله در شرکت کننده افراد تعداد کنید فرض

و است ١ − qi برابر بقا احتمال لذا است qi = di/ni برابر مرگ احتمال رفته اند. بین از

از: است عبارت بقا تابع برآورد بنابراین

Ŝ(t) =
n∏

i=١
(١ − qi) =

n∏
i=١

ni − di
ni

(٢۶ . ١)

آن تا اینکه شرط به t زمان در را مرگ آنͬ خطر مخاطره، تابع مخاطره). (تابع ۴ . ۴ . ١ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و ͬ دهد م نشان را باشد زنده زمان

h(t) = lim
∆t→٠

P (t ≤ T < ∆t+ t|T ≥ t)

∆t
. (١ . ٢٧)

۴٠Life time table method
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است: زیر مشخصات دارای h(t) مخاطره تابع ،t از مشخص مقدار ͷی برای

h(t) ≥ ٠ (١)

ندارد. بالا کران h(t) (٢)

مورد در اطلاعات زیرا ͬ باشد م T احتمال توزیع تابع برآورد شده، مطرح توابع معرفͬ از هدف

ͬ توان م همچنین است؛ نیاز مورد مطالعه طول در داده ها رفتار همچنین و فرد بودن زنده احتمال

آورد به دست زیر روابط طبق بالعکس) (و مخاطره تابع از را بقا تابع

S(t) = exp

[
−
∫ t

٠
h(u)du

]
(١ . ٢٨)

h(t) = −

[
S

′
(t)

S(t)

]
= −d lnS(t) (١ . ٢٩)

به طور را بقا تابع ͬ توان م باشد، دسترس در مخاطره تابع وقتͬ که است این توجه جالب نکته

آورد. دست به  آن از مستقیم

ͬ باشند: م زیر شͺل به مخاطره تابع از نمونه چند

مرگ خطر اشخاص، سلامتͬ از مطالعه ͷی در ، حالت این در نمایی: یا ثابت خطر تابع (١)

را یͺسانͬ مقدار h(t) مشخص شده، قبل از t زمان مقدار به توجه بدون و است ثابت

ثابت پیͽیری دوره طول در فرد شدن بیمار برای آنͬ مخاطره همچنین ͬ کند. م اختیار

گویند. نمایی بقا را مدل باشد ثابت خطر تابع که هنگامͬ است.

توزیع تابع ،S(t) = exp(−λt) آن گاه باشد ثابت خطر تابع h(t) = λ کنید فرض مثال، برای

است. نمایی توزیع دارای T بنابراین و F (t) = ١ − exp(−λt) تجمعͬ

(p) شͺل پارامتر به توجه با خطر تابع از نوع این برای :h(t) = pλptp−١ وایبل خطر تابع (٢)

(٢) است. ثابت خطر تابع حالت این در . p = (١)١ دهد: رخ است ممͺن حالت سه

وایبل خطر تابع آن، به که ͬ یابد م افزایش زمان طول در خطر تابع حالت این در .p > ١

به کار است مرگ بررسͬ مورد رویداد آنها در که سرطانͬ بیماران برای و ͬ گویند م افزایشͬ

این بر بد پیش آگاهͬ عنوان به ͬ کند م پیدا افزایش بیمار سن که همان طور ͬ شود. م برده

تابع حالت این در .p < ١ (٣) ͬ یابد. م افزایش نیز بیمار مرگ برای آنͬ خطر اساس،
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وایبل خطر تابع منحنͬ :۵ . ١ شͺل

در است. معروف کاهشͬ وایبل خطر تابع به که است کاهش حال در زمان طول در خطر

افرادی برای مثال به عنوان یابد. کاهش مرگ پیشامد احتمال که ͬ رود م انتظار حالت این

عمل، انجام از پس ͬ رود م انتظار است، شده پیشنهاد درمان عنوان به جراحͬ عمل که

یابد. کاهش مرگ خطر

تابع ،S(t) = exp{−(λt)p} بقا تابع بنابراین باشد h(t) = pλptp−١ خطر تابع کنید فرض

ͬ باشد. م وایبل توزیع دارای T نتیجه در و F (t) = ١ − exp{−(λt)p} تجمͬ توزیع

با است برابر خطر تابع این ل نرمال: خطر تابع (٣)

h(t) =

١
tσϕ

(
ln(t)
σ

)
Φ
(
− ln(t)

σ

) , σ > ٠, (١ . ٣٠)

است. استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع و چͽالͬ تابع ترتیب به Φ(٠) و ϕ(٠) آن، در که

تابع این ͬ یابد. م کاهش سپس و افزایش ابتدا زمان طول در خطر تابع حالت، این در

ͬ رود م انتظار بیماران، این در ͬ رود. م کار به سل، به مبتلا بیماران برای بیشتر مخاطره

ͬ کند. م پیدا کاهش سپس و افزایش اولیه مراحل در مرگ افزایش برای آنͬ خطر که

به دست زیر به صورت تجمعͬ توزیع و بقا تابع های آنگاه باشد ل نرمال خطر، تابع وقتͬ



٢٩ بقا تحلیل

ͬ آیند م

S(t) = ١ − Φ

(
ln(t)− µ

σ

)
F (t) = Φ

(
ln(t)− µ

σ

)

است. ل نرمال توزیع دارای T نتیجه در و





٢ فصل

کاکس خطر نرخ رگرسیون مدل

مقدمه ٢ . ١

ͬ های ویژگ اساس بر سرطانͬ بیماران بقای توزیع بررسͬ ،ͬͺپزش مطالعات از بسیاری هدف

دربرگیرنده ی ͬ تواند م آن اختلاف های و توزیع این بررسͬ آماری روش های است. خاصͬ

زمان گذشت که است معتبر وقتͬ تا ͬ دهد م ارایه رگرسیون که مدلͬ باشد. مختلفͬ مدل های

نیست. نوزاد وزن مدل برای مناسبی روش رگرسیون مثلا نکند، ایجاد پاسخ متغیر در تاثیری

ͬ شود م گرفته نظر در اصلͬ پارامتر ͷی به صورت زمان زمانͬ، سری های بحث در اینکه ͬ رغم عل

زیرا داد نخواهد ارایه مناسبی مدل بقا داده های تخمین و محاسبه در

بحث عمر، طول برای مثلا ͬ شود، نم گرفته درنظر اینجا در زمانͬ سری مانایی فرض (١)

است. مطرح پیری یا استهلاک

ندارند. وجود زمانͬ سری  بحث در سانسورشده داده های (٢)

مدل به که ͬ باشد م کاکس» «رگرسیون ͬ شود، م برده به کار بقا داده های برای که اساسͬ مدل

٣١



کاکس خطر نرخ رگرسیون مدل ٣٢

است. معروف (CPH) کاکس١ متناسب خطرات

تاریخچه ٢ . ٢

کنون تا زمان آن از که نمود ارايه را مدلͬ انگلیسͬ، معروف آماردان کاکس، ١٩٧٢ سال در

تحلیل در موفقیتͬ ،(١٩٧٢) کاکس مقاله چه اگر است. شده استفاده گسترده ای به صورت

رویت قابل مقاله، همراه به منتشرشده جالب بحث های از که بود راست سانسور داده های

نوشته در موجود ایده های رگرسیون از تعمیمͬ را کاکس مدل افراد برخͬ است ممͺن اما است

مختلف مدل های ،(١٩۶۵) زلن٣ و فیͽل زمان، همان در حدودا بͽیرند. نظر در منتل٢(١٩۶۶)

است. کاکس مدل معادل آن ها، مدل های از ͬͺی دادند. قرار نظر مد را نمایی رگرسیون

بالینͬ، آزمایشات در به خصوص کاربردی، آماردانان توسط سرعت به کاکس رگرسیون مدل

گرفت، قرار دسترس در سرعت به کاربرپسند نرم افزار که زمانͬ در آن کاربرد شد. پذیرفته

بدون را ͬͺپزش یا آماری پیشرفته مجله ͷی ͬ تواند م سختͬ به فرد امروزه، یافت. گسترش

وجود مسئله چندین وجود، این با کند. پیدا (١٩٧٢) کاکس مقاله ی به ارجاع ͷی حداقل

با مواجهه چͽونگͬ مانند مسائل، این از برخͬ ͬ کشید. م چالش به را آماری جامعه که داشت

در شده، مطرح برآوردگر مبنای و مشابه)، شͺست زمان با نفر چند یا (دو هم رتبه ها یا گره ها

درستنمایی مفهوم معرفͬ با کاکس گرفتند. قرار مدنظر انگلستان سلطنتͬ آمار انجمن جلسه

تشخیص کارآمد برآوردگرها، که بود زمان همان کرد. ارائه را خودش برآوردگر مطابقت جزیی

کشید. طول دهه ͷی تقریبا مجانبی، بودن نرمال و سازگاری ͬ های ویژگ اثبات شدند. داده

اکنون هم گرفت. صورت مدل، بررسͬ و ایجاد روی تحقیقات نظری، پیشرفت با موازی

و باقیمانده ها به خوبی برازش، نیͺویی آزمون های شامل که هستند دسترس در ابزارها از انواعͬ

تحلیل های ارائه کیفیت مورد در (١٩٩١) همͺاران۴ و اندرسون است. تشخیصͬ مباحث دیͽر

روش های بخش سازنده شان، پیشنهادات ͬ رغم عل کرده اند. بحث ͬͺپژش نوشته های در رگرسیون

نیست. آموزنده چندان کاکس، مدل به نسبت هم هنوز مقالات از بسیاری
١Cox proportional hazards (cph)
٢Mantel
٣Feigl and Zelen
۴Anderson



٣٣ مدل تعریف

مدل تعریف ٢ . ٣

yi = آن در که است دسترس در {(y١, δ١), (y٢, δ٢), . . . , (yn, δn)} داده ی مجموعه کنید فرض

اولیه ی ایده ی است. A مجموعه ی نشانگر تابع I(A) که به طوری δi = I(Ti ≤ Ci) و min {Ti, Ci}

است. رگرسیونͬ مدل در میانگین از استفاده جای به خطر تابع مدل بندی کاکس، رگرسیونͬ مدل

برای ͬ توان م را زیر کلͬ مدل آن گاه باشد، پیش بین متغیرهای بردار Xi = (Xi١, · · · , Xip)
⊤ اگر

نوشت: آن

h(t,X) = h٠(t)h(Xβ) (٢ . ١)

مشاهده شده مقادیر از ͬͺی ،δ مقدار اساس بر و ͬ دهد م نشان را زمان به وابستگͬ t آن، در که

ماتریس X = (X١, · · · ,Xn)
⊤ ͬ پذیرد. م است، زمان دو هر جنس که Ci یا Ti متغیرهای از

تابعͬ h(·) و رگرسیونͬ نامعلوم ضرایب β = (β١, . . . ,βp)
⊤ ،xi ∈ Rp و پیش بین متغیرهای

h(X⊤β) مثبت تابع ،١٩٧٢ سال در کاکس ͬ باشد. م نامعلوم و پایه مخاطره تابع h٠(t) و مثبت

به صورت کاکس رگرسیون مدل صورت این در کرد. پیشنهاد exp{X⊤β} نمایی به صورت را

ͬ شود: م نوشته زیر

h(t,X) = h٠(t) exp{X⊤β} (٢ . ٢)

رگرسیون ،(٢ . ٢) رابطه ی از گرفتن لͽاریتم با ͬ توان م است، مثبت مخاطره تابع که آن جا از

نوشت: زیر به صورت را کاکس

ln(h(t,X)) = ln(h٠(t)) +X⊤β (٢ . ٣)

رگرسیون در وابسته متغیر که تفاوت این با است چندگانه رگرسیون به شبیه کاکس روش بنابراین،

است. مخاطره تابع کاکس،



کاکس خطر نرخ رگرسیون مدل ٣۴

مدل پارامترهای برآورد ۴ . ٢

فرض، این پذیرفتن با باشد. اختیاری۵ h٠(t) است کرده فرض خود ١٩٧۵ سال مقاله در کاکس

ͬ آید نم دست به است داده رخ  سانسور آن در که زمانͬ فاصله های در β درباره ی اطلاعͬ هیچ

ͬ شود. م شرطͬ سانسورشده داده های روی بنابراین باشد، h٠(t) = ٠ همواره دارد امͺان زیرا

یا باشد نداده رخ شͺست زمان آن تا اگر ͬ شود م گفته خطر در t زمان در مشاهده، ͷی

تعمیم نشده اند مطالعه وارد ابتدا در که مشاهداتͬ برای ͬ تواند م مفهوم این باشد. نشده سانسور

دقیقا t زمان که ͬ دهند م رخ زمانͬ اغلب و ͬ نامند م چپ سانسور را مشاهدات این شود. داده

ͬ شوند. م مطالعه وارد t٠i > ٠ زمان در بیماران بنابراین باشد، بیماری تشخیص زمان

که شرطͬ به (بمیرد) بخورد شͺست tj زمان در فردی که بͽیرید نظر در را شرطͬ احتمال

بنابراین، باشد. {t١, . . . , tn} شده ی مشاهده مرگ زمان n از ͬͺی tj

P
بمیرد) tj زمان در xj مقدار با (فردی

P
بمیرد) tj زمان در (فردی (۴ . ٢)

احتمال ،Li(β) شرطͬ احتمال بنابراین، هستند. یͺدیͽر از مستقل مشاهدات که است شده فرض

به عبارت باشد. داده  رخ شͺست i = ١,٢, . . . , n ،ti زمان در iام مشاهده ی برای که است این

دیͽر،

Li(β) =
P
بمیرد) tj زمان در xj مقدار با ∑(فردی
k∈ℜi

P
(
بمیرد tj زمان در kام فرد

) (۵ . ٢)

به صورت و است iام مشاهده ی برای خطر مجموعه ی ℜi آن، در که

ℜi = {j : t٠j < ti ≤ tj ; i = ١, ..., n}

[tk, tj + ∆) بازه  ی در شͺست احتمال با tj زمان در شͺست احتمال اگر ͬ شود. م تعریف

آن گاه شود، جای گذاری

P(بمیرد [tj , tj +∆) در xj مقدار با (فردی
∆∑

k∈ℜi

P
(
بمیرد [tj , tj +∆) زمان در kام فرد

)
∆

(۶ . ٢)

۵Optional



٣۵ مدل پارامترهای برآورد

با است برابر بالا رابطه ی ،∆ → ٠ وقتͬ

xj مقدار با فردی برای tj زمان در ∑خطر
k∈ℜi

kام فرد برای tj در خطر =
h(tj ,Xj)∑

k∈ℜi
h(tj ,Xk)

(٢ . ٧)

،tj که شرطͬ به (بمیرد) بخورد شͺست tj زمان در فردی اینکه احتمال ،(٢ . ٢) رابطه ی به بنا

با است برابر نباشد، سانسور زمان

h٠(tj) exp{X⊤
j β}∑

k∈ℜi
h٠(tj) exp{X⊤

k β}
=

exp{X⊤
j β}∑

k∈ℜi
exp{X⊤

k β}
(٢ . ٨)

شرط۶ͬ درستنمایی است، شده شرطͬ نشده، سانسور داده های روی درستنمایی این که آن جا از

ͬ آید. م به دست

Lc(β) =

n∏
i=١

exp
{
X⊤

i β
}∑

j∈ℜi
exp

{
X⊤

j β
} (٢ . ٩)

جای به شرطͬ درستنمایی از که ͬ کند، م پپشنهاد کاکس است. سانسورنشده داده های تعداد n که

δ = (δ١, . . . , δn) کنید فرض ͬ نامند. م جزیی درستنمایی را آن و شود استفاده معمولͬ درستنمایی

.δi = ١ باشد رخ نداده سانسور اگر و δi = ٠ باشد رخ داده سانسور iام مشاهده در اگر آن در که

با است برابر جزیی درستنمایی اساس، این بر

L(β) =
n∏

i=١

[
exp

{
X⊤

i β
}∑

j∈ℜi
exp

{
X⊤

j β
}]δi (٢ . ١٠)

کامل مشاهدات برای را احتمال ها فقط جزیی، درستنمایی مشابه درستنمایی، تابع این

ͬ کند نم حساب مستقیما سانسورشده داده های برای را احتمال ها ͬ گیرد. م نظر در (سانسورنشده)

ͬ آورد. م به حساب خطر مجموعه ی در را شده سانسور داده های اما

به نمونه، اطلاعات ماتریس و امتیاز بردار از درستنمایی حداکثر برآورد کردن پیدا برای

ͬ شود: م استفاده زیر صورت

∂

∂β
logLc(β) =

(
∂

∂β١
logLc(β), · · · ,

∂

∂βp

logLc(β)

)⊤

I(β) = − ∂٢

∂β٢ logLc(β) = −


∂٢

∂β١∂β١
logLc(β) · · · ∂٢

∂β١∂βp
logLc(β)

... . . . ...
∂٢

∂βp∂β١
logLc(β) · · · ∂٢

∂βp∂βp
logLc(β)


۶Conditional likelihood



کاکس خطر نرخ رگرسیون مدل ٣۶

شوند: حل ͬ شود، م منجر تکراری روش به معمولا که زیر معادلات باید

∂

∂β
ln(Lc(β)) = ٠ (٢ . ١١)

منظور، بدین

ln(Lc(β)) =

n∑
i=١

x⊤
i β − ln

∑
j∈ℜi

exp
{
x⊤
j β
}

∂

∂βk

ln(Lc(β)) =

n∑
i=١

xik −

∑
j∈ℜi

xjk exp
{
x⊤
j β
}

∑
j∈ℜi

exp
{
x⊤
j β
}
 , k = ١, . . . , p

Ikl(β) = − ∂٢

∂βk∂βl

ln (Lc(β))

=

n∑
i=١

∑
j∈ℜi

xjkxjl exp
{
x⊤
j β
}

∑
j∈ℜi

exp
{
x⊤
j β
}

−
n∑

i=١

∑
j∈ℜi

xjk exp
{
x⊤
j β
}

∑
j∈ℜi

exp
{
x⊤
j β
} ×

∑
j∈ℜi

xjl exp
{
x⊤
j β
}

∑
j∈ℜi

exp
{
x⊤
j β
} ,

k, l = ١, . . . , p

به صورت (٢ . ١١) معادله ی ریشه ی یافتن برای رافسون٧ نیوتن‐ تکراری الͽوریتم از β̂ برآوردگر

ͬ آید. م دست به زیر

βn+١ = βn −

(
∂٢

∂β٢ logLc(β)

)−١(
∂

∂β
logLc(β)

)
. (٢ . ١٢)

کرد: پیشنهاد کاکس گرسیون در β̂ برآوردگر آوردن به دست برای را زیر الͽوریتم ͬ توان م بنابراین

پیشنهاد (٢٠١۴) ساسین٨ͬ بͽیرید. نظر در اولیه برآوردگر ͷی عنوان به را β(٠) برآوردگر (١)

کرد. مطرح را β(٠) = ٠

ͬ آید: م به دست زیر رابطه ی از β(m) برآوردگر m = ١, . . . ازای به (٢)

β̂
(m)

= β̂
(m−١)

+ I−١(β̂
(m−١)

)

[
∂

∂β
ln
(
Lc(β̂

(m−١))]

عبارت به شود، ͬͺکوچ مقدار
∣∣∣β̂(m+١) − β̂

(m)
∣∣∣ تا ͬ دهیم م ادامه آن قدر را (٢) مرحله ی (٣)

شود. همͽرا الͽوریتم دیͽر،
٧Newton-Raphson algorithm
٨Sasieni



٣٧ cph مدل از استفاده با بقا تابع برآورد

cph مدل از استفاده با بقا تابع برآورد ۵ . ٢

اگر ͬ باشند. م بقا تابع منحنͬ و خطر نسبت برآورد بقا، تحلیل دیدگاه اولیه مطلوب کمیت دو

مانند تجربی روش های از ͬͺی با ͬ تواند م بقا منحنͬ باشد، نشده فراخوانͬ برازش در مدلͬ هیچ

بر را بقا تابع ͬ توان م اما شود. برآورد شد، اشاره آن ها به ١ فصل در که عمر طول جدول و KM

شدند، برآورد پارامترها ،cph مدل در اینکه از پس بنابراین، کرد. محاسبه نیز خطر تابع اساس

تابع ،(١ . ٢٨) رابطه ی طبق منظور، بدین نمود. برآورد را بقا تابع سپس و خطر تابع ͬ توان م

است: زیر به صورت کاکس رگرسیون مدل با متناسب بقای

S(t,X) = exp

{
− exp{X⊤β}

∫ t

٠
h٠(u)du

}
= S٠(t)exp{X

⊤β} (٢ . ١٣)

پایه خطر تجمعͬ تابع ،∫ t
٠ h٠(u)du انتگرال است. S٠(t) = exp

{
−
∫ t
٠ h٠(u)du

}
آن در که

تابع این برآورد برای گوناگونͬ روش های ͬ دهند. م نشان H(t) نماد با را آن و ͬ شود م نامیده

ͬ شود: م برآورد زیر به صورت بقا تابع بنابراین، .(١٩٩٧ موشبرگر٩، و (کلین دارد وجود

Ŝ(t,X) =
(
Ŝ٠(t)

)exp{X⊤β̂}
(١۴ . ٢)

برآورد ،Ŝ٠(t) دیͽر، طرف از است. cph مدل در β رگرسیونͬ مجهول پارامتر برآورد ،β̂ آن در که

روش ها، این معروف ترین از دارد. وجود آن برآورد برای متفاوتͬ روش های که است S٠(t) تابع

نمود. اشاره (١٩٧٨) تسیاتیس١١ و (١٩٧٢) برسلو١٠ پیشنهادی روش های به ͬ توان م

بنابراین، است. ثابت سانسورنشده مشاهدات بین h٠(t) که ͬ کند م فرض (١٩٧٢) برسلو

ͬ شود: م برآورد زیر به صورت S٠(t)

ŜB
٠(t,X) =

∏
y(i)≤t

(
١ − δi∑

j∈ℜi
exp {Xjβ}

)
. (١۵ . ٢)

٩Klein and Moeschberger
١٠Breslow
١١Tsiatis
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تسیاتیس مشͺل، این رفع برای کند. اختیار را منفͬ مقادیر ͬ تواند م Ŝ٠,β(t) حالت، این در

ͬ دهد: م پیشنهاد را زیر روش (١٩٧٨)

ŜT
٠(t,X) = exp

{
−Λ̂٠,T (t)

}
,

آن در که

Λ̂٠,β(t) =
∑
yi≤t

δi∑
j∈ℜi

exp
{
X⊤

j β
} . (١۶ . ٢)

کاکس مدل ͬ های ویژگ ۶ . ٢

صفر برابر ͬ اش توضیح متغیر مقدار که است فردی برای خطر تابع h٠(t) ،(٢ . ٣) مدل اساس بر

رگرسیون نمایی مولفه ی ندارد. بستگͬ X در تغییرات به و است وابسته t به فقط تابع این است.

است. مستقل زمان از X ماتریس ندارد. وابستگͬ t زمان به و است X شامل فقط کاکس،

ͬ کند، نم تغییری زمان با متغیر ͷی مقدار که است این زمان» از «مستقل مفهوم منظور

گذشت با که متغیرهایی کلͬ به طور کرد. اشاره آن از مثالͬ عنوان به جنسیت متغیر به ͬ توان م

مانند گویند زمان از مستقل متغیرهای را کند تغییر آن ها مقدار که دارد وجود کمͬ احتمال زمان،

مسئله به بسته اوقات گاهͬ که دارند وجود متغیرهایی وجود، این با بودن. سیͽاری وضعیت

وزن. و سن متغیرهای مانند ͬ شود م یاد زمان از مستقل متغیرهای به عنوان آن ها از نظر مورد

مͬ باشد، نامعلوم h٠(t) اگر حتͬ که، است این کاکس مدل جذاب خواص از دیͽر ͬͺی

ͬ گردد. م محاسبه خطر نسبت رو، این از و نمود برآورد کاکس رگرسیون مدل در را β توان

تابع که وقتͬ کاکس مدل برای ͬ توانند م S(t,x) بقا منحنͬ مشابه به طور و h(t,x) خطر تابع

فرضیات، حداقل از استفاده با کاکس، مدل با بنابراین، شوند. برآورد نباشد مشخص پایه خطر

آورد. به دست را بقا منحنͬ و خطر نسبت شامل، بقا، تحلیل از مطلوب اولیه اطلاعات ͬ توان م

برای خاصͬ فرضیه ی هیچ و است نامعلوم ،h٠(t) پایه، خطر تابع (٢ . ٢ ) کاکس مدل در

برای (٢ . ١) رابطه ی در h(X⊤β) تابع برای که آن جا از اما ͬ شود. نم گرفته نظر در آن شͺل

مدل ͷی کاکس مدل داد، پیشنهاد را exp{X⊤β} نمایی صورت کاکس مخاطره، تابع مدل بندی

در که دارد مشخصͬ کاملا تابعͬ شͺل پایه، خطر تابع کرد فرض ͬ توان م است. پارامتری نیمه
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توزیع با بتوان را خطر تابع کنید فرض مثال، برای ͬ آید. م به وجود پارامتری مدل حالت، این

صورت این در کرد، مدل بندی وایبل

h(t,X) = ptp−١λ (٢ . ١٧)

.h٠(t) = ptp−١ و λ = exp
{
X⊤β

} آن در که

ͬͺنزدی تقریبا نتایج کاکس مدل از حاصل نتایج که به طوری است قوی مدل ͷی کاکس مدل

کاکس مدل از استفاده باشد، وایبل پارامتری، مدل اگر مثال، برای دارد. پارامتری مدل های به

پارامتری مدل از اگر داد. خواهد وایبل مدل برای آمده به دست نتایج با مقایسه ای قابل نتایج

روش های اگرچه شود. استفاده پارامتری مدل های از است بهتر باشید، داشته وجود اطمینان

نتوان است ممͺن اما دارند، وجود پارامتری مدل های برازش نیͺویی آزمون ارزیابی برای متنوعͬ

رگرسیون مدل موقعیت ها، این در بنابراین، کرد. انتخاب مناسب پارامتری مدل ͷی دقیق به طور

است. صحیح مدل انتخاب که ͬ دهد م اطمینان قابل کافͬ اندازه به نتایج کاکس

حاصل ضرب از که ͬ دهد م نتیجه را خطری تابع ،(٢ . ٢) رابطه ی در کاکس رگرسیونͬ مدل

و h٠(t) تابع های ͬ باشد. م t از مستقل Xها شامل که نمایی حالت و t در پایه خطر تابع

نمایی قسمت ͬ شود. م برآورد نامنفͬ همواره خطر تابع بنابراین هستند، نامنفͬ exp{X⊤β}

داد. خواهد نامنفͬ خطر برآورد همیشه و ͬ کند م تضمین را مدل برازش زیرا است جذاب ضرب

منفͬ ضرایب است ممͺن شود، استفاه X خطͬ تابع از مدل، X نمایی قسمت جای به اگر

ندارد. وجود چیزی چنین اجازه که آیند، به دست

مدل خطر، تابع پاسخ متغیر با توضیحͬ متغیرهای ارتباط یافتن برای روش کاربردی ترین

فرض محدودیت ها، این از ͬͺی دارد. نیز محدودیت هایی مدل، این اما است کاکس رگرسیون

که باشند ثابت زمان روی خطرها نسبت است لازم که معنͬ این به است. متناسب خطرهای

از مستقل تناسب، ثابت که است دیͽر شخص برای خطر با متناسب شخص هر برای خطر

ͬ باشد. م زمان
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نظر در را X∗ = (X∗
١, . . . , X

∗
p )

⊤ و X = (X١, . . . , Xp)
⊤ دلخواه تصادفͬ متغیر بردار دو

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت خطر١٢ نسبت بͽیرید.

HR =
ĥ(t,X∗)

ĥ(t,X)
(٢ . ١٨)

گروهͬ ،X و دارونما) گروه (مانند باشد بیشتر خطر با گروهͬ ،X∗ که ͬ شود م فرض معمولا

است آن هدف، معمولا تفسیرپذیری، دلیل به بنابراین، درمان). گروه (مانند باشد کمتر خطر با

دیͽر، به عبارت .HR ≥ ١ که

ĥ(t,X∗) ≥ ĥ(t,X). (٢ . ١٩)

بنابراین، ͬ شوند. م ساده پایه خطر توابع خطر، نسبت در

HR =
ĥ٠(t) exp{

∑
i β̂iX

∗
i }

ĥ٠(t) exp{
∑

i β̂iXi}

= exp

{∑
i

β̂i (X
∗
i −Xi)

}
(٢ . ٢٠)

خطر معنͬ به مستقل متغیر ͷی برای مثبت رگرسیونͬ ضریب کاکس، مدل تفسیر در بنابراین،

ͷی فقط ،Xi دلخواه متغیر از مشاهده دو کنید فرض بهتر، درک برای برعکس. و است بیشتر

باشند. داشته اختلاف واحد

حذف کسر مخرج و صورت از چون است، h٠(t) فاقد فوق نسبت ͬ شود م ملاحظه چنان چه

خطرات لͽاریتم اگر و است ثابتͬ مقدار زمان ها همه در خطرات نسبت بنابراین است. گردیده

تابع های معادل، طور به یا آن ها خطرات تابع شود رسم نموداری به صورت دلخواه نفر دو هر برای

دو با بͽیرید. نظر در را (٢ . ١٣) رابطه ی بهتر، درک برای بود. خواهند موازی کاملا آنها بقای

ͬ شود م نتیجه گرفتن، لͽاریتم بار

ln (− ln(S(t,X))) = − ln (− ln(S٠(t)))−X⊤β. (٢ . ٢١)

،x∗ = (x∗١, . . . , x
∗
p)

⊤ و x = (x١, . . . , xp)⊤ مشاهدات از مجموعه دو برای بنابراین،

ln (− ln(S(t,x∗)))− ln (− ln(S(t,x))) = (x∗ − x)⊤β. (٢ . ٢٢)
١٢Hazard ratio
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هستند. موازی ͬ ها، منحن و است ثابت زمان به نسبت بقا، منحنͬ دو بین فضای بنابراین،

خطر نسبت باید متناسب، خطرهای فرضیه ی در که کرد بیان ͬ توان م خطر، نسبت اساس بر

مطالعه ͷی در کنید فرض نیست. برقرار همیشه فرضیه، این لزوما باشد. ثابت زمان گذشت با

ͬ شود م انجام جراحͬ روش درمان، برای اول، گروه در شوند. تقسیم گروه دو به سرطانͬ بیماران

جراحͬ، عمل مداخله ی ͬ کنند. م استفاده جراحͬ عمل بدون درمانͬ روش های از دوم، گروه در و

بدون درمان ͬ شود. م ͬ مدت طولان زندگͬ از خوبی بسیار چشم انداز به منجر اما دارد زیادی خطر

خطر نسبت اینجا در بنابراین، داراست. را زندگͬ از کمͬ چشم انداز اما دارد کمͬ خطر جراحͬ،

ͬ یابد. م کاهش زمان، امتداد در سپس و زیاد ابتدا، در نیست. ثابت

مطالعه ͷی اساس بر اما است شده برده به کار کاکس رگرسیون زیادی، مطالعات در تاکنون

(آکس١٣، است شده بررسͬ خطرها بودن متناسب فرضیه ی آن ها درصد ۵ در تنها ،ͷسیستماتی

مدل در متناسب خطرهای یا ثابت خطر نسبت بررسͬ برای مختلفͬ رهیافت های .(١٩٨٣

اگر کرد. اشاره برازش نیͺویی آزمون و نموداری روش های به ͬ توان م که دارند وجود کاکس

کرد. استفاده لایه بندی شده١۴ کاکس رگرسیون مدل از ͬ توان م نباشد، برقرار فرضیه این

کاکس رگرسیون مدل ͬ داری معن آزمون ١ . ۶ . ٢

سرطان بیماران بالینͬ و ژنومͬ داده های مجموعه به مربوط کاربردی مثال ͷی بعد بخش در

است. شده داده قرار بررسͬ مورد کاکس رگرسیون مدل از استفاده با استخوان مغز سلول های

٢ . ٣ جدول در تحلیل این نتایج ͬ شود. م استفاده R افزار نرم در Coxph بسته از منظور این برای

ستون ͬ باشد. م مدل در موجود متغیرهای نشان دهنده اول ستون جدول این در است. شده ارائه

ͬ دهد. م نمایش ۴ . ٢ بخش نتایج از استفاده با را مدل در (β) شده برآورد رگرسیونͬ ضرایب دوم

نشان پنجم ستون و (s.e.(β)) شده برآورد رگرسیون ضرایب استاندارد خطاهای چهارم ستون

استفاده آماری روش دو از ͬͺی که بوده، معروف والد آماره به آماره این ͬ باشد. م z آماره دهنده

ͬ شود: م محاسبه زیر فرمول طریق از z آماره است. درستنمایی ماکزیمم برآورد در شده

z =
β

s.e.(β)
. (٢ . ٢٣)

١٣Oakes
١۴Stratified Cox regression model
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است والد آزمون براساس آمده به دست p‐مقدارهای نشان دهنده آخر ستون ٢ . ٣ جدول در

رگرسیون مدل در که است ذکر به لازم ͬ دهد. م نشان را متغیرها از کدام هر ͬ داری معن که

گاهͬ آ برای نمود. استفاده ͬ توان م هم LR آماره یا درستنمایی١۵ نسبت آزمون آماره از کاکس

کنید. مراجعه ١۶ کلین و کلینبوم به LR و والد آزمون های خصوص در بیشتر

مثال ٢ . ٧

سرطان بیماران بالینͬ و ژنومͬ داده های مجموعه در شده معرفͬ برآوردگر بخش، این در

مربوط داده ها این است. شده برده به کار همͺاران١٧(١٩٧۵) و کرال از استخوان مغز سلول های

زنده  نفر ١٧ و رفته اند بین از بیمار ۴٨ مطالعه، زمان در بیماران بین از است. بیمار ۶۵ به

است، معروف استخوان مغز سرطان یا MYELOMA نام به که داده مجموعه این در مانده اند.

دو ،VSTATUS متغیر ͬ دهد. م نشان تشخیص لحظه ی از ماه حسب بر را بقا زمان ،Time متغیر

است. کرده فوت یا مانده زنده بیمار ͷی ͬ دهد م نشان ترتیب به که است پذیرفته را ١ و ٠ مقدار

است. سانسورشده ،TIME متغیر متناظر مقدار باشد، صفر ،VSTATUS مقدار اگر

(لͽاریتم ،LogBUN از: عبارتند دارند ارتباط بقا با است ͬ کرده م تصور محقق که متغیرهایی

پلاکت ها (تعداد ،PLATELET تشخیص)، زمان در (هموگلوبین HGB تشخیص)، زمان در BUN

AGE نرمال)، وضعیت برای ١ و غیرنرمال وضعیت برای ٠ تشخیص، زمان در خون در

خون سفید گلبول های تعداد (لͽاریتم LogWBC تشخیص)، زمان در سال حسب بر (سن

،٠ تشخیص، زمان در استخوان در ناقص یا کامل (شͺستگͬ FRAC تشخیص)، زمان در

پلاسما پروتین های درصد (لͽاریتم LogPBM شͺستگͬ)، وجود ،١ و شͺستگͬ وجود عدم

زمان در کلسیم (سرم SCALC تشخیص)، زمان در (پروتینوری PROTEIN استخوان)، مغز در

تشخیص).

ͬ دهد. م نشان را داده مجموعه این کمͬ متغیرهای توصیفͬ آمار ،٢ . ١ جدول

١۵likelihood ratio
١۶Kleinbaum and Klein
١٧Krall et al



۴٣ مثال

مغز سرطان داده ی مجموعه کمͬ متغیرهای توصیفͬ آماره های جدول :٢ . ١ جدول
استخوان

بیشینه سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها
٩٢٫٠٠ ٣۵٫٠٠ ٢۴٫٠١ ١۵٫٠٠ ٧٫٠٠ ١٫٢۵ Time

٢٫٢٣ ١٫۵۶ ١٫٣٩ ١٫٣٢ ١٫١۴ ٠٫٧٧ LogBUN

١۴٫۶٠ ١٢٫٠٠ ١٠٫٢٠ ١٠٫٢٠ ٨٫٨٠ ۴٫٩٠ HGB

٨٢٫٠٠ ۶٧٫٠٠ ۶٠٫١۵ ۶٠٫٠٠ ۵١٫٠٠ ٣٨٫٠٠ AGE

۴٫٩۵ ٣٫٨٧ ٣٫٧۶ ٣٫٧٣ ٣٫۶۴ ٣٫٣۶ LogWBC

٢٫٠٠ ١٫٨۴ ١٫۵۴ ١٫۶٢ ١٫٣۶ ٠٫۴٧ LogPBM

٢٧٫٠٠ ۴٫٠٠ ٣٫۶١ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ PROTEIN

١٨٫٠٠ ١٠٫٠٠ ١٠٫١٢ ١٠٫٠٠ ٩٫٠٠ ٧٫٠٠ SCALC

بر مبتنͬ روش دو از همزمان کاکس، مدل خطرات بودن متناسب فرضیه ی بررسͬ منظور به

استفاده شونفلد١٩ باقیمانده های نمودار و (١٩٩۴ سرنیا١٨، و گرامبش پیشنهادی (روش آزمون

خطرات بودن متناسب فرضیه ی داد نشان (٢ . ٢ (جدول برارش نیͺویی آزمون نتایج که شد

این در متغیرها تمامͬ برای را باقیمانده ها نمودار ،٢ . ١ شͺل است. برقرار متغیرها تمامͬ برای

نباید باقیمانده ها نمودار، این در ͬ کند. م تایید را آزمون نتیجه ی که ͬ دهد م نشان داده مجموعه

قرار شده داده عبور خطوط بین زمان راستای در داده ها بیشتر و دهند نشان را زمان به وابستگͬ

گیرند.

١٨Grambsch and Therneau
١٩Schoenfeld residuals
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متغیرهای بودن متناسب فرضیه ی بررسͬ برای برازش نیͺویی آزمون نتایج :٢ . ٢ جدول
استخوان مغز سرطان داده ی مجموعه ی در مستقل

P‐مقدار χ٢ ρ متغیرها
٠٫٠٨ ٣٫٠٠ −٠٫٢٠ LogBUN

٠٫٩٢ ٠٫٠١ ٠٫٠١ HGN

٠٫٩٨ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ PLATELET

٠٫٣٢ ٠٫٩٧ −٠٫١٣ AGE

٠٫١٩ ١٫۶۵ −٠٫١۶ LogWBC

٠٫٨١ ٠٫٠۵ −٠٫٠۴ FRAC

٠٫١۴ ٢٫١١ −٠٫١٩ LogPBM

٠٫۶۶ ٠٫١٩ −٠٫٠۶ PROTEIN

٠٫١١ ٢٫۴۴ −٠٫١٧ SCALC

داده های براساس بیماران بقا زمان برای ͬ بخش گاه آ مدل ͷی کردن پیدا مدل، این هدف

رگرسیون هدف بیماران، بقای بر مستقل متغیرهای اثرهای بررسͬ این ، بر علاوه است. ژنومͬ

جزیی درستنمایی تابع از کاکس متناسب خطرات مدل ضرایب برآورد تعیین برای است. cph

افزایش باعث باشد بزرگتر ͷی از exp{β} مقدار که هرکدام آن ها، بین در که ͬ کنیم م استفاده

٢ . ٣ جدول ͬ دهد. م نشان متغیر هر برای را خطر نسبت ،exp{β} است. بیماری در مرگ خطر

نظر از HGB و LogBUN متغیرهای فقط ͬ کند م بیان که ͬ دهد م ارایه را کاکس رگرسیون نتایج

هستند. ͬ دار معن درصد ۵ خطای سطح در آماری

ͬ شود: م برآورد زیر به صورت (٢ . ٣) رابطه ی در کاکس رگرسیون مدل

ln (h(t,X)) = ln (h٠(t)) + ١٫٨۵LogBUN− ٠٫١٢HGB− ٠٫٢۵PLATELET

−٠٫٠١AGE+ ٠٫٣۵LogWBC+ ٠٫٣۴FRAC+ ٠٫٣٨LogPBM

+٠٫٠١PROTEIN+ ٠٫١٢SCALC (٢۴ . ٢)

نوشت: زیر صورت به (٢ . ٢) رابطه ی در را cph رگرسیونͬ مدل ͬ توان م نتیجه در

h(t,X) = h٠(t) exp
{١٫٨۵LogBUN− ٠٫١٢HGB− ٠٫٢۵PLATELET

−٠٫٠١AGE+ ٠٫٣۵LogWBC+ ٠٫٣۴FRAC+ ٠٫٣٨LogPBM

+٠٫٠١PROTEIN+ ٠٫١٢SCALC} (٢۵ . ٢)
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مغز سرطان داده ی مجموعه متغیرهای برای شوینفلد باقیمانده های نمودار :٢ . ١ شͺل
استخوان

افزایش واحد ͷی با افراد مرگ خطر میزان ،٢ . ٣ جدول از آمده به دست نتایج به توجه با

،۶٫٣٩ اندازه ی به به ترتیب SCALC و PROTEIN ،LogPBM ،FRAC ،LogWBC ،LogBUN در

و است ͷی از بزرگتری مقدار که ͬ یابد م افزایش برابر ١٫١٣ و ١٫٠١ ،١٫۴۶ ،١٫۴٠ ،١٫۴٢

افزایش استخوان مغز سرطان بیماران در مرگ خطر شده گفته عوامل افزایش با که ͬ دهد م نشان

ͬ دهد. م نشان مجموعه این برای را بقا نمودار ٢ . ٢ شͺل ͬ یابد. م



کاکس خطر نرخ رگرسیون مدل ۴۶

استخوان مغز سرطان داده های بر cph رگرسیونͬ مدل نتایج :٢ . ٣ جدول
P‐مقدار z s.e.(β) exp{β} β متغیرها

٠٫٠٠ ٢٫٨٣ ٠٫۶۵ ۶٫٣٩ ١٫٨۵ LogBUN

٠٫٠٧ −١٫٧۵ ٠٫٠٧ ٠٫٨٨ −٠٫١٢ HGB

٠٫۶١ −٢٫۵٠ ٠٫۵١ ٠٫٧٧ −٠٫٢۵ PLATELET

٠٫۵٠ −٠٫۶٧ ٠٫٠١ ٠٫٩٨ −٠٫٠١ AGE

٠٫۶٢ ٠٫۴٩ ٠٫٧١ ١٫۴٢ ٠٫٣۵ LogWBC

٠٫۴٠ ٠٫٨۴ ٠٫۴٠ ١٫۴٠ ٠٫٣۴ FRAC

٠٫۴٣ ٠٫٧٨ ٠٫۴٨ ١٫۴۶ ٠٫٣٨ LogPBM

٠٫۶١ ٠٫۵٠ ٠٫٠٢ ١٫٠١ ٠٫٠١ PROTEIN

٠٫٢١ ١٫٢۴ ٠٫١٠ ١٫١٣ ٠٫١٢ SCALC

0 20 40 60 80

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Time

E
st

im
at

ed
 s

ur
va

vi
al

 fu
nc

tio
n

بیماران داده ی مجموعه برای cph مدل اساس بر شده برآورد بقای نمودار :٢ . ٢ شͺل
استخوان مغز سرطان



٣ فصل

کاکس متناسب خطرات رگرسیون مدل
جریمه شده

مقدمه ٣ . ١

فراهم را ژن هزاران از شبیه سازی امͺان DNA میͺروآرایه های١ تکنولوژی علم، پیشرفت با امروزه

ژنومͬ تصاویر است. تومور مختلف انواع ͬͺژنتی مطالعه در قدرتمند رویͺردی که است ساخته

پاسخ های مختلف سطوح مطالعه سرطان ها، مولͺولͬ طبقه بندی برای ͬ تواند م گسترده ای به طور

گيرد. قرار استفاده مورد بيماران بالينͬ پيامدهای پيش بينͬ نیز و داروسازی حوزه در دارو ͷی

فنوتیپ های مانند دیͽر، فنوتیپ های٢ به ژن پروفایل های با رابطه در کمتری توسعه حال، این با

صورت مرگ، زمان و سرطان به بازگشت زمان مانند سانسورشده بقا فنوتیپ های یا کمͬ مداوم

سرطان بازگشت مانند بالینͬ رویدادهای برخͬ به زمان در زیادی تنوع به توجه با است. گرفته

فنوتيپ ها درمان به نسبت ͬ تواند م سانسورشده٣ احتمالͬ بقای فنوتيپ های مطالعه بیماران، در
١Microarrays
٢Phenotypes
٣Possibly censored survival phenotypes

۴٧



جریمه شده کاکس متناسب خطرات رگرسیون مدل ۴٨

باشد. مفید رسته ای۴ یا دودویی متغیرهای عنوان به

بقا سانسورشده داده های برای رگرسيونͬ تحليل در روش محبوب ترين ،cph رگرسيون مدل

مختلف سطوح با ژن هایی یعنͬ پیشͽوها، از زیادی بسیار فضای به توجه با حال، این با است.

ماکزیمم درستنمایی مانند ͷکلاسی روش های شده اند، اندازه گیری ریزآرایه آزمایش های با که

شوند. استفاده پارامترها برآورد برای مستقیم به طور ͬ توانند نم جزیی

نیست صفر برابر دقیقا برآوردشده رگرسیون ضرایب از ͷی هیچ ،cph مدل ضرایب برآورد در

مدیریت و مهم متغیرهای انتخاب به قادر نتیجه، در دارند. حضور نهایی مدل در متغیرها تمام و

اندازه که معمول موارد در بود. نخواهیم باشد، مشاهدات تعداد از بیشتر متغیرها تعداد که حالتͬ

لͽاریتم کردن ماکزیمم با را β نامعلوم پارامتر ͬ توان م باشد، بیشتر پیشͽو متغیر p تعداد از بیمار n

بالای فضای به دلیل cph مدل که داده اند نشان تحقیقات برخͬ اما کرد. برآورد جزیی درستنمایی

بقا زمان پیشͽویی برای مستقیم به طور ͬ تواند نم ژن ها از برخͬ بالای همخطͬ و پیش گوها بعد

بقا تحلیل برای ریزآرایه داده های از که هنگامͬ باشد. کاربردی ریزآرایه ها در p > n حالت در

به بنابراین ͬ شود. م درست ژن حالت هزاران داده ی از همیشه داده مجموعه ͬ شود، م استفاده

باشد ناشناخته درست، و کامل مدل (٢) باشد پیچیده بسیار مدل  (١) است ممͺن اینکه دلیل

متغیرهای همه از ͬ توان نم شود، بیش برآوردی باعث مدل در اضافͬ متغیرهای وجود (٣) و

دلخواه همواره کمتر متغیرهای تعداد با مدل های که آنجایی از و کرد. استفاده مدل در پیشͽو

قابل هم و فهم قابل و آسان هم که شود انتخاب مدلͬ باید بنابراین است بوده آماری تحلیل گران

باشد. دیͽران برای توضیح

از ترکیبی با مدل انتخاب عمل، در دارند. وجود مدل انتخاب برای مختلفͬ روش های

انتخاب مانند: خودکار متغیر انتخاب روش های (٣) خطا، و آزمایش (٢) علم، از گاهͬ آ (١)

اطلاع معیارهای (۵) داده شده، توضیح تغییرات اندازه گیری (۴) گام٧، به گام و پسرو۶ پیشرو۵،

ͬ شود. م انجام بالا، ابعاد در بعد کاهش (۶) و BIC و AIC مانند

برای ژن ها از ͷکوچ زیرمجموعه ͷی فقط که داشت انتظار باید ،ͬͺبیولوژی دیدگاه از

۴Categorical
۵Forward selection
۶Backward
٧Stepwise



۴٩ مقدمه

ͬ شود م نویز موجب پیش گو مدل در ژن ها تمام از استفاده باشد. مناسب فنوتیپ ها پیش گویی

ͷکلاسی روش های بالا، ابعاد به توجه با باشد. ضعیف پیش گو عملͺرد که ͬ رود م انتظار و

ͬ توانند نم گام به گام انتخاب و زیرمجموعه٨، بهترین انتخاب مانند استاندارد متغیر انتخاب

مطرح ١٩٩۶ سال در خودش که را لاسو جریمه ی روش تیبشیران٩ͬ(١٩٩٧) شوند. اعمال

روش از کرد پیشنهاد و داد گسترش cph مدل های برای متغیر انتخاب مسئله ی برای بود، کرده

به دست منظور به لاسو جریمه شده جزئͬ درستنمایی کردن ماکزیمم برای دوم درجه برنامه ریزی

کند. استفاده پارامترها برآورد آوردن

ژن ها از برخͬ بیان سطوح است، بالا ژنومͬ مسایل در طرح ماتریس بعد اینکه بر علاوه

با مقابله برای ͬ شود. م بالا چندگانه همخطͬ ایجاد باعث که هستند، همبسته بسیار اغلب هم

شد. اشاره آن به ١ فصل در که است ریج رگرسیون از استفاده رویͺرد رایج ترین همخطͬ، مشͺل

برآوردگر که ͬ شود م باعث ،cph رگرسیون مدل در درستنمایی تابع به ریج جریمه ی کردن اضافه

با ریج کاکس متناسب خطرات رگرسیون تفاوت کند. منقبض صفر سمت به را معمولͬ کاکس

است، شده جریمه ریج تابع با که درستنمایی تابع اینجا که است این در معمولͬ ریج رگرسیون

ͬ شود. م ماکزیمم

دوم توان مجموع در محدودیت با ریج جریمه روش با مقایسه در شد اشاره که همان طور

بیشتر جریمه شده روش های این ͬ دهد. م ارائه متغیر انتخاب برای را روشͬ لاسو روش ضرایب،

گرفته اند. قرار بررسͬ مورد است پیشͽوها تعداد از بیشتر نمونه حجم آن در جایی که تنظیمات در

و ریج خطͬ ترکیب که است شده پیشنهاد (٢٠٠۵) هیستͬ و ژو توسط جدیدی روش اخیرا

،CPH رگرسیون مدل و الاستیͷ نت روش ترکیب است. معروف الاستیͷ نت به و ͬ باشد م لاسو

cph رگرسیون های ͬ های ویژگ تمام که ͬ سازد م را الاستیͷ نت متناسب خطرات رگرسیون مدل

دارد. همزمان را الاستیͷ نت و

کردن ماکزیمم با ͬ تواند م برآوردشده رگرسیونͬ ضرایب ناپایداری کاکس، رگرسیون مدل در

از رگرسیون ضرایب جریمه تابع آن در که کاهش یابد جریمه شده جزیی درستنمایی لͽاریتم

شده کسر شده، تعریف (٢ . ١٠) رابطه ی در که (l(β) = lnL(β)) جزیی درستنمایی لͽاریتم

٨Best subset selction
٩Tibshirani



جریمه شده کاکس متناسب خطرات رگرسیون مدل ۵٠

دیͽر، عبارت به است.

l(β) =

n∑
i=١

δj

X⊤
i β − ln

∑
j∈ℜi

exp
{
X⊤

j β
} (٣ . ١)

آن گاه، است. سانسورشده داده δj = ٠ اگر و نشده سانسور داده باشد δj = ١ اگر آن در که

ͬ آید: م دست به زیر به صورت کلͬ حالت در جریمه شده کاکس رگرسیونͬ برآوردگر

β̂ = argmaxβ {l(β)− Pλ(β)} . (٣ . ٢)

ͬ توان م است. تنظیم کننده پارامتر ͷی λ > ٠ که ͬ شود م داده نشان Pλ(·) با عمومͬ جریمه تابع

مسئله ی ͷی به چندگانه، رگرسیون در دوم توان های کمترین روش مشابه را فوق مسیله ی

نوشت: زیر به صورت معادل به طور ͬ توان م را (٣ . ٢) رابطه ی کرد. تبدیل کمینه سازی

β̂ = argminβ {−l(β) + Pλ(β)} (٣ . ٣)

معمولا کرد. اضافه −l(β) تابع کمینه سازی مسئله ی به را Pλ(·) جریمه ی تابع ابتدا، از یعنͬ

ͬ شود. م استفاده زیر جریمه ی تابع از ͬ توان م

Pλ(β) = λ

p∑
j=١

|βj |γ (۴ . ٣)

ͬ شوند: م ارائه زیر صورت به و معرفͬ γ مختلف مقادیر ازای به جریمه ها انواع

معادل آمده به دست برآوردگر نتیجه در ͬ یابد. م کاهش pλ به جریمه تابع باشد، γ = ٠ اگر (١)

به دست مجموعه زیر بهترین متغیر انتخاب ͷکلاسی روش از که است برآوردگری با

قرار استفاده مورد ͬ تواند م متغیرها از زیرمجموعه بهترین انتخاب در که معیاری ͬ آید. م

انتخاب است، نامشخص h٠(t) کاکس، مدل در که آنجایی از است. AIC معیار گیرد،

ͷکلاسی درستنمایی خواص دارای جزیی درستنمایی چون ͬ کند. م تمرکز β روی بر مدل

بنابراین است شده استفاده ͷکلاسی AIC اثبات در تیلور سری دوم مرتبه طبق و است

است: زیر به صورت کاکس مدل برای AIC

AIC = −٢l(β̂) + ٢p (۵ . ٣)

روش که است برآوردگری β̂ که ͬ باشد م β̂ بعد p و جزیی، درستنمایی لͽاریتم l(β̂) که

ͬ کند. م پیشنهاد متغیر انتخاب



۵١ ریج جریمه با cph رگرسیون

ͬ شود. م تبدیل لاسو جریمه ی به Pλ(β) جریمه تابع باشد، γ = ١ اگر (٢)

ͬ شود. م تبدیل ریج جریمه ی تابع به Pλ(β) جریمه تابع باشد، γ = ٢ اگر (٣)

ͬ شود. م پرداخته آن ها از ترکیبی و لاسو ریج، جریمه توابع معرفͬ به ادامه، در

ریج جریمه با cph رگرسیون ٣ . ٢

برآورد روش های باشند، داشته بالایی همبستگͬ پیشͽو متغیرهای ،cph رگرسیونͬ مدل در وقتͬ

همراه به را بزرگ واریانس و ناپایدار برآوردهای ͬ تواند م درستنمایی ماکزیمم مانند استاندارد

شده داده توضیح ١ فصل در معمولͬ خطͬ رگرسیون در واضح به طور مشͺل این باشد. داشته

راه حل ͷی به عنوان مواقع بعضͬ که دادند پیشنهاد را ریج روش (١٩٧٠) کنارد و هورل است.

اریبی مقدار ͷی خطͬ مدل های در ریج رگرسیون روش های ͬ رود. م به کار مشͺل این برای

ͬ شود. م واریانس برآورد تقویت و پارامتر بیشتر پایداری باعث که ͬ پذیرد م برآوردگرها در ناچیز

(١٩٩۴) ون هاولینجن١٠ و ورویج توسط کاکس رگرسیون در جریمه شده درستنمایی رویͺرد

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به جریمه شده جزیی درستنمایی لͽاریتم آن در که است شده استفاده

l
ridge
λ (β) = l(β)− λ

p∑
j=١

β٢
j (۶ . ٣)

ͬ کند. م کنترل را β برآورد انقباض مقدار و شده است نامیده ریج پارامتر اینجا در λ که

تابع برای بنابراین باشد. اطلاع١١ ماتریس Ω(β) = X⊤X و ،U(β) = ∂
∂β l(β) کنید فرض

کنید فرض ریج، جریمه ی با جزیی درستنمایی لͽاریتم

Uλ(β) = U(β)− λβ Ωλ(β) = X⊤X + λIp

در که lλ(β) تابع ماکزیمم نیوتن‐رافسون، روش با است. p × p همانͬ ماتریس ͷی Ip که

١٠Verwij and van Houwelingen
١١Information matrix
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ͬ آید. م دست به زیر تکراری الͽوریتم طبق است، شده تعریف (؟؟) رابطه ی

βi+١ = βi + (Ωλ(βi))
−١ Uλ(βi)

= βi + (Ω(βi) + λIp)
−١ (U(βi)− λβi)

= (Ω(βi) + λIp)
−١ (U(βi) + Ω(βi)) .

به دست تکراری ریج برآوردگر β̂λ نهایت در و ͬ کند م پیدا ادامه شدن همͽرا تا الͽوریتم این

ماکزیمم درستنمایی روش با که کاکس برآوردگر از مرحله، اولین در برآوردگر، این ͬ آید. م

با است برابر ریج، اول مرحله ی برآورد بنابراین، ͬ کند. م استفاده است، آمده به دست

β̂١ =
(
Ω(β̂) + λI

)−١
Ω(β̂)β̂

ͬ باشد: م زیر به صورت ریج برآوردگر ͬ های ویژگ باشد، شدید همخطͬ درجه وقتͬ

به دست cph رگرسیون از که است برآوردگری همان که ،β̂λ = β̂١ = β̂ باشد، λ = ٠ وقتͬ (١)

ͬ آید. م

هستند. اریب β̂١ و β̂λ برآوردگر دو هر باشد، λ > ٠ وقتͬ (٢)

است. β̂λ = β̂١ ثابت، λ مقدار ͷی برای خطͬ، مدل های در (٣)

خیلͬ یͺدیͽر به نسبت متغیرها که است ضرایبی برآورد در انقباض١٢ͬ مدل ͷی ریج مدل (۴)

باشند. همبسته

دارد. کاربرد باشد مشاهدات تعداد از بیشتر پارامترها تعداد که مواقعͬ (۵)

ͬ دهد. نم انجام متغیر انتخاب ریج، برآوردگر (۶)

لاسو جریمه با cph رگرسیون ٣ . ٣

را غیرضروری ضرایب ͬ تواند نم اما ͬ دهد، م بهبود را پیشͽوها عملͺرد ریج رگرسیون چه اگر

لاسو به که عملͽر انتخاب و انقباض مطلق قدر کمترین روش ،(١٩٩۶) تیبشیرانͬ کند. حذف

ͬ دهد. م انجام را متغیر انتخاب و انقباض هم لاسو رگرسیون کرد. معرفͬ را است شده معروف
١٢shrinkage model



۵٣ لاسو جریمه با cph رگرسیون

خطرات رگرسیون مدل در انقباض و متغیر انتخاب برای را لاسو جریمه (١٩٩٧) تیبشیرانͬ

جریمه تابع با را آزمودنͬ جزیی درستنمایی لͽاریتم او، پیشنهادی طرح داد. ارائه کاکس متناسب

دیͽر، به عبارت ͬ کند. م ماکزیمم پارامترها مطلق قدر مقادیر مجموع

β̂
LASSO

= argmaxβ

l(β)− λ

p∑
j=١

|βj |

 (٣ . ٧)

این تیبشیرانͬ است. صفر دقیقا ضرایب از بعضͬ ارائه و ضرایب مقدار کاهش لاسو، ماهیت

ͬ دهد م انقباض را ضرایب ریج رگرسیون رویͺرد کرد. تایید شبیه سازی مطالعات در را موضوع

است؛ صرفه جو١٣ مدل ͷی به دستیابی برای ابزار ͷی لاسو اما ͬ دهد نم قرار صفر برابر دقیقا اما

برخͬ لاسو، جریمه ی اما دهند. رخ است بعید صفر دقیقا ضرایب ریج، رهیافت در واقع در

ͬ دهد. م قرار صفر برابر دقیقا را باشد بزرگ کافͬ اندازه به λ که وقتͬ ضرایب برآوردهای از

که کرد استفاده دو درجه برنامه ریزی١۴ بهینه سازی روش های از باید لاسو برآورد محاسبه برای

است. غیرخطͬ راه حل ریج برعکس

داد. ارائه بهینه سازی تکنیͷ های اساس بر لاسو روش برای الͽوریتم دو (١٩٩٧) تیبشیرانͬ

استراتژی ͬ باشد. م مطلق دوم توان های مشͺلات مͺرر، راه حل شامل و تکراری الͽوریتم های

شود. استفاده شده١۵ به روز رافسون نیوتون روش از که است این (٣ . ٧) حل برای

η = X⊤β و کند مشخص را پیشͽو متغیرهای طرح ماتریس X کنید فرض

U =
∂

∂η
l(β)

A = − ∂٢l
∂ηη⊤

است زیر به صورت l(β) برای تیلور بسط سری اول جمله بنابراین باشد. Z = η +A−١U و

(Z − η)⊤A(Z − η) (٣ . ٨)

نوشت. بهینه سازی مسئله ی ͷی به صورت را لاسو برآوردگر یافتن است بهتر الͽوریتم، بیان از قبل

دیͽر، عبارت به

β̂
LASSO
n = max {l(β)} s.t.

p∑
j=١

|βj | ≤ s (٣ . ٩)

١٣Parsimonous model
١۴Programming
١۵Updated Newton-Raphson method
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است: شده استفاده زیر الͽوریتم از لاسو برآوردگر یافتن برای رو این از

.β̂ = ٠ دهید قرار و شود گرفته نظر در دلخواهͬ ثابت مقدار s (١)

کنید. محاسبه β̂ کنونͬ مقدار براساس را Z و A ،U ،η (٢)

کنید. کمینه ∑ |βi| ≤ s شرط با را (Z − η)⊤A(Z − η) (٣)

نکند. تغییر β̂ که کنید تکرار قدر آن را ٣ و ٢ مراحل (۴)

ͬ شود. م انجام دو درجه برنامه ریزی با (٣) مرحله در کمینه سازی

کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را لاسو رگرسیون خواص

ͬ دهد. م انجام متغیر انتخاب هم و انقباض هم لاسو رگرسیون (١)

ͬ کند. م انتخاب متغیر n حداکثر لاسو، رگرسیون روش ،p > n برای (٢)

دارد. صفر به ضرایب برخͬ کاهش در ریج جریمه به بیشتری برتری لاسو جریمه (٣)

گام به گام انتخاب به نسبت شایسته رقیب ͷی کاکس مدل در متغیر انتخاب برای لاسو (۴)

ͬ رسد. م نظر به

خطای پایداری از پس تنظیم کننده پارامتر آوردن به دست برای متقابل اعتبارسنجͬ روش از

ͬ شود. م استفاده اعتبارسنجͬ

الاستیͷ نت جریمه با cph رگرسیون ۴ . ٣

هیستͬ و ژو بار اولین که مدل هاست این در جدید جریمه توابع از ͬͺی الاستیͷ نت جریمه تابع

شبیه و ͬ باشد م ریج و لاسو جریمه های ترکیب جریمه، تابع این کردند. معرفͬ را آن (٢٠٠۵)

که تفاوت این با ͬ دهد م انجام ضرایب از برخͬ دادن قرار صفر با ͷاتوماتی متغیر انتخاب لاسو

برآوردگر از استفاده دارد. تمایل لاسو با مقایسه در بیشتری متغیرهای انتخاب به الاستیͷ نت

است کاربردی تر دارند، بالایی همبستگͬ یͺدیͽر با متغیرها که شرایطͬ در به ویژه الاستیͷ نت

کند. انتخاب ͬ تواند م همبسته متغیرهای مجموعه  بین از را متغیرها از ͬͺی فقط لاسو زیرا
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ͬ شود: م تعریف زیر به صورت نت ͷالاستی جریمه تابع

pα,λ(|βj |) = λ×
(
α|βj |+ (١ − α)β٢

j

)
.

برآوردگر بنابراین، است. ریج جریمه ی به نسبت لاسو جریمه ی تاثیر تعیین α ∈ [٠,١] اینجا، در

با را آن که الاستیͷ نت جریمه ی تابع با کاکس متناسب خطرات رگرسیون مدل در الاستیͷ نت

ͬ آید. م به دست زیر رابطه ی از ͬ دهند، م نشان β̂EN نماد

β̂
EN

= argmaxβ

l(β) + λα

p∑
j=١

|βj |+ λ(١ − α)

p∑
j=١

β٢
j

 (٣ . ١٠)

هستند. وابسته داده ها به که است تنظیم کننده پارامتر دو شامل نت ͷالاستی جریمه تابع

تابع اینکه برای است، (α, λ) تنظیم کننده پارامتر های از مجموعه ͷی کردن پیدا برای چالش

استفاده شبͺه ای جستجوی روش ͷی از معمولا کند. ماکزیمم را شده جریمه جزیی درستنمایی

شبͺه از نقطه هر در درستنمایی لͽاریتم جریمه انحراف در سیستمͬ محاسبات به که ͬ شود م

است کارآمد الͽوریتم زمانͬ پیچیدگͬ و دقت در شبͺه تراکم که است معنͬ این به که دارد نیاز

. (١٩٩۴ جانگ١۶، و ͬͺآبرامس)

شده اند. ارایه الاستیͷ نت جریمه با کاکس مدل برازش برای الͽوریتم دو بعد قسمت در

الͽوریتم  ۵ . ٣

محاسبه ی برای را پیش گو متغیرهای تصحیح کننده ی الͽوریتم هیست١٧ͬ و پارک ،٢٠٠٧ سال در

گرادیان الͽوریتم (٢٠١٠) ١٨ جيومن کردند، پیشنهاد الاستیͷ نت جریمه ی با cph رگرسیون مدل

اساس بر ابتدا کرد. معرفͬ لاسو جریمه ی با cph رگرسیون مدل پاسخ یافتن برای را نزول١٩ͬ

که «مسیر٢٢» الͽوریتم سپس و (CMD) ٢١ نزولͬ مختصات الͽوریتم (٢٠١٣) ٢٠ ژو و یانگ

کردند، پیشنهاد را کاکس مدل در الاستیͷ نت برآوردگر محاسبه ی برای همͺاران٢٣ و سیمون
١۶ Abramsky and Jung
١٧Park and Hastie
١٨Geoman
١٩Gradient descent algorithm
٢٠Yang and Zou
٢١ Coordinate-majorixation-descent (CMD)
٢٢Pathwise
٢٣Simon et al
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ͬ شوند. م معرفͬ

کنید فرض ابتدا

l̇(β) =
∂

∂β
l(β)

و

l̈(β) =
∂

∂ββ⊤ l(β)

الاستیͷ نت جریمه ی با کاکس رگرسیون CMDبرای الͽوریتم ١ . ۵ . ٣

آورید به دست زیر به صورت را β̃ برآوردگر (١)

β̂ = argminβ
١
n

{
n∑

i=١
−li(β) + λPα(β)

}

آن، در که

Pα(β) =

p∑
j=١

(
α|βj |+ (١ − α)β٢

j

)
،j = ١, . . . , p برای (٢)

Dj =

n∑
i=١

١
۴n
(
max
j∈Ri

(xij)− min
j∈Ri

(xij)

)٢

l̇j(β) =
١
n

n∑
i=١

[
−xij +

∑
j∈Ri

xij exp{X⊤
i β}∑

j∈Ri
exp{X⊤

i β}

]
و

β̃
new
j =

S
(
Djβ̃j − l̇j(β̃).λα

)
Dj + λ(١ − α)

زیر به صورت و است علامت تابع ،sgn(.) تابع آن در که S(z.t) = (|z| − t)+sgn(z) که

ͬ شود م تعریف

sgn(a) =


١ a > ٠

٠ a = ٠

−١ a < ٠
است. (x)+ = max(٠,x) و

کنید رسانͬ به روز را β̃ = β̃
new برآوردگر (٣)

شود. همͽرا β̃ برآوردگر تا کنید تکرار آن قدر را ٣ و ٢ مرحله های (۴)
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الاستیͷ نت جریمه ی با کاکس رگرسیون برای مسیر الͽوریتم ٢ . ۵ . ٣

به صورت را β̃ برآوردگر (١)

β̃ = argmaxβ

{
٢
n

(
X⊤β − ln

(∑
i∈Rs

exp{X⊤
i β}

)
− λPα(β)

)}

آن، در که بیابید η̃ = Xβ̃ مجموعه و

Pα(β) =

p∑
j=١

(
α|βj |+ (١ − α)β٢

j

)

تیلور، سری به بسط توجه با کنید. محاسبه را Z(η̃) و l̈(η̃) (٢)

l(β) ≈ l(β̃) + (β − β̃)⊤ l̇(β̃) +
(β − β̃)⊤ l̈(β̃)(β − β̃)

٢
= l(β̃) + (Xβ − η̃)⊤ l̇(η̃) +

(Xβ − η̃)⊤ l̈(η̃)(Xβ − η̃)

٢

ساده تر، جبری به عبارت یا است. η̃ = Xβ̃ که

l(β) ≈ ١
٢ (z(η̃)−Xβ)⊤ l”(η̃) (Z(η̃)−Xβ) + C(η̃, β̃)

که

Z(η̃) = η̃ − l̈(η̃)−١ l̇(η̃)

نیست. وابسته β به C(η̃, β̃) و

کردن کمینه از را β̂ (٣)

١
n

n∑
i=١

w(η̃)i

(
Z(η̃)i − x⊤

i β
)٢

+ λPα(β)

است. l̈(η̃) متعامد ورودی iامین ،w(η̃)i که کنید. پیدا

است. η̃ = Xβ̂ و ،β̃ = β̂ مجموعه (۴)

شود. همͽرا β̂ برآوردگر تا کنید تکرار آن قدر را ۴ و ٢ مرحله های (۵)
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R با محاسبات ۶ . ٣

دارند. وجود کاکس مدل در الاستیͷ نت جریمه محاسبه برای پͺیج دو R افزار نرم در

glmnet بسته ١ . ۶ . ٣

جریمه قید با یافته، تعمیم خطͬ مدل های برای glmnet بسته

(١ − α)

p∑
j=١

|βj |٢ + α

p∑
j=١

|βj | α ∈ (٠,١] (٣ . ١١)

استفاده CMD الͽوریتم از بسته، این در .(٢٠٠٨ تیبشیرانͬ، و هیستͬ (فریدمن، ͬ رود م به کار

کرد. استفاده زیر دستور از ͬ توان م R در بسته این دانلود و نصب برای است. شده

> install.packages("glmnet")

کرد عمل زیر صورت به باید بسته این فراخوانͬ برای

> library("glmnet")

ͬ شود م استفاده زیر دستور از بسته این نسخه آخرین به روزرسانͬ برای و

> glmnet.upgrade(testing=TRUE)

کرد اجرا زیر صورت به ͬ توان م را بسته این همچنین

> glmnet(x, y, family="cox", alpha )

نامیده پاسخ متغیر y است، مشاهدات بردار آن سطر هر که ورودی ماتریس x آن در که

بسته ی از Surv تابع از استفاده با status و time متغیر دو با و است بقا متغیر اینجا در که ͬ شود م

کاکس رگرسیون باید اینجا در که ͬ کند م مشخص را رگرسیون نوع family ͬ شود، م تعیین survival

همچنین ͬ دهد. م نشان بودن سانسور یا کامل نظر از مشاهده وضعیت status متغیر شود. انتخاب

این در ͬ پذیرد. م را [٠,١] بین مقداری و است شده جریمه رگرسیون در تنظیم کننده پارامتر alpha

جریمه تابع تعریف به بنا و است شده فرض ١ برابر ،(٣ . ١٠) رابطه ی در λ نرم افزاری، بسته ی
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اگر ͬ دهد. م نتیجه را لاسو برآوردگر ،α = ١ مقدار و ریج برآوردگر ،α = ٠ مقدار بسته، این در

cph رگرسیون در الاستیͷ نت برآوردگر صورت، این در بپذیرد، (٠,١) بازه ی از را مقداری ،α

ͬ آید. م به دست

متقابل، اعتبارسنجͬ روش به را تنظیم کننده پارامتر مقدار ͬ توان م زیر دستور از استفاده با

کرد. تعیین

> cv.glmnet(x, y, family="cox", alpha )

مثالͬ کرد. مشخص آن به ازای را انتخاب شده متغیرهای ͬ توان م ،α پارامتر تعیین از پس

دارد، را status و time ،x متغیرهای که فرضͬ داده ی مجموعه ی ͷی با R برنامه ی از ساده

است: زیر به صورت

> library("glmnet")

> library("survival")

> cv.fit <- cv.glmnet(x,Surv(time,status),family="cox")

> fit <-glmnet(x,Surv(time,status),family = "cox")

> Coefficients <- coef(fit, s= cv.fit$lambda.min)

> Coefficients

coxnet بسته ٢ . ۶ . ٣

شده آماده (٢٠١١ همͺاران، و (سیمون مسیر الͽوریتم اساس بر cph مدل برای coxnet بسته

است: شده تعریف زیر به صورت جریمه تابع بسته، این در است.

λα

p∑
j=١

|βj |+
(١ − α)

٢
p∑

j=١
β٢
j α ∈ (٠,١] (٣ . ١٢)

کرد. استفاده زیر دستور از ͬ توان م R در بسته این دانلود و نصب برای

> install.packages("Coxnet")

کرد عمل زیر صورت به باید بسته این فراخوانͬ برای



جریمه شده کاکس متناسب خطرات رگرسیون مدل ۶٠

> library("Coxnet")

ͬ شود م استفاده زیر دستور از بسته این نسخه آخرین به روزرسانͬ برای و

> Coxnet.upgrade(testing=TRUE)

کرد اجرا زیر صورت به ͬ توان م را بسته این همچنین

> Coxnet(x, y, penalty = "Enet", alpha = 1, lambda = NULL)

است که پاسخ متغیر y است، مشاهدات بردار آن سطر هر که ورودی ماتریس x آن در که

نوع penalty است. شده تشͺیل status و time نام  به ستون هایی از که است بقا متغیر اینجا در که

تابع باشد، α = ١ مقدار اگر بپذیرد. نیز را لاسو جریمه ی ͬ تواند م که ͬ کند م انتخاب را جریمه

برای جریمه تابع انتخاب و ͬ کند م تغییر لاسو جریمه ی تابع به بسته این در الاستیͷ نت جریمه

آرگومان این باید ،cph مدل در الاستیͷ نت رگرسیون انجام برای ندارد. تاثیری penalty آرگومان

الاستیͷ نت رگرسیون دیͽر تنظیم کننده ی پارامتر ،lambda آرگومان داد. قرار ”Enet” با برابر را

ͬ شود. م تعیین متقابل سنجͬ اعتبار روش اساس بر که است بسته این در

برنامه ی بͽیرید. نظر در را status و time ،x متغیرهای با فرضͬ داده ی مجموعه ی دوباره

است: زیر به صورت بسته این از ساده ای

y=cbind(time,status)

fit<-Coxnet(x,y,penalty="Enet",alpha = 1,lambda=....)

fit$Beta

لاسو جریمه ی همواره جریمه، تابع از نظر صرف که است ١ برابر ،alpha پیش فرض مقدار

را مقداری همواره باید که است این دارد وجود پͺیج این در که مشͺلͬ ͬ گیرد. م نظر در را

متقابل اعتبارسنجͬ روش با را تنظیم کننده پارامتر دیͽر ،λ تابع، این گرفت. نظر در alpha برای

کد نوشتن با متقابل اعتبارسنجͬ روش به نیز α پارامتر که ͬ شود م پیشنهاد ͬ آورد. م به دست

شود. تعیین منظور بدین دیͽری



۶١ R با محاسبات

محاسبه باید lambda و alpha تنظیم کننده ی پارامتر دو الاستیͷ نت جریمه در که آنجایی از

معرفͬ به ادامه در ͬ باشد؛ م محاسبه قابل lambda پارامتر فقط glmnet بسته ی در چون و شوند

ͬ کند. م محاسبه را glmnet پͺیج تنظیم پارامتر دو هر که است شده پرداخته c06 پͺیج

c06 بسته ٣ . ۶ . ٣

جریمه قید با یافته، تعمیم خطͬ و شده تنظیم کاکس مدل های برای c06 بسته

λ

(١ − α)

p∑
j=١

|βj |٢ + α

p∑
j=١

|βj |

 α ∈ (٠,١] (٣ . ١٣)

.( ٢٠١۵ همͺاران، و (سیل ͬ رود م به کار

کرد. استفاده زیر دستور از ͬ توان م R در بسته این دانلود و نصب برای

> install.packages("c06")

کرد عمل زیر صورت به باید بسته این فراخوانͬ برای

> library("c06")

ͬ شود م استفاده زیر دستور از بسته این نسخه آخرین به روزرسانͬ برای و

> c06.upgrade(testing=TRUE)

صورت به باید c060 پͺیچ طریق از glmnet پͺیج تنظیم پارامترهای محاسبه برای همچنین

کرد عمل زیر

> bounds <- t(data.frame(alpha = c(0, 1)))

> colnames(bounds) <- c("lower", "upper")

> nfolds <- 10

> set.seed(1234)

> foldid <- balancedFolds(class.column.factor = y[, 2], cross.outer = nfolds)
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سنجͬ اعتبار این که برای ،(α, λ) تنظیم پارامترهای مقادیر از تنظیمات کردن پیدا برای معمولا

α هر برای باشد. کمینه مدل شده جریمه جزیی درستنمایی لͽاریتم مشتق ١٠‐تایی متقابل

ͬ شود. م پیدا زیر دستور hc glmnet تابع با تنظیم مسیر محاسبه با بهینه λ شده داده

> type.min = "lambda.1se"

شده داده تنظیم پارامترهای با مدل جزیی درستنمایی لͽاریتم مشتق tune.glmnet.interval تابع

مشخص همزمان به طور را پارامتر دو هر ͬ توان م زیر دستور از استفاده با و ͬ کند م محاسبه (α, λ)

کرد.

> fit <- epsgo(Q.func = "tune.glmnet.interval", bounds = bounds,

+ parms.coding = "none", seed = 1234, fminlower = -100, x = x, y = y,

+ family = "cox", foldid = foldid, type.min = "lambda.1se",

+ type.measure = "deviance")

sumint <- summary(fit, verbose = TRUE)



۴ فصل

کاربردها

مقدمه ١ . ۴

معرفͬ ٣ فصل در که کاکس متناسب خطرات رگرسیون در شده جریمه ͷتکنی از فصل، این در

داده های برای شده جریمه ͷتکنی از کاربردی و کرده استفاده ژنومͬ داده های روی بر شد،

است. شده بررسͬ ͬͺپزش

جریمه روش های بررسͬ است، زیاد بسیار ژنومͬ داده های در متغیرها تعداد که آن جا از

رهیافت های از بهتری درک منظور به بنابراین، ͬ باشد. نم امͺان پذیر سادگͬ به آن ها در شده

است شده گرفته نظر در کمتری متغیر تعداد با داده مجموعه ͷی ابتدا ،٣ فصل در شده مطرح

است. گرفته قرار مقایسه مورد آن در رگرسیونͬ ضرایب و

۶٣



کاربردها ۶۴

مغز سلول های سرطان بیماران داده های مجموعه ٢ . ۴
استخوان

رگرسیون مدل برای لازم فرضیات و است گرفته قرار بررسͬ مورد ٢ فصل در داده محموعه این

است. برقرار آن در cph

از: عبارتند داده مجموعه این متغیرهای ͬ شود م یادآوری

تشخیص زمان در BUN لͽاریتم LogBUN

تشخیص زمان در هموگلوبین HGB

برای ١ و غیرنرمال وضعیت برای ٠ تشخیص، زمان در خون در پلاکت ها تعداد PLATELET

نرمال وضعیت

تشخیص زمان در سال حسب بر سن AGE

تشخیص زمان در خون سفید گلبول های تعداد لͽاریتم LogWBC

و شͺستگͬ وجود عدم ،٠ تشخیص، زمان در استخوان در ناقص یا کامل شͺستگͬ FRAC

شͺستگͬ وجود ،١

استخوان مغز در پلاسما پروتین های درصد لͽاریتم LogPBM

تشخیص زمان در پروتینوری PROTEIN

تشخیص زمان در کلسیم سرم SCALC

داده های اساس بر بیماران بقای زمان برای ͬ بخش گاه آ مدل ͷی کردن پیدا مطالعه، این از هدف

ضرایب تعیین و بیماران بقای پیش بینͬ این، بر علاوه است. استخوان مغز سلول سرطان بیماران

است. پژوهش این دیͽر اهداف از متغیرها) تاثیر (اندازه ی

ضرایب برآورد ،١ . ۴ جدول بنابراین، شوند. استاندارد داده ها باید ،cph رگرسیون انجام برای

ͬ دهد. م نشان شده استاندارد داده های برای را کاکس متناسب خطرات رگرسیون مدل



۶۵ استخوان مغز سلول های سرطان بیماران داده های مجموعه

سرطان بیماران شده استاندارد داده های مجموعه cph مدل ضرایب برآورد :١ . ۴ جدول
استخوان مغز

s.e.(β̂) exp{β} β متغیرها
٠٫٢٠۵٢ ١٫٧٨ ٠٫۵٨ LogBUN

٠٫١٨۴۵ ٠٫٧٢ −٠٫٣٢ HGB

٠٫١٧٨٢ ٠٫٩١ −٠٫٠٨ PLATELET

٠٫٢٠٢٢ ٠٫٨٧ −٠٫١٣ AGE

٠٫١٧٠۴ ١٫٠٨ ٠٫٠٨ LogWBC

٠٫١٧۶٨ ١٫١۶ ٠٫١۴ FRAC

٠٫١٧٧۵ ١٫١۴ ٠٫١٣ LogPBM

٠٫١۵٧١ ١٫٠٨ ٠٫٠٧ PROTEIN

٠٫١٩٠٧ ٠٫١٩ ٠٫٢٣ SCALC

شͺل در استخوان مغز سرطان بیماران داده ی مجموعه مستقل متغیر های پراکنش نمودار

همین طور و LogWBC و HGB متغیرهای بین نمودار، این اساس بر است. شده داده نشان ١ . ۴

ͬ شود. م دیده خطͬ رابطه ی AGE و HGB متغیرهای بین

جدول در آن نتایج و شد پیاده سازی داده مجموعه این روی ریج جریمه با cph رگرسیون

به دست بوت استرپ روش از جدول، این در ضرایب استاندارد انحراف است. شده بیان ٢ . ۴

براساس بیماران بقا زمان برای ͬ بخش گاه آ مدل ͷی کردن پیدا مدل، این هدف است. آمده

بقای بر مستقل متغیرهای اثرهای بررسͬ این ، بر علاوه است. استخوان مغز سرطان داده های

سمت به را ضرایب ریج جریمه که آنجایی از است. شده جریمه cph رگرسیون هدف بیماران،

از ریج جریمه با کاکس متناسب خطرات مدل ضرایب برآورد تعیین برای ͬ کند م هدایت صفر

exp{β} مقدار که هرکدام آن ها، بین در که است شده استفاده شده جریمه جزیی درستنمایی تابع

هر برای را خطر نسبت ،exp{β} است. بیماری در مرگ خطر افزایش باعث باشد بزرگتر ͷی از

ͬ دهد. م نشان متغیر

ͬ شود: م برآورد زیر به صورت (٢ . ٣) رابطه ی در ریج جریمه با کاکس رگرسیون مدل

ln (h(t,X)) = ln (h٠(t)) + ٠٫١٣LogBUN− ٠٫١۵HGB− ٠٫٠٨PLATELET

−٠٫٠۶AGE+ ٠٫٠۵LogWBC+ ٠٫٢١FRAC+ ٠٫٠٣LogPBM
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استخوان مغز سرطان بیماران داده های پراکنش نمودار :١ . ۴ شͺل

+٠٫١٢PROTEIN+ ٠٫١٢SCALC (١ . ۴)

نوشت: زیر صورت به (٢ . ٢) رابطه ی در را cph رگرسیونͬ مدل ͬ توان م نتیجه در

h(t,X) = h٠(t) exp
{٠٫١٣LogBUN− ٠٫١۵HGB− ٠٫٠٨PLATELET

−٠٫٠۶AGE+ ٠٫٠۵LogWBC+ ٠٫٢١FRAC+ ٠٫٠٣LogPBM

+٠٫١٢PROTEIN+ ٠٫١٢SCALC} (٢ . ۴)

افزایش واحد ͷی با افراد مرگ خطر میزان ،٢ . ۴ جدول از آمده به دست نتایج به توجه با

،١٫١۴ اندازه ی به به ترتیب SCALC و PROTEIN ،LogPBM ،FRAC ،LogWBC ،LogBUN در

و است ͷی از بزرگتری مقدار که ͬ یابد م افزایش برابر ١٫١٣ و ١٫١٢ ،١٫٠٣ ،١٫٢٣ ،١٫٠۵

افزایش استخوان مغز سرطان بیماران در مرگ خطر شده گفته عوامل افزایش با که ͬ دهد م نشان



۶٧ استخوان مغز سلول های سرطان بیماران داده های مجموعه

شده استاندارد داده های مجموعه ریج جریمه با cph مدل ضرایب برآورد :٢ . ۴ جدول
استخوان مغز سرطان بیماران

s.e.(β̂) exp{β} β متغیرها
٠٫٠٠۶٧ ١٫١۴ ٠٫١٣ LogBUN

٠٫٠٠٧٣ ٠٫٨۵ −٠٫١۵ HGB

٠٫٠٠۶٨ ٠٫٩١ −٠٫٠٨ PLATELET

٠٫٠٧١ ٠٫٩۴ −٠٫٠۶ AGE

٠٫٠٠٧٢ ١٫٠۵ ٠٫٠۵ LogWBC

٠٠٧٠ ١٫٢٣ ٠٫٢١ FRAC

٠٫٠٠۶۵ ١٫٠٣ ٠٫٠٣ LogPBM

٠٫٠٠۶٩ ١٫١٢ ٠٫١٢ PROTEIN

٠٫٠٠۶۶ ١٫١٣ ٠٫١٢ SCALC

ͬ یابد. م

درستنمایی لͽاریتم از اشباع شده مدل جزیی درستنمایی انحراف معیار اساس بر ،٢ . ۴ نمودار در

دارد. آزاد پارامتر ͷی مشاهده هر که است مدلͬ شده، اشباع مدل از منظور است. کامل مدل

ͬ گردد. م استفاده کاکس‐لاسو رگرسیون در بهینه  λی تعیین برای معیار این از
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مجموعه برای جزیی درستنمایی لͽاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجͬ نمودار :٢ . ۴ شͺل
شده رسم نیز داده ها این برای استاندارد انحراف های استخوان. مغز سرطان داده های
با λ بزرگترین و چپ) (خط انحراف کمترین با λ مقادیر نقطه چین عمودی خط است.

انحراف ها. مینیمم از معیار انحراف ͷی

روش از استفاده با ضرایب استاندارد انحراف ͬ دهد. م نشان را لاسو ضرایب ،٣ . ۴ جدول

است. آمده به دست بوت استرپ

درستنمایی تابع از لاسو جریمه با کاکس متناسب خطرات مدل ضرایب برآورد تعیین برای

بزرگتر ͷی از exp{β} مقدار که هرکدام آن ها، بین در که است شده استفاده شده جریمه جزیی

نشان متغیر هر برای را خطر نسبت ،exp{β} است. بیماری در مرگ خطر افزایش باعث باشد

ͬ دهد. م

ͬ شود: م برآورد زیر به صورت (٢ . ٣) رابطه ی در لاسو جریمه با کاکس رگرسیون مدل

ln (h(t,X)) = ln (h٠(t)) + ٠٫٢١LogBUN− ٠٫١٣HGB+ ٠PLATELET

−٠AGE+ ٠LogWBC+ ٠FRAC+ ٠LogPBM

+٠PROTEIN+ ٠SCALC (٣ . ۴)



۶٩ استخوان مغز سلول های سرطان بیماران داده های مجموعه

شده استاندارد داده های مجموعه لاسو جریمه با cph مدل ضرایب برآورد :٣ . ۴ جدول
استخوان مغز سرطان بیماران

s.e.(β̂) exp{β} β متغیرها
٠٫٠١٩۶ ١٫٢۴ ٠٫٢١ LogBUN

٠٫٠٠١۵ ٠٫٨٧ −٠٫١٣ HGB

٠٫٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ PLATELET

٠٫٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ AGE

٠٫٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ LogWBC

٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ FRAC

٠٫٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ LogPBM

٠٫٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ PROTEIN

٠٫٠٠٠٠ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ SCALC

نوشت: زیر صورت به (٢ . ٢) رابطه ی در را شده جریمه cph رگرسیونͬ مدل ͬ توان م نتیجه در

h(t,X) = h٠(t) exp
{٠٫٢١LogBUN− ٠٫١٣HGB+ ٠PLATELET

+٠AGE+ ٠LogWBC+ ٠FRAC+ ٠LogPBM

+٠PROTEIN+ ٠SCALC} (۴ . ۴)

افزایش واحد ͷی با افراد مرگ خطر میزان ،٣ . ۴ جدول از آمده به دست نتایج به توجه با

اندازه به HGB در افزایش واحد ͷی با و ͬ یابد م افزایش ١٫٢۴برابر اندازه ی به LogBUN در

گفته عوامل افزایش با که ͬ دهد م نشان ͷی از بزرگتر مقدار برای که ͬ یابد. م کاهش ٠٫٨٧

ͷی از کوچͷ تر مقدار برای و ͬ یابد م افزایش استخوان مغز سرطان بیماران در مرگ خطر شده

کاهش استخوان مغز سرطان بیماران در مرگ خطر شده گفته عوامل افزایش با که ͬ دهد م نشان

ͬ یابد. م

(α, λ) تنظیم کننده ی پارامترهای بردار بهینه ی مقادیر ͬ دهد م نشان ،۴ . ۴ و ٣ . ۴ نمودار های

ͬ آید. م به دست (٠٫٠١٢,١٩٫٢٣٨۶) به صورت کاکس جریمه ی در را

انتخاب مدل در حضور برای را متغیرها از ͷی هیچ الاستیͷ نت رگرسیون پارامترها، این با

AIC معیار اساس بر را شده جریمه کاکس رگرسیون مختلف مدل های ،۴ . ۴ جدول کند. نمͬ

دارد. بهتری عملͺرد لاسو رگرسیون ͬ دهد م نشان که ͬ کند م مقایسه
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Cross−validated partial log likelihood deviance
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مجموعه برای الاستیͷ نت جریمه ی در تنظیم کننده پارامتر نقاط توزیع نمودار :۴ . ۴ شͺل
استخوان مغز سرطان بیماران داده ی



٧١ ژنومͬ داده های

استخوان مغز سرطان بیماران داده های مجموعه برای برآوردگرها مقایسه ی :۴ . ۴ جدول
لاسو کاکس ریج کاکس معمولͬ کاکس
−۴٩٣٫١٠٠۴ −٣۶٠٫٠٣٨١ −٣٢۶٫٣٨٩۵ AIC

ژنومͬ داده های ٣ . ۴

بالینͬ داده های و ژنومͬ داده های مجموعه در ٣ فصل در شده معرفͬ برآوردگرهای بخش، این در

برده به کار (٢٠٠٨) همͺاران و متزلر از (AML) حاد میلوئید لوسمͬ طبیعͬ ͬͺسیتوژنتی بیماران

است. فراخوانͬ قابل GSE12417 کد با ١GEO داده پایͽاه از داده ها این است. شده

Affymetrix HG- ریزآرایه ای تکنولوژی از استفاده با که است بیمار ٧٩ به مربوط داده ها این

است. شده اندازه گیری U133 Plus 2.0

١٠٠٠٠ به ͬ سازند م را متغیرها اینجا در که ژن ها ویژگͬ ۵۴۶٧۵ تعداد راحتͬ، دلیل به

شد. داده کاهش داشتند، را تغییرات بیشترین که ͬ ای ویژگ

ͬ شوند. م ذخیره eset نام به ExpressionSet عنوان با داده ها مجموعه محاسبات همه برای

داده های سایر و کلͬ بقا داده های و exprs نامیدن طریق از ͬ توان م را ژن ها داده های ماتریس

توسط که شده اند ذخیره شخص phenoData در بیمار) سن مثال، عنوان (به بیمار مخصوص

مربوط بقا وضعیت متغیر شده است، ذخیره os متغیر در کلͬ بقا زمان آورد. به دست pData(eset)

است. age بیمار، سن متغیر و است شده نامیده os-status

است. آمده ضمیمه در که است R نرم افزار در داده ها سایر از متفاوت داده ها این فراخوانͬ

اساس بر بیماران بقای زمان برای ͬ بخش گاه آ مدل ͷی کردن پیدا مطالعه، این هدف

این باره در موثر ژن های تعیین به کلͬ، بقای زمان پیش بینͬ بر علاوه است. ژنومͬ داده های

جریمه کاکس رگرسیونͬ مدل برازش با متغیر انتخاب مسئله ی ابتدا، است. تحقیق دیͽر هدف

به لاسو جریمه ی با cph مدل برازش برای glmnet تابع از است. شده انجام لاسو جریمه ی با شده

اعتبارسنجͬ روش از هموارسازی، پارامتر تعیین برای است. شده استفاده AML داده مجموعه

داده ها دامنه ی اساس بر λ برای مختلف مقدار ١٠٠ است. شده استفاده ١٠‐تایی متقابل

شد. انتخاب λ برای ٠٫٢۶۵ مقدار ۵ . ۴ نمودار اساس بر آنها، بین در و است شده درنظرگرفته
١http://www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/
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انتخاب را (ژن) متغیر ۵ فقط نهایی لاسوی رگرسیون مدل اساس، این بر (log(λ) = −١/٣٢٩)

است. آمده ۵ . ۴ جدول در مدل این در لاسو ضرایب برآوردهای و است کرده

برای جزیی درستنمایی لͽاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجͬ نمودار :۵ . ۴ شͺل
است. شده رسم نیز داده ها این برای استاندارد انحراف های .AML داده های مجموعه
خط دومین و چپ) (خط است انحراف کمترین با λ مقدار نقطه چین عمودی خط اولین

ͬ دهد. م نشان را انحراف ها مینیمم از معیار انحراف ͷی با λ بزرگترین راست) (خط

لاسو جریمه ی با cph رگرسیون مدل در لاسو برآوردگر ضرایب مقدار :۵ . ۴ جدول
203640-at 204419-x-at 222462-s-at 226169-at 233371-at متغیرها
−٠٫١١٣۴ −٠٫٠١۶۶ ٠٫٢٧۴٢ ٠٫٠۴٣٠ −٠٫٠١٢٢ لاسو برآورد
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برآورد بهبودی که ͬ شود م دیده قرمز رنگ با شده انتخاب متغیرهای مسیر ،۶ . ۴ شͺل در

صفر برآوردها بیشتر ابتدا در ͬ دهد. م نشان λ تنظیم سازی پارامتر افزایش با را رگرسیونͬ ضرایب

وجودی با ͬ گیرند. م فاصله صفر از برآوردگرها این ͬ کند، م پیدا افزایش λ مقدار چه هر و هستند

وقتͬ شده اند، انتخاب λ بهینه ی مقدار با که هستند متغیرهایی فقط شده، انتخاب متغیر ۵ که

بیشتری متغیرهای و ͬ مانند نم باقͬ اثر بیشترین با متغیرها بین در آن ها ͬ یابد، م کاهش جریمه

ͷکوچ مقادیر ازای به آن ها ۴تای متغیر، ۵ بین از حقیقت، در شوند. مدل وارد تا ͬ کنند م شروع

چهار این بزرگ خیلͬ مدل های در که است معنͬ بدین این و ͬ شود م ͷنزدی صفر به log(λ)

با ͬ توانند م و نیستند پایدار متغیرها دیͽر، به عبارت شود، جایͽزین دیͽر متغیر با ͬ تواند م متغیر

شوند. جایͽزین بزرگ خیلͬ مدل های در متغیرها دیͽر
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داده های برای لاسو جریمه ی با کاکس رگرسیون مدل های برای ضرایب مسیر :۶ . ۴ شͺل
از که بهینه λی با مدل در غیرصفر ضرایب رنگ، قرمز مسیرهای با متغیرها .AML

مسیر بالا نمودارهای ͬ دهد. م نشان را است، آمده به دست ١٠تایی متقابل اعتبارسنجͬ
فقط بالا‐راست: کامل، مسیر (بالا‐چپ: ͬ دهد. م نشان logλ اساس بر را ضرایب
را ضرایب مسیر پایین نمودارهای ͬ دهد). م نشان را شده انتخاب متغیرهای مسیر
نسبت و (چپ) شده برآورد ضرایب بردار از لاسو) جریمه (تابع L١ نرم به نسب
ͬ دهد. م نشان را (راست) داده شده توضیح اولیه جزیی درستنمایی لͽاریتم انحراف
از معیار انحراف ͷی با و انحراف ها کمترین با λهایی نقطه چین، عمودی خط های

ͬ دهد. م نشان را انحراف ها مینیمم
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ͬ کند. نم رفتار خوب خیلͬ بقا داده های پیش بینͬ برای کاکس جریمه شده ی رگرسیون مدل

تنک بسیار است شده شناخته ١٠تایی متقابل اعتبارسنجͬ از بهینه λی اساس بر که لاسو مدل

نیست. نیز پایدار شد، اشاره که همان طور ͬ گیرد. م بر در را متغیر ۵ فقط و است

به را لاسو جریمه ی جای به الاستیͷ نت جریمه با کاکس رگرسیونͬ مدل ͷی ادامه، در

ͬ شود، م مشاهده الاستیͷ نت جریمه تابع در که همان طور است. شده داده برازش AML داده های

با شوند. مشخص همزمان به طور λ و α تنظیم کننده ی پارامتر دو باید جریمه، تابع این برای

دو این ،penalizedSVM بسته ی در epsgo تابع از استفاده با بازه ای جستجوی الͽوریتم از استفاده

ͬ شوند. م λتعیین = ١۴٫٧٢ یا log(λ) = ٢٫۶٨٩ و α = ٠٫٠١٣ با برابر پارامتر

داده های مجموعه برای کلͬ بقا پیش بینͬ نظر از لاسو جریمه با شده جریمه لاسوی مدل

١٠تایی متقابل اعتبارسنجͬ روش با بهینه مدل به عنوان لاسو مدل ͬ کند. نم عمل خوبی به AML

این که کردیم مشاهده ما این بر علاوه است. شده معرفͬ است ویژگͬ دارای و تنک خیلͬ که

مقدار که هنگامͬ انتخابی های ویژگͬ از مجموعه ای در آنها از ۴تا و نیستند پایدار ͬ ها ویژگ

مͬ مدل به شدن وارد به شروع بیشتری ͬ های ویژگ و ͬ مانند نم باقͬ ͬ یابد م کاهش تنظیمات

کنند.

است. شده داده برازش AML داده های به لاسو مدل جای به الاستیͷ نت مدل ادامه، در

کردن پیدا هدف دارد. λ و α تنظیم همزمان پارامتر دو به نیاز الاستیͷ نت شد گفته که همانگونه

١٠تایی متقابل اعتبارسنجͬ انحراف اینکه برای است، (α, λ) تنظیم کننده ی پارامترهای مقدار

گردد. کمینه مدل شده جریمه درستنمایی لͽاریتم

دو هر به ازای را درستنمایی تابع لͽاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجͬ نمودار ،٧ . ۴ شͺل

متغیر ٢٢٠ الاستیͷ نت، جریمه ی با کاکس رگرسیون نهایی مدل ͬ دهد. م نشان λ و α پارامتر

انتخاب متغیرهای دارد. نهایی لاسوی مدل با مقایسه در کمتری تنکͬ ͬ شود م مشاهده که دارد

هم چنین دارند. حضور نیز الاستیͷ نت با انتخابی متغیرهای بین در لاسو جریمه ی با شده

جای به بنابراین ͬ باشند. م پایدار الاستیͷ نت، جریمه ی با شده انتخاب متغیرهای ضرایب

کرد. بررسͬ را ژن ٢٢٠ فقط ͬ توان م ژن، ١٠٠٠٠ اندازه گیری
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مجموعه برای جزیی درستنمایی لͽاریتم انحراف متقابل اعتبارسنجͬ نمودار :٧ . ۴ شͺل
تعداد پارامتر، فضای در شده محاسبه نقطه ی هر برای .(α, λ) برای AML داده های
نشان را نهایی پاسخ قرمز، خط است. شده نوشته آن کنار در شده انتخاب متغیرهای

دارد. فاصله مینیمم از معیار انحراف ͷی اندازه ی به خطا تابع که ͬ دهد م

تحقیق آینده و پیشنهادات ۴ . ۴

بررسͬ ندارد. وجود داده ها در (گره ها) تکراری زمان های که است شده فرض پایان نامه این در

دیͽری تحقیق موضوع ͬ تواند م آن در گره ها وجود با بقا داده های برای شده جریمه cph رگرسیون

باشد.

فرض پایان نامه این در جریمه شده کاکس متناسب خطرات رگرسیون در پیش گو متغیرهای

برای آن توانایی cph رگرسیون قدرتمندی های از ͬͺی اما باشند زمان از مستقل که است شده

ͬ کنند. م تغییر ͬ شود، م انجام پژوهش که دوره ای طͬ در زمان با که است متغیرهایی تحلیل
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بͽیرد. قرار توجه مورد آینده در ͬ تواند م داده ها این روی بر جریمه شده ͷتکنی بررسͬ

رگرسیون از و شود گرفته نادیده cph رگرسیون از ͬ تواند م نیز متناسب خطرات فرضیه ی

رگرسیون، این روی بر جریمه شده ͷتکنی انجام شود. استفاده حالت این در لایه ای کاکس

است. دیͽری تحقیق موضوع

استفاده نیز ... و نمایی وایبل، مانند پارامتری مدل های روی بر جریمه شده ͷتکنی از ͬ توان م

کرد. مقایسه شده جریمه cph مدل با را آن ها و کرد

خطرات رگرسیون در الاستیͷ نت و لاسو ریج، جریمه ی توابع از فقط پایان نامه این در

لͬ، و (فن اسͺد جریمه ی تابع مانند نیز دیͽری جریمه ی توابع اما شد. استفاده کاکس متناسب

کرد. استفاده نیز را (٢٠٠١

این است. آن ها پیش گویی٢ خاصیت جریمه شده، برآوردگرهای مهم ͬ های ویژگ از ͬͺی

به طور را هستند صفر واقعا که رگرسیونͬ ضرایب ͬ تواند م برآوردگر که ͬ کند م بیان خاصیت

از را اصلͬ زیرمدل اگر شوند، برآورد رگرسیونͬ ضرایب سایر و کند برآورد صفر دقیقا خودکار

ندارد. پیش گویی خاصیت الاستیͷ نت برآوردگر که دادند نشان (٢٠٠١) لͬ و فن بدانیم. قبل

نشان (٢٠١۵) ل۴ͬ دادند. پیشنهاد را سازوار الاستیͷ نت روش (٢٠٠٩) ژانگ٣ و ژو بنابراین،

دارد. را ویژگͬ این کاکس رگرسیونͬ مدل در سازوار الاستیͷ نت برآوردگر که دادند
سازوار۵ الاستیͷ نت برآوردگر به منجر الاستیͷ نت یافته ی تغییر جریمه ی تابع کردن اضافه

ͬ شود م کاکس متناسب خطرات رگرسیونͬ مدل برای

β̂
AEN

= argmaxβ

l(β) + λ∗
١

p∑
j=١

ŵj |βj |+ λ٢
p∑

j=١
β٢
j


الاستیͷ نت برآوردگر را ŵj =

(
β̂
EN
i

)−١
و هستند تنظیم کننده  پارامترهای λ٢ ≥ ٠ و λ∗

١ ≥ ٠ که

 (١) منظور، بدین ͬ گیرد. م بر در را شده مطرح شده ی جریمه ی برآوردگرهای دهید، قرار سازوار

و λ٢ = ٠ انتخاب (٢) ͬ شود. م ریج کاکس برآوردگر به منجر بالا رابطه ی آن گاه ،λ∗
١ = ٠ اگر

اگر  (٣) ͬ دهد. م نتیجه را کاکس رگرسیونͬ مدل در لاسو برآوردگر ،(j هر ازای (به ŵj = ١

به سازوار الاستیͷ نت برآوردگر صورت این در باشد، (j هر ازای (به ŵj = ١ و λ∗
١, λ٢ ̸= ٠

٢Oracle
٣ Zou and Zhang
۴Li
۵Adaptive Elastic Net Estimator
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از ͬ تری کل حالت برآوردگر، این بنابراین، ͬ شود. م تبدیل (β̂EN) معمولͬ الاستیͷ نت برآوردگر

تنک و بالا بعد مدل های در بهتری عملͺرد از و است پایان نامه این در شده مطرح برآوردگرهای

است. پایان نامه این کار ادامه ی برای جالبی موضوع که است برخوردار



آ  پیوست

R نرم افزار با نوشته شده برنامه های

: شͺل١ . ١ به مربوط کد

Data <- read.table("https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/sites/

onlinecourses.science.psu.edu.stat501/files/data/skincancer.txt",header=T)

attach(Data)

Y <- Mort

X <- Lat

plot(X,Y, pch = 19 , xlab = "Latitude (at center of State)",

ylab = "Mortality (Death per 10 million)",

main = "Skin Cancer Mortality versus State Latitude")

abline(lm(Y~X),col="red",lwd= 2)

text(45,220,expression(paste(widehat(Y), "= 389.19 - 5.98", X)))

٧٩



R نرم افزار با نوشته شده برنامه های ٨٠

:١ . ٢ شͺل به مربوط کد

library(scatterplot3d)

Data <- read.table("https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/sites/

onlinecourses.science.psu.edu.stat501/files/data/skincancer.txt",header=T)

attach(Data)

Y <- Mort

X1 <- Lat

X2 <- Long

s3d <-scatterplot3d(X1,X2,Y, pch=19,type = "p",

xlab = "Latitude (X1)", ylab = "Longitude (X2)", grid = FALSE,

zlab = "Mortality (Y)",

main="Skin Cancer Mortality versus State Latitude and Longitude")

fit<-lm(Y~X1+X2)

s3d$plane3d(fit, draw_polygon=TRUE)

mtext(expression(paste(hat(Y), " = 400.67 -5.93 X1 -0.15 X2")))

:١ . ٣ . ١ مثال به مربوط کد

set.seed(1)

X1 <- rnorm(20)

X2 <- rnorm(20,mean = X1, sd = 0.01)

cor(X1,X2)

E <- rnorm(20)

Y <- 3 + X1 + X2 + E

OLS.model <- lm(Y~X1+X2)

OLS<-coef(OLS.model); OLS

sum((Y- OLS[1] - OLS[2]*X1 - OLS[3]*X2)^2)
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sum((Y- 3 - 1*X1 - 1*X2)^2)

OLS[3] + OLS[2]

(OLS[2])^2 + (OLS[3])^2

ridge.model<-lm.ridge(Y~X1+X2,lambda =1)

ridge<-coef(ridge.model); ridge

:١ . ٣ شͺل به مربوط کد

curve(1-plnorm(x),0,10,xlim=c(0,10),ylim=c(0,1),xlab = "t",

ylab = "Survival Function")

text(0.7,1, expression(S(0) == 1))

text(9.5,0.05, expression(S(infinity) == 0))

abline(h = 0, lty= 2)

:۴ . ١ شͺل به مربوط کد

x <- c(1,2,3)

sfun <- stepfun(x,c(1,2/3,1/3,0))

plot(sfun,xlab = "t",ylab = "Survival function",main = " ")

:۵ . ١ شͺل به مربوط کد

h<-function(t,p,lambda) p*(lambda^p)*(t^(p-1))

curve(h(x,1,1),0,2,lwd = 2,ylab = "Hazard function",

xlab = "Time",ylim = c(0,3))

curve(h(x,1.5,1),0,2,col = "red", lwd = 2,lty =2, add=TRUE)

curve(h(x,0.5,1),0,2,col = "blue", lwd = 2, lty =3, add=TRUE)

legend(1.5,3,c("p = 1", "p > 1", "p < 1"),

col = c("black","red","blue"),lwd = 2,lty = c(1,2,3))



R نرم افزار با نوشته شده برنامه های ٨٢

:٢ . ٧ بخش به مربوط کد

library(survival)

myeloma=read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

head(myeloma)

summary(myeloma)

attach(myeloma)

cox.myeloma<-coxph(Surv(Time,VStatus)~LogBUN + HGB + Platelet + Age

+ LogWBC + Frac + LogPBM + Protein + SCalc, data=myeloma)

cox.zph(cox.myeloma)

par(mfrow=c(3,3))

plot(cox.zph(cox.myeloma))

cox.myeloma

plot(survfit(cox.myeloma),conf.int = F,xlab = "Time",

ylab = "Estimated survavial function")

:١ . ۴ جدول به مربوط کد

set.seed(1234)

library(CoxRidge)

library(glmnet)

library(survival)

Myeloma = read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

attach(Myeloma)

Myeloma[,3:11] <- apply(X,2,function(x){(x-mean(x))/sqrt(var(x))})

cox.Myeloma<-coxph(Surv(Time,VStatus)~LogBUN + HGB + Platelet + Age

+ LogWBC + Frac + LogPBM + Protein + SCalc, data=Myeloma)

cox.Myeloma



٨٣

:١ . ۴ شͺل به مربوط کد

Myeloma =read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

attach(Myeloma)

X <- cbind(LogBUN , HGB , Platelet , Age ,

LogWBC , Frac , LogPBM , Protein , SCalc)

pairs(X, main="Simple Scatterplot Matrix")

:٢ . ۴ جدول به مربوط کد

set.seed(1234)

library(CoxRidge)

library(glmnet)

library(survival)

Myeloma = read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

attach(Myeloma)

X <- cbind(LogBUN , HGB , Platelet , Age , LogWBC , Frac , LogPBM , Protein , SCalc)

X <- apply(X,2,function(x){(x-mean(x))/sqrt(var(x))})

fit.ridge=cox.ridge(Surv(Time,VStatus)~X,lambda=1);fit.ridge

N.boot = 1000

B.ridge <- matrix(0,nr= 9, nc = N.boot)

i = 1

while(i < N.boot + 1){

index<-sample(1:nrow(Myeloma),nrow(Myeloma),replace = T)

D.boot <- Myeloma[index,]

fit=cox.ridge(Surv(Time,VStatus)~.,lambdaFixed = T,data = D.boot)

B.ridge[,i]<-fit$coef

i = i+1 }



R نرم افزار با نوشته شده برنامه های ٨۴

apply(B.ridge,1,sd)/sqrt(N.boot)

:٢ . ۴ شͺل به مربوط کد

library(glmnet)

Myeloma =read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

attach(Myeloma)

X <- cbind(LogBUN , HGB , Platelet , Age ,

LogWBC , Frac , LogPBM , Protein , SCalc)

X <- as.matrix(X)

X <- apply(X,2,function(x){(x-mean(x))/sqrt(var(x))})

cv.fit <- cv.glmnet(X, Surv(Time, VStatus),

family = "cox", maxit = 1000)

plot(cv.fit)

:٣ . ۴ جدول به مربوط کد

library(glmnet)

Myeloma =read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

attach(Myeloma)

X <- cbind(LogBUN , HGB , Platelet , Age ,

LogWBC , Frac , LogPBM , Protein , SCalc)

X <- as.matrix(X)

X <- apply(X,2,function(x){(x-mean(x))/sqrt(var(x))})

cv.fit <- cv.glmnet(X, Surv(Time, VStatus),

family = "cox", maxit = 1000)

fit.lasso <- glmnet(X, Surv(Time, VStatus), family = "cox", maxit = 1000)

Coefficients <- coef(fit.lasso, s = cv.fit$lambda.min)



٨۵

Coefficients

exp(Coefficients)

N.boot = 1000

B.lasso <- matrix(0,nr= 9, nc = N.boot)

i = 1

while(i < N.boot + 1){

index<-sample(1:nrow(Myeloma),0.7*nrow(Myeloma),replace = F)

D.boot <- Myeloma[index,]

X <- as.matrix(D.boot[,3:11])

Time <- D.boot[,1]

VStatus <- D.boot[,2]

cv.fit.boot <- cv.glmnet(X, Surv(Time, VStatus), family = "cox", maxit = 1000)

fit.lasso.boot <- glmnet(X, Surv(Time, VStatus), family = "cox", maxit = 1000)

B.lasso[,i]<-as.matrix(coef(fit.lasso.boot, s = cv.fit.boot$lambda.min))

i = i+1 }

apply(B.lasso,1,sd)/sqrt(N.boot)

:۴ . ۴ و ٣ . ۴ شͺل های به مربوط کد

set.seed(1234)

library(CoxRidge)

library(glmnet)

library(c060)

Myeloma = myeloma=read.table("myeloma-65data.txt",header=T)

attach(myeloma)

X <- cbind(LogBUN , HGB , Platelet , Age , LogWBC , Frac , LogPBM , Protein , SCalc)

X <- as.matrix(X)



R نرم افزار با نوشته شده برنامه های ٨۶

X <- apply(X,2,function(x){(x-mean(x))/sqrt(var(x))})

bounds <- t(data.frame(alpha = c(0, 1)))

colnames(bounds) <- c("lower", "upper")

nfolds <- 10

set.seed(1234)

foldid <- balancedFolds(class.column.factor = Y[, 2],cross.outer = nfolds)

fit <- epsgo(Q.func = "tune.glmnet.interval", bounds = bounds,

parms.coding = "none", seed = 1234, fminlower = -100, x = X, y = Y,

family = "cox", foldid = foldid, type.min = "lambda.1se",

type.measure = "deviance")

s.fit <- summary(fit, verbose = TRUE)

plot(s.fit)

plot(s.fit,type = "points")

:۴ . ۴ جدول به مربوط کد

p = 9

AIC.cox = 2*cox.Myeloma$loglik -2*p; AIC.cox

AIC.ridge = 2*fit.ridge$loglik-2*p; AIC.ridge

index <- which(fit.lasso$lambda == cv.fit$lambda.min)

AIC.lasso = -2*deviance.glmnet(fit.lasso)[index]-2*2; AIC.lasso

:۴ فصل در AML ژنومͬ داده های فراخوانͬ به مربوط کد

source("https://bioconductor.org/biocLite.R")

biocLite("GEOquery")

library(GEOquery)

gds <- getGEO("GSE12417") #download from the site directly



٨٧

dataDirectory <- system.file("extdata", package="Biobase")

gsm <- getGEO(filename=system.file("extdata/GSE12417.txt.gz",

package="GEOquery"))

exprsFile <- file.path(dataDirectory, "exprsData.txt")

eset <- as.matrix(read.table(exprsFile, header=TRUE, sep="\t", row.names=1,

as.is=TRUE))

pDataFile <- file.path(dataDirectory, "pData.txt")

pData <- read.table(pDataFile,row.names=1, header=TRUE, sep="\t")

:۵ . ۴ شͺل به مربوط کد

library(c060)

library(glmnet)

library(survival)

cvres <- cv.glmnet(y = Surv(pData(eset)$os, pData(eset)$os_status),

x = t(exprs(eset)), family = "cox", nfolds = 10)

plot(cvres)

:۵ . ۴ جدول به مربوط کد

library(c060)

library(glmnet)

library(survival)

fit.lasso <- glmnet(y = Surv(pData(eset)$os, pData(eset)$os_status),

x = t(exprs(eset)), family = "cox")

coef(fit.lasso, s = cvres$lambda.min)



R نرم افزار با نوشته شده برنامه های ٨٨

:۶ . ۴ شͺل به مربوط کد

cof <- coef(res, s = cvres$lambda.min)

Plot.coef.glmnet(cvfit = cvres, betas = rownames(cof)[which(cof != 0)])

:۶ . ۴ شͺل به مربوط کد

x <- t(exprs(eset))

y <- cbind(time = pData(eset)$os, status = pData(eset)$os_status)

bounds <- t(data.frame(alpha = c(0, 1)))

colnames(bounds) <- c("lower", "upper")

nfolds <- 10

set.seed(1234)

foldid <- balancedFolds(class.column.factor = y[, 2],cross.outer = nfolds)

fit <- epsgo(Q.func = "tune.glmnet.interval", bounds = bounds,

parms.coding = "none", seed = 1234, fminlower = -100, x = x, y = y,

family = "cox", foldid = foldid, type.min = "lambda.1se",

type.measure = "deviance")

ژنومͬ داده های مثال در الاستیͷ نت برآوردگر به مربوط کد

fit.enet <- glmnet(y = Surv(pData(eset)$os, pData(eset)$os_status),

x = t(exprs(eset)), family = "cox",alpha = 0.013)

coef(fit.enet, lambda=14.72)
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انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیون
Simple linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده خطͬ رگرسیون
Multiple linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه خطͬ رگرسیون
Penalized linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه خطͬ رگرسیون
Pearson’s coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیرسن. همبستگͬ ضریب
Sum of square errors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مانده ها دوم توان های مجموع
Ordinary Least Squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دوم توان های کمترین
Akaike Information Creterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷکایی آ اطلاع معیار
Bayesian Information Creterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی اطلاع معیار
Spares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنکͬ
Least absolute shrinkage and selection operato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو
Least Angle Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده خطͬ رگرسیون
SCAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسͺد
ElasticNet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الاستیͷ نت
Naive ElasticNet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه الاستیͷ نت
Cross Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سنجͬ اعتبار
Generalized Cross Validation(GCV) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم سنجͬ اعتبار
Projection Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویری. ماتریس
Censored . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده سانسور
Hybrid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دورگه
Probability density function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال. چͽالͬ تابع
Survival function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تابع
Hazard function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطر. تابع
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Aabstract

With the advancement of technology in data storage, recently the big data are appeared in
clinical trials. Determining the effective variables in predicting the time of death in a disease leads
to save cost and also time, and is therefore of great importance. Nowadays inmanymedical studies,
microscopic technology is used to find the relationship between the behavior of the genes and the
various clinical features of the patients.

In this dissertation, the three famous penalty functions, ridge, LASSO and a combination of
these two functions, Elastic net are used in a Cox proportional hazards regression model and com-
pared.

Keywords:
Cox proportional hazards regression model, Elastic net estimator; Penalized Regression; Survival
analysis.
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