




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

گراف ها خوشه ای پوشش و افراز عدد
طاهری شیما نگارنده:

راهنما استاد

علیشاهͬ میثم دکتر

مشاور استاد

آل هوز عبدالʓه دکتر

١٣٩۶ شهریور







ماభم، و ৮در ز৯دਛی ام، حاঃیان නرଌن ଘ ৎقدم
ඟ໊د৯د، ൌग़نا را রودن اিسان و রودن ز৯دਛی ୀام  آड़وزگارای ଘ ৎقدم

دارم. دوඋࢾشان  آฬن ૡঙه ଘ ৎقدم و

و



ণپاس ච໋اری
سپاس را خداوند نهاد. ودیعه به انسان ها دل در را آموختن به عشق که را معبودی سپاس و ش΄ر

کنم. سپری دانش و علم تحصیل راه رادر خود عمر تا داد فرصت من به که ͬ گوییم م
استقامت و کردند بیدار من در را جستجو و کشف لذت و دانستن شور کودکͬ، از که عزیزم مادر و پدر از
را دشواری ها از بسیاری روحͬ، آرامش کردن فراهم با سالها، این تمام در و آموختند من به را تلاش و

دانم. قدر وجود، تمام با نمودند، آسان من بر
نموده فیض کسب محضرشان در که بزرگواری اساتید تمام مقابل در معلم، والای مقام به احترام پاس به
مراتب و آورده فرود تعظیم سر ساخته ام، سیراب معرفتشان جوشان چشمه از را وجودم تشنه کویر و

ͬ دارم. م ابراز ایشان از را خود گزاری سپاس
ایشان نظارت تحت که روزهایی تمام که علیشاهͬ، دکترمیثم آقای جناب بردبارم، راهنمای استاد از
پر پرتو در دارم. را تش΄ر نهایت بود، اخلاق و علم با توأم آموختن از سرشار بودم تحقیق به مشغول
پرسش های ناپذیرشان، خستگͬ وجود سایه در و ͬ باخت م رنگ دلسردی ها تمام که بود ایشان امید از
برای آل هوز عبدالʓه دکتر آقای جناب ، مشاورم استاد از هم آخر در ͬ یافت. م ͺپاس گاهم بی و گاه

سپاس·زارم. صمیمانه دریغشان بی یاری و راهنمایی ها

॰دم کاජ໑ان ऒود ঙ࢟ت අඖھای ୀ ೯دا از ඟ໊دم طࢋ ଦ ଽ  ೯دا ඟشࢁ

ز



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی طاهری شیما اینجانب
راهنمایی تحت ، گراف ها خوشه ای پوشش و افراز عدد عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ

ͬ شوم: م متعهد علیشاهͬ میثم
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

طاهری شیما
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چ΄یده
ͬ گیرند. دربر م ی΄بار دقیقا یالGرا هر که خوشه هایGاست از مجموعه یGگراف از خوشه ای افراز ی
مجموعه ی به همچنین ͬ نامیم. م G خوشه ای افراز عدد را G از خوشه ای افراز ی اندازه کوچ΄ترین
در ͬ نامیم. م G خوشه ای پوشش ی ͬ دهند، م پوشش ی΄بار حداقل را G یال هر که G خوشه های از
ͬ پردازیم. م گراف ها خوشه ای پوشش و خوشه ای عدد درخصوص نتایجͬ بیان و بررسͬ به نامه پایان این
عدد همچنین ͬ کنیم م اثبات و بیان را بورن‐اردیش و اردیش‐گودمن‐پوسا قضیه های راستا این در

ͬ کنیم. م محاسبه را خاص گراف های از بعضͬ خوشه ای

گراف م΄مل خوشه ای، پوشش خوشه ای، افراز عدد خوشه ای، افراز خوشه، کلیدی: کلمات

ی



مطالب فهرست

م تصاویر فهرست

س جداول فهرست

١ تعاریف و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم ١ . ٢

٩ خوشه ای افراز ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردیش‐گودمن‐پوسا قضیه ٢ . ٢
١٢ . . . . . . . . . خوشه ای افراز های و تصویری صفحه های ، اشتاینر سیستم های ٢ . ٣
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بورن‐اردیش قضیه ۴ . ٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه ی م΄مل ۵ . ٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دونالد‐پولمن قضیه ۶ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردیش‐فوردی‐اردمن قضیه ٢ . ٧
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچ گراف های م΄مل ٢ . ٨
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق و دورها مسیرها، م΄مل ٢ . ٩
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جنگل م΄مل ٢ . ١٠
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرانداری درجه حداکثر با گراف م΄مل ٢ . ١١

٣٣ ای خوشه پوشش ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف کنسر و ͽمتقاط گراف  ٣ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . بخشͬ چند کامل گراف های خوشه ای پوشش ٣ . ٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه ای پوشش و اردیش‐کو‐رادو قضیه ۴ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متوازن ‐t خانواده های ۵ . ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق و دورها مسیرها، م΄مل ۶ . ٣

ک



مطالب فهرست ل

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنسر گراف  در القایی مسیر های و دورها ٣ . ٧
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دو درجه حداکثر با گراف ها م΄مل ٣ . ٨
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جنگل ها م΄مل ٣ . ٩

۴٧ ͽمراج

۵١ σt(s) برای پایین کران آ 
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ رابطه ی آ  . ١

۵۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

۵٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .⟨S⟩ و G ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G′ و G ی΄ریخت گراف های ١ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K۵:٢ کنسر گراف ١ . ٣
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پترسن) (گراف K۵:٢ کنسر گراف ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فانو صفحه ٢ . ١

م





جداول فهرست

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ جدول ٣ . ١

س





١ فصل
تعاریف و مقدمات

مقدمه ١ . ١
بعد فصل های در که گراف نظریه از قضیه هایی همچنین و اولیه مفاهیم و تعاریف از برخͬ فصل این در
از برگرفته پایان نامه این در گراف نظریه تعاریف و اصطلاحات تمام ͬ کنیم. م بیان را داریم نیاز آن ها به

است. [٣٠] و [١٢] ͽمراج

اولیه مفاهیم ١ . ٢
ی V (G) آن در که است (V (G), E(G),Ψ(G)) سه تایی ی گراف١ ی از منظور .١ . ٢ . ١ تعریف
هر به که است وقوع تابع Ψ(G) و یال ها از مجموعه ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهͬ مجموعه

ͬ کند. م متناظر را G رأس های از مجزا) لزوماً (نه نامرتب جفت ی G یال
این و ͬ کند م وصل v٢ به را v١ ،e گویند ΨG(e) = v١v٢ که باشند آن رأس های v٢ و v١ و یال ی e اگر
ͬ دهیم. م نشان G = (V,E) صورت به خلاصه به طور را گراف پس این از نامند. e انتهای دو را رأس دو

باشد. موجود یالͬ آن ها بین هرگاه گوییم مجاور٢ را v و u رأس دو .١ . ٢ . ٢ تعریف
رئوس مجموعه  نباشد. آن با متصل یالͬ هیچ هرگاه گوییم ٣ تنها G گراف در را رأس ی .١ . ٢ . ٣ تعریف

١Graph
٢Adjacent
٣Single



تعاریف و مقدمات ٢

ͬ دهیم. م نمایش isol(G) با را G گراف از تنها
همچنین، باشند. منطبق برهم انتهایی اش رأس دو که است یالͬ گراف ی در طوقه۴ .۴ . ١ . ٢ تعریف
را آن ها آن گاه باشند، داشته وجود دویال از بیش یا یال دو v و u دلخواه رأس دو بین گراف ی در اگر

ͬ نامیم. م چندگانه۵ یال های
نباشد موجود یال ی از بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ که گرافͬ .۵ . ١ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م ساده۶ گراف را
است. G ساده گراف ،G گراف از منظور پایان نامه، این در

ͬ دهیم. م نشان n یا n(G) با و نامیم گراف مرتبه٧ را G گراف رئوس تعداد .۶ . ١ . ٢ تعریف
است. تهͬ آن یال های مجموعه که رأس، n ≥ ١ شامل است، گرافͬ (پوچ)٨ تهͬ گراف .١ . ٢ . ٧ تعریف

ͬ نامیم. م بدیه١٠ͬ غیر را گراف ها سایر و بدیه٩ͬ باشد، داشته رأس ی که گرافͬ .١ . ٢ . ٨ تعریف
در ͬ نامند م متناه١١ͬ را مذکور گراف باشد متناهͬ گراف، ی رأس های مجموعه اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف

است. نامتناه١٢ͬ گراف این صورت غیر
همچنین و E(H) ⊆ E(G) بطوری΄ه H مانند است گرافͬ ،G گراف از زیرگراف١٣ ی .١ . ٢ . ١٠ تعریف

.V (H) ⊆ V (G)

که G از زیرگرافͬ باشد. S ⊆ V و V رئوس مجموعه با گراف ی G کنید فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
را است S به متعلق آنها پایانͬ نقطه دو هر که باشند آن در G از یال هایی و باشد S آن رئوس مجموعه
گراف اگر ،١ . ١ ش΄ل در نمونه برای ͬ دهیم. م نشان ⟨S⟩ نماد با و ͬ نامیم م S توسط القایی١۴ زیرگراف

بود. خواهد ⟨S⟩ چپ سمت گراف آن گاه ،S = {v١, v٢, v٣, v۵} و G راست سمت
مذکور یال اگر و گوییم v رأس درجه١۵ را G گراف در v رأس با مرتبط یال های تعداد .١ . ٢ . ١٢ تعریف
ͬ دهیم. م نشان deg(v) نماد با را v رأس درجه ͬ آید. م به شمار بار دو رأس درجه محاسبه در باشد طوقه
یا δ(G) با را رئوس درجه مینیمم و ∆ یا ∆(G) با را گراف ی رئوس درجه ماکزیمم .١ . ٢ . ١٣ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش δ
۴Loop
۵Multiple edges
۶Simple graph
٧Order
٨Empty graph
٩Trivial graph

١٠Nontrivial graph
١١Finite graph
١٢Infinite graph
١٣Subgraph
١۴Induced subgraph
١۵Degree



٣ اولیه مفاهیم

v٢v١

v٣

v۵

v٢v١ v٣

v۴v۶ v۵

.⟨S⟩ و G :١ . ١ ش΄ل

از v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله ی G گراف در k طول به گشت١۶ ی .١۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد. یال ی ei = vi−١vi ،i = ١,٢. . . . , k ازای به به طوری که است یال ها و رأس ها

ͬ نامیم. م گذر١٧ را باشد نشده تکرار یالͬ هیچ آن در که گشتͬ .١۵ . ١ . ٢ تعریف
گراف ی در را مسیر ی باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتͬ مسیر١٨ ی .١۶ . ١ . ٢ تعریف
به vi−١vi به طوری که ͬ گیریم م نظر در v٠, v١, . . . , vn متمایز رأس های از مرتبی فهرست به صورت

ͬ دهیم. م نمایش Pn با را رأسͬ n مسیر ی باشد. یال ی ،١ ≤ i ≤ n هر ازای
انتهایی رأس و ابتدایی رأس آن در که است ی حداقل طول به بسته ای گشت دور١٩ ی .١ . ٢ . ١٧ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش Cn با را رأسͬ n دور ی نداریم. تکراری رأس هیچ و هستند منطبق ی΄دی·ر بر
ͬ نامیم. م آن طول را دور یا مسیر گذر، گشت، ی در موجود یال های تعداد

نامیم. همبند٢٠ گراف را باشد داشته وجود مسیر ی آن رأس دو هر بین که گرافͬ .١ . ٢ . ١٨ تعریف

ͬ نامیم. م مؤلفه ی را آن همبند اجزای از ی هر و ͬ نامیم م ٢١ ناهمبند را نباشد، همبند که گرافͬ
V١ ناتهͬ مجموعه دو به را V مجموعه بتوان اگر تنها و اگر است ناهمبند G = (V,E) گراف بنابراین
باشد. نداشته وجود ،y ∈ V٢ و x ∈ V١ که {x, y} صورت به E در یالͬ هیچ که کرد افراز چنان V٢ و

باشد. داشته مؤلفه ی فقط اگر تنها و اگر است همبند گراف
Y و X مجموعه زیر دو به آن رأس های مجموعه که است گرافͬ دوبخش٢٢ͬ گراف .١ . ٢ . ١٩ تعریف

باشد. Y در آن ها دی·ر سر و X در G یال های تمام سر ی که شود، افراز چنان
گراف باشد، شده وصل Y رأس هر به ،X رأس  هر آن در که ،Y و X بخش های با دوبخشͬ گراف ی
Km,n با را کامل دوبخشͬ گراف آن گاه ،|Y | = n و |X| = m اگر ͬ شود. م نامیده کامل دوبخشͬ

ͬ دهد. م نشان را K٢,۴ گراف ؟؟ ش΄ل ͬ دهیم. م نمایش
تمام درجه اگر باشند. برابر هم با رئوس تمام درجه هرگاه گوییم منتظم٢٣ را G گراف .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

نامیم. r–منتظم را گراف آن  گاه باشد، r رئوس
١۶Walk
١٧Trail
١٨Path
١٩Cycle
٢٠Connected graph
٢١Disconnected graph
٢٢  Bipartite graph
٢٣Regular graph



تعاریف و مقدمات ۴

ی به ی تابع هرگاه گوییم ی΄ریخت٢۴ را G′
= (V

′
, E

′
) و G = (V,E) گراف دو .١ . ٢ . ٢١ تعریف

دو .f(u)f(v) ∈ E(G
′
) آن گاه uv ∈ E(G) اگر که باشد موجود f : V (G) → V (G

′
) پوشای و

ی΄ریخت زیر ش΄ل گراف های مثال برای ͬ دهیم. م نشان G ∼= G
′ نماد با را G′ و G ی΄ریخت گراف

هستند.

.G′ و G ی΄ریخت گراف های :١ . ٢ ش΄ل

گراف باشند، شده متصل ی دی·ر به یال ی توسط متمایز رأس دو هر آن در که گرافͬ .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش Kn با را رأسͬ n کامل گراف ی ͬ شود. م نامیده ٢۵ کامل

ͬ دهیم م نشان G با را G گراف (متمم) م΄مل٢۶ باشد. رأسͬ n گرافͬ G کنید فرض .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
و اگر هستند مجاور G در v و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (G) ͬ کنیم، م تعریف صورت بدین و
کامل گراف م΄مل و است تهͬ گراف کامل، گراف م΄مل که کنید توجه نباشند. مجاور G در اگر تنها

است. کامل گراف دو اجتماع دوبخشͬ،

با و ͬ نامیم م ستاره٢٧ را K١,k دوبخشͬ گراف ی با ی΄ریخت درخت k ≥ ١ هر برای .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش K١,k نماد همان یا S١,k نماد

گوییم. جنگل٢٨ را دور فاقد گراف ی .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

دور فاقد همبند گراف ی دی·ر عبارت به ͬ نامیم. م درخت٢٩ ی را همبند جنگل ی .٢۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامیم. م برگ٣٠ را درخت ی در ی درجه از رأس هر گوییم. درخت را

ی΄ͬ حداقل هرگاه ͬ نامیم م رأس٣١ͬ پوشش ی را G گراف رأس های از S زیرمجموعه .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
G رأسͬ پوششͬ عدد را G در رأسͬ پوشش ی اندازه کوچ΄ترین باشد. S در G یال هر پایانͬ نقاط از

ͬ دهیم. م نمایش α٠(G) نماد با و نامیم
٢۴Isomorphic
٢۵Complete graph
٢۶Complementary
٢٧Star
٢٨Forest
٢٩Tree
٣٠Leaf
٣١Vertex covering



۵ اولیه مفاهیم

M در یالͬ دو هیچ هرگاه گوییم تطابق٣٢ ی را G گراف یال های از M زیرمجموعه .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
باشد، M یال های از ی΄ͬ روی رأسͬ x و باشد G در تطابق ی M اگر باشند. نداشته مشترک رأس
با و ͬ نامیم م تطابقͬ عدد را G در تطابق ی اندازه بزرگترین ͬ کند. م اشباع را x ،M گوییم آن گاه

ͬ نامیم. م µ(G)–مجموعه یا ماکزیمم تطابق را µ(G) اندازه از تطابق ی ͬ دهیم. م نمایش µ(G)

کامل تطابق ی را M آن گاه شود اشباع M تطابق توسط G گراف از رأس هر اگر .١ . ٢ . ٢٩ تعریف
است. نیز ماکزیمم تطابق ی کامل، تطابق هر وضوح به ͬ نامیم. م

از رأس دو هیچ که ͬ باشد م رئوس از مجموعه ای ،G گراف در مستقل٣٣ مجموعه ی .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
نباشند. مجاور آن

برای رأسͬ آمیزی٣۴ رنگ ی را f : V (G) → A تابع باشد، A ̸= ∅ کنید فرض .١ . ٢ . ٣١ تعریف
دو هر برای هرگاه نامیم، معتبر را f آمیزی رنگ ͬ نامیم. م رنگ ها مجموعه را A و ͬ نامیم م G گراف

.f(x) ̸= f(y) باشیم داشته y و x مجاور رأس
عدد .|f(V (G))| = k که باشد موجود f معتبر آمیزی رنگ ی هرگاه نامیم پذیر k–رنگ را G گراف
نشان χ(G) با را آن و باشد پذیر k–رنگ ،G که kای مقدار مینیمم از است عبارت G گراف رنگͬ
مجموعه ی تش΄یل ،G گراف معتبر آمیزی رنگ ی در هم رنگ رأس های که شود توجه ͬ دهیم. م

ͬ دهند. م مستقل

ی ب·یرید. نظر در را E(G) یال های مجموعه  و V (G) رئوس مجموعه با G گراف .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
ͬ نامیم. م خوشه٣۵ ی را G از کامل زیرگراف

روی خوشه ها این که است G خوشه های از مجموعه ی G از خوشه ای٣۶ افراز ی .١ . ٢ . ٣٣ تعریف
دربرگیرد. ی΄بار فقط را G یال هر رفته هم

و ͬ شود م نامیده G خوشه ای٣٧ افراز G عدد از خوشه ای افراز ی اندازه کوچ΄ترین .٣۴ . ١ . ٢ تعریف
G از خوشه ای افراز حداقل به cp(G) سایز با G از خوشه ای افراز ی ͬ شود. م داده نشان cp(G) با
تهͬ گراف و ی سایز با خوشه هایی شامل خوشه ای افراز حداقل که باشید داشته توجه ͬ کند. م اشاره

ͬ شود. نم

خانواده ای ،G یال های برای خوشه ای٣٨ پوشش ی باشد. گراف ی G کنید فرض .٣۵ . ١ . ٢ تعریف
دارد. قرار C از عضو ی حداقل در G از یال هر به طوری که است C مانند خوشه ها از

٣٢Matching
٣٣Independent set
٣۴Coloring
٣۵Clique
٣۶Clique partitions
٣٧Clique partition number
٣٨Clique Covering



تعاریف و مقدمات ۶

ͬ شود م Gنامیده خوشه ای٣٩ پوشش عدد G از خوشه ای پوشش ی اندازه کوچ΄ترین .٣۶ . ١ . ٢ تعریف
پوشش ی G یال های مجموعه زیرا است موجود همواره عدد این ͬ شود. م داده نشان cc(G) وبا

دهند. تش΄یل G برای خوشه ای
مثلث تش΄یل آن راس سه هیچ که است جهت بدون گرافͬ ۴٠ مثلث بدون گراف ی .١ . ٢ . ٣٧ تعریف
است، ٢ حداکثر آن ها خوشه ای عدد که گراف هایی ͬ تواند م مثلث بدون گراف های معادل ندهند.

باشد. ٣تایی دور بدون گراف های یا است ۴ حداقل آن ها در دور کوچ΄ترین که گراف هایی
این غیر در باشد واحد خوشه ی شامل اگر ͬ شود م گفته بدیه۴١ͬ خوشه ای افراز ی .١ . ٢ . ٣٨ تعریف

است. ۴٢ بدیهͬ غیر صورت
،F ̸= G هر برای F در به طوری که است مجموعه ها از F خانواده ی پادزنجیر۴٣ ی .١ . ٢ . ٣٩ تعریف

است. F ⊈ G

طوری به باشد Fi مجموعه های از زنجیری پاد اگر گوییم ۴۴ͽمتقاط پادزنجیر ی را F .۴١ . ٢ . ٠ تعریف
باشد. Fi

∩
Fj ̸= ∅ ، F در ها Fi, Fj همه برای که

ی گراف از رأس هر به آن در که است گرافͬ G = (V,E) گراف برای کنسر۴۵ گراف .۴١ . ٢ . ١ تعریف
آن ها نظیر مجموعه های اگر تنها و اگر هستند مجاور متمایز رأس دو به طوری که ͬ شود م نظیر مجموعه

باشند. مجزا
مجموعه ی υi ∈ V (G) رأس هر به ب·یرید. نظر در را ١ . ٣ در شده داده نمایش گراف مثال برای
اعداد .Ai ∩Aj = ∅ اگر تنها و اگر هستند مجاور υj و υi رئوس که خاصیت این با است شده نظیر Ai

Kn:k نماد با که k و n پارامترهای با کنسر گراف شده اند. داده n ≥ ٢k که k و n مثبت و صحیح
زیرمجموعه های تمام مجموعه یعنͬ ،[n]k آن رئوس مجموعه که است گرافͬ ͬ شود. م داده نمایش
اگر تنها و اگر هستند مجاور آن در رأس دو و است [n] := {١,٢, . . . , n} مجموعه از عضوی k

با است گرافͬ پترسن، گراف به موسوم ،K۵:٢ مثال عنوان به باشند. مجزا آن ها نظیر مجموعه های
است. شده داده نشان ۴ . ١ ش΄ل در که رأس |V (k۵:٢)| =

(
۵
٢

)
= ١٠

٣٩Clique Covering Number
۴٠triangle-free
۴١Trivial
۴٢Non-trivial
۴٣Antichain
۴۴Intersecting antichain
۴۵Kneser graph



٧ اولیه مفاهیم

K۵:٢ کنسر گراف :١ . ٣ ش΄ل

پترسن) (گراف K۵:٢ کنسر گراف :۴ . ١ ش΄ل

گراف باشد. [n] زیرمجموعه های از خانواد ه ای S = {S١, S٢, . . . , Sm} کنید فرض .۴١ . ٢ . ٢ تعریف
متناظر های مجموعه اگر مجاورند آن رأس دو که S رئوس مجموعه با است گرافͬ Ω(S) ۴۶ͽمتقاط

.Si ∩ Sj ̸= ∅ و i ̸= j اگر تنها و اگر است Sj رأس مجاور Si رأس یعنͬ کنند، ͽقط را ی΄دی·ر آن ها

چند گراف ی خانواده این ͽمتقاط گراف هرگاه گوییم ‐متوازن۴٧ t را F خانواده .۴١ . ٢ . ٣ تعریف
۴۶Intersection graph
۴٧t-Balanced



تعاریف و مقدمات ٨

باشند. t اندازه از آن بخش های از هری که به گونه ای باشد |F| مرتبه از کامل بخشͬ
نماد ستون هر در و سطر هر در که نماد n از n×n آرایه n مرتبه از لاتین۴٨ مربع ی .۴۴ . ١ . ٢ تعریف

است. ۴ مرتبه از لاتین مربع ی ؟؟ ش΄ل باشیم. نداشته تکراری

۴٨Latin squares



٢ فصل
خوشه ای افراز

مقدمه ٢ . ١
خوشه ای افراز عدد و داده قرار بررسͬ مورد گراف ها در را خوشه ای افراز مفهوم داریم قصد فصل این در

کنیم. مشخص آن ها برای را
منجر G \ V از خوشه ای افراز ی به G از خوشه ای افراز ی که کرد مطرح ابتدا [٢٢] ارلین١
تک خوشه ی کار این با اگر کنید حذف را G افراز از خوشه هر از رأس V دی·ر، عبارت به ͬ گردد. م

کنید. حذف خوشه ای افراز از را رأس این آن گاه شد ایجاد رأسͬ
یال های دی·ر، عبارت به ͬ گردد. م منجر G از خوشه ای افراز ی به G\V از خوشه ای افراز ی مقابل، در

برسید. G از خوشه ای افراز ی به تا کنید اضافه G \ V از خوشه ای افراز به را V به مجاور

داریم: v ∈ V (G) رأس و G گراف برای .٢ . ١ . ١ لم

cp(G)− deg(v) ≤ cp(G \ v) ≤ cp(G),

شود. داده تعمیم زیر صورت به ͬ تواند م لم این

آن گاه باشد G از القایی زیر گراف ی H اگر .٢ . ١ . ٢ لم

cp(G)− (|E(G)| − |E(H)|) ≤ cp(H) ≤ cp(G),

١Orlin



خوشه ای افراز ١٠

داریم n ≥ |V (G)| هر برای آن گاه باشد، G از زیر گراف ی H اگر همچنین
cp(Kn \H) ≤ cp(Kn \G) + |E(G)| − |E(H)| (∗)

از هری اکنون کرده ایم. افراز خوشه t با را H یال های کنید فرض ،cp(H) = t دهید قرار برهان.
است بدیهͬ ͬ کنیم، م اضافه خوشه t این به k٢ خوشه ی عنوان به را ندارند قرار H در که G یال های
است t+(|E(G)|− |E(H)|) آنها تعداد و هستند G برای خوشه ای افراز ی جدید خوشه های این که

بنابراین
cp(G) ≤ t+ (|E(G)| − |E(H)|)

لذا
cp(G)− (|E(G)| − |E(H)|) ≤ cp(H) ≤ cp(G),

از خوشه ای افراز ی ابتدا Kn \H از خوشه ای افراز ی آوردن بدست برای ͬ کنیم. م اثبات (∗)را حال
Kn \G در که Kn \H از یال هایی همه ی حال ͬ گیریم، م نظر در Kn \G برای cp(Kn \G) اندازه
ی حاصل خوشه های که است بدیهͬ ͬ کنیم. م اضافه افراز این به k٢ خوشه ی عنوان به ندارند، قرار

لذا است. Kn \H برای cp(Kn \G) + |E(G)| − |E(H)| اندازه از خوشه ای افراز
cp(Kn \H) ≤ cp(Kn \G) + |E(G)| − |E(H)|

را گراف ی از خوشه ای افراز تعداد روی بر یال و رأس حذف تأثیر از دی·ری نتایج [٢٠] مانسن٢
است. نموده مطرح

اردیش‐گودمن‐پوسا قضیه ٢ . ٢
باشد؟ ͬ تواند م اندازه ای چه رأسͬ n ساده گراف ی برای cp(G) که شود مͬ مطرح سوال این ابتدا

ͬ تواند م رأس n با G ساده گراف هر یال های مجموعه که دادند نشان [١۴] پوسا٣ و گودمن اردیش،
حاصل تساوی K⌊n/٢⌋,⌈n/٢⌉ دوبخشͬ کامل گراف در و گردد افراز یال و مثلث ⌊n٢/۴⌋ حداکثر با
اثبات در تغییر کمͬ با همچنین گراف هاست. خوشه ای افرازهای در اساسͬ نتیجه اولین این ͬ شود. م
گراف همان ͬ کند م صدق cp(G) = ⌊n٢/۴⌋ تساوی در که گرافͬ تنها که داد نشان ͬ توان م آن ها

است. K⌊n/٢⌋,⌈n/٢⌉ دوبخشͬ
اندازه حداکثر با خوشه ای افراز ی G آن گاه باشد. رأس n با ساده گرافͬ G کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه

لذا دارد. را یال ها و مثلث ها از متش΄ل ⌊n٢/۴⌋

cp(G) ≤ ⌊n٢/۴⌋.

. G ∼= K⌊n/٢⌋,⌈n/٢⌉ اگر فقط و اگر ͬ افتد م اتفاق تساوی و
٢Monson
٣Erdős, Goodman and Pósa



١١ اردیش‐گودمن‐پوسا قضیه

داریم، n مثبت صحیح عدد هر برای که باشید داشته توجه ابتدا برهان.
⌊n٢/۴⌋ = ⌊(n− ٢(١/۴⌋+ ⌊n/٢⌋,

برقرار قضیه ح΄م آن گاه n = ١,٢ اگر ͬ کنیم. م اثبات G گراف رئوس تعداد روی بر استقراء با را قضیه  
گراف ی G و باشد درست رأس n از کمتر با گراف های همه ی برای ح΄م این که کنید فرض است.
صحیح عدد ی r که باشد δ = ⌊n/٢⌋ + r ،G درجه ی حداقل که کنید فرض باشد. رأس n با ساده

باشد. G در درجه کمترین دارای x رأس که کنید فرض همچنین و است
⌊(n−١)٢/۴⌋ بر ͬ توان م را G \ x استقراء، با است. deg(x) ≤ ⌊n/٢⌋ آن گاه r ≤ ٠ اگر اول: حالت

داریم ٢ . ١ . ١ لم به بنا رو این از کرد. افراز مثلث ها و یال ها از
cp(G) ≤ cp(G \ x) + deg(x)

≤ ⌊(n− ٢(١/۴⌋+ ⌊n/٢⌋

= ⌊n٢/۴⌋.

مجاور یال های و G \ x خوشه ای افراز از مثلث ها و یال ها شامل G از خوشه ای افراز این این، بر علاوه
deg(x) = ⌊n/٢⌋ و cp(G \ x) = ⌊(n − ٢(١/۴⌋ به قضیه در تساوی برقراری برای است. x
و deg(x) = ⌊n/٢⌋ که آن جایی از . G \ x ∼= K⌊(n−١)/٢⌋,⌈(n−١)/٢⌉ روی استقرا با داریم. نیاز
صورت این غیر در ) باشد مجاور G \ x از طرف ی رأس های با تنها ͬ تواند م x لذا cp(G) = ⌊n٢/۴⌋
بنابراین ͬ دهیم) م تش΄یل باشد cp(G) < ⌊n٢/۴⌋ خوشه ای افراز شامل است مم΄ن که مثلث ی برای

.G ∼= K⌊n/٢⌋,⌈n/٢⌉

توسط G از القایی گراف زیر ی H و Γ(x) = {y١, y٢, . . . , yδ} کنید فرض باشد. r > ٠ ٢:اگر حالت
ͬ کنیم. م اثبات تناقض با را ادعا این است مستقل یال r حداقل دارای H که ͬ کنیم م ادعا باشد. Γ(x)
مجموعه ای کنید فرض کلیت دادن دست از بدون باشد. مستقل یال r−١ حداکثر دارای H کنید فرض

باشد زیر صورت به s ≤ ٢r − ٢ صحیح عدد حداکثر برای یال ها از
{y١y٢, y٣y۴, . . . , ys−١ys},

که باشید داشته توجه .deg(ys+١ ≥ δ) داریم فرض به بنا طرفͬ از
Γ(ys+١) ⊆ V (G) \ {ys+١, ys+٢, . . . , yδ},

رو این از
deg(ys+١) ≤ n− (δ − s)

≤ (٢r − ٢) + (n− δ)

= ⌈n/٢⌉+ r − ٢

≤ ⌊n/٢⌋+ r − ١

< ⌊n/٢⌋+ r

= δ.
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دست از بدون است. مستقل یال r حداقل دارای H بنابراین . است deg(ys+١) ≥ δ با تناقض در این و
تعریف راحتͬ برای حال باشند. یال ها {y١y٢, y٣y۴, . . . , y٢r−١y٢r} که کنید فرض مسأله کلیت دادن

ͬ کنیم م
G′ = (G− x) \ {y١y٢, y٣y۴, . . . , y٢r−١y٢r}.

با همراه مثلث ها و یال ها این کرد. افراز مثلث و یال ⌊(n− ٢(١/۴⌋ حداکثر به ͬ توان م را G′ استقراء با
ی به را {xy٢r+١, xy٢r+٢ . . . , xyδ} های یال i = ١,٢, . . . , r برای {x, y٢i−١, y٢i} از ناشͬ مثلث

حداکثر به G از افراز

⌊(n− ٢(١/۴⌋+ r + (δ − ٢r) = ⌊(n− ٢(١/۴⌋+ r + ⌊n/٢⌋+ r − ٢r = ⌊n٢/۴⌋,

استقراء با داریم. نیاز cp(G′) = ⌊(n−١)٢/۴⌋ به قضیه در تساوی برقراری برای ͬ دهد. م مثلث و یال
که آن جایی از نیست، کامل گراف G که کنیم فرض است مم΄ن . G′ ∼= K⌊(n−١)/٢⌋,⌈(n−١)/٢⌉ روی
عنوان به x ) نیست x مجاور که دارد وجود z نام به رأس ی بنابراین است cp(G) > ١ و n > ٢
از ی΄ͬ به متعلق z که است G در رأس ⌈(n − ٢/(١⌉ حداکثر به مجاور z طرفͬ از درجه). حداقل

و r > ٠ بنابراین ͬ باشد. م G′ بخش های

deg(z) ≤ ⌈(n− ٢/(١⌉ = ⌊n/٢⌋ < ⌊n/٢⌋+ r = δ,

است. G درجه حداقل δ اینکه با است تناقض که

خوشه ای افراز های و تصویری صفحه های ، اشتاینر سیستم های ٢ . ٣
تعریف برای است. شده ارائه اشتاینر۴ سیستم های وجود با Kn از خوشه ای افراز های از خانواده ی
تعریف و مطرح را اشتاینر سیستم لیت۶ ون و کمرون۵ که ͬ کنیم م مراجعه [٩] به اشتاینر سیستم
B و n اندازه با نقاط از مجموعه ای X آن در که (X,B) جفت ی S(n, k) اشتاینر سیستم ی کردند.
دقیقا نقطه دو هر که ویژگͬ این با است، بلوک بنام X از ‐عضوی k زیرمجموعه های از مجموعه ی
نقطه دو هر که همانطور . n ≥ k ≥ ٢ و نیستند تهͬ B و X که کنیم فرض دارند. قرار بلوک ی در
مانند S(n, k) بلوک های ͬ توانیم م ما ͬ شوند، م ظاهر بلوک ی در دقیقا S(n, k) اشتاینر سیستم از
ما رو این از برسد. نظر به خوشه ی دقیقا Kn از یال هر که طوری به کنیم، فرض Kn از خوشه هایی
q مرتبه از تصویری٧ صفحه ی داریم. k انداره با

(
n

٢

)
/

(
k

٢

)
خوشه های به Kn از خوشه ای افراز ی

ͬ نامیم. م تصویری صفحه ی در خط ی را بلوک هر است. S(q٢ + q+ ١, q+ ١) اشتاینر سیستم ی
نقطه دو هر آن در که است، نقطه q٢ + q + ١ شامل q مرتبه از تصویری صفحه ی ی دی·ر عبارت به
دارای خط هر و دارد آن روی خط q+ ١ نقطه هر ͬ کنند، م مشخص را نقطه ی خط دو هر و خط ی

۴Steiner system
۵Cameron
۶Van Lit
٧Projective plane
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برای اما است شده شناخته اول توان مرتبه های همه ی برای تصویری صفحه های است. نقطه q + ١
است. نشده شناخته اول غیر توان مرتبه از صفحه

به k٧ از خوشه ای افراز ی و است ٢ مرتبه ی از تصویری صفحه ی ی ٢ . ١ ش΄ل مثال، به عنوان
با متناظر و ͬ شود م نامیده فانو٨ صفحه این هستند. سه اندازه از ی هر که ͬ کند م فراهم خوشه هفت

است. S(٧,٣) اشتاینر سیستم
مجموعه های توسط که هستند مثلث هایی خوشه  ها

فانو صفحه :٢ . ١ ش΄ل
 

{١,٢,۴}, {٢,٣,۵}, {٣,۴,۶}, {۴,۵,٧}, {١,۵,۶}, {٢,۶,٧}, {١,٣,٧},

هستند. فانو صفحه ی خطوط با متناظر که شدند القاء
که باشید داشته توجه است. S(q٢, q) اشتاینر سیستم ی q مرتبه از آفین صفحه ی ی همچنین
کرد. ایجاد خاص بلوک ی از نقاط تمام حذف با تصویری صفحه ی ی از ͬ توان م را آفین صفحه ی ی
باشند، برابر آن ها اگر هستند موازی دوخط ͬ گوییم م و ͬ نامیم م خطوط را آفین صفحه ی ی بلوک های

است. p شامل که دارد وجود L فرد منحصربه موازی خط ی باشد نقطه ی p و خط ی L اگر لذا

بورن‐اردیش قضیه ۴ . ٢
آن گاه باشد. Kn از غیربدیهͬ خوشه ای افراز ی C اگر که کردند ثابت [٨] اردیش و بورن٩ n ≥ ٣ برای
در خوشه ی از متش΄ل C اگر وتنها اگر ͬ افتد م اتفاق تساوی که دادند نشان این بر علاوه |C| ≥ n

٨Fano
٩Bruijn
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و Kq+١ از نسخه n از متش΄ل C یا است Kn از تک رأس ی با K٢ از نسخه n − ١ و رأس n − ١
معادل دوم شرط این است. C از خوشه q + ١ از رأس ی دقیقا Kn از رأس هر و n = q٢ + q + ١
که هستیم کنوی١٠ توسط شده مطرح اثبات دنبال به ما است. q مرتبه از تصویری صفحه ی وجود

شود. یافت [۴] اسپیچر١٢ بیوت و باتن١١ در است مم΄ن
برقرار تساوی و |C| ≥ n آن گاه باشد. Kn از غیربدیهͬ خوشه ای افراز ی C و n ≥ اگر٣ .١ . ۴ . ٢ قضیه

اگر فقط و اگر است
یا، Kn از تنها رأس ی با K٢ از نسخه n− ١ و رأس n− ١ بر خوشه ی از متش΄ل C .١

خوشه q + ١ از رأس ی دقیقا Kn از رأس هر و n = q٢ + q + ١ و Kq+١ از نسخه n از متش΄ل C .٢
است. C از

افراز ی C کنید فرض |C| = n ͬ دهیم م قرار آن گاه باشد. برقرار (٢) یا (١) اگر که است واض برهان.
فرض است. برقرار (٢) یا (١) و |C| = n که ͬ دهیم م نشان باشد. |C| ≤ n اندازه با Kn از خوشه ای
شامل که باشد C از خوشه ای عدد rυ کنید فرض υ ∈ V برای و است Kn از رئوس مجموعه V کنید
خوشه هر برای همچنین . |C| − rυ > ٠ ،υ ∈ V رأس هر برای و n ≥ ٣ رو این از است. υ رأس
|C| > ١ ی ) نباشد V (K) در که رأسͬ هر که ͬ دهد م نتیجه این . |C| − |V (K)| > ٠ ، K ∈ C

نیستند. C در خوشه ی دوتایی هیچ و ͬ دهد م افزایش را |V (K)︷| مجموعه یال های ( دارد وجود
ͬ کنیم م تعریف ،K ∈ C خوشه هر و υ ∈ V رأس هر برای

δ(υ,K) =

٠ نباشد K از رأس ی υ اگر
١ باشد K از رأس ی υ اگر

،K ∈ C هر برای که باشید داشته ∑توجه
υ∈V

δ(υ,K) = |V (K)|,

،υ ∈ V ثابت هر برای ∑و
K∈C

δ(υ,K) = rυ

حال،
n =

∑
υ∈V

|C| − rυ
|C| − rυ

=
∑
υ∈V

∑
K∈C

١− δ(υ,K)

|C| − rυ
,

یال دو لذا .rυ ≥ |V (K)| داریم نیست K از رأسͬ که υ رأس هر و K ∈ C خوشه هر برای طرفͬ از
هر و K ∈ C خوشه هر برای ترتیب بدین باشد. خوشه همان ͬ تواند م K از رأس ی به υ به متصل

داریم υ ∈ V رأس
١− δ(υ,K)

|C| − rυ
≥ ١− δ(υ,K)

|C| − |V (K)|
, (٢ . ١)

١٠Conway
١١Batten
١٢Beutelspacher
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بنابراین
n ≥

∑
υ∈V

∑
K∈C

١− δ(υ,K)

|C| − |V (K)|

=
∑
K∈C

∑
υ∈V

١− δ(υ,K)

|C| − |V (K)|

=
∑
K∈C

n− |V (K)|
|C| − |V (K)|

≥
∑
K∈C

n

|C|
= n,

ͬ دهد م نتیجه را زیر رابطه K ∈ C خوشه هر برای ،|C| > |V (K)| و |C| ≤ n از نامساوی آخرین
n− |V (K)|
|C| − |V (K)|

≥ n

|C|
.

نیست، K خوشه در که υ ∈ V رأس هر برای این بر علاوه باشد. |C| = n جا همه در باید بنابراین
J,K ∈ C خوشه دو هر که ͬ کنیم م ادعا است. rυ = |V (K)| معنͬ به (٢ . ١) رابطه در تساوی
نکنند. ͽقط را ی΄دی·ر رأس ی در k و j کنید فرض ͬ کنند. م ͽقط را ی΄دی·ر رأس ی حداقل در
ͬ شود م ظاهر C در خوشه |V (K)| در υ رأس ،rυ = |V (K)| که آن جایی از آن گاه υ ∈ V (J) اگر
ام΄ان پذیر که rυ ≥ |V (K)| + ١ که ͬ شود م نتیجه دارد قرار نیز J خوشه در υ که آن جا از همچنین

کنند. ͽقط را ی΄دی·ر رأس ی حداقل در باید خوشه دو هر بنابراین نیست.
یال های در ͬ توانند م آن ها باشند مشترک خوشه دو در رئوس از جفت ی از اگر که باشید داشته توجه
خوشه دو هر بنابراین است. خوشه ای افراز ی C اینکه با است تناقض که کنند ͽقط را ی΄دی·ر خوشه دو

ͬ کنند. م مشخص را خوشه ی رأس دو هر همچنین ͬ  کنند، م ͽقط را ی΄دی·ر رأس ی در دقیقا
J,K مشترک رأس را υ رأس و باشند C از متفاوت خوشه هایی دو هر J,K ∈ C کنید فرض حال

ͬ نامیم. م
دارای C خوشه های همه  یعنͬ است rυ = ٢ صورت این در V (Kn) = V (J ∪ K) کنید فرض ابتدا
مورد C بنابراین و هستند خوشه ی رأس n− ١ در K یا J هر که ͬ دهد م نتیجه این هستند. ٢ اندازه

است. قبول
ͬ نامیم م ω را آن دارد، وجود Kn از رأس ی همیشه ، k و j از انتخاب هر برای که کنید فرض حال
خوشه هر هستند. دلخواه K و J که rω = |V (J)| = |V (K)| آن گاه . ω /∈ V (J

∪
K) به طوری که

داریم یال ها شمارش با دارد، وجود C در خوشه n باشد. q + ١ اندازه از باید C در
n(n− ١)

٢ = n
(q + ١)q

٢ ,

صدق (٢) یا (١) در C که ͬ شود م نتیجه لذا است. قبول مورد C بنابراین n = q٢ + q + ١ لذا
ͬ کند. م

آن گاه نباشد. تهͬ و کامل گرافͬ و باشد رأس n با گراف ی G اگر .٢ . ۴ . ٢ نتیجه
cp(G) + cp(Ḡ) ≥ n.



خوشه ای افراز ١۶

cp(G)+cp(Ḡ) < n اگر نیست، تهͬ و کامل گرافͬ که باشد رأس n با گراف ی G کنید فرض برهان.
است. تناقض در ١ . ۴ . ٢ قضیه با که است شده گرفته nرأس از کمتر Knبا از خوشه ای افراز ی آن گاه

خوشه ی م΄مل ۵ . ٢
مورد m < n برای Kn \ Km از یال مجموعه در افراز از خوشه تعداد چه که بدانیم ͬ خواهیم م
که ͬ دهد م نتیجه ١ . ۴ . ٢ قضیه که کرد اشاره بار اولین برای [٢٢] ارلین ،n ≥ ٣ برای است. نیاز

است. cp(Kq٢+q+١ \Kq+١) = q٢ + q و cp(Kn \K٢) = n− ١
نتیجه به بنا پایین کران ی برای باشد، داشته وجود q مرتبه از تصویری صفحه ی ی که زمان هر

ͬ دهیم م قرار ١ < m < n برای ،٢ . ۴ . ٢
cp(Kn \Km) ≥ n− ١.

یا باشد ثابت m > ١ اگر ͬ دهد م نشان که ͬ بینیم م [٢۶] والیس١٣ از نتیجه ی بعدی بخش در
آن گاه ، m ≤

√
n

cp(Kn \Km) ∼ n,

که دادند نشان [٢٣] دونالد١۵ و پولمن١۴ گراف، ی رنگͬ عدد از استفاده با
cp(Kn \Km) =

١
٢(n−m)(٣m− n+ ١),

.( x = ١ این صورت غیر در و فرد n−m برای x = ٠ ) ، n > m ≥ ١
٢(n− x) برای

،m = o(n) برای که کردند ثابت آفین صفحه از استفاده با [۵] اردمن١٧ و فوردی١۶ و اردیش
cp(Kn \Km) ∼ max{n,m٢}.

دونالد‐پولمن قضیه ۶ . ٢
است G یال های آمیزی رنگ برای نیاز مورد رنگ تعداد حداقل که باشد G رنگͬ عدد χ′(G) کنید فرض

باشند. نداشته ی΄سان رنگ مجاوری یال دو هیچ به طوری که
با که H٢ و H١ گراف دو الصاق صورت این باشند.در رأس‐مجزا گراف دو H٢ و H١ کنیم فرض
و ͬ باشد م V (H١) ∪ V (H٢) آن رئوس مجموعه که است گرافͬ ͬ شود، م داده نمایش H١ ∨H٢ نماد
پولمن باشد. مͬ E(H١)∪E(H٢)∪{ij|i ∈ V (H١), j ∈ V (H٢)} صورت به آن یال های مجموعه
انتخاب با کردند. محاسبه q ≥ χ′(G) برای K̄q و H همبندی از خوشه ای افراز عدد ی [٢٣] دونالد و

کرد. خواهیم ارائه مشخص m ی برای Kn \Km از خوشه ای افراز عدد ی H = Kn

١٣Wallis
١۴Pullman
١۵Donald
١۶Faudree
١٧Ordman
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داریم صورت این در q ≥ χ′(H) اگر باشد. یال e و رأس h با گرافͬ H کنید فرض .١ . ۶ . ٢ قضیه
است. مثلث ها و یال ها شامل فقط خوشه  ای افراز هر حداقل براین علاوه .cp(H ∨ K̄q) = hq − e

از خوشه ای افراز ی ابتدا باشد. ثابت q ≥ χ′(H) و یال e و رأس h با گراف ی H کنید فرض برهان.
ی حداقل در i رنگ با یال ها از ای مجموعه Ei کنید فرض ͬ سازیم. م مثلث و یال hq− e به H ∨ K̄q

نشان {υ١, υ٢, . . . , υq} با را K̄q رئوس  راحتͬ برای است. ١ ≤ i ≤ χ′(H) برای H از آمیزی رنگ
ͬ دهیم. م

ی و υi رأس ی با مثلث ها از |Ei| از خانواده ی Ti کنید فرض است. تطابق ی Ei که کنید توجه
مثلث های از یعنͬ است. مثلث ها و یال ها به H ∨ K̄q از خوشه ای افراز ی این باشد، Ei در متقابل یال
با مثلث ی که H یال هر مانند ͬ کنیم. م استفاده ͬ مانده باق یال های همه ی و T١, T٢, . . . , Tχ′(H)

بدون گراف ی H ∨ K̄q از مثلث این حذف که دارد وجود e مثلث است. K̄q از رأس ی از استفاده
بنابراین ͬ دهد. م یال hq − ٢e با مثلث

cp(H ∨ K̄q) ≤ e+ (hq − ٢e) = hq − e,

برای دارد. H در یال هایی C١, C٢, . . . , Cr عضو r با H ∨ K̄q از خوشه ای افراز ی C کنید فرض حال
و V (Cj) ∩ V (H) رئوس روی خوشه ی Cj هر برای .cj = |V (Cj) ∩ V (H))| کنید فرض راحتͬ
.e+r ≥

∑r
j=١ cj بنابراین |V (Cj)∩V (H)| = ٢ اگر ͬ افتد م اتفاق تساوی و دارد یال cj−١ حداقل

s کنید فرض ندارند. سه از بیشتر اندازه C اعضای از ی هیچ آن گاه باشد. e+ r =
∑r

j=١ cj اگر حال
s ≤

∑r
j=١ cj آن گاه شده اند. داده پوشش C١, C٢, . . . , Cr توسط که باشد H از خارج یال های تعداد

با مثلث بدون گراف ی C از C١, C٢, . . . , Cr حذف با اگر است. |C| = r + (hq − s) که کنید توجه
آن گاه باشیم. داشته یال hq − s

|C| = r + (hq − s) ≥ r + hq −
r∑

j=١
cj ≥ hq − e,

باشند. نداشته رأس سه از بیشتر C اعضای از ی هیچ است مم΄ن آن گاه باشد. برقرار تساوی اگر
شده استفاده یال ها و مثلث ها از فقط خوشه ای افراز کوچ΄ترین در و cp(H ∨ K̄q) = hq − e بنابراین

است.
و n ≥ ١٠ اگر مثال برای باشد. نادرست است مم΄ن ١ . ۶ . ٢ قضیه آن گاه q < χ′(H) اگر
،cp(H∨K̄q) = (n−٣)٣−

(
n− ٣
٢

)
≤ ٠ داریم ١ . ۶ . ٢ قضیه به بنا آن گاه ، q = ٣ و H = Kn−٣

ی م΄مل روی نتیجه آوردن بدست برای نیست. تهͬ گراف ی H ∨ K̄q که cp(H ∨ K̄q) > ٠ اما
که کنید  توجه خوشه

χ′(K٢k) = χ′(K٢k−١) = ٢k − ١,

داریم ١ . ۶ . ٢ قضیه به بنا m ≥ χ′(Kn−m) وقتͬ بنابراین

cp(Kn \Km) = (n−m)m−
(
n−m

٢

)
.



خوشه ای افراز ١٨

،( x = ١ اینصورت غیر در و فرد n−m برای x = ٠ ) n > m ≥ ١
٢(n− x) برای .٢ . ۶ . ٢ قضیه

cp(Kn \Km) =
١
٢(n−m)(٣m− n+ ١).

است. مثلث ها و یال ها شامل فقط خوشه ای افراز کوچ΄ترین همچنین

اردیش‐فوردی‐اردمن قضیه ٢ . ٧
افراز عدد در پایین کران چندین گسترش برای ١ . ۶ . ٢ قضیه اثبات از [١٣] اردمن و فوردی اردیش،

ͬ شود. م مطرح زیر لم ابتدا کردند. استفاده گراف ی خوشه ای
. q ≥ c٢/d q∑آن گاه

i=١ e
٢
i ≤ d q∑و

i=١ ei = c اگر .٢ . ٧ . ١ لم
دهیم قرار i = ١,٢, . . . , q برای اگر باشند. متمایز است مم΄ن eiها که باشید داشته توجه برهان.
دهد، کاهش را ∑q

i=١ e
٢
i ͬ تواند م فقط جای·زینͬ این است. درست اول مجموع آن گاه ،ei = c/q

تابع ی ∑i x
٢
i زیرا ͬ رسد م حداقل به باشد e١ = e٢ = · · · = eq = c/q که وقتͬ e٢iها مجموع

است. (c/q)٢ ≤ d q∑لذا
i=١(c/q)

٢ ≤ d بنابراین است. محدب
بخش آن ها به (که شود. افراز B و A مجموعه دو به V (G) و رأس n با گراف ی G کنید فرض
یال های که ͬ شوند م تقسیم دسته سه به G گراف یال های حال . A ∩ B = ∅ که طوری به ͬ گوییم) م
قرار ی΄ͬ در یا B در دو هر ، A در انتهایش هردو اینکه به که ͬ نامیم م متصل یال های را B یال های و A
آن گاه . باشد G از متصل یال های از ی΄ͬ از بیش شامل G در خوشه ی اگر دارد. بستگͬ باشد داشته
آن گاه باشد زیاد متصل یال های تعداد اگر باشد. دو) هر (یا B یال های یا A یال های از برخͬ شامل باید
خوشه ها از کمͬ تعداد به G در متصل یال های ترکیب برای G از B یال های یا A یال های کافͬ اندازه به
آن بخش ها از ی΄ͬ که درصورتͬ cp(G) در پایین کران ی [١٣] اردمن و فوردی اردیش، ندارد. وجود

کردند. مطرح باشد نداشته را یال ها
G اگر .A∩B = ∅ به طوری که A,B ⊆ V (G) و باشد رأس n با گراف ی G کنید فرض .٢ . ٧ . ٢ لم
آن گاه باشد. بخش دو بین یال های c و نباشد B بخش در یالͬ هیچ و باشد A بخش در یال  K دارای

cp(G) ≥ c٢

(٢k + c)
.

دارای i خوشه آن گاه باشد. ei متصل یال های در خوشه i و q خوشه های توسط افراز ی G اگر برهان.
q∑و

i=١ ei = c لذا است. A ͽضل در یال ei(ei − ٢/(١

k ≥
q∑

i=١

ei(ei − ١)
٢ =

١
٢

(
q∑

i=١
e٢i −

q∑
i=١

ei

)
=
١
٢

(
q∑

i=١
e٢i − c

)
,

.∑q
i=١ e

٢
i ≤ ٢k + c بنابراین



١٩ اردیش‐فوردی‐اردمن قضیه

آوردیم. بدست خوشه ی م΄مل از خوشه ای افراز عدد برای پایین کران ی ترتیب بدین

، ١ < m < n برای .٢ . ٧ . ٣ قضیه

cp(Kn \Km) ≥
(n−m)m٢

(n− ١) .

، ٢ . ٧ . ٢ لم به بنا k =

(
n−m

٢

)
و c = m(n−m) دهید قرار برهان.

cp(Kn \Km) ≥
(n−m)٢m٢

(n−m)(n−m− ١) +m(n−m)
=

(n−m)m٢

(n− ١) .

تغییر ی با [١٣] اردمن و فودری اردیش، خوشه، ی م΄مل برای بالا کران ی آوردن بدست برای
از ی΄ͬ کردند. استفاده تصویری صفحه برای هم آن ها بود کرده استفاده [٢۶] والیس که استراتژی از
این حل برای نباشد. اول q توان که وقتͬ است تصویری صفحه های از دانش داشتن عدم ما مش΄لات

ͬ کنیم. م استفاده زیر لم از مش΄ل

آن گاه باشند. متوالͬ اول اعداد p < q اگر به طوری که دارد وجود α ∈ [١/٢,١) ثابت ی .۴ . ٢ . ٧ لم

q − p = O(pα).

α = ٢١
۴٠ برای قبل لم ح΄م که دادند نشان [٣] در پینتز٢٠ و هارمن١٩ باکر١٨، که است ذکر به لازم

است. برقرار
دادند نشان [١٣] اردمن و فودری اردیش، آفین، صفحه از استفاده با خوشه ای افراز ی ساختن برای

آن گاه باشد. √n < m < n بزرگ کافͬ اندازه به n برای و m = f(n) اگر که

cp(kn \ km) < m٢ + o(m٢).

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای آن گاه √n < m < n و m = f(n) کنید فرض .۵ . ٢ . ٧ قضیه

cp(Kn \Km) < m٢ + o(m٢).

t مرتبه از تصویری صفحه ی و t ≥ m به طوری که باشد صحیح عدد کوچ΄ترین t کنید فرض برهان.
داریم ثابت c, α ∈ [١/٢,١) برای و بزرگ کافͬ اندازه به m ،برای ۴ . ٢ . ٧ لم به بنا باشد. داشته وجود

m ≤ t ≤ m+ cmα,

١٨Baker
١٩Harman
٢٠Pintz
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همه ی و کنید انتخاب L خط ی t مرتبه از تصویری صفحه ی در . t٢ = m٢ + o(m٢) بنابراین
حذف را نقطه (t٢−n)− (t−m) مجموع در خطوط سایر از کنید حذف آن ها از mتا جز به را L نقاط
استفاده روش این از دارند قرار انتخابی خط روی آن ها m تای که است مانده باقͬ نقطه n نهایت در کنید

بنابراین دهیم. ارائه خوشه t٢ + t− ١ به Kn \Km از خوشه ای افراز ی تا ͬ کنیم م

cp(Kn \Km) ≤ t٢ + t− ١ < m٢ + o(m٢).

آن گاه باشد. m ≥
√
n و m = o(n) اگر .۶ . ٢ . ٧ قضیه

cp(Kn \Km) ∼ m٢.

قضیه از بزرگ کافͬ اندازه به n برای پایین، کران ی برای آن گاه m ≥
√
n و m = o(n) اگر برهان.

داریم ٢ . ٧ . ٣
cp(Kn \Km) ≥

(n−m)m٢

n− ١ ∼ m٢.

داریم ۵ . ٢ . ٧ قضیه از بزرگ، کافͬ اندازه به n برای بالا کران ی برای و

cp(Kn \Km) ≤ m٢ + o(m٢) ∼ m٢,

که زمانͬ که کنید توجه .cp(Kn \ Km) ∼ n که دید خواهیم بعدی بخش در m ≤
√
n اگر

داریم ٢ . ۶ . ٢ قضیه طبق ١/٢ ≤ c ≤ ١ برای m = cn

cp(Kn \Km) ∼
(١− c)(٣c− ١)

٢c٢ m٢,

. ۵
٣٢n

٢ داریم c = ٣/۴ اگر و ١
٨n

٢ آن گاه c = ١/٢ اگر

کوچ گراف های م΄مل ٢ . ٨
عدد برای است. Km همان H که کردیم بررسͬ را Kn \H گراف از خوشه ای افراز عدد قبلͬ بخش در
موضوع این به زیر قضیه بیان با ؟ گفت ͬ توان م چه نباشد خوشه ی H اگر Kn \H از خوشه ای افراز

ͬ پردازیم. م
باشد. گراف ی H کنید فرض .٢ . ٨ . ١ قضیه

آن گاه باشد. کمتر یا √n ، H رئوس تعداد اگر .١

cp(Kn \H) = o(n).



٢١ کوچ گراف های م΄مل

آن گاه باشد. داشته رأس o(√n) ، H اگر .٢

cp(Kn \H) ∼ n.

دارد رأس √n حداکثر بخش هر و است بخش O(
√
n) دارای که باشد H زیرگراف ی H ′ اگر .٣

آن گاه باشد. H ′ بخش های بین یال های O(
√
n) اگر این بر علاوه

cp(Kn \H) = O(n٣/٢).

کوچ΄ترین را t باشد. رأس hدارایH و کند صدق قضیه شرط سه از ی΄ͬ Hدر گراف کنید فرض برهان.
بنا باشد داشته وجود t مرتبه از تصویری صفحه ی و t ≥ √

n به طوری که ب·یرید نظر در صحیح عدد
به بنا لذا است. Kt٢+h \H از القایی زیرگراف ی Kn \H بنابراین . t٢ = n + o(n) ،۴ . ٢ . ٧ لم به

داریم ٢ . ١ . ٢ لم
cp(Kn \H) ≤ cp(Kt٢+h \H).

نسخه ی و ب·یرید نظر در t مرتبه از تصویری صفحه ی .آن گاه کند صدق (٢) یا (١) در H کنید فرض
که مسیری چنین در رئوسͬ با صفحه ی از نقاطͬ بسازید. H از متمایز زیرگراف ی با Kt٢+t+١ از
h ≤ t ͬ تواند م بنابراین ͬ نامند م B را آن که ͬ شود م شناسایی بلوک ی از نقاطͬ با هستند H از رئوسͬ
ͬ کنیم. م حذف را است H به متعلق که آن هایی جز به B از نقاطͬ همه ی Kt٢+t+١ از آن گاه باشد.
یا t اندازه از خوشه ها باقیمانده و h اندازه از خوشه ی با t٢+ t+١ خوشه های به افراز Kt٢+h درنتیجه
cp(Kh\H) خوشه های از استفاده با Kh\H از خوشه ای افراز ی با را h اندازه از خوشه ای است. t+١
است. t٢+ t+ cp(Kh \H) خوشه های به Kt٢+h \H از خوشه ای افراز ی این که ͬ کنیم م جای·زین

بنابراین
cp(Kn \H) ≤ cp(Kt٢+h \H) ≤ t٢ + t+ cp(Kh \H),

داریم پس cp(Kh \H) ≤ ١
٢h(h− ١) < t٢ آن گاه کند. صدق (١) در H اگر

cp(Kn \H) = O(t٢) = O(n),

cp(Kn\H) ≤ n+o(n)بنابراین ١
٢h(h−١) = o(n) hلذا = o(

√
n) آن گاه کند. صدق (٢) Hدر اگر

لذا است. cp(Kn \H) ≥ n−
√
n اما

cp(Kn \H) ∼ n,

صفحه ی در نقاطͬ با تواند مͬ H رئوس بنابراین کند صدق (٣) در H که کنید فرض درنهایت
را آن ها است. r = O(

√
n) بلوک های در H ′ از یال هایی به طوری که شوند ی΄ͬ t مرتبه از تصویری

لذا نیست. H ′ در که دارد وجود H در یال e = O(
√
n) کنید فرض ͬ نامیم. م B١, B٢, . . . , Br

حداکثر به افرازی ͬ تواند م Kt٢+t+١ \H

t٢ + t+ ١− (r + e) + (r + e)(n/٢) ≤ n+ o(n) +O(n٣/٢) = O(n٣/٢),
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از یال هایی شامل بلوک هر و بلوک e حداکثر شامل و ندارد وجود H ′ در که H از یال هایی باشد. خوشه
نشده ی΄ͬ H از رأسͬ با که نقاطͬ حذف با بنابراین باشد، یال n/٢ از کمتر به افرازی ͬ تواند م است H

داریم. خوشه O(n٣/٢) حداکثر با Kn \H از خوشه ای افراز ی باشد،
آن گاه باشد. Km گراف H اگر m ≤

√
n برای که کنید توجه

cp(Kn \Km) ∼ n,

زیر قضیه ۶ . ٢ . ٧ قضیه امتداد در بنابراین شد. خواهد صفر (١) ٢ . ٨ . ١ قضیه اثبات در cp(Kh \H) که
ͬ کنیم. م مطرح را

آن گاه ،m = o(n) اگر .٢ . ٨ . ٢ قضیه
cp(Kn \Km) ∼ max{n,m٢},

که باشد H زیرگراف ی H ′ اگر که ͬ کند م دلالت موضوع این بر (٣) ٢ . ٨ . ١ قضیه اثبات کلͬ طور به
باشد. مؤلفه ها این به متصل یال o(n) و دارد رأس √n حداکثر مؤلفه هر و است مؤلفه O(

√
n) دارای

آن گاه
cp(Kn \H) = o(n٢).

کامل تطابق و دورها مسیرها، م΄مل ٢ . ٩
برای بهتری کران ͬ توانیم م ب·یریم، نظر در خاص گراف ی برای (٣) ٢ . ٨ . ١ قضیه در ثابت H ی اگر
م΄مل از خوشه ای افراز عدد گرفتن نظر در کلͬ طور به کنیم. فراهم H م΄مل از خوشه ای افراز عدد

هستند. رأس n با هری Mn کامل تطابق ی و Cn دور ی ،Pn مسیر ی
برای ͬ کند. م مشخص باشد زوج n که جایی را رأس n با کامل تطابق ی م΄مل M̄n نامه پایان این در
بار اولین [٢٢] ارلین ͬ کنیم. م استفاده Kn \Mn−١ گراف م΄مل برای M̄n از باشد فرد n اگر راحتͬ
ϵ هر برای که داد نشان [٢٧] والیس پرسید. کامل تطابق ی م΄مل از خوشه ای افراز عدد درباره ی
به n برای [١۵] والیس و گینس٢٢ م گرگوری٢١، بعدها است. cp(M̄n) = o(n١+ϵ) ،ϵ > ٠ و ثابت

که کردند ثابت بزرگ کافͬ اندازه

n ≤ cp(M̄n) ≤ (١+ o(١))n log٢ log٢ n,

. cp(M̄n) ∼ n که زدند حدس و
نشان که شد مطرح [٢٩] والیس توسط دور ی م΄مل از خوشه ای افراز عدد به توجه با نتیجه اولین
[٢٨] والیس کرد. استفاده استدلال همان از کامل تطابق ی م΄مل برای و است cc(C̄n) <

٣
١۶n

٢ داد
است. cp(P̄n) ≤ (١+o(١))n log٢ log٢ n که کرد ثابت بزرگ کافͬ اندازه به n برای و مسیر ی برای

٢١Gregory
٢٢McGuinness
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هر که داد توسعه H از م΄ملͬ به ͬ توان م را این که نکرد) اثبات (اما کرد مطرح همچنین [٢٨] والیس
که کردند ثابت n ≥ ١١ برای [١٠] گرگوری و کان٢٣ بنابراین ͬ نامیم. م Cn را دو یا ی درجه از رأس

داریم دور ی م΄مل برای و است cp(C̄n) ≥ n

n ≤ cp(C̄n) ≤ (١+ o(١))n log٢ log٢ n,

داریم مسیر ی م΄مل برای لذا است. cp(P̄n) ≥ cp(C̄n−١) ،٢ . ١ . ٢ لم به بنا

n− ١ ≤ cp(P̄n) ≤ (١+ o(١))n log٢ log٢ n.

اثبات را cp(P̄n) ≤ (١ + o(١))n log٢ log٢ n که نتیجه این [٢٨] والیس توسط نامه پایان این در
O(n log٢ log٢ n) که cp(M̄n) و cp(C̄n)دادن نشان برای نتیجه این که باشید داشته توجه کرد. خواهیم

ͬ شود. م استفاده ٢ . ١ . ٢ لم به بنا هستند
داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای آن گاه باشد. رأس n با مسیر ی P̄n اگر .٢ . ٩ . ١ قضیه

cp(P̄n) ≤ (١+ o(١))n log٢ log٢ n.

دهید قرار .cp(P̄n) ≤ cp(P̄r) داریم ٢ . ١ . ٢ لم به بنا n ≤ r برای که باشید داشته توجه برهان.
.de ≥ n به طوری که ب·یرید صحیح عدد کوچ΄ترین را e و d = ⌊

√
n⌋

آفین صفحه ی ی در را P̄n مسیر ی . t ≥ √
n که طوری به ب·یرید اول توان کوچ΄ترین بعنوان را t

از را d جز به همه و شده انتخاب ͬ شود م نامیده P١ که موازی کلاس ی ͬ دهیم. م قرار t مرتبه از
جز به را خطوطش از t − e و ͬ کنیم م انتخاب P٢ دی·ر موازی کلاس ی حال ͬ کنیم م حذف خطوط
ی با را j خط ͬ دهیم. م نشان aij با را P٢ از j خط با P١ از i خط ͽتقاط نقطه ͬ کنیم. م حذف e خط
جای·زین j = ١,٢, . . . , e برای (a١j, a٢j, . . . , adj) مسیر از م΄ملͬ توسط خصوص به P̄d از نسخه
م΄مل توسط را P١ از d خط و (a١١, a١٢, . . . , a١e) مسیر م΄مل توسط P١ از ١ خط حال ͬ کنیم. م
جای·زین و بلوک e + ٢ انتخاب دادیم انجام ما که آنچه ͬ کنیم. م جای·زین (ad١, ad٢, . . . , ade) مسیر
این با است. باقیمانده نخورده دست بلوک ها بقیه که حالͬ در است مسیرها از نسخه هایی با آن ها کردن
داریم. t مرتبه از آفین صفحه ی در اضافͬ یال e − ١ با امتداد در Ped شده جای·ذاری مسیر ی کار

لذا

cp(P̄n) ≤ cp(P̄ed) ≤ t٢ + t− (e+ ٢) + e cp(P̄d) + ٢cp(P̄e) + e− ١,

≤ t٢ + t− ٣+ e cp(P̄d) + ٢[cp(P̄d) + ٣d− ١]

لذا e ≤ d+ ٣ به طوری که باشد ͬ تواند م خوشه cp(P̄d) + ٣d− ١ حداکثر به افراز هایی P̄e بنابراین

cp(P̄n) ≤ t٢ + d cp(P̄d) + ۵ cp(P̄d) + t+ ۶d− ۵

≤ t٢ + d cp(P̄d) + o(d٢).

٢٣Caen
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به طوری که c(x) = cp(P̄⌊x⌋) ͬ دهیم م قرار ͬ کند، م صدق قضیه در مسیر شرط (٣) ٢ . ٨ . ١ قضیه به بنا

c(x) ≤ t٢ +
√
xc(

√
x) + o(x),

بنابراین باشد. √n از بزرگتر صحیح عدد نزدی΄ترین t که جایی

c(x) ≤ x+
√
xc(

√
x) + o(x),

داریم بزرگ کافͬ اندازه به x ،برای آ  . ١ . ١ لم به بنا

c(x) ≤ (١+ o(١))x log٢ log٢ x.

.

جنگل م΄مل ٢ . ١٠
مجموعه آن گاه باشد. رأس n با جنگل ی Fn اگر این که اثبات برای تصویری صفحه ی از بخش این در
استفاده با همچنین و ͬ کنیم م استفاده باشد خوشه O(n(log٢ n)

log٢ ٣) به افرازی ͬ تواند م F̄n یال های
ͬ پردازیم. م آن حل به قبل فصل تکینک های از

به طوری که کنیم افراز √n حداکثر اندازه با مؤلفه هایی به را Fn ͬ توانیم م که بدانیم است نیاز ابتدا اما
تعداد استفاده به مربوط این آن گاه باشند کوچ مؤلفه ها اگر کنند. ͽقط را رأس ی حداکثر مؤلفه دو
بنابراین است. لازم F̄n افراز برای خوشه ها تعداد افزایش پس است تصویری صفحه از بلوک ها از زیادی

کرد. خواهیم مطرح مؤلفه اندازه برای پایین کران ی
از خوشه ای افراز ی به ͬ تواند م F̄n برای خوشه ای افراز ی ͬ کنیم، م کار درخت ها با که ͬ کنیم م فرض
یال n − ١ حداکثر کردن اضافه با یابد، گسترش E(Fn) ⊆ E(Tn) با Tn درخت تعدادی مؤلفه های

ͬ آید. م بدست F̄n از خوشه ای افراز ی ( E(Tn) \ E(Fn)) یال های جمله (از

{T ١, T ٢, . . . , T r} زیردرخت های از خانواده ای ی Tn درخت ی از درختͬ افراز ی .٢ . ١٠ . ١ تعریف
داشته i ̸= j هر برای و Tn = ∪r

i=١T
i و باشد درخت زیر ی در دقیقا Tn از یال هر به طوری که . است

باشیم
|V (T i) ∩ V (T j)| ≤ ١.

است هموار ‐(k, b) درختͬ افراز ی ͬ گوییم م b > ١ و ٢ ≤ k ≤ n که k و b مثبت صحیح اعداد برای
خوشه ای افراز ی که کرد خواهیم ثابت .k/b ≤ |T i| ≤ k باشیم داشته i = ١,٢, . . . , r برای اگر

دارد. وجود به همیشه Tn از (٣,k)‐هموار

باشد. مثبت صحیح عدد ی ٢ ≤ k ≤ n و باشد رأس n با درخت ی Tn کنید فرض .٢ . ١٠ . ٢ لم
دارد. وجود Tn از (٣,k)‐هموار خوشه ای افراز ی آن گاه
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توجه باشد. مثبت صحیح عدد ی ٢ ≤ k ≤ n و باشد رأس n با درخت ی Tn کنید فرض برهان.
درختͬ افراز ی که است واض دارد. وجود درخت زیر دو به Tn از درختͬ افراز ی همیشه که کنید
مشاهده برای است. n/٣ ≤ |T i| ≤ ٢n/٣ ،i = ١,٢ ازای به به طوری که دارد وجود Tn از {T ١, T ٢}
و است رسیده حداقل به ||V (T ١)| − |V (T ٢)|| که طوری به Tn از {T ١, T ٢} دلخواه درختͬ افراز ی
باشد، n/٣ ≤ |T i| ≤ ٢n/٣ ،i = ١,٢ برای اگر باشند. υ مشترک رأس دارای T ٢ و T ١ کنید فرض
حداقل به ||V (T ١)| − |V (T ٢)|| به طوری که .|T ١| < n/٣ که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون
T ٢ از {J١, J٢} درختͬ افراز ی برای است. T ٢ رأس های از رأس دو حداقل مجاور υ و است رسیده

آن گاه باشند. υ مشترک رأس دارای J٢ و J١ به طوری که
٢n
٣ + ١ < {|T ١|+ |J١|}+ {|T ١|+ |J٢|} <

۴n
٣ + ١,

یا n/٣ < |V (T ١ ∪ J١)| < ٢n/٣ لذا است. ٢n/٣ + ١ < ٢|T ١| + |T ٢| + ١ < ۴n/٣ + ١  که
دارای که درخت زیر دو از متش΄ل Tn از درختͬ افراز ی بنابراین .n/٣ < |V (T ١ ∪ J٢)| < ٢n/٣

کردیم. ایجاد ٢n/٣ و n/٣ بین اندازه با مشترک رأس ی
بالا استدلال از استفاده با درختان بارها کرد. خواهیم ایجاد Tn از S ‐هموار (k,٣) خوشه ای افراز ی
k/٣ ≤ |T i| ≤ k به S از T i زیردرخت های همه ی برای آن گاه ͬ شوند. م تقسیم k از بیش اندازه با
تقسیم را زیرگراف ی بار هر و ͬ گیریم م نظر در را Tn از (٣,k)‐هموار خوشه ای افراز ی داریم. نیاز

دارند. مشترک رأس ی دقیقا درخت دو نتیجه در ͬ کنیم م
و n ∈ N آن در که ͬ کنیم م تعریف زیر در را h(x) و g(n) توابع بعدی اثبات در بودن راحتر برای

است، x ∈ R+

g(n) = max{cp(T̄n) : است n رئوس روی درخت ی Tn},

h(x) = max{cp(K٩⌊x⌋ \ T⌊x⌋) : است ⌊x⌋ رئوس روی درخت ی T⌊x⌋},

است. Tn درخت هر برای cp(T̄n) ≤ g(n) و g(n) ≤ h(n) که کنید توجه
داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای آن گاه باشد. رأس n با جنگل ی Fn اگر .٢ . ١٠ . ٣ قضیه

cp(F̄n) = O(n(log٢ n)
log٢ ٣).

خوشه ای افراز ی به ͬ تواند م F̄n برای خوشه ای افراز ی ͬ کنیم، م کار درخت ها با که کنید فرض برهان.
خوشه ای افراز به یال O(n) است، E(Fn) ⊆ E(Tn) که Tn درخت تعدادی برای یابد. گسترش T̄n از

است. cp(T̄n) ≤ g(n) لذا ͬ کنیم، م اضافه F̄n از
ی Tn کنید فرض .g(n) = O(n(log٢ n)

log٢ ٣) که دهیم نشان است کافͬ Tn درخت هر برای
عدد کوچ΄ترین t کنید فرض باشد. h(n) = cp(K٩n \ Tn) به طوری که باشد رأس n با درخت
داریم ۴ . ٢ . ٧ لم به بنا دارد. وجود t مرتبه از تصویری صفحه ی و t ≥ ۴√n + ١١ که باشد صحیح
ی S = {T ١, T ٢, . . . , T r} که کنید فرض حال .t٢ = ١۶n+ o(n) بنابراین t = ۴√n+ o(

√
n)
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برای آن گاه است. آمده وجود به ٢ . ١٠ . ٢ لم به بنا که است Tn از هموار ‐(⌊
√
n⌋,٣) خوشه ای افراز

داریم i = ١,٢, . . . , r

⌊
√
n⌋
٣ ≤ |T i| ≤ ⌊

√
n⌋,

i = ٢,٣, . . . , r برای که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون

V (T i) ∩

(
i−١∪
j=١

V (T j)

)
= {υi},

لذا داریم. نیاز |T ١|+ (|T ٢| − ١) + (|T ٣| − ١) + · · ·+ (|T r| − ١) = n به که کنید توجه و

r ≤ ٣(n− ١)√
n− ۴ ,

ی .r ≤ ٣√n + ١٣ داریم باشد بزرگ کافͬ اندازه به n اگر آن گاه √n ≤ ⌊
√
n⌋ + ١ به طوری که

را {B١, B٢, . . . , Br} بلوک های ͬ توان م که ͬ کنیم م ادعا کنید. انتخاب t مرتبه از تصویری صفحه
بلوک های و تصویری صفحه از نقاط همان با Tn از رأس دو بدون باشد، T i شامل Bi به طوری که  یافت
بلوک از نقاطͬ با T ١ از رئوسͬ باید ابتدا . ͬ کنیم م شناسایی T i زیرگراف از ترکیب همان با درختͬ Bi

ͬ شود م تلفیق ω٢ نقاط همان با υ٢ رأس که ͬ گوییم م تصویری صفحه از B١ را آن کنیم تلفیق دلخواه
بلوک های که داد خواهیم نشان ͬ شوند. م تلفیق B١ \ {ω٢} از نقاطͬ با دلخواه T ١ از دی·ر رأس های و

کنند. صدق شرایط در که ͬ کنیم م پیدا را B٢, B٣, . . . , Br

به طوری که کردیم تلفیق Bi−١ از نقاطͬ با را T i−١ از رئوسͬ این از پیش ،٢ ≤ i ≤ r برای کنید فرض
از (متفاوت ب·یرید نظر در Bi بلوک ی شود. تلفیق j ≤ i − ١ که Bi بلوک از ωi نقاط با υi رأس
این که t+ ١ ≥ ۴√n+ ١١ که دارد وجود بلوک ی باشد. ωi نقاط شامل که ( B١, B٢, . . . , Bi−١

Ti از رئوسͬ ( است شده استفاده بلوک r ≤ ٣√n + ١٣ حداکثر (و است. ωi نقاط شامل بلوک ها
از نقاطͬ با T i از دی·ر رأس های و ͬ شود م تلفیق ωi با υi که طوری به ͬ شود م تلفیق Bi از نقاطͬ با
Bi ی΄دی·ر در که است B١ ∪B٢ ∪ · · · ∪Bi−١ از از نقاط مجموعه  ای W که ͬ شود م تلفیق Bi \W
ͽقط نقطه ی حداکثر در را دی·ری بلوک هر Bi به طوری که |W | < r که کنید توجه ͬ کنند. م ͽقط را
درخت هر و دارد نقطه t + ١ ≥ ۴√n + ١٢ بلوک هر که شود انجام ͬ تواند م تطابق این و ͬ کند  م
حداقل که Bi بلوک از نقطه r − ١ ≤ ٣√n+ ١٢ حداکثر و باشد داشته رأس ⌊√n⌋ ≤

√
n حداکثر

که است {B١, B٢, . . . , Br} بلوک های از مجموعه ای ی این ͬ شود. م تلفیق T i با که دارد نقطه √n

داریم ٢ . ١ . ٢ لم به بنا لذا است. T̄n از یال هایی شامل

g(n) ≤ h(n) = cp(K٩n \ Tn) ≤ cp(Kt٢+t+١ \ Tn),
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داریم پس است. Tn از یال هایی شامل که است Bi بلوک های اندازه r به طوری که

h(n) ≤ t٢ + t+ ١− r +
r∑

i=١
cp(K|Bi| \ T i)

≤ O(n) +
r∑

i=١
cp(K|Bi| \ T i)

≤ O(n) +
r∑

i=١
cp(K٩⌊√n⌋ \ T i).

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای ، ۴ . ٢ . ٧ لم به بنا نامساوی آخرین از

t+ ١ ≤ ۴
√
n+ o(

√
n) ≤ ٩⌊

√
n⌋.

داریم p ≤ q برای ،٢ . ١ . ٢ طبق آن گاه باشد. Tq از القایی زیرگراف ی Tp اگر که کنید توجه اما
بنابراین دهیم. گسترش ⌊

√
n⌋ به را T i درخت ͬ توانیم م لذا است. cp(T̄p) ≤ cp(T̄q) + q − p

h(n) ≤ O(n) + r·h(
√
n)

≤ O(n) + (٣
√
n+ ١٣)h(

√
n)

= O(n) + ٣
√
nh(

√
n).

و h(√n) = O(n) لذا
h(x) ≤ O(x) + ٣

√
xh(

√
x),

داریم r(z) = h(x)/x و z = log٢ log٢ x دادن قرار و x کردن تقسیم با

r(z) ≤ O(١) + ٣· r(z − ١).

بنابراین
r(z) = O(٣z),

بزرگ، دلخواه ( z بنابراین (و x برای

h(x) < O(x٣z) = O(x(log٢ x)
log٢ ٣),

لذا
g(n) = O(n(log٢ n)

log٢ ٣).

ͬ زنیم م حدس .limn→∞
cp(F̄n)

n
= ∞ به طوری که باشد جنگل ی Fn اگر که بدانید است جالب

است. مم΄ن O(n log٢ log٢ n) از کران ی که



خوشه ای افراز ٢٨

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای آن  گاه باشد. رأس n با جنگل ی Fn اگر .٢ . ١٠ . ٣ . ١ حدس
cp(F̄n) = O(n log٢ log٢ n).

هستند (١+o(١))√n اندازه از هری که مؤلفه (١+o(١))√n بر ͬ توان م را Fn که هستیم معتقد
آن گاه باشد درست این اگر کنند. ͽقط را ی΄دی·ر رأس ی حداکثر در مؤلفه دو هر به طوری که کرد افراز

.O(n log٢ log٢ n) داریم ٢ . ١٠ . ٣ قضیه از

کرانداری درجه حداکثر با گراف م΄مل ٢ . ١١
آلون٢۴ از است. یافته توسعه طور چشم·یری به اخیرا گراف نظریه در احتمالاتͬ روش های از استفاده
ͬ کنیم. م پیروی [۵] لنز٢٧ و جانی΄ل٢۶ ،٢۵ بث از اشتاینر سیستم های خصوص در و ͬ کنیم م استفاده [٢]

از است عبارت S(n, k) ی وجود برای برای لازم شرایط

n ≡ ١ mod k − ١,

n(n− ١) ≡ ٠ mod k(k − ١).

ها n ∈ N همه برای تقریبا S(n, k) ی وجود برای فوق شرایط که ͬ دهد م نشان [۵] ویلسون٢٨ قضیه
به طوری که دهد نمͬ ثابت و روشن n٠(k) ی ویلسون توسط شده ارائه اثبات های چه اگر است. کافͬ
نشان چانگ٢٩ اخیرا کند. فراهم را لازم شرایط و باشد داشته وجود n ≥ n٠(k) برای S(n, k) ی
نشان بعدی قضیه در شود). [۵]مراجعه منبع ٨٠٠ صفحه (به است n٠(k) ≤ exp(exp(kk٢)) که داده
به باعث اشتاینر سیستم ی وجود آن گاه باشد، کرانداری درجه حداکثر با گراف ی G اگر که ͬ دهیم م

ͬ شود. م Ḡ از افراز ی آمدن وجود
آن در که باشد ∆ = o(n/ log۴ n) درجه حداکثر و رأس g با گرافͬ G کنید فرض .٢ . ١١ . ١ قضیه
سیستم ی اگر و باشد بزرگ کافͬ اندازه به n اگر . k = ⌈

√
n/

√
٢∆⌉ کنید فرض است. n = O(g)

آن گاه باشد. داشته وجود S(n, k) اشتاینر

cp(Ḡ) = O(n٣/٢
√
∆(log٢ n)

٢).

با اشتاینر سیستم ی S(X,B) و ͬ کنند م صدق قضیه شرایط در K و n ، G کنید فرض برهان.
ثابتͬ مجموعه اینکه احتمال نقاط، از تصادفͬ جای·شت ی برای باشد. نقطه n با k اندازه از بلوک هایی
همان روی بر ثابتͬ گراف G که کنید فرض است. ١/

(
n

k

)
دقیقا باشد، B در ثابتͬ بلوک ی k نقاط از

٢۴Alon
٢۵Beth
٢۶Jungnickel
٢٧Lenz
٢٨Wilson’s theorem
٢٩Chang



٢٩ کرانداری درجه حداکثر با گراف م΄مل

یال های با G زیرگراف دهنده نشان GB که کنید فرض و باشد ∆ درجه حداکثر با n نقاط از مجموعه
نظر در r صحیح عدد برای را |E(GB)| ≥ r پیشامد است. B ∈ B بلوک ی در مشمول فراگیر
برای HB در تطابق ی اندازه حداکثر اگر کنید، انتخاب r یال های با GB از را HB زیرگراف ب·یرید.
نشده اشباع تطابق حداکثر با که باشند داشته وجود HB از رأس s اگر و باشد i ≤ r ،i صحیح عدد ی

آن گاه باشند،

max

{r −
(
٢i
٢

)
٢i ,٠

}
≤ s ≤ r − i,

است پیشامد این دهنده نشان AB(i, s) کنید فرض .si = (r −
(
٢i
٢

)
)/٢i دهید قرار سهولت برای

i اندازه با M تطابق تثبیت با است. رأس s+٢i دارای HB و i اندازه دارای HB در تطابق بزرگترین که
V (M)∪S = HB که دارد وجود رئوس از S مجموعه ی انتخاب برای روش (٢i∆)s حداکثر ،G در

لذا دارد. وجود G از B \ V (HB) رئوس انتخاب برای روش
(
n− ٢i− s

k − ٢i− s

)
بنابراین باشد.

P[AB(i, s)] ≤
١(
n

k

)(∆n

i

)
(٢i∆)s

(
n− ٢i− s

k − ٢i− s

)
.

که گرفت نتیجه ͬ توان م لذا ،{|E(GB)| ≥ r} ⊂ ∪i,sAB(i, s) که آنجایی از

P[|E(GB)| ≥ r] ≤ ١(
n

k

) r∑
i=١

r−i∑
s>si
s≥٠

(
∆n

i

)
(٢i∆)s

(
n− ٢i− s

k − ٢i− s

)
.

ͬ کنیم م استفاده زیر نامعادله از راست سمت جمͽ های حاصل زدن تخمین )برای
a− t

b− t

)
(
a

b

) <
bt

at
,

به طوری که است صحیح عدد بزرگترین j که کنید فرض

r −
(
٢j
٢

)
≥ ٠,

آن گاه .k = ⌈
√
n/

√
٢∆⌉ دهید قرار −٢/r√است. ١ ≤ j ≤

√
r/٢+ ١ قطعا که

P[|E(GB)| ≥ r] ≤
r∑

i=١

r−i∑
s>si
s≥٠

(
∆n

i

)
(٢i∆)s

(
n− ٢i− s

k − ٢i− s

)
(
n

k

)
<

r∑
i=١

r−i∑
s>si
s≥٠

(∆n)i(٢r∆)s
k٢i+s

n٢i+s



خوشه ای افراز ٣٠

=
r∑

i=١

(∆k٢

n

)i r−i∑
s>si
s≥٠

(
٢rk∆
n

)s

≤
j∑

i=١

(١
٢
)i r−i∑

s=si

(١
٢
)s

+
r∑

i=j+١

(١
٢
)i r−i∑

s=٠

(١
٢
)s

(∗)

≤ ٢
j∑

i=١

(١
٢
)i(١

٢
)si

+ ۴
(١
٢
)j+١

=
√
٢

j∑
i=١

(١
٢
)r/(٢i)

+
(١
٢
)j−١

≤
√
٢j
(١
٢
)r/(٢j)

+
(١
٢
)j−١

.

فرض و r = ٢(log٢(٢n٢∆))٢ که است درست صورتͬ در (٢rk∆)/n ≤ ١/٢ که باشید داشته توجه
بزرگ کافͬ اندازه به n برای کنید

∆(log٢ n)
۴

n
−→ ٠,

بالا عبارت ͬ خواهیم م است، (*) حاصل بنابراین است دلخواه k انتخاب .∆k٢/n ≤ ١/٢ همچنین
یعنͬ باشد. ١/|B| از √]کمتر

٢j
(١
٢
) r

٢j
+
(١
٢
)j−١]n(n− ١)

k(k − ١) < ١

هست آن چپ سمت اما

= O

(
n٢

k٢
j
(١
٢
) r

٢j

)

= O

(
∆n log٢(٢n٢∆)

(١
٢
) r

٢ log٢(٢n٢∆)+١

)

= O

(
∆n log٢(٢n٢∆)

(١
٢
)log٢(٢n٢∆)

)

=

(
log٢(٢n٢∆)

n

)

= O

(
log٢ n/n

)
.

آن گاه باشد. بزرگ کافͬ اندازه به n اگر و B ∈ B هر برای |E(GB)| < r مثبت احتمال با بنابراین

cp(Ḡ) < rk|B| = O(n٣/٢
√
∆ log٢ n).



٣١ کرانداری درجه حداکثر با گراف م΄مل

حدس لذا .o(n٢) از است عبارت قضیه در موجود عبارت باشد، ∆ = o(n/ log۴ n) آنکه شرط به
ͬ شود. م مطرح زیر

Ḡn خوشه ای افراز عدد آن گاه باشد. o(n٢) یال های و رأس n با گرافͬ Gn کنید فرض .٢ . ١١ . ١ . ١ حدس
. o(n٢) از است عبارت





٣ فصل
ای خوشه پوشش

مقدمه ٣ . ١
پوشش عدد و داده قرار بررسͬ مورد گراف ها در را خوشه ای پوشش مفهوم داریم قصد فصل این در
و دور مسیر، م΄مل برای را خوشه ای پوشش عدد ادامه در و کنیم. مشخص آن ها برای را خوشه ای

کنیم. بررسͬ جنگل

گراف کنسر و ͽمتقاط گراف  ٣ . ٢
از خوشه ای پوشش حداقل به cc(G) اندازه با G از خوشه ای پوشش ی خوشه ای، پوشش تعریف طبق
ͬ کنند. م صدق نیز خوشه ای پوشش برای ٢.٢ و ٢.١ بخش های در خوشه ای افراز نتایج ͬ کند. م اشاره G
حذف تأثیر برای دی·ری نتایج به [٧] داتون٢ و بری·هام١ . ٢ . ٢ . ١ قضیه و ٢ . ١ . ٢ لم ، ٢ . ١ . ١ لم جمله از

ͬ کنند. م اشاره گراف ی خوشه ای پوشش عدد روی بر یال و رأس
[١٨] هال٣ کنند، اثبات خوشه ای افراز برای را ٢ . ٢ . ١ قضیه [١۴] پوسا و گودمن اردیش آن که از قبل
داد پوشش خوشه ⌊n٢/۴⌋ حداکثر با ͬ توان م را رأس n با G گراف هر یال های مجموعه که کرد اثبات
ی ،G گراف ی خوشه ای افراز طرفͬ از باشند. مثلث ی از بزرگتر آن ها از ی هیچ نیست نیاز که
٢ . ٢ . ١ قضیه به توجه با پس داریم را cc(G) ≤ cp(G) نامعادله بنابراین است. نیز G از خوشه ای پوشش

١Brigham
٢Dutton
٣Hall



ای خوشه پوشش ٣۴

داریم
cc(G) ≤ cp(G) ≤ ⌊n٢/۴⌋,

. G ∼= K⌊n/٢⌋,⌈n/٢⌉ اگر تنها و اگر ͬ افتد م اتفاق تساوی و
بین است. مجموعه n از مجزا زیرمجموعه k از Ω(S) ͽمتقاط گراف م΄مل Kn:k کنسر گراف
و [٢۴] مارکزوویس΄۴ͬ اسپیلران به پرداختن که داریم را زیر رابطه خوشه ای پوشش و ͽمتقاط گراف های

است. ضروری [١۴] پوسا و گودمن اردیش
زیرمجموعه های Sاز = {S١, S٢, . . . , Sm} خانواده اگر تنها اگر cc(G) ≤ n ،Gگراف برای .٣ . ٢ . ١ قضیه

. G ∼= Ω(S) که باشد داشته وجود چنان [n] مجموعه
که G ∼= Ω(S) کنید فرض است. cc(G) ≤ n لذا G ∼= Ω(S) که ͬ کنیم م ثابت ابتدا برهان.
j ∈ [n] هر برای که کنید فرض همچنین است. Si ⊆ [n] و S = {S١, S٢, . . . , Sm} آن در
ͬ آورد، م وجود به خوشه ی Cj باشد |Cj| ≥ ٢ هرگاه پس است. Cj = {Si : j ∈ Si, i ∈ [m]}

.cc(G) ≤ n لذا است. n اندازه حداکثر با G خوشه ای افراز ی {Cj : |Cj| ≥ ٢} بنابراین
که معنͬ این به است. cc(G) ≤ n زیرمجموعه [n] از S خانواده برای که ͬ دهیم م نشان حال
قرار است. n اندازه با G خوشه ای پوشش ی {C١, C٢, . . . , Cn} کنید فرض است. G ∼= Ω(S)
S از ͽمتقاط گرافͬ G لذا .S = {Sυ : υ ∈ V (G)} و Sυ = {i ∈ [n] : υ ∈ V ∈ (Ci)} دهید

است.
G روی بر دی·ری عمل ͬ کند. نم تغییر cc(G) شوند، حذف G از جدا رئوس اگر که کنید توجه
اگر هستند ارز هم را x, y ∈ V (G) رئوس که ͬ دانیم م ͬ گذارد. نم تأثیر cc(G) بر که ͬ دهیم م انجام
باشد، ارز هم G دی·ر رأس با x اگر پس باشد. Γ(x)\{y} = Γ(y)\{x} ̸= ∅ و xy ∈ E(G)

آن در رأسͬ دو هیچ و است تنها رأس فاقد که گرافͬ به [١٧] جیارفاش۵ است. cc(G) = cc(G − x)

ͬ دهد. م نسبت پایین کران ͬ باشند نم ارز هم
آن در رأسͬ دو هیچ و است تنها رأس فاقد که باشد رأس n با گراف ی G کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه

داریم آن گاه ͬ باشند. نم ارز هم
cc(G) ≥ log٢(n+ ١).

υ١, υ٢, . . . , υn با رأس هایGرا باشد. k اندازه از حداقل Gو از خوشه ای پوشش یC کنید فرض برهان.
دهید قرار و است υi دارای که است C اعضای آن شامل Fi کنید فرض دهید. نشان

F = {F١, F٢, . . . , Fn}

Fiاست. ̸= ∅ ،i ∈ [n]برای لذا ندارد جدایی رأس Gهیچ که آن جایی از است. Gی΄ریخت پسΩ(F)با
υiυj /∈ E(G) اگر i ̸= j برای که کنید فرض است. Fi ̸= Fj ،i ̸= j برای که ͬ دهیم م نشان حال

۴Spilrajn-Marczewski
۵Gyárfás



٣۵ بخشͬ چند کامل گراف های خوشه ای پوشش

فرض طبق آن گاه باشد υiυj ∈ E(G) اگر هستند. هم از جدا مجموع های زیرا است. Fi ̸= Fj آن گاه
مجاورت در دقیقا υr به طوری که دارد وجود υr رأس ی r ∈ [n]\{i, j} برای بنابراین نیستند. ارز هم
.υjυr /∈ E(G) و υiυr ∈ E(G) کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون دارد. قرار υj و υi

و K ∈ Fi بنابراین ͬ دهد. م پوشش را υiυr یال که است خوشه ای K ∈ C کنید فرض همچنین
غیرتهͬ و مجزا زیر مجموعه های ، Fi مجموعه های که آن جا از . Fi ̸= Fj که ͬ دهد م نشان K /∈ Fj

لذا هستند [k] از
n = |F| ≤ ٢K − ١.

است. نظر مورد نتیجه که k ≥ log٢(n+ ١) بنابراین

با است. محدود n بی نهایت برای ٣ . ٢ . ٢ قضیه در موجود نامعادله که داد نشان [١٧] جیارفاش
داشته ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات در Fi مجموعه های اشتراکͬ ͬ های ویژگ درباره بیشتری اطلاعات اگر حال این
پوشش عدد در را پایین کران نتیجه در و برسیم ٢k − ١ از بهتری کران به |F| در ͬ توانیم م باشیم

بخشیم. بهبود خوشه ای

بخشͬ چند کامل گراف های خوشه ای پوشش ٣ . ٣
پوشش برای متناظر مسئله داشتیم. گراف ی م΄مل از خوشه ای افراز عدد به نگاهͬ ۵.٢ بخش در
پوشش در زیرا است. cc(Kn\Km) = m,m > ٢ برای مثال عنوان به است ساده ای مسئله خوشه ای

داریم. نیاز بفرد منحصر خوشه ی به Km رأس هر برای خود خوشه ای
و گرگوری است. کامل گراف های اجتماع م΄مل از خوشه ای پوشش عدد تعیین جالب تر مسئله
گرگوری نتیجه این ͬ کنند. م محاسبه را کامل تطابق ی م΄مل خوشه ای پوشش عدد [١۶] پولمن
نظر در کران هایی کامل، گراف های م΄مل خوشه ای پوشش عدد برای تا ͬ دهیم م تعمیم را پولمن و
که است Kt١,t٢,...,ts بخشͬ s کامل گراف کامل، گراف های اجتماع م΄مل که کنید توجه ب·یریم.
داشته ی΄سانͬ اندازه بخش ها همه ی اگر هستند. t١, t٢, . . . , ts اندازه دارای ترتیب به آن بخش های
بعد بخش در ͬ دهیم. م نشان Ks(t) با را گراف آن گاه t١ = t٢ = · · · = ts = t > ١ یعنͬ باشند

کرد. خواهیم اثبات را زیر قضیه

داریم بزرگ کافͬ اندازه به s برای آن گاه باشند. ثابت t > ١ و ٠ < ϵ < ١ اگر .٣ . ٣ . ١ قضیه

cc(Ks(t)) ≥ logb(st) +
١− ϵ

٢ logb logb(st)

است. b = t
(t−١)(t−١)/t که



ای خوشه پوشش ٣۶

خوشه ای پوشش و اردیش‐کو‐رادو قضیه ۴ . ٣
نظر در پایین کران Ks(t) خوشه ای پوشش عدد برای تا ͬ کنیم م استفاده [۶] رادو کو اردیش قضیه از
ͬ شود م مشاهده [۶] بولوباس۶ نظریه در که مجموعه ها نظریه در معمول تعاریف از همچنین و ب·یریم
که کرد. اثبات پادزنجیر ی اندازه حداکثر با را زیر قضیه [۶] اسپرنر٧ ١٩٢٨ سال در ͬ کنیم. م استفاده

است. F ⊈ G ،F ̸= G هر برای F در به طوری که است، مجموعه ها از F خانواده ی پادزنجیر ی
آن گاه است. [n] در پادزنجیر ی F کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه
|F| ≤

(
n

⌊n/٢⌋

)
.

k‐عضوی مجموعه های از ͽمتقاط خانواده ی اندازه حداکثر برای [۶] رادو کو اردیش ١٩۶١ سال در
ͬ باشد. م رادو کو اردیش قضیه که گرفت. نظر در بالا کران ی است n > ٢k آن در که [n] در

است. n ≥ ٢k آن در که باشد [n] در عنصر k مجموعه های از ͽمتقاط خانواده ی F اگر .٢ . ۴ . ٣ قضیه
همه که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ تساوی آن گاه باشد. n > ٢k اگر همچنین . |F| ≤

(
n− ١
k − ١

)
آن گاه

باشند. داشته مشترکͬ عنصر F در مجموعه ها
از دی·ری گونه آن گاه هستند. k حداکثر اندازه از آن مجموعه های که باشد متقاطعͬ پادزنجیر F اگر
استفاده [۶] ٨ کاتونا دایره روش نام به دی·ری تکنی از اثبات این کند. مͬ صدق رادو کو اردیش قضیه

ͬ کند. م
اندازه حداکثر با مجموعه ها از متقاطعͬ خانواده و پادزنجیر F اگر n ≥ ٢k کنید فرض .٣ . ۴ . ٣ قضیه

. |F| ≤
(
n− ١
k − ١

)
آن گاه باشد. [n] در k

پادزنجیر ی F به طوری که است [n] مجموعه های زیر از ͽمتقاط خانواده ی F که کنید فرض برهان.
را مرتب زوج های دارد. وجود n در دایره ای جای·شت ١

٢(n − ١)! دقیقا که باشید داشته توجه باشد.
که است F در مجموعه ای F و است [n] از دایره ای جای·شت ی π آن در که ͬ کنیم م فرض (π, F )

عضو K حداکثر ب·یرید. نظر در ثابت را π ویژه دایره ای جای·شت هر است. بازه ی π زیر در آن تصویر
(وحداکثر است ͽمتقاط اعضا سایر با F عضو هر زیرا است، بازه ی عنوان به π زیر در تصویرشان F از

است. k · ١٢(n− ١)! حداکثر (π, F ) مرتب زوج هلͬ تعداد بنابراین .( است K آن اندازه
دایره ای جای·شت های برای بازه ی تصویر F لذا ب·یرید. نظر در را F در F خاص عضو هر حال
جابه جا برای روش (n−|F |)! و F عناصر کردن جا جابه برای روش |F |! زیرا است، ١٢ .|F |!.(n−|F |)!
عبارت (π, F مرتب( زوج های تعداد بنابراین دارد. وجود دایره ای جای·شت برای مانده باقͬ عناصر کردن

از ∑است
F∈F

١
٢ · |F |! · (n− |F |)! ≤ k · ١٢(n− ١)!,

۶Bollobás
٧Sperner
٨Katona Circle Method



٣٧ متوازن ‐t خانواده های

که دهیم نشان است کافͬ بنابراین
|F| · k! · (n− k)! ≤

∑
F∈F

|F |! · (n− |F |)!,

∑اما
F∈F

|F |! · (n− |F |)!
k! · (n− k)!

=
∑
F∈F

[(
n

k

)
/

(
n

|F |

)]
≥
∑
F∈F

١ = |F|,

. |F | ≤ k ≤ n/٢ ،لذا F ∈ F هر برای
(
n

k

)
≥
(

n

|F |

)
بنابراین

متوازن ‐t خانواده های ۵ . ٣
کامل بخشͬ چند گراف ی خانواده این ͽمتقاط گراف یعنͬ باشد t‐متوازن خانواده ی F کنید فرض
قابل |F| که گفت ͬ توان م لذا باشند. t اندازه از آن مؤلفه های از هری که به گونه ای باشد |F| مرتبه از
سادگͬ به ͬ باشد. n م ∈ N آن در که است [n] زیرمجموعه های از مجموعه ای F و است t به تقسیم
ب·یرید نظر در را مسئله این عکس است. پادزنجیر ی ‐متوازن t خانواده ی که کرد مشاهده ͬ توان م
وجود A,B ∈ F مجموعه های آن گاه ͬ باشد. نم پادزنجیر ی که است ‐متوازن t خانواده ی F یعنͬ
تعریف به بنا اما B ∩ D = ∅ که ب·یرید نظر در چنان را D ∈ F است. A ⊂ B آن در که دارند
ی ͬ توان م ‐رادو کو اردیش قضیه از استفاده با است. تناقض که A∩D ̸= ∅ خانواده های t‐متوازن

کرد. فراهم t‐متوازن خانواده از |F| برای بالا کران
آن گاه است. [n] در موجود مجموعه های از متش΄ل t‐متوازن خانواده ای F کنید فرض .١ . ۵ . ٣ قضیه

|F| ≤ t

(
n− ١
⌈n/t⌉

)
.

ͬ کند. م تبدیل تساوی به را فوق نامساوی که دارد وجود ٢‐متوازن خانواده ی این بر علاوه
، s برای آن گاه است. [n] در موجود مجموعه های از t‐متوازن مجموعه ی F که کنید فرض برهان.
Ks(t) از بخش هر برای دارد. مطابقت [n] در موجود مجموعه های با Ks(t) رئوس و Ω(F) ∼= Ks(t)

کوچ΄ترین بخش، آن رئوس سایر میان در که کنید انتخاب است، [n] مجموعه در که واحد رأس ی
⌊n/t⌋ اندازه حداکثر با s مجموعه های شامل B پس است. رئوس این مجموعه B که کنید فرض است.
همچنین است. پادزنجیر ی B لذا است پادزنجیر ی F طرفͬ از و است ‐متوازن t ، F چون است.

داریم ٣ . ۴ . ٣ قضیه طبق بنابراین ͬ باشد. م بخش هر از رأس ی دارای زیرا است ͽمتقاط B

|F| = t|B| ≤ t

(
n− ١

⌊n/t⌋ − ١

)
= t

(
n− ١
⌈n/t⌉

)
.

r = ⌊n/٢⌋−١ < n/٢ کنید فرض باشد. t = ٢ که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ تساوی که باشید داشته توجه
F = B ∪ B̄ پس است. x نقطه ی شامل که باشد [n] در موجود زیرمجموعه r  از مجموعه ای B و

ͬ دهد. م نتیجه را تساوی



ای خوشه پوشش ٣٨

دهید قرار سهولت برای نامه پایان این در ͬ آورد. م وجود به cc(Ks(t)) برای پایینͬ کران قضیه این
.σs(t) = min

{
n : s ≤

(
n− ١
⌈n/t⌉

)}
است. شده تعریف بالا در σt(s) که cc(Ks(t)) ≥ σt(s) داریم s, t > ١ هر برای .٢ . ۵ . ٣ نتیجه

υ١, υ٢, . . . , υts با رئوسKs(t)را است. k اندازه حداقل خوشه ایKs(t)با پوشش یC کنید فرض برهان.
دهید وقرار هستند υi رأس دارای که است C اعضای آن شامل Fi که کنید فرض دهید. نشان
‐متوازن t ،F خانواده لذا است. ی΄ریخت Ks(t) با Ω(F) که آن جایی از .F = {F١, F٢, . . . , Fts}

داریم ١ . ۵ . ٣ قضیه طبق بنابراین است.

|F| = ts ≤ t

(
k − ١
⌈k/t⌉

)
,

است. cc(Ks(t)) = k ≥ σt(s) ، σt(s) تعریف به بنا نتیجه در و

١ . ۵ . ٣ قضیه در برابری که کنید طور کلͬ فرض به باشد. برقرار تساوی است مم΄ن t = ٢ برای
انتخاب S = {١,٢, . . . , k} در ‐متوازن t ، F خانواده ی و k = σt(s) کنید فرض است. برقرار

دهید قرار و کنید
|F| = ts ≤ t

(
k − ١
⌈k/t⌉

)
,

برای بنابراین است. ی΄ریخت cc(Ω(F)) ≤ k و Ks(t) با F ͽمتقاط گراف ٣ . ٢ . ١ قضیه طبق پس
ͬ کنیم م فرض باشد. cc(Ks(t)) = k = σt(s) که ͬ شود م برقرار ١ . ۵ . ٣ قضیه در تساوی t از مقادیری
σt(s) پایین کران محاسبه ٣ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با حال است. cc(Ks(t)) = σt(s) ، t > ١ برای که

داریم ٣ . ٢ . ٢ قضیه طبق است. راحت

cc(Ks(t)) ≥ log٢(st+ ١),

به امر این ͬ رود. م t −→ ∞ لذا b −→ ١ که هنگامͬ زیرا ͬ هد م بهبود را نتایج این ٣ . ٣ . ١ قضیه
دهد. مͬ پایین کران ی هستند متفاوتͬ اندازه دارای آنها بخش های که کامل چندبخشͬ گراف های

اگر و باشد ی از بزرگتر اندازه با بخش r دارای Kt١,t٢,...,ts اگر

t = min{ti : ti > ١, i = ١,٢, . . . , s},

آن گاه
cc(Kt١,t٢,...,ts) ≥ σt(r) ≥ logb r,

که
b =

t

(t− ١)(t−١)/t .

ͬ کند. م پیروی خوشه ای پوشش برای ٢ . ١ . ٢ لم از امر این



٣٩ کامل تطابق و دورها مسیرها، م΄مل

کامل تطابق و دورها مسیرها، م΄مل ۶ . ٣
خوب پرداختیم. کامل تطابق و دورها مسیر ها، م΄مل از خوشه ای افراز عدد تحلیل به ٢ . ٩ بخش در
بود [٢٢] ارلین بار نخستین است. چ·ونه گراف ها این با خوشه ای پوشش عدد رفتار که بدانیم است
گرگوری کرد. طراحͬ پرسشͬ کامل تطابق ی م΄مل از خوشه ای پوشش عدد مجانب های درباره که
در است. cc(M̄m) ∼ log٢m مجانبی لحاظ به که دادند نشان و دادند ͺپاس سؤال این به پولمن و
cc(P̄m) و cc(C̄m) برای دقیق مقادیر [١۶] پولمن و گرگوری ، کان مسیر ی و دور ی م΄مل خصوص

کردند. محاسبه m کوچ مقادیر برای را

m ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴ ١۵ ١۶ ١٧ ١٨ ١٩ ٢٠
cc(C̃m) ٢ ۵ ۵ ٧ ۶ ٧ ۶ ٨ ٧ ٧ ٧ ٨ ٧ ٨ ٧ ٨ ٨
cc(P̃(m)) ٣ ۴ ۵ ۵ ۶ ۶ ۶ ۶ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٨

١ جدول :٣ . ١ جدول

داریم بزرگ کافͬ اندازه به m برای که دادند نشان آن ها

log٢m ≤ cc(C̄m)− ٢ ≤ cc(P̄m) ≤ ٢ log٢m,

پولجاک١٠ و آلس٩ است. cc(P̄m) ∼ log٢m و cc(C̄m) ∼ log٢m مجانبی لحاظ به که زدند حدس و
کوهایاکاوا١١ دادند. بهبود cc(P̄m) ∼ ١ · ۶٩۵ log٢m تا بزرگ کافͬ اندازه به m برای را بالا کران [١]
کافͬ اندازه به که mای برای را بالا کران مجددا کنسر، گراف در طولانͬ القایی مسیر ی یافتن با [١٩]

ͬ دهد. م بهبود است بزرگ
از استفاده با آن گاه باشیم داشته خوشه ای پوشش ی P̄m−١ برای اگر که باشید داشته توجه ابتدا
برای ٢ . ١ . ١ لم از استفاده با ͬ آید . م بدست C̄m از خوشه ای پوشش ی خوشه cc(P̄m−١) + ٢ حداکثر

داریم خوشه ای پوشش

cc(C̄m) ≤ cc(P̄m−١) + ٢ ≤ cc(P̄m) + ٢.

. cc(C̄m) ≤ cc(P̄m) + ٢ .١ . ۶ . ٣ نکته
مسیر نتیجه در و دور ی م΄مل خوشه ای پوشش برای تا ͬ کنیم م استفاده قبل بخش نتایج از حال
با آن گاه باشیم. داشته خوشه ای پوشش ی C̄m برای اگر که کنید توجه کنیم. مطرح پایین کران ی

ͬ آوریم. م بدست M̄m برای خوشه ای پوشش ی خوشه، سه حداکثر افزودن

cc(M̄m) ≤ cc(C̄m) + ٣ .٢ . ۶ . ٣ نکته
٩Alles

١٠Poljac
١١Kohayakawa



ای خوشه پوشش ۴٠

داریم ٣ . ٣ . ١ قضیه به بنا ثابت، ϵ > ٠ و بزرگ کافͬ اندازه به m برای بنابراین

log٢m+
١− ϵ

٢ log٢ log٢m− ٣ ≤ cc(C̄m) ≤ cc(P̄m) + ٢,

داریم بزرگ کافͬ اندازه به m برای لذا

log٢m ≤ cc(C̄m)− ٢ ≤ cc(P̄m).

کنسر گراف  در القایی مسیر های و دورها ٣ . ٧
خوشه ای پوشش عدد برای بالا کران ی آوردن بدست نحوه به داشت خواهیم نگاهͬ بخش این در
استفاده [٢۵] مولن١٢ واندر از بخش این نتایج اکثر برای دور. ی م΄مل درنتیجه و مسیر ی م΄مل
ی آمدن وجود به موجب Kn:k کنسر گراف در H القایی گراف ی یافتن ٣ . ٢ . ١ قضیه به بنا ͬ کنیم. م
کنسر گراف در مسیر) (یا دور بزرگ ترین مرتبه یافتن مسئله به بنابراین ͬ شود. م H̄ خوشه ای پوشش
حداکثر دهنده نشان ترتیب به که ͬ کنیم م تعریف طوری را c(n, k) و p(n, k) ͬ کنیم. م نگاهͬ Kn:k

توسط c(n, k) و p(n, k) بالای کران های باشند. Kn:k در دور ی و مسیر ی رئوس) (تعداد مرتبه
مرتبط هم به را عدد دو این ساده استدلال ی شده اند. ارائه [١٩] کوهایاکاوا و [١] پولجاک و آلنز
m−١ مرتبه از القایی مسیر ی رأس، ی حذف آن گاه باشد، گراف ی در القایی دور Cm اگر ͬ کند. م

ͬ دهد. م را
.p(n, k) ≥ c(n, k) داریم n ≥ ٢k + ١ برای آن گاه ب·یرید. ثابت را k ≥ ١ .٣ . ٧ . ١ گزاره

H م΄مل V (H) ͽمتقاط گراف باشد. Kn:k کنسر گراف از القایی زیرگراف ی H اگر علاوه به
cc(P̄m) ≤ n آن گاه باشد، Kn:k در m مرتبه از القایی مسیر ی اگر همچنین .cc(H̄) ≤ n لذا است.
زیر لم لذا است. cc(P̄m) ≤ cc(P̄m+١) صورت این در باشد القایی دور یا مسیر ی H اگر و است.

ͬ شود. م مطرح
داریم s ≤ p(n, k) مثبت صحیح عدد های همه برای ب·یرید. نظر در را k ≥ ١, n > ٢k .٣ . ٧ . ٢ لم

. cc(P̄s) ≤ n و cc(C̄c(n,k)) ≤ n

برای پایین کران ی باید مسیر ی م΄مل خوشه ای پوشش عدد برای بالا کران ی ایجاد برای
ی گرفتن نظر در و بخشͬ دو گراف ی از استفاده با [١٩] کوهایاکاوا آوریم. بدست p(٢k + ١, k)
کنید فرض ͬ دهد. م پایین کران p(٢k + ١, k) به K٢k+١:k در القایی مسیر ی برای بازگشتͬ ساختار
[٢s](s−١) و [٢s](s) رأسͬ رده های با دوبخشͬ گراف ی که کنید تعریف طوری را Gs و است s ∈ N
باشند. هم از جدا اگر تنها و اگر دارند قرار ی΄دی·ر مجاور مختلف، رده های در رأس دو شود. حاصل
بر گرافͬ برای و ͬ کنیم م استفاده دوبخشͬ گراف ی دادن نشان برای Gs از که باشید داشته (توجه

. ͬ کنیم) نم استفاده s رئوس روی
١٢Vander Mulen



۴١ کنسر گراف  در القایی مسیر های و دورها

باشد. [٢s](s) برابر Gs در القایی مسیر ی در رئوس تعداد حداکثر تا ͬ کنیم م تعریف طوری را w(s)
قضیه اثبات با است. Gs در بیشینه القایی مسیر ی مرتبه از نیمͬ تقریبا w(s) که باشید داشته توجه
از دی·ر اثبات برای ͬ آید. م بدست K٢k+١:k کنسر گراف در طولانͬ القایی مسیرهای از ساختاری زیر
از زیرمجموعه k شامل آن رئوس مجموعه که ͬ کنیم م استفاده گرافͬ دادن نشان برای Ka١,a٢,...,al:k

توجه باشند. هم از جدا اگر تنها و اگر دارند قرار ی΄دی·ر مجاور رأس دو آن در و است {a١, a٢, . . . , al}
است. ی΄ریخت Kl:k با Ka١,a٢,...,al:k که باشید داشته

، k ≥ ٢, s ≥ ١ برای .٣ . ٧ . ٣ قضیه

p(٢(k + s) + ١, k + s) ≥

w(s)· (p(٢k + ١, k) + ١)− ١, باشد ٢k)pفرد + ١, k) اگر
w(s)· p(٢k + ١, k)− ١, باشد ٢k)pزوج + ١, k) اگر

،١ ≤ i ≤ m برای که است. Gs در القایی مسیر ی A١B١A٢B٢ . . . Bm−١Am کنید فرض برهان.
مسیر ی V١V٢ . . . Vn که کنید فرض است. Bj ∈ [٢s](s−١) ،١ ≤ j ≤ m−١ برای و Ai ∈ [٢s](s)

است. ی΄ریخت K٢k+١:k با که است K٢s+١,٢s+٢,...,٢(k+s)+١:k در است) فرد n (که n مرتبه از القایی
که ب·یرید نظر در را زیر مسیر

Pi = Ai ∪ V١, Āi ∪ V٢, Ai ∪ V٣, . . . Āi ∪ Vn−١, Ai ∪ Vn

پایان به Ai ∪ Vn در مسیر که کنید توجه است. ١ ≤ i ≤ m برای [٢s](s) در Ai م΄مل Āi آن در که
گرفتیم. نظر در فرد را n زیرا ͬ رسد م

K٢(k+s)+١:k+s در mرأس هم از جدا القایی مسیرهای از Pمجموعه ای = ∪iPi مسیر های مجموعه لذا
این است. Ai ∈ [٢s](s) زیرا Ai = Āj دهیم قرار ͬ توانیم م i ̸= j برای که باشید داشته توجه است.
وجود به K٢(k+s)+١:k+s در m(n + ١) − ١ مرتبه از مسیری تا ͬ کنیم م متصل ی΄دی·ر به را مسیرها
تعریف i ∈ {١,٢, . . . ,m − ١} برای آن گاه باشد. a ∈ Vn−٢\Vn و b ∈ V٣\V١ کنید فرض آوریم.

کنید
Ci =

Vn−١ ∪Bi ∪ {a}, باشد فرد i اگر
V٢ ∪Bi ∪ {b}, باشد زوج i اگر

و n ≥ ۵ (برای است. Vn−١ ∩ V٢ ̸= ∅ و Vn−١ ∩ V٢ ⊆ Ci ∩ Cj زیرا نیستند، مجاور Ci رئوس لذا
Vn ∪Ai+١ و Vn ∪Ai یعنͬ است متصل P در رأس دو به دقیقا Ci هر همچنین ( ١ ≤ i, j ≤ m−١

زوج. i برای V١ ∪ Ai+١ و V١ ∪ Ai یا فرد، i برای
آن جایی که از ͬ آوریم. م بدست K٢(k+s)+١:k+s در m(n + ١) − ١ مرتبه از مسیری بنابراین
رئوس این باشد، نداشته [٢s](s) در انتهایی و ابتدا رأس است مم΄ن Gs در القایی مسیر ͬ ترین طولان
در را رئوس w(s) که هنگامͬ ͬ توان م را کار این آوریم. بدست را بالا مثل مسیری تا ͬ کنیم م حذف را

و m = w(s) فرض با داد. انجام ͬ شمارد م [٢s](s)

n =

p(٢k + ١, k)− ١, باشد زوج p(٢k + ١, k) اگر
p(٢k + ١, k), باشد فرد p(٢k + ١, k) اگر
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ͬ آید. م بدست نتیجه

ͬ آورد. م وجود به پایین کران ی p(٢k + ١, k) برای ٣ . ٧ . ٣ قضیه

است. p(٢k+ ١, k) ≥ w(s)⌊(k−١)/s⌋ ،k ≥ ١ هر برای آن گاه ب·یرید. ثابت را s ≥ ١ .۴ . ٣ . ٧ نتیجه

را s ≥ ٢ باشد. w(s) = ١ لذا و s = ١ که است برقرار زمانͬ قضیه این که باشید داشته توجه برهان.
p(٢k+١, k+١) ≥ w(s) ·p(٢(k−s)+١, k−s)−١ از بازگشتͬ صورت به و ب·یرید نظر در ثابت

داریم ١ ≤ t ≤ k−١
s

صحیح عدد هر برای که کنید استفاده

p(٢k + ١, k + ١) ≥ w(s)t · p(٢(k − ts) + ١, k − ts)−
t−١∑
i=٠

w(s)i,

داریم w(s) ≥ ٢ و s ≥ ١ برای لذا

p(٢k + ١, k + ١) ≥ w(s)t · [p(٢(k − ts) + ١, k − ts)− ١],

داریم لذا t = ⌊(k − ١)/s⌋ دهید قرار ،p(٣,١) = ٢ به طوری که

p(٢k + ١, k + ١) ≥ w(s)⌊(k−١)/s⌋[p(٣,١)− ١] = w(s)⌊(k−١)/s⌋.

یافت. G۶ در طولانͬ القایی مسیر ی کامپیوتری، جوی و جست ی از استفاده با [١٩] کوهایاکاوا

.( w(۶) ≥ ٣٠٠ یعنͬ ) دارد وجود [١٢]۶ در رأس ٣٠٠ با G۶ در القایی مسیر ی .۵ . ٣ . ٧ نکته

p(٢k + ١, k) ≥ ٣٠٠⌊k−١/۶⌋ ≥ (٢.۵٨٧)k−١ ،k ≥ ١ هر برای ، ۴ . ٣ . ٧ نتیجه طبق بنابراین
است. cc(P̄m) ≤ ٢k + ١ ،m ≤ p(٢k + ١, k) برای ٣ . ٧ . ٢ لم طبق است.

بزرگ کافͬ اندازه به m برای لذا k ≤ log٢ m
log٢ ٢.۵٨٧

+ ١ داریم آن گاه m = ⌊(٢.۵٨٧)k−١⌋+ ١ دهید قرار
داریم

cc(P̄m) ≤ ٢k + ١ ≤ ١.۴۵٩ log٢m.

که بود خواهیم قادر آن گاه باشد درست مسئله این اگر است w(s)١/s = ۴ که زد حدس [١٩] کوهایاکاوا
حدس نیز [١١] گرگوری و کان که باشید داشته توجه دهیم. بهبود ١ + o(١) تا بالا کران در را ١.۴۵٩

ͬ کنیم. م مطرح را زیر قضیه بنابراین است. cc(P̄m) ∼ log٢m که زدند

بزرگ، کافͬ اندازه به m برای .۶ . ٣ . ٧ قضیه

log٢m ≤ cc(C̄m)− ٢ ≤ cc(P̄m) ≤ ١.۴۵٩ log٢m
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دو درجه حداکثر با گراف ها م΄مل ٣ . ٨
حداکثر دارای که آورد خواهیم بدست را گراف هایی م΄مل خوشه ای پوشش عدد کران های بخش این در
که است گرافͬ Gn لذا است. دو درجه حداکثر و رأس n با گرافͬ Gn که کنید فرض هستند. دو درجه
و گرگوری کان، نیستند. بدیهͬ دورها و مسیرها ͬ کنیم م فرض هستند. دورها و مسیر ها آن مؤلفه های

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای که کنند مͬ اثبات [١١] پولمن
log٢ n ≤ cc(Ḡn) ≤ ۵.٨ log٢ n.

دور ها و مسیر ها آن مؤلفه های که است گرافͬ Gn آن در که cc(Ḡn) در پایین کران ی ایجاد برای
[٣n/۵] حداکثر حذف با که باشید داشته توجه ͬ کنیم. م استفاده کامل تطابق ی م΄مل از هستند،
لم و ٢ . ١ . ٢ لم طبق بنابراین ͬ آوریم. م بدست رأس [٢n/۵] حداقل روی بر کامل تطابق ی Gn از رأس

داریم باشد. بزرگ کافͬ اندازه به n اگر آ  . ٠ . ١
cc(Ḡn) ≥ cc(M̄⌊٢n/۵⌋) ≥ log٢ n.

یافت [١١] پولمن و گرگوری کان، مقالات در که داریم نیاز زیر لم به ابتدا cc(Ḡn) در بالا کران ی برای
ͬ شود. م

آن گاه باشد. i = ١,٢, . . . , s برای Gi مؤلفه های با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٨ . ١ لم
cc(Ḡ) ≤ max{cc(Ḡi) : i = ١,٢, . . . , s}+ cc(Kt١,t٢,...,ts),

است. i = ١,٢, . . . , s برای Gi رنگͬ عدد ti آن در که
به طوری که داد. خواهیم پوشش را هستند vw صورت به که یال هایی ابتدا برهان.

v ∈ Gi =⇒ w /∈ Gi.

افراز را Ḡi رئوس که کنیم انتخاب را Ḡi در ti خوشه های ͬ توانیم م است Gi رنگͬ عدد ti که آنجایی از
باشد، tj = ١ اگر که باشید داشته توجه بنامید. Ki(١), K i(٢), . . . , Ki(ti) را خوشه ها این ͬ کنند. م
در را زیر گراف کنید. توجه [١٢] در گراف ها پیوستن و اجتماع به باشد. واحد رأس ی ͬ تواند م Ki(j)

ب·یرید نظر
H =

s∨
i=١

(Ki(١) ∪Ki(٢) ∪ · · · ∪Ki(ti)).

به طوری که ͬ دهد م پوشش را هستند vw صورت به که یال هایی H از خوشه ای پوشش ی
v ∈ Gi =⇒ w /∈ Gi.

در خوشه ی Ki اگر بنابراین هستند. هم ارز x, y آن گاه x, y ∈ V (Ki(j)) اگر که باشید داشته توجه
K١∨K٢∨ · · · ∨Ks پیوستن .cc(H) = cc(Kt١,t٢,...,t٣) آن گاه باشد. i = ١,٢, . . . , s هر برای Ḡi
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i = ١,٢, . . . , s برای Ḡi خوشه ای پوشش های حداقل از خوشه ها پیوستن با است. Ḡ در خوشه ی
G در خوشه max{cc(Gi) : i = ١,٢, . . . , s} با ͬ توان م را Ḡi گراف های در باقیمانده یال های ،

داد. پوشش
ͬ کنند. م استفاده cc(Ḡn) بالای کران به دستیابی برای نتیجه این از [١١] پولمن و گرگوری کان،

آن گاه باشند. غیربدیهͬ مسیر های و دورها شامل که باشد داشته مؤلف هایی Gn اگر .٣ . ٨ . ٢ قضیه
داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای

cc(Ḡn) = O(log٢ n).

یا دور ی Gi هر آن در و است i = ١,٢, . . . , s برای Gi مؤلفه های دارای Gn که کنید فرض برهان.
لم به بنا است. سه حداکثر Gi هر عدد رنگͬ آن که دلیل به است. ni > ١ رأس های روی بر مسیر ی

داریم ٣ . ٨ . ١
cc(Ḡn) ≤ max{cc(Ḡi) : i = ١,٢, . . . , s}+ cc(KS(٣)),

داریم ni > ١ و بزرگ کافͬ اندازه به ni برای ۶ . ٣ . ٧ قضیه طبق که باشید داشته توجه
cc(Ḡi) ≤ ١.۴۵٩ log٢ ni +O(١).

داریم ٣ . ٨ . ١ لم به بنا cc(Ks(٣)) در بالا کران ی برای لذا
cc(K٣s(٣)) ≤ cc(Ks(٣)) + cc(K(٣)٣) = cc(Ks(٣)) + ٩.

بنابراین
cc(KS(٣)) ≤ ٩ log٣ s+O(١).

از بالا کران ی لاتین مربع های از استفاده با [١١] پولمن و گرگوری کان، که باشید داشته توجه
ما اهداف برای ٩ log٣ s + O(١) حال این با آوردند. وجود به cc(Ks(٣)) برای ۶ log٣ s + O(١)

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای لذا است. کافͬ
cc(Ḡn) ≤ ١.۴۵٩ log٢ n+ ٩ log٣ s = O(log٢ n).

توانیم مͬ بزرگ کافͬ اندازه به n برای آیا که کردند مطرح را سؤال این [١١] پولمن و گرگوری کان،
گرافͬ از ͬ کنیم م مطرح مثالͬ خیر. یا آوریم بدست ٣ . ٨ . ٢ قضیه در را cc(Ḡn) < (١+ o(١)) log٢ n
که ب·یرید نظر در گرافͬ را Gn ͬ کند. نم صدق آن برای مسئله این و است دورها و مسیرها م΄مل که

بنابراین است. سه بر تقسیم قابل n و است مؤلفه ی K٣ هر آن در
cc(Ḡn) ≥ ١.٠٨٨ log٢ n.

است. نقض مثال ی Ḡn لذا
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جنگل ها م΄مل ٣ . ٩
ی م΄مل خوشه ای پوشش عدد کران های تا ͬ کنیم م استفاده قبل بخش تکنی های از بخش این در

ͬ دهیم م نشان است. رأس n با جنگلͬ نشان دهنده Fn که آوریم بدست را F̄n یعنͬ جنگل

log٢ k ≤ cc(F̄n) ≤ ١٠.٣ log٢ n,

است. Fn در مسیر ͬ ترین طولان طول k آن در که
ی Pk که کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده مسیر ی م΄مل از cc(F̄n) در پایین کران ی ایجاد برای
بزرگ کافͬ اندازه به n اگر ۶ . ٣ . ٧ قضیه و ٢ . ١ . ٢ لم به بنا لذا باشد. k رأس های با Fn در القایی مسیر

آن گاه باشد.
cc(F̄n) ≥ cc(P̄k) ≥ log٢ k.

که باشید داشته توجه همچنین ͬ آید. م بدست ستاره گراف از استفاده با کران این که باشید داشته توجه
حال شود. جای·زین Fn از القایی تطابق بزرگترین اندازه با که ͬ شود م برقرار درصورتͬ پایین کران این
زیر صورت به که است تابعͬ g کنید فرض بخش این ادامه در ͬ آوریم. م بدست cc(F̄n) در بالا کران ی

ͬ شود م تعریف
g(n) = max{cc(F̄n) : است n رئوس با جنگل یFn},

است. g(n) ≤ g(n+ ١) ≤ g(n) + ٢ که کرد مشاهده ͬ توان م سادگͬ به

.٣ . ٩ . ١ لم
g(n) ≤ g(⌊٢n/٣⌋) + ۶.

را Fn ، ٢ . ١٠ . ٢ لم به بنا باشد. g(n) = cc(F̄n) به طوری که است جنگل ی Fn کنید فرض برهان.
از v رأس برای و i = ١,٢ برای |F i| ≤ ⌊٢n/٣⌋ به طوری که ͬ کنیم م تقسیم F ٢ و F ١ های جنگل به
٣ . ٨ . ١ لم به بنا کرد. خواهیم ایجاد F̄n خوشه ای پوشش ی باشد، V (F ١) ∪ V (F ٢) = {v} ، Fn

حداکثر با ͬ توان م را Fn − v

max{cc(F ١ − v), cc(F ٢ − v)}+ cc(K(٢)٢)

حداکثر با میتوان را F̄n در v مجاور یال های همچنین است. cc(K(٢)٢) = ۴ اما داد. پوشش خوشه
داریم حال داد. پوشش خوشه دو

max{cc(F ١ − v), cc(F ٢ − v)} ≤ g(⌊٢n/٣⌋).

است. cc(F̄n) = O(log٢ n) آن گاه باشد. بزرگ کافͬ اندازه به n اگر که داد خواهیم نشان
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داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای آن گاه باشد. رأس n با جنگلͬ Fn کنید فرض .٣ . ٩ . ٢ قضیه
cc(F̄n) ≤ ١٠.٣ log٢ n.

کنیم ثابت است کافͬ بنابراین cc(F̄n) ≤ g(n) آن گاه باشد. رأس n با جنگلͬ Fn کنید فرض برهان.
n ≤ ⌊(٣/٢)r⌋ + ١ به طوری که باشد r = log٣/٢ n کنید فرض است. g(n) ≤ ١٠.٣ log٢ n که
داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای ، g(n) ≤ g(n+ ١) ≤ g(n) + ٢ و ٣ . ٩ . ١ لم از استفاده با آن گاه

g(n) ≤ g(⌊(٣/٢)r⌋+ ١) ≤ ۶r +O(١) ≤ ١٠.٣ log٢ .

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n برای آیا که شود مͬ مطرح سوال این حال

cc(F̄n) ≤ (١+ o(n)) log٢ n

احتمالا ͬ رسد. م نظر به معقولانه ای حدس مسئله این باشد.آن گاه cc(P̄n) ∼ log٢ n اگر درحقیقت
است. Fn در تطابق بزرگترین اندازه از k آن در که است O(log٢ k) بالا کران
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پیوستآ 
σt(s) برای پایین کران

و σt(s) = min{n : s ≤
(
n− ١
⌈n/t⌉

)
} است، صحیح عدد ی t > ١ که کنید فرض آ  . ٠ . ١. لم

داریم بزرگ کافͬ اندازه به s برای آن گاه ب·یرید. نظر در ثابت را ٠ < ϵ < ١

σt(s) ≥ logb(st) +
١− ϵ

٢ logb logb(st),

که
b =

t

(t− ١)(t−١)/t .

ͬ کنیم م استفاده ١ استرینگ فرمول از ابتدا برهان.
√
٢πn(n/e)ne١/(١٢n+١) ≤ n! ≤

√
٢πn(n/e)ne١/(١٢n),

آورد بدست استرینگ فرمول از ͬ توان م را زیر نامعادله )لذا
tn

n

)
≤

√
t

٢π(t− ١)
١√
n

(
tt

(t− ١)t−١

)n

.

لذا است. σt(s) = min{n : s ≤
(
n− ١
⌈n/t⌉

)
} فرض طبق طرفͬ از

s ≤
(
n− ١
⌈n/t⌉

)
=

n− ⌈n/t⌉
n

(
n

⌈n/t⌉

)
≤ t− ١

t

(
n

⌈n/t⌉

)
≤ t− ١

t

(
t⌈n/t⌉
⌈n/t⌉

)
,

١Stirling’s



σt(s) برای پایین کران ۵٢

بنابراین
s ≤ t− ١

t

√
t

٢π(t− ١)
١√
n/t

(
tt

(t− ١)t−١

)⌈n/t⌉

,

ͬ دهیم م قرار سهولت برای

b =
t

(t− ١)(t−١)/t , c =
t٢b٢(t− ١)

٢π ,

، t > ١ برای b > ١ آن گاه

st ≤
√

t− ١
٢π

١√
n
· bn+١t = bn

√
c

n
,

لذا
logb(st) ≤ n− ١

٢ logb n+
١
٢ logb c,

n ≥ logb(st) +
١
٢ logb n− ١

٢ logb c,

بنابراین ب·یرید. نظر در بزرگ کافͬ اندازه به را s

logb(st) ≥ c(logb(st))
١−ϵ +

١
٢ log bc,

لذا گرفت. نظر در ثابت را t, b, c, ϵ این ͬ توان م پس

n ≥ logb(st) +
١
٢ logb(c(logb(st))

١−ϵ)− ١
٢ logb c

= logb(st) +
١− ϵ

٢ logb logb(st).

ͬ رسد. م پایان به اثبات لذا است n کوچ΄ترین σt(s) که آن جا از
ͬ توان م .b −→ ١ و t −→ ∞ همچنین باشد t = ٢ که وقتͬ است b = ٢ که باشید داشته توجه

داریم ͽواق در که کرد. استفاده σt(s) به پایین کران ی دادن برای مشابهͬ استدلال )از
tn

n

)
∼

√
t

٢π(t− ١)
١√
n

(
tt

(t− ١)t−١

)n

,

از ͬ توانیم م s در بالا کران ی برای بنابراین ͬ دهیم. م قرار σ = σt(s) سهولت برای

s ≥
(
σ − ٢
⌈σ−١

t
⌉

)
≥ d١(t)

(
t⌈σ−١

t
⌉

⌈σ−١
t
⌉

)
,

داریم d٢(t) تابع برای آن گاه است. t از تابع ی d١(t) که کنیم استفاده

s ≥ d٢(t)
bσ√
σ



۵٣ بازگشتͬ رابطه ی

بنابراین دارد. وجود d٣(t) تابع ی همچنین
d٢(t)

bσ√
σ
≤ s ≤ d٣(t)

bσ√
σ
,

داریم ( σ −→ ∞ نتیجه در (و s −→ ∞ گرفتن حد با و σ بر تقسیم ،b مبنای ل·اریتم گرفتن با
١ ≤ lim

s−→∞

logb s

σ
≤ ١,

که σt(s) ∼ logb s بنابراین،
b =

t

(t− ١)(t−١)/t .

بازگشتͬ رابطه ی آ  . ١
اگر باشد. ϵ > ٠ و مثبت حقیقͬ عدد ی x کنید فرض آ  . ١ . ١. لم
c(x)

x
≤ ١+ ϵ+

c(
√
x)√
x

ثابت، M برای آن گاه
c(x) ≤ (١+ ϵ)x log٢ log٢ x+Mx.

آن گاه .h(z) = c(x)
x

دهید قرار و z = log٢ log٢ x کنید فرض برهان.
log٢ log٢

√
x = log٢

١
٢ log٢ x

= log٢ log٢ x+ log٢
١
٢

= z − ١,

داریم فرض به بنا لذا .h(z − ١) = c
√
x√
x

بنابراین
h(z) ≤ ١+ ϵ+ h(z − ١).

داریم نامساوی این از استفاده با مجداد
h(z) ≤ (١+ ϵ)⌊z⌋+ h(z − ⌊z⌋).

دهید قرار حال
M = sup

zϵ[٠,١]
h(z),

آن گاه
h(z) ≤ (١+ ϵ)z +M,

لذا
c(x) ≤ (١+ ϵ)x log٢ log٢ x+Mx.
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Aabstract

Let G be a graph with vertex set V (G) and edge set E(G). We call a complete subgraph
of G a clique of G. A clique partition of G is a set of cliques of G, which together contain
each edge of G exactly once. The smallest cardinality of any clique partition of G is
called the clique partition number of G. A clique cover of a graph G is a set of clique
of G such that each edges of G is appear in at least one clique. The smallest size af a
clique cover is called the clique cover number of G. In this thesis, we will investigate the
clique partition and clique cover numbers of graphs. In this regard we prove two famous
theorems, the Erdős-Goodman-pósa theorem and Bruijn-Erdős theorem. Also, the clique
partition numbers of some especial families of graphs will be computed.
Keywords: clique, clique partition, clique partition number, clique covering, complement
of graphs.
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