




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

گراف ها به ی ی رنگ آمیزی شاخص
یزدانͬ فرشته نگارنده:

راهنما استاد

علیشاهͬ میثم دکتر
مشاور استاد

آل هوز عبدالʓه دکتر

١٣٩۶ شهریور





࠙ق آॶمای જऩیده  ی ඛসھای راز ی భک اঃید ଘ
آدਗی تلاش از మه  ای  را ଓฬ پایان اଌن

را ا॥ت ਠീی راز، و ඣ໑ر  ੬ࣚਵوଓ ی از দوଛ ای ଘ ورود ୀای
و༙داری و ධ්ر اਬࣥوره ی پاک ஔه ଘ

،بار و بار را  یਃت ฬملا৷مات، ز৯دਛی ଏଷ ی భ 
ඵෟࣹر، اଌن ச ඒࣂඩرभࢌ ی ୀای

ඟ໕ید৯د، جان ଘ
ෙय़باৣم భما و ৮در

ਗی ࣒م. ৎقدم

ه



سپاس گزاری...

آراست. غقل زیور را آدمͬ خود بی کران لطف با که را ح΄یم خداوندگار سپاس
بزرگوارم استاد علیشاهͬ، میثم دکتر آقای جناب ارجمند، استاد از ͬ دانم م خود وظیفه ی آغاز در
قدردانͬ و تش΄ر کمال برده ام بهره  ارزشمندشان راهنمایی های از پایان نامه این پیشروی راستای در که

نمایم.
تقبل را پایان نامه این مشاوره و مطالعه زحمت که مشاورم استاد آل هوز عبدالʓه دکتر آقای جناب از
داده اند قرار راهنمایی مورد را اینجانب پایان نامه این شدن بهتر چه هر آماده سازی راستای در و نمودند

دارم. قدردانͬ و تش΄ر کمال
ͬ شعرباف  رحیم دکتر آقای جناب و جعفری راد دکتر آقای جناب بزرگوار اساتید از ͬ دانم م لازم همچنین

نمایم. سپاس گذار گرفتند برعهده را پایان نامه این داوری که

یزدانͬ فرشته
١٣٩۶ شهریور

و



نامه تعهد
ریاضͬ علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی یزدانͬ فرشته اینجانب
تحت ، گراف ها به ی ی رنگ آمیزی شاخص عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد علیشاهͬ میثم دکتر راهنمایی
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

یزدانͬ فرشته
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده

تحدید به طوری΄ه است آن رأس های به رنگ ها دهͬ نسبت ی ،Gگراف از به ی ی رنگ آمیزی ی
که G گراف به ی ی رنگͬ عدد  کند. القاء به ی ی نگاشت ی رأس هر همسای·ͬ به دهͬ نسبت این
k با به ی ی رنگ آمیزی ی آن برای که است k طبیعͬ عدد کوچ΄ترین ͬ شود م داده نشان χi(G) با
اگر به طوری که است G یال های از c رنگ آمیزی ،G گراف به ی ی یالͬ رنگ آمیزی دارد. وجود رنگ
این در مم΄ن رنگ های تعداد کمترین .c(e١) ̸= c(e٣) آنگاه باشند، متوالͬ G در e١, e٢, e٣ یال های
نتایجͬ پایان نامه این در ͬ دهیم. م نمایش χ′

i(G) با و ͬ گوییم م به ی ی یالͬ رنگͬ عدد را رنگ آمیزی
ارتباط همچنین ͬ کنیم. م بیان را متوالͬ سه یالͬ و به ی ی یالͬ ،به ی ی رنگ آمیزی خصوص در

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را پارامترها این بین

به ی ی یالͬ عددرنگͬ متوالͬ، سه یالͬ عددرنگͬ ،به ی ی عددرنگͬ کلیدی: کلمات

ط





مطالب فهرست

م تصاویر فهرست

س جداول فهرست

١ مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف  نظریه ١ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها رنگ آمیزی ١ . ١ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدگذاری نظریه ١ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١ . ٢ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ١ . ٢ . ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیدگͬ نظریه ١ . ٣

١٩ رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه نتایج ٢ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Qn م΄عب گراف به ی ی عددرنگͬ ٢ . ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسباتͬ پیچیدگͬ ۴ . ٢

٢٩ متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ از کران هایی ٣ . ٢

٣٩ به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ۴
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها ی به ی یالͬ رنگ آمیزی ω′ ٢ . ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . به ی ی یالͬ رنگ آمیزی شاخص در کران هایی ٣ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . شب΄ه ای گراف های به ی ی یالͬ عددرنگͬ ۴ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسباتͬ پیچیدگͬ ۵ . ۴

ک



مطالب فهرست ل

۵۵ آ  نماد 

۵٧ ͽمراج

۵٩ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

۶١ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G چندگانه گراف ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . W٨ گراف ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣‐منتظم گراف ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی΄ریختͬ ۴ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسانریخت گراف ۵ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N۴ تهͬ گراف ۶ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف و فراگیر زیرگراف القایی، زیرگراف ١ . ٧
٧ . . . . . . . . . . . . . . K١,١١ ستاره گراف و K٢,٣ بخشͬ دو کامل گراف ١ . ٨
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q٣ ٣‐م΄عب گراف ١ . ٩
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L(G) خطͬ گراف ١ . ١٠
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T درخت ١ . ١١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوستͬ گراف ١ . ١٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G□H دکارتͬ حاصلضرب ١ . ١٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروتز گراف ١۴ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . ψ′

٣c(P ) = ٣ با پترسن گراف متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ٣ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ψ′

٣c(H) = ۴ و ψ′
٣c(G) = ٣ ٣ . ٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غالب مجموعه ٣ . ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ = max{|V١|, |V٢|} < ψ′

٣c(G) = ۵ ۴ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P پترسن گراف ١ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χ′

i(G) = ٣ با دوستͬ گراف ٢ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χ′

i(T ) = ٣ ،T ′ درخت ٣ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pn□K٢ گراف ۴ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pr□Ps ۵ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℵ ۶ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنبوری لانه گراف ٧ . ۴

م



تصاویر فهرست ن

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B′ و B گراف ٨ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B گراف i−یالͬ رنگ آمیزی سه ٩ . ۴



جداول فهرست

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نماد ها آ  . ١
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نماد ها آ  . ٢

س





١ فصل
مقدماتͬ مباحث و تعاریف

در مقدمه ای و گراف نظریه ی در اساسͬ و مهم قضایای و بنیادی مفاهیم و تعاریف به ابتدا فصل، این در
ͬ باشد م نیاز مورد بعد فصول در که محاسباتͬ پیچیدگͬ و کدگذاری نظریه و گراف ها رنگ آمیزی با رابطه

ͬ باشد. م [٢۶] و [١٠] ،[۵] ،[١١] ،[٢۵] ،[٢۴] ͽمراج از برگرفته فصل این تعاریف ͬ پردازیم. م

گراف  نظریه ١ . ١
مجموعه ای V (G) آن در که ͬ شود م تعریف (V (G), E(G)) زوج به صورت G گراف١ .١ . ١ . ١ تعریف
نامرتب زوج های از متناهͬ است خانواده ای E(G) ͬ نامند. م رأس را آن عناصر که است ناتهͬ متناهͬ
گراف یال های٣ مجموعه را E(G) و رأس ها٢ مجموعه را V (G) ͬ گویند. م یال آن به که V (G) عناصر

ͬ گویند. م G
متمایز یال دو ترتیب همین به  باشد. داشته وجود آنها بین یالͬ اگر گویند مجاور۴ را v و u رأس دو

باشند. داشته مشترک رأس ی حداقل اگر گویند مجاور را G از

ͬ گویند. م اندازه۶ را G گراف یال های تعداد و مرتبه۵ را G گراف رئوس تعداد .١ . ١ . ٢ تعریف
١Graph
٢Vertex set
٣Edge set
۴Adjacent
۵Order
۶Size



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ٢

ͬ گویند. م گرافGطوقه٨ در ی΄سان پایانͬ نقاط با یال هایی و چندگانه٧ یال های تکراری، یال های به
باشند، یال ها این فاقد که گراف هایی و چندگانه٩ گراف های باشند، داشته یال های چنین که گراف هایی

هستند. ساده گراف های هم·ͬ ما نظر مورد گراف های اینجا این در ͬ گویند. م ساده١٠ گراف

v۴

v١ v٢

v٣

G چندگانه گراف :١ . ١ ش΄ل

نشان dG(v) نماد با که ͬ گویند، Gم در v رأس درجه١١ را v رأس به متصل یال های تعداد .١ . ١ . ٣ تعریف
ͬ دهند. م نمایش ∆(G) و δ(G) با ترتیب به را G در رأس ها درجة بیشترین و کمترین ͬ شود. م داده 

.∑n
i=١ di = ٢e آنگاه باشد، d١, . . . , dn درجات دنباله و رأس n دارای G گراف اگر .۴ . ١ . ١ گزاره

ͬ نامند. م غیربدیه١٣ͬ را گراف ها سایر و بدیه١٢ͬ هستند، رأس ی دارای که گراف هایی .۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ گویند. م پایان١۵ͬ رأس را ی درجه از رأسͬ هر و تنها١۴ رأس را صفر درجه از رأس هر

ͬ گویند. م آویزان١۶ یال را ی درجه از رأس ی به متصل یال .۶ . ١ . ١ تعریف
همان رئوسش که ͬ دهند م نمایش Ḡ نماد با را آن که ساده است گرافGگرافͬ م΄مل١٧ .١ . ١ . ٧ تعریف
فقط اگر و اگر مجاوراند Ḡ در v و u رأس دو همچنین و ،V (G) = V (Ḡ) ͬ باشد، م G گراف رئوس

نباشند. مجاور G در رأس دو این
یال این Ḡ گراف در آنگاه باشد داشته وجود یالͬ G گراف از رأس دو هر بین اگر دی·ر، عبارت به

داشت. نخواهد وجود
به طوری که Wاست = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk متناهͬ ناصفر دنباله ای ،Gدر گشت١٨ ی .١ . ١ . ٨ تعریف
سر دو vi و vi−١ رأس های ١ ⩽ i ⩽ k هر ازای به و بوده یال ها و رأس ها از میان ی در آن جملات

٧Multiple edges
٨Loop
٩Multigraph

١٠Simple graph
١١Degree
١٢Trivial
١٣Nontrivial
١۴Isolated vertex
١۵End vertex
١۶Pendant edge
١٧Complement
١٨Walk



٣ گراف  نظریه

,v٠)−گشت vk) ی دی·ر عبارت به یا vk تا v٠ از گشتͬ W ͬ گویند م صورت این  در ͬ باشند م ei یال
داخلͬ رأس های را v١, v٢, . . . , vk−١ و W انتهای و ابتدای رأس های به ترتیب vk و v٠ رأس های است.
متمایز W گشت در e٢, e١, . . . , ek یال های اگر ͬ باشد. م k صحیح عدد با برابر W طول ͬ نامند. م آن
ͬ گویند. م بسته گذر را باشد ی΄سان آن انتهای و ابتدا که گذری ͬ نامند. م گذر١٩ ی را W باشند،
ͬ دهند. م نمایش Pn با رأس n با مسیری ͬ نامند. م مسیر٢٠ نباشد، تکراری رأس و یال دارای که گشتͬ
این بین که صورتͬ در ͬ دهند. م نشان d(u, v) نماد با را G گراف در v و u رأس دو بین فاصله کمترین
انتهای و ابتدای رأس های جزء به که بسته ای گذر .d(u, v) = ∞ باشد نداشته وجود مسیری رأس دو

ͬ دهند. م نمایش Cn با را رأس n با دور ی ͬ گویند. م دور٢١ باشند متمایز رأس هایش بقیه
diam(G) با را آن و ͬ گویند م گراف قطر٢٢ را G گراف از رأس دو بین فاصله بیشترین .١ . ١ . ٩ تعریف

ͬ دهند. م نمایش
چرخ٢٣ ͬ شود، م حاصل v مانند جدید رأس ی با Cn−١ رئوس اتصال از که گرافͬ .١ . ١ . ١٠ تعریف

ͬ دهند. م نمایش Wn با را رأس n با چرخ گراف ͬ گویند. م

W٨ گراف :١ . ٢ ش΄ل

را E = E(G) ∪ E(G٢) و V = V (G١) ∪ V (G٢) آن در که G = (V,E) گراف .١ . ١ . ١١ تعریف
ͬ دهند. م نشان G١ ∪G٢ با و نامیده G٢ و G١ اجتماع

این غیر در و همبند٢۴ را گرفت نظر در گراف دو اجتماع به صورت را آن نتوان که گرافͬ .١ . ١ . ١٢ تعریف
متناهͬ تعداد اجتماع به صورت ͬ توان م را ناهمبند گراف هر که است بدیهͬ ͬ گویند. م ناهمبد  صورت

ͬ نامند. م G از مؤلفه ی را آنها از ی هر که گرفت نظر در همبند گراف های از
شامل که دوری و همیلتن٢۵ͬ مسیر باشد، G گراف رأس های تمام شامل که مسیری .١ . ١ . ١٣ تعریف
همیلتن٢٧ͬ گراف باشد، دورهمیلتنͬ ی شامل که گرافͬ ͬ نامند. م همیلتن٢۶ͬ دور رئوسGباشد، تمام

ͬ گویند. م
١٩Trail
٢٠Path
٢١Cycle
٢٢Diameter
٢٣Wheel
٢۴Connected
٢۵Hamiltonian path
٢۶Hamiltonian cycle
٢٧Hamiltonian graph



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ۴

حذف که است G رئوس مجموعه ی زیر جداساز٢٨ مجموعه ی G همبند گراف در .١۴ . ١ . ١ تعریف
رأس را آن باشد داشته v مانند رأس ی فقط جداساز مجموعه ی ی اگر ͬ سازد. م ناهمبند را G آنها

ͬ نامند. م برش٢٩ͬ
حذف که است E(G) مجموعه ی از مجموعه ای زیر ،G همبند گراف ناهمبندساز٣٠ مجموعه
ͬ شود م تعریف ناهمبندساز مجموعه ا ی ،٣١ یالͬ برش مجموعه بعلاوه ͬ کند. م ناهمبند Gرا آن یال های
کنید فرض دی·ر، عبارت به نباشد. ناهمبندساز مجموعه ای آن حقیقͬ مجموعه ی زیر هیچ طوری΄ه به
باشد، همبندی مؤلفه دو حداقل شامل G− Y اگر باشد. Y ⊆ E یال های مجموعه و همبند G گراف
،{e}،باشد عضوی ی یالͬ برش مجموعه اگر ͬ نامیم. م G گراف یالͬ مجموعه برش Y مجموعه آنگاه
اگر باشد. X ⊆ V رئوس مجموعه و همبند G گراف کنید فرض ͬ شود. م نامیده باری΄ه یا پل ی e
ͬ نامیم. گرافGم رأسͬ Xمجموعه برش مجموعه آنگاه باشد، همبندی مؤلفه دو حداقل G−Xشامل

ͬ بریم. م کار به رأسͬ برش مجموعه برای را برش مجموعه لفظ

k−مجموعه به آن کند. افراز همبندی مؤلفه k به G−Xرا Xگراف رئوس مجموعه اگر .١۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ گوییم. م G گراف  برش

مجموعه برش است، برش k−مجموعه هم و مستقل هم که G گراف از X رئوس مجموعه به
ͬ گوییم. م پایدار٣٢ k−مجموعه برش یا و k−پایدار

G در v رأس همسایه های٣٣ را G گراف در v رأس با مجاور رئوس تمام مجموعة .١۶ . ١ . ١ تعریف
ͬ شود. م داده نشان NG(v) نماد با و ͬ نامند م

درجه اگر ͬ نامند. م منتظم٣۴ گراف باشند، برابر هم با آن رئوس تمام درجه که گرافͬ .١ . ١ . ١٧ تعریف
ͬ گویند. م r−منتظم را گراف باشد r رأسͬ هر

باشند. مͬ یال ١
٢nr دارای رأس n با r−منتظم گراف های

٣‐منتظم گراف :١ . ٣ ش΄ل

٢٨Separating set
٢٩Cute vertice
٣٠Disconnecting set
٣١Cutset edge
٣٢Stable k-cutset
٣٣Neighbours
٣۴Regular graph



۵ گراف  نظریه

به طوری΄ه f : V (G) −→ V (H) دوسویی نگاشت ی H به G از ی΄ریختͬ ی .١ . ١ . ١٨ تعریف
ͬ نویسیم م و است Hی΄ریخت٣۵ Gبا ͬ گوییم م آنگاه .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر فقط و اگر uv ∈ E(G)

باشد. داشته وجود H به G از ی΄ریختͬ ی اگر ،G ∼= H

a

b c

d

e

f

g

h

ی΄ریختͬ :۴ . ١ ش΄ل

درجه از جدید رئوس افزودن با بتوان را گراف دو اگر هستند همسانریخت٣۶ گراف دو .١ . ١ . ١٩ تعریف
آورد. به دست گراف ی یال های به دو

همسانریخت گرافگراف

همسانریخت گراف :۵ . ١ ش΄ل

ͬ نامند. م کلͬ ناهمبند گراف یا ته٣٧ͬ گراف باشد، تهͬ آن یال مجموعه ی که را گرافͬ .١ . ١ . ٢٠ تعریف
ͬ دهند. م نشان Nn با را رأس n با تهͬ گراف

N۴ تهͬ گراف :۶ . ١ ش΄ل

با کامل گراف ͬ نامند. م کامل٣٨ گراف باشند، مجاور آن متمایز رأس دو هر که گرافͬ .١ . ١ . ٢١ تعریف
ͬ دهند. م نشان Kn صورت به را یال n(n−١)

٢ و رأس n
٣۵Isomorphic
٣۶Homomorphic
٣٧Empty graph
٣٨Complete graph



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ۶

باشد، E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر ب·یرید، نظر در را H و G گراف دو .١ . ١ . ٢٢ تعریف
H زیرگراف ͬ که صورت در ͬ شود. م داده نمایش H ⊆ G صورت به و ͬ گویند م G زیرگراف٣٩ را H گراف

ͬ شود. م گفته G گراف از فراگیر۴٠ زیرگراف را آن کند، صدق V (H) = V (G) شرط در G از
مجموعه ی و S آن رئوس مجموعه که G از زیرگرافͬ باشد. V از ناتهͬ زیرمجموعه ی S کنید فرض
زیرگراف باشد، ͽواق S در آن سر دو هر طوری΄ه به باشد، G گراف یال های مجموعه ی برابر یال هایش

ͬ شود. م نامیده S توسط شده۴١ القاء
برابر آن رأس های، مجموعه که G از زیرگرافͬ باشد. E از ناتهͬ زیرمجموعه ی S ′ کنید فرض
توسط القاء شده زیرگراف باشد، S ′ برابر یال هایشان مجموعه ی و S ′ یال های سر دو رأس های مجموعه

کرد. مشاهده را آنها از نمونه ای ͬ توان م ١ . ٧ ش΄ل در ͬ شود. م نامیده S ′

G گراف فراگیر گراف (رأس) القایی زیرگراف (یال) القایی زیرگراف
١ ٢

a

٣

c

١ ٢
a

٣

c

۴

b

g

۴

b

g

١

٣

c

٢
a

٣ ۴
g

٢

b
f

d

f

G گراف و فراگیر زیرگراف القایی، زیرگراف :١ . ٧ ش΄ل

ͬ نامیم. م خوشه۴٢ را G گراف کامل زیرگراف های .١ . ١ . ٢٣ تعریف
ͬ دهیم. م نشان ω(G) نماد با را G گراف خوشه۴٣ ماکزیمم در راس ها تعداد .٢۴ . ١ . ١ تعریف
با: است برابر و ͬ دهیم م نشان ω′(G) نماد با را G گراف خوشه ماکزیمم در یال ها تعداد

ω′(G) =
ω(G)(ω(G)− ١)

٢
به بتوان را V رأس های مجموعه اگر ͬ شود م گفته دوبخش۴۴ͬ گراف ،G(V,E) گراف .٢۵ . ١ . ١ تعریف
دی·ر راس و V١ مجموعه از راس ی دارای E در یال هر که نمود افراز چنان V٢ و V١ زیرمجموعه دو

ͬ دهند. م نشان G(|V١|,|V٢|) با را دوبخشͬ گراف باشد. V٢ مجموعه از آن
دوبخشͬ گراف باشند، داشته مشترک یال هم با m و n اندازه  از V٢ و V١ مجموعه رئوس تمام اگر

است. یال mn و رأس n+m دارای Kn,m کامل دوبخشͬ گراف هر است. کامل
ͬ شوند. م داده نمایش K١,m با و هستند. کامل دوبخشͬ گراف های از نوعͬ نیز ستاره های گراف

است. شده داده نمایش ١ . ٨ ش΄ل در ستاره و دوبخشͬ کامل گراف
٣٩Subgraph
۴٠Spanning subgraph
۴١Induced subgraph
۴٢Clique
۴٣maximum clique
۴۴Bipartite graph



٧ گراف  نظریه

K٢,٣ دوبخشͬ K١,١١گراف ستاره گراف

K١,١١ ستاره گراف و K٢,٣ بخشͬ دو کامل گراف :١ . ٨ ش΄ل

در که (a١, a٢, . . . , ak) دنباله با متناظر آن رئوس که است گرافͬ k−م΄عب۴۵ گراف .٢۶ . ١ . ١ تعریف
اختلاف م΄ان ی در فقط که ͬ کنند م متصل هم به را عناصری آن یال های است. ی یا صفر ai هر آن
است. یال k٢k−١ و رأس ٢k دارای Qk گراف ͬ شود. م داده نمایش Qk به صورت گراف این دارند

است. k مرتبه ی از منتظم همچنین

٠٠١ ١٠١

١١١
٠١١

١١٠

١٠٠

٠١٠

٠٠٠

Q٣ ٣‐م΄عب گراف :١ . ٩ ش΄ل

L(G) با و ͬ نامند م خط۴۶ͬ گراف است، V (L(G)) = E(G) Gکه طوقه بدون گراف .١ . ١ . ٢٧ تعریف
ͬ شود. م داده نشان

خطͬ گراف باشند. مجاور G در متناظرش یال های فقط اگر و اگر مجاورند L(G) در رأس دو
است. ساده گراف ی همواره

ͬ دهند. م نمایش T با و ͬ گویند م درخت۴٧ را دور فاقد همبند گراف .١ . ١ . ٢٨ تعریف

هستند. متصل ی΄دی·ر به ی΄تا مسیر ی با رأس دو هر درخت، در [٢۵] .١ . ١ . ٢٩ قضیه
باشد. برشͬ یال ی آن یال هر اگر تنها و اگر است، درخت همبند گراف ی [٢۵] .١ . ١ . ٣٠ قضیه
ͬ کند. م تولید آن در دور ی دقیقاً جدید یال هر افزایش ولͬ ندارد دور T درخت .١ . ١ . ٣١ نتیجه

۴۵k−Cube graph
۴۶Line graph
۴٧Tree



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ٨

G گراف L(G) گراف

١

٢

٣
۴

۵

۶

(١, ٣)

(١, ۶) (١, ٢)

(١, ۵)

(١, ۴)

L(G) خطͬ گراف :١ . ١٠ ش΄ل

T درخت :١ . ١١ ش΄ل

مثلث های صورت به که (p ≥ ١) رأس n = ٢p + ١ با است گرافͬ دوست۴٨ͬ، گراف .١ . ١ . ٣٢ تعریف
ͬ دهد. م نشان را دوستͬ گراف از نمونه ای ١ . ١٢ ش΄ل هستند. مشترک رأس ی در که

دوستͬ گراف :١ . ١٢ ش΄ل

G□H نماد با که H = (U, F ) و G = (V,E) گراف دو دکارت۴٩ͬ حاصل ضرب .١ . ١ . ٣٣ تعریف
رأس دو همچنین و V (G□H) = V (G)×V (H) رئوس مجموعه با است گرافͬ ͬ شود م داده نمایش
x = y فقط اگر و اگر است ((v, x), (u, y)) ∈ E(G□H) دی·ر عبارت به یا مجاورند (u, y) و  (v, x)

باشد. [x, y] ∈ F و v = u یا [v, u] ∈ E و

G×H نماد با که H = (U, F ) و G = (V,E) گراف دو از رسته ای۵٠ حاصلضرب .٣۴ . ١ . ١ تعریف
یال های مجموعه و V (G × H) = V (G) × V (H) رئوس مجموعه با گرافͬ ͬ شود م داده نمایش

ͬ باشد. م E(G×H) = {[(v, x), (u, y)] : [v, u] ∈ E, [x, y] ∈ F}
۴٨Friendship graph
۴٩Cartesian product
۵٠Categorical product



٩ گراف  نظریه

G H G□H
v١

u١

u٢ v٢ w٢

(v١, u٢)

(u١, u٢)

(v١, v٢)

(u١, v٢)

(v١, w٢)

(u١, w٢)

G□H دکارتͬ حاصلضرب :١ . ١٣ ش΄ل

رئوس مجموعه آن، رئوس مجموعه که ͬ شود م داده نشان G(٢) نماد با G گراف مربع .٣۵ . ١ . ١ تعریف
است. E(G(٢)) = {[u, v] : G گراف در d(u, v) ≤ ٢} و ͬ باشد م G گراف

ͬ گویند م تطابق۵١ ی را M = {e١, e٢, . . . , em} یال های مجموعة G گراف ی در .٣۶ . ١ . ١ تعریف
نباشند. مجاور هم با یالͬ دو هیچ دی·ر به عبارت باشند، نداشته رأسͬ اشتراک آنها از یال دو هیچ هرگاه
v رأس شامل که باشد موجود M در یال ی ،G گراف از رأس هر برای هرگاه گویند کامل را M تطابق

باشد.
مستقل۵٢ مجموعة ی نیستند، Gمجاور در آن رأس دو هیچ که را V از S مجموعه زیر .١ . ١ . ٣٧ تعریف
|S| < |S ′| شرط با S ′ مستقل مجموعة هیچ اگر است ماکزیمم S مستقل مجموعة ͬ نامند. م G از

باشد. نداشته وجود
ͬ شود. م نامیده G از پوشش۵٣ ی باشد، آن در G یال هر سر ی حداقل که V از K زیرمجموعة

نمایش α(G) با و ͬ شود م Gگفته استقلال۵۴ عدد G از ماکزیمم مستقل مجموعة ی در رأس ها تعداد
ͬ شود م Gنامیده پوشش۵۵ͬ Gعدد از مینیمم پوشش ی در رأس ها تعداد مشابه، به طور ͬ شود. م داده

ͬ شود. م داده نمایش β(G) با و

داریم: G گراف رئوس اندازه و پوششͬ عدد استقلال، عدد تعریف بنابر .١ . ١ . ٣٨ ملاحظه

α(G) + β(G) = |V (G)|

گراف ها رنگ آمیزی ١ . ١ . ١
گراف های آیا که ͬ پردازد م این بررسͬ به و شد آغاز رنگ چهار حدس ارائه با گراف ها رنگ آمیزی بحث
این نباشند. همرنگ مجاوری رأس دو هیچ که به طوری کرد رنگ آمیزی رنگ چهار با ͬ توان م را مسط
بود دمورگان۵٧ دانشجوی که برادرش به را خود نتایج تمام او شد مطرح گاتری۵۶ توسط بار اولین حدس

۵١Matchimg
۵٢Independent set
۵٣Cover
۵۴Independent number
۵۵Covering number
۵۶F. Guthrie
۵٧A. D. Morgan



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١٠

همان در اما نداد او به جوابی دمورگان کند. سوال آنها مورد در استادش از که خواست او از و داد نشان
توضیح او برای بود، شده پرسیده او از که سوالͬ و نوشت همیلتن۵٨ به نامه ای ١٨۵٢ سال یعنͬ تاریخ
ͺپاس او سوال به ͬ تواند نم زودی به که کرد بیان جوابش در نامه دریافت از بعد روز چند همیلتن داد.

دهد.
و است. آورده به دست رنگ چهار حدس برای اثبات ی که کرد اعلام کمپ۵٩ ،١٨٧٩ جولای ١٧ در

رسید. چاپ به ١٨٧٩ سال اواخر در که فرستاد آمری΄ا ریاضیات ژورنال به را قضیه کیل۶٠ͬ پیشنهاد به
عنوان با مقاله ای هیوود۶١ شد. تبدیل رنگ چهار حدس به دوباره رنگ چهار قضیه ١٨٩٠ سال در
اثبات که داد نشان مقاله اش در او کرد. بیان را خود هدف درآن و کرد منتشر نقشه» رنگ آمیزی قضیه »

است. ۵‐رنگ پذیر نقشه هر و است اشتباه کمپ
اثبات را رنگ چهار قضیه ه΄ن۶٣ و اپل۶٢ این که تا داشت ادامه همچنان ١٩٧۶ سال تا وضعیت این

گرفتند. کم کوک۶۴ جان از ال·وریتمͬ کار های بعضͬ در آن ها کردند.
انجام توماس۶٨ و ۶٧ سیمور سندرس۶۶، ربرتسون۶۵، توسط رنگ چهار قضیه اثبات برای تلاش ها اخرین

است. شده
به ١,٢, . . . , k رنگ k تخصیص از است عبارت G از رأس۶٩ͬ k−رنگ آمیزی ی .١ . ١ . ٣٩ تعریف
از مجاز رأسͬ k−رنگ آمیزی ی بنابراین نباشد. همرنگ مجاوری رأس دو هیچ بطوری΄ه G رأس های
که مستقل، مجموعة k به V از (V١, V٢, . . . , Vk) مانند افرازی از است عبارت ،G طوقه بدون گراف
k−رنگ  پذیر ی G آنگاه باشد مجاز رأسͬ k−رنگ آمیزی ی دارای G اگر باشند. نیز تهͬ ͬ توانند م

ͬ شود. م نامیده رأسͬ
«k−رنگ آمیزی ی و رنگ آمیزی ساده، به طور را مجاز» رأسͬ «رنگ آمیزی ی کار، راحتͬ برای
k−رنگ    پذیر اختصار به را رأسͬ» «k−رنگ آمیزی همچنین ͬ نامند. م k−رنگ آمیز را مجاز» رأسͬ

ͬ گویند. م
رنگ٧٠ͬ عدد باشد. k−رنگ پذیر آن زمینة ساده گراف اگر فقط  و اگر است k−رنگ پذیر گراف، ی
G گراف آن به ازای که است kای کوچ΄ترین با برابر و ͬ شود م داده نشان χ(G) نماد با را G گراف

ͬ نامند. م k−رنگͬ را G باشد، χ(G) = k اگر باشد. k−رنگ پذیر ͬ تواند م
ͬ باشد: م زیر صورت به کامل و دوبخشͬ تهͬ، گراف های برای رنگͬ عدد .۴١ . ١ . ٠ مثال

۵٨W. Hamilton
۵٩A. B. Kempe
۶٠A. Cayley
۶١P. J. Heawood
۶٢K. Apple
۶٣W. Haken
۶۴J. Koch
۶۵Robertson
۶۶Sanders
۶٧Seymour
۶٨Thomas
۶٩K-vertex colouring
٧٠Chromatic number



١١ گراف  نظریه

χ(G) = ١ تهͬ: گراف
χ(G) = ٢ دوبخشͬ: گراف
χ(G) = n رأس: n با کامل گراف 

باشیم: داشته G از H سره ی زیرگراف هر به ازای اگر است بحران٧١ͬ G گراف .۴١ . ١ . ١ تعریف
χ(H) < χ(G).

ی دارای k−رنگͬ گراف هر ͬ شود. م گفته k−بحرانͬ گراف باشد بحرانͬ و k−رنگͬ که گرافͬ
است. شده داده  نشان ١۴ . ١ ش΄ل در ۴‐بحرانͬ، گراف ی است. k−بحرانͬ زیرگراف

٢

١

٣۴

۴ ١

١

٢٢

٣ ١

گروتز گراف :١۴ . ١ ش΄ل

.δ(G) ≥ k − ١ آنگاه باشد، k−بحرانͬ ،G اگر .۴١ . ١ . ٢ قضیه
.[١١] ͽمرج ٨-١ قضیه برهان.

دارد. وجود k − ١ حداقل درجة با رأس k کم دست k−رنگͬ، گراف هر در .۴١ . ١ . ٣ نتیجه
.[١١] ͽمرج قضیه١‐١‐٨ برهان.

.χ(G) ≤ ∆(G) + ١ : داریم G گراف هر به ازای .۴۴ . ١ . ١ نتیجه
.[١١] ͽمرج ٨-١-١ قضیه برهان.

ندارد. وجود خوشه صورت به رأسͬ برش هیچ بحرانͬ، گراف ی در .۴۵ . ١ . ١ قضیه
.[١١] ͽمرج ٨-٢ قضیه برهان.

آن گاه نباشد، کامل گراف و فرد دور که باشد همبند گرافͬ G اگر بروکس٧٢). (قضیه ۴۶ . ١ . ١ قضیه
.χ(G) = ∆ + ١ باشد، کامل گراف یا فرد دور دارای اگر اما .χ(G) ≤ ∆

٧١Critical
٧٢Brooks theorem



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١٢

.[١١] ͽمرج ۴-٨ قضیه برهان.
١,٢, . . . , k رنگ k تخصیص از عبارت است G گراف از یال٧٣ͬ k−رنگ آمیزی ی .۴١ . ١ . ٧ تعریف
ی ͬ نامند. م مجاز رنگ آمیزی ی را آن نباشند همرنگ مجاوری یال دو هیچ اگر .G یال های به
Eiبرابر آن در که گرفت نظر Eدر از (E١, E٢, . . . , Ek) افرازی عنوان به ͬ توان م را یالͬ k−رنگ آمیزی
k−رنگ آمیزی ی Gدارای اگر ͬ باشد. م iرنگ دارای که Eاست یال های از تهͬ) مجموعه ای(احتمالا˟

ͬ شود. م نامیده یالͬ k−رنگ پذیر ،G آنگاه باشد مجاز یالͬ
که است kای کوچ΄ترین با برابر و ͬ شود. م داده نشان χ′(G) نماد با G گراف ͬ یال٧۴ͬ رنگ عدد

ͬ نامند. م یالͬ k−رنگͬ را G باشد، χ′(G) = k اگر باشد. یالͬ k−رنگ پذیر ͬ تواند م G آن به ازای
.χ′(G) = ∆ آنگاه باشد، دوبخشͬ G گراف اگر .۴١ . ١ . ٨ قضیه

.[١١] ͽمرج ١-۶ قضیه برهان.
یا χ′(G) = ∆ دراین صورت باشد، ساده G گراف اگر .( ویزینگ٧۵ (قضیه ۴١ . ١ . ٩ قضیه

.χ′(G) = ∆ + ١

.[١١] ͽمرج ٢-۶ قضیه برهان.

کدگذاری نظریه ١ . ٢
تاریخچه ١ . ٢ . ١

فرستنده از اطلاعات ارسال آن هدف که است مخابرات پرکاربرد شاخه های از ی΄ͬ کانال کدگذاری نظریه
این پایه گذار ͬ توان م را شانون٧۶ کلود ͬ باشد. م گیرنده به اغتشاش دارای فیزی΄ͬ کانال ی طریق از
ارسال نرخ با خطا تحصیح کننده کد های نمود ثابت ١٩۴٨ سال در اساسͬ مقاله ای در که دانست نظریه
نزدی کدگشایی خطای احتمال دارای کانال، روی بر ارسال از پس که دارند وجود کانال ظرفیت از کمتر
احتمال نظریه پایه بر او اثبات روند کرد اثبات وجودی به صورت را مطلب این شانون ͬ باشند. م صفر به
رسیدن برای زیادی تلاش های آن پس از ͬ کرد. نم مشخص مطلوب کد معرفͬ جهت خاصͬ روش و بوده
و کانولوشن رید‐مولر، گُل̞ͬ، همینگ، کد های نظیر معروفͬ کد های و گردید آغاز مطلوب کد های به

شود. رجوع [٢۶] و [١٧] منابع به کدها این بیشتر مطالعه برای شدند. مطرح غیره
ذخیره سازی دستگاه های تلفنͬ، م΄المات در ͬ توان م را خطا تحصیح کننده  کدهای نظریه کاربرد های
صوتͬ سیستم در آن کاربرد بیشترین اما نمود. مشاهده غیره و مغناطیسͬ نوار دستگاه های مانند

شد. اختراع فیلیپس٧٧ توسط که است فشرده دیس ی دیجیتال
٧٣Edge colouring
٧۴Edge chromatic number
٧۵Vizing theorem
٧۶C. shannon
٧٧Philips



١٣ کدگذاری نظریه

تعاریف ١ . ٢ . ٢
الفبای به عنوان که باشد q اندازه ی با مجموعه ای A = {a١, a٢, . . . , aq} کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

ͬ نامند. م کد علائم را آن اعضای و ͬ شود مراجعه م آن به کد٧٨

است W = w١, w٢, . . . , wn صورت به دنباله ای A الفبای روی n طول از q−آرایه ای کلمه ی .١
نظر در (w١, w٢, . . . , wn) بردار ش΄ل به ͬ توان م را W معادل، به طور .wi ∈ A ،i هر برای که

گرفت.
است q−آرایه ای کلمات از C ناتهͬ مجموعه ،A الفبای روی n طول از q−آرایه ای بلوکͬ کد ی .٢

دارند. n ی΄سان طول که
ͬ شود. م نامیده C از کدواژه٧٩ ی ،C مجموعه عضو هر .٣

ͬ دهیم. م نمایش |C| نماد با را آن و ͬ نامیم م C اندازه را C در کدواژه ها تعداد .۴
ͬ نامیم. م (n,M)−کد ی را M اندازه و n طول از کد ی .۵

شده گرفته نظر در ٢ مرتبه از F٢ = {٠,١} متناهͬ میدان اینجا این در کد الفبای .١ . ٢ . ٢ ملاحظه
ͬ شود. م نامیده دودویی٨٠ کد F٢ الفبای روی کد ی است.

است. (۵,٣)−کد ی C = {٠٠٠٠٠,٠١١١٠,١٠٠١١} .١ . ٢ . ٣ مثال
همچنین ،A = {a١, a٢, . . . , aq} متناهͬ، کانال الفبای ی از ارتباطͬ کانال ی .۴ . ١ . ٢ تعریف
هر برای که است شده تش΄یل ،P (aj ai|دریافت (ارسال = ١ ارسال، کانال احتمال های از مجموعه ای

است: صادق زیر شرط i
q∑

j=١
P (aj ai|دریافت (ارسال = ١.

ارسال خروجͬ از مستقل ارسال هر خروجͬ اگر ، ͬ نامند م بی حافظه را ارتباطͬ کانال ی .۵ . ١ . ٢ تعریف
در باشند، n طول از کلماتͬ X = x١x٢ . . . xn و C = c١c٢ . . . cn اگر دی·ر عبارت به باشد. پیشین

این صورت:
P (X C|دریافت (ارسال =

n∏
i=١

P (xi ci|دریافت (ارسال = ١.

دارای که است حافظه ای بدون ارتباطͬ کانال ی ͽواق در دودویی متقارن کانال ی .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشد: داشته را زیر شرایط و بوده ٢ اندازه از متناهͬ کد الفبای

ͬ شود. م نامیده بی فایده کانال p > ١
٢ ͬ باشد.اگر م p برابر علامت هر نادرست دریافت احتمال .١

٧٨Code alphabet
٧٩Codewords
٨٠Binary code



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١۴

برابر احتمال دارای خطا حالت هر این صورت در شود دریافت خطا صورت به علامت ی هرگاه .٢
است.

Xدریافت کلمه اگر ͬ شود؛ م ارسال ارتباطͬ کانال ی Cروی از کدواژه هایی کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
c ∈ C کدواژه های تمام برای را ،P (X C|دریافت (ارسال = ١ ارسال، کانال احتمال های ͬ توان م شود،
ماکزیمم٨١ احتمال کدگشایی روش برساند، حداکثر به را ارسال کانال احتمال های cx اگر کرد. محاسبه
ماکزیمم احتمال کدگشایی نوع دو است. ارسالͬ کدواژه محتمل ترین cx که ͬ دهد م نتیجه (MLD)

داریم:

را شده ارسال کدواژه محتمل ترین شود، دریافت X کلمه اگر کامل: ماکزیمم احتمال کدگشایی .١
ͬ کند. م انتخاب دلخواه به را آنها از ی΄ͬ باشد، ی΄ͬ از بیش کدواژه ای چنین اگر ͬ یابد. م

را شده ارسال کدواژه محتمل ترین شود، دریافت X کلمه اگر ناکامل: ماکزیمم احتمال کدگشایی .٢
ͬ کند. م درخواست مجدد ارسال باشد، ی΄ͬ از بیش کدواژه ای چنین اگر ͬ یابد. م

دودویی کانال ی در که باشیم داشته Cرا = {٠٠١,١٠١,٠١١} کددودویی کنید فرض .١ . ٢ . ٨ مثال
روش به را X = ٠١٠ دریافتͬ کلمه این صورت در ͬ شود م ارسال زیر احتمال های با حافظه بدون

ͬ کنیم. م کدگشایی احتمال ماکزیمم کدگشایی

P (٠ ١|دریافت (ارسال = ١
١٠ =⇒ P (٠ ١|دریافت (ارسال = ٩

١٠
P (١ ١|دریافت (ارسال = ۵

١٠ =⇒ P (١ ٠|دریافت (ارسال = ۵
١٠

داریم. سروکار متقارن کددودویی ی با که ͬ شود م دیده راحتͬ به
P (٠١٠ |دریافت ٠٠١ ارسال ) = P (٠ |دریافت ٠ ارسال )× P (١ |دریافت ٠ ارسال )

× P (٠ |دریافت ١ ارسال )
= ٠٫٠۴۵

P (٠١٠ |دریافت ١٠١ ارسال ) = ٠٫۴١۵

P (٠١٠ |دریافت ٠١١ ارسال ) = ٠٫٠۴۵

ͬ کند. م کدگشایی ١٠١ کدواژه  ی به را X کلمه احتمال، ماکزیمم کدگشایی قاعده لذا
X همینگ٨٢ فاصله باشند، A الفبای روی ،n طول از کلماتͬ Y و X کنید فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف
اگر متفاوت اند. هم با Y و X که است م΄ان هایی تعداد ͬ شود، م داده نمایش d(X, Y ) با که Y و

صورت: این در Y = y١y٢ . . . yn و X = x١x٢ . . . xn

d(X,Y ) = d(x١, y١) + d(x٢, y٢) + · · ·+ d(xn, yn)

٨١Maximum likelihood decoding
٨٢Hamming distance



١۵ کدگذاری نظریه

و  ͬ شوند م گرفته درنظر ١ طول از کلماتͬ ش΄ل به yi و xi آن در که

d(xi, yi) =

١ xi ̸= yi,

٠ xi = yi.

این صورت در باشند. A الفبای روی n طول از کلماتͬ Z و Y ،X کنید فرض [٢۶] .١ . ٢ . ١٠ گزاره
داریم: همواره

٠؛ ≤ d(X, Y ) ≤ n .١

X؛ = Y فقط اگر و اگر d(X,Y ) = ٠ .٢

d(X,Y؛ ) = d(Y,X) .٣

تعریف زیر صورت به و داده نمایش d(C) با را کلمه ٢ حداقل شامل C کد فاصله .١ . ٢ . ١١ تعریف
ͬ کنیم، م

d(C) = min{d(X, Y ) : X,Y ∈ C,X ̸= Y }.

ͬ شود. م نامیده ,n,M)−کد d) ی d فاصله  و M اندازه ،n طول از کد ی

ͬ آوریم: م بدست  زیر صورت به را C و همینگ فاصله ١ . ٢ . ٣ مثال برای .١ . ٢ . ١٢ مثال
همینگ: فاصله .١

d(٠٠٠٠٠,٠١١١٠) = ٣, d(٠٠٠٠٠,١٠٠١١) = ٣, d(٠١١١٠,١٠٠١١) = ۴

:C فاصله .٢
d(C) = ٣

X کلمه اگر ͬ شود؛ م ارسال ارتباطͬ کانال ی روی C از کدواژه هایی کنید فرض .١ . ٢ . ١٣ تعریف
دی·ر عبارت به باشد، کمترین C کدواژه های تمام میان در d(X, cx) ͬ که صورت در شود دریافت

d(X, cx) = min
c∈C

[d(X, c)]

کدگشایی همانند کرد. خواهد کدگشایی cx به را X کلمه (MDD) فاصله٨٣ مینیمم کدگشایی روش
داریم: فاصله مینیمم کدگشایی نوع دو احتمال ماکزیمم

کامل. فاصله مینیمم کدگشایی .١

غیرکامل. فاصله مینیمم کدگشایی .٢
٨٣Minimum distance decoding



مقدماتͬ مباحث و تعاریف ١۶

ی(۴,۵)−کد کد این ب·یرید نظر در Cرا = {٠٠٠٠,٠١٠١,٠١١١,١١١١,١٠٠١} کد .١۴ . ١ . ٢ مثال
داریم: این صورت در شود دریافت X = ١١١٠ کلمه ی کنید فرض ͬ باشد م

d(X,٠٠٠٠) = ٣, d(X,٠١٠١) = ٢, d(X,٠١١١) = ٢, d(X,١١١١) = ١, d(X,١٠٠١) = ٣

کدگشایی ١١١١ کدواژه ی به X کلمه ی شود، گرفته کار به فاصله مینیمم کدگشایی قاعده ی اگر لذا
ͬ شود. م

خطا٨۴ دهنده u−تشخیص کد ی C کد باشد. مثبتͬ صحیح عدد u کنید فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
ی شده نتیجه کلمه دهد، رخ خطا u حداکثر و خطا ی حداقل کدواژ ه ای در اگر که صورتͬ در است
ولͬ باشد خطا دهنده u−تشخیص هرگاه خطاست، دهنده u−تشخیص دقیقاً C کد نباشد. کدواژه

نباشد. خطا دهنده +u)−تشخیص ١)

خطا ی اگر این صورت در ب·یرید. نظر در را C = {٠٠٠٠,٠١١١,١١٠١} کددودویی .١۶ . ١ . ٢ مثال
ی با ١١٠١ کدواژه ی کنید فرض ͬ شود. نم حاصل C کد از دی·ری کدواژه ی دهد، رخ کدواژه ها در
کدواژه ای کلمات این از هیچ΄دام که تبدیل شود ١١٠٠ یا ١٠٠١ یا ٠١٠١ فرم های از ی΄ͬ به خطا
این لذا شود. دریافت ٠١١١ کدواژه ی است مم΄ن شود ارسال خطا دو با اگر اما نباشند. C کد از
دقیقاً کد این بنابراین ͬ باشد. نم خطا ٢−تشخیص گر که حالͬ در ͬ باشد. م خطا ١−تشخیص گر کد

ͬ باشد. م خطا ١−تشخیص گر

استفاده ناکامل کدگشایی روش ͬ که صورت در باشد. مثبتͬ صحیح عدد v کنید فرض .١ . ٢ . ١٧ تعریف
تعدادی یا v تصحیح به فاصله مینیمم کدگشایی اگر است، خطا٨۵ کننده v−تصحیح ی C کد شود
اما باشد خطا کننده v−تصحیح اگر است، خطا کننده v−تصحیح دقیقاً ،C کد باشد. قادر خطا کمتر

نباشد. خطا کننده v)−تصحیح + ١)

اعمال با و شود ارسال ٠٠٠٠ اگر ب·یرید. نظر در را C = {٠٠٠٠,٠١١١,١١٠١} کد .١ . ٢ . ١٨ مثال
چون فاصله مینیمم کدگشایی قاعده ی طبق این صورت در شود دریافت X = ٠٠٠١ خطا ی

d(X,٠٠٠٠) = ١, d(X,٠١١١) = ٢, d(X,١١٠١) = ٢

دریافت X = ٠٠١١ کنیم اعمال را خطا دوبار اگر ͬ کنیم. م کدگشایی ٠٠٠٠ کدواژه ی به را X کلمه
چون این صورت در ͬ شود. م

d(X,٠٠٠٠) = ٢, d(X,٠١١١) = ١, d(X,١١٠١) = ٣

خطا ٢−تصحیح گر کد ی C کد این رو از ͬ شود. م کدگشایی ٠١١١ کدواژه ی خطا به X کلمه ی لذا
است. خطا کننده ١−تصحیح دقیقاً کد این و ͬ باشد. نم

.d(C) ≥ ٢v + ١ فقط اگر و اگر خطاست کننده v−تصحیح کد ی C کد [٢۶] .١ . ٢ . ١٩ قضیه
به صورت C نسبی فاصله مینیمم ،(n,M, d) پارامترهای با C q−آرایه ای کد برای .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

ͬ شود. م تعریف ξ(C) = (d−١)
n

٨۴error-detecting
٨۵Error correcting code



١٧ پیچیدگͬ نظریه

پیچیدگͬ نظریه ١ . ٣
تصمیم گیری٨۶ مسأله ی باشد) ٠ یا ١ رسمͬ طور به (یا باشد، خیر یا بلͬ آن ͺپاس که مسائلͬ .١ . ٣ . ١ تعریف

ͬ شود. م نامیده
مخصوصاً ͬ شوند. م گفته p کلاس هستند حل قابل چندجمله ای زمان در که مسائلͬ .١ . ٣ . ٢ تعریف

است. مسأله ورودی اندازه n که شوند، اجرا O(nk) زمان در ͬ توانند م k ثابت برای که مسأله هایی
یعنͬ است. تصدیق پذیر٨٨ چندجمله ای زمان در که است مسائلͬ شامل ٨٧NP کلاس .١ . ٣ . ٣ تعریف
ͬ توان م مسئله ورودی اندازه حسب بر چندجمله ای زمان در دهد، قرار ما اختیار در را جوابی کسͬ اگر

نمود. بررسͬ را آن درستͬ
k ثابت مقدار برای آن ها حالت بدترین اجرای زمان که n ورودی اندازه با ال·وریتم هایی .۴ . ١ . ٣ تعریف

ͬ شود. م نامیده چندجمله ای٨٩ زمان ال·وریتم ͬ باشد، م O(nk) برابر
تبدیل زیر ͬ های ویژگ Bبا از β نمونه به Aرا از α نمونه هر که داریم، رویه ای کنید فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف

ͬ کند: م
ͬ شود. م انجام چندجمله ای زمان در تبدیل .١

باشد. ”بله” نیز β به ͺپاس اگر فقط و اگر است ”بله” α به ͺپاس یعنͬ است، ی΄سان ͅ ها پاس .٢
ͬ نامیم. م چندجمله ای زمان کاهش٩٠ ال·وریتم را رویه ای چنین

مسائل تمام اگر ͬ گردد. م محسوب NP−کامل٩١ مسائل Aجزء ∈ NP تصمیم مسأله .۶ . ١ . ٣ تعریف
باشد. A مسأله به کاهش قابل چندجمله ای زمان در NP رده دی·ر

مسئله را است NP−کامل نوع از آن ها با مرتبط تصمیم مسئله که بهینه سازیی مسائل .١ . ٣ . ٧ تعریف
ͬ نامیم. م NP-hard

اثبات مؤثر ال·وریتم و ͬ باشد. م NP-hard مسائل نوع از واقعͬ دنیای در بهینه سازی مسائل اغلب
درباره تحقیق ͬ باشد. م نمایی زمانͬ رده در آن ها بهینه حل زمان ندارد. وجود آن ها حل برای شده ای
اعتقاد کامپیوتر علوم دانشمندان اغلب است. NP−کامل مسأله های هسته ی ،P ̸= NP پرسش
مم΄ن اما ͬ شود. م ؟؟ ش΄ل مانند NP−کامل و NP ،P بین ارتباط به منجر ،P ̸= NP که دارند
شود. اثبات P = NP نتیجه در و شود پیدا NP−کامل مسأله برای جمله ای چند زمان ال·وریتم است
اینکه اثبات نشده. کشف NP−کامل مسأله برای جمله ای چند زمان ال·وریتم هنوز چون وجود این با

است. آن سختͬ بر هوشمندانه ای گواه است، NP−کامل مسأله ای
٨۶Decision problem
٨٧Nondeterministic polynomial
٨٨Verifiable
٨٩Polynomial-time algorithm
٩٠Reduction algorithm
٩١NP-complete





٢ فصل
رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی

مقدمه ٢ . ١
برای خاص حالت در و مختلف گراف های برای آن از کرانͬ و بیان را به ی ی عددرنگͬ فصل، دراین
به ی ی عددرنگͬ ،χi(G) = k برای ͬ دهیم م نشان همچنین ͬ کنیم. م Qnمحاسبه م΄عب گراف های

است. NP−کامل مسائل جزء
به ی ی رنگ آمیزی » عنوان با مقاله ای در دوستانش و هان١ توسط ٢٠٠١ سال در اولیه مطالعات
برای را رنگ آمیزی نوع این دوستانش و لوزار٢ ٢٠٠۶ سال در بعد سال چند [٩] شد. بیان گراف ها»
دوستانش و بوی٣ ٢٠٠٧ سال در نمودند. بیان [١٣] مقاله در رنگ تعداد کمترین با مسط گراف های
کران هایی دوستانش با دوین۴ [٢٣] کردند. بیان مقاله در مسط گراف های برای به ی ی رنگ آمیزی
رنگ آمیزی دوستانش و ۵ هلل ٢٠٠٨ سال در [١] کردند. مشخص گراف ها برای به ی ی عددرنگͬ از

[١٩] نمودند. بررسͬ وتری گراف های روی را به ی ی

از تابعͬ G = (V,E) گراف از رأسͬ به ی ی k−رنگ آمیزی .٢ . ١ . ١ تعریف

C : V (G) −→ {١,٢, . . . , k}
١G. Hahn
٢L. Lovász
٣V. Bu
۴A. Doyon
۵P. Hell



رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی ٢٠

رنگ های تعداد حداقل نباشند. ی΄سانͬ رنگ دارای مشترک همسای·ͬ با رأسͬ دو هیچ طوری΄ه به است.
ͬ دهیم. م نشان χi(G) با را آن و ͬ گوییم م ۶به ی ی عددرنگͬ ،به ی ی رنگ آمیزی در مجاز

است. پذیر ام΄ان سادگͬ به زیر روابط درستͬ بررسͬ .٢ . ١ . ٢ مثال
χi(Pn) = ٢ : n ≥ ٢ برای .١

χi(Cn) =

٢, n ≡ ٠ (mod۴),

٣, فرد n; n ̸= ٢(mod۴).
.٢

٧.χi(G) = χ(G(٢)) داریم، G گراف هر برای .٢ . ١ . ٣ قضیه
.∆(G) ≤ χi(G) ≤ |V (G)| .۴ . ٢ . ١ قضیه

پایه نتایج ٢ . ٢
n = ͬ کند م عاد d آنگاه ،χi(G) = d باشیم داشته d درجه از منتظم G گراف برای اگر .٢ . ٢ . ١ لم

.|V (G)|

هر به ی ی رنگ آمیزی تعریف بنابه دارد.لذا همسایه d آن رأس هر و d درجه از گرافGمنتظم ∑برهان.
u∈V (G) ١ = n در با d دقیقاً رنگ هر ͽواق در ͬ شود، م ظاهر رأس هر همسای·ͬ در بار ی دقیقاً رنگ

رئوس تعداد d نتیجه در است. شده استفاده G گراف در بار n
d

دقیقاً رنگͬ هر لذا ͬ شود. م شمارش
ͬ کند. م عاد G گراف

.χ(G) ≤ χi(G) آنگاه باشد، K٢ گراف از متمایز و همبند G گراف اگر .٢ . ٢ . ٢ لم
قضیه و ۴۶ . ١ . ١ بروکس قضیه بنابر لذا باشد. نداشته کامل گراف یا فرد دور ،Gگراف کنید فرض برهان.

داریم: ۴ . ٢ . ١
χ(G) ≤ ∆(G) ≤ χi(G).

داریم: ۴۶ . ١ . ١ بروکس قضیه بنابر K٢باشد. از متمایز کامل، گراف Cpیا دور گرافGشامل کنید فرض
χ(G) = χi(G).

است. χi(G) ≥ α آنگاه باشد، G گراف استقلال عدد α و diam(G) = ٢ اگر .٢ . ٢ . ٣ لم
نظر در آن از رأسͬ جفت هر است، diam(G) = ٢ که G گراف از مستقلͬ مجموعه هر در برهان.
نیاز رنگ α حداقل G گراف به ی ی رنگ آمیزی برای لذا باشند. مشترک همسای·ͬ دارای باید ب·یریم

داریم.
۶Injective chromatic number

.٣ گذاره [١٩] ٧مقاله



٢١ پایه نتایج

G گراف اگر فقط  و اگر χi(G) = |V (G)| ب·یرید. نظر در n ≥ ۴ مرتبه از G دلخواه گراف .۴ . ٢ . ٢ لم
باشد. مثلث ی در آن یال هر و diam(G) = ٢ یا باشد کامل

داریم: ۴ . ٢ . ١ قضیه و ۴۶ . ١ . ١ بروکس قضیه از برهان.

χi(G) = χ(G(٢)) = |V (G)|.

دارای آن از متمایز رئوس هرجفت فقط اگر و اگر است کامل G(٢) گراف که این با است معادل که
باشند. مشترک همسای·ͬ

diam(G) = ٢ دارای و مجاور هم با آن رئوس جفت هر بنابراین باشد. کامل G(٢) گراف کنید فرض
هستند. مشترک همسای·ͬ دارای ب·یریم نظر در که رئوسͬ جفت هر لذا هستند.

که ͬ دهیم م نشان و هستند. مشترک همسای·ͬ دارای G(٢) گراف از رئوسͬ جفت هر ͬ کنیم م فرض
که دارند وجود رأس دو پس نباشد کامل G(٢) گراف که ͬ کنیم م خلف فرض است. کامل G(٢) گراف
کامل باید G(٢) گراف و رسیدیم تناقض به است diam(G) ̸= ٢ آن طبع به . نیستند مجاور هم با

باشد.

.χi(G) ≤ ∆(∆− ١) + ١ آنگاه باشد، ∆ درجه ماکزیمم دارای G گراف اگر .۵ . ٢ . ٢ لم
رأس ∆(∆ − ١) حداکثر که ͬ دانیم م ب·یرید. نظر در v ∈ V (G) = V (G(٢)) دلخواه رأس برهان.
گراف در v رأس درجه ماکزیمم لذا است. دو حداکثر v رأس تا آنها فاصله که دارند، وجود G گراف در

داریم: ٢ . ٢ . ٢ لم بنابه نتیجه در است. ∆(∆− ١) حداکثر G(٢) مربع

χi(G) = χ(G(٢)) ≤ ∆(∆− ١) + ١.

. هستند ( (تیز شارپ G نامتناهͬ گراف های برای ٢ . ٢ . ٣ و ۵ . ٢ . ٢ لم از حاصل کران های

در آن یال هر اگر باشد. ∆ درجه ماکزیمم و diam(G) = ٢ دارای G گراف کنید فرض .۶ . ٢ . ٢ گزاره
آنگاه باشد، مثلث ی

|V (G)| ≤ ∆٢ −∆.

درجه از u ∈ V (G) رأس باشد. ∆ ≥ ٣ و |V (G)| ≥ ∆٢ −∆+ ١ که ͬ کنیم م خلف فرض برهان.
باقͬ و N(u) = {ui|١ ≤ i ≤ ∆} با برابر آن همسایه های مجموعه طوری΄ه به ͬ گیریم م نظر در ∆

باشند. NV (ui) = N(ui) ∩ V و V = V (G)\({u} ∪N(u)) با برابر رئوس
یال های از کدام هیچ شامل C٣ دور این صورت غیر در چون است، |NV (ui)| ≤ ∆ − ٢ که ͬ دانیم م

ͬ شود. نم uui
|V | ≤

∆∑
i=١

|NV (ui)| ≤ ∆(∆− ٢).



رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی ٢٢

بنابراین |V | = ∆(∆− ٢) طرفͬ از

|V | =
∆∑
i=١

|NV (ui)| = ∆(∆− ٢)

هستند. مجزا دوبه دو uiها و |NV (ui)| = ∆− ٢ نتیجه در
N(v) = {u١, v٢, . . . , vt} کنید فرض ب·یرید. نظر در v ∈ NV (u١) رأس و u همسای·ͬ در u١ رأس
دست از بدون است. مثلث ی در u١v یال بنابراین باشد. ٢ ≤ i ≤ t هر برای vi ∈ V و t ≤ ∆ برای
نظر در {ui|٢ ≤ i ≤ ∆} و {vi|٣ ≤ i ≤ t} مجموعه دو ،v٢ ∈ NV (u١) ͬ کنیم م فرض کلیت دادن
uj و v فاصله یعنͬ باشد. Nv(uj) ∩ N(v) = ∅ به طوری΄ه ٢ ≤ j ≤ ∆ دارد وجود بنابراین ب·یرید.

است. ثابت ح΄م و رسیدیم تناقض به دو، از بیشتر
داریم، H و G گراف هر برای .٢ . ٢ . ٧ لم

(G□H)(٢) = (G(٢)□H(٢)) ∪ (G×H).

کنید فرض برهان.
(G□H)(٢) ⊆ (G(٢)□H(٢)) ∪ (G×H)

رأس دو دهیم، نشان است کافͬ اثبات برای باشد. (a١, b١), (a٢, b٢) ∈ V (H) ،(x, y) ∈ V (G) و
حاصل ضرب تعریف بنابه هستند. متصل ی΄دی·ر به (G(٢)□H(٢))∪ (G×H) در (a٢, b٢) و (a١, b١)

ͬ دهیم.) م نشان ∼ با را (اتصال داریم: را زیر حالت سه G□H دکارتͬ
.١a١ = a٢ = x

y ∼ b١, y ∼ b٢

=⇒ b١ ∼ b٢ =⇒ (a١, b١) ∼ (a٢, b٢) .(٢)H□(٢)Gدر

.٢b١ = b٢ = y

x ∼ a١, x ∼ a٢

=⇒ a١ ∼ a٢ =⇒ (a١, b١) ∼ (a٢, b٢) .(٢)H□(٢)Gدر

.٣a١ = x, a٢ = x

y ∼ b١, y = b٢

=⇒

b١ ∼ b٢

a١ ∼ a٢

=⇒ (a١, b١) ∼ (a٢, b٢) .G×Hدر

حالت برای
(G□H)(٢) ⊇ (G(٢)□H(٢)) ∪ (G×H)

.(G□H)(٢) گراف در (a١, b١) ∼ (a٢, b٢) که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به



٢٣ Qn م΄عب گراف به ی ی عددرنگͬ

آنگاه باشند، K٢ از متمایز و همبند گراف دو H و G اگر .٢ . ٢ . ٨ لم

χi(G□H) ≤ χi(G)χi(H).

است. χ(G ∪H) ≤ χ(G)χ(H) که ͬ کنیم م یادآوری برهان.
داریم: ٢ . ٢ . ٧ لم همچنین و ٣۴ . ١ . ١ رسته ای و ١ . ١ . ٣٣ دکارتͬ حاصل ضرب تعریف از

χ(G×H) ≤χ(G)× χ(H)

≤min{χ(G), χ(H)}

χ(G(٢)□H(٢)) =max{χ(G(٢)), χ(H(٢))}

χ((G□H)(٢)) ≤max{χ(G(٢)), χ(H(٢))}.min{χ(G), χ(H)}.

بنابراین χi(G) = χ(G(٢)) که، ͬ شود م نتیجه ٢ . ١ . ٣ قضیه بنابه

χi(G□H) ≤ max{χi(G), χi(H)}.min{χ(G), χ(H)}. (٢ . ١)

گراف از مجزا گراف دو هر فرض بنابه باشد، χi(G) ≥ χi(H) ͬ کنیم م فرض کلیت دادن دست از بدون
لم و (٢ . ١) معادله از استفاده با نهایت در است. χi(H) ≥ ٢ و |V (H)| ≥ ٣ بنابراین هستند K٢

داریم: ٢ . ٢ . ٢
χi(G□H) ≤ χi(G)χ(H) ≤ χi(G)χi(H).

برای H = Kn و G = Km اگر مثال، عنوان به است شارپ ٢ . ٢ . ٨ لم از حاصل بالای کران
برای H = Kn□K٢ و G = Km□K٢ اگر است، برقرار بالا رابطه تساوی حالت .m,n ≥ ٣

.m,n ≥ ٣

Qn م΄عب گراف به ی ی عددرنگͬ ٢ . ٣
شده تعریف X متناهͬ رئوس مجموعه از ٢X توانͬ مجموعه روی ،QX(S)

شبه‐م΄عب٨ گراف های
باشد. S ⊆ ٢X مجموعه به متعلق متقارنشان تفاضل اگر هستند، مجاور QX(S) در رأس دو است.

[١٣] شد. معرفͬ ١٩٧۵ سال در لووسز٩ توسط گراف نوع این
دو و {٠,١}n آن رئوس مجموعه که است Qn(D) فاصله گراف م΄عب گراف های از خاصͬ نوع
همسای·ͬ باشد. D ⊆ {١,٢, . . . , n} به متعلق آنها همینگ فاصله اگر هستند، مجاور هم با رأس
χi(Qn({٢})) ≤ ٢⌈logn⌉ که کرد ثابت ای·ر١٠ است. Qn({٢}) تعریف این با Qn م΄عب گراف مشترک

٨Cube-Like
٩L. Lovász

١٠F. jaeger



رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی ٢۴

در احتمال این است. برقرار تساوی حالت m ≥ ٢ و ٠ ≤ j ≤ ٣ که n = ٢m − j برای داد احتمال و
[١٨] شده اند. اثبات و بیان ترس١٣ͬ و مشیولم١٢ لینیل١١، توسط ٢ . ٣ . ٧ و ٢ . ٣ . ٣ قضیه دو قالب

استفاده Qn م΄عب گراف به ی ی عددرنگͬ تعیین برای کدگذاری نظریه از بخش ادامه ای در
ͬ کنیم. م

رأس دو باشند. ی تعداد زوج با n طول از دودویی Hnرشته های گراف رئوس مجموعه کنید فرض
باشد.گراف دو آنها همینگ فاصله دی·ر به عبارت باشند متفاوت هم با م΄ان دو در اگر مجاورهستند، آن
Hn گراف با ی΄ریخت دو هر و Qnاست م΄عب گراف با متناظر مؤلفه، دو ({٢})Qnدر مشترک همسایه

ͬ باشند. م
مربع گراف در رأس دو ͬ کنیم. م تعریف Q(٢)

n = Qn ∪ Qn({٢}) صورت به را Q(٢)
n مربع گراف

گراف با ی΄ریخت Q(٢)
n گراف باشد. دو حداکثر آنها همینگ فاصله اگر فقط  و اگر هستند، مجاور Q(٢)

n

[٢٢] است. Hn+١

کد ی S کد است Qn م΄عب گراف رئوس از دلخواهͬ زیرمجموعه ،n طول از S دودویی کد
باشد. ٣ حداقل آن از متمایز رأس دو هر همینگ فاصله اگر است خطا کننده  تصحیح 

بطوری΄ه S١, S٢, . . . , St خطا تصحیح کننده کدهای از t تعداد کمترین .٢ . ٣ . ١ تعریف
نماد با و ͬ گویند م Qn م΄عب گراف کد١۴ پوششͬ عدد باشد، V (Qn) = S١ ∪ S٢ ∪ · · · ∪ St

ͬ شود. م داده نشان γ′(Qn)

نماد با را n طول از خطا کننده  تصحیح  دودویی کد ی کدواژه های تعداد بیشترین .٢ . ٣ . ٢ تعریف
ͬ شود. م داده نمایش σ(n)

داریم، ٢ . ٣ . ١ و ٢ . ٣ . ٢ تعریف دو از

σ(n)γ′(Qn) ≥ ٢n. (٢ . ٢)

از استفاده با تنها اما است. گرفته صورت σ(n) با رابطه در گسترده ای مطالعات کدگذاری نظریه در
درستͬ ١ ≤ j ≤ ۴ برای کدها روی آن تعمیم و کره تراکم کران خطͬ، ریزی برنامه همینگ، کدهای

است. شده بررسͬ σ(٢m − j) = ٢٢m−j−m رابطه
شود. مراجعه [١٧] از ١٧ بخش و [٢٠] ،[١۵] ،[١۶] به بیشتر مطالعه برای

.n = ٢r باشیم داشته r ≥ ٠ برای فقط اگر و اگر χi(Qn) = n .٢ . ٣ . ٣ قضیه
ͬ است کاف اثبات برای است n = ٢r که ͬ دهیم م نشان باشد. χi(Qn) = n ͬ کنیم م فرض برهان.

است. منتظم n گرافͬ ،Qn که دهیم نشان
باشند. Qn م΄عب گراف رأس های ai ∈ {٠,١} و a = (ai) ،٠ ≤ i ≤ n − ١ برای ͬ کنیم م فرض

١١N.linial
١٢R.meshulam
١٣M.tarsi
١۴Code covering number



٢۵ Qn م΄عب گراف به ی ی عددرنگͬ

رأس n به رأس هر لذا باشند. متفاوت هم با م΄ان ی در اگر هستند متصل ی΄دی·ر به Qn در رأس دو
است. تمام اثبات و n|V (G) = ٢n که ͬ شود م نتیجه ٢ . ٢ . ١ لم از باشد. متصل ͬ تواند م دی·ر

است. χi(Qn) = n که ͬ دهیم م نشان و n|V (G) = ٢r ͬ کنیم م فرض
برای ir = (i٠, i١, . . . , ir−١) = (ij)٢ و باشند Qn م΄عب گراف رأس های a = (ai) ͬ کنیم م فرض

باشد. r طول از دودویی نمایش ٠ ≤ j ≤ r − ١
که آنجایی از ͬ دهیم. م ارائه C(a) = ∑n−١

i=٠ aii
r به صورت Qn م΄عب گراف رئوس برای C رنگ آمیزی

است. n با برابر و برقرار بالا رابطه n،لذا = ٢r و هستند بردار دو هر ir و ai
d رأس همسای·ͬ در رأس دو b و a کنید فرض است. به ی ی رنگ آمیزی که ͬ دهیم م نشان ادامه در
در d و a رأس ͬ کنیم م فرض باشند. متفاوت م΄ان ی در اگر هستند مجاور Qn در رأس دو باشند.

باشند. متفاوت هم با q م΄ان در d و b رأس دو و p م΄ان

p ̸= q, ap = dp + ١, bq = dg + ١, ai = bi = di (i /∈ {p, q})

هستند. ی΄سانͬ رنگ دارای b و a بنابراین

c(a) = c(b) =⇒
n−١∑
i=٠

aii
r =

n−١∑
i=٠

bii
r,

=⇒ (dp + ١)pr + dqq
r = dqp

r + (dq + ١)qr,

=⇒ pr = qr =⇒ p = q.

ی΄سان رنگ دارای مشترک همسای·ͬ با رأس دو لذا است. تناقض در q و p نبودن برابر فرض با که
.n = ٢r با برابر و بوده به ی ی G گراف رنگ آمیزی و نیستند

است.١۵ χi(Qn) ≤ ٢n− ٢ بنابراین χi(Qn) ≤ ٢⌈logn⌉ nای هر برای .۴ . ٢ . ٣ نتیجه
.χi(Qn+١) = γ′(Qn) .۵ . ٢ . ٣ لم

که داریم Qn+({٢})١ گراف با Hn+١ گراف ی΄ریختͬ و ۴ . ٢ . ١ قضیه از برهان.

χi(Qn+١) = χ(Qn+({٢})١) = χ(Hn+١) = χ(Q(٢)
n ).

هستند. خطا تحصیح کننده کدهای تعداد برابر Q(٢)
n گراف رنگ آمیزی در رنگ ها که تعداد است بدیهͬ

خطا تحصیح کننده کد ی کدام هر که ͬ کنیم م تجزیه گونه ای به را Qn گراف رئوس مجموعه رو این از
این رو از ͬ دهیم. م اختصاص رنگ ی مجموعه ها این از کدام هر به باشند.

χi(Qn+١) = χ(Q(٢)
n ) = γ′(Qn).

[١٨] ١۵مقاله



رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی ٢۶

. χi(Qk) = ٨ ،۵ ≤ k ≤ ٨ برای و χi(Q٣) = χi(Q۴) = ۴ .۶ . ٢ . ٣ نتیجه
و χi(Q٣) = γ′(Q٢) طرفͬ از ،χi(Q٣) ≤ χi(Q۴) = ۴ داریم ؟؟ قضیه و ۵ . ٢ . ٣ لم از برهان.

است. γ′(Q٢) = ۴
رأس سه طرفͬ از χi(Q۵) = γ′(Q۴) و χi(Q۵) ≤ χi(Q٨) = ٨ که است واض ؟؟ قضیه و ۵ . ٢ . ٣ لم از
χi(Q۵) = χi(Q٨) = ٨ و γ′(Q۴) = ٨ بنابراین است. سه حداقل همینگشان فاصله Q۴ گراف در

است.
است. ٠ ≤ j ≤ ٣ برای χi(Q٢m−j) = ٢m .٢ . ٣ . ٧ قضیه

٠ ≤ j ≤ ٣ برای ۴ . ٢ . ٣ نتیجه بنابه برهان.
χi(Q٢m−j) ≤ ٢⌈log ٢m−j⌉ = ٢⌈m−j⌉,

که، ͬ شود م نتیجه (٢ . ٢) معادله و ۵ . ٢ . ٣ لم از و

χi(Q٢m−j) = γ′(Q٢m−j−١) ≥
٢m − j − ١

σ(٢m − j − ١) = ٢m.

است. ٠ ≤ j ≤ ٣ برای χi(Q٢m−j) = ٢m بنابراین
.χi(Q٢n+١) ≤ ٢χi(Qn+١) .٢ . ٣ . ٨ لم

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و افراز Vo و Ve مجموعه دو به Qn گراف رئوس مجموعه برهان.

است. زوج آن  ی های تعداد که رشته هایی : Ve •
است. فرد آن ی های تعداد که رشته هایی : Vo •

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت i = ١,٢, . . . , t برای So,i و Se,i خطای تحصیح کننده کد های
•

Se,i =

{
x∥(x, y) :

x ∈ Ve

y ∈ Si

}
,

•
So,i =

{
x∥(x, y) :

x ∈ Vo

y ∈ Si

}
.

ͬ شود. م ثابت ح΄م ،γ′(Q٢n) ≤ ٢t که دهیم نشان اگر حال هستند. Qn برای پوششͬ So,i و Se,i

از کاستن بدون است. سه حداقل So,i و Se,i از عضوی دو هر همینگ فاصله که ͬ دهیم م نشان ازاین رو
باشند. (x١, x١ + y١) ̸= (x٢, x٢ + y٢) ∈ Se,١ که ͬ کنیم م فرض کلیت

d[(x١, x١ + y١), (x٢, x٢ + y٢)] = d(x١, x٢) + d(x١ + y١, x٢ + y٢) ≥ ٣. (٢ . ٣)
داریم: را زیر حالت دو بنابراین



٢٧ محاسباتͬ پیچیدگͬ

.x١ ̸= x٢ .١
است. بدیهͬ ح΄م d(x١, x٢) ≥ ٣ اگر •

است. d(x١ + y١, x٢ + y٢) ≥ ١ که ͬ کنیم م ادعا باشد d(x١, x٢) = ٢ اگر •
باشد. d(x١ + y١, x٢ + y٢) = ٠ ͬ کنیم م فرض

و
Y١ = (b١, b٢, . . . , bn), Y٢ = (c١, c٢, . . . , cn),

X١ = (١,١, a٣, . . . , an), X٢ = (٠,٠, a٣, . . . , an).

داریم، حال
(١,١, a٣, . . . , an) + Y١ =(b١ + ١, b٢ + ١, . . . , bn + an),

(٠,٠, a٣, . . . , an) + Y٢ =(c١, c٢, . . . , cn + an).

باید و است تناقض در فرض با این که نیست. صفر همینگ فاصله که ͬ شود م مشاهده
باشد. d(x١ + y١, x٢ + y٢) ≥ ١

داریم، (٢ . ٣) معادله از .x١ = x٢ و y١ ̸= y٢ .٢
d[(x١, x١ + y١), (x٢, x٢ + y٢)] = d(x١ + y١, x٢ + y٢) = d(y١, y٢).

تصحیح  کد S١ و y١, y٢ ∈ S١ که آنجای از است. d(y١, y٢) ≥ ٣ که دهیم نشان است کافͬ
است. ثابت ح΄م بنابراین است خطا کننده

محاسباتͬ پیچیدگͬ ۴ . ٢
دارد؟ به ی ی k−رنگ آمیزی ی G گراف آیا .١ . ۴ . ٢ سوال

است. NP مسائل جزء به ی ی رنگ آمیزی که ͬ دهد م نشان و داده ͺپاس سوال این به زیر قضیه
ͬ باشد. م NP−کامل مسائل جزء به ی ی رنگ آمیزی .٢ . ۴ . ٢ قضیه

فرض کلیت دادن دست از بدون باشد. صحیح عددی k و G = (V,E) گراف کنید فرض برهان.
ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت G̃ جدید گراف باشد. سه حداقل درجه آن و همبند G گراف ͬ کنیم م

χ(G) ≤ k ⇐⇒ χi(G̃) ≤ k + ٣|E|.

باشند. زیر صورت به G̃ گراف یال های و رئوس مجموعه ͬ کنیم م فرض

V (G̃) = V ∪ VE ∪ VA , E(G̃) = EI ∪ EE ∪ EA



رأسͬ به ی ی رنگ آمیزی ٢٨

که

VA = {yuuv : uv ∈ E}, VE = {xuv : uv ∈ E}, EA = {ysstyuuv : st, uv ∈ E},

EI = {uxuv, uyuuv, xuvyuuv : uv ∈ E}, EE = {xstxuv : st, uv ∈ E}.

ادامه در است. شده حاصل G گراف از uv یال به جدید رأس دو شدن اضافه از G̃ گراف سادتر، بیان به
u, yuuv و u, xuv ،u, v رئوس رنگ آنگاه باشد، به ی ی رنگ آمیزی دارای G̃گراف اگر که ͬ دهیم م نشان
که ͬ کنند م تظمین سه) مرتبه از حداقل ) کامل گراف های به ی ی رنگ آمیزی باشند. متفاوت باید

هستند. متمایز هم به نسبت VE و VA مجموعه های رئوس رنگ
رنگ آمیزی و باشد، G گراف از رنگ آمیزی k ی c : V −→ [k] کنید فرض دی·ر، عبارت به
تعریف رنگ k + ٣|E| با G̃ گراف از c̃ : V (G̃) −→ [k] ∪ E ∪ {(uv, u) : uv ∈ E} به ی ی

ͬ دهیم، م قرار همچنین ͬ کنیم. م
c̃(u) = c(u) ∀u ∈ V,

c̃(xuv) = uv ∀xuv ∈ VE,

c̃(yuuv) = (uv, u).

رنگ های دارای ب·یریم نظر در VA ∪ VE مجموعه از که رأسͬ دو هر است. به ی ی c̃ ͬ دهیم م نشان
VA∪VE و V مجموعه دو همسای·ͬ در که رأس های رنگ دهیم نشان ͬ است کاف بنابراین هستند. متمایز
مجموعه در آن ͬ های همسای· تمام رنگ ب·یرید، نظر در را x ∈ VE رأس هستند. متمایز دارند، قرار
دو دقیقاً x = xuv بعلاوه، هستند. متمایز V مجموعه رئوس به نسبت همچنین و VA ∪ VE رئوس
ͬ های رنگ لذا هستند G گراف در یال ی رئوس که آنجایی از ،v و u دارد، V مجموعه در همسایه
آن رنگ  که دارد V مجموعه در همسای·ͬ ی تنها y ∈ VA رأس حال ͬ کنند. م دریافت متمایزی

است. به ی ی c̃ نتیجه در است. y ͬ های همسای· تمام از متمایز
مجموعه ͬ کنیم م ادعا باشیم. داشته G̃ گراف از c̃ به ی ی l−رنگ آمیزی ͬ کنیم م فرض برعکس،
رئوس مجموعه از القایی گراف های کرد. رنگ آمیزی ͬ توان م رنگ l− ٣|E| با دقیقاً G گراف V رئوس
بعلاوه، ͬ باشند. نم ی΄سانͬ رنگ دارای مجموعه دو این در رأسͬ دو هیچ و هستند کامل VA و VE
در و {s, t} ̸= {u, v} اگر xuv مشترک همسای·ͬ دارای yuuv و xst رأس های st, uv ∈ E هر برای
و موجود VA ∪ VE مجموعه در رأس ٣|E| لذا ͬ باشند. م u مشترک همسای·ͬ دارای صورت این غیر
گراف در مشترک همسای·ͬ ی V از رأسͬ هر این، بر علاوه ͬ باشند. م c̃ در متمایزی رنگ های دارای
ظاهره V مجموعه رئوس در که c̃ رنگ های بنابراین دارد. VE با مشابه طور به و VA از رأسͬ هر با G̃
دو هر و به ی ی c̃ که آنجایی از حال ͬ باشند. م VA∪VE در شده استفاده رنگ ٣|E| از متمایز شده اند
رأس های باقͬ لذا است. G̃ در مشترک همسای·ͬ ی دارای G گراف رئوس مجموعه در مجاوری رأس

کرد. رنگ آمیزی توان مͬ مانده باقͬ رنگ l − ٣|E| با را G گراف V مجموعه



٣ فصل
متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی

مقدمه ٣ . ١
آنها شد. بیان و... ٣دومنی بیوجتس٢، و سامپادکمر١، توسط ٢٠١١ سال در متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ
بنابه همچنین کردند. مشخص دور... و مسیر ، کامل گراف در شده استفاده رنگ های دقیق تعداد
کردند. پیدا متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ از کرانͬ غالب استقلال عدد و رئوس درجه برش، مجموعه تعریف
طول به دور ی تش΄یل هرگاه ͬ شود. م گفته متوال۴ͬ ،G گراف در e٣ و e٢ ،e١ یال سه .٣ . ١ . ١ تعریف

بدهند. یال سه با مسیر ی یا سه
ͬ شود. م نامیده متوالͬ سه G = (V,E) گراف از φ : E −→ N یالͬ رنگ آمیزی .٣ . ١ . ٢ تعریف
ب·یرد. را e٣ یا e١ یال های از ی΄ͬ رنگ e٢ یال ترتیب)، به )e١, e٢, e٣ متوالͬ یال سه هر برای اگر
با و ͬ گویند م متوال۵ͬ سه یالͬ رنگͬ عدد رنگ آمیزی چنین در شده استفاده رنگ های تعداد ماکزیمم

ͬ شود. م داده نشان ψ′
٣c(G) نماد

عدد را G برش مجموعه اندازه کوچ΄ترین نباشد. کامل G همبند گراف کنید فرض .٣ . ١ . ٣ تعریف
ͬ نامیم. م همبندی۶

١E. Sampathkumar
٢Cs. Bujtas
٣Ch. Dominic
۴Consecutive
۵3-consecutive edge coloring
۶Connectivity number



متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ٣٠

سه یالͬ رنگͬ عدد باشند. G مؤلفه های G١, G٢, . . . , Gc و ناهمبند G گراف اگر .۴ . ٣ . ١ ملاحظه
با است برابر آن متوال

ψ′
٣c(G) =

c∑
i=١

ψ′
٣c(Gi).

ͬ کند. نم ایجاد ψ′
٣c(G) مقدار در تغییری G گراف به تنها رأس های افزودن یا حذف همچنین

است. پذیر ام΄ان سادگͬ به زیر روابط درستͬ بررسͬ .۵ . ٣ . ١ مثال
.ψ′

٣c(Pn) = ⌈n٢⌉ : n ≥ ٢ برای .١

.ψ′
٣c(Cn) = ⌊n٢⌋ : n ≥ ٣ برای .٢

.ψ′
٣c(G) = ١ باشد: n ≥ ٣ برای رأس n+ ١ با چرخͬ یا و رأس n با کامل گرافͬ G اگر .٣

ψ′
٣c(Km,n) = max{m,n}. .۴

.ψ′
٣c(G) = ٣ باشد: P پترسن گراف G اگر .۵

ψ′
٣c(P ) = ٣ با پترسن گراف متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی :٣ . ١ ش΄ل

برهان.
است. برقرار نیز آن از کمتر برای که ͬ دهیم م نشان حال است. بدیهͬ ψ′

٣c(Pn) ≥ ⌈n٢⌉ برای .١
است. شده استفاده ی΄بار تنها که دارد وجود c١ مانند رنگͬ ͬ کنیم م فرض

متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی تعریف بنابه شود داده اختصاص میانͬ یال های از ی΄ͬ به c١ رنگ اگر
تناقض در c١ رنگ بودن استفاده بار ی فرض با این ب·یرد. c١ رنگ باید آن بعد یا قبل یال
رنگ ها باقͬ اما ب·یرند. c١ رنگ ͬ توانند م Pn مسیر انتهای یا ابتدای یال های تنها بنابراین است.

شوند. استفاده ͬ توانند م بار دو حداقل
⌈n٢⌉ با برابر دقیقاً رنگ آمیزی چنین برای نیاز مورد رنگ های تعداد که ͬ دهیم م نشان ادامه در

است.
باشد. زوج n اگر •

صورت این  در باشد. c١ رنگ دارای ابتدایی رأس ͬ کنیم، م فرض کلیت از کاستن بدون



٣١ مقدمه

شوند استفاده بار دو حداقل باید مانده باقͬ رنگ های و است فرد مانده باقͬ یال های تعداد
داریم، این رو از

ψ′
٣c(Pn) =

n− ٢
٢ + ١ =

n

٢ .

باشد: فرد n اگر •
ψ′

٣c(Pn) =
n− ١

٢ + ١ = ⌈n٢⌉.

ͬ کنیم: م بررسͬ حالت دو در Cn دور برای را متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ .٢
باشد. زوج n اگر •

داریم، این صورت در شده اند. استفاده بار دو حداقل رنگ هر که است بدیهͬ

ψ′
٣c(Cn) = ⌊n٢⌋ = n

٢ .

باشد. فرد n اگر •
n−١

٢ حداقل با e١, e٢, . . . , en−١ یال های باشد E(Cn) = {e١, e٢, . . . , en} کنید فرض
ͬ کنیم. م متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیز دی·ر یال های رنگ از متفاوت رنگͬ با را en یال و رنگ
رنگ ی ازاین رو است. تناقض در متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی تعریف با که است بدیهͬ

داریم، نتیجه در است. شده استفاده متوالͬ یال سه برای و بار سه حداقل

ψ′
٣c(Cn) = ⌊n٢⌋.

سه یالͬ رنگ آمیزی φ : E −→ N رنگͬ نگاشت تحت G = (V,E) گراف کنید فرض .۶ . ٣ . ١ تعریف
ی΄سانͬ رنگ دارای آن به متصل یال های تمام اگر ͬ نامیم، م تک رنگ٧ را v ∈ V رأس شود. متوالͬ

باشند.
رنگͬ نگاشت صورت این در باشد. E یال های مجموعه با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ١ . ٧ گزاره
پایانͬ رأس های از ی΄ͬ حداقل اگر فقط  و اگر است متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ی φ : E −→ N

باشد. تک رنگ یالͬ هر
است. تک رنگ یالͬ هر پایانͬ رأس آنگاه باشد، متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی دارای G گراف اگر برهان.

g = yv و f = xuیال های این صورت در نباشد. تک رنگ پایانͬ رأس دارای e = xy یال ͬ کنیم م فرض
با این که نیست متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی این رو از هستند. φ(e) ̸= φ(f) ̸= φ(g) که دارند وجود
پایانͬ رأس های از ی΄ͬ اگر است. تک رنگ یالͬ هر از پایانͬ رأس ی حداقل لذا است. تناقض در فرض

است. متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی دارای G آنگاه باشد، تک رنگ G گراف از یالͬ هر
و f ،e متوالͬ یال سه دراین صورت نباشد. متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی دارای G گراف ͬ کنیم م فرض

٧Monochromatic



متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ٣٢

فرض کلیت از کاستن بدون ͬ کنند. نم صدق متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی تعریف در که دارند وجود g
تک رنگ پایانͬ رأس e یال بنابراین باشد. دی·ر یال دو رنگ از متفاوت رنگͬ با میانͬ یال e که ͬ  کنیم م

است. متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی دارای G گراف و باطل فرض لذا ندارد.

عددرنگͬ k ≥ ٢ صحیح عدد هر برای باشد. تنها رأس های فاقد G گراف کنید فرض .٣ . ١ . ٨ قضیه
باشد. k−پایدار مجموعه برش دارای G فقط اگر و اگر است k حداقل G متوالͬ سه یالͬ

گزاره بنابه باشد. G گراف تک رنگ رأس های تمام مجموعه M و ψ′
٣c(G) = k ͬ کنیم م فرض برهان.

ی V \M و رأسͬ پوشش ی M لذا است. M مجموعه عضو یالͬ هر از پایانͬ رأس ی حداقل ٣ . ١ . ٧
هستند. G در k−پایدار مجموعه برش

با برابر G − S مؤلفه های رئوس مجموعه و باشد. G گراف k−پایدار مجموعه برش S ͬ کنیم م فرض
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به e = xy یال برای را یالͬ رنگ آمیزی باشند. l ≥ k که V١, V٢, . . . , Vl

φ(e) = i ⇐⇒ x ∈ Vi یا y ∈ Vi

رنگ ی حداقل G گراف از یال هر به رو این  از ندارد، S در پایانͬ رأس تا دو یالͬ هیچ که آنجایی از
مجزایی مؤلفه های V١, V٢, . . . , Vl طرفͬ از و دارند رنگ ی دقیقاً حقیقت در داد. اختصاص ͬ توان م
ͬ باشد. نم Vj و Vi مختلف مجموعه دو از پایانͬ رأس های دارای یالͬ هیچ لذا ͬ کنند. م القاء G− S در
قضیه فرض بنابه است. V \S از رأس ی حداقل دارای یال هر و تک رنگ V \S از رأسͬ هر این علاوه بر
٣ . ١ . ٧ گزاره بنابه و ͬ دهد. م رخ  l تا ١ بین رنگ هر رئوس بعضͬ برای و است تنها رأس فاقد G گراف

ͬ شود. م متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی l ≥ k با G گراف

متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ از کران هایی ٣ . ٢
از حداقل آن همبندی مؤلفه ی هر اگر باشد. G گراف از فراگیری زیرگراف H کنید فرض .٣ . ٢ . ١ گزاره

آنگاه باشد، دو مرتبه
ψ′

٣c(G) ≤ ψ′
٣c(H).

آنجایی از باشد. G در k−پایدار برش مجموعه  S و ψ′
٣c(G) = k کنید فرض ٣ . ١ . ٨ قضیه بنابر برهان.

رأس دو اگر بنابراین هست. نیز H در پایدار رئوس مجموعه S لذا است. G از فراگیر زیرگراف H که
نیستند. H − S در مؤلفه همان به متعلق کدام هر آنگاه باشد، G − S مختلف مؤلفه های به متعلق
٣ . ١ . ٨ قضیه بنابه و ندارد تنها رأس H لذا هست. نیز H در k−پایدار برش مجموعه S این علاوه بر

داریم:
ψ′

٣c(G) = k ≤ ψ′
٣c(H).



٣٣ متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ از کران هایی

گراف با Pn مسیر یا و ٣ . ٢ ش΄ل مثال، عنوان به نیست. برقرار تساوی حالت در همواره بالا گزاره
است. برقرار آنها برای زیر رابطه تنها یعنͬ .Pn ⊆ Kn که Kn کامل

ψ′
٣c(G) = k < ψ′

٣c(H).

G H

ψ′
٣c(H) = ۴ و ψ′

٣c(G) = ٣ :٣ . ٢ ش΄ل

دست به G از فراگیری زیرگراف ͬ توان م آنگاه باشد، p مرتبه از و همیلتنͬ G گراف اگر .٣ . ٢ . ٢ ملاحظه
باشد. همیلتنͬ دور دارای که آورد

داریم: صورت این در باشد. p مرتبه از G گراف کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ نتیجه
.ψ′

٣c(G) ≤ ⌈ p
٢⌉ آنگاه باشد، همیلتنͬ مسیر دارای G اگر .١

.ψ′
٣c(G) ≤ ⌊ p

٢⌋ آنگاه باشد، همیلتنͬ دور دارای G اگر .٢

.ψ′
٣c(G) ≤ p− c آنگاه باشد، همبندی مؤلفه c دارای و p مرتبه از G گراف اگر .۴ . ٣ . ٢ نتیجه

است. برقرار همواره ψ′
٣c(G) ≤ α(G) رابطه ،G گراف هر برای .۵ . ٣ . ٢ قضیه

عمل این ولͬ نکرده، تغییری ψ′
٣c(G) که دید ͬ توان م تنها رئوس تمامͬ حذف با G گراف در برهان.

گراف ͬ دهد م نتیجه این که ψ′
٣c(G) = k داریم ٣ . ١ . ٨ قضیه بنابر ͬ شود. م استقلال عدد کاهش باعث

از رأس هر انتخاب که است مؤلفه k شامل G− S .زیرگراف است S k−پایدار برش مجموعه  دارای G
داریم: رو این از ͬ کند. م حاصل G از k−عضوی پایدار مجموعه ی کدام هر

k = ψ′
٣c(G) ≤ α(G).

به اگر است، D ⊆ V از  مجموعه ای G = (V,E) گراف احاطه گری٨ مجموعه .۶ . ٣ . ٢ تعریف
G احاطه گری مجموعه باشیم.کوچ΄ترین داشته D در همسای·ͬ ی حداقل v /∈ D رأس هر ازای
٣ . ٣ ش΄ل سفید رأس های مثال، عنوان به ͬ دهیم. م نشان γ(G) نماد با و ͬ نامیم م عدداحاطه گری٩ را

ͬ دهند. م تش΄یل را D مجموعه اعضای
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غالب مجموعه :٣ . ٣ ش΄ل

است. γ(G) < n

٢ هستند، تنها فاقد رأس که گراف های

مستقل١٠ احاطه گری مجموعه است، مستقل هم و احاطه گر هم G در که مجموعه ای .٣ . ٢ . ٧ تعریف
ͬ گوییم م ١١ مستقل احاطه گری عدد G گراف مستقل احاطه گری مجموعه کوچ΄ترین به و ͬ گوییم. م

ͬ دهیم. م نشان i(G) نماد با و
.γ(G) ≤ i(G) ≤ α(G) .٣ . ٢ . ٨ ملاحظه

داریم: آنگاه باشد، p مرتبه از G گراف اگر .٣ . ٢ . ٩ قضیه
ψ′

٣c(G) ≤ p− i(G).

معادله طرف دو در تغییری عمل این که ͬ شود م مشاهده ͬ کنیم م حذف گرافGرا تنهای رئوس برهان.
باشد. G در k−پایدار مجموعه برش S و ψ′

٣c(G) = k ͬ کنیم م فرض ٣ . ١ . ٨ گزاره بنابه ͬ کند. نم ایجاد
مجموعه ی ماکسیمال پایدار مجموعه هر که آنجایی از ͬ دهیم. م تعمیم S ′ ماکسیمال مجموعه به را S

است. |V \S ′| ≤ p− i(G) و |S ′| ≥ i(G) بنابراین هست، نیز مستقل احاطه گری
.ψ′

٣c(G) ≤ p− γ(G) آنگاه باشد، P مرتبه از G گراف اگر .٣ . ٢ . ١٠ نتیجه
آنگاه باشد، ∆ درجه ماکزیمم و p مرتبه از و همبند G گراف کنید فرض .٣ . ٢ . ١١ قضیه

ψ′
٣c(G) ≤ p− p− ١

∆
. (٣ . ١)

است. برقرار نیز ∆ ≥ ٢ و بزرگ خیلͬ pهای برای تساوی حالت بعلاوه،
G در k−پایدار مجموعه برش S ͬ کنیم م فرض .ψ′

٣c(G) = K داریم، ٣ . ١ . ٨ قضیه بنابه برهان.
همسای·١٢ͬ ابرگراف S مجموعه با متناظر باشد. S ⊆ V و S = {v١, v٢, . . . , vm} به طوری΄ه باشد،
با برابر یال هایش مجموعه و X = V \S با برابر رئوسش مجموعه که داریم H = (X, ε)

٨Dominating set
٩Dominating number

١٠Independent dominating set
١١Independent dominating number
١٢Neighborhood hypergraph



٣۵ متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ از کران هایی

است. ε = {N(vi)|١ ≤ i ≤ m}
شدن بیشتر با بعلاوه، است. برقرار |Ei| ≤ ∆ رابطه Ei ∈ ε یال های تمام برای G درجه به توجه با

داریم: S برش ∪مجموعه
١≤i≤m

N(vi) = X.

بنابراین باشد. داشته همبندی مؤلفة C دقیقاً H ͬ کنیم م فرض

|V | − |S| − c = |X| − c ≤
m∑
i=١

(|Ei| − ١) ≤ (∆− ١)|S|.

داریم: نتیجه در
|S| ≥ p− c

∆
.

دارد. وجود مسیری vi, vj ∈ S متمایز رأس دو هر بین لذا است. همبند G گراف فرض بنابه طرفͬ از
زیرگراف بنابراین باشد. داشته وجود G در H متمایز مؤلفه های بین اتصال c− ١ حداقل باید رو این از
کند. القاء ͬ تواند نم G در همبندی مؤلفه |V | − |S| − (c− ١) از بیشتر X رئوس مجموعه از حاصل

داریم: c ≥ ١ برای نتیجه در

ψ′
٣c(G) ≤ p− (|S|+ c− ١) ≤ p+ ١ − c− p− c

∆
≤ p− p− ١

∆
.

ͬ کنیم، م بررسͬ زیر صورت به را تساوی حالت
داریم: در این صورت باشد. داشته وجود p مرتبه از مسیری ∆ = ٢ برای ͬ کنیم م فرض

ψ′
٣c(G) ≤ p− p− ١

∆
= p− p− ١

٢ =
p+ ١

٢ = ⌈p٢⌉

داریم: ۵ . ٣ . ١ مثال بنابه و
ψ′

٣c(G) =
p+ ١

٢ = ⌈p٢⌉.

مرکزی رأس به نسبت رئوسش فاصله که باشیم داشته ∆−منتظم درختͬ ،∆ ≥ ٣ برای ͬ کنیم م فرض
ͬ نامیم.) م x را مرکزی رأس باشد.( r

باشد. زوج r .١
نسبت r− ١, r− ٣, r− ۵, . . . فاصله در که رئوسͬ از مجموعه ای را S مستقل مجموعه برش

ͬ کنیم. م انتخاب دارند قرار x به
همبندی مؤلفه p − |S| رو این از است. بدیهͬ S مجموعه بودن مستقل درخت، تعریف بنابه

با، است برابر مؤلفه ها رئوس مجموع که داریم
|V \S| = p− |S| = (∆− ١)|S|+ ١.

داریم: ٣ . ١ . ٨ قضیه بنابه و
ψ′

٣c(G) ≥ p− |S| = (∆− ١)|S|+ ١
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است. برقرار تساوی حالت باشد درست بالا رابطه اگر
ͬ کنیم م فرض

p− |S| = ١ +∆(∆− ١) + ∆(∆− ٣(١ + · · ·+∆(∆− ١)r−١

= ١ +∆(∆− ١)
[

١ + (∆− ٢(١ + · · ·+
(
(∆− ٢(١

) r−١
٢
]

= ١ +∆(∆− ١)
[١ − (∆− ١)r

١ − (∆− ٢(١

] (٣ . ٢)

و
p = ١ +∆+∆(∆− ١) + · · ·+∆(∆− ١)r−١

= ١ +∆
[

١ + (∆− ١) + · · ·+ (∆− ١)r−١
]

= ١ +∆
[١ − (∆− ١)r

٢ −∆

]
=

٢ −∆(∆− ١)r
٢ −∆

(٣ . ٣)

است. تمام کار ،(٣ . ٣) معادله p با برابر (٣ . ٢) معادله از حاصل p نشان دهیم اگر

p− p− ١
∆

= ١ +∆(∆− ١)
[١ − (∆− ١)r

١ − (∆− ٢(١

]
p(∆− ١) = (∆− ١) + ∆٢(∆− ١)

[١ − (∆− ١)r
١ − (∆− ٢(١

]
p = ١ +∆٢

[١ − (∆− ١)r
٢∆−∆٢

]
=

٢ −∆(∆− ١)r
٢ −∆

باشد. فرد r .٢
رأس تا S مستقل مجموعه برش رئوس فاصله که تفاوت این با است قبل قسمت مشابه مراحل

و است. r − ٢, r − ۴, . . . با برابر x مرکزی
p− |S| = ∆+∆(∆− ٢(١ + · · ·+∆(∆− ١)r−٢.

در باشد. همبندی مؤلفه c دارای و ∆ درجه ماکزیمم ،p مرتبه از G گراف کنید فرض .٣ . ٢ . ١٢ نتیجه
صورت این

ψ′
٣c(G) ≤ p− p− c

∆
.

است. برقرار نیز ∆ ≥ ٢ و c ≥ ١ هر و بزرگ pهای برای تساوی بعلاوه،
آنگاه باشد، V = V١ ∪ V٢ رئوس مجموعه و تنها رأس بدون G دوبخشͬ گراف اگر .٣ . ٢ . ١٣ گزاره

max{|V١|, |V٢|} ≤ ψ′
٣c(G) ≤ α(G).



٣٧ متوالͬ سه یالͬ عددرنگͬ از کران هایی

است. برقرار نیز پایین کران دهیم نشان است کافͬ حال است. برقرار ۵ . ٣ . ٢ قضیه بنابه بالا کران برهان.
یال های تمام به باشد. V١ = {v١, v٢, . . . , vm} و |V١| ≥ |V٢| که ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن بدون
سه یالͬ رنگ آمیزی که ی نتیجه در (١ ≤ i ≤ m) ͬ دهیم. م اختصاص را i رنگ vi رأس به متصل

داریم: صورت این در داریم. رنگ m با G از متوالͬ

max{|V١|, |V٢|} ≤ ψ′
٣c(G) ≤ α(G).

ͬ کند. نم Gحاصل دوبخشͬ گراف هر برای متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ی ٣ . ٢ . ١٣ گزاره رنگ آمیزی
ψ′

٣c(G) = ۵ که صورتͬ در max{|V١|, |V٢|} = ۴ که ͬ دهد م نشان ۴ . ٣ ش΄ل درخت مثال، عنوان به
است.

۴ = max{|V١|, |V٢|} < ψ′
٣c(G) = ۵ :۴ . ٣ ش΄ل

که باشد داشته وجود تطابقͬ اگر باشد. تنها رأس فاقد G دوبخشͬ گراف کنید فرض .١۴ . ٣ . ٢ گزاره
آنگاه دهد، پوشش را افراز کلاس های از ی΄ͬ

ψ′
٣c(G) = α(G).

کلیت دادن دست از بدون باشند. G دوبخشͬ گراف افراز کلاس های V٢ و V١ ͬ کنیم م فرض برهان.
آنگاه باشیم، داشته |V١| اندازه از تطابقͬ و |V١| ≤ |V٢| ͬ کنیم م فرض

α(G) ≤ |V | − |V١| = |V٢| ≤ α(G).

داریم: ٣ . ٢ . ١٣ گزاره بنابه و α(G) = |V٢| نتیجه در

ψ′
٣c(G) = α(G).

نتیجه رو این از هستند. کامل تطابق با دوبخشͬ ͬ هایی گراف ،Qn م΄عب گراف های که آنجایی از
داریم. را زیر

با است برابر Qn م΄عب گراف متوالͬ سه یالͬ  ͬ عددرنگ n ≥ ١ هر برای .١۵ . ٣ . ٢ نتیجه
ψ′

٣c(G) = ٢n−١.



متوالͬ سه یالͬ رنگ آمیزی ٣٨

،G ∼= P٣ اگروفقط اگر ψ′
٣c(G) = ٢ باشد. همبند G دوبخشͬ گراف کنید فرض .١۶ . ٣ . ٢ گزاره

باشد. G ∼= C۴ یا و G ∼= P۴

داریم: ٣ . ٢ . ١٣ قضیه از باشد. ψ′
٣c(G) = ٢ ͬ کنیم م فرض برهان.

∆(G) ≤ max{|V١|, |V٢|} ≤ ψ′
٣c(G) = ٢.

است. زوج طول به دوری یا و مسیر ی یا G گراف نتیجه در
باشد. Pn مسیر •

است. G ∼= P۴ یا G ∼= P٣ و n = ٣ نتیجه در ٢ = ψ′
٣c(G) = ⌈n

٢⌉ ،۵ . ٣ . ١ مثال بنابه
باشد. Cn دور •

است. G ∼= C۴ و n = ۴ نتیجه در ٢ = ψ′
٣c(G) = ⌊n

٢⌋ ،۵ . ٣ . ١ مثال بنابه
ͬ شود. م اثبات راحتͬ به ١۵ . ٣ . ٢ نتیجه و ۵ . ٣ . ١ مثال بنابه گزاره عکس



۴ فصل
به ی ی یالͬ رنگ آمیزی

مقدمه ١ . ۴
گردید. مطرح کردیرا۴ و ٣دومنی کویز٢، کاردسو١، توسط ٢٠١۵ سال در به ی ی  ͬ یال رنگ آمیزی
برای و کرده محاسبه پترسن و مسیر کامل، گراف مانند خاص گراف های برای به ی ی یالͬ عددرنگͬ
آنگاه باشد، χ′

i(G) = k اگر ͬ شود، م داده نشان انتها در کرده اند. مشخص را آن از کرانͬ گراف ها بقیه
است. NP−کامل مسائل جزء

نگاشت ی ،G گراف از ۵ی به ی یالͬ k‐رنگ آمیزی ی .١ . ١ . ۴ تعریف

C : E(G) −→ {١,٢, . . . , k}

که kای کمترین .c(e١) ̸= c(e٣) باشیم داشته e٣ و e٢ ،e١ متوالͬ یال سه هر برای طوری΄ه به است
نمایش χ′

i(G) نماد با و ͬ نامیم م G به ی ی یالͬ عددرنگͬ را باشد داشته G برای رنگ آمیزی چنین
ͬ دهیم. م

است. پذیر ام΄ان سادگͬ به زیر روابط بررسͬ .١ . ٢ . ۴ مثال
١D. M. Cardoso
٢J. Pedro Cruz
٣C. Dominic
۴J. O. Cerdeira
۵The injective edge coloring



به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ۴٠

χ′
i(Pn) = ٢. داریم: n ≥ ۴ برای .١

χ′
i(Cn) =

٢, n ≡ ٠(mod۴),

٣, o.w.
.٢

χ′
i(Kn,m) = min{n,m}. .٣

χ′
i(P ) = ۵. پترسن۶: گراف .۴

P پترسن گراف :١ . ۴ ش΄ل

.۵

χ′
i(K١,q) = ١. (١ . ۴)

مسیر یال های کرد. به ی ͬ یال رنگ آمیزی ͬ توان م رنگ دو از کمتر با Pn مسیر ͬ کنیم م فرض برهان.
رنگ دارای ب·یریم درنظر آن در که متوالͬ یال سه هر است بدیهͬ ͬ کنیم م رنگ آمیزی c رنگ با را Pn

مسیر n ≥ ۴ برای بنابراین است. تناقض در به ی ی  ͬ یال رنگ آمیزی تعریف با که هستند. ی΄سانͬ
کرد. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ͬ توان م رنگ دو با Pn

کرد. بررسͬ سادگͬ به ͬ توان م نیز را دی·ر گزینه های

یال های افراز برای مقدار مینیمم k اگر فقط و اگر χ′
i(G) = k ب·یرید. نظر در گرافGرا .١ . ٣ . ۴ گزاره

رأس های روی القایی زیرگراف از مؤلفه هر باشد. E١, E٢, . . . , Ek ناتهͬ زیرمجموعه های به G گراف
است. ستاره ی Ei یال های پایانͬ

ͬ دهیم. م نمایش Gi با را Ei در ͽواق رأس های روی القایی زیرگراف برهان.
به را E(G) شود. به ی   ی یالͬ رنگ آمیزی c١, c٢, . . . , ck رنگ k با G یال های ͬ کنیم م فرض
باشد. ci رنگ دارای Ei در یال هر به طوری΄ه ͬ کنیم، م افراز E١, E٢, . . . , Ek یال های از زیرمجموعه ای
فرض ͬ کنند. م القاء متوالͬ یال سه بدون گراف های ،Ei در ͽواق یال های پایانͬ رأس های ͬ دهیم م نشان
رنگ دو به به ی ی  ͬ یال رنگ آمیزی تعریف بنابه باشند. متوالͬ یال سه دارای و نباشد چنین ͬ کنیم م

۶Petersen graph



۴١ مقدمه

تناقض در ci رنگ دارای Ei در یال هر اینکه فرض با این که داریم نیاز به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای
هستند. ستاره گراف ش΄ل به و متوالͬ یال سه بدون Gi گراف هر رو این از است.

هر به باشد. k برابر E١, E٢, . . . , EK به E(G) افراز برای مقدار کمترین ͬ کنیم م فرض برالعکس،
Ei در ͽواق رأس های روی القایی زیرگراف هر زیرا است مم΄ن کار این ͬ دهیم. م اختصاص ci رنگ Ei

داریم: نتیجه در .χ′(Gi) = ١ و هستند ستاره ش΄ل به

χ′
i(G) =

k∑
i=١

χ′
i(Gi) = k.

است. زیر صورت به Wn چرخ گراف به ی ی یالͬ رنگͬ عدد n ≥ ۴ برای .۴ . ١ . ۴ مثال

χ′
i(Wn) =


۶ ,nزوج
۴ فرد n; n− ١ ≡ ٠ (mod۴),

۵ فرد n; n− ١ ̸= ٠ (mod۴).

القایی زیرگراف های به ͬ توان م را G گراف باشد. χ′
i(G) = k اگر ١ . ٣ . ۴ گزاره بنابه .۵ . ١ . ۴ ملاحظه

ستاره، گراف های برای ١ . ٢ . ۴ مثال بنابه کرد. افراز هستند تنها رأس یا ستاره ش΄ل به کدام هر که Gj

که گفت ͬ توان م ͽواق در است. بی معنا به ی ی یالͬ رنگ آمیزی تنها رأس برای و χ′
i(K١,q) = ١

است. Gj القایی زیرگراف های تعداد کمترین χ′
i(G)

است. V (L(G)) = E(G) که کردیم مشاهده و کردیم بیان ی فصل در را L(G) خطͬ گراف 
است: برقرار همواره زیر رابطه ۴١ . ١ . ٧ و ١ . ١ . ٣٩ تعاریف بنابه

χ′(G) = χ(L(G)).

نیست. برقرار لزوماً زیر رابطه ١ . ١ . ۴ و ٢ . ١ . ١ تعاریف بنابه اما

χ′
i(G) = χi(L(G)).

داریم: L(K١,n) خطͬ گراف و K١,n ستاره گراف برای .۶ . ١ . ۴ مثال

n = χ′
i(L(K١,n)) ̸= χ′

i(K١,n) = ١.

مجزایی Gاجتماع فقط  اگر و اگر χ′
i(G) = ١ باشد. n ≥ ٢ مرتبه گرافGاز کنید فرض .١ . ٧ . ۴ گزاره

j ̸= j′ برای که ∑k
j=١(lj) = n − k و G =

∪k
j=١ K١,lj دی·ر، به عبارت باشد. ستاره گراف های از

.V (K١,lj) ∩ V (K١,lj′ ) = ∅

ͬ کنیم. م بررسͬ G گراف ناهمبندی یا همبندی حالت دو در را اثبات برهان.



به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ۴٢

باشد: همبند G .١
بالعکس، است. χ′

i(G) = ١ و تمام کار ١ . ٢ . ۴ مثال طبق باشد. K١,n−١ ستاره گراف G اگر
سه دارای G گراف به ی ی یالͬ رنگ آمیزی تعریف بنابه رو این از χ′

i(G) = ١ ͬ کنیم م فرض
١−n,K١ باشد. ستاره گراف باید حاصل گراف نتیجه در نیست. متوالͬ یال

باشد: ناهمبند G .٢
تمام است، ناهمبند G که آنجایی از ͬ کنیم. م اجرا G همبندی مؤلفه هر برای را بالا اعمال
با تنها G نتیجه  در کرد. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ͬ توان م رنگ  ی با را همبندی قسمت های

است. شده به ی ی یالͬ رنگ آمیزی رنگ، ی

یال های اندازه  مساوی یا کمتر G گراف به ی ی یالͬ رنگ آمیزی در بدیهͬ بالا کران .١ . ٨ . ۴ ملاحظه
است. آن

χ′
i(G) ≤ |E(G)| .

اگر کامل G باشد. جداشدنͬ رأس های فاقد و m اندازه ،n مرتبه از G گراف کنید فرض .١ . ٩ . ۴ گزاره
باشد. χ′

i(G) = m اگر فقط و

نظر در را Kn کامل گراف از ej و ei دلخواه یال دو باشد. Kn کامل گراف G ͬ کنیم م فرض برهان.
ی΄ͬ با مجاور که دارد وجود ekای یال یا و هستند. مثلث  ی در و مجاور هم با ej ،ei یال  دو ͬ گیریم. م

ͬ کنند. م دریافت متفاوتͬ رنگ های ej و ei یال های بنابراین است. یال دو این از

χ′
i(G) =

n(n− ١)
٢ = m

فرض است. همبند G گراف که ͬ شود م مشاهده وضوح به .χ′
i(G) = m ͬ کنیم م فرض بالعکس،

 ͬ یال رنگ آمیزی ی΄سانͬ رنگ های با را G همبندی مؤلفه های ١ . ٣ . ۴ گزاره بنابه نباشد چنین ͬ کنیم م
گراف رو این از است. تناقض در χ′

i(G) = mفرض با که χ′
i(G) < mاینصورت در ͬ کنیم. م به ی ی

باشد. همبند باید G
گراف اندازه ͬ کنیم م فرض حال است. تمام اثبات و کامل گراف نتیجه در باشد ی G اندازه کنید فرض
دارند وجود G گراف در مجاور یال دو است، همبند G که آنجایی از نباشد. کامل و ی از بیشتر G
گراف یال های بقیه و رنگ ی با را یال دو این ͬ دهند). نم مثلث تش΄یل ͬ باشند( نم C٣ دور در که
فرض با که .χ′

i(G) < m صورت این در ͬ کنیم م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی مختلف رنگ های با را G
است. کامل G گراف نتیجه در است. تناقض در χ′

i(G) = m



۴٣ گراف ها ی به ی یالͬ رنگ آمیزی ω′

گراف ها ی به ی یالͬ رنگ آمیزی ω′ ٢ . ۴
.χ′

i(G) ≥ ω′(G) صورت این در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از و همبند G گراف کنید فرض .٢ . ١ . ۴ گزاره
داریم: گزاره۴ . ١ . ٩ طبق باشد. G گراف در خوشه ماکزیمم Kr ͬ کنیم م فرض برهان.

χ′
i(Kr) =

r(r − ١)
٢ = ω′(G).

داریم: نیاز G گراف یال های به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای رنگ r(r−١)
٢ حداقل که ͬ دهد م نشان این و

χ′
i(G) ≥

r(r − ١)
٢ = ω′(G).

با G گراف خوشه ی یال های تعداد ماکزیمم با G گراف به ی ی یالͬ عددرنگͬ هرگاه .٢ . ٢ . ۴ تعریف
ͬ گوییم. م ٧به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ω′ ی را G گراف ،χ′

i(G) = ω′(G) باشند، برابر هم

هستند. مشاهده قابل سادگͬ به زیر روابط درستͬ ٢ . ٢ . ۴ تعریف و ٢ . ١ . ۴ گزاره بنابه .٢ . ٣ . ۴ مثال

χ′
i(Kn) =

n(n− ١)
٢ = ω′(Kn). :Kn کامل گراف .١

χ′
i(K١,q) = ١ = ω′(K١,q). :K١,q ستاره گراف .٢

χ′
i(G) = ٣ = ω′(G). دوستͬ: گراف .٣

χ′
i(G) = ٣ با دوستͬ گراف :٢ . ۴ ش΄ل

K١,g١ , K١,g٢ , . . . , K١,gp ستاره های از خانواده  ای gj ≥ ١ برای و p ≥ ٣ مرتبه Kpاز کامل گراف .۴ . ٢ . ۴ گزاره
کامل گراف از رأسͬ با K١,gp ستاره گراف درجه ماکزیمم اتصال از G گراف کنید فرض ب·یرید. نظر در

است. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ω′ ی G گراف که دهید نشان باشد. شده حاصل Kp

Cp = v١, v٢, . . . , vp, v١ Kpو کامل گراف رئوس Vمجموعه = {v١, v٢, . . . , vp} ͬ کنیم م فرض برهان.
گراف یال های ،c١, c٢, . . . , cp رنگ های با را Cp همیلتنͬ دور یال های باشد. آن از همیلتنͬ دور ی

٧ω′edge injective colorable graph



به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ۴۴

یالͬ رنگ آمیزی مختلف رنگ های با Kp کامل گراف در مانده باقͬ یال های و cj رنگ با K١,gj ستاره
داریم. نیاز G گراف به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای رنگ p(p−١)

٢ حداقل رو این از ͬ کنیم. م به ی ی

χ′
i(G) ≤

p(p− ١)
٢ . (٢ . ۴)
که، شود مͬ نتیجه ٢ . ٣ . ۴ مثال و بالا رابطه از

χ′
i(G) ≤ ω′(Kp) = ω′(G). (٣ . ۴)

و است. به ی ی یالͬ ′ωرنگ آمیزی ی (٣ . ۴) معادله و ٢ . ١ . ۴ قضیه بنابه G گراف لذا
χ′
i(G) = ω′(G).

است. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ω′ ی G آنگاه باشد، K٣ دور تک Gدارای گراف اگر .۵ . ٢ . ۴ گزاره
K٣ گراف های یال e٣ = v٣v١ ،e٢ = v٢v٣ ،e١ = v١v٢ و رئوس v٣ ،v٢ ،v١ کنیم مͬ فرض برهان.
و T٢ ،, T١ درخت های  ͬ کنیم م فرض ͬ دهیم. م اختصاص ci رنگ ei یال به i = ١,٢,٣ برای باشند.

باشند. متصل v٣ و v٢ ،v١ رئوس از ی΄ͬ به ترتیب به T٣

ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی c١ رنگ با هستند، متصل v١ رأس به که T١ درخت یال  های •
c٢ رنگ ،c١

١ مجموعه ی با مجاور یال های تمام به ͬ دهیم. م نمایش c١
١ با را یال ها این مجموعه و

،c١
٢\c

١
١ مجموعه ی با مجاور یال های تمام ͬ دهیم. م نمایش c١

٢ با را یال ها مجموعه این و داده
c١ رنگ با را c١

٣\c
١
٢ مجموعه ی با مجاور یال های تمام ͬ دهیم. م نمایش c١

٣ با و داده c٣ رنگ
T١ درخت کل که جای تا را روش این دهیم. مͬ نشان c٢

١ با و ͬ کنیم م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی
ͬ دهیم.  م ادامه شود رنگ

ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی c٢ رنگ با هستند متصل v٢ راس به که T٢ درخت یال های •
c٣ رنگ ،c١

٢ مجموعه با مجاور یال های تمام ͬ دهیم. م نشان c١
٢ نماد با را یال ها این مجموعه و

،c١
٣\c

١
٢ مجموعه ی به مجاور یال های ͬ دهیم. م نشان c١

٣ نماد با را یال ها مجموعه این و داده
با و داده c٢ رنگ ،c١

١\c
١
٣ مجموعه ی با مجاور یال های ͬ دهیم، م نشان c١

١ نماد با و داده c١ رنگ
ͬ دهیم. م ادامه شود رنگ T٢ درخت کل که زمانͬ تا را روند این ͬ دهیم. م نشان c٢

٢ نماد
ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی c٣ رنگ با هستند، متصل v٣ راس به که T٣ درخت یال های •
رنگ ،c١

٣ مجموعه ی با مجاور های یال تمام ͬ دهیم. م نشان c١
٣ نماد با را یال ها مجموعه این و

،c١
١\c

١
٣ مجموعه ی به مجاور یال های ͬ دهیم. م نشان c١

١ نماد با را یال ها مجموعه این و داده c١

با و داده c٣ رنگ ،c١
٢\c

١
١ مجموعه ی با مجاور یال های ͬ دهیم. م نشان c١

٢ نماد با و داده c٢ رنگ
ͬ دهیم. م ادامه شود رنگ T٣ درخت کل که زمانͬ تا را روند این ͬ دهیم. م نشان c٢

٣

است. χ′
i(G) = ٣ = ω′(G) و رنگͬ i‐یال سه ی دارای G گراف رو این از



۴۵ به ی ی یالͬ رنگ آمیزی شاخص در کران هایی

به ی ی یالͬ رنگ آمیزی شاخص در کران هایی ٣ . ۴
باشد، شدنͬ جدا رأس فاقد و V (G) = V١ ∪ V٢ رئوس مجموعه با بخشͬ دو گراف G ͬ کنیم م فرض

صورت این در
χ′
i(G) ≤ min{|V١|, |V٢|}

است. Kn,m دوبخشͬ کامل گراف های تمام برای بدیهͬ کران ی این واقعه در
داریم. را زیر نتیجه ٣ . ٢ . ٩ و ٣ . ٢ . ١١ قضایای و ٣ . ٢ . ١٣ گزاره و به ی ی یالͬ رنگ آمیزی تعریف از

داریم: این صورت در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از و همبند G دوبخشͬ گراف کنید فرض .٣ . ١ . ۴ نتیجه

χ′
i(G) ≤ min{|V١|, |V٢|} ≤ max{|V١|, |V٢|} ≤ ψ′

٣c(G) ≤ n− n− ١
∆

,

χ′
i(G) ≤ n− i(G),

χ′
i(G) ≤ α(G).

اگر χ′
i(G) ≤ m− diam(G) + ٢ باشد. m ≥ ٣ اندازه از G همبند گراف کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ گزاره

باشد. Pm+١ مسیر دارای G گراف فقط اگر و
دو با Pd مسیر Gباشد. همبند گراف در قطری مسیری Pd = {v١, v٢, . . . , vd} ͬ کنیم م فرض برهان.
m− diam(G) با برابر G گراف در مانده باقͬ یال های تعداد ͬ کنیم. م به ی ی  ͬ یال رنگ آمیزی رنگ،
رنگ آمیزی برای این رو از شوند. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ͬ توانند م m−diam(G)رنگ حداکثر با که

داریم. نیاز رنگ m− diam(G) + ٢ حدکثر G گراف به ی ی یالͬ

χ′
i(G) ≤ m− diam(G) + ٢ (۴ . ۴)

رنگ آمیزی قابل رنگ دو با Pm+١ مسیر ١ . ٢ . ۴ مثال بنابه باشد. Pm+١ مسیر G گراف کنید فرض
بنابراین است. به ی ی یالͬ

diam(G) = m ′χو
i(G) = ٢

نباشد. مسیر G گراف کنید فرض

.χ′
i(G) = m داریم ١ . ٩ . ۴ قضیه از و بوده کامل G گراف که است بدیهͬ diam(G) = ١ اگر .١

داریم: (۴ . ۴) معادله بنابه حال

χ′
i(G) = m < m+ ١.

داریم: ،(۴ . ۴) معادله بنابه و نیست. کامل دی·ر G گراف ،diam(G) = ٢ اگر .٢

χ′
i(G) < m.



به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ۴۶

که آنجایی از ب·یرید. نظر در G همبند گراف در Pd قطری مسیر باشد. diam(G) > ٢ اگر .٣
u /∈ V (Pd) که دارد وجود u ∈ V (G) مانند رأسͬ بنابراین نیست، مسیر G گراف کردیم فرض

دارد. Pd قطری مسیر روی همسایه سه یا و دو یا ی و

vi رأس باشد. داشته vi مانند Pd قطری مسیر روی همسایه ی تنها ͬ کنیم م فرض •
بدون نباشد. چنین ͬ کنیم م فرض باشد Pd قطری مسیر انتهایی و ابتدایی رئوس ͬ تواند نم
باشد. ابتدایی Pdرأس قطری مسیر روی uرأس همسایه ͬ کنیم م فرض کلیت دادن دست از
گراف در مسیر بزرگترین Pd اینکه فرض با که ͬ شود، م ساخته جدیدی مسیر این صورت در

نیستند. انتهایی یا ابتدایی رئوس ،u رأس همسایه بنابراین است. تناقض در G
به طوری΄ه ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی رنگ، دو با را Pd قطری مسیر یال های
c رنگ نیز uvi یال به باشند. c ی΄سان رنگ دارای vivi+١, vi−١vi ∈ E(Pd) یال های
m−diam(G)−١ با برابر مانده اند گرافGباقͬ در که یال های تعداد ͬ دهیم. م اختصاص

داریم. نیاز رنگ m− diam(G)− ١ حداکثر آنها به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای که

χ′
i(G) ≤ ٢ +m− diam(G)− ١ ≤ m− diam(G) + ٢.

حداقل آنها بین طوری΄ه به باشد، vi, vj ∈ V (Pd) همسایه دو دارای uرأس ͬ کنیم م فرض •
قطری مسیر رو این از نباشد، چنین که ͬ کنیم م فرض باشد. داشته وجود دی·ر رأس ی
بودن قطری مسیر بزرگترین با که ͬ شود م حاصل P ′

d = v١, . . . , vi, u, vj, . . . , vd جدید
ͬ گیریم م نظر در u رأس همسای·ͬ در که رأسͬ دو هر بین بنابراین است. تناقض در Pd

باشد. داشته وجود دی·ر رأس ی حداقل باید
به ی ی یالͬ رنگ آمیزی c٣ و c٢ رنگ دو با Pd قطری مسیر و c١ رنگ با uvj و viu یال دو
یالͬ رنگ آمیزی برای که مانده اند باقͬ G گراف در یال m − diam(G) − ٢ ͬ کنیم. م
که رنگ های کل نتیجه در داریم. نیاز رنگ m − diam(G) − ٢ حداکثر آنها به ی ی

است. زیر صورت به داریم نیاز G گراف یال های به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای

χ′
i(G) ≤ ٣ +m− diam(G)− ٢ ≤ m− diam(G) + ٢.

قسمت بنابه که باشد. vi, vi+١, vi+٢ ∈ V (Pd) همسایه سه دارای u رأس ͬ کنیم م فرض •
باشند. متوالͬ باید رأس سه این قبل

را uvi+٢ یال و c٣ رنگ با را uvi+١ و uvi یال های ،c٢ و c١ رنگ دو با را Pd قطری مسیر
باقͬ G گراف در یال m− diam(G)− ٣ ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی c۴ رنگ با
نیاز رنگ m − diam(G) − ٣ حداکثر آنها به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای که مانده اند

است. زیر صورت به G گراف در شده استفاده رنگ های حداکثر نتیجه در داریم.

χ′
i(G) ≤ ۴ +m− diam(G)− ٣ ≤ m− diam(G) + ٢.



۴٧ به ی ی یالͬ رنگ آمیزی شاخص در کران هایی

که، کردیم مشاهده حالت سه این در

χ′
i(G) ≤ m− diam(G) + ٢.

.χ′
i(H) ≤ χ′

i(G) آنگاه باشد، G همبند گراف از زیرگرافͬ H اگر .٣ . ٣ . ۴ گزاره
گراف در که متوالͬ یال سه هر بنابراین است. G همبند گراف از زیرگرافͬ H گزاره فرض بنابه برهان.

که، ͬ شود م مشاهده رو این از دارد. وجود نیز G گراف در ب·یریم نظر در H

χ′
i(G) ≥ χ′

i(H).

.١ ≤ χ′
i(T ) ≤ ٣ صورت این در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از T درخت کنید فرض .۴ . ٣ . ۴ گزاره

.χ′
i(T ) = ١ صورت، این در باشد. n = ٢ ͬ کنید م فرض برهان.

جدید گراف کنیم، اضافه T به جدیدی یال  اگر ١ . ١ . ٢٨ تعریف بنابه باشد. n ≥ ٣ که کنید فرض
که، ͬ شود م نتیجه ۵ . ٢ . ۴ گزاره و ١ . ٢ . ۴ مثال بنابه است سه طول به دوری دارای که ͬ شود م حاصل H

.χ′
i(T ) ≤ χ′

i(H) = ٣ داریم، ٣ . ٣ . ۴ گزاره بنابه طرفͬ از .χ′
i(H) = ٣

یالͬ رنگ آمیزی قابل رنگ سه با که است درختͬ کوچ΄ترین ٣ . ۴ ش΄ل در شده داد نشان T ′ درخت
است. به ی ی

c١

c١

c١

c٢
c٢

c٣

c٢

χ′
i(T ) = ٣ ،T ′ درخت :٣ . ۴ ش΄ل

باشد. n ≥ ٢ مرتبه از G همبند گراف کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ نتیجه
.χ′

i(G) ≤ χ′
i(G+ x) آنگاه کنیم، اضافه G گراف به را x یال اگر .١

.χ′
i(G) ≥ χ′

i(Cp) = ٣ آنگاه باشد، ۴ ≤ p ≡ ٠(mod۴) با Cp دور شامل G گراف اگر .٢
.χ′

i(G) ≥ χ′
i(Kp) =

p(p−١)
٢ آنگاه باشد، Kp کامل گراف شامل G گراف اگر .٣

.χ′
i(G) ≥ χ′

i(T
′) = ٣ آنگاه باشد، ٣ . ۴ ش΄ل T ′ درخت شامل G گراف اگر .۴

.χ′
i(T ) = χ′

i(T
′) = ٣ آنگاه باشد، ٣ . ۴ ش΄ل T ′ درخت زیر شامل T درخت اگر .۵



به ی ی یالͬ رنگ آمیزی ۴٨

برهان.
این در باشد. شده حاصل G گراف به x جدید یال شدن افزوده از G′ جدید گراف ͬ کنیم م فرض .١

داریم؛ را زیر حالت های از ی΄ͬ صورت
.χ′

i(G) ≤ χ′
i(G

′) آنگاه باشد، کامل G′ گراف •
.χ′

i(G) = χ′
i(G

′) آنگاه باشد، G′ گراف در آویز یال ی به صورت x یال •
.χ′

i(G) ≤ χ′
i(G

′) آنگاه ایجاد کند، G گراف در Cp دور ی •
یا به ی ی یالͬ عددرنگͬ G گراف به جدید یال افزودن با که کردیم مشاهده حالت سه هر در

داریم: بنابراین ͬ یابد. م افزایش یا ͬ کند، نم تغییری
χ′
i(G) ≤ χ′

i(G+ x).

χ′
i(Cp) = ٣ با برابر P ̸= ٠ (mod۴) با Cp دور به ی ی یالͬ عددرنگͬ ١ . ٢ . ۴ مثال بنابه .٢

آن به ی ی یالͬ رنگ آمیزی برای رنگ سه حداقل باشد Cp دور شامل G گراف اگر حال است.
داریم. نیاز

است. پذیر ام΄ان سادگͬ به دی·ر حالت های بررسͬ
هستند، سه یا ی درجه از رأس هایش بقیه و دو درجه از رأس ی دقیقاًَ که درخت های .۶ . ٣ . ۴ تعریف

ͬ گوییم. م کامل دودویی درخت
.χ′

i(T ) = ٣ آنگاه باشد، diam(T ) ≥ ٧ دارای T کامل دودویی درخت اگر .٣ . ٧ . ۴ نتیجه
زیر شامل ب·یریم، نظر در که درختͬ هر صورت این در باشد. diam(T ) ≥ ٧ ͬ کنیم م فرض برهان.

.χ′
i(T ) = ٣ که، داریم ۵ . ٣ . ۴ نتیجه ۵ قسمت بنابه است. ٣ . ۴ ش΄ل درخت مانند درختͬ

است، برقرار همواره زیر حالت سه از ی΄ͬ T درخت در .٣ . ٨ . ۴ نتیجه
χ′
i(T ) = ١. باشد: ستاره .١
χ′
i(T ) = ٣. باشد: فرد دور شامل .٢
χ′
i(T ) = ٢. دی·ر: درخت های برای .٣

.χ′
i(G) ≤ χ′

i(G
(٢)) ،G همبند گراف هر برای .٣ . ٩ . ۴ نتیجه

.χ′
i(G) ≤ χ′

i(G
(٢)) که، است بدیهͬ ۵ . ٣ . ۴ نتیجه و ٢ . ٢ . ۴ تعریف بنابه برهان.

هستند. به ی ی یالͬ ′ωرنگ آمیزی ی C٣ دور تک با گراف های که دادیم نشان ۵ . ٢ . ۴ قضیه در
یالͬ عددرنگͬ از پاینͬ و بالا کران p ≥ ۴ با Cp دور تک دارای که گراف های برای زیر قضیه در حال

ͬ کنیم. م بیان به ی ی



۴٩ شب΄ه ای گراف های به ی ی یالͬ عددرنگͬ

.٢ ≤ χ′
i(G) ≤ ۴ آنگاه باشد، p ≥ ۴ با Cp دور تک دارای G گراف اگر .٣ . ١٠ . ۴ گزاره

ͬ شود. م نتیجه مستقیماً ١ . ٢ . ۴ مثال از پایین کران برهان.
حذف G گراف از هستند، متصل آن به که یال های تمام با را Cp دور از v مانند دلخواه رأس ی
قابل c٣ و c٢ ،c١ رنگ سه حداکثر با ٣ . ٧ . ۴ نتیجه بنابه که است درختͬ G− v حاصل گراف ͬ کنیم. م
و اضافه G گراف به هستند متصل آن به که یال های تمام با را v رأس است. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی

ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی c۴ رنگ با را یال هایش

شب΄ه ای گراف های به ی ی یالͬ عددرنگͬ ۴ . ۴
گراف های یا و Pr□Ps ،Pn□K٢ گراف های مانند گراف دو دکارتͬ حاصلضرب از که گراف های
محاسبه ͬ باشند. م شب΄ه ای٩ گراف های جزء هستند، ضلعͬ شش خانه های ش΄ل به که لانه زنبوری٨
را آنها ادامه در که قضیه ای سه ͬ باشند. م باز مسائل جزء شب΄ه ای گراف های به ی ی یالͬ عددرنگͬ

ͬ باشد. م شهودی صورت به اثباتشان ͬ کنیم م بیان
.χ′

i(Pn□K٢) = ٣ این صورت در باشد، n ≥ ٣ مرتبه از Pn مسیر کنید فرض .١ . ۴ . ۴ گزاره
رأس سومین به و ٢ شماره پایین از رأس دومین ،١ شماره بالا از Pn□K٢ گراف رأس اولین به برهان.
تمام به ͬ دهیم. م ادامه رأس آخرین تا ۴ . ۴ ش΄ل مانند را روند این ͬ دهیم. م اختصاص ٣ شماره بالا از
رنگ هستند ٢ متصل  شماره رأ س های به که یال های قرمز، رنگ ١ شماره رأس های به متصل یال های
یالͬ رنگ آمیزی ی نهایت در ͬ دهیم. م اختصاص سبز رنگ ٣ شماره رأس های به متصل های یال و آبی

که، ͬ شود م حاصل Pn□K٢ گراف برای به ی ی
χ′
i(Pn□K٢) ≤ ٣. (۵ . ۴)

داریم: ۵ . ٣ . ۴ نتیجه و ١ . ٢ . ۴ مثال بنابه است. Pn□K٢ گراف از گرافͬ زیر C۶ دی·ر طرف از
χ′
i(Pn□K٢) ≥ χ′

i(Cp) = ٣. (۶ . ۴)
.χ′

i(Pn□K٢) = ٣ که ͬ شود م نتیجه (۶ . ۴) و (۵ . ۴) معادله از
٣ ٢ ١١

٢ ١ ٣

Pn□K٢ گراف :۴ . ۴ ش΄ل

٨The honeycomb graph
٩Mesh graphs
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.χ′
i(Pr□Ps) = ۴ آنگاه باشند، r, s ≥ ۴ ،Pr□Ps گراف در اگر .٢ . ۴ . ۴ گزاره

به را ۵ . ۴ ش΄ل چپ) سمت بالا از رأس اولین شروع ) اصلͬ قطر رأس های  به متصل یال های برهان.
که رأس های به متصل یال های ͬ کنیم. م به ی ی یالͬ رنگ آمیزی سبز و قرمز رنگ دو با تناوبی طور
به ی ی ͬ یال رنگ آمیزی متناوب طور به زرد و آبی رنگ دو با را هستند قطر این با موازی قطر دو روی
به ی ی ͬ یال رنگ آمیزی برای رنگ چهار حداقل ͬ شود، م مشاهده ۵ . ۴ ش΄ل در که طور همان ͬ کنیم. م
χ′
i(ℵ) = ۴ و Pr□Ps گراف از زیرگرافͬ ۶ . ۴ ش΄ل ℵ گراف دی·ر طرف از داریم. نیاز Pr□Ps گراف

است.
داریم: ۵ . ٣ . ۴ نتیجه از

۴ = χ′
i(ℵ) ≤ χ′

i(Pr□Ps) ≤ ۴.

Pr□Ps :۵ . ۴ ش΄ل

ℵ :۶ . ۴ ش΄ل

.χ′
i(G) = ٣ آنگاه باشد، لانه زنبوری گراف G اگر .٣ . ۴ . ۴ گزاره
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زیرگراف دارای رو از این  هستند، ضلعͬ شش شب΄ه های به صورت ٧ . ۴ لانه زنبوریGش΄ل گراف  برهان.
برای رنگ سه حداقل که ͬ شود م مشاهده شهودی طور به و χ′

i(C۶) = ٣ ،١ . ٢ . ۴ مثال بنابه که C۶

داریم. نیاز به ی ی یالͬ رنگ آمیزی
داریم: ۵ . ٣ . ۴ نتیجه از

٣ = χ′
i(C۶) ≤ χ′

i(G) ≤ ٣

زنبوری لانه گراف :٧ . ۴ ش΄ل

محاسباتͬ پیچیدگͬ ۵ . ۴
b رأس به متصل یال های تمام و e یال ،٨ . ۴ ش΄ل B گراف از i−یالͬ رنگ آمیزی سه هر در .١ . ۵ . ۴ لم

هستند. ی΄سانͬ رنگ دارای
رو این از باشند. c١ ی΄سان رنگ دارای آن به متصل یال های از ی΄ͬ و e یال ͬ کنیم م فرض برهان.
کار این به ی ی  ͬ یال رنگ آمیزی تعریف بنابه که شود، رنگ آمیزی دی·ر رنگ دو با باید B′ زیرگراف

کنند. دریافت c١ رنگ ͬ توانند نم e یال  به متصل یال های از کدام هیچ لذا نیست. مم΄ن
c٢ رنگ که یالͬ به متصل یال دو ͬ کنیم. م رنگ آمیزی c٢ ̸= c٣ رنگ دو با را e یال به متصل یال های

ͬ کنیم. م رنگ آمیزی c٣ رنگ با هستند، c٣ رنگ دارای یال به متصل که یالͬ دو به و c٢ رنگ با دارد،
ͬ کنند. م دریافت c١ رنگ b رأس به متصل یال های تمام ١ . ١ . ۴ تعریف و ٨ . ۴ ش΄ل بنابر

ͬ دهد. م نشان را ٨ . ۴ ش΄ل B گراف از به ی ی رنگ آمیزی ی ٩ . ۴ ش΄ل
درجه ماکزیمم با ،χ′(G) ،Gگراف یالͬ عددرنگͬ اندازه بودن NP−سخت و ١ . ۵ . ۴ لم از استفاده با
بیان ٢ . ۵ . ۴ قضیه در G گراف i−یالͬ رنگ آمیزی برای محاسباتͬ پیچیدگͬ ،( [٨] در اثبات )∆ = ٣

ͬ کنیم م
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B گراف B′ گراف

e

b b

B′ و B گراف :٨ . ۴ ش΄ل
e

c٣c٢

c٢ c٣

c٣c٢

b

c١c١

vc١u c١

c١

B گراف i−یالͬ رنگ آمیزی سه :٩ . ۴ ش΄ل

مقدار با برابر ی به ی΄شان  ͬ یال عددرنگͬ که گراف های برای به ی ی یالͬ رنگ آمیزی .٢ . ۵ . ۴ قضیه
ͬ شود. م محسوب NP−کامل مسائل جزء ͬ باشد، م k صحیح

تعویض G(B)از گراف ͬ کنیم م فرض ب·یرید. نظر در ∆ = ٣ درجه ماکزیمم Gبا دلخواه گراف برهان.
و ub یال های به G از uv یال هر یعنͬ باشد. شده حاصل ٨ . ۴ ش΄ل B گراف با G گراف از uv یال هر

تبدیل شود. B از bv
اگر حال داریم، G در رنگͬ یال k ≥ ٣ ͬ کنیم م فرض

باشد. ی΄سان B از b رأس به متصل یال هر و e یال رنگ با G از uv یال رنگ  .١
G(B) گراف یال های بقیه رنگ انتخاب کنیم مانده باقͬ رنگ (k− ١) از که رنگͬ دو هر ازای به .٢

شود. به ی ی یالͬ رنگ آمیزی آنها با
k دارای G(B) گراف دی·ر، به عبارت ͬ شود. م حاصل G(B) گراف از i−یالͬ رنگ آمیزی k ی آنگاه

باشد. یالͬ رنگ آمیزی k دارای G گراف اگر وفقط اگر i−یالͬ رنگ آمیزی
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k دارای G که ͬ دهیم م نشان است i−یالͬ رنگ آمیزی k ≥ ٣ دارای G(B) که ͬ کنیم م فرض
ی حال دارد. رنگ سه دقیقاً G گراف از یال هر با متناظ B زیرگراف هر است. یالͬ رنگ آمیزی
یال های یا و e یال رنگ G گراف از uv یال هر به ͬ آوریم. م دست به G گراف از یالͬ kرنگ آمیزی
با G گراف که آنجایی از و χ′(G) = χ′

i(G) نتیجه در ͬ دهیم. م اختصاص B گراف از b رأس به متصل
است. NP سائل جزء χ′

i(G) = k با G گراف که است واض ،NP مسائل جزء χ′(G) = k





پیوستآ 
 نماد 

نام نماد نام نماد
یال  مجموعه E(G) رئوس مجموعه V (G)

درجه کمترین δ(G) درجه dG(v)

گشت W درجه بیشترین ∆(G)

مسیر Pn م΄مل گراف Ḡ

گراف قطر diam(G) رأس دو بین فاصله کمترین d(u, v)

چرخ Wn دور Cn

دوبخشͬ گراف Kn,m کامل گراف Kn

تهͬ گراف Nn ستاره گراف K١,m

خطͬ گراف L(G) م΄عب گراف Qn

دکارتͬ حاصل ضرب G□H درخت T

مربع گراف G(٢) رسته ای حاصل ضرب G×H

یالͬ عددرنگͬ χ′(G) عددرنگͬ χ(G)

نماد ها آ  . ١: جدول



۵۶ نماد 

نام نماد نام نماد
u رأس  ͬ همسای· N(u) به ی ی عددرنگͬ χi(G)

فاصله گراف Qn(D) شبه‐م΄عب QX(S)

خطا کننده تصحیح کددودویی σ(n) کد پوششͬ عدد γ′(Qn)

مستقل عدداحاطه گری i(G) سه متوالͬ یالͬ عددرنگͬ ψ′
i(G)

پوشانه β(G) استقال عدد α(G)

G خوشه ماکزیمم در رئوس نعداد ω(G) به ی ی یالͬ عددرنگͬ χ′
i(G)

احاطه گری عدد γ(G) G خوشه ماکزیمم در یال ها تعداد ω′(G)

نماد ها آ  . ٢: جدول
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Abstract

A coloring of a graphG is injective if its restriction to the neighborhood of any vertex
is injective. The injective chromatic number χi(G) of a graph G is the least k such that
there is an injective k−coloring. An injective edge coloring of a graph G is a coloring c
of the edges of G such that if e1, e2 and e3 are consecutive edges, then c(e1) ̸= c(e3). The
injective edge coloring number χ′

i(G) is the minimum number of colors required in such
a coloring. In this thesis, we will study some properties of injective coloring, injective
edge coloring and 3-consecutive edge coloring. Also, some relathionship between these
parameters will be presented.

keywords: Injective chromatic number, 3-consecutive edge coloring, Injective edge col-
oring number
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