




ریاضͬ علوم دانش΄ده

عملیات در تحقیق گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

حل برای چبیشف شبه طیفͬ کسریروش کنترل بهینه مسائل
حبیب لͬ مرضیه نگارنده:

راهنما استادان

ناظمͬ علیرضا دکتر
نوری اس΄ندری محمدهادی دکتر

١٣٩۶ شهریور





৤ජ໑م ام؛ ଘ ৎقد৤م
دارم را ماభاী୓ ଡش پا।خࢉوਪی ৔وان ଡ ଒

آن؛ اعاده یارای ଡ و
ज़ࢸت ر಻ඞن ا঴د، از ভعد ห و ඟ໕آ ห ૼن، او৤م...و
ਗی داৣم ଒ دارم ୀاীش ඵ෇ز یک ඛ঺ھا

ه



ໆراໆرو భ ൈࣣದتد، اৎفاق آن ड़ورد భ آ૏৅ه ଽ
ا॥ت... ࠙࡭ق آن و دارد ୉ا गھان
To my Maryam;

I have no potency to be responsible of your

maternities and also no power to offset.

Just one thing I have as a gift which is the

basis of the universe of my heart; and it is

the sheer Love...

Till after ay, I’m debtor to you, mom...



سپاس گزاری...

این در را من و داد قرار عقل را انسان که علیمم و ح΄یم خداوند از بی پایان سپاس
هستم. که مسیری

علیرضا دکتر خود، گرانقدر راهنمای استاد زیاد زحمات از که ͬ دانم م خود تکلیف
زیاد بسیار لطف های و بی دریغ زحمات از هم چنین و باشم داشته فراوان تش΄ر ناظمͬ
داشته ویژه قدردانͬ نوری اس΄ندری محمدهادی دکتر خود، عالیقدر راهنمای استاد
من حق در را استادی مقام دقیقشان، و بجا راهنمایی های اصیل، متانت با که باشم
که ارجمند داور اساتید از هستم. ایشان مدیون همیشه روی، این از که کردند تمام

دارم. را امتنان کمال پذیرفته اند، را پایان نامه این مطالعه زحمت قبول
این وجودشان، بدون که را خانواده ام اعضای تک تک دستان ͬ فشارم م آخر، در و
مرا که عزیزانͬ تک تک از فراوان تش΄ر و باشد داشته پایانͬ که نداشت آغازی مجموعه

بوده اند. یاری·ر مسیر این در

حبیب لͬ مرضیه
١٣٩۶ شهریور

ز





نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی حبیب لͬ مرضیه اینجانب
برای چبیشف شبه طیفͬ روش عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ
نوری اس΄ندری محمدهادی و ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، کسری کنترل بهینه مسائل حل

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
حبیب لͬ مرضیه
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
ارائه کسری بهینه کنترل مسائل حل برای را مختلف جدید روش دو ما پایان نامه، این در
کنترل و وضعیت متغیرهای آن در که است غیرمستقیم روش ΁ی ما، اول روش ͬ کنیم. م
لاگرانژ درون یاب تابع منظور، این برای ͬ زنیم. م تقریب چبیشف‐گاوس نقاط در را مسأله
اثبات و بیان را کسری بهینگͬ لازم شرایط هم چنین ͬ بریم. م کار به و کرده تعریف را کسری
معادلات دستگاه ΁ی به کسری بهینه کنترل مسأله بهینگͬ، لازم شرایط ب΄ارگیری با ͬ کنیم. م
بهینه کنترل مسأله آن در که است مستقیم روش ΁ی دوم، روش اما ͬ شود. م تبدیل غیرخطͬ
از استفاده با سپس و ͬ کنیم م تبدیل معادل کسری تغییرات حساب مسأله ΁ی به را کسری
برنامه ریزی مسأله ΁ی به را مسأله چبیشف‐گاوس‐لوباتو، نقاط و کلنشاو‐کورتیس فرمول

ͬ کنیم. م تبدیل غیرخطͬ
ͬ کنیم. م بیان را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ابتدا که است صورت بدین پایان نامه سازماندهͬ
بیان را کسری بهینگͬ لازم شرایط و ͬ پردازیم م کسری بهینه کنترل مسأله معرفͬ به سپس،
بهینه کنترل مسأله حل برای را غیرمستقیم شبه طیفͬ روش ΁ی آن، از پس ͬ کنیم. م اثبات و
کلنشاو‐کورتیس فرمول پایه بر مستقیم روش ΁ی بیان به ادامه، در ͬ کنیم. م ارائه کسری
ارائه را پیشنهادات و نتایج نهایت، در و ͬ پردازیم م کسری بهینه کنترل مسائل حل برای

ͬ کنیم. م

کسری، بهینگͬ لازم شرایط کسری، بهینه کنترل چبیشف، شبه طیفͬ روش کلیدی: کلمات
غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله کلنشاو‐کورتیس، فرمول

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

تقریبی رهیافت ΁ی » نوری اس΄ندری، محمدهادی ناظمͬ، علیرضا حبیب لͬ، مرضیه .١
ایران، ریاضͬ کنفرانس ۴٨ امین ،« کسری بهینه کنترل مسائل از خاص رده ای حل برای

همدان. سینا، بوعلͬ دانش·اه ٣شهریور، تا مرداد ٣١
2. M. Habibli, M. H. Noori Skandari, ”Fractional Chebyshev Pseudospectral Method for Frac-

tional Optimal Control Problems”, Submitted.

3. M. H. Noori Skandari, M. Habibli, A. Nazemi, ”A Direct Method Based on the Clenshaw-

Curtis Formula for Fractional Optimal Control Problems”, Submitted.
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١ فصل
اولیه مقدمات و مفاهیم

مقدمه ١ . ١
هوپیتال به یادداشتͬ طͬ ١ نیتز لایب توسط ١۶٩۵ سال در کسری حساب ایده ی و مفهوم
محققان و ریاضیدانان آن، از بعد شد. مطرح ١٢ مرتبه مشتق مفهوم و معنا آن در که شد رائه
لاپلاس ،(١٧٧٢) لاگرانژ ،(١٧٣٠) اویلر مطالعات به ͬ توان م که کردند کار زمینه این در زیادی
،(١٨٣٢) لیوویل ،(١٨٢٣) آبل ،(١٨٢٢) فوریه ،(١٨١٨) نکراسو ،(١٨١۴) لارنت ،(١٨١٢)
هادامارد ،(١٨۶٩) سانین ،(١٩۶٨) لتنی΄وف ،(١٨۶٧) گرانوالد ،(١٨۵٩) گریر ،(١٨۴٧) ریمان
داویس ،(١٩٢٣) لوی ،(١٩١٩) ویل ،(١٩١٧) لیتل وود و هاردی ،(١٩٠٢) پنیچرل ،(١٨٩٢)
ریس ،(١٩۴١) وایدر ،(١٩۴٠) کابر ،(١٩٣٩) اردلͬ ،(١٩٣٨) لاو ،(١٩٣۵) زی·موند ،(١٩٢۴)

.[٢٨] کرد اشاره (١٩۵٢) فلر و (١٩۴٩)
.[٢٠] گرفت انجام ١٨٢٣ سال در آبل توسط ( ١٢ مرتبه از (مشتق کسری مشتق کاربرد اولین
همین به و کرد پیشرفت محض جنبه از فقط اساساً کسری مشتقات نظریه ی قرن، سه طͬ در
توجهͬ قابل پیشرفت های اخیر، دهه دو در شد. ͽواق مفید ریاضیات شاخه ی برای تنها دلیل
وجود زمینه این در غنͬ بسیار کتاب های و است شده انجام کسری حساب مفهوم زمینه در
نسبت کسری انتگرال های و مشتقات واقعͬ، دنیای در .[١٧] ،[٢٠] ،[٢٢] ،[٢۴] جمله از دارد
و فیزی΄ͬ دستگاه های برای را دقیق تری مدل های صحیح، مرتبه انتگرال های و مشتقات به

١Leibniz
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ͬ دهد. م بدست طبیعͬ پدیده های

اما است. یافته  توسعه زیادی سال های طͬ که است ریاضیات از شاخه ΁ی بهینه، کنترل
سال های طͬ که است جدید نسبتاً موضوع ΁ی کسری بهینه کنترل نظریه که گفت ͬ توان م
کسری، بهینه کنترل قرار گرفته است. علوم گوناگون رشته های محققان توجه مورد اخیر
به توجه با که ͬ باشد م کسری دینامی΄ͬ های سیستم تحت ΁کلاسی بهینه کنترل از تعمیمͬ
ارائه کارهای به توجه با ͬ شود. م تعریف داریم، کسری مرتبه مشتقات از که متفاوتͬ تعاریف
٣ کاپوتو و ٢ ریمان‐لیوویل کسری، مرتبه مشتقات نوع مهم ترین که ͬ آید برم این طور شده
به است. شده ارائه محققان توسط زمینه این در بسیاری کارهای اخیر، سال های در ͬ باشد. م
مفهوم با بهینه کسری کنترل مسائل برای را بهینگͬ لازم شرایط [۴] ۴ آگراوال مثال، عنوان
کسری بهینه کنتر ل مسائل برای مشابه فرمول به [۵] در و است کرده  ارائه ریمان‐لیوویل
کردند حل کسری ای را بهینه کنترل مسائل [٢٣] هم΄اران و ۵ پوسه رسید. کاپوتو مفهوم با
و ۶ سویلیم است. معمولͬ مشتق هم و کسری مشتق دارای هم آن، دینامی΄ͬ سیستم که
کنترل مسائل حل برای را ٧ چبیشف چندجمله ای های پایه بر متفاوت روش دو [٢۵] هم΄اران
لازم شرایط از آن در که است غیرمستقیم روش ΁ی آن ها اول روش دادند. ارائه کسری بهینه
فرمول پایه بر مستقیم روش ΁ی دوم، روش و ͬ کنند م استفاده مسأله حل برای کسری بهینگͬ
برنامه ریزی مسأله ΁ی به کسری بهینه کنترل مسأله آن در که ͬ باشد م ٨ کلنشاو‐کورتیس
کنترل مسائل حل برای مستقیم روش ΁ی [٧] ١٠ تورس و ٩ آلمدیا ͬ یابد. م تقلیل غیرخطͬ
فقط که آن جدید نوع ΁ی به را کسری بهینه کنترل مسأله آن در که دادند ارائه کسری بهینه
بر مستقیم روش ΁ی [١۶] هم΄اران و لطفͬ ͬ کنند. م تبدیل ͬ باشد، م معمولͬ مشتقات شامل
پایه بر مستقیم روش ΁ی نیز [١۴] هم΄اران و کشاورز دادند. ارائه لژاندر چندجمله ای های پایه
مسأله برنولͬ، چندجمله ای خواص از استفاده با آن ها کردند. ارائه برنولͬ چندجمله ای های
در دی·ر کارهای جمله از ͬ کنند. م تبدیل جبری معادلات دستگاه ΁ی به را خود بهینه سازی
که است اهمیت حائز نکته این ذکر برد. نام را [٢٧] ،[١٩] ،[١٨] ،[٨] ͬ توان م زمینه این
ͬ توان م جمله آن از که دارد کاربرد علوم زمینه های از بسیاری در کسری بهینه کنترل مسائل

برد. نام را [١٠] پزش΄ͬ و [٩] اقتصاد ،[١٢] ΁رباتی ،[٣] هوافضا مدل های

٢Riemann-Liouville
٣Caputo
۴Agrawal
۵Pooseh
۶Sweilam
٧Chebyshev polynomials
٨Clenshaw-Curtis
٩Almedia

١٠Torres



٣ متعامد  چندجمله ای های

متعامد  چندجمله ای های ١ . ٢
دستگاه ΁ی باشد. R در نامتناهͬ یا متناهͬ باز بازه ی ΁ی (a, b) کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
w(x) ≥ ٠ وزن به نسبت را n = ٠, ١,٢, . . . برای {Pn(x)} چندجمله ای های از مجموعه) (یا

هرگاه گویند، متعامد (a, b) ∫روی b

a
Pn(x)Pm(x)w(x)dx = ٠,

متناظر انتگرال پذیر یا پیوسته قطعه قطعه یا پیوسته ،w(x) این جا در .n ̸= m آن در که
است. Pn(·) چندجمله ای

چبیشف چندجمله ای ١ . ٣
که هستند متعامد چندجمله ای های از دنباله ای چبیشف، چندجمله ای های .١ . ٣ . ١ تعریف
بازه روی اول نوع چبیشف چندجمله ای های برخوردارند. ویژه ای اهمیت از تقریب نظریه در

[٢] ͬ شوند م تعریف زیر بازگشتͬ رابطه طبق [−١, ١]
P٠(x) = ١,
P١(x) = x,

PN+١(x) = ٢xPN (x)− PN−١(x), N = ١,٢, . . . ,
(١ . ١)

ͬ باشد م زیر بصورت N درجه از چبیشف چندجمله ای مثلثاتͬ فرم

PN (x) =


cos(N cos−١ x), |x| ≤ ١,
cosh(N cosh−١ x), x ≥ ١,
(−١)n cosh(n cosh−١(−x)), x ≤ −١.

درون یابی نقاط ۴ . ١
نقاط انواع از ی΄ͬ شبه طیفͬ، و طیفͬ روش های با زمانͬ پیوسته مسائل و توابع تقریب بحث در

ͬ شود م استفاده زیر
بازه روی k = ١,٢, . . . , N برای tk = − cos(٢k+١

N
π٢ ) بصورت که چبیشف‐گاوس؛ نقاط الف)

ͬ باشد. م PN (·) چبیشف چندجمله ای ریشه های و ͬ شود م تعریف (−١, ١)
روی k = ٠, ١, . . . , N برای tk = cos(N−k

N π) بصورت که چبیشف‐گاوس‐لوباتو؛ نقاط ب)
PN (·) که ͬ باشد م (١ − t٢) d

dtPN (t) ریشه های نقاط این ͬ شود. م تعریف [−١, ١] بازه
ͬ باشد. م چبیشف چندجمله ای
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ͬ باشد م زیر معادله جواب های که چبیشف‐گاوس‐رادو؛ نقاط ج)

PN−١(t) + PN (t) = ٠.

کلنشاو‐کورتیس فرمول ۵ . ١
فرض ͬ باشد. م کلنشاو‐کورتیس فرمول انتگرال، تقریب روش های از ی΄ͬ .١ . ۵ . ١ تعریف
تعریف زیر صورت به کلنشاو‐کورتیس فرمول باشد. پیوسته تابع ΁ی f : [−١, ١] → R کنید

ͬ شود ∫م ١
−١ f(t)dt ≈

N∑
j=٠

wjf(tj). (١ . ٢)
از چبیشف چندجمله ای های PN (t) و ͬ باشد م (١ − t٢) d

dtPN (t) ریشه های tj ،(١ . ٢) رابطه در
برای هستند. عددی تقریب مربع سازی وزن های ،j = ٠, ١, . . . , N برای wj و ͬ باشد م N مرتبه

ͬ باشد م زیر صورت به وزن ها زوج، N
w٠ = wN = ١

(N١−٢) ,
ws = wN−s =

۴
N

∑N′′
٢

j=٠ ١١−۴j٢ cos(
٢πjs
N ), s = ١,٢, . . . , N٢ ,

داریم فرد N برای و
w٠ = wN = ١

(N٢) ,

ws = wN−s =
۴
N

∑N−٢′′١
j=٠ ١١−۴j٢ cos(

٢πjs
N ), s = ١,٢, . . . , N−١٢ .

باید مجموع در عناصر آخرین و اولین که ͬ دهد م نشان مربع سازی وزن های در زگوند علامت
[١١] شوند. نصف

چندجمله ای  هر برای کلنشاو‐کورتیس انتگرال تقریب فرمول درون یابی، ١+Nنقطه برای
بالای بسیار دقت [٢۶] ١١ ترفثن ͬ باشد. م هم·را پیوسته تابع هر برای و است دقیق N مرتبه از
کلنشاو‐ فرمول دقت که است کرده تأکید بعلاوه و کرده ارائه را کلنشاو‐کورتیس فرمول

ͬ باشد. م مربع  سازی گاوس انتگرال گیری اندازه به کورتیس

΁کلاسی بهینه کنترل و تغییرات حساب مسأله ۶ . ١
تابعͬ ١ . ۶ . ١

به را متناظرش اعداد مجموعه و ͬ کند م عمل توابع از مجموعه ای یا ΁ی بر که است تابع ΁ی
[٢١] ͯ کند. م تولید عنوان

١١Trefethen



۵ اویلر‐لاگرانژ معادله

΁کلاسی تغییرات حساب مسأله ٢ . ۶ . ١
اولین از ی΄ͬ ͬ شود. م اطلاق انتگرال ها بهینه سازی نظریه به که است نامͬ تغییرات حساب
‐١۶۶٧) برنولͬ جان وسیله به که است انتگرال ΁ی کردن ͬ نیمم م زمینه، این در مسائل
پیدا هدف که ͬ باشد م صورت بدین مسأله نوع ساده ترین شد. مطرح ١۶٩۴ سال در (١٧۴٧
وصل (t, x) = (c, d) ثابت نقطه به را (t, x) = (a, b) ثابت نقطه که است x = x(t) منحنͬ کردن

تابعͬ به و ͬ کند م
J(x(·)) =

∫ c

a
F (t, x, ẋ)dt

.[٢١] ͬ دهد م نسبت را مقدار کم ترین

΁کلاسی بهینه کنترل مسأله ٣ . ۶ . ١
صورت به قیدها آن، در که است تغییرات حساب نظریه از جدید نسخه ΁ی بهینه، کنترل نظریه
موارد به احتیاج بهینه کنترل مسأله هر صورت تنظیم ͬ شوند. م ظاهر پیچیده تر و دینامی΄ͬ

[١۵] دارد زیر
شود، کنترل باید که سیستمͬ مدل یا ریاضͬ بیان .١

فیزی΄ͬ، محدودیت های بیان .٢
سیستم. عمل΄رد نحوه تعیین .٣

شود بیان زیر صورت به ͬ تواند م بهینه کنترل مسأله ΁ی
Minimize J(x, u) = ψ(b, x(b)) +

∫ b

a
g(t, x(t), u(t))dt (١ . ٣)

subject to ẋ(t) = F (t, x(t), u(t)), (۴ . ١)
x(a) = α, x(b) = β. (۵ . ١)

ͬ باشد م وضعیت متغیر معمولͬ مشتق ẋ(t) و وضعیت متغیر x(·) کنترل، متغیر u(·) آن در که
هستند. مشتق پذیر توابعͬ ψ : R× R → R و F, g : R× Rn × Rm → R و

اویلر‐لاگرانژ معادله ١ . ٧
ب·یرید نظر در را زیر تغییرات حساب مسأله

Minimize J(x) =

∫ b

a
F (t, x(t), ẋ(t))dt, (۶ . ١)

subject to x(a) = α, x(b) = β, (١ . ٧)
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آن گاه باشد، معلوم β و α ،b ،a و باشد (١ . ٧) و (۶ . ١) مسأله بهینه جواب x(t) اگر

Fx(t, x, ẋ)−
d

dt
Fẋ(t, x, ẋ) = ٠. (١ . ٨)

(١ . ٧) و (۶ . ١) تغییرات حساب مسأله برای بهینگͬ لازم شرط (١ . ٨) دیفرانسیل معادله
[٢١] ͬ شود. م نامیده اویلر‐لاگرانژ معادله و ͬ باشد م

پونتریاگین بیشینه اصل ١ . ٧ . ١
که طوری به باشد (۴ . ١) دستگاه برای قبول قابل کنترل ΁ی u∗(·) کنیم فرض .١ . ٧ . ١ قضیه
در x١ به t = t٠ زمان در x٠ از را دستگاه که باشد x∗(·) = (x∗١(·), x∗٢(·)) نیز آن متناظر مسیر
کند) کمینه را J (یعنͬ باشد بهینه x∗ و u∗ اینکه برای ͬ کند. م هدایت t١ غیرمشخص زمان
عددی تابع نیز و ͬ کند م صدق ψ̇i = − ∂H

∂xi
در که ψ = (ψ٠, ψ١, ψ٢)T غیرصفر بردار که است لازم

H(ψ, x, u) = ψ٠f٠(x, u) + ψ١f١(x, u) + ψ٢f٢(x, u)

که طوری به باشد موجود
برسد. u = u∗(t) در u به نسبت خود بیشینه به H ،t٠ ≤ t ≤ t١ هر ازای به الف)

u = u∗(t) ازای به ψ̇i = − ∂H
∂xi

جواب ψ∗(t) که ،ψ٠ ≤ ٠ ،t = t١ در و H(ψ∗, x∗, u∗) = ٠ ب) 
ͬ باشد. م

که داد نشان ͬ توان م بعلاوه
H(ψ∗(t), x∗(t), u∗(t)) = ثابت عدد

ψ٠(t) ≤ و H = ٠ بهینه، مسیر روی نقطه هر ازای به بنابراین ،ψ٠(t) = ثابت عدد نیز، و
.٠

شود. مراجعه [٢١] به برهان.

بهینه کنترل مسائل حل برای مستقیم روش ١ . ٧ . ٢
ͬ کند م حل پیوسته کاملا́ و غیرخطͬ سیستم های برای را بهینه کنترل مسائل مستقیم، روش
یافتن برای مسأله که معناست بدان این است. زمان به نسبت گسسته سازی ΁ی پایه بر که
و کنترل مقادیر ارزش گذاری با غیرخطͬ برنامه ریزی به بهینه، وضعیت و کنترل متغیرهای
مقادیر دادن تغییر با ͬ شود. م تبدیل زمان نمونه های از متناهͬ تعداد ΁ی در فقط وضعیت
آمده بدست مسأله ͬ شود. م بهینه مستقیم بطور هزینه تابع نمونه ها، آن در وضعیت و کنترل

حل شود. غیرخطͬ برنامه ریزی روش های با ͬ تواند م



٧ گاما تابع

بهینه کنترل مسائل حل برای غیرمستقیم روش ١ . ٧ . ٣
صادق از بهینه جواب مستقیم، روش در هزینه تابع کردن ͬ نیمم م جای به روش، این در
شرایط شده، داده بهینه کنترل مسأله به توجه با ͬ آید. م بدست بهینگͬ شرایط در بودن
که ͬ شود م چندنقطه ای یا و دونقطه ای کران مقادیر با مسأله به دست یابی به منجر بهینگͬ
معادله پیوسته، الحاقͬ متغیرهای و پیوسته وضعیت متغیر برای دیفرانسیل معادلات شامل
و الحاقͬ متغیرهای وضعیت، متغیرهای برای کران داری شرایط و پیوسته کنترل برای جبری
دوم، درجه هزینه های و خطͬ سیستم های کامل پیوستگͬ خاص موارد برخͬ در است. زمان

کرد. پیدا مرزی شرایط با مسئله برای تحلیلͬ راه حل ΁ی ͬ توان م

گاما تابع ١ . ٨
n! تابع از تعمیمͬ تابع این است. Γ (z) اویلر گامای تابع کسری، حساب پایه ای توابع از ی΄ͬ
ͬ شود م تعریف زیر بصورت و ͬ کند م اختیار نیز را مختلط حتͬ و ناصحیح اعداد n و ͬ باشد م

Γ (z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt,

همچنین ͬ شود. م هم·را ناسره انتگرال ΁ی به (Re(z) > ٠) مختلط صفحه راست نیمه در که
[٢٢] کرد تعریف نیز زیر حدی صورت به ͬ توان م را گاما تابع

Γ (z) = lim
n→∞

n!nx

z(z + ١) . . . (z + n)
, Re(z) > ٠.

گاما تابع خواص برخͬ ١ . ٨ . ١
است زیر صورت به گاما تابع خواص از برخͬ

Γ (١) = ١ .١
Γ ( ١٢) =

√
π .٢

Γ (z + ١) = zΓ (z), Re(z) > ٠ .٣
Γ (n+ ١) = n!, n ∈ N .۴

Γ (z) = Γ (z+n)
(z)n

, Re(z) > −n, n ∈ N, z /∈ {١−,٠, . . . } .۵
صورت به n نامنفͬ صحیح عدد و z ∈ C برای و ͬ باشد م پوکهامر نماد (z)n آخر، خاصیت در

ͬ شود م تعریف زیر
(z)٠ = ١, (z)n = z(z + ١) . . . (z + n− ١).

[١]



اولیه مقدمات و مفاهیم ٨

بتا تابع ١ . ٩
مناسب تر گاما تابع مقادیر از خاصͬ ترکیب جای به بتا، نامتابع به تابعͬ از موارد از بسیاری در

ͬ شود م نعریف زیر صورت به که است

B(z, w) =

∫ ١
٠ tz−١)١ − t)w−١dt, (Re(z) > ٠, Re(w) > ٠). (١ . ٩)

بتا تابع خواص برخͬ ١ . ٩ . ١
B(x, y) = B(y, x) .١

B(x.y + ١) = y
xB(x+ ١, y) = y

x+yB(x, y) .٢
B(x, y)B(x+ y, z) = B(y, z)B(y + z, x) = B(z, x)(z + x, y) = Γ(x)Γ(y)Γ(z)

Γ(x+y+z) .٣
B(xz , y) =

∫ ١٠ tx−١)١ − tz)y−١dt, z > ٠ .۴

کسری) مرتبه مشتقات و (انتگرال ها کسری حساب ١ . ١٠
پایان نامه، این در است. حقیقͬ دلخواه مرتبه از مشتق ها و انتگرال ها مبحث کسری، حساب
حقیقͬ دلخواه مرتبه از انتگرال و کسری مشتق اختصار به را حقیقͬ دلخواه مرتبه ی از مشتق
و [٢٨] ،[٢٢] ͽمراج از بخش این در شده ذکر خواص و تعاریف ͬ نامیم. م کسری انتگرال را

شده اند. گردآوری [١]

ریمان‐لیوویل کسری انتگرال ١ . ١٠ . ١
ریمان‐ چپ کسری انتگرال باشد. شده تعریف R در [a, b] متناهͬ بازه روی f(·) کنید فرض
و aI

−α
t f(t) نمادهای با ترتیب به f(·) تابع ریمان‐لیوویل راست کسری انتگرال و لیوویل

ͬ شود م تعریف زیر صورت به و داده نشان tI
−α
b f(t)

aI
−α
t f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−١f(s)ds, t > a, (١ . ١٠)

tI
−α
b f(t) =

١
Γ(α)

∫ b

t
(s− t)α−١f(s)ds, t < b, (١ . ١١)

است زیر خاصیت دارای ریمان‐لیوویل کسری انتگرال ͬ باشد. م α > ٠ آن در که
aI

−α
t

(
a
I−β
t f(t)

)
=a I

−α−β
t f(t),



٩ کسری) مرتبه مشتقات و (انتگرال ها کسری حساب
است صحیح مرتبه مشتق معروف خاصیت مشابه که

dm

dtm

(
dnf(t)

dtn

)
=

dn

dtn

(
dmf(t)

dtm

)
=
dm+nf(t)

dtm+n
,

ندارد. جابجایی خاصیت ریمان‐لیوویل کسری انتگرال هم چنین

ریمان‐لیوویل کسری مشتق ١ . ١٠ . ٢
مشتق و ریمان‐لیوویل چپ کسری مشتق باشد. پیوسته R در [a, b] بازه روی f(·) کنید فرض
tD

α
b f(t) و aD

α
t f(t) نماد با ترتیب به α > ٠ مرتبه از f(·) تابع ریمان‐لیوویل راست کسری

ͬ شود م تعریف زیر صورت به و ͬ شود م داده نمایش

aD
α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

dn

dtn

(∫ t

a
(t− s)n−α−١f(s)ds

)
, t > a, (١ . ١٢)

tD
α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

(−١)n dn
dtn

(∫ b

t
(s− t)n−α−١f(s)ds

)
, t < b, (١ . ١٣)

به α > ٠ مرتبه از ریمان‐لیوویل راست و چپ کسری مشتق ͬ باشد. م n = [α] + ١ آن در که
شود مͬ تعریف نیز زیر صورت به ترتیب

aD
α
t f(t) =

dn

dtn
(
a
D

−(n−α)
t f(t)

)
, (١۴ . ١)

tD
α
b f(t) =

dn

dtn
(
t
D

−(n−α)
b f(t)

)
.

آن گاه باشد، ٠ < α < ١ اگر .١ . ١٠ . ١ ملاحظه

aD
α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

d

dt

(∫ t

a
(t− s)−αf(s)ds

)
, t > a, (١۵ . ١)

tD
α
b f(t) =

−١
Γ(n− α)

d

dt

(∫ b

t
(s− t)−αf(s)ds

)
, t < b, (١۶ . ١)

داشت خواهیم زیر صورت به (١ . ٢٢) با مشابه نتیجه آن گاه ،α = n ∈ N یا α = ٠ اگر و

aD
٠
t f(t) = tD

٠
bf(t) = f(t),

aD
n
t f(t) = f (n)(t),

tD
n
b f(t) = (−١)nf (n)(t).



اولیه مقدمات و مفاهیم ١٠

ریمان‐لیوویل چپ کسری مشتق خواص برخͬ ١ . ١٠ . ٣
α > ٠ برای که است این ریمان‐لیوویل کسری مشتق خاصیت مهم ترین شاید و اولین •

داریم t > a و
aD

α
t

(
a
D−α

t f(t)
)
= f(t), (١ . ١٧)

ͬ تر عموم خاصیت از خاصͬ حالت (١ . ١٧) خاصیت •
aD

α
t

(
a
D−β

t f(t)
)
= aD

α−β
t f(t),

موجود aD
α−β
t f(t) مشتق ،p ≥ q ≥ ٠ اگر و باشد پیوسته f(t) ͬ کنیم م فرض ͬ باشد، م

باشد.
برای f(t) = (t−α)ν صورت به توانͬ تابع α مرتبه از ریمان‐لیوویل چپ کسری مشتق •

ͬ آید م بدست ١۴ . ١ و ١ . ٩ رابطه های از استفاده با حقیقͬ ν

aD
α
t ((t− α)ν) =

Γ(١ + ν)

Γ(١ + ν − α)
(t− α)ν−α,

.ν > −١ باید یعنͬ است، آن انتگرال پذیری ،f(t) = (t− α)ν برای محدودیت تنها
مرتبه مشتق با ریمان‐لیوویل کسری مشتق ترکیب کاربردی، مسائل از بسیاری در •
با aD

α
t α حقیقͬ مرتبه از ریمان‐لیوویل کسری مشتق عمل·ر ͬ شود. م ظاهر صحیح

داریم یعنͬ ͬ شود، م جابجا dn

dtn n مرتبه از صحیح مشتق
dn

dtn
(aD

α
t f(t)) = aD

α
t (
dnf(t)

dtn
) = aD

α+n
t f(t).

خاصیت ریمان‐لیوویل کسری مرتبه مشتق گیری صحیح، مرتبه از مشتق گیری همانند •
،β > ٠ و α > ٠ برای یعنͬ ندارد، جابجایی

aD
α
t (aD

β
t ) ̸= aDβ

t (aD
α
t ).

کاپوتو کسری مشتق ۴ . ١ . ١٠
در ریمان‐لیوویل کسری مشتق های شامل اولیه ای شرایط به ریمان‐لیوویل مشتق تعریف
به ͬ توانند م شرایطͬ چنین با اولیه مقدار مسائل که وجودی با ͬ شود. م منجر ابتدایی نقطه
فیزی΄ͬ تفسیر چون فایده اند، بی آن ها جواب های عملا́ ولͬ شوند، حل ریاضͬ قوانین ΁کم
تنظیم ام΄ان کاپوتو، توسط شده ارائه تعریف ندارد. وجود اولیه ای شرایط چنین برای معلومͬ
مشتق های مقادیر حد شامل تنها ش΄لͬ در کسری مرتبه اولیه مقدار مسائل برای اولیه شرایط
شده تعریف R در [a, b] بازه روی f(·) کنید فرض ͬ کند. م فراهم را اولیه زمان در صحیح مرتبه



١١ کسری) مرتبه مشتقات و (انتگرال ها کسری حساب
به α > ٠ مرتبه از f(·) تابع کاپوتو راست کسری مشتق و کاپوتو چپ کسری مشتق است.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به و ͬ شود م داده نشان C
t D

α
b f(·) و C

aD
α
t f(·) نماد با ترتیب

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

(∫ t

a
(t− s)n−α−١fn(s)ds

)
, (١ . ١٨)

C
t D

α
b f(t) =

−١
Γ(n− α)

(∫ b

t
(s− t)n−α−١fn(s)ds

)
, (١ . ١٩)

ͬ باشد. م α عدد صحیح جزء [α] و n = [α] + ١ آن در که
آن گاه باشد، ٠ < α < ١ اگر .١ . ١٠ . ٢ ملاحظه

C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

(∫ t

a
(t− s)−αf ′(s)ds

)
, t > a, (١ . ٢٠)

C
t D

α
b f(t) =

−١
Γ(١ − α)

(∫ b

t
(s− t)−αf ′(s)ds

)
, t < b, (١ . ٢١)

آن گاه ،α = n ∈ N یا و α = ٠ اگر و
C
aD

٠
t f(t) =

C
t D

٠
bf(t) = f(t),

C
aD

n
t f(t) = f (n)(t), (١ . ٢٢)

C
t D

n
b f(t) = (−١)nf (n)(t),
ͬ باشد. م n مرتبه از f(·) معمولͬ مشتق f (n)(·) آن در که

ی΄دی·ر به زیر رابطه ی از استفاده با ریمان‐لیوویل و کاپوتو کسری مشتقات .١ . ١٠ . ٣ ملاحظه
ͬ شوند. م مرتبط

aD
α
t f(t) =

١
Γ(١ − α)

f(a)(t− a)−α + C
aD

α
t f(t), (١ . ٢٣)

tD
α
b f(t) =

١
Γ(١ − α)

f(b)(b− t)−α + C
t D

α
b f(t). (٢۴ . ١)

ͬ باشد. م ٠ < α < ١ آن در که
مشتق برای را آن ها ͬ توان م ریمان‐لیوویل کسری مشتق برای شده ذکر خواص مشابه

داد. تعمیم نیز کاپوتو کسری
خطͬ عمل·ر نیز α مرتبه از کسری مشتقات صحیح، مرتبه مشتقات مشابه .۴ . ١ . ١٠ ملاحظه

یعنͬ هستند،
Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t).





٢ فصل
شرایط و کسری بهینه کنترل مسأله

کسری بهینگͬ لازم

کسری بهینه کنترل مسأله ٢ . ١
سیستم های تحت که است ΁کلاسی بهینه کنترل مسأله از تعمیمͬ کسری، بهینه کنترل مسأله
کنترل بهینه مسأله کلͬ فرم ابتدا فصل، این در ͬ باشد. م کسری مشتقات شامل دینامی΄ͬ

ͬ کنیم. م بیان را بهینگͬ شرایط قضایای سپس و ͬ کنیم م تعریف را کسری
است زیر کلͬ فرم به کسری کنترل بهینه جواب زدن تقریب پایان نامه، این در ما هدف

Minimize J(x, u) =ψ(T, x(T )) +

∫ T

٠ f
(
t, x(t), u(t)

)
dt, (٢ . ١)

subject to Mẋ(t)+N C٠ Dα
t x(t) = g

(
t, x(t), u(t)

)
, (٢ . ٢)

x(٠) = x٠, (٢ . ٣)
f, g : R×Rn×Rm → و ͬ باشند م (M,N) ̸= (٠, ٠) M,Nو ∈ Rn ،x٠ ∈ Rn ،٠ < α < ١ آن در که
متغیرهای ترتیب به u(·) و x(·) این جا، در ͬ باشند. م مشتق پذیر توابعͬ ψ : Rn×Rn → Rn و R

چپ کسری مشتق C٠ Dα
t x(t) و معمولͬ مشتق ẋ(t) بعلاوه و ͬ دهند م نشان را کنترل و وضعیت

ͬ دهند. م نشان را α مرتبه از کاپوتو



کسری بهینگͬ لازم شرایط و کسری بهینه کنترل مسأله ١۴
در ما توجه بنابراین باشند. آزاد یا و ثابت ͬ توانند م x(T ) و T ،(٢ . ١)‐(٢ . ٣) مسأله در
موردنظر T نهایی زمان روی ،u(·) کنترل متغیر و x(·) وضعیت متغیر بر علاوه مسأله، این
در کنیم. بهینه x(T ) و T های حالت به توجه با را J تابعͬ بتوانیم که است معطوف نیز
خواهیم را ΁کلاسی بهینه کنترل مسأله باشد N = ٠ اگر که داریم توجه ،(٢ . ١)‐(٢ . ٣) مسأله

داشت.

کسری بهینگͬ لازم شرایط ٢ . ٢
کنترل مسأله در (x, u, T ) سه تایی بهینه جواب یعنͬ شود نتیجه بهینگͬ لازم شرایط اینکه برای
هامیلتونͬ تابع و ͬ بریم کارم به را λ(·) لاگرانژ ضریب کند، صدق (٢ . ١)‐(٢ . ٣) کسری بهینه

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را H
H(t, x, u, λ) = f(t, x, u) + λg(t, x, u). (۴ . ٢)

پیوسته تابع هر ازای به و باشد پیوسته تابع ΁ی g : [٠, T ] → R کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم
باشیم داشته η : [٠, T ] → R∫ T

٠
η(t)g(t)dt = ٠, (۵ . ٢)
.g(t) = ٠ داریم t ∈ [٠, T ] هر ازای به صورت این در

بدون .g(t̄) ̸= ٠ باشیم داشته t̄ ∈ [٠, T ] ΁ی ازای به ͬ کنیم م فرض خلف برهان به برهان.
مانند بازه ای پس است پیوسته g(·) چون .g(t̄) > ٠ ͬ کنیم م فرض کلیت دادن دست از
.α < t̄ < β بعلاوه و g(t) > ٠ داریم t ∈ [α, β] هر ازای به که طوری به دارد وجود [α, β] ⊂ [٠, T ]

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به [٠, T ] بازه روی را η̄(·) پیوسته تابع حال
(t− α)٣(β − t)٣, t ∈ [α, β],

٠, t ̸= [α, β].

∫داریم T

٠ η̄(t)g(t)dt =

∫ β

α
(t− α)٣(β − t)٣g(t)dt > ٠,

داشته باید t ∈ [٠, T ] هر ازای به و است باطل خلف فرض لذا است. تناقض در (۵ . ٢) با که
.g(t) = ٠ باشیم

این در باشد. (٢ . ١)‐(٢ . ٣) مسأله برای بهینه جواب (x, u, T ) کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
ͬ کند م صدق زیر شرایط در (x, u, λ) سه تایی که طوری به دارد وجود λ(·) تابع صورت



١۵ کسری بهینگͬ لازم شرایط
همیلتونͬ دستگاه (الف)

Mλ̇(t)−NtD
α
Tλ(t) =

−∂H
∂x

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
, t ∈ [٠, T ], (۶ . ٢)

Mẋ(t) +NC٠ Dα
t x(t) =

∂H

∂λ

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
, t ∈ [٠, T ], (٢ . ٧)

ایستایی شرایط (ب)
∂H

∂u

(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
= ٠, t ∈ [٠, T ], (٢ . ٨)

تراگردی شرایط ](ج)
H
(
(t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠,[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

= ٠,
(٢ . ٩)

است. شده تعریف (۴ . ٢) در H همیلتونͬ آن در که
ͬ کنیم م تبدیل زیر مسأله به را اولیه مسأله ابتدا، در برهان.

J (x, u, T, λ) =

∫ T

٠
[
H(t, x, u, λ)− λ(t)[Mẋ(t) +NC٠ Dα

t x(t)]
]
dt+ ψ(T, x(T )),

ͬ کنیم م تعریف زیر ش΄ل به متغیرهایی سپس،
x+ δx, u+ δu, T + δT, λ+ δλ

.δx(٠) = ٠ که ͬ کنیم م فرض x+ δx متغیر بودن شدنͬ برای (٢ . ٣) اولیه شرایط به توجه با که
داریم شود، صفر باید J تابعͬ تغییر اولین ͬ نیمم سازی م روند در اینکه به توجه با

٠ =

∫ T

٠

(
∂H

∂x
∂x+

∂H

∂u
∂u+

∂H

∂λ
∂λ− ∂λ

(
Mẋ(t) +NC٠ Dα

t x(t)
)
− λ(t)

(
Mδ̇x(t)

+NC٠ Dα
t δx(t)

))
dt+ δT

[
H(t, x, u, λ)− λ(t)

(
Mẋ(t)

+NC٠ Dα
t x(t)

)]
t=T

+
∂ψ

∂t

(
T, x(T )

)
∂T +

∂ψ

∂x

(
T, x(T )

)(
ẋ(T )δT + δx(T )

)
,

(٢ . ١٠)

داریم طرفͬ از ͬ شود. م حاصل (
t, x(t), u(t), λ(t)

) در  H جزئͬ مشتقات از ∫که T

٠
λ(t)δ̇x(t)dt = −

∫ T

٠
δx(t)λ̇(t)dt+ δx(T )λ(T ) (٢ . ١١)

∫و T

٠ λ(t)C٠ Dα
t δx(t)dt =

∫ T

٠ δx(t) tD
α
Tλ(t)dt+ δx(T )[tI

١−α
T λ(t)]t=T . (٢ . ١٢)



کسری بهینگͬ لازم شرایط و کسری بهینه کنترل مسأله ١۶
ͬ آید م دست به زیر رابطه (٢ . ١٠) در (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) جای·ذاری ∫با T

٠
[
δx

(∂H
∂x

+Mλ̇(t)−NtD
α
Tλ(t)

)
+ ∂u

∂H

∂u
+ ∂λ

(∂H
∂λ

−Mẋ(t)−NC٠ Dα
t x(t)

)]
dt

− δx(T )
[
Mλ(t) +N tI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

+ δT

[
H(t, x, u, λ)− λ(t)

[
Mẋ(t) +NC٠ Dα

t x(t)
]
+
∂ψ

∂t
(t, x(t)) +

∂ψ

∂x
(t, x(t))ẋ(t)

]
t=T

= ٠.
ͬ کنیم م تعریف را δxT جدید متغیر حال

δxT = (x+ δx)(T + δT )− x(T ).

نظر در طوری را تغییر تابع های ͬ توان م خاص حالت در است، دلخواه δ̇x(T ) که آن جایی از
داریم تیلور قضیه از استفاده با باشد. δ̇x(T ) = ٠ آن در که گرفت

(x+ δx)(T + δT )− (x+ δx)(T ) = ẋ(T )δT +O(δT ٢),

بسط نتیجه در .δx(T ) = δxT − ẋ(T )δT + O(δT ٢) لذا است، متناهͬ limξ→٠ O(ξ)
ξ طرفͬ از

داشت خواهیم را زیر
δT

[
H(t.x.u.λ)−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t.x(t))

]
t=T

+

∫ T

٠

[
δx

(
∂H

∂x
+Mλ̇(t)−NtD

α
Tλ(t)

)
+ δλ

(
∂H

∂λ
−Mẋ(t)−NC٠ Dα

t x(t)

)
+ δu

∂H

∂u

]
dt− δxT

[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

+O(δT ٢) = ٠.
ثابت قضیه (٢ . ٢ . ١) لم به توجه با ͬ شوند، م گرفته نظر در دلخواه تغییر تابع های چون طرفͬ از

ͬ شود. م
بهینگͬ شرایط برای جالبی خاص حالت های ،x(T ) نهایی م΄ان و T نهایی زمان به توجه با

ͬ شود. م شامل را حالت ها این از مورد چند زیر نتیجه که ͬ آید م وجود به
(٢ . ١)‐(٢ . ٣) کسری بهینه کنترل  مسأله برای بهینه جواب  ،(x, u) کنید فرض .٢ . ٢ . ١ نتیجه

باشد
که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشد، آزاد x(T ) و ثابت T اگر (الف)

ͬ شود م (٢ . ٩) ]جای·زین
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x
(t, x(t))

]
t=T

= ٠. (٢ . ١٣)
که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشد،  ثابت x(T ) و آزاد T اگر (ب)

ͬ شود م (٢ . ٩) ]جای·زین
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

= ٠.
(١۴ . ٢)



١٧ کسری بهینگͬ لازم شرایط
خواهد برقرار تراگردی شرایط بدون ٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشند، ثابت دو هر x(T ) و T اگر (ج)

بود.
منحنͬ γ آن در که ،x(T ) = γ(T ) یعنͬ باشد ثابت منحنͬ ΁ی به متعلق نهایی م΄ان اگر (د)
جای·زین که است برقرار زیر تراگردی شرایط با ٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه است، مشتق پذیر

ͬ شود م (٢ . ٩)[
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t

(
t, x(t)

)
− γ̇(t)

(
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂t

(
(t, x(t))

))]
t=T

= ٠.
(١۵ . ٢)

شرایط با ٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشد، K ∈ R مقادیر برخͬ برای x(T ) ≥ K و ثابت T اگر (ه)
ͬ شود م (٢ . ٩) جای·زین که است برقرار زیر ]تراگردی

Mλ(t) +NtI
١−α
T − ∂ψ

∂x

(
t, x(t)

)]
t=T

≤ ٠,
(
x(T )−K

)[
Mλ(t) +NtI

١−α
T λ(t)− ∂ψ

∂x

(
t, x(t)

)]
t=T

= ٠.
(١۶ . ٢)

٢ . ٢ . ١ قضیه آن گاه باشد، K ∈ R مقادیر برخͬ برای T ≤ K و باشد ثابت x(T ) اگر (و)
ͬ شود م (٢ . ٩) جای·زین که است برقرار زیر تراگردی ]باشرایط

H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

≥ ٠,[
H
(
t, x(t), u(t), λ(t)

)
−Nλ(t)C٠ Dα

t x(t) +Nẋ(t)tI
١−α
T λ(t) +

∂ψ

∂t
(t, x(t))

]
t=T

× (T −K) = ٠.
(٢ . ١٧)





٣ فصل

چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی
کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم

کسری بهینه

مقدمه ٣ . ١

استفاده با را ٢ فصل در شده تعریف (٢ . ١)‐(٢ . ٣) کسری کنترل بهینه مسأله فصل، این در
درون یاب تابع منظور، این برای ͬ کنیم. م حل مستقیم غیر بطور چبیشف شبه طیفͬ روش از
تابع و ٢ فصل از ٢ . ٢ . ١ نتیجه و ٢ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با و ͬ کنیم م معرفͬ را کسری لاگرانژ
΁ی به و ͬ کنیم م گسسته سازی چبیشف‐گاوس نقاط در را مسأله کسری، لاگرانژ درون یاب
را اصلͬ مسأله بهینه جواب آن، حل با که ͬ کنیم م تبدیل غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه

ͬ دهیم. م نشان را روش کارایی عددی، مثال سه ارائه با آخر، در ͬ زنیم. م تقریب



کسری بهینه کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی ٢٠

شده داده شیفت چبیشف چندجمله ای  ٣ . ٢
نقاط از درون یابی، برای ͬ شوند. م تعریف [−١, ١] بازه روی چبیشف چندجمله ای

τk = − cos(
٢k + ١
N

π

٢), k = ١, . . . , N,
چبیشف‐گاوس نقاط و ͬ باشند م PN (·) چبیشف چندجمله ای ریشه های ͬ کنیم که م استفاده
بازه به را τ = −١ و τ = ١ نقاط ما ͬ شوند. م تعریف (−١, ١) بازه روی که ͬ شوند م نامیده
کسری بهینه کنترل  مسأله طرفͬ، از باشیم. داشته را [−١, ١] بازه کل تا ͬ کنیم م اضافه (−١, ١)
را t = T٢ τ + T٢ متغیر تغییر ما رو، این از است، شده تعریف [٠, T ] بازه روی (٢ . ١)‐(٢ . ٣)
استفاده شده داده شیفت چبیشف چندجمله ای از و ͬ باشد م τ ∈ [−١, ١] آن در که ͬ بریم م ب΄ار

ͬ باشد م زیر صورت به که ͬ کنیم م
P̄i+١ = ٢))٢t

T
− ١)P̄i(t)− P̄i−١(t)

)
, i = ١,٢, . . . ,

به شده داده شیفت چبیشف‐گاوس نقاط بنابراین .P̄١(t) = ٢t
T − ١ و P̄٠(t) = ١ آن در که

.k = ٠, ١, . . . , N + ١ آن در که ͬ باشند م tk = T٢ τk + T٢ صورت

کسری لاگرانژ درون یاب تابع ٣ . ٣
کسری کنترل بهینه مسأله گسسته سازی برای چبیشف، شبه                        طیفͬ روش در .٣ . ٣ . ١ تعریف

ͬ کنیم م تعریف را زیر کسری لاگرانژ درون یاب تابع بهینه، جواب زدن تقریب و

hαj (t) =
N+١∏
i=٠
i̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

, j = ٠, ١, . . . , N + ١, (٣ . ١)

ͬ باشد. م {tk}N+١
k=٠ شده داده شیفت چبیشف‐گاوس نقاط پایه بر hαj (t) .٠ < α < ١ آن در که

دلتای خاصیت در موردنظر درون یابی نقاط در کسری لاگرانژ تابع که است مهم نکته این ذکر
یعنͬ ͬ کند، م صدق کرونکر

hαj (tk) = δjk =


١, k = j,

٠, k ̸= j.

داریم ͬ آید. م بدست زیر صورت به hαj (t) معمولͬ مشتق

hαj (t) =
N+١∏
i=٠
i ̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

=
( tα − tα٠
tαj − tα٠

)( tα − tα١
tαj − tα١

)
. . .

( tα − tα
j−١

tαj − tα
j−١

)( tα − tα
j+١

tαj − tα
j+١

)
. . .

( tα − tα
N+١

tαj − tα
N+١

)
,



٢١ روش پیاده سازی
ͬ آوریم م بدست

hαj
′(t) =

αtα−١
tαj − tα٠

(
tα − tα١
tαj − tα١

)
(
tα − tα٢
tαj − tα٢

)
. . .

( tα − tα
j−١

tαj − tα
j−١

)( tα − tα
j+١

tαj − tα
j+١

)
. . .

( tα − tα
N+١

tαj − tα
N+١

)
+

αtα−١
tαj − tα١

(
tα − tα٠
tαj − tα٠

)
(
tα − tα٢
tαj − tα٢

)
. . .

( tα − tα
j−١

tαj − tα
j−١

)( tα − tα
j+١

tαj − tα
j+١

)
. . .

( tα − tα
N+١

tαj − tα
N+١

)
+ · · ·+

+
αtα−١

tαj − tα
N+١

(
tα − tα٠
tαj − tα٠

)
(
tα − tα١
tαj − tα١

)
. . .

( tα − tα
j−١

tαj − tα
j−١

)( tα − tα
j+١

tαj − tα
j+١

)
. . .

( tα − tα
N−١

tαj − tα
N−١

)
=

N+١∑
r=٠
r ̸=j

αtα−١
tαj − tαr

N+١∏
i=٠
i̸=j
i ̸=r

tα − tαi
tαj − tαi

.

روش پیاده سازی ۴ . ٣
ͬ زنیم م تقریب زیر صورت به را λ(·) هم وضعیت و u(·) کنترل ،x(·) وضعیت متغیرهای

x(t) ≈
N+١∑
j=٠

x̄jh
α
j (t), λ(t) ≈

N+١∑
j=٠

λ̄jh
α
j (t), u(t) ≈

N+١∑
j=٠

ūjh
α
j (t), (٣ . ٢)

داریم درون یابی خاصیت از استفاده با و
x(tk) ≈ x̄k, u(tk) ≈ ūk, λ(tk) ≈ λ̄k, k = ٠, ١, . . . , N + ١. (٣ . ٣)

داریم هم چنین

ẋ(t) ≈
N+١∑
j=٠

x̄jh
α
j
′(t), λ̇(t) ≈

N+١∑
j=٠

λ̄jh
α
j
′(t), (۴ . ٣)

آن در که

hαj
′(t) =

N+١∑
r=٠
r ̸=j

αtα−١
tαj − tαr

N+١∏
i=٠
i̸=r
i̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

. (۵ . ٣)

علاوه براین
C٠ Dα

t x(t) ≈
N+١∑
j=٠

x̄j
C٠ Dα

t h
α
j (t), (۶ . ٣)

و
C
t D

α
Tλ(t) ≈

N+١∑
j=٠

λ̄j
C
t D

α
Th

α
j (t), (٣ . ٧)



کسری بهینه کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی ٢٢
آن در که

C٠ Dα
t h

α
j (t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠
hαj

′(t)dt

(τ − t)α
, (٣ . ٨)

و
C
t D

α
Th

α
j (t) =

−١
Γ(١ − α)

∫ T

t

hαj
′(t)dt

(t− τ)α
. (٣ . ٩)

بهینگͬ شرایط در را ریمان‐لیوویل کسری مشتقات ،(٢۴ . ١) رابطه از استفاده با اکنون
داریم ͬ نویسیم. م کاپوتو کسری مشتقات برحسب کسری

tD
α
Tλ(t) =

λ(T )

Γ(١ − α)(T − t)α
+ C

t D
α
Tλ(t), t ∈ [٠, T ], (٣ . ١٠)

از استفاده با و ٢ . ٢ . ١ قضیه در (۶ . ٢)‐(٢ . ٨) معادلات در (٣ . ٢)‐(٣ . ٧) جای·ذاری با حال
به ،k = ١, . . . , N برای tk درون یابی نقاط در آمده دست به معادلات گسسته سازی و (٣ . ١٠)

ͬ رسیم م زیر ش΄ل به غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه ΁ی
M

N+١∑
j=٠

λ̄jh
α
j
′(tk)−N

(
λ(T )

Γ(١ − α)(T − tk)α
+

N+١∑
j=٠

λ̄j
C
t D

α
Th

α
j (tk)

)
=

−∂H
∂x

(tk, x̄k, ūk, λ̄k), k = ٠, ١, . . . , N,
M

N+١∑
j=٠

x̄jh
α
j
′(tk)−N

N+١∑
j=٠

x̄j
C٠ Dα

t h
α
j (tk) =

∂H

∂λ
(tk, x̄k, ūk, λ̄k), k = ١, . . . , N + ١

∂H

∂u
(tk, x̄k, ūk, λ̄k) = ٠, tk ∈ [٠, T ],

(٣ . ١١)
معادلات از ی΄ͬ ،x(T ) نهایی م΄ان و T نهایی زمان متفاوت حالت های به توجه با حال
(٣ . ١١) معادلات به را آن گسسته فرم و ͬ کنیم م استفاده را ٢ . ٢ . ١ نتیجه (٢ . ١٣)‐(٢ . ١٧)
تقریبی بهینه جواب های آمده، بدست غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه حل با ͬ کنیم. م اضافه

ͬ آوریم. م بدست را

عددی نتایج ۵ . ٣
برای و ͬ دهیم م ارائه عددی مثال سه روش، کارایی و اعتبار دادن نشان برای بخش، این در
نرم افزار FSOLVE در تابع از مثال ها، در آمده بدست غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه حل
بهینه وضعیت متغیرهای مطلق خطای آوردن بدست برای ͬ کنیم. م استفاده MATLAB

ͬ کنیم م استفاده زیر روابط از ترتیب به تقریبی بهینه کنترل و تقریبی
Ex(t) =

∣∣x∗(t)− x(t)
∣∣, ٠ ≤ t ≤ ١,

Eu(t) =
∣∣u∗(t)− u(t)

∣∣, ٠ ≤ t ≤ ١, (٣ . ١٢)



٢٣ عددی نتایج
متغیر دقیق بهینه و وضعیت متغیر دقیق بهینه جواب های ترتیب به u∗(t) و x∗(t) آن در که

ͬ باشد. م کسری کنترل  بهینه مسائل کنترل
[٢٣] ͬ گیریم م نظر در را زیر کسری کنترل بهینه مسأله .١ . ۵ . ٣ مثال

Minimize J
(
x(t),u(t)

)
=

∫ ١
٠

(
tu(t)− (α+ ٢)x(t))٢

dt, (٣ . ١٣)
subject to ẋ(t) + C٠ Dα

t x(t) = u(t) + t٢, (١۴ . ٣)
x(٠) = ٠, x(١) = ٢

Γ(٣ + α)
. (١۵ . ٣)

است. شده داده (
x∗(t), u∗(t)

)
= ( ٢tα+٢

Γ(α+٣) , ٢tα+١
Γ(α+٢)) صورت به مسأله دقیق جواب های و

(٣ . ١٣)‐(١۵ . ٣) مسأله برای را بهینگͬ شرایط ٢ . ٢ . ١ نتیجه و ٢ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با
ͬ نویسیم م

ẋ(t) + C٠ Dα
t x(t) = u(t) + t٢, (١۶ . ٣)

− λ̇(t) + tD
α١ λ(t) =

α+ ٢
t

λ(t), (٣ . ١٧)

u(t) =
−λ
٢t٢ +

α+ ٢
t

x(t), (٣ . ١٨)

x(٠) = ٠, x(١) = ٢
Γ(٣ + α)

, (٣ . ١٩)
معادلات روی قبلͬ بخش در شده توصیف سازی گسسته و (١۶ . ٣) در (٣ . ١٨) جای·ذاری با

ͬ رسیم م زیر غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه به (١۶ . ٣)‐(٣ . ١٩)
N+١∑
j=١

x̄jh
α
j
′(tk)+

N+١∑
j=١

x̄j
C٠ Dα

t h
α
j (tk)+

λ̄k

٢t٢k − α+ ٢
t

x̄k− t٢k = ٠, k = ١,٢, . . . , N, (٣ . ٢٠)

−
N+١∑
j=١

λ̄jh
α
j
′(tk) +

N+١∑
j=١

λ̄j

(
λ(١)

Γ(١ − α)(١ − tk)α
+ C

t D
α١ hαj (tk)

)
− α+ ٢

tk
λ̄k = ٠,

k = ١,٢, . . . , N,
(٣ . ٢١)

x̄٠ = ٠, x̄N+١ =
٢

Γ(٣ + α)
, (٣ . ٢٢)

حل با ͬ باشند. م چبیشف‐گاوس درون یابی نقاط k = ٠, ١, . . . , N + ١ برای tk آن در که
،α = ٠٫٣ مختلف مقادیر و N = ٨ برای (٣ . ٢٠)‐(٣ . ٢٢) غیرخطͬ جبری معادلات دستگاه
نشان ٣ . ٢ و ٣ . ١ ش΄ل در که ͬ رسیم م (٣ . ٢) تقریبی بهینه جواب های به α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵



کسری بهینه کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی ٢۴
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Approximate state for α=0.3
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N = ٨ برای ١ مثال تقریبی و دقیق بهینه وضعیت متغیر :٣ . ١ ش΄ل
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Approximate control for α=0.3

Exact control for α=0.3

Approximate control for α=0.5

Exact control for α=0.5

Approximate control for α=0.7

Exact control for α=0.7

N = ٨ برای ١ مثال تقریبی و دقیق بهینه کنترل متغیر :٣ . ٢ ش΄ل

N = ٨ برای ١ مثال هدف تابع بهینه مقادیر :٣ . ١ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۵ α = ٠٫٣

۶٫۶١١٠٠ × ٣−١٠ ٩٫٠۴٢٠٧ × ١٠−١٠ ٢٫٢٩٩٢٢ × ٧−١٠ J∗



٢۵ عددی نتایج
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α = ٠٫۵ و N = ٨ برای ١ مثال وضعیت متغیر مطلق خطای :٣ . ٣ ش΄ل
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α = ٠٫۵ و N = ٨ برای ١ مثال کنترل متغیر مطلق خطای :۴ . ٣ ش΄ل

برای تقریبی بهینه کنترل و تقریبی بهینه وضعیت متغیرهای مطلق خطای شده اند. داده
تابع بهینه مقادیر شده اند. آورده ۴ . ٣ و ٣ . ٣ ش΄ل های در ترتیب به نیز α = ٠٫۵ و N = ٨
و آورده ایم ٣ . ١ جدول در α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵ ،α = ٠٫٣ مختلف مقادیر و N = ٨ برای را هدف

ͬ دهد. م نشان آمده بدست تقریب های برای را مطلق خطای ماکسیمم نیز ٣ . ٢ جدول



کسری بهینه کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی ٢۶

برای ١ مثال کنترل متغیر و وضعیت متغیر مطلق خطای ماکسیمم :٣ . ٢ جدول
N = ٨

α = ٠٫٧ α = ٠٫۵ α = ٠٫٣
١٫۶٩٩۴٣ × ٣−١٠ ٩٫۵٢۵٣۴ × ١٠−۵ ۴٫۴٠۴۶٠ × ٣−١٠ Max

t
|Ex(t)|

١٫۴٨٨١٨ × ٢−١٠ ۴٫۴۵٣٩٢ × ١٠−۴ ١٫٢١۶٧٨ × ٢−١٠ Max
t

|Eu(t)|

[۶] ب·یرید نظر در را زیر کسری کنترل بهینه مسأله .٢ . ۵ . ٣ مثال
Minimize J

(
x(t), u(t)

)
=

١
٢
∫ ١

٠

[(
x(t)− tα

)٢
+

(
u(t)− tα − Γ(α+ ٢((١]

dt,

subject to C٠ Dα
t x(t) = −x(t) + u(t),

x(٠) = ٠,
(٣ . ٢٣)

بهینگͬ شرایط از استفاده با ͬ باشد. م (
x∗(t), u∗(t

)
= (tα, tα+Γ(α+١)) مسأله دقیق جواب  و

داریم ٢ . ٢ . ١ نتیجه و ٢ . ٢ . ١ قضیه در
tD

α١ λ(t) = −٢x(t) + λ(t) + ٢tα, (٢۴ . ٣)

C٠ Dα
t x(t) = −x(t) + u(t), (٢۵ . ٣)

u(t) =
−λ(t)

٢ + tα + Γ(α+ ١), (٢۶ . ٣)

x(٠) = ٠, λ(١) = ٠. (٣ . ٢٧)
روی ۴ . ٣ بخش در شده توصیف گسسته سازی روند انجام و (٢۵ . ٣) در (٢۶ . ٣) جای·ذاری با

ͬ شود م حاصل زیر جبری معادلات آمده، بدست معادلات
(٣ . ٢٨)

−
N+١∑
j=١

λ̄j

(
λ(١)

Γ(١ − α)(١ − tk)α
+ C

t D
α١ hαj (tk)

)
+ ٢x̄k − λ̄k − ٢tαk = ٠, k = ١,٢, . . . , N,

N+١∑
j=١

x̄j
C٠ Dα

t h
α
j (tk) + x̄k +

λ̄k٢ − tαk − Γ(α+ ١) = ٠, k = ١,٢, . . . , N, (٣ . ٢٩)

x̄٠ = ٠, λ̄N+١ = ٠, (٣ . ٣٠)



٢٧ عددی نتایج
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Approximate state for α=0.3

Exact state for α=0.3
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N = ٨ برای ٢ مثال تقریبی و دقیق بهینه وضعیت متغیر :۵ . ٣ ش΄ل
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Approximate control for α=0.3

Exact control for α=0.3

Approximate control for α=0.5

Exact control for α=0.5

Approximate control for α=0.7

Exact control for α=0.7

N = ٨ برای ٢ مثال تقریبی و دقیق بهینه کنترل متغیر :۶ . ٣ ش΄ل

حل α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵ ،α = ٠٫٣ و N = ٨ برای را مسأله .k = ١,٢, . . . , N آن در که
بهینه کنترل متغیر و تقریبی بهینه وضعیت متغیر ترتیب به ۶ . ٣ و ۵ . ٣ ش΄ل های ͬ کنیم. م
در α = ٠٫۵ و N = ٨ برای کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای ͬ دهند. م نشان را تقریبی
ماکسیمم و هدف تابع مقادیر ترتیب به ۴ . ٣ و ٣ . ٣ جدول های است. شده آورده ٣ . ٧ ش΄ل
مقادیر و N = ٨ برای را تقریبی بهینه کنترل و تقریبی بهینه وضعیت متغیرهای مطلق خطای

ͬ دهند. م نشان α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵ ،α = ٠٫٣ مختلف



کسری بهینه کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی ٢٨
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Absolute error of state for N=8,α=0.5 

Absolute error of control for N=8,α=0.5

α = ٠٫۵ و N = ٨ برای ٢ مثال کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای :٣ . ٧ ش΄ل

N = ٨ برای ٢ مثال هدف تابع بهینه مقدار :٣ . ٣ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۵ α = ٠٫٣

۴٫٨٢٣۴٨ × ١٠−۶ ٨٫٨٢۶١٨ × ٨−١٠ ١٫٠٢٠۵٧ × ١٠−۴ J∗

N = ٨ برای ٢ مثال کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای ماکسیمم :۴ . ٣ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۵ α = ٠٫٣

۴٫٢۵۵٧٢ × ٣−١٠ ۶٫٢٠٠٨۴ × ١٠−۴ ١٫٨۵۴۶٣ × ٢−١٠ Max
t

|Ex(t)|

١٫۶١٧٩۵ × ٣−١٠ ۶٫۴٧٣۵٨ × ١٠−۴ ٢٫٣٧۶۶۶ × ١−١٠ Max
t

|Eu(t)|

نظر در را زیر کسری کنترل بهینه مسأله بخش، این در مثال سومین برای .٣ . ۵ . ٣ مثال
[٢۵] گرفتیم

Minimize J
(
x(t), u(t)

)
=

∫ ١
٠

(
u(t)− x(t)

)٢
dt, (٣ . ٣١)

subject to ẋ(t) + C٠ Dα
t x(t) = u(t)− x(t) +

۶tα+٢
Γ(α+ ٣) + t٣, (٣ . ٣٢)

x(٠) = ٠, x(١) = ۶
Γ(α+ ۴) . (٣ . ٣٣)

را بهینگͬ لازم شرایط ͬ باشد. م (
x∗(t), u∗(t)

)
=

( ۶tα+٣
Γ(α+۴) , ۶tα+٣

Γ(α+۴)
) مسأله این دقیق جواب و



٢٩ عددی نتایج
بدست زیر صورت به (٣ . ٣١)‐(٣ . ٣٣) مسأله برای ٢ . ٢ . ١ نتیجه و ٢ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با

ͬ               آوریم م
λ̇(t)− tD

α١ = −٢x(t)− ٢u(t) + λ(t), (٣۴ . ٣)

ẋ(t) + C٠ Dα١ x(t) = u(t)− x(t) +
۶tα+٢

Γ(α+ ٣) + t٣, (٣۵ . ٣)

٢u(t) + ٢x(t) + λ(t) = ٠, (٣۶ . ٣)

x(٠) = ٠, x(١) = ۶
Γ(α+ ۴) . (٣ . ٣٧)

(٣۴ . ٣)‐(٣ . ٣٧) معادلات روی گسسته سازی انجام با و (٣۴ . ٣) در (٣۶ . ٣) جای·ذاری با
ͬ آوریم م بدست را زیر جبری معادلات دستگاه

N+١∑
j=١

λ̄jh
α
j
′(tk)−

N+١∑
j=١

λ̄j

(
λ(١)

Γ(١ − α)(١ − tk)
+C

t D
α١ hαj (tk)

)
= ٠, k = ١,٢, . . . , N, (٣ . ٣٨)

N+١∑
j=١

x̄jh
α
j
′(tk)−

N+١∑
j=١

x̄j
C٠ Dα

t h
α
j (tk)+

λ̄k٢ − ۶tkα+٢
Γ(α+ ٣)−tk٣ = ٠, k = ١,٢, . . . , N, (٣ . ٣٩)

x̄٠ = ٠, x̄N+١ =
٢

Γ(٣ + α)
, (۴٣ . ٠)

(٣ . ٣٨)‐(۴٣ . ٠) معادلات دستگاه حل با ͬ شود. م ارائه ادامه در قبلͬ مثال های با مشابه نتایج
متغیر و تقریبی بهینه وضعیت متغیر α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵ ،α = ٠٫٣ مقدارهای و N = ٨ برای
شده داده نشان ٣٢ . ۴ و ٣ . ٨ ش΄ل های در ترتیب به که ͬ آوریم م بدست را تقریبی بهینه کنترل
و تقریبی بهینه وضعیت متغیرهای مطلق خطای ترتیب به نیز، ٣ . ١١ و ٣ . ١٠ ش΄ل های است.
برای هدف تابع بهینه مقادیر ͬ دهند. م نشان α = ٠٫۵ و N = ٨ برای را تقریبی بهینه کنترل
نیز ۶ . ٣ جدول و آورده ایم ۵ . ٣ جدول در را α = ٠٫٧ و α = ٠٫۵ ،α = ٠٫٣ مقادیر N و = ٨

ͬ دهد. م نشان آمده بدست تقریب های برای را مطلق خطای ماکسیمم

N = ٨ برای ٣ مثال هدف تابع بهینه مقدار :۵ . ٣ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۵ α = ٠٫٣

١٫٩٩٠۴۵ × ١٠−۵ ٧٫۵٨٢۴٠ × ٨−١٠ ١٫٩٢٨٣۵ × ٧−١٠ J∗



کسری بهینه کنترل  مسأله حل برای غیرمستقیم چبیشف شبه طیفͬ روش ΁ی ٣٠
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Approximate state for α=0.3

Exact state for α=0.3
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N = ٨ برای ٣ مثال تقریبی و دقیق بهینه وضعیت متغیر :٣ . ٨ ش΄ل
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Approximate control for α=0.3

Exact control for α=0.3

Approximate control for α=0.5

Exact control for α=0.5

Approximate control for α=0.7

Exact control for α=0.7

N = ٨ برای ٣ مثال تقریبی و دقیق بهینه کنترل متغیر :٣ . ٩ ش΄ل

N = ٨ برای ٣ مثال کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای ماکسیمم :۶ . ٣ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۵ α = ٠٫٣

١٫١٢٩٠٢ × ٣−١٠ ۶٫٣٨٢۴٠ × ١٠−۵ ۴٫٣۶٢٧٩ × ١٠−۴ Max
t

|Ex(t)|

٧٫٨۴٩٧٩ × ٣−١٠ ۴٫۵٧٨٠۶ × ١٠−۴ ۵٫۴٣٧۵٩ × ١٠−۴ Max
t

|Eu(t)|



٣١ عددی نتایج
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α = ٠٫۵ و N = ٨ برای ٣ مثال وضعیت متغیر مطلق خطای :٣ . ١٠ ش΄ل
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α = ٠٫۵ و N = ٨ برای ٣ مثال کنترل متغیر مطلق خطای :٣ . ١١ ش΄ل





۴ فصل
پایه بر مستقیم تقریبی روش ΁ی

کلنشاو‐کورتیس فرمول
مستقیم روش و ͬ گیریم م نظر در را کسری کنترل بهینه مسائل از خاصͬ رده فصل، این در
روش، این در ͬ کنیم. م پیاده سازی آن حل برای را کلنشاو‐کورتیس فرمول مبنای بر جدیدی
تبدیل معادل کسری تغییرات حساب مسأله ΁ی به را موردنظر کسری کنترل بهینه مسأله ابتدا
چبیشف‐گاوس‐ گره ای نقاط و کلنشاو‐کورتیس فرمول از استفاده با سپس و ͬ کنیم م
برنامه ریزی مسأله ΁ی به روند، این با ͬ کنیم. م گسسته سازی را آمده بدست مسأله لوباتو،
حل با و ͬ زنیم م تقریب را اصلͬ مسأله بهینه جواب  آن، حل با که ͬ یابیم م دست غیرخطͬ

ͬ کنیم. م تحقیق را روش کارایی مسأله، سه عددی

کسری بهینه کنترل مسأله ١ . ۴
است زیر بصورت کسری کنترل بهینه مسأله حل هدف،

Minimize J(X,U) =

∫ T

٠ F
(
τ,X(τ), U(τ)

)
dτ, (١ . ۴)

subject to MẊ(τ) +NC٠ Dα
τX(τ) = G

(
τ,X(τ)

)
+H

(
τ,X(τ)

)
U(τ), (٢ . ۴)

E(X٠, XN ) = ٠, (٣ . ۴)

٣٣
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،F : R × Rn × Rm → R توابع هستند. Rn در XN و X٠,M,N و α ∈ (٠, ١) آن در که
(τ,X(τ)) هر برای که ͬ کنیم م فرض مشتق پذیرند. E : Rn ×Rn → Rn و G,H : R×Rn → R

است. τ ∈ [٠, T ] که H(τ,X(τ)) ̸= ٠ باشیم داشته
و معمولͬ مشتق Ẋ(τ) ͬ باشند. م کنترل و وضعیت متغیرهای ترتیب به U(·) و X(·)

ͬ باشد. م α مرتبه ی از کاپوتو چپ کسری مشتق C٠ Dα
τX(τ)

روش پیاده سازی ٢ . ۴
k = برای که ͬ کنیم م استفاده چبیشف‐گاوس‐لوباتو درون یابی نقاط از روش، این در
PN (t) ͬ باشد. م (١ − t٢) d

dtPN (t) ریشه های که است tk = cos(N−k
N π) صورت به ٠, ١, . . . , N

مسأله ابتدا، در ͬ باشد، م tk ∈ [−١, ١] آن جایی که از ͬ باشد. م N مرتبه از چبیشف چندجمله ای
.t ∈ [−١, ١] آن در که دهیم مͬ انتقال [−١, ١] بازه ی به τ = T٢ (t+١) متغیر تغییر از استفاده با را

ͬ کنیم. م استفاده زیر قضیه از بخش این در

x(t) = ͬ کنیم م تعریف باشد. مشتق پذیر تابع ΁ی X : [٠, T ] → R کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
آن گاه .X(T٢ (t+ ١)), t ∈ (−١, ١]

C٠ Dα
τX(τ) = (

٢
T
)α C

−١Dα
t x(t). (۴ . ۴)

ͬ کنیم م تعریف ξ ∈ (−١, t] هر برای .τ = T٢ (t+ ١) و شده داده t ∈ (−١, ١] کنید فرض برهان.
آن گاه ،s = τ١+t

(ξ + ١)

X ′(s) =
dX

ds
=
dξ

ds

dX

dξ
=

١ + t

τ

dx

dξ
=

١ + t

τ
x′(ξ). (۵ . ۴)
بعلاوه و ds = τ١+t

dξ داریم

C٠ Dα
τX(τ) =

١
Γ(١ − α)

∫ τ

٠
X ′(s)ds

(τ − s)α
=

١
Γ(١ − α)

∫ t

−١
١+t
τ x′(ξ)( τ١+t

)dξ(
τ − τ١+t

(ξ + ١))α
=

١
Γ(١ − α)

∫ t

−١
x′(ξ)dξ

(T٢ )α(t− ξ)α
= (

٢
T
)α

١
Γ(١ − α)

∫ t

−١
x′(ξ)dξ

(t− ξ)α

=
(٢
T

)α C
−١Dα

t x(t).

(۶ . ۴)

که داریم توجه .٢ . ١ . ۴ ملاحظه
Ẋ(τ) =

dX

dτ
=
dt

dτ

dX

dt
=

٢
T

dx

dt
=

٢
T
ẋ(t). (٧ . ۴)



٣۵ روش پیاده سازی
زیر مسأله به (١ . ۴)‐(٣ . ۴) مسأله  ،٢ . ١ . ۴ قضیه و τ = T٢ (t + ١) متغیر تغییر به توجه با

ͬ شود م تبدیل

Minimize J(x, u) =
T

٢
∫ ١
−١ f

(
t, x(t), u(t)

)
dt, (٨ . ۴)

subject to
٢
T
Mẋ(t) + (

٢
T
)αN C

−١Dα
t x(t) = g

(
t, x(t)

)
+ h

(
t, x(t)

)
u(t), (٩ . ۴)

e(x٠, xN ) = ٠, (١٠ . ۴)
آن در که

x(t) = X(τ), u(t) = U(τ),

g(t, x(t)) = G(τ,X(τ)), h(t, x(t)) = H(τ,X(τ)), e(x٠, xN ) = E(X٠, XN ).

داریم (٩ . ۴) رابطه از استفاده با حال

u(t) =
٢
TMẋ(t) + ( ٢

T )
αN C

−١Dα
τ x(t)− g(t, x(t))

h(t, x(t))
, t ∈ (−١, ١] (١١ . ۴)

مسأله ،(٨ . ۴) در (١١ . ۴) جای·ذاری با .h(t, x(t)) ̸= ٠ داریم t ∈ (−١, ١] هر برای آن در که
ͬ کنیم م تبدیل زیر صورت به معادل کسری تغییرات حساب مسأله ΁ی به را کسری بهینه کنترل

Minimize I(x) =
T

٢
∫ ١
−١ f̃

(
t, x(t), ẋ(t), C−١Dα

t x(t)
)
dt, (١٢ . ۴)

subject to x٠ = β, xN = γ, (١٣ . ۴)
آن در که

f̃(t, x(t), ẋ(t), C
−١Dα

t x(t)) = f(t, x(t),
٢
TMẋ(t) + ( ٢

T )
αN C

−١Dα
τ x(t)− g(t, x(t))

h(t, x(t))
). (١۴ . ۴)

ͬ بریم. م کار به وضعیت متغیر تقریب برای را زیر کسری لاگرانژ درون یاب

hαj (t) =

N∏
i=٠
i̸=j

tα − tαi
tαj − tαi

, j = ٠, ١, . . . , N, (١۵ . ۴)

ͬ کنیم م فرض .α ∈ (٠, ١) آن در که

x(t) ≈
N∑
j=٠

x̄jh
α
j (t), t ∈ [−١, ١], (١۶ . ۴)

داریم درون یابی خاصیت از استفاده با و
x(tk) ≈ x̄k, k = ٠, ١, . . . , N. (١٧ . ۴)
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داریم هم چنین

ẋ(t) ≈
N∑
j=٠

x̄jh
α
j
′(t), (١٨ . ۴)

آن در که
hα

′
j (t) =

N∑
r=٠
r ̸=j

αtα−١
tαj − tαr

N∏
i=٠
i̸=j
i̸=r

tα − tαi
tαj − tαi

, (١٩ . ۴)

داریم علاوه براین
C
−١Dα

t x(t) ≈
N∑
j=٠

x̄j
C
−١Dα

t h
α
j (t),

آن در که
C
−١Dα

t h
α
j (t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

−١
hαj

′(ξ)dξ

(t− ξ)α
. (٢٠ . ۴)

ͬ کنیم م تعریف
Dkj = hαj

′(tk), j, k = ٠, ١, . . . , N,
D̄kj =

C
−١Dα

j hj(tk), j = ٠, ١, . . . , N, k = ١,٢, . . . , N.
ͬ دهیم م قرار و

θ = C
−١Dα

t x(t٠),

داریم لذا
x′(tk) ≈

N∑
j=٠

x̄jDkj , k = ٠, ١, . . . , N,

C
−١Dα

t x(tk) ≈
N∑
j=٠

x̄jD̄kj , k = ١,٢, . . . , N.

ͬ آوریم م بدست چبیشف‐گاوس‐لوباتو نقاط و کلنشاو‐کورتیس فرمول از استفاده با حال
Minimize

T

٢
(
w٠f̃

(
t٠, x̄٠,

N∑
j=٠

x̄jD٠j , θ
)
+

N∑
k=١

wkf̃
(
tk, x̄k,

N∑
j=٠

x̄jDkj ,

N∑
j=٠

x̄jD̄kj

))
,

subject to e(x̄٠, x̄N ) = ٠,

(٢١ . ۴)

غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله حل با ͬ باشند. م (٢١ . ۴) مسأله متغیرهای θ و x̄ = (x̄٠, . . . , x̄N )

با و ͬ آوریم م بدست (١۶ . ۴) رابطه از را x(·) تقریبی بهینه وضعیت متغیر (؟؟)‐(٢ . ١۴)،
ͬ شود. م حاصل (١ . ۴)‐(٣ . ۴) مسأله برای تقریبی بهینه کنترل متغیر (١١ . ۴) رابطه  از استفاده



٣٧ عددی نتایج

عددی نتایج ٣ . ۴
روش کارایی و ͬ کنیم م پیاده کاربردی مثال سه حل برای را شده ارائه روش بخش، این در
از آمده بدست  غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله حل برای زیر مثال های در ͬ دهیم. م نشان را
علاوه براین ͬ کنیم. م استفاده MATLAB نرم افزار در FMINCON تابع از گسسته سازی،
زیر روابط از ترتیب به کنترل و وضعیت تقریبی بهینه متغیرهای مطلق خطای محاسبه برای

ͬ کنیم م استفاده
EX(τ) = |X∗(τ)−X(τ)|, τ ∈ [٠, T ],
EU (τ) = |U∗(τ)− U(τ)|, τ ∈ [٠, T ], (٢٢ . ۴)

کنترل مسأله  دقیق کنترل و دقیق وضعیت متغیرهای ترتیب، به X∗(τ) و U∗(τ) آن در که
بهینه ی هدف تابع مقدار شده، ارائه مثال های همه ی در ͬ باشند. م موردنظر کسری بهینه

ͬ باشد. م صفر انتظار مورد
ب·یرید. درنظر را زیر کسری بهینه کنترل مسأله .٣ . ١ . ۴ مثال

Minimize J
(
X,U

)
=

١
٢
∫ ١

٠

[(
X(τ)− τα

)٢
+

(
U(τ)− τα − Γ(α+ ٢((١]

dτ, (٢٣ . ۴)
subject to C٠ Dα

τX(τ) = −X(τ) + U(τ) (٢۴ . ۴)
X(٠) = ٠, (٢۵ . ۴)

با متناظر مسأله ͬ باشد. م (
X∗(τ), U∗(τ)

)
= (τα, τα + Γ(α + ١)) مسأله این دقیق جواب 

ͬ آید م دست به زیر صورت به (٨ . ۴)‐(١٠ . ۴)
Minimize J(x, u) =

١
۴
∫ ١
−١

[(
x(t)− (

١
٢(t+ ١))α)٢

+
(
u(t)− (

١
٢(t+ ١))α

− Γ(α+ ٢((١]
dt,

(٢۶ . ۴)

subject to ٢α C
−١Dα

t x(t) = −x(t) + u(t), (٢٧ . ۴)
x(−١) = ٠, (٢٨ . ۴)

داریم (٢٧ . ۴) رابطه از
u(t) = ٢α C

−١Dα
t x(t) + x(t), (٢٩ . ۴)

ͬ رسیم م زیر کسری حساب تغییرات مسأله به (٢۶ . ۴) رابطه در (٢٩ . ۴) جای·ذاری با حال
Minimize I(x) =

١
۴
∫ ١
−١

[(
x(t)− (

١
٢(t+ ١))α)٢

+
(٢α C

−١Dα
t x(t)

+ x(t)− (
١
٢(t+ ١))α − Γ(α+ ٢((١]

dt,

subject to x(−١) = ٠.
(٣٠ . ۴)
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Approximate state for α=0.5

Exact state for α=0.5 

Approximate state for α=0.6

Exact state for α=0.6

Approximate state for α=0.7

Exact state for α=0.7

N = ۴ برای ١ مثال تقریبی و دقیق بهینه وضعیت متغیر :١ . ۴ ش΄ل

برنامه ریزی مسأله به کلنشاو‐کورتیس فرمول ب΄ارگیری و x(t) ≈ ∑N
j=٠ x̄jhαj (t) اینکه فرض با

ͬ رسیم م زیر غیرخطͬ

Minimize
١
۴
(
w٠

[(
x̄٠ − (

١
٢(t٠ + ١))α)٢

+
(٢α θ + x̄٠ − (

١
٢(t٠ + ١))α

− Γ(α+ ٢((١]
+

N∑
k=١

wk

[(
x̄k − (

١
٢(tk + ١))α)٢

+
(٢α

N∑
j=٠

x̄jD̄kj + x̄k − (
١
٢(tk + ١))α − Γ(α+ ٢((١])

,

subject to x̄٠ = ٠,
(٣١ . ۴)

مسأله حل با ͬ باشند. م چبیشف‐گاوس‐لوباتو نقاط k = ١,٢, . . . , N برای tk آن در که
را بهینه وضعیت متغیر ،α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵ مختلف مقادیر و N = ۴ برای (٣١ . ۴)
کنترل متغیر (٢٩ . ۴) رابطه از استفاده با و است شده داده نشان ١ . ۴ ش΄ل در که ͬ زنیم م تقریب
متغیرهای مطلق خطای هم چنین داده ایم. نشان ٢ . ۴ ش΄ل در که ͬ زنیم م تقریب را بهینه
α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵ مختلف مقادیر و N = ۴ برای را بهینه کنترل و بهینه وضعیت
متغیرهای مطلق خطای ماکسیمم ٢ . ۴ جدول  آورده ایم. ۴ . ۴ و ٣ . ۴ ش΄ل های در ترتیب به
را هدف تابع بهینه مقدار نیز ١ . ۴ جدول در و ͬ دهد م نشان را بهینه کنترل و بهینه وضعیت

است. شده ارائه ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵ مقدارهای و N = ۴ برای
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Approximate control for α=0.5

Exact control for α=0.5

Approximate control for α=0.6

Exact control for α=0.6

Approximate control for α=0.7

Exact control for α=0.7

N = ۴ برای ١ مثال تقریبی و دقیق بهینه کنترل متغیر :٢ . ۴ ش΄ل
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N=4, α=0.5

N=4, α=0.6

N=4, α=0.7

١ مثال وضعیت متغیر مطلق خطای :٣ . ۴ ش΄ل

N = ۴ برای ١ مثال هدف تابع بهینه مقدار :١ . ۴ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۶ α = ٠٫۵

۶٫٠٨٠۴٨٠ × ٧−١٠ ١٫٢٠٠٨٨١ × ٨−١٠ ٧٫٩٨۶۵٧١ × ١٠−١٠ J∗
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N=4, α=0.5

N=4, α=0.6

N=4, α=0.7

١ مثال کنترل متغیر مطلق خطای :۴ . ۴ ش΄ل
N = ۴ برای ١ مثال کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای ماکسیمم :٢ . ۴ جدول

α = ٠٫٧ α = ٠٫۶ α = ٠٫۵
١٫۶۶٢۵٩٧ × ٣−١٠ ٢٫٢٣۶۴۶٣ × ١٠−۵ ۶٫٠٧٧۵٨۵ × ١٠−۵ Max

t
|Ex(t)|

۴٫۶١۶۵۶١ × ١٠−۴ ۶٫۵٩٣٨٣٢ × ١٠−۵ ٢٫٠٣١٨۴٧ × ١٠−۵ Max
t

|Eu(t)|

ب·یرید درنظر را زیر کسری کنترل بهینه مسأله .٣ . ٢ . ۴ مثال
Minimize J(X,U) =

∫ ١
٠ (U(τ)−X(τ))٢dτ (٣٢ . ۴)

subject to Ẋ(τ) + C٠ Dα
τX(τ) = U(τ)−X(τ) +

۶τα+٢
Γ(α+ ٣) + τ٣, (٣٣ . ۴)

X(٠) = ٠, X(١) = ۶
Γ(α+ ۴) . (٣۴ . ۴)

با متناظر مسأله ͬ باشد. م (
X∗(τ), U∗(τ)

)
= ( ۶τα+٣

Γ(α+۴) , ۶τα+٣
Γ(α+۴)) بصورت مسأله دقیق جواب

ͬ آید م بدست زیر صورت به (٨ . ۴)‐(١٠ . ۴)
Minimize J(x, u) =

١
٢
∫ ١
−١(u(t)− x(t))٢dt, (٣۵ . ۴)

subject to ٢ẋ(t) + ٢α C
−١Dα

t x(t) = u(t)− x(t) +
۶( ١٢(t+ ١))α+٢

Γ(α+ ٣) + (
١
٢(t+ ٣((١,

(٣۶ . ۴)



۴١ عددی نتایج
x(−١) = ٠, x(١) = ۶

Γ(α+ ٣) . (٣٧ . ۴)

داریم (٣۶ . ۴) رابطه از

u(t) = ٢ẋ(t) + ٢α C
−١Dα

t x(t) + x(t)−
۶( ١٢(t+ ١))α+٢

Γ(α+ ٣) − (
١
٢(t+ ٣((١. (٣٨ . ۴)

داریم (٣۵ . ۴) در (٣٨ . ۴) جای·ذاری با

Minimize I(x) =
١
٢
∫ ١
−١

(٢ẋ(t) + ٢α C
−١Dα

t x(t)−
۶( ١٢(t+ ١))α+٢

Γ(α+ ٣) − (
١
٢(t+ ٢(٣((١

dt,

(٣٩ . ۴)
subject to x(−١) = ٠, x(١) = ۶

Γ(α+ ٣) . (۴٠ . ۴)

ͬ آوریم م دست به کلنشاو‐کورتیس فرمول ب΄ارگیری با

Minimize I(x̄) =
١
٢
(
w٠

(٢ N∑
j=٠

x̄jD٠j + ٢αθ −
۶( ١٢(t٠ + ١))α+٢

Γ(α+ ٣)
− (

١
٢(t٠ + ٢(٣((١

+

N∑
k=١

wk

(٢ N∑
j=٠

x̄jDkj

+ ٢α
N∑
j=٠

x̄jD̄kj −
۶( ١٢(tk + ١))α+٢

Γ(α+ ٣) − (
١
٢(tk + ٢(٣((١)

,

subject to x̄٠ = ٠, x̄N =
۶

Γ(α+ ٣) ,
(۴١ . ۴)

بهینه وضعیت متغیر α برای ٠٫٧ و ٠٫۶ ،٠٫۵ مختلف مقادیر و N = ۶ برای (۴١ . ۴) مسأله حل با
حاصل تقریبی بهینه کنترل متغیر ،(٣٨ . ۴) رابطه از استفاده با و ͬ آوریم م بدست را تقریبی
وضعیت متغیر مطلق خطای شده اند. داده نشان ۶ . ۴ و ۵ . ۴ ش΄ل های در ترتیب به که ͬ    شود م
در ترتیب به نیز α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵ و N = ۶ برای بهینه کنترل متغیر و بهینه
وضعیت متغیرهای مطلق خطای ماکسیمم ٣ . ۴ جدول است. شده آورده ٨ . ۴ و ٧ . ۴ ش΄ل های
و N = ۶ برای را بهینه هدف تابع مقادیر ۴ . ۴ جدول و تقریبی بهینه کنترل و تقریبی بهینه

ͬ دهد. م نشان α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵



کلنشاو‐کورتیس فرمول پایه بر مستقیم تقریبی روش ΁ی ۴٢
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N = ۶ برای ٢ مثال کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای ماکسیمم :٣ . ۴ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۶ α = ٠٫۵

١٫٣٩٣٠٣٢ × ٣−١٠ ٢٫٩۶٧۴٢٢ × ١٠−۴ ١٫١٢٨٩۵٧ × ٣−١٠ Max
t

|Ex(t)|

٢٫٠١١٧٣٧ × ٣−١٠ ۵٫٢۶٩٣٢۶ × ٣−١٠ ١٫۵٠٨٩٨۶ × ٢−١٠ Max
t

|Eu(t)|



۴٣ عددی نتایج
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٢ مثال وضعیت متغیر مطلق خطای :٧ . ۴ ش΄ل
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٢ مثال کنترل متغیر مطلق خطای :٨ . ۴ ش΄ل

N = ۶ برای ٢ مثال هدف تابع بهینه مقدار :۴ . ۴ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۶ α = ٠٫۵

٨٫١۶۵١٧٣ × ٨−١٠ ۵٫۵١۶۶٨٧ × ٧−١٠ ۴٫۶٩٩٨٣٧ × ١٠−۶ J∗



کلنشاو‐کورتیس فرمول پایه بر مستقیم تقریبی روش ΁ی ۴۴
ͬ گیریم م درنظر را زیر کسری کنترل بهینه مسأله .٣ . ٣ . ۴ مثال

Minimize J(X,U) =

∫ ١
٠ (τU(τ)− (α+ ٢)X(τ))٢dτ, (۴٢ . ۴)

subject to Ẋ(τ) + C٠ Dα
τX(τ) = U(τ)− τ٢, (۴٣ . ۴)

X(٠) = ٠, X(١) = ٢
Γ(α+ ٣) . (۴۴ . ۴)

‐(٨ . ۴) با متناظر مسأله ͬ باشد. م (
X∗(τ), U∗(τ)

)
= ( ٢τα+٢

Γ(α+٣) , ٢τα+١
Γ(α+٢)) مسأله دقیق جواب و

است زیر صورت به (١٠ . ۴)
Minimize J(x, u) =

١
٢
∫ ١
−١(

١
٢(t+ ١)u(t)− (α+ ٢)x(t))٢dt, (۴۵ . ۴)

subject to ٢ẋ(t) + ٢α C
−١Dα

t x(t) = u(t) + (
١
٢(t+ ٢((١ (۴۶ . ۴)

x(−١) = ٠, x(١) = ٢
Γ(α+ ٣) . (۴٧ . ۴)

داریم (۴۶ . ۴) از
u(t) = ٢ẋ(t) + ٢α C

−١Dα
t x(t)− (

١
٢(t+ ٢((١. (۴٨ . ۴)

ͬ آوریم م بدست (۴۵ . ۴) در (۴٨ . ۴) جای·ذاری با
Minimize I(x) =

١
٢
∫ ١
−١

( ١
٢(t+ ٢)(١ẋ(t) + ٢α C

−١Dα
t x(t)− (

١
٢(t+ ٢((١)

− (α+ ٢)x(t)
)٢
dt,

subject to x(−١) = ٠, x(١) = ٢
Γ(α+ ٣) .

(۴٩ . ۴)

داریم کلنشاو‐کورتیس فرمول از استفاده با حال

Minimize
١
٢
[(
w٠ ١

٢(t٠ + ١)
(

٢
N∑
j=٠

x̄jD٠j + ٢αθ − (
١
٢(t٠ + ٢((١

)

− (α+ ٢)x̄٠
)٢

+

( N∑
k=١

wk
١
٢(tk + ١)

(
٢

N∑
j=٠

x̄jDkj

+ ٢α
N∑
j=٠

x̄jD̄kj − (
١
٢(tk + ٢((١

)
− (α+ ٢)x̄k))٢]

,

subject to x̄٠ = ٠, x̄N =
۶

Γ(α+ ٣) ,

(۵٠ . ۴)

مشابه نتایج ،α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵ مختلف مقدارهای و N = ۶ برای (۵٠ . ۴) حل با
متغیر و تقریبی بهینه وضعیت متغیر است. شده آورده ادامه در که ͬ آید م قبلͬ بدست مثال با
١٢ . ۴ و ١١ . ۴ ش΄ل های آورده ایم. ١٠ . ۴ و ٩ . ۴ ش΄ل های در ترتیب به را تقریبی بهینه کنترل



۴۵ عددی نتایج
،α = ٠٫۵ و N = ۶ برای را بهینه کنترل متغیر و بهینه وضعیت متغیر مطلق خطای ترتیب به
متغیرهای مطلق خطای ماکسیمم ۵ . ۴ جدول هم چنین ͬ دهد. م نشان α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶
و N = ۶ برای را هدف تابع مقادیر ۶ . ۴ جدول و تقریبی بهینه کنترل و تقریبی بهینه وضعیت

ͬ دهد. م نشان α = ٠٫٧ و α = ٠٫۶ ،α = ٠٫۵
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کلنشاو‐کورتیس فرمول پایه بر مستقیم تقریبی روش ΁ی ۴۶
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٣ مثال وضعیت متغیر مطلق خطای :١١ . ۴ ش΄ل
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٣ مثال کنترل متغیر مطلق خطای :١٢ . ۴ ش΄ل

N = ۶ برای ٣ مثال کنترل و وضعیت متغیر مطلق خطای ماکسیمم :۵ . ۴ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۶ α = ٠٫۵

١٫٠٠۵۵۵٨ × ٣−١٠ ٣٫۵٩٣٠٨٨ × ١٠−۴ ٢٫۴٧۵١٨۶ × ٣−١٠ Max
t

|Ex(t)|

۵٫٣٩٩٣۴٣ × ٣−١٠ ۵٫١١٨۶۵۴ × ٣−١٠ ۵٫٨٧٣۴٠۴ × ٢−١٠ Max
t

|Eu(t)|



۴٧ عددی نتایج

N = ۶ برای ٣ مثال هدف تابع بهینه مقدار :۶ . ۴ جدول
α = ٠٫٧ α = ٠٫۶ α = ٠٫۵

۴٫٠١٣٠۵٣ × ٩−١٠ ٢٫٠٧۴٣٣٧ × ٩−١٠ ١٫٠٨٠۴٠٩ × ٧−١٠ J∗





۵ فصل
پیشنهادات و نتایج

نتایج ١ . ۵
روش های از استفاده است، دشوار معمولا˟ کسری کنترل بهینه مسائل تحلیلͬ حل که ازآنجا
مسائل حل برای روش دو پایان نامه، این در ͬ یابد. م ضرورت مسائل این حل برای عددی
٠ < α < ١ مرتبه از کاپوتو چپ کسری مشتق با دینامی΄ͬ سیستم  تحت کسری کنترل بهینه
درون یاب تابع روش، این در است. غیرمستقیم شبه طیفͬ روش ΁ی اول روش کردیم. ارائه
هم وضعیت و کنترل وضعیت، متغیرهای آن، ب΄ارگیری با و کردیم معرفͬ را کسری لاگرانژ
علاوه بر این، زدیم. تقریب چبیشف‐گاوس نقاط در را کسری بهینه کنترل  مسأله در موجود
روش ΁ی دوم، روش کردیم. اثبات و آورده قضیه ΁ی صورت به را کسری بهینگͬ لازم شرایط
اینگونه به روش این در حل روند ͬ باشد. م کلنشاو‐کورتیس فرمول پایه بر که است مستقیم
تبدیل معادل کسری تغییرات حساب مسأله ΁ی به را کسری کنترل بهینه مسأله ابتدا که است
مسأله چبیشف‐گاوس‐لوباتو، نقاط و کلنشاو‐کورتیس فرمول ب΄ارگیری با سپس و کردیم
آن، حل با که دادیم تقلیل غیرخطͬ برنامه ریزی مسأله ΁ی به را حاصل کسری تغییرات حساب
روش ها، اعتبار و کارایی دادن نشان برای آخر، در و زدیم. تقریب را اصلͬ مسأله بهینه جواب

دادیم. ارائه عددی مثال های
۴٩



پیشنهادات و نتایج ۵٠

پیشنهادات ٢ . ۵
و ٠ بین شده ارائه عددی مثال های و روش ها در کسری مشتق مرتبه پایان نامه، این در •
n − ١ < α < n که حالتͬ برای را شده ارائه روش های ͬ شود م پیشنهاد که ͬ باشد، م ١

داد. تعمیم نیز n ∈ N برای
کسری مشتقات که ͬ باشد م کسری مسائل برای پایان نامه این در شده ارائه • روش های
مسائل برای را روش ها این ͬ توان م است. شده ظاهر آن در ریمان‐لیوویل و کاپوتو

داد. تعمیم و نمود استفاده نیز دارد، وجود آن ها در دی·ر کسری مشتقات که کسری
عددی حل برای آنها از شده، ارائه های روش کارایی به توجه با که شود مͬ پیشنهاد •
جزئͬ مشتقات معادلات کسری بهینه کنترل جمله از کسری مسائل سایر تقریبی و

شود. استفاده
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Abstract

In present thesis, two direct and indirect methods have been considered to solve the fractional
optimal control problems. In the indirect method, in order to approximate the existence variables at
the Chebyshev-Gauss points, we introduce and utilize the fractional Lagrange interpolating func-
tion. Also, we express and prove the fractional necessary optimality conditions. In the direct
method, we convert the fractional optimal control problem to a corresponding fractional calculus
of variations problem. Then, by using the Clenshaw-Curtis formula and the Chebyshev-Gauss-
Lobato points, we reduce the problem to a nonlinear programming problem.

The organization of the present thesis is as follows. At first, we express the preliminaries and
the needed conceptions. Then, we introduce the fractional optimal control problems. Also, we
present and prove the fractional necessary optimality conditions. Next, we present the indirect
method to solve the fractional optimal control problems. Afterward, we bring the direct method
based on Clenshaw-Curtis formula. Finally, the conclusions and the suggestions has been included
in the last chapter.

Keywords: Chebyshev pseudospectral method, Fractional optimal control, Fractional necessary
optimality condition, Clenshaw-Curtis formula, Nonlinear programming problem
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