




ریاضͬ علوم دانش΄ده
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روی چندمجموعه ای و کامل سادک هایکدهای و جای·شتͬ کانال های
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راهنما استادان

شعرباف رحیمͬ صادق دکتر
آل هوز عبدالˁʓه دکتر

١٣٩۶ ماه تیر





زندگیم معلّمان اولین به تقدیم
عزیزم مادر و پدر

ه



پروردگارا...
شد، سفید من عزت راه در که را مویشان ͬ توانم م ثمرهنه که بسته شان پینه دست های برای نه و کنم سیاه
توفیقم پس دارم. مرهمͬ است، من افتخار برای تلاش
را عمرم ثانیه های و باشم ش΄رگزارشان لحظه هر که ده

ب·ذارم. بودنشان دست عصای در

بسیار شعرباف رحیمͬ دکتر آقای جناب و آل هوز دکتر آقای جناب بزرگوارم اساتید از
مش΄ل بسیار پایان نامه این تأمین ایشان راهنمایی های بدون که چرا سپاس·ذارم،

ͬ نمود. م

اسلامͬ آنسه
١٣٩۶ ماه تیر

و



نامه تعهد
علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی اسلامͬ آنسه اینجانب
چندمجموعه ای و کامل کدهای عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ
شعرباف رحیمͬ صادق راهنمایی تحت ، گسسته سادک های و جای·شتͬ کانال های روی

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
اسلامͬ آنسه
١٣٩۶ ماه تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده
نظریه در مهم بسیار مسأله ای کاربردی و نظری دیدگاه دو هر از خوب کدهای طراحͬ
بسیار راستا این در بسیاری پژوهش·ران کدگذاری، نظریه پیدایش زمان از است. کدگذاری

کردند. تولید را کدها این از زیادی جالب گونه های تلاش ها این جریان در و کرده تلاش
و گسسته سادک های در کامل کدهای وجود عدم یا وجود بررسͬ قصد پایان نامه این در
نظریه از مقدمه ای ابتدا داریم. را جای·شتͬ کانال های در چندمجموعه ای کدهای همچنین
در کامل کدهای سپس شده است. مطرح مطالب ادامه ی برای لازم تعاریف و کدگذاری
کدهای که ͬ رسیم م نتیجه این به و شده است بررسͬ مختلف ابعاد در گسسته سادک های
دارند. وجود خاص حالتͬ در سه تایی الفبای در و دارند وجود همیشه دودویی الفبای در کامل
همچنین دارند، وجود ℓ ≥ ٢e+ ١ هر برای ١‐سادک در کامل کدهای ͬ دهیم م نشان ͽدرواق
در کامل کدهای ͬ که حال در باشد. ℓ = ٣e+١ اگر فقط و اگر دارد، وجود ٢‐سادک در کامل کد
دودویی الفبای روی فقط کامل کدهای دی·ر، عبارت به ندارند. وجود بالاتر بعد با سادک های
خطاهایی و جای·شتͬ کانال های در چندمجموعه ای کدهای سپس دارند. وجود سه تایی و
وجود آخر، در ͬ شود. م بررسͬ جای·شتͬ کانال های در جای·زینͬ و کردن وارد حذف، همچون

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد Zn و An مشب΄ه های در کامل کدهای

،An مشب΄ه چندمجموعه ای، کد جای·شتͬ، کانال گسسته، سادک کامل، کد کلیدی: کلمات
جای·زینͬ. حذف، کردن، وارد ،Zn مشب΄ه

ط





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

کنفرانس چهارمین ،”An و Zn مشب΄ه های در کامل کدهای ”بررسͬ اسلامͬ، آنسه .١
.١٣٩۶ تیرماه ٢٢ حیدریه، تربت دانش·اه مخابرات، و کامپیوتر اطلاعات، فناوری ملͬ

ک
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

کاربردهای همواره که است ریاضیات کاربردی و جالب بسیار شاخه های از ی΄ͬ کدگذاری
با بسیاری ریاضیدانان دوم جهانͬ جنگ زمان در است. داشته گوناگون حوزه های در بسیاری
که به گونه ای داشتند نظامͬ داده های کردن کد در سعͬ پیچیده کدگذاری روشهای به کارگیری
در اطلاعات موفّق انتقال با رابطه در کدگذاری نظریه کند. کدگشایی را آنها نتواند مقابل طرف
از بسیاری برای نظریه این است. مخدوش پیام های در خطاها تصحیح و پارازیت دار کانال ی

دارد. ویژه اهمیتͬ مهندسͬ و کامپیوتر علوم در کاربردها

هنگامͬ بود برده پی وی شد. پایه ریزی شانون توسط ١٩۴٨ سال در کدگذاری نظریه
هرگز ͬ کند، م کار به شروع دی·ری عمل با و ͬ کند م نسخه برداری رایج عمل ی از رایانه که
حل در محض ریاضͬ از توجهͬ قابل مثال کدگذاری نظریه بازگردد. اولیه حالت به ͬ تواند نم
به زیادی نیاز که هستند ساختاری دارای ساده کدهای از برخͬ چه اگر است. علمͬ مسائل
خطͬ ارسال هسته مانند است. ریاضیات کشفیات از کدها ویژگͬ حال این با ندارند، ریاضیات
بدون حقیقت در کدها برهان ها، این گونه بدون و ͬ سازد م مم΄ن را واقعͬ فعالیتهای اثبات که
افزایش با و ͬ شود م دی·ر ابعاد در کدها ایجاد موجب ریاضیات این، بر علاوه ͬ باشند. م استفاده

داده است. ارائه کدها وجود عدم یا وجود برای را اثبات هایی خطا، تصحیح قابلیت
١



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

کدگذاری نظریه بر مقدمه ای ١ . ١
بخش به مربوط تعاریف و [٨] ͽمرج از برگرفته گراف بخش به مربوط تعاریف قسمت، این در

ͬ باشد. م [٣٨] ͽمرج از کدگذاری

ناتهͬ مجموعه ی از متش΄ل (V (G), E(G), ψG) مرتب سه تایی ی G گراف .١ . ١ . ١ تعریف
یال هر با که است ψG وقوع تابع و ،V (G) از مجزا یال های E(G) مجموعه ی و رأس ها V (G)

ͬ کند. م همراه را G رأس های از مجزا) لزوماً (نه نامرتب جفت ی ،G
v به را u ،e ͬ گویند م آنگاه باشد، ψG(e) = uv که قسمͬ به باشند، رأس  v و u و یال ی e اگر

ͬ نامند. م یال سر دو را v و u رأس های ͬ کند، م وصل

ذکر {v١, v٢, . . . , vn} به ترتیب ͬ توان م را آن رئوس که است گرافͬ مسیر گراف .١ . ١ . ٢ تعریف
.i = ١,٢, . . . , n − ١ ͬ که درحال ͬ باشند، م {vi, vi+١} به صورت آن یالهای که به طوری کرد،
از میانͬ رأس های که دارد (ی درجه با رأس آویزان( رأس دو که گرافͬ یعنͬ معادل، به طور

ͬ باشند. م دو درجه

گراف. در رئوس بین فاصله ی بزرگترین از است عبارت گراف قطر .١ . ١ . ٣ تعریف
این در باشد، {a١, a٢, . . . , aq} بصورت عضوی q مجموعه ی A کنید فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
کد٢ (نماد) سمبل را A مجموعه عناصر از هری و ͬ نامیم م کد١ الفبای را A مجموعه صورت

ͬ گوییم. م

به است دنباله ای حقیقت در A مجموعه روی n طول با ‐آرایه ای q کلمه ی .۵ . ١ . ١ تعریف
هر ͬ توان م همچنین ،wi ∈ A داریم ١ ≤ i ≤ n هر برای بطوری که .w = w١w٢ . . . wn ش΄ل

داد. نمایش (w١, . . . , wn) بصورت n طول با را q‐آرایه ای کلمه

C مانند ناتهͬ مجموعه ای ،A مجموعه روی n طول با q‐آرایه ای٣ بلوکͬ کد .۶ . ١ . ١ تعریف
از عنصر هر و ͬ باشند م n ی΄سان طول دارای کلمات تمام که ͬ باشد م q‐آرایه ای کلمات از

ͬ نامیم. م کدواژه۴ ی را C مجموعه

ͬ دهیم. م نمایش |C| با و ͬ نامیم م کد اندازه را C مجموعه کدواژه های تعداد .١ . ١ . ٧ تعریف
گویند. ‐کد (n,M) ی را M اندازه و n طول از بلوکͬ کد هر .١ . ١ . ٨ تعریف

١Code alphabet
٢Code sambols
٣q-array block code
۴Code words



٣ کدگذاری نظریه بر مقدمه ای
ͬ باشد م مجموعه دو از متش΄ل که ͬ شود م تعریف کانالͬ ارتباط۵ͬبصورت کانال .١ . ١ . ٩ تعریف
ͬ شود م گرفته نظر در A = Fq = {a١, . . . , aq} بصورت و است کد الفبای مجموعه آنها از ی΄ͬ که

ͬ باشد. م ارسال کانال احتمال های مجموعه دی·ر مجموعه و
کنید فرض ͬ شوند. م ارسال کدواژه ها فقط کدشده، ارتباطͬ کانال ی در .١ . ١ . ١٠ تعریف
خطایی که گرفت نتیجه ͬ توان م باشد معتبر کدواژه ی w اگر است. شده دریافت w کلمه
مورد، این در است. افتاده اتفاق خطا چند ͬ دانیم م دی·ر، طرف از ندارد. وجود انتقال در
روش به روشͬ چنین داریم. نیاز شده ارسال کدواژه محتمل ترین کردن پیدا برای روشͬ به

است. معروف کدگشایی
زیر به صورت آنها همینگ۶ فاصله آنگاه باشند، ١ و ٠ از ‐تایی n دو y و x اگر .١ . ١ . ١١ تعریف

ͬ شود: م تعریف
dH(x, y) = |{i; ١ ≤ i ≤ n, xi ̸= yi}|

است متری فضای ی صورتͬ در ͬ باشند، م نقاط عناصرش که X مجموعه .١ . ١ . ١٢ تعریف
باشیم: داشته ،q تا p از فاصله نام به ،d(p, q) حقیقͬ عدد ،X از q و p نقطه دو هر برای که

.d(p, p) = ٠ و p ̸= q هرگاه d(p, q) > ٠ .١
.d(p, q) = d(q, p) .٢

.d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, p) ،r ∈ X هر ازای به .٣
ͬ های ویژگ تمام همینگ، فاصله از فوق تعریف که کرد بررسͬ راحتͬ به ͬ توان م .١ . ١ . ١ ملاحظه
باشند، بلوکͬ کد ی در n طول از کدواژه هایی c و b و a اگر یعنͬ ͬ باشد. م دارا را متر ی

: داریم همواره
.٠ ≤ dH(a, b) ≤ n .١

.a = b⇔ ∀ ١ ≤ i ≤ n, dH(a, b) = ٠ .٢
.dH(a, b) = dH(b, a) .٣

.dH(a, c) ≤ dH(a, b) + dH(b, c) .۴
کد برای است. کد فاصله دی·ر مفید و مهم ویژگͬ کد، اندازه و طول بر علاوه .١ . ١ . ١٣ تعریف
d(C) با و ͬ شود م تعریف زیر بصورت C فاصله مینیمم ͬ باشد، م کلمه دو حداقل شامل که C

ͬ دهیم: م نمایش
d(C) = min{dH(x, y);x, y ∈ C, x ̸= y}

۵Communication channel
۶Hamming Distance



اولیه مفاهیم و تعاریف ۴
،n اعداد ͬ نامیم. م ‐کد (n,M, d) را d فاصله و M اندازه ،n طول از کد ی .١۴ . ١ . ١ تعریف

ͬ نامند. م کد پارامترهای را d و M
صورت این در باشد، دودویی کد ی ،C = {٠٠٠٠٠, ٠٠١١١, ١١١١١} کنید فرض .١ . ١ . ١ مثال

زیرا: ،d(C) = ٢
dH(٠٠٠٠٠, ٠٠١١١) = ٣
dH(٠٠٠٠٠, ١١١١١) = ۵
dH(٠٠١١١, ١١١١١) = ٢

است. دودویی ‐کد (۵,٣,٢) ی C این رو از
است. Fn

q از زیرفضا ی Fq روی n طول از C خطͬ کد .١۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ باشند: م خطͬ کدهای از نمونه هایی زیر موارد .١ . ١ . ٢ مثال

ͬ شود. م نامیده تکرار کد که C = {(λ, λ, . . . , λ);λ ∈ Fq} .١
.C = {٠٠٠, ٠٠١, ٠١٠, ٠١١} ،(q = ٢) .٢

.C = {٠٠٠٠, ١١٠٠,٢٢٠٠, ٠٠٠١, ٠٠٠٢, ١١٠١, ١١٠٢,٢٢٠١,٢٢٠٢} ،(q = ٣) .٣
نمایش wt(x) با که ،x همینگ٧ وزن باشد. Fn

q در کلمه ی x کنید فرض .١۶ . ١ . ١ تعریف
دی·ر: عبارت به ͬ شود؛ م تعریف x ناصفر مؤلفه های تعداد ͬ شود، م داده

wt(x) = d(x, ٠)
است. صفر کلمه ،٠ که

کنیم: تعریف زیر بصورت ͬ توانیم م را همینگ وزن x ∈ Fq عضو هر برای .١ . ١ . ٢ ملاحظه

wt(x) = d(x, ٠) =


١ x ̸= ٠
٠ x = ٠

بطور ͬ تواند م x همینگ وزن ، x = (x١, x٢, . . . , xn) ش΄ل به x ∈ Fn
q نوشتن با صورت این در

: شود تعریف زیر بصورت معادل
wt(x) = wt(x١) + wt(x٢) + · · ·+ wt(xn)

نسبت خطͬ کدهای از استفاده است مم΄ن چرا که هستند دلایلͬ زیر موارد .١ . ١ . ٣ ملاحظه
: باشد ترجیح مورد غیرخطͬ کدهای به

٧Hamming Weight



۵ کدگذاری نظریه بر مقدمه ای
بطور پایه ی از استفاده با تواند مͬ است، برداری فضای ی خطͬ کد  ی که آنجا از .١

شود. توصیف کامل
است. برابر آن ناصفر کدواژه های وزن کمترین با خطͬ کد ی فاصله .٢

دلخواه، غیرخطͬ کدهای به نسبت خطͬ کد ی برای کدگشایی و کدگذاری روش های .٣
است. آسان تر و سریع تر

گوییم خطا کننده v‐تصحیح کد را C باشد. مثبتͬ صحیح عدد v کنید فرض .١ . ١ . ١٧ تعریف
باشد. قادر خطا کمتر تعدادی یا v تصحیح به اگر

کامل کدهای ١ . ١ . ١
(S, d) کنید فرض ͬ شود. م تعریف نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه Z+ = {٠, ١,٢, . . . } مجموعه

است. خطا کننده تصحیح کد C ⊆ S و باشد d صحیح متر با متناهͬ متری فضای
مرکز به و e شعاع با گوی هایی هرگاه (e ∈ Z+) گوییم e‐کامل٨ کد را C .١ . ١ . ١٨ تعریف

دهند: پوشش را کل فضای متمایز، کدواژه های
B(x, e) ∩ B(y, e) = ∅ ∀x, y ∈ C, x ̸= y, (١ . ١)

∪
x∈C

B(x, e) = S, (١ . ٢)

به باتوجه ͬ شود. م تعریف x کدواژه کدگشایی فضای B(x, e) = {w ∈ S : d(x,w) ≤ e} که
دارد. قرار کدواژه ی دقیقاً از e مساوی یا کمتر فاصله ی با S از عضو هر ذکر شده، خاصیت
و است S فضای قطر D که است D−کامل ،C = {x} عضوی تک مجموعه هر همچنین

است. e = ٠ آنگاه باشد C = S اگر زیرا است، کامل −٠ خودش S همچنین
و |C| ≥ ٢ که غیربدیهͬ کامل کدهای یعنͬ کدخطͬ، نوعͬ بررسͬ به پایان نامه این در

پرداخت. خواهیم است، e ≥ ١

گسسته سادک ١ . ١ . ٢
تعریف زیر بصورت که است گسسته٩ n‐سادک پایان نامه این در مدنظر فضای .١ . ١ . ١٩ تعریف

ͬ باشد: م موردنظر سادک طول ℓ و ͬ شود م

∆n
ℓ := {(x٠, . . . , xn); xi ∈ Z+,

n∑
i=٠

xi = ℓ}. (١ . ٣)

ͬ باشد. م ٧ طول از گسسته سادک ی از نمونه ای زیر ش΄ل



اولیه مفاهیم و تعاریف ۶

٧ طول از گسسته سادک :١ . ١ ش΄ل

٨Perfect code
٩Discrete simplex



٧ کدگذاری نظریه بر مقدمه ای
هر مختصات که ͬ باشد م سه بعدی مختصات دستگاه در صفحه ای ͽواق در گسسته سادک

نوشت. صفحه روی نقاط مختصات طبق ͬ توان م را گسسته سادک روی رأس

y

z

x

سه بعدی مختصات دستگاه در گسسته سادک صفحه :١ . ٢ ش΄ل

ͬ کنیم: م استفاده زیر مترهای از پایان نامه این در
دو آن عرض و طول تفاضل قدرمطلق مجموع که است نقطه دو فاصله ، منهتن١٠ متر .١

ͬ باشد: م نقطه
d١(p, q) = ||p− q||١ =

n∑
i=١

|pi − qi|. (۴ . ١)

و x = (x٠, . . . , xn) جایی که ͬ باشد، م d(x, y) = ١٢∥x − y∥١ = ١٢
∑n

i=٠ |xi − yi| متر .٢
رأس هر درآیه های مجموع که ͬ باشند م گسسته سادک روی رئوس y = (y٠, . . . , yn)
متر معادل به طور ͬ توانیم م همچنین باشد. موردنظر گسسته سادک طول با برابر باید

ب·یریم: درنظر زیر بصورت را d
d(x, y) =

∑
xi>yi

(xi − yi) =
∑
xi<yi

(yi − xi) (۵ . ١)
١٠Manhattan metric



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨
i‐امین در که ͬ کنیم م تعریف صورت این به را i, j ∈ {١,٢, . . . } که fi,j بردار .١ . ١ . ٢٠ تعریف
ͬ باشند. م صفر جای·اه ها مابقͬ همچنین ͬ دهیم م قرار −١ جای·اه j‐امین در و ی جای·اه

.f١,٢ = (١−,١, ٠) مثال برای

درآیه هیچ یعنͬ باشد، {i, j} ∩ {k, l} = ∅ اگر گوییم متعامد را fk,l و fi,j .١ . ١ . ٢١ تعریف
باشد. نداشته وجود بردار دو هر از ی΄سان جای·اه در غیرصفری

ولͬ ͬ باشند، نم متعامد f٢,١ = (−١, ١, ٠, ٠) و f١,۴ = (١, ٠, ١−,٠) بردار دو .١ . ١ . ٣ مثال
متعامدند. f٢,۴ = (٠, ١, ١−,٠) و f١,٣ = (١, ١−,٠, ٠) بردارهای

جای·شتͬ کانال ١ . ١ . ٣
n + ١ ≥ ٢ بطوری که باشد، متناهͬ الفبایی A = {٠, ١, . . . , n} کنید فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف
به را A نمادهای از دنباله ای که ا ست ارتباطͬ کانالͬ ،A روی جای·شت١١ͬ کانال دارد. نماد
ͬ کند. م خارج را دنباله آن از تصادفͬ جای·شت ی ورودی هر ازای به و ͬ گیرد م ورودی عنوان

چندمجموعه ای ها ۴ . ١ . ١
پایه١٣، مجموعه A که است (A,mX) مرتب زوج ͽواق در ،X چندمجموعه  ای١٢ .١ . ١ . ٢٣ تعریف
است چندگانگ١۴ͬ تابع mX : A → Z+ همچنین و مدنظر فضای در کانال الفبای همان یعنͬ

ͬ دهد. م نشان را X در A عناصر پیشامدهای تعداد که

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت چندمجموعه   ای ها روی اعمال
mX∪Y = max{mX ,mY }

mX∩Y = min{mX ,mY }

mX\Y = max{٠,mX −mY }

: با است برابر چندمجموعه ای  اندازه ͬ که درحال
|X| =

∑
x

mX(x).

١١Permutation channel
١٢Multi-set
١٣Ground set
١۴Multiplicity function



٩ کدگذاری نظریه بر مقدمه ای
در است. نیز تکرارها شامل و ͬ باشد م آن شامل که است عناصری  تعداد ،X اعضای تعداد
ͬ شان چندگانگ توابع توسط ͬ توانند م چندمجموعه ای ها .|X| =

∑n
i=٠ xi = ℓ یعنͬ حقیقت

ͬ دهیم : م نشان زیر بصورت را ℓ اندازه با چندمجموعه ای  ها همه مجموعه شوند. تعریف
{(x٠, x١, . . . , xn) ∈ Zn+١

+ ;

n∑
i=٠

xi = ℓ},

است. ∆n
ℓ گسسته سادک دقیقاً که

زیرمجموعه های تمام مجموعه یعنͬ A؛ توانͬ مجموعه P (A) و کانال الفبای A کنید فرض
است. ℓ اندازه با A زیرمجموعه های همه مجموعه P (A, ℓ) و باشد A

داشته اگر است. P (A) از ناتهͬ زیرمجموعه ی A روی زیرمجموعه١۵ کد .٢۴ . ١ . ١ تعریف
است. اندازه‐ثابت١۶ کد C گوییم ،C ⊆ P (A, ℓ) باشیم

که است IX(x) : A → {٠, ١} نگاشت X ⊆ A مجموعه ١٧ مشخصه تابع .٢۵ . ١ . ١ تعریف
: ͬ شود م تعریف زیر بصورت

IX(x) =


١, x ∈ X

٠, x /∈ X

(۶ . ١)

توابع به وسیله هستند، ی΄تا که A از زیرمجموعه هایی ب·یرید. درنظر را A متناهͬ مجموعه
ͬ شوند. م تعیین مشخصه

q طول از دودویی دنباله های به وسیله ͬ توانند م توابع این آنگاه باشد، A = {١, . . . , q} اگر
(اجتماع، مجموعه روی اعمال همه ی .(IX(١), . . . , IX(q)) دنباله های یعنͬ شوند، مشخص
شوند. تعریف متناظرش مشخصه توابع با رابطه در P (A) روی ͬ توانند م و...) تفاضل اشتراک،

: مثال برای
IX∆Y = IX ⊕ IY = |IX − IY |, (١ . ٧)

بیان زیر بصورت X مجموعه اندازه بنابراین ͬ شود. م تعریف دو پیمانه به ͽجم عمل ⊕ جایی که
: ͬ شود م

|X| =
∑
x

IX(x), (١ . ٨)
ب·وییم: ͬ توانیم م بالا روابط از است. (IX(١), . . . , IX(q)) دودویی دنباله همینگ وزن همان که

d(X,Y ) = |X∆Y | =
∑
x

|IX(x)− IX(x)|. (١ . ٩)
١۵Subset code
١۶Constant-cardinality
١٧Characteristic function



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠
به مربوط دودویی دنباله های بین همینگ فاصله برابر Y و X مجموعه های بین فاصله یعنͬ

است. IY و IX
M(A, ℓ) و شود تعریف A روی چندمجموعه ای  های همه مجموعه M(A) کنید فرض
روی اعمال . |A| = ℓ بطوری که باشد، ℓ طول از A روی چندمجموعه ای  ها همه مجموعه
مثال است. مجموعه ها روی اعمال مشابه ... و تفاضل اشتراک، اجتماع، مانند M(A)

: ͬ کنیم م بیان ادامه در را ساده ای
روی چندمجموعه ای دو Y = {١,٢,٢,٣,٣,۴} و X = {١,٢,٢,٢,٣} کنید فرض .۴ . ١ . ١ مثال

آنگاه: باشد، A = {١,٢,٣,۴}
X ∩ Y = {١,٢,٢,٣}
X ∪ Y = {١,٢,٢,٢,٣,٣,۴}
X \ Y = {٢}
Y \X = {٣,۴}

ͬ باشد. م ۶ و ۵ برابر Y و X اندازه و
هستند. P روی کدهای مشابه A روی کدهای

C ⊆ اگر که است A از ناتهͬ زیرمجموعه ای A روی A چندمجموعه   ای کد .٢۶ . ١ . ١ تعریف
است. اندازه‐ثابت کد C گوییم M(A, ℓ)

هرچند چندمجموعه ای  کدهای ͬ باشد. م  ͬ نامتناه فضای ی A که باشید داشته توجه
شده است. گرفته درنظر متناهͬ همیشه ولͬ نشده، بیان صراحت به که

و منحصربفرد X چندمجموعه ای  چندگانه توابع باشد، A = {٠, ١, . . . , q} برابر الفبا اگر
معادل M(A) فضای رو این از ͬ شود. م تعیین (mX(١), . . . ,mX(q)) ∈ Nq دنباله به وسیله
بین منهتن) (متر ℓ١ فاصله برابر چندمجموعه ای ها بین فاصله بنابراین ͬ باشد. م Nq فضای

ا ست. مربوطه دنباله های
d(X,Y ) = |X∆Y | =

∑
x

|mX(x)−mY (x)|.

هستند. منهتن متر تحت Nq در کدها از دی·ری تعریف فقط چندمجموعه  ای کدهای بنابراین
معادل اند. ∆q−١

ℓ فضای روی کدهای با اندازه‐ثابت کدهای
∆q−١

ℓ := {(x١, . . . , xq);xi ∈ N,
∑
i

xi = ℓ ∈ N},

ͬ شود. م گرفته درنظر تایی q − ١ گسسته ی سادک عنوان به که



١١ کدگذاری نظریه بر مقدمه ای
گوییم. مشب΄ه١٨ باشد، بسته کاهش و افزایش تحت که را L مجموعه .١ . ١ . ٢٧ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت Zn و An مشب΄ه های .١ . ١ . ٢٨ تعریف

Zn = Z× Z× · · · × Z,

An = {(x٠, x١, . . . , xn) : xi ∈ Z+,

n∑
i=٠

xi = ٠}.

C = (L + t) ∩ ∆m
n اگر است خطͬ ،C ⊆ ∆q−١

n چندمجموعه ای کد گوییم .١ . ١ . ٢٩ تعریف
عبارت به .∑q

i=١ ti = n بطوری که t ∈ Zq بردارهای و L ⊆ Aq−١ که مشب΄ه هایی برای باشد،
فقط و آمده باشد بدست Aq−١ در خطͬ کد ی انتقال وسیله به اگر ͬ باشد م خطͬ C دی·ر

باشد. داشته نامنفͬ مختصات
S باشند. Zn مشب΄ه از متناهͬ و ناتهͬ زیرمجموعه های T و S کنیم فرض .١ . ١ . ٣٠ تعریف
انتقال بردارهای همه مجموعه T و بپوشانیم را کل فضای آن با ͬ خواهیم م که است مجموعه ای
T بردارهای به وسیله S انتقال های اگر است Zn در بسته بندی١٩ ی (S, T ) گوییم ͬ باشد. م

یعنͬ: باشند، مجزا

(X + S) ∩ (Y + S) = ∅ ∀X,Y ∈ T,X ̸= Y

ͬ باشد. م X + S = {X + s; s ∈ S} جایی که
را Zn مشب΄ه تمام و هستند مجزا آن بردارهای که T مجموعه ͬ خواهیم م .١ . ١ . ٣١ تعریف

یعنͬ: کنیم، پیدا ͬ کند م فرش٢٠
(X + S) ∩ (Y + S) = ∅ ∀X,Y ∈ T,X ̸= Y

∪و
X∈T

(X + S) = Zn.

است. مم΄ن بسته بندی متراکم ترین کردن، فرش ͽدرواق
است. خطͬ کد ی L گوییم آنگاه باشند، مشب΄ه ای بسته بندی ی (S,L) اگر .١ . ١ . ٣٢ تعریف

است. کامل کد T گوییم باشد، کردن فرش (S,L) اگر
١٨Lattice
١٩Packing
٢٠Tiling





٢ فصل
گسسته سادک های در کامل کدهای

کد  گذاری نظریه در موضوعات جالب ترین از ی΄ͬ شاید و دارد قدیمͬ ریشه کامل کدهای مطالعه
،١١ ،۶] ͬ باشد م همینگ١ متری فضای در دقیق کدهای شده مطالعه موضوع بهترین باشد.
از بسیاری و شده اند تعریف که هستند کدهایی اولین تاریخ، در ͬ که حال در  ،[٣٩ ،٣۶ ،٣٠ ،١٧
مثل هایی نمونه دارد، وجود مجلات در جالبی گوناگون مثال های شده اند. استفاده عملا́ آنها
کدها ،[٢٩ ،٩] لیوشتین٣ متر ،[٣۴ ،٢۴ ،٢٣ ،٢١ ،١۵ ،٣ ،٢] ل٢ͬ متر تحت کامل کدهای
عدم روی [١٨] دیلزارت۵ نظریه ی غیره. و [٣١ ،١٠] گراسمانیان۴ ،[١٨] تصویری فضای در
قرار محققان از تعدادی توجه مورد نیز ٧ جانسون متر تحت کامل ۶ وزن ثابت کدهای  وجود
مسائل این از خیلͬ .[٣۴ ،٣٣ ،٢٢ ،١۶ ،١۴ ،١٣] مانده اند باقͬ نشده حل هنوز و است گرفته
در گرافها متغیر فاصله ی در کامل کد های اساسͬ نظریه از خاص مثال های به عنوان ͬ توان م را

.[٧] گرفت نظر
و ͬ کنیم م بررسͬ d متر تحت گسسته سادک های روی را کامل کدهای فصل این در
ͽدرواق .[٢٨] خیر یا دارند وجود فضا این در متفاوت الفباهای در کدها این که ͬ بینیم م

١hamming codes
٢Lee metric
٣Levenshtein
۴Grassmanian
۵Delsarte
۶Constant weight
٧Johnson metric

١٣



گسسته سادک های در کامل کدهای ١۴
: ͬ باشد م زیر قضیه بررسͬ فصل، این در اصلͬ هدف

:e ≥ ١ کنید فرض .٢ . ٠ . ١ قضیه
کدواژه ⌈ ℓ+١٢e+١⌉ کد، هر دارد. وجود ℓ ≥ ٢e+١ هر برای (∆١

ℓ , d) در غیر بدیهͬ e−کامل کد .١
دارد.

علاوه براین، باشد. ℓ = ٣e+١ اگر تنها و اگر دارد وجود (∆٢
ℓ , d) در غیر بدیهͬ e−کامل کد .٢

ͬ باشند. م سه اندازه از کدام هر که دارد، وجود ∆٢٣e+١ در کد دو دقیقاً
ندارد. وجود ℓ و n هر برای n؛ ≥ ٣ ،(∆n

ℓ , d) در غیر بدیهͬ e−کامل کد هیچ .٣
برای ∆n

ℓ سادک نمایش از منظور این برای ͬ پردازیم. م بالا موارد اثبات و بررسͬ به حال
هم از ی فاصله به رئوس آن یالهای که رأس

n+ ℓ

ℓ

 با گرافͬ ش΄ل به (∆n
ℓ , d) متری فضای

نمایشͬ چنین کردید توجه ١ . ١ . ٢ بخش در که همانطور ͬ کنیم. م استفاده ͬ کنند، م متصل را
به مدنظرمان فضای در را سه تایی و دودویی الفبای حداقل بتوانیم که ͬ دهد م اجازه ما به

ب΄شیم. تصویر



١۵ دودویی الفبای

دودویی الفبای ٢ . ١
: فضای ͬ گیریم. م درنظر را (n = ١) بعدی ی حالت

∆١
ℓ = {(ℓ− t, t) : t = ٠, . . . , ℓ}, (٢ . ١)

رأس چپ ترین سمت مثال برای داد، نشان رأس |∆١
ℓ | = ℓ + ١ با مسیری بصورت ͬ توان م را

کنید. توجه ٢ . ١ ش΄ل به است، (٠, ℓ) آن راست ترین سمت و (ℓ, ٠)

∆١٨ در ‐کامل ١ کد :٢ . ١ ش΄ل

گرفته زیر محور از ،ی بعد از گسسته سادک ایده ی پیداست زیر ش΄ل در که همانطور
(ℓ, ٠) به و ͬ شود م شروع (٠, ℓ) چپ سمت از ℓ طول و ی بعد از گسسته سادک شده است.

ͬ شود. م ختم

(۵, ٠)
(۴, ١)

(٣,٢)
(٢,٣)

(١,۴)
(٠,۵)

مختصات دستگاه در ∆١۵ نمایش :٢ . ٢ ش΄ل



گسسته سادک های در کامل کدهای ١۶
ͬ باشد م ℓرأس آخرین و اولین بین فاصله ی همچنین و داریم مسیر گراف دودویی، حالت در
مساوی یا بزرگتر فاصله ی در باید e‐کامل کد از کدواژه هر و است ℓ برابر ∆١

ℓ قطر نتیجه در
ͬ کنند م پیدا اشتراک نقطه ای در گوی دو اینصورت غیر در باشد، داشته قرار ی΄دی·ر از ٢e+ ١
کامل کد ،ℓ مقدار هر برای که گرفت نتیجه ͬ توان م راحتͬ به است. تعریف با متناقض که
کدهای تمام ٢ . ١ . ١ قضیه و ͬ دهد م نمایش را کامل کد ی از تصویری ٢ . ١ ش΄ل دارد. وجود

است. کرده بیان را ∆١
ℓ در کامل

٠ ≤ r < ٢e + ١ و q ≥ ١ مقادیر برای که باشد ℓ = q(٢e + ١) + r کنید فرض .٢ . ١ . ١ قضیه
هر که دارد وجود ∆١

ℓ در کامل کد M = min{r + ١,٢e+ ١ − r} > ٠ دقیقاً آنگاه است، برقرار
کدهای همه ی آنگاه ، s = min{r, e} کنید فرض همچنین دارند. کدواژه q+ ١ = ⌈ ℓ+١٢e+١⌉ کدام

: نوشت زیر به فرم ͬ توان م را ∆١
ℓ در کامل

C(m)

١ = {(ℓ− s+m− ١ − i(٢e+ ١), s−m+ ١ + i(٢e+ ١) : i = ٠, . . . , q} (٢ . ٢)
∀m = ١, . . . ,M.

ابتدا ͬ کنیم. م اثبات بزرگ مقادیری تا صفر از i برای و j ثابت مقادیر برای را قضیه برهان.
در باید همسایه کدواژه های اینکه به باتوجه ͬ کنیم. م فرض (ℓ − j, j) را کدواژه چپ ترین
دی·ر عبارت به ͬ کنیم. م مشخص را دی·ر کدواژه های باشند، ی΄دی·ر از ٢e + ١ فاصله ی
پوشش میانͬ رئوس تمام و هستند هم از مجزا کدگشایی نواحͬ که شویم مطمئن ͬ خواهیم م
شده پوشیده ∆١

ℓ سراسر کنیم ثابت باید ،C(m)

١ بودن کامل اثبات برای بنابراین ͬ شوند. م داده
باشد، r ≤ e کنید فرض شده اند. پوشیده (٠, ℓ) و (ℓ, ٠) پایانͬ نقاط دهیم نشان کافیست است.

داریم: همچنین و s = r حالت این در
M = min{r + ١,٢e+ ١ − r} = r + ١

s−m+١ = r−m+١ داریم آنگاه ،٠ ≤ s−m+١ ≤ r ≤ e ͬ کنیم م ادعا درنتیجه است، s = rچون
در و است s −m + ١ = ٠ آنگاه ،m = M یعنͬ باشد. مقدارش ماکسیمم در m صورتی΄ه در
رأس رو این از .s −m + ١ = r داریم ،m = ١ یعنͬ باشد. مقدارش مینیمم در m که حالتͬ
همچنین دارد. قرار (ℓ− s+m− ١, s−m+ ١) کدواژه از e مساوی یا کمتر فاصله ی در (ℓ, ٠)
یعنͬ، باشد؛ مقدارش مینیمم در m اگر چون است. ٠ ≤ r− s+m− ١ ≤ r ≤ e ͬ کنیم م ادعا
m؛ = M یعنͬ باشد، مقدارش ماکسیمم در m اگر .r − s + ١ − ١ = ٠ داریم آنگاه ،m = ١

آنگاه:
r − s+m− ١ = r + ١ − ١ = r ≤ r ≤ e

(r− s+m− ١, ℓ− r+ s−m+ ١) کدواژه از e مساوی یا کمتر فاصله ی در (ℓ, ٠) رأس رو این از
داشت خواهیم لذا rباشد، > e کنید فرض ͬ رود. م ب΄ار r > e برای مشابهͬ تحلیل دارد. قرار
(ℓ, ٠) رأس که ٠ ≤ s−m+ ١ ≤ e < r ͬ کنیم م ادعا صورت این در .s = e و M = ٢e+ ١ − r



١٧ دودویی الفبای
m اگر زیرا ͬ گیرد. م قرار (ℓ − s +m − ١, s −m + ١) کدواژه از e مساوی یا کمتر فاصله ی در

داریم: باشد، m = ١ یعنͬ مقدارش، مینیمم حالت در
s−m+ ١ = e− ١ + ١ = e ≤ e,

آنگاه: باشد، m = ٢e+ ١ − r یعنͬ مقدارش، ماکسیمم حالت در اگر و
٠ ≤ s−m+ ١ = e− ٢e− ١ + r + ١ = r − e ≤ e,

و ͬ باشد م ٢e برابر r مقدار ماکسیمم لذا ،٠ ≤ r < ٢e+ ١ داریم قضیه فرض طبق آنجایی که از
بنابراین: ͬ باشد، م ٢e− e = e برابر r− e مقدار ماکسیمم نتیجه در r− e > ٠ لذا ،r > e چون

r − e ≤ e < r,

مقدار مینیمم حالت برای چون است. ٠ ≤ r − s+m− ١ ≤ e < r ͬ کنیم م ادعا مشابه بطور
: داریم m

r − s+m− ١ = r − e+ ١ − ١ = r − e ≤ e < r,

: داریم مقدارش ماکسیمم حالت برای همچنین و
r − s+m− ١ = r − e+ ٢e+ ١ − r − ١ = e ≤ e < r.

e مساوی یا کمتر (r − s+m− ١, ℓ− r + s−m+ ١) کدواژه از (٠, ℓ) رأس فاصله ی درنتیجه
ͬ باشد. م

این برای ͬ باشند. م (٢ . ٢) فرم به ∆١
ℓ در کامل کدهای تمام که دهیم نشان است کافͬ حال

(ℓ−r+m−١, r− برابر ، C(m)

١ از کدواژه چپ ترین حالت این در باشد، r ≤ e کنید فرض منظور،
(ℓ, ٠), . . . , (ℓ−r, r) کدواژه های چپ ترین با کد r+١ بنابراین .m = ١, . . . , r+١ که است m+١)
k ≥ ٠ که ، (ℓ− r − k, r + k) به وسیله دی·ری کامل کد ͬ خواهیم م کنید فرض ͬ کنیم. م پیدا
پوشیده (ℓ, ٠) پایانͬ نقطه آنجایی که از است. کدواژه چپ ترین این صورت این در بسازیم. است،
از . k ≤ e− r داریم باشد e از کمتر (ℓ− r−k, r+k) از (ℓ, ٠) فاصله اینکه برای پس شده است،
بدست i(٢e+ ١) جابجایی با کدواژه راست ترین ͬ باشد. م k ≤ e گرفت نتیجه توان مͬ رو این
منفͬ مختصات حالت دومین است. (−k, ℓ+k) یا (٢e+ ١−k, ℓ−٢e− ١+k) با برابر و ͬ آید م
ناحیه در (٠, ℓ) نقطه چون ͬ دهد نم کامل کد حالت، اولین و است غیرمم΄ن درنتیجه . دارد
ͬ باشد. م ٢e + ١ − k > e کدواژه راست ترین از فاصله زیرا نیست، کدواژه  ای چنین کدگشایی
داریم آنگاه باشد، r > e کنید فرض ͬ شود. م اثبات مشابه بطور هم r > e حالت برای حال
(ℓ− r −m+ ٢e+ ١, r +m− ٢e− ١) برابر C(m)

١ از کدواژه چپ ترین .m = ١, . . . ,٢e+ ١ − r

پیدا (ℓ, ٠), . . . , (ℓ − ٢e + r,٢e − r) کدواژه های چپ ترین با کد تا ٢e + ١ − r بنابراین است.
که (ℓ−٢e+r−k,٢e−r+k) رأس وسیله به دی·ری کامل کد ͬ خواهیم م کنید فرض ͬ کنیم. م
پوشیده (ℓ, ٠) آنجایی΄ه از ͬ باشد. م کدواژه چپ ترین این صورت این در بسازیم؛ است، k ≥ ٠



گسسته سادک های در کامل کدهای ١٨
درنتیجه باشد، e از کمتر باید (ℓ − ٢e + r − k,٢e − r + k) و (ℓ, ٠) فاصله ی پس است شده
با برابر و ͬ آید م بدست i(٢e+ ١) جابجایی با کدواژه راست ترین .k ≤ r پس است، k ≤ r − e

که آمده بدست منفͬ مختصات صورت دو هر در که ͬ باشد م (−١− k, ℓ+ k+ ١) یا (−k, ℓ+ k)

باشد. داشته وجود کدواژه این نیست مم΄ن



١٩ سه تایی الفبای

سه تایی الفبای ٢ . ٢
گرافͬ فضا، این با متناظر گراف ͬ کنیم. م بررسͬ را بعدی دو فضای یعنͬ ∆٢

ℓ سادک حال
چپ ترین (ℓ, ٠, ٠) کنید فرض شده است. داده نشان ٢ . ٣ ش΄ل در که ͬ باشد م مثلثͬ و مشب
این در d متر تحت گوی های باشد. بالایی رأس (٠, ٠, ℓ) و رأس راست ترین (٠, ℓ, ٠) و رأس
به نظر ضلعͬ شش شب΄ه از شده بریده مثلثͬ فضا این درحقیقت هستند. ضلعͬ شش گراف

ͬ رسد. م
قرار متناظر گراف در y به x از مسیر ی در y ∈ ∆٢

ℓ رأس هر ب·یرید. درنظر را x ∈ ∆٢
ℓ حال

است x′ مجاور رأس، دومین و است x مجاور که ͬ نامیم م x′ را مسیر این از رأس اولین دارد.
ربهترین دارند. قرار آن از ی فاصله ی در که نقاطͬ یعنͬ x = (x٠, x١, x٢) مجاور نقاط . ... و
نتیجه بردارها تعریف از است. بردار از استفاده ∆٢

ℓ در مسیرها و مجاور نقاط تعریف برای روش
.fi,i = (٠, ٠, ٠) داریم قرارداد عنوان به و است fi,j = −fj,i که ͬ گیریم م

x+ f٣,١x+ f٣,٢

x+ f٢,١x+ f١,٢

x+ f٢,٣x+ f١,٣

x

∆٢
ℓ در x همسایه های :٢ . ٣ ش΄ل

x از x′ همسایه هر درنتیجه و ͬ کنند م تعریف را رأس هر از مم΄ن جهت های تمام بردارها این
رابطه αi,j ≥ ٠ و y ∈ ∆٢

ℓ هر برای بنابراین .x′ = x+ fi,j یعنͬ ͬ شود. م تعریف بردار به وسیله
است: برقرار زیر

y = x+
∑
i,j

αi,jfi,j .

حقیقت در ∑
i,j αi,j = δ داریم آنگاه است، ١٢

∑
i,j |fi,j | = ١ چون و باشد d(x, y) = δ اگر

بنویسیم: ͬ توانیم م
y = x+ (s٠, s١, s٢).



گسسته سادک های در کامل کدهای ٢٠
برابر همیشه آن درآیه های مجموع درنتیجه است. شده تش΄یل صفر و −١ و ١ از fi,j درآیه های

همچنین: .∑i si = ٠ داریم یعنͬ بود، خواهد صفر
y − x = (s٠, s١, s٢),

درنتیجه:
٢d(x, y) = ∑

i

|si|,

: داشتیم قبل از طرفͬ از
d(x, y) = δ =

١
٢
∑

|si|,

شد. خواهد استفاده بعدی قضایای اثبات در زیر لم ͬ باشد. م ∑
i |si| = ٢δ بنابراین

w

v

y

x

t٨
r٨

s٨

٢ . ٢ . ١ لم تصویر :۴ . ٢ ش΄ل

،d(x,w) = d(y, w) = e+ ١ باشیم داشته بطوری که باشد، x, y, z ∈ ∆٢
ℓ کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم

و w ∈ B(z, e) که یافت ͬ توان نم z ∈ ∆٢
ℓ هیچ آنگاه .d(y, w + f٢,١) = e و d(x,w + f١,٢) = e

باشد. برقرار B(y, e) ∩ B(z, e) = ∅ و B(x, e) ∩ B(z, e) = ∅

خارج که w رأس ی و y و x کدواژه ی دو کنید فرض ͬ دهیم. م شرح را لم این مفهوم حال
فضای در w که بسازیم کاملͬ کد ͬ خواهیم م باشیم. داشته دارد، قرا آنها کدگشایی فضای از
B(x, e) و B(y, e) توسط w اگر که ͬ کند م ادعا لم این باشد. z یعنͬ کدواژه سومین کدگشایی
x درنتیجه ندارد، وجود کدواژه ای چنین صورت این در شده باشد، محدود جهت ها بعضͬ در

باشند. کامل کد های کدواژه ͬ توانند نم y و



٢١ سه تایی الفبای
ℓ = ٣e + ١ اگر ͬ پردازیم. م کامل کدهای وجود عدم یا وجود یعنͬ اصلͬ ادعای به حال
دقیقاً حقیقت در .(۵ . ٢ ش΄ل مانند نیست( سختͬ چندان کار کامل کد ی ارائه آنگاه باشد،

از: است عبارت که دارد وجود فضا این در کامل کد دو

C(١)
٢ = {(٢e+ ١, e, ٠), (٠,٢e+ ١, e), (e, ٠,٢e+ ١)} ,
C(٢)

٢ = {(٢e+ ١, ٠, e), (e,٢e+ ١, ٠), (٠, e,٢e+ ١)}.

∆٢٧ در ‐کامل ٢ کد :۵ . ٢ ش΄ل

هستند. e‐کامل کد ∆٢٣e+١ در C(٢)
٢ و C(١)

٢ کدهای .٢ . ٢ . ١ قضیه
ثابت باید آن خواص و کامل کد تعریف به توجه با است. کامل C(١)

٢ ͬ کنیم م ثابت ابتدا برهان.
و هستند ٢e + ١ فاصله ی دارای ب·یریم درنظر C(١)

٢ از که دلخواهͬ کدواژه ی دو هر که کنیم
زیر بصورت کدواژه ها کنید فرض باشد. ℓ با برابر کدواژه هر درآیه های مجموع باید همچنین

: شوند نام·ذاری
C(١)

٢ = {a = (٢e+ ١, e, ٠), b = (٠,٢e+ ١, e), c = (e, ٠,٢e+ ١)}
: ͬ آید م بدست زیر بصورت کدواژه بین فاصله ی شده تعریف که متری تعریف به باتوجه حال

d(a, b) = ٢e+ ١
d(b, c) = ٢e+ ١



گسسته سادک های در کامل کدهای ٢٢
d(a, c) = ٢e+ ١

است. ℓ همان که ͬ باشد م ٣e+ ١ با برابر c و b و a کدواژه های درآیه های مجموع همچنین
: داشت خواهیم و ͬ کنیم م تکرار را روند همین C(٢)

٢ بودن کامل اثبات برای
C(٢)

٢ = {a′ = (٢e+ ١, ٠, e), b′ = (e,٢e+ ١, ٠), c′ = (٠, e,٢e+ ١)}
آنگاه:

d(a′, b′) = ٢e+ ١
d(b′, c′) = ٢e+ ١
d(a′, c′) = ٢e+ ١

است. ℓ همان که ͬ باشد، م ٣e+ ١ با برابر c′ و b′ و a′ کدواژه های درآیه های مجموع همچنین
شد. ثابت ح΄م درنتیجه

ℓ = ٣e+ ١ وقتͬ یعنͬ ͬ کنیم. م اثبات را ٢ . ٢ . ١ قضیه از جامͽ تری حالت بعدی بخش در
ندارد. وجود کاملͬ کد هیچ باشد، ℓ ̸= ٣e+ ١ اگر و دارد وجود کامل کد دو فقط باشد،

زیر فرم به کدواژه ای باید شود پوشیده رأس این اینکه برای ب·یرید. درنظر را (ℓ, ٠, ٠) رأس
باشد: داشته وجود

x = (ℓ− t, x١, x٢), (٢ . ٣)
باشیم: داشته را زیر رأس کنید فرض است. x١ + x٢ = t ≥ e که
v = (ℓ− x١ − e− ١, x١ + e+ ١), (۴ . ٢)

داریم: نتیجه در
d(x, v) =

١
٢(e+ ١ − x٢ + e+ ١ + x٢) = e+ ١ ⊀ e.

مانند دی·ری کدواژه به شود پوشیده v اینکه برای ͬ شود. نم پوشیده B(x, e) گوی توسط v پس
.d(x, y) = ٢e+ ١ و d(v, y) = e باشیم کهداشته است نیاز y

صورت این در است. شده داده (۴ . ٢) و (٢ . ٣) از ترتیب به x, v ∈ ∆٢
ℓ کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ لم

زیر فرم به y صورت این در .d(x, y) = ٢e+ ١ و d(v, y) = e بطوری که دارد وجود y ∈ ∆٢
ℓ رأس
است:

y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + e+ ١ + u, e− u), (۵ . ٢)
که: خاصیˁت این با .٠ ≤ u ≤ e جایی که

x٢ > ٠ ⇒ u = e. (۶ . ٢)



٢٣ سه تایی الفبای
s < ٠ اگر .y = (ℓ− x١ − ٢e− ١ + s, y١, y٢) باشیم داشته s ∈ Z هر برای کنید فرض برهان.

آنگاه: باشد،
d(v, y) ≥ v٠ − y٠ = e− s > e

باشد، x٠ ≤ y٠ کنید فرض حال ͬ باشد. م s > ٠ نتیجه در است. قضیه فرض با تناقض که
آنگاه:

d(x, (ℓ, ٠, ٠)) ≤ e

و
d(y, (ℓ, ٠, ٠)) ≤ e

.x٠ > y٠ داریم نتیجه در ͬ شود، م پوشیده y توسط هم و xتوسط هم (ℓ, ٠, ٠) رأس اینصورت در
داشت: خواهیم اینصورت غیر در چون باشد، s ≤ x١ ͬ کنیم م فرض حال

x٠ − y٠ ≤ ٢e− t.

باید پس کدواژه اند هردو y و x آنجایی که از ͬ باشد. م t برابر xiها مابقͬ مجموع همچنین
رسیدیم. تناقض به که حالͬ در باشد، ٢e+ ١ آنها بین فاصله ی

d(x, y) =
∑
xi>yi

(xi − yi) = x٠ − y٠ +
∑

i>٠,xi>yi

(xi − yi)

≤ x٠ − y٠ +
∑
i>٠

xi ≤ ٢e. (٢ . ٧)

باشد: s > x١ ͬ کنیم م فرض نتیجه در
x٠ − y٠ = ℓ− t− (ℓ− x١ − ٢e− ١ + s)

= x١ + ٢e+ ١ − t− s (٢ . ٨)
= (٢e− t) + (x١ + ١ − s)

≤ ٢e− t

v٠ − y٠ = داریم همچنین .s = x١ + ١ باشیم داشته که ͬ افتد م اتفاق وقتͬ تساوی حالت
: باشیم داشته باید باشد، برقرار d(v, y) = e تساوی اینکه برای حال .y٢ ≥ v٢ = ٠ و e− s < e

v١ − y١ = x١ + e+ ١ − y١ = s

y١ = x١ − s+ e+ ١ ≥ e+ ١ > x١ =⇒ x١ < e+ ١ (٢ . ٩)
داریم: (٢ . ٩) از همچنین ،y٠ < x٠ داشتیم قبل از

y١ − x١ = e+ ١ − s
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غیرمم΄ن امˁا .y٢−x٢ = e+s باشیم داشته باید باشد برقرار d(x, y) = ٢e+١ رابطه اینکه برای

زیرا: است،
y٢ − x٢ ≤ y٢ = ℓ− y٠ − y١ = e < e+ s

y٢ = ℓ− y٠ − y١ = ℓ− (ℓ− x١ − ٢e− ١ + s)− (x١ − s+ e+ ١) = e

.d(v, y) = e و v٠ − y٠ = e داریم صورت دراین باشد. صفر باید s که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین
باشیم: داشته باید همچنین

y١ ≥ v١ = x١ + e+ ١.
ͬ توان م ادعا آخر قسمت اثبات برای است. (۵ . ٢) فرم به دقیقاً y که ͬ دهد م نشان رابطه این
پس است، برقرار d(x, y) = ٢e + ١ و y١ − x١ = e + ١ + u همچنین و است y٠ < x٠ که دید
در این .y٢ = e − u داریم ولͬ باشد u < e که است صحیح زمانͬ y٢ − x٢ = e − u تساوی

باشد. x٢ = ٠ که است صحیح صورتͬ
رأس کنید فرض و داریم (۵ . ٢) و (٢ . ٣) فرم به کدواژه دو کنید فرض قبل قضیه به باتوجه

باشد: زیر فرم به w

w = (ℓ− t− e− ١, x١ + u,max{x٢, y٢}+ ١) (٢ . ١٠)
را حالت دو است، w ∈ ∆٢

ℓ دهیم نشان اینکه برای .y٢ = e − u باشیم داشته بطوری که
ͬ گیریم: م درنظر

max{x٢, y٢} = x٢ و y٢ = e − u = ٠ داشت خواهیم (۶ . ٢) از آنگاه باشد، x٢ > ٠ اگر .١
ͬ باشد. م ∑

iwi = ℓ که
.∑iwi = ℓ داریم همچنین .max{x٢, y٢} = y٢ و x١ = t آنگاه باشد، x٢ = ٠ اگر .٢

است. برقرار d(x,w) = d(y, w) = e+ ١ تساوی علاوه براین
درنتیجه: و y٢ = e− u داریم آنگاه باشد، x٢ > ٠ اگر گفت ͬ توان م درنتیجه

y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + ٢e+ ١, ٠),
و

w = (ℓ− t− e− ١, x١ + e, x٢ + ١),
آنگاه: باشد، x٢ = ٠ اگر

y = (ℓ− t− ٢e− ١, t+ ٢e+ ١ + u, e− u),

و
w = (ℓ− t− e− ١, t+ u, y٢ + ١).



٢۵ سه تایی الفبای
بطوری که باشند، x, y, w ∈ ∆٢

ℓ کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ لم
d(x,w) = d(y, w) = e+ ١,

d(x,w + fm,ℓ) = d(x,w + fk,ℓ) = d(x,w + fk,m) = e.

جهت سه امتداد در همسایه ها امˁا ͬ باشد. م y و x کدگشایی ناحیه ی از خارج w درحقیقت
B(z, e) ∩ B(x, e) = باشیم داشته و باشد w ∈ B(z, e) بطوری که z رأس آنگاه نیستند. متوالͬ

.z = w + efℓ,k یعنͬ دارد، وجود fℓ,k = −fk,ℓ جهت روی B(y, e) ∩ B(z, e) = ∅

اگر بنابراین باشد، شده داده (۶ . ٢) و (٢ . ٣) از ترتیب به x, y ∈ ∆٢
ℓ کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ لم

باشند. e‐کامل کد ͬ توانند نم y و x آنگاه ،٠ < x١ < e ͬ که درحال t = e یا t < e

نتیجه: در است، u = e قبل نکات به با توجه آنگاه باشد. x٢ > ٠ کنید فرض ابتدا برهان.
y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + ٢e+ ١, ٠),

ͬ باشد: م زیر به فرم w (٢ . ١٠) طبق و
w = (ℓ− t− e− ١, x١ + e, x٢ + ١),

داریم: بنابراین
w + f١,٢ = (ℓ− t− e, x١ + e− ١, x٢ + ١),

و
w + f٢,١ = (ℓ− t− e− ٢, x١ + e+ ١, x٢ + ١),

و است برقرار d(x,w) = d(y, w) = e + ١ که ͬ رسیم م نتیجه این به متر تعریف از استفاده با
این دانستن نیازمند دوم رابطه برقراری .d(x,w + f١,٢) = d(y, w + f٢,١) = e داریم همچنین
این به ٢ . ٢ . ١ لم از استفاده با باشد. x١ > ٠ ͬ که حال در ͬ باشد م t = e یا است t < e که است
y و x کدگشایی ناحیه از جدا و w شامل کدگشایی اش ناحیه که z کدواژه که ͬ رسیم م نتیجه

ندارد. وجود باشد،
آنگاه: ،u > ٠ اگر باشد. x٢ = ٠ کنید فرض حال

x = (ℓ− x١, x١, ٠),
y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + e+ u+ ١, e− u),

w = (ℓ− x١ − e− ١, x١ + u, e− u+ ١),
w + f١,٢ = (ℓ− x١ − e, x١ + u− ١, e− u+ ١),

: داشت خواهیم را زیر روابط درنتیجه
d(x,w) = d(y, w) = e+ ١ , d(x,w + f١,٢) = d(y, w + f٢,١) = e
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ͬ آید. م به دست نتیجه ٢ . ٢ . ١ لم از استفاده با و

: آنگاه ،u = ٠ و x٢ = ٠ باشیم داشته اگر نهایت در
y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + e+ ١, e),
w = (ℓ− x١ − e− ١, x١, e+ ١),
w + f١,٣ = (ℓ− x١ − e, x١, e),
w + f٢,٣ = (ℓ− x١ − e− ١, x١ + ١, e),
w + f٢,١ = (ℓ− x١ − e− ٢, x١, e+ ١),

داشت: خواهیم بنابراین
d(x,w) = d(y, w) = e+ ١,

d(x,w + f١,٣) = e , d(y, w + f٢,٣) = d(y, w + f٢,١) = e.

دهد پوشش را w بتواند اینکه برای z کدواژه که ͬ رسیم م نتیجه این به ٢ . ٢ . ٣ لم از استفاده با
: باشد زیر فرم به باید

z = w + ef٢,٣ = (ℓ− x١ − e− ١, x١ − e,٢e+ ١),
z درآیه دومین صورت این در است x١ < e که بودیم کرده فرض زیرا است غیرمم΄ن این اما

ͬ شود. م ثابت ح΄م درنتیجه ͬ رسیم، م تناقض به و شد خواهد منفͬ

w

v

y

x

t٨
r٨

s٨

لم٢ . ٢ . ۴ تصویر :۶ . ٢ ش΄ل



٢٧ سه تایی الفبای

ندارد. وجود باشد، ℓ ̸= ٣e+ ١ ͬ که وقت ∆٢
ℓ در e‐کاملͬ کد هیچ .٢ . ٢ . ٢ قضیه

را ͬ تر کل حالت اینجا در شده است. داده نمایش ٢ . ٧ ش΄ل در قضیه از خاصͬ حالت برهان.
ی (ℓ − e, ٠, e) رأس که کنیم فرض ͬ توانیم م قبلͬ استدلال های به توجه با ͬ کنیم. م اثبات
نتیجه ٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با ب·یرید. نظر در را v = (ℓ−e−١, e+١, ٠) رأس حال است. کدواژه
ب·یریم. درنظر کدواژه را y = (ℓ− ٢e− ١,٢e+ ١, ٠) باید ،v شدن پوشیده جهت به ͬ گیریم م
را w = (ℓ − ٢e − ١, e, e + ١) حال باشیم. داشته کامل کد تا باشد ℓ ≥ ٢e + ١ باید همچنین
وجود z مانند سومͬ کدواژه باید بنابراین .d(x,w) = d(y, w) = e + ١ داریم ب·یرید. نظر در

داریم: که کنید توجه همچنین دهد. پوشش را w که باشد داشته
d(y, w + f٢,٣) = d(x,w + f١,٢) = d(x,w + f١,٣) = e,

دارد. وجود w + ef٣,١ فرم به z مانند کدواژه ای که ͬ گیریم م نتیجه ٢ . ٢ . ٣ لم به باتوجه پس
ℓ ≥ ٣e + ١ باید کامل کد داشتن برای بنابراین ،z = (ℓ − ٣e − ١, e,٢e + ١) یعنͬ درحقیقت
حال باشد. ℓ > ٣e + ١ کنید فرض لذا است، شده بررسͬ ℓ = ٣e + ١ حالت قبل از باشد.
و d(z, u) = d(y, u) = e + ١ داریم ب·یرید. نظر در را u = (ℓ − ٣e − ٢,٢e + ١, e + ١) رأس
داریم. نیاز q مانند کدواژه چهارمین به u شدن پوشیده اینکه برای بنابراین .d(x, u) = ٢e+ ٢
نتیجه ٢ . ٢ . ٣ لم طبق ،d(z, u+ f١,٢) = d(z, u+ f٣,٢) = d(y, u+ f١,٣) = e داریم آنجایی که از
کامل کد تا باشد ℓ ≥ ۴e+ ١ باید درنتیجه است. q = (ℓ− ۴e− ٢,٣e+ ١, e+ ١) که ͬ گیریم م
کدواژه های فاصله ی ب·یرید. درنظر را p = (ℓ−٣e−٢,٣e+٢, ٠) رأس درنهایت باشیم. داشته
ولͬ داریم. نیاز آن پوشش برای دی·ری کدواژه ی به نتیجه در و است e از بیشتر q و z ، y ، x

داریم: اینکه به توجه با
d(q, p) = d(y, p) = e+ ١

و
d(q, p+ f٣,١) = d(q, p+ f٣,٢) = d(y, p+ f١,٢) = e

غیرمم΄ن که باشیم داشته p + ef٢,٣ = (l − ٣e − ٢,۴e + ٢,−e) بصورت باید را کدواژه این
دارد. منفͬ درآیه چون است
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٢ . ٢ . ٢ قضیه تصویر :٢ . ٧ ش΄ل

بالاتر ابعاد با گسسته سادک های در کامل کدهای ٢ . ٣
x ∈ ∆n

ℓ هر برای گفت ͬ توان م قبلͬ بعد دو مانند ͬ کنیم. م بررسͬ را بالاتر مراتب بخش این در
از استفاده با اینکار یافت. ͬ توان م را y به x از مسیر ی که دارد وجود y ∈ ∆n

ℓ مانند رأسͬ
به ͬ گیرد. م قرار −١ جای·اه j‐امین در و ١ جای·اه i‐امین در قبل مشابه که fi,j بردارهای

: مثال عنوان
f١,٢ = (١−,١, ٠, . . . , ٠).

: نوشت ͬ توان م y ∈ ∆n
ℓ هر برای یعنͬ

y = x+
∑
i,j

αi,jfi,j , (٢ . ١١)

وجود ها ویژگͬ این با y آنگاه d(x, y) = δ اگر است. برقرار αi,j ≥ ٠ صحیح مقدار هر برای که
است. ∑i,j αi,j = δ بطوری که دارد

کنید فرض شده است. داده تعمیم بالاتر ابعاد به که است ٢ . ٢ . ١ لم همان ما بعدی ادعای
این دارد. قرار دو آن کدگشایی فضای از خارج w رأس که است اختیار در y و x کدواژه دو
آنگاه باشد، شده محدود f١,٢ مانند جهتͬ از B(y, e) و B(x, e) توسط w اگر که ͬ کند م ادعا لم
زیر فرم به باید z یعنͬ دارد. قرار f١,٢ متعامد زیرفضای در ͬ دهد م پوشش را w که z کدواژه



٢٩ بالاتر ابعاد با گسسته سادک های در کامل کدهای
باشد:

z = w + (٠, ٠, s٢, . . . , sn), (٢ . ١٢)
ͬ باشد. م ∑

i |si| = ٢e و ∑
i si = ٠ ͬ که درحال

بطوری که باشد، x, y, w ∈ ∆n
ℓ کنید فرض .٢ . ٣ . ١ لم

d(x,w) = d(y, w) = e+ ١
d(x,w + f١,٢) = e

d(y, w + f٢,١) = e

و B(x, e) ∩ B(z, e) = ∅ روابط و باشد w ∈ B(z, e) بطوری که z رأس آنگاه باشد. برقرار
باشد: زیر فرم به باید باشد، برقرار B(y, e) ∩ B(z, e) = ∅

z = w +
∑

i,j /∈{١,٢}
αi,jfi,j , (٢ . ١٣)

ͬ باشد. م ∑
i,j /∈{١,٢} αi,j = e و αi,j ≥ ٠ بطوری که

B(z, e) گوی آنگاه باشد بیشتر فاصله اگر چون دارد، قرار w از e فاصله ی در z رأس برهان.
بنابراین ͬ کنند. م پیدا تداخل B(x, e) و B(y, e) آنگاه باشد کمتر فاصله اگر و ͬ شود نم w شامل

گفت: ͬ توان م
z = w +

∑
i,j

αi,jfi,j , (١۴ . ٢)

باشد αi,j = ٠ باید حالتͬ چنین در دهیم نشان باید .∑i,j αi,j = e و αi,j ≥ ٠ داریم ͬ که درحال
باشیم داشته مثال برای و نباشد درست کنید فرض است. j ∈ {١,٢} یا i ∈ {١,٢} ͬ  که درصورت

: بنویسیم ͬ توانیم م f١,٣ = f١,٢ + f٢,٣ ͬ دانیم م آنجایی که از .α١,٣ > ٠
z = w + f١,٢ + f٢,٣ + (α١,٣ − ١)(f١,٣) +

∑
(i,j)̸=(١,٣)

αi,jfi,j

= w + f١,٢ +
∑
i,j

βi,jfi,j , (١۵ . ٢)

داشتیم فرض در امˁا ،d(z, w + f١,٢) = e یعنͬ که باشد ∑
i,j βi,j = e و βi,j ≥ ٠ جایی که

است. تناقض که ͬ باشد م B(x, e) ∩ B(z, e) = ∅ که معنͬ این به ،d(x,w + f١,٢) = e

لم مفهوم به باتوجه ندارد، وجود ∆٢
ℓ بعدی دو سادک در متعامد جهت های .٢ . ٣ . ١ ملاحظه

وجود خصوصیات این با ای z هیچ آنگاه باشد، گرفته قرار B(y, e) و B(x, e) بین w اگر قبلͬ
این .B(z, e) ∩ B(y, e) = ∅ و B(z, e) ∩ B(x, e) = ∅ باشیم داشته و باشد w ∈ B(z, e) که ندارد

است. ٢ . ٢ . ١ لم ح΄م همان دقیقاً



گسسته سادک های در کامل کدهای ٣٠
داشتیم، قبلͬ بخش دو در که همانطور ͬ کنیم. م اثبات را کامل کدهای وجود عدم ادامه در
باید شود پوشیده رأس این اینکه برای ͬ کنیم. م شروع (ℓ, ٠, . . . , ٠) رأس گرفتن درنظر با

: باشد داشته وجود زیر فرم به کدواژه ای
x = (ℓ− t, x١, . . . , xn), (١۶ . ٢)

x١ > ٠ ͬ کنیم م فرض مسأله کلیˁت دادن دست از بدون است. x١+ · · ·+xn = t ≤ e ͬ که درحال
: ب·یرید درنظر را زیر رأس حال .t > ٠ باشیم داشته همچنین باشد،
v = (ℓ− x١ − e− ١, x١ + e+ ١, ٠, . . . , ٠), (٢ . ١٧)

پوشیده اینکه برای ͬ شود، نم پوشیده B(x, e) توسط v رأس بنابراین .d(x, v) = e + ١ داریم
باشد. d(x, y) = ٢e+ ١ و d(v, y) = e که است نیاز y مانند دی·ری کدواژه به شود

است: زیر فرم به ͬ کند م صدق d(x, y) = ٢e+ ١ و d(v, y) = e روابط در که y رأس .٢ . ٣ . ٢ لم
y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + e+ ١ + u, y٢, . . . , yn), (٢ . ١٨)

اگر: که ویژگͬ این با و است y٢ + · · ·+ yn = e− u و ٠ ≤ u ≤ e که
xi > ٠ ⇒ yi = ٠, i = ٢, . . . , n (٢ . ١٩)

اگر است s ∈ Z بطوری که باشد y = (ℓ − x١ − ٢e − ١ + s, y١, . . . , yn) کنید فرض برهان.
تناقض در لم فرض های از ی΄ͬ با که ͬ باشد م d(v, y) ≥ v٠ − y٠ = e − s > e آنگاه ،s < ٠
باشد، x٠ > y٠ کنید فرض است. غیرمم΄ن همیشه s > ٠ حالت ͬ شود م داده نشان است.
، s ≤ x١ کنید فرض شد. خواهد پوشیده y و x توسط (ℓ, ٠, . . . , ٠) رأس غیراینصورت در
ͬ شود، م t برابر ͬ مانده باق های xi مجموع و x٠ − y٠ ≤ ٢e− t داشت خواهیم درغیراینصورت

: یعنͬ
d(x, y) =

∑
xi>yi

(xi − yi) = x٠ − y٠ +
∑

i>٠,xi>yi

(xi − yi)

≤ x٠ − y٠ +
∑
i>٠

xi ≤ ٢e, (٢ . ٢٠)

d(v, y) = e آوردن به دست برای است ∀i ≥, yi ≥ vi = ٠٢ و v٠ − y٠ = e − s < e آنجایی که از
: بنابراین v١ − y١ = x١ + e+ ١ − y١ = s باشیم داشته باید

y١ = x١ − s+ e+ ١ ≥ e+ ١ > x١, (٢ . ٢١)
همچنین و y٠ < x٠ داریم آنجایی که از است. آمده به دست s ≤ x١ فرض از تساوی اولین که

باشیم: داشته باید d(x, y) = e+ ١ داشتن منظور به ،y١ − x١ = e+ ١ − s∑
i ≥ ٢, yi > xi(yi − xi) = e+ s.



٣١ بالاتر ابعاد با گسسته سادک های در کامل کدهای
زیرا: است، غیرمم΄ن امˁا

∑
i≥٢,yi>xi

(yi − xi) ≤
∑
i≥٢

yi = ℓ− y٠ − y١ = e < e+ s (٢ . ٢٢)

حالت این در باشد. صفر باید s که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین کردیم. استفاده (٢ . ٢١) از که
این .y١ ≥ v١ = x١ + e + ١ باشیم داشته باید نیز و d(v, y) = e همچنین و v٠ − y٠ = e داریم
که کنید توجه ادعا آخر قسمت اثبات برای است. (٢ . ١٨) فرم به دقیقاً y که ͬ دهد م نشان

که: است این بیانگر d(x, y) = ٢e+ ١ و y١ − x١ = e+ ١ + u و y٠ < x٠∑
i≥٢,yi>xi

(yi − xi) = e− u,

زمان هر شود xi = ٠ که باشد درست ͬ تواند م صورتͬ در فقط این ،∑i≥٢ yi = e− u داریم امˁا
. yi > ٠ باشیم داشته i ≥ ٢ برای که

: ب·یرید درنظر را زیر رأس داریم. (٢ . ١٨) و (١۶ . ٢) فرم به کدواژه دو کنید فرض بنابراین
w = (ℓ− t− e− ١, x١ + u,max{x٢, y٢}+ ١,max{x٣, y٣}, . . . ,max{xn, yn}). (٢ . ٢٣)

به بنابراین d(x,w) = d(y, w) = e+١ که دارد وجود w ∈ ∆n
ℓ که ͬ یابیم درم (٢ . ١٩) از استفاده با

فرض چون ندارد وجود کدواژه این امˁا داریم، نیاز دهد، پوشش را w بتواند که کدواژه سومین
٢ . ٣ . ١ لم به توجه با .d(y, w + f٢,١) = e و d(x,w + f١,٢) = e داریم آنگاه باشد، u > ٠ کنید
بطوری که باشد z = w + (٠, ٠, s٢, . . . , sn) فرم به باید دهد پوشش را w که z کدواژه ͬ دانیم م
d(z, w) = e که است این نیازمند تساوی دومین برقراری است. ∑i |si| = ٢e و ∑

i si = ٠
داریم: بنابراین باشد.

z = (ℓ− t− e− ١, x١ + u,max{x٢, y٢}+ ١ + s٢,max{x٣, y٣}+ s٣, . . .
,max{xn, yn}+ sn). (٢۴ . ٢)

داشته باشیم: باید d(x, z) = ٢e+١ برقراری به منظور است. x١ < z١ و x٠−z٠ = e+١ همچنین
∑

i≥٢,xi>zi

(xi − zi) = e, (٢۵ . ٢)

که: ͬ گیریم م نتیجه yi − zi = e+ ١ و z٠ > y٠ از مشابه بطور
∑

i≥٢,yi>zi

(yi − zi) = e, (٢۶ . ٢)

همزمان بطور ها yi و ها xi (٢ . ١٩) طبق زیرا باشند برقرار ͬ توانند نم باهم (٢۶ . ٢) و (٢۵ . ٢) امˁا
si هیچ باشد d(y, z) = ٢e + ١ اگر حتّͬ است ∑si<٠ |si| = e چون یعنͬ ͬ شوند. نم مثبت



گسسته سادک های در کامل کدهای ٣٢
کدواژه ای ندارد ام΄ان که ͬ گیریم م نتیجه لذا باشد. برقرار (٢۵ . ٢) که ندارد وجود ͬ ای منف

باشد. y xو کدواژه های از جدا کدگشایی ناحیه و کنیم پیدا w پوشش تحت z مانند
داریم: حالت این در ͬ گیریم. م درنظر را u = ٠ حالت

y = (ℓ− x١ − ٢e− ١, x١ + e+ ١, y٢, . . . , yn) (٢ . ٢٧)
نظر در را زیر رأس ،y٢ > ٠ کنیم فرض ͬ توانیم م نتیجه در و y٢ + · · ·+ yn = e که کنید توجه

ب·یرید:
w′ =(ℓ− t− e− ١, x١ + ١, y٢ − ١,max{x٣, y٣}+ ١,

max{x۴, y۴}, . . . ,max{xn, yn}). (٢ . ٢٨)
.d(x,w′+f١,٢) = d(y, w′+f٢,١) = e و d(x,w′) = d(y, w′) = e+١ داشت خواهیم صورت این در
بطوری که ͬ باشد م z′ = w′ + (٠, ٠, r٢, . . . , rn) بصورت w′ پوشش تحت z′ کدواژه ی بنابراین،
همزمان بطور ͬ توان نم که ͬ گیریم م نتیجه بالا استدلال طبق است. ∑i |ri| = e و ∑

i ri = ٠
w′ پوشش تحت که z کدواژه ی نتیجه در و باشد برقرار d(y, z′) = ٢e+ ١ و d(x, z′) = ٢e+ ١

ندارد. وجود باشد، y و x کدگشایی ناحیه ی از جدا و



٣ فصل
کانال های در چندمجموعه ای کدهای

جای·شتͬ
ͬ کنیم م بررسͬ را هستند، اندازه‐ثابت که کامل چندمجموعه ای  کدهای وجود فصل این در
فضای است. آمده بدست سه تایی و دودویی حالت در کدهایی چنین کامل ͬ های ویژگ .[٢٧]
هم ارز که است d متر دارای ℓ اندازه با A روی چندمجموعه ای  های همه مجموعه ما نظر تحت

ͬ باشد. م d متر تحت ∆q−١
ℓ فضای با

دودویی الفبای ٣ . ١
و بوده ∆١

ℓ آن رئوس مجموعه که داد نمایش گراف ی صورت به ͬ توان م را (∆١
ℓ , d) فضای

ͬ کنند. م متصل را هم از ی فاصله به رئوس آن یال های

١‐کامل چندمجموعه ای کد :٣ . ١ ش΄ل

٣٣



جای·شتͬ کانال های در چندمجموعه ای کدهای ٣۴
وجود ℓ ≥ ٢e + ١ هر برای M(٢, ℓ) در غیربدیهͬ e‐کامل چندمجموعه ای  کد .٣ . ١ . ١ قضیه

دارد. کدواژه ⌈ ℓ+١٢e+١⌉ کدی، چنین دارد.
کد از کدواژه دو هر که ͬ دانیم م همچنین است. ℓ برابر (∆١

ℓ , d) قطر که کنید توجه برهان.
غیربدیهͬ کامل کد صورتͬ در گیرد. قرار ٢e + ١ مساوی یا بزرگتر فاصله در باید e‐کامل

و k ≥ ١ هر برای ℓ = (٢e + ١)k + j کنید فرض بنابراین باشد. ℓ ≥ ٢e + ١ که دارد وجود
داریم: آنگاه .٠ ≤ j < ٢e+ ١

C١ =

{
(ℓ− ⌊ j٢⌋ − (٢e+ ١)i, ⌊ j٢⌋+ (٢e+ ١)i); i = ٠, . . . , k

}
. (٣ . ١)

اندازه به جابجایی برای (٢e+١)i وجود و رأس ی اندازه به جابجایی برای ⌊ j٢⌋ مجموعه وجود
ͬ باشد. م کدواژه |C١| = k+١ = ⌈ ℓ+١٢e+١⌉ دارای ،∆١

ℓ در موردنظر کامل کد ͬ باشد. م کدواژه ی
دارند وجود کدواژه ها مرکز به e شعاع با گوی هایی که دهیم نشان باید اخیر رابطه درستͬ برای
در زیر فرم به کدواژه دو هر که کنید توجه ͬ دهند. م پوشش را ∆١

ℓ کل فضای و بوده مجزا که
: دارند قرار هم از d(x, y) = ٢e+ ١ فاصله

x =

(
ℓ− ⌊ j٢⌋ − (٢e+ ١)i, ⌊ j٢⌋+ (٢e+ ١)i

)
,

y =

(
ℓ− ⌊ j٢⌋ − (٢e+ ١)(i+ ١), ⌊ j٢⌋+ (٢e+ ١)(i+ ١)

)
,

رأس های همه یعنͬ دارند، قرار مجزا بصورت آنها اطراف در e شعاع به گو ی هایی که معنا این به
پوشیده ∆١

ℓ = {(ℓ− t, t); t = ٠, . . . , e} کل اینکه بررسͬ برای اند. شده پوشیده کدواژه ها بین
اتفاق مهم این ͽدرواق که شده اند، پوشیده پایانͬ رئوس دهیم نشان است کافͬ شده است،
پوشیده (ℓ, ٠) پس دارد، قرار (ℓ − ⌊ j٢⌋, ⌊ j٢⌋) کدواژه از ⌊ j٢⌋ ≤ e فاصله در (ℓ, ٠) زیرا ͬ افتد، م
i = k (حالت دارد قرار (⌈ j٢⌉, ℓ− ⌈ j٢⌉) کدواژه از ⌈ j٢⌉ ≤ e فاصله در (٠, ℓ) همچنین شده است.
در غیربدیهͬ e‐کامل چندمجموعه ای کد و شده اند پوشیده رئوس کل درنتیجه .((٣ . ١) در

دارد. وجود ℓ ≥ ٢e+ ١ هر برای M(٢, ℓ)

سه تایی الفبای ٣ . ٢
ℓ = ٣e + ١ اگر دهیم. نمایش گراف ش΄ل به را ∆٢

ℓ سادک ͬ توانیم م دودویی حالت همانند
صورت به کد دو دقیقاً حالت این در ͽدرواق دارد. وجود کامل کد که دید ͬ توان م به راحتͬ آنگاه

دارد: وجود زیر
C′٢ = {(ℓ− e, e, ٠), (٠, ℓ− e, e), (e, ٠, ℓ− e)}

C′′٢ = {(ℓ− e, ٠, e), (e, ℓ− e, ٠), (٠, e, ℓ− e)} (٣ . ٢)



٣۵ سه تایی الفبای
در (٣ . ٢) فرم به کامل کد دو فقط که ͬ کنیم م اثبات ادامه در .ℓ − e = ٢e + ١ که به گونه ای

داشت. نخواهد وجود کاملͬ کد هیچ آنگاه باشد، ℓ ̸= ٣e+ ١ اگر و دارد وجود حالت این

٢‐کامل چندمجموعه ای کد :٣ . ٢ ش΄ل

اگر تنها و اگر دارد وجود M(٣, ℓ) در غیربدیهͬ e‐کامل چندمجموعه ای کد .٣ . ٢ . ١ قضیه
از آن ها هردوی که دارد وجود M(٣,٣e+ ١) در کامل کد دو دقیقاً بنابراین باشد. ℓ = ٣e+ ١

ͬ باشند. م سه اندازه
ادعا ی اثبات شامل آن ها از کدام هر که کرده تقسیم قسمت سه به را قضیه اثبات برهان.

ͬ باشد. م
باشند. ∆٢

ℓ در کامل کد کدواژه های ͬ توانند نم (٠, ٠, ℓ) و (٠, ℓ, ٠) ،(ℓ, ٠, ٠) رئوس .١ ادعا
فاصله در y = (ℓ− e− ١, e+ ١, ٠) رأس باشد. کدواژه x = (ℓ, ٠, ٠) کنید فرض خلف به برهان.
z مانند دی·ری کدواژه هر از e مساوی یا کوچ΄تر فاصله در باید y رأس دارد. قرار x از e + ١
چون باشد، e دقیقاً باید z از فاصله این ͽدرواق شود. e + ١ برابر z کدواژه از x فاصله تا باشد

: داریم زیرا ͬ کنند، م پیدا تداخل z و x اطراف e شعاع به گوی های غیراینصورت در
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < ٢e+ ١.

دارند: قرار x از ٢e+ ١ فاصله و y از e فاصله به زیر رئوس فقط که دید ͬ توان م
(ℓ− (٢e+ ٢,(١e+ ١, ٠)
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(ℓ− (٢e+ ٢,(١e, ١)

...
(ℓ− (٢e+ ١), e+ ١, e)

i ∈ {٠, . . . , e} هر ازای به z = (ℓ − (٢e + ٢,(١e + ١ − i, i) که کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین
بود. خواهد کدواژه

داریم: صورت، این در ب·یرید. درنظر را w = (ℓ− (e+ ١), e− i, i+ ١) رأس ٣ . ٣ ش΄ل در
d(x,w) = e+ ١ = d(z, w)

w داریم، را کامل کد ساخت قصد چون ͬ شود. نم پوشیده B(z, e) و B(x, e) به وسیله w لذا و
زیر روابط بطوری که باشد داشته وجود v مانند سومͬ کدواژه باید بنابراین شود؛ پوشیده باید

باشد: برقرار
B(v, e) ∩ B(x, e) = ∅ , B(v, e) ∩ B(z, e) = ∅.

ͬ شود. م ثابت ح΄م درنتیجه ندارد. وجود کدواژه ای چنین ،٣ . ٣ ش΄ل به توجه با امˁا

w

y

z

x

t٨
r٨

s٨

١ ادعا اثبات :٣ . ٣ ش΄ل

یا کمتر فاصله با کدواژه ای ͬ بایست م پس شود، پوشیده باید (ℓ, ٠, ٠) رأس آنجایی که از
دارند قرار (ℓ, ٠, ٠) از e مساوی یا کمتر فاصله در که رئوسͬ باشد. داشته قرار آن از e مساوی

.i ∈ {٠, . . . , j} و j ∈ {٠, . . . , e} بطوری که ͬ باشند م (ℓ− j, i, j − i) فرم به



٣٧ سه تایی الفبای
باشند کامل کد کدواژه های ͬ توانند نم رأس ها این از ی هیچ که ͬ کنیم م اثبات ادامه در

.(ℓ− e, ٠, e) و (ℓ− e, e, ٠) از غیر به
در کامل کد کدواژه های ͬ توانند نم ٠ < i < j یا ٠ < j < e که (ℓ − j, i, j − i) رئوس .٢ ادعا

باشند. ∆٢
ℓ

ͬ شود. م اثبات قبلͬ ادعای مشابه ادعا این برهان.
j = e یا ٠ < j < e که باشد، شده انتخاب کدواژه عنوان به x = (ℓ− j, i, j − i) کنید فرض
z = (ℓ− i− ٢e− باید ب·یرید. درنظر را y = (ℓ− i− e− ١, i+ e+ ١, ٠) رأس .٠ < i < e امˁا
w = (ℓ− j−e−١, i+e, j− i+١) حال شود. پوشیده y تا دهیم قرار کدواژه را ١, i+٢e+١, ٠)
B(z, e) و B(x, e) از مجزا که دی·ری گوی هر توسط که ͬ گیریم م نتیجه و ب·یرید نظر در را

شود. پوشیده ͬ تواند نم است،

w

y

z

x

t٨
r٨

s٨

٢ ادعا اثبات :۴ . ٣ ش΄ل

اگر باشند کدواژه ͬ توانند م (ℓ− e, ٠, e) یا و (ℓ− e, e, ٠) که ͬ دهند م نشان قبلͬ ادعای دو
نشان این است. برقرار مشابه بطور دی·ر رأس دو برای همچنین شود، پوشیده (ℓ, ٠, ٠) رأس

ͬ باشند. م ∆٢٣e+١ در کامل کدهای (٣ . ٢) در شده اشاره کدهای فقط که ͬ دهد م
ندارد. وجود ℓ ̸= ٣e+ ١ برای ∆٢

ℓ در کاملͬ کد هیچ .٣ ادعا
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درنظر را y = (ℓ − e − ١, e + ١, ٠) رأس باشد. کدواژه x = (ℓ − e, ٠, e) کنید فرض برهان.
باید شود پوشیده y که منظور این برای ͬ دانیم م داشتیم، ٢ ادعا اثبات در که همانطور ب·یرید.
ℓ ≥ ٢e+١ باشیم داشته باید بنابراین ب·یریم. درنظر کدواژه را z = (ℓ−٢e−١,٢e+١, ٠) رأس

: داریم ب·یرید. درنظر را w = (ℓ− ٢e− ١, e, e+ ١) حال باشد. غیربدیهͬ مدنظر، کد تا
d(x,w) = d(z, w) = e+ ١,

مشخص ۵ . ٣ ش΄ل در دهد. پوشش را w تا باشد داشته وجود باید کدواژه سومین بنابراین و
کد تا ℓ ≥ ٣e+١ باشیم داشته باید و است u = (ℓ−٣e−١, e,٢e+١) مم΄ن حالت تنها که است
t = (ℓ−٣e−٢,٢e+١, e+١) رأس و ℓ > ٣e+١ کنید فرض بنابراین باشد. داشته وجود کامل

داریم: ب·یرید. درنظر را
d(z, t) = d(u, t) = e+ ١.

حالت ی برای فقط که داریم نیاز کدواژه چهارمین به شود پوشیده t اینکه برای بنابراین
را r = (ℓ−٣e−٢,٣e+٢, ٠) رأس درنهایت .v = (ℓ−۴e−٢,٣e+١, e+١) یعنͬ است، مم΄ن
ادعا٣ اثبات درنتیجه، ͬ شود. نم پوشیده r که ͬ شود م دیده ش΄ل در راحتͬ به ب·یرید. درنظر

ͬ شود. م ثابت قضیه درنتیجه و ͬ شود م کامل

x

z

u

v

y

w t

r

٣ ادعا اثبات :۵ . ٣ ش΄ل
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ͬ شود. م اثبات ٣ . ٢ . ١ قضیه ٣ و ٢ و ١ ادعای به توجه با



جای·شتͬ کانال های در چندمجموعه ای کدهای ۴٠

جای·شتͬ کانال های در جای·زینͬ و کردن وارد حذف، ٣ . ٣
مانند خطاهایی و ͬ دهیم م شرح را جای·شتͬ کانال های از کلͬ خصوصیات بخش این در

.[٢٩] ͬ کنیم م بررسͬ کانال روی را کردن٣ وارد و جای·زین٢ͬ حذف١،

کانال مدل ٣ . ٣ . ١
جای·شت تصادفͬ بطور نمادهایش که داریم انتقالͬ دنباله های روی ارتباطͬ کانالͬ کنید فرض

ͬ شود: م داده نمایش زیر ش΄ل به و اند شده داده
s١s٢ . . . sn ⇝ sπ(١)sπ(٢) . . . sπ(n) (٣ . ٣)

به طور π و هستند A = {a١, . . . , aq} ورودی الفبای از نمادهایی (١ ≤ i ≤ n) ، si جایی که
بنابراین است. شده انتخاب {١, . . . , n}مجموعه روی جای·شت های تمام مجموعه از تصادفͬ
حذف کردن، وارد یعنͬ ͬ کند؛ م پیاده را انتقالͬ دنباله روی اختلال انواع کانال این کنید فرض
دارد وجود A از نمادی دریافتͬ دنباله در یعنͬ کردن وارد نمادها. شدن پاک و وجای·زینͬ
نشد. ظاهر دریافتͬ دنباله در شده بود، منتقل که نمادی یعنͬ حذف نشده بود. منتقل که
جابجایی شدن، پاک است. شده تعویض دی·ری نماد با شده منتقل که نمادی یعنͬ جای·زینͬ

.? /∈ A که است ”?” نماد با شده منتقل نماد

جای·شتͬ کانال های در خطا تصحیح ٣ . ٣ . ٢
ͬ کنیم. م تمرکز هستند، تصادفͬ جای·شت های کانال، در اختلال ها که حالتͬ روی ابتدا

ͬ شوند. م توصیف کانال الفبای روی چندمجموعه ای به عنوان حالت این در کدواژه ها
معنا این به .Xs = (xs١, . . . , xsq) ∈ Zq ͬ کنیم م تعریف S = (s١, . . . , sn) ∈ An دنباله برای
همچنین و xsi ≥ ٠ داریم واض بطور ͬ باشد. م S در ai ∈ A نماد پیشامدهای تعداد xsi که
ی΄دی·ر از جای·شت هایی S, S̃ ∈ An دنباله دو که باشید داشته توجه است. ∑q

i=١ xsi = n

باشد. xs̃ = xs اگر تنها و اگر یعنͬ باشند، داشته مشابهͬ ترکیب اگر فقط و اگر هستند
تنها آنگاه شود، بازیابی جای·شتͬ کانال خروجͬ در اطمینان با شده منتقل دنباله اگر بنابراین

باشد. معتبر کدواژه ͬ تواند م خاص نمادی ترکیب با دنباله ی
منحصربه فرد بطور ترکیبشان وسیله به کانال این برای کدواژه ها ͬ گیریم؛ م نتیجه ترتیب این به
شوند توصیف x = (x١, . . . , xq) ∈ Zq

+ صحیح بردارهای عنوان به ͬ توانند م و ͬ شوند م تعیین
S = {s١, . . . , sn} چندمجموعه ای های ͬ توانیم م را کدواژه ها است. Z+ = {٠, ١,٢, . . . } که

١Deletion
٢Substitution
٣Insertion



۴١ جای·شتͬ کانال های در جای·زینͬ و کردن وارد حذف،
فرم به بردارها به وسیله S در A عناصر چندگانه های ب·یریم. نظر در کانال الفبای روی
.∑q

i=١ xsi = n و xsi ≥ ٠ باشیم داشته بطوری که شده اند، مشخص xs = (xs١, . . . , xsq) ∈ Zq

بردارها این ͽواق در شوند، توصیف صحیح بردارهای توسط کدواژه ها اگر که باشید داشته توجه
ی X = (x١, . . . , xq) ∈ Zq

+ اگر یعنͬ ͬ شوند، م ارسال جای·شتͬ کانال طریق از که نیستند
نماد از نسخه ای x٢ ،a١ نماد نسخه ای از x١ است انتقال حال در که چیزی آنگاه باشد، کدواژه
این چون کرد، بیان X کدواژه طول عنوان به ͬ توان م را ∑q

i=١ xi بنابراین ͬ باشند. م ... و a٢
ͬ دهیم: م ادامه زیر فضای با ادامه در شده است. منتقل که است نمادها تعداد

∆q−١
n = {X ∈ Zq

+ :

q∑
i=١

xi = n}. (۴ . ٣)

ͬ باشد. م |∆q−١
n | =

n+ q − ١
q − ١

 اندازه و q−١ بعد با و nطول از گسسته سادک ∆q−١
n مجموعه

∆q−١
n از زیرمجموعه ی q‐تایی، الفبای روی n طول از چندمجموعه ای کد .٣ . ٣ . ١ ملاحظه

این ͬ توان م داشته باشد. کدواژه دو حداقل کد، هر است لازم دارد. عضو دو حداقل که است
بطوری که: گرفت. نظر در Aq−١ مشب΄ه شده ی محدود حالت را فضا

Aq−١ = {X ∈ Zq :

q∑
i=١

xi = ٠}. (۵ . ٣)

کانال مدل در جای·زینͬ و حذف کردن، وارد یعنͬ خطا انواع ͬ کنیم م فرض پس این از
کنیم: تعریف زیر به صورت را نظر مورد کانال ͬ توانیم م است. موجود

کانال، ͬ های خروج و ͬ باشند م A روی n اندازه با چندمجموعه ای های کانال، ورودی های
شده منتقل چندمجموعه ای روی کانال و هستند A روی دلخواه اندازه با چندمجموعه ای های
یا باشد شده اضافه یا باشد شده حذف نمادهایش از تعدادی دارد ام΄ان که ͬ کند م عمل

باشد(جای·زینͬ). شده تعویض A از دی·ری عنصر با آن جای عنصری
در و ١ عدد جای·اهش i‐امین در به طوری که باشد واحد بردار ی ei ∈ Zq کنید فرض
وارد به وسیله S̃ شده ی دریافت چندمجموعه ای اگر داشته باشد. قرار صفر عدد جای·اه ها بقیه
ai حذف مشابه بطور .X s̃ = Xs + ei داریم آنگاه باشد، شده تولید S به ai نماد ی کردن
است. X s̃ = Xs − ei + ej یعنͬ که aj به وسیله ai جای·زینͬ و X s̃ = Xs − ei معنͬ به S از
هر اگر کند تصحیح را جای·زینͬ hsub و حذف hdel و کردن وارد hins ͬ تواند م کد ی گوییم
کوچ΄تر حذف، hdel مساوی یا کوچ΄تر تعداد از دلخواه ال·وی ی با ی΄تا به طور بتواند کدواژه

شود. بازیابی جای·زینͬ hsub مساوی یا کوچ΄تر و کردن وارد hins مساوی یا
صحیح hsub و hdel ،hins و باشد چندمجموعه ای کد ی C ⊆ ∆q−١

n کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
hdel کردن، وارد hins بتواند C اگر اینصورت در .h = hins+hdel +٢hsub داریم و نامنفͬ باشند

کند. صحیح را حذف h ͬ تواند م C آنگاه کند، صحیح را جای·زینͬ hsub و حذف
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کردن وارد و حذف از ترکیبی عنوان به ͬ تواند م جای·زینͬ هر آنجایی که از کنید توجه برهان.

است: زیر عبارت هم ارز اول قسمت صورت این در برعکس، و شود گرفته نظر در
کند. تصحیح را حذف hdel + hsub و کردن وارد hins + hsub ͬ تواند م C

x متفاوت کدواژه دو که معنا این به نباشد. برقرار ح΄م کنید فرض که ͬ کنیم م q∑اثبات
i=١ fi = و fi, gi ≥ ٠ که g و f بردار هر برای x − f = y − g بطوری که دارد وجود y و

ͬ کنیم م تعریف ͬ باشند. م y و x از حذف h نشان دهنده g و f دارند. وجود ∑q
i=١ gi = h

هستند دلخواه بردارهای gins و gdel و f ins و fdel که .g = gdel + gins و f = fdel + f ins

داریم: همچنین و fdel, f ins, gdel, gins ≥ ٠ بطوری که
q∑

i=١
fdeli =

q∑
i=١

gdeli = hsub + hdel,

q∑
i=١

f insi =

q∑
i=١

ginsi = hins + hsub.

hdel+hsub و کردن وارد hins+hsub ͬ تواند نم C یعنͬ که x− fdel+ gins = y− gdel+ f ins آنگاه
باشد. درست ͬ تواند نم فرض درنتیجه کند. تصحیح را حذف

مطرح جای·شتͬ کانال های در خطا تصحیح بحث که زمانͬ ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٣ . ١ قضیه از
هستند. کانال در افزایش خطای از نوعͬ فقط حذفیات که کنیم فرض باید است،

است: ℓ١ فاصله باشد، مناسب ما هدف برای ∆q−١
n روی که متری

d(x, y) =
١
٢

q∑
i=١

|xi − yi|.

داد. نمایش رأس |∆q−١
n | =

n+ q − ١
q − ١

 با گرافͬ عنوان به (∆q−١
n , d) متری فضای ͬ توان م

مسیر کوتاهترین یعنͬ است، y و x مانند رأس هایی بین گراف فاصله همان دقیقاً d(x, y) فاصله
ͬ دهیم. م نمایش δ(C) به وسیله را d(., .) رابطه با C ⊆ ∆q−١

n کد فاصله مینیمم آنها. بین
اگر تنها و اگر ͬ کند م تصحیح را حذف h تعداد ،C ⊆ ∆q−١

n چندمجموعه ای کد .٣ . ٣ . ٢ قضیه
.δ(C) > h یعنͬ باشد، h آن فاصله مینیمم

∑q
i=١ fi = به طوری که f = y−x آنگاه باشند، δ(C) فاصله با کدواژه دو y و x کنید فرض برهان.

مثبت قسمت f− = max(−f, ٠) و f+ = max(f, ٠) کنید فرض است. ∑q
i=١ |fi| = ٢δ(C) و ٠

آنگاه: .f = f+ − f− بنابراین هستند. f منفͬ و
y − f+ = x− f−



۴٣ جای·شتͬ کانال های در جای·زینͬ و کردن وارد حذف،
و f+ هردو درنتیجه ∑q

i=١ f−i = δ(C) و f−i ≥ ٠ و ∑q
i=٠ f+i = δ(C) و f+i ≥ ٠ آنجایی که از

شود. گرفته نظر در x و y از حذف δ(C) از خطا رئوس توصیف ال·وهای عنوان به ͬ توانند م f−
ͬ دهد م نشان استدلال این عکس کند. تصحیح را حذف δ(C) ͬ تواند نم C که معناست این به
در کلمه دو غیراینصورت در زیرا تصحیح کند. ͬ تواند م را حذف δ(C) از کمتر همیشه C که

است. تناقض که ͬ گیرند م قرار δ(C) از کمتر فاصله ی





۴ فصل
Zn مشب΄ه های در کامل کدهای بررسͬ

An و
های سیستم از بسیاری در خطا، تصحیح هندسͬ زمینه با مسأله ی مشب΄ه در بسته بندی
An مشب΄ه های در بسته بندی بررسͬ به فصل این در ͬ باشد. م سازی ذخیره و اطلاعات انتقال

ͬ پردازیم. م ℓ١ متر از استفاده با Zn و

Zn مشب΄ه در کامل کدهای ١ . ۴
است. شده داده نمایش S مجموعه آن در که داده ایم، نشان را Z٢ فضای زیر، ش΄ل در

دهیم. پوشش را کل فضای انتقال هایش مجموعه و S مجموعه از استفاده با ͬ خواهیم م

۴۵



An و Zn مشب΄ه های در کامل کدهای بررسͬ ۴۶

Z٢ روی S = {(٠, ٠), (±١, ٠), (١±,٠)} مجموعه :١ . ۴ ش΄ل
ͬ بینیم: م زیر ش΄ل در را S مجموعه انتقال های مجموعه حال

poly١۴

poly١٧
A١٠

poly٢٠

poly٢٢

poly٢۴

poly٢۶

poly٢٨

poly٣٢

L١٢
poly٣۶ B١٣

C١٣

S انتقال های مجموعه :٢ . ۴ ش΄ل

پیدا ͬ کند م فرش را Zn مشب΄ه تمام و هستند مجزا آن بردارهای که T مجموعه ͬ خواهیم م
یعنͬ: کنیم،

(X + S) ∩ (Y + S) = ∅ ∀X,Y ∈ T,X ̸= Y.



۴٧ Zn مشب΄ه در کامل کدهای
∪و

X∈T
(X + S) = Zn

است. مم΄ن پوشش متراکم ترین کردن، فرش ͽدرواق
فرش قابل (S,L) اگر است. خطͬ کد ی L آنگاه باشند، مشب΄ه ای پوشش ی (S,L) اگر
را Z٢ مشب΄ه شده ی فرش و بسته بندی حالت زیر ش΄ل در است. کامل کد T باشد، کردن

ͬ بینیم: م

poly١٣

poly١۴

poly١۵

poly١۶

poly١٧
A١٠

poly١٨

poly١٩

poly٢٠

poly٢١

poly٢٢

poly٢٣

poly٢۴

poly٢۵ poly٢۶

poly٢٧

poly٢٨

poly٢٩

poly٣٠

poly٣١

poly٣٢

L١٢

poly٣٣

poly٣۴

poly٣۵

poly٣۶ B١٣

C١٣

Z٢ در بسته بندی نوع ی :٣ . ۴ ش΄ل



An و Zn مشب΄ه های در کامل کدهای بررسͬ ۴٨

D٨

G٨

A٩
D٩

E٩

O٩
poly١۶ Q٩

R٩

S٩

poly١٧

U٩

V٩

A١٠

E١٠

poly٢٠

R١٠

T١٠
poly٢٣

U١٠

V١٠
A١١

C١١

poly٢۵

E١١

F١١

Q١١
T١١

poly٢٩

U١١

V١١

F١٢

Z٢ کردن فرش :۴ . ۴ ش΄ل
کرد رسم مشب΄ه این در گوی هایی ͬ توان م شعاعͬ هر با پیداست، ش΄ل ها از که همانطور

باشیم. داشته کامل کد تا



۴٩ An مشب΄ه در کامل کدهای

An مشب΄ه در کامل کدهای ٢ . ۴
را آن که باشد نمادها از متناهͬ مجموعه A کنید فرض ͬ پردازیم. م An مشب΄ه بررسͬ به حال
دنباله ای که است ارتباطͬ کانالͬ کانال، الفبای روی جای·شتͬ کانال ͬ نامیم. م کانال الفبای
آن از تصادفͬ جای·شت ی ورودی هر ازای به و ͬ گیرد م ورودی به عنوان را A نمادهای از
یا و افزایش حذف، شامل که ͬ دهد م رخ خطاهایی جای·شتͬ کانال در ͬ کند. م خارج را دنباله
فضای است مشخص که همانطور است. شده داده نشان زیر در A٢ مشب΄ه ͬ باشد. م جابجایی

ͬ باشد. م مشب΄ه این از قسمتͬ ∆٢
ℓ

A٢ مشب΄ه :۵ . ۴ ش΄ل

در کامل کدهای کنیم. رسم مختلف ابعاد با مشب΄ه این در را کامل کدهای داریم قصد
r = ١ شعاع با کامل کد دارد. وجود شعاعͬ اندازه هر برای A٢ و A١

A١ در کامل کد :۶ . ۴ ش΄ل



An و Zn مشب΄ه های در کامل کدهای بررسͬ ۵٠

poly٣٣٩

H١٧ I١٧
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N١٩ O١٩
M٢٠

N٢٠O٢٠

P٢٠M٢١

N٢١O٢١

P٢١ A٢ در کامل کد :٧ . ۴ ش΄ل
به است، مش΄ل مشب΄ه این در کدها تمام نمایش ͬ باشد. م A٣ در کامل کد نمایش زیر ش΄ل

ͬ دهیم. م نشان مسط صفحه ای روی را کدها این ادامه در علت همین
برای مثال، عنوان به باشد. اول عدد از توانͬ n که دارد وجود صورتͬ در بالاتر ابعاد برای

دارد. وجود r = ١ شعاع با کامل کد n = ٨ = ٢٣

A٣ در کامل کد :٨ . ۴ ش΄ل



۵١ An مشب΄ه در کامل کدهای

G١۶

H١۶I١۶

J١۶

poly٣۵١

poly٣۵٢

S١٨ K١٩ L١٩

Q١٩R١٩V١٩
A٢٠

B٢٠C٢٠

D٢٠

A٣ در کامل کد مسط حالت :٩ . ۴ ش΄ل
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Abstract

Designing proper codes, in both theoretical and applied perspectives, is considered as an im-
portant problem in the coding theory. Since appearance of coding theory, many researchers has
tried so much and thereby has generated various interesting kinds of these codes. In this thesis, we
want to study the existence or nonexistence of perfect codes in discrete simplexes and multi-set
codes in permutation channels. First, it is discussed about the introduction of coding theory and
required definitions for the remaining chapters. Then perfect codes in discrete simplex are ana-
lyzed in different dimensions and we conclude that perfect codes always exists in the case of binary
alphabet, whereas in the case of ternary alphabet we have perfect codes just in some special cases.
Actually we show that perfect codes in 1-simplex exist for any ℓ ≥ 2e + 1, the 2-simplex admits
a perfect code if and only if ℓ = 3e + 1, while there are no perfect codes in higher dimensional
simplexes. In other words, perfect codes exist only over binary and ternary alphabets. Then we
investigate multi-set codes in permutation channels and errors including deletion, insertion and
substitution in permutation channels. Finally, existence of perfect codes in An and Zn lattices are
investigated.

Keywords: Perfect code, Discrete simplex, Permutation channel, Multi-set code, An Lattice, Zn

Lattice, Insertion, Deletion, Substitution.
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