
 



ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آنالیز گرایش محض، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

حاصل ضرب حافظ نگاشت های قویبررسͬ صفر
زیبائͬ علͬ نگارنده:

راهنما استاد

خدّامͬ علیرضا دکتر

١٣٩۶ تیر





وجودشان هدیه جز وجودم آنان که به تقدیم
عزیزم. مادر و پدر نیست،

بردباری و صبر با که مهربانم همسر به تقدیم
بود. من راه رفیق و همدم

د



بشر که است خدایی مخصوص بی پایان سپاس و تش΄ر
بالقو̰ه توانایی های و داده اندیشیدن قدرت او به و آفریده کوششرا و تلاش به امر را او و داده قرار انسان وجود در است.را فرستاده بشر هدایت برای را راهنمایانͬ و نموده
است لازم ی΄تا، خداوند درگاه به خاضعانه ارادت از پس
علومͬ بابت خدّامͬ دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از
این جمͽ آوری در که راهنمایی هایی و آموختند من به خودکه بر پایان در کنم. قدردانͬ و تش΄ر نمایند مجموعه
تحصیل مراحل طول در که کسانͬ کلیه از ͬ دانم م اساتیدواجب و عزیز خانواده ͬ الخصوص ،عل نمودند یاری را کنم.بنده تش΄ر ارجمندم

زیبائͬ علͬ
١٣٩۶ تیر

ه



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی زیبائͬ علͬ اینجانب
تحت ، قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد خدّامͬ علیرضا راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
زیبائͬ علͬ
١٣٩۶ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و





چ΄یده
و جردن صفر حاصل ضرب حافظ صفر، حاصل ضرب حافظ نگاشت های مفاهیم ابتدا در
تحت را فوق مفاهیم از تعمیمͬ سپس ͬ کنیم. م یادآوری را لͬ صفر حاصل ضرب حافظ
و قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ، قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های عناوین
حالت در ͬ نماییم. م تعریف دلخواه نرم دار جبرهای روی را قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ
΁ی و ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی توسط که خاصͬ جبرهای روی را مفاهیم این خاص
بعضͬ درادامه ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد ͬ شود م تولید آن روی کراندار غیرصفر خطͬ تابعک
مذکور نگاشت های برای را تانسوری ضرب و ترکیب مستقیم، ͽجم جمله از موروثͬ خواص از
از دی·ری تعداد و فوق نگاشت های دوم دوگان به ͽراج نهایت در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد

ͬ کنیم. م بحث آنها متنوع خواص

حافظ نگاشت قوی، صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت دوم، دوگان آرنز، منظم کلیدی: کلمات
صفر مقسوم علیه قوی، لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت قوی، جردن صفر حاصل ضرب

ح





مطالب فهرست
١ تعاریف و مقدمات ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم و اول نوع آرنز ضرب های ١ . ١
٨ . . . . . . . لͬ صفر و جردن صفر صفر، حاصل ضرب حافظ نگاشت های ١ . ٢

١١ قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢
١١ Vf روی جردن صفر حاصل ضرب حافظ و صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . Vf روی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢ . ٢
١٩ . . . . . . . . Vf روی قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢ . ٣
٢۶ . . . . . . . . . . Vf روی قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ۴ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موروثͬ خواص ۵ . ٢
٣۶ . . . . . . . . . . قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های دوم دوگان ۶ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های ٢ . ٧

۴٩ ͽمراج
۵١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
۵٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

١



١ فصل
تعاریف و مقدمات

تابع ΁ی همراه به ،A هرگاه ͬ باشد، م جبر ΁ی F میدان روی A برداری فضای .١ . ٠ . ١ تعریف
کند صدق زیر شرایط در · : A×A→ A ضرب

،x, y, z ∈ A هر برای ‐ ١
x · (y · z) = (x · y) · z

،x, y, z ∈ A هر برای ‐ ٢
(y + z) · x = y · x+ z · x , x · (y + z) = x · y + x · z

،α ∈ F هر برای و x, y ∈ A هر برای ‐ ٣
(αx) · y = α(x · y) = x · (αy).

a ∈ A هر برای طوری که به باشد موجود A در ١ عضو هرگاه گوییم ی΁ دار را A جبر
١ · a = a = a · ١

باشد. جبر ΁ی خود ،A عمل به نسبت هرگاه گوییم، A زیرجبر ΁ی را A جبر از زیر مجموعه ΁ی
جابه جایی جبر را کند پیروی جابجایی قانون از ضرب عمل آن در که جبری .١ . ٠ . ٢ تعریف

ͬ نامیم. م
١



تعاریف و مقدمات ٢
معکوس پذیر را a ∈ A عضو این صورت در باشد. ی΁ دار جبر ΁ی A کنید فرض .١ . ٠ . ٣ تعریف
ی΄تاست. وجود، صورت در عضو این .ab = ba = ١ که باشد موجود چنان b ∈ A هرگاه گوییم
نشان Inv(A) با را A در معکوس پذیر اعضای تمام مجموعه ی ͬ دهیم. م نمایش a−١ با را آن و

ͬ دهیم. م
به طوری که باشد تابع ΁ی ∥·∥ : X −→ [٠,∞) و برداری فضای ΁یX کنید فرض .۴ . ١ . ٠ تعریف

باشیم داشته α اس΄الر هر و x, y ∈ X هر برای
.x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ . ١

.∥αx∥ = |α|∥x∥ . ٢
.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ . ٣

ͬ گوییم. م نرم دار فضای ΁ی را X و ͬ نامیم م X بر نرم ΁ی را ∥·∥ این صورت در
نوشت ͬ توان م x, y ∈ X هر برای چون است ΁متری فضای ΁ی نرم دار فضای هر .١ . ٠ . ١ تذکر

.d(x, y) = ∥x− y∥

X×Y فضای این صورت در باشند. نرم دار فضای دو (Y, ∥·∥٢) و (X, ∥·∥١) کنید فرض .١ . ٠ . ١ لم
است. نرم دار فضای ΁ی ∥(x, y)∥ = ∥x∥١ + ∥y∥٢ نرم با

دارد. را نرم ΁ی شرایط مذکور تابع به وضوح برهان.
خطͬ عمل·ر این صورت در باشند. نرم دار فضای دو Y و X کنید فرض .۵ . ١ . ٠ تعریف

x ∈ X هر برای که باشد موجود چنان K > ٠ عدد هرگاه ͬ نامیم م کراندار را T : X −→ Y

به X از کراندار خطͬ عمل·ر های تمام مجموعه ی به علاوه .∥T (x)∥ ≤ K∥x∥ باشیم داشته
ͬ دهیم. م نشان B(X,Y ) با را Y توی

است باناخ فضای ΁ی X این صورت در باشد نرم دار فضای ΁ی X کنید فرض .۶ . ١ . ٠ تعریف
فضای در کوشͬ دنباله هر یعنͬ باشد. کامل نرم، به وسیله شده تولید متر به نسبت X هرگاه

باشد. X از عضوی به هم·را نرم توسط شده تولید متر به نسبت X
B(X,Y ) مجموعه ی این صورت در باشند. نرم دار فضای دو Y و X کنید فرض .١ . ٠ . ١ قضیه

نرم و نقطه وار اس΄الر ضرب و ͽجم با
∥T∥ = sup{∥T (x)∥; ∥x∥ ≤ ١}

باناخ فضای ΁ی B(X,Y ) آن گاه باشد، باناخ فضای ΁ی Y اگر به علاوه است. نرم دار فضای ΁ی
است.

شود. مراجعه (۵ . ۴) گزاره [۴] ͽمرج به اثبات برای برهان.



٣
نشان X∗ با که را B(X,C) مجموعه باشد، نرم دار فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ٠ . ٧ تعریف
آن نرم و است باناخ فضای ΁ی X∗ ١ . ٠ . ١ قضیه طبق ͬ نامیم. م X دوگان فضای ͬ دهیم م

است زیر به صورت
∥f∥ = sup{|f(x)|; ∥x∥ ≤ ١}.

به است. X دوم دوگان X∗∗ ͽواق در ͬ دهیم م نشان X∗∗ با را X∗ دوگان فضای .١ . ٠ . ٢ تذکر
.X∗∗ = {m : X∗ −→ C | است کراندار و خطͬ m} دی·ر عبارت

در باشد. آن دوم دوگان X∗∗ همچنین و نرم دار فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ٠ . ٨ تعریف
آن در که ͬ کنیم م تعریف ϕ(x)(f) = f(x) به صورت را ϕ : X −→ X∗∗ نگاشت این صورت

است. f ∈ X∗ و x ∈ X

هرگاه دی·ر عبارت به باشد پوشا ١ . ٠ . ٨ تعریف در شده بیان ϕ نگاشت اگر .١ . ٠ . ٩ تعریف
ͬ گوییم. م انعکاسͬ را X آن گاه ϕ(X) = X∗∗

شده تولید توپولوژی باشد. X دوگان X∗ و نرم دار فضای ΁ی X کنید فرض .١ . ٠ . ١٠ تعریف
آن به نسبت Λ ∈ X∗ هر که طوری به X روی توپولوژی ترین ضعیف یعنͬ ،X روی X∗ توسط

ͬ دهیم. م نمایش σ(X,X∗) با آن را و ͬ گوییم م X روی ضعیف توپولوژی را باشد پیوسته
σ(X∗, ϕ(X)) توپولوژی آن گاه باشد، آن دوگان X∗ و نرم دار فضای ΁ی X اگر .١ . ٠ . ١١ تعریف
ͬ گردد م پیوسته ϕ(x) ،x ∈ X هر ازای به آن به نسبت که X∗ روی توپولوژی کوچ΁ ترین یعنͬ

ͬ نامیم. م X∗ روی ضعیف‐ستاره توپولوژی آن را و داده نشان σ(X∗, X) به صورت را
هر ازای به اگر تنها و اگر Λn

w∗
−−→ Λ آن گاه باشد، X∗ در دنباله ای {Λn}∞n=١ اگر .١ . ٠ . ٢ قضیه

.Λn(x) −→ Λ(x) ،x ∈ X

این و ϕ(x)(Λn) −→ ϕ(x)(Λ) باشیم داشته x ∈ X هر ازای به اگر تنها و اگر Λn
w∗
−−→ Λ برهان.

.Λn(x) −→ Λ(x) باشیم داشته x ∈ X هر ازای به این که با است معادل
ضعیف توپولوژی در S∗ = {Λ ∈ X∗ ; ∥Λ∥ ≤ ١} بسته ی΄ه گوی .( ١ آلاغلو (باناخ ١ . ٠ . ٣ قضیه

است). فشرده σ(X∗, X) توپولوژی به نسبت S∗ دی·ر است(به عبارت فشرده ‐ستاره
شود. مراجعه ١ . ٣ گزاره ۵ فصل ،[٣] ͽمرج به برهان.

و X در بسته واحد گوی B١ و باشد نرم دار فضای ΁ی X هرگاه .( ٢ (گلدشتاین ۴ . ١ . ٠ قضیه
.Xw∗

= X∗∗ به علاوه .B١w
∗
= B٢ آن گاه شود گرفته نظر در X∗∗ در بسته واحد گوی B٢

شود. مراجعه ۴ . ١ گزاره ۵ فصل ،[٣] ͽمرج به برهان.
1Banach-Alaoglu
2goldstine



تعاریف و مقدمات ۴
برای هرگاه ͬ نامیم م جزیی ترتیب رابطه ΁ی را A مجموعه ی روی ≤ رابطه .١ . ٠ . ١٢ تعریف

هر
باشیم داشته α, β, γ ∈ A

.α ≤ α . ١
.α = β آن گاه β ≤ α و α ≤ β اگر . ٢
.α ≤ γ آن گاه α ≤ β و β ≤ γ اگر . ٣

رابطه ΁ی هرگاه ͬ گوییم م جهت دار مجموعه ی ΁ی را J تهͬ غیر مجموعه ی .١ . ٠ . ١٣ تعریف
J از γ عنصر J از β و α عضو دو هر برای که باشد داشته وجود J روی ≤ مانند جزیی ترتیب

.β ≤ γ و α ≤ γ به طوری که باشد موجود
در باشد. جهت دار مجموعه ی ΁ی J و ΁توپولوژی فضای ΁ی X کنید فرض .١۴ . ١ . ٠ تعریف
معمولا˟ که ͬ باشد م α −→ x(α) ضابطه با x : J −→ X چون نگاشتͬ ،X در تور ΁ی این صورت

ͬ نویسیم. م (xα)α∈J به صورت آن را
هم·را را (xα)α∈J تور این صورت در باشد. ΁توپولوژی فضای ΁یX کنید فرض .١۵ . ١ . ٠ تعریف
برای به طوری که باشد موجود α ∈ J ΁ی ،x حول U همسای·ͬ هر برای هرگاه گوییم x ∈ X به
.xα −→ x یا lim

α
xα = x ͬ نویسیم م بنابراین .xβ ∈ U باشیم: داشته ،β ≥ α شرط با β ∈ J هر

ازای به اگر وتنها اگر Λα
w∗
−−→ Λ آن گاه ،Λ ∈ X∗ و باشد X∗ در تور ΁ی (Λα)α اگر .۵ . ١ . ٠ قضیه

.Λα(x) −→ Λ(x) باشیم داشته x ∈ X هر
است. ͹واض ١ . ٠ . ٢ قضیه با مشابه استدلالͬ با برهان.

شده تعریف ∥ · ∥ نرم آن روی که باشد جبر ΁ی A کنید فرض نرم دار). (جبر ١۶ . ١ . ٠ تعریف
نرم را ∥ · ∥ نرم آن گاه ،∥a.b∥ ≤ ∥a∥∥b∥ باشیم داشته a, b ∈ A هر برای اگر این صورت در باشد.

ͬ نامیم. م نرم دار جبر ΁ی را (A, ∥ · ∥) و ͬ گوییم م جبری
باناخ جبر ΁ی آن را باشد کامل آن روی نرم به نسبت A نرم دار جبر هرگاه .١ . ٠ . ١٧ تعریف

ͬ نامیم. م
باناخ جبر ΁ی است مطلق قدر نرم همان آن روی نرم که (C, ∥·∥) نرم دار جبر .١ . ٠ . ١ مثال

است.
نرم با K فشرده و هاسدورف فضای روی پیوسته مقدار مختلط توابع فضای .١ . ٠ . ٢ مثال

∥f∥ = sup{|f(x)|
∣∣x ∈ K}

ͬ شود. م تعریف نقطه وار آن روی ضرب و ͽجم که است باناخ جبر ΁ی



۵
به متعلق غیرصفر خطͬ تابعک هر آن گاه باشد نرم دار برداری فضای ΁ی V اگر .١ . ٠ . ٣ تذکر

است. پوشا V ∗

Im(f) آن جایی که از .Im(f) ⊆ C = ⟨١⟩ این صورت در .f ̸= ٠ و f ∈ V ∗ کنید فرض برهان.
است. پوشا f لذا و Im(f) = C نتیجه در است زیر فضای(زیر میدان)غیر صفر

ناصفر خطͬ تابعک ΁ی f ∈ V ∗ و ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ٠ . ١٨ تعریف
سادگͬ به تعریف این با .a.b = f(a)b کنیم مͬ تعریف a, b ∈ V هر برای این صورت در باشد.

داریم a, b, c ∈ V هر برای زیرا است شرکت پذیر جبر ΁ی · عمل با V که کرد بررسͬ ͬ توان م
(a · b) · c = (f(a)b) · c

= f(a)f(b)c

= f(a)(f(b)c)

= f(a)(b · c)

= a · (b · c).

که دهیم مͬ نمایش Vf نماد با را (V, ·) ͬ باشد. م بررسͬ قابل به راحتͬ V جبری خواص سایر
است. شرکت پذیر جبر ΁ی

.dimV = ١ اگر تنها و اگر است ی΁ دار Vf جبر .١ . ٠ . ٢ لم
هر برای که است موجود چنان ١V ∈ Vf این صورت در باشد. ی΁ دار Vf کنید فرض برهان.

.f(١V ) = ١ نوشت ͬ توان م پس ١V · a = a · ١V = a داریم a ∈ Vf

.ker f = {٠} که دهیم نشان ͬ است کاف ،dimV = ١ این که اثبات برای
.c = ٠ نتیجه در .f(c)١V = c لذا و c · ١V = c پس باشد دلخواه c ∈ ker f کنید فرض

خواهیم e = c
f(c) تعریف با آن گاه Vf = ⟨c⟩ اگر این صورت در .dimV = ١ کنید فرض برعکس
بنابراین b = λ(b)c نوشت ͬ توان م b ∈ Vf دلخواه عضو هر برای .f(e) = ١ داشت

b · e = λ(b)c · e

= λ(b)f(c)e

= λ(b)f(c)
c

f(c)

= λ(b)c

= b.

همچنین
e · b = f(e)b

= ١ · b

= b.



تعاریف و مقدمات ۶

است. Vf جبری مرکز Z(Vf ) که Z(Vf ) = {٠} گاه آن dimV > ١ اگر .۶ . ١ . ٠ قضیه
دلخواه a ∈ Z(Vf ) کنید فرض حال .ker f ̸= {٠} آن گاه dimV > ١ اگر که ͬ دانیم م برهان.

داریم ٠ ̸= c ∈ ker f برای باشد.
f(a)c = ac

= ca

= f(c)a

= ٠.
.f(a) = ٠ بنابراین

نوشت ͬ توان م آن گاه e ∈ f−({١})١ اگر حال
a = f(e)a

= ea

= ae

= f(a)e

= ٠.
.Z(Vf ) = {٠} نتیجه در

نیست. جابجایی جبر ΁ی Vf کلͬ حالت در .۴ . ١ . ٠ تذکر
.dimV = ١ اگر وتنها اگر است جابجایی جبر ΁ی Vf جبر .١ . ٠ . ٣ لم

این برای .dimV = ١ که ͬ دهیم م نشان این صورت در باشد. جابجایی Vf کنید فرض برهان.
چون عضوی پس است پوشا f تابعک آن جایی که از .ker f = {٠} که دهیم نشان ͬ است کاف کار
Vf چون باشد. دلخواه c ∈ ker f کنید فرض حال .f(a) = ١ که است موجود Vf به متعلق a

.c = ٠ بنابراین f(a)c = f(c)a = ٠ لذا و ac = ca که ͬ گیریم م نتیجه است جابه جایی
.V = Ca داریم a ∈ V چون عضوی برای این صورت در .dimV = ١ کنید فرض برعکس

که موجودند چنان λ١, λ٢ ∈ C عناصر v١, v٢ ∈ Vf دلخواه عضو دو برای حال
v١ = λ١a, v٢ = λ٢a

طرفͬ از
v١v٢ = λ١aλ٢a

= λ٢aλ١a
= v٢v١.



٧ دوم و اول نوع آرنز ضرب های
است. جابجایی Vf نتیجه در

.Z(Vf ) = Vf آنگاه باشد dimV = ١ اگر .١ . ٠ . ١ نتیجه
در · · · و ضعیف میانگین پذیری و بودن آرنز منظم مانند Vf از زیادی اساسͬ های ویژگͬ
آن ها از برخͬ به ادامه در است. شده بررسͬ باشد باناخ فضای ΁ی V ͬ که حالت در [۶] ͽمرج

ͬ کنیم. م اشاره

دوم و اول نوع آرنز ضرب های ١ . ١
x ∈ X و f ∈ X∗ هر برای آن گاه باشد، آن دوگان X∗ و نرم دار فضای ΁ی X اگر .١ . ١ . ١ تذکر

ͬ شود. م داده نمایش ⟨f, x⟩ یا f(x) صورت های از ی΄ͬ به x بر f اثر
A دوم دوگان A∗∗ کنید فرض A شرکت پذیر نرم دار جبر برای آرنز). (ضرب های ١ . ١ . ١ تعریف
ͬ شوند م داده نمایش ⊙ و △ با به ترتیب که A∗∗ روی دوم و اول نوع آرنز ضرب های باشد.

داریم m,n ∈ A∗∗ و f ∈ A∗ و a, b ∈ A هر برای ͬ شوند. م تعریف زیر به صورت
⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩, ⟨n · f, a⟩ = ⟨n, f · a⟩, ⟨m△n, f⟩ = ⟨m,n · f⟩

و
⟨b, a · f⟩ = ⟨ba, f⟩, ⟨a, f ·m⟩ = ⟨a · f,m⟩, ⟨f,m⊙ n⟩ = ⟨f ·m,n⟩

هستند. شرکت پذیر نرم دار جبر های (A∗∗,⊙), (A∗∗,△) که بررسͬ قابل سادگͬ به
دو هر برای هرگاه دی·ر عبارتͬ به باشند منطبق هم بر آرنز ضرب های هرگاه .١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م آرنز منظم را A آن گاه m△n = m⊙ n باشیم داشته A∗∗ به متعلق m,n دلخواه عضو

صورت این در .f ∈ V ∗ و باشد نرم دار فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ١ . ١ گزاره
است. آرنز منظم Vf . ١

.(Vf )∗∗ = (V ∗∗)f . ٢
است. آرنز منظم (Vf )

(٢n) ،n ∈ N هر برای . ٣
(١ . ٢) گزاره [۶] ͽمرج به شود رجوع برهان.

ضابطه با ∗ : A −→ A مانند خطͬ مزدوج نگاشت ΁ی A جبر روی ٣ برگشت ΁ی .١ . ١ . ٣ تعریف
باشد صادق زیر شرایط در λ ∈ C و a,b ∈ A هر برای که است ∗(a) = a∗

a∗∗ = a . ١
3Involution



تعاریف و مقدمات ٨
(ab)∗ = b∗a∗ . ٢

(a + b)∗ = a∗ + b∗ . ٣
(λa)∗ = λ̄a∗ . ۴

ͬ شود. م نامیده ‐جبر ∗ ΁ی (A, ∗) زوج صورت این در
و بوده باناخ جبر ΁ی هرگاه است باناخ ‐جبر ∗ ΁ی A مانند ‐جبر ∗ ΁ی .۴ . ١ . ١ تعریف
،∥١∥ = ١ و باشد ی΁ دار A اگر علاوه به .∥a∗∥ = ∥a∥ باشیم داشته a ∈ A هر ازای به همچنین

ͬ گوییم. م ی΁ دار باناخ ‐جبر ∗ ΁ی را A آن گاه
به طوری که به است A چون ی΁ دار باناخ ‐جبر ∗ ΁ی ی΁ دار، ‐جبر C∗ ΁ی .۵ . ١ . ١ تعریف

.∥a∗a∥ = ∥a∥٢ باشیم داشته a ∈ A هر ازای
ϕ : A −→ B خطͬ نگاشت این صورت در باشند. ∗‐جبر دو B و A کنید فرض .۶ . ١ . ١ تعریف

.ϕ(a∗) = ϕ(a)∗ باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه ͬ گوییم م ∗ حافظ را
است. ∗ حافظ نگاشت ΁ی B و A جبرهای ∗ بین ∗‐همریختͬ هر به وضوح .١ . ١ . ٢ تذکر

تانسوری حاصل ضرب آن گاه باشند C میدان روی نرم داری جبرهای B و A اگر .١ . ١ . ٧ تعریف
زیر تصویری نرم A⊗B به متعلق u هر برای ͬ دهند. م نشان A⊗B نماد با را B و A جبرهای

ͬ شود، م تعریف A⊗B روی

∥u∥ = inf{
n∑

k=١
∥ak∥∥bk∥, u =

n∑
k=١

ak ⊗ bk, n ∈ N, ak ∈ A, bk ∈ B}.

v و u ضرب ،A⊗B به متعلق v =
m∑
j=١

cj ⊗ dj و u =
n∑

i=١
ai ⊗ bi عضو دو هر ازای به همچنین

نرم دار جبر ΁ی فوق نرم و ضرب با A ⊗ B ͬ شود. م تعریف uv =
n∑

i=١
m∑
j=١

aicj ⊗ bidj به صورت
است.

کنید. مراجعه [١] ͽمرج در ۶ فصل به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای

و جردن صفر صفر، حاصل ضرب حافظ نگاشت های ١ . ٢
لͬ صفر

ضرب a, c ∈ A عضو دو هر برای این صورت در باشد. جبر ΁ی A کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
ͬ شود. م تعریف a ◦ c = ac+ ca به صورت جردن



٩ لͬ صفر و جردن صفر صفر، حاصل ضرب حافظ نگاشت های
ضرب a, c ∈ A عضو دو هر برای این صورت در باشد. جبر ΁ی A کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ شود. م تعریف [a, c] = ac− ca به صورت لͬ
خطͬ نگاشت این صورت در باشند. C میدان روی جبرهایی B و A کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
آن گاه ac = ٠ اگر a, c ∈ A هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده صفر حاصل ضرب حافظ θ : A −→ B

.θ(a)θ(c) = ٠
خطͬ نگاشت این صورت در باشند. C میدان روی جبرهایی B و A کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
اگر a, c ∈ A هر برای هرگاه شود مͬ نامیده جردن صفر حاصل ضرب حافظ θ : A −→ B

.θ(a) ◦ θ(c) = ٠ آن گاه a ◦ c = ٠
خطͬ نگاشت این صورت در باشند. C میدان روی جبرهایی B و A کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
[a, c] = ٠ اگر a, c ∈ A هر برای هرگاه شود مͬ نامیده لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ : A −→ B

.[θ(a), θ(c)] = ٠ آن گاه
که ͬ باشد م θ = cϕ صورت به صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی متداول فرم .١ . ٢ . ١ تذکر
ش΄ل این اما است. جبری همریختͬ ΁ی ϕ : A −→ B و است B جبر مرکز به متعلق c آن در

نیست. درست کلͬ حالت در
ͬ دهیم. م ارجاع [۵ ،٢] ͽمراج به را خواننده صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های زمینه در
روی را جردن) صفر (حاصل ضرب صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های داریم قصد ٢ فصل در
جردن) صفر (حاصل ضرب صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های همچنین کنیم. مشخص Vf

٢n مرتبه دوگان (Vf )
(٢n) و (Vf )

٠ = Vf ،n ≥ ٠ آن در که ͬ شوند م مشخص (Vf )
(٢n) روی

باشد. مͬ Vf فضای
عضو ΁ی حاصل ضرب کلͬ حالت در صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های که ͬ کنیم م تاکید
متفاوتͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های زیر مثال های نیستند. همریختͬ ΁ی در مرکزی

ͬ باشد. م Vf روی
عنصر ΁ی c و است V روی خطͬ تابعک ΁ی g که θ(a) = g(a)c ضابطه با θ : Vf −→ Vf . ١

ͬ باشد. م ker f از ثابت
(دقت است. Vf از ثابت عنصر ΁ی b طوری که به θ(a) = f(a)b ضابطه با θ : Vf −→ Vf . ٢

است.) C توی به Vf از جبری همریختͬ ΁ی f که کنید
با θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت آن گاه dimV > ١ هرگاه که باشید داشته دقت .١ . ٢ . ٢ تذکر
صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی است) ٠ ̸= c ∈ ker f آن در (که θ(a) = f(a)c ضابطه
΁ی در مرکزی عضو ΁ی حاصل ضرب θ ͬ که صورت در است جردن) صفر حاصل ضرب (حافظ

نیست. همریختͬ



تعاریف و مقدمات ١٠
نگاشت این صورت در باشند. C میدان روی جبرهایی B و A کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشیم داشته a, c ∈ A دلخواه عضو دو هر برای هرگاه است جردن همریختͬ ΁ی θ : A −→ B

.θ(a ◦ c) = θ(a) ◦ θ(c)

نگاشت این صورت در باشند. C میدان روی جبرهایی B و A کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشیم داشته a, c ∈ A دلخواه عضو دو هر برای هرگاه است لͬ همریختͬ ΁ی θ : A −→ B

.θ([a, c]) = [θ(a), θ(c)]



٢ فصل
صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های

قوی

حاصل ضرب حافظ و صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢ . ١
Vf روی جردن صفر

صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های و صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ما بخش این در
ͬ کنیم. م مشخص Vf روی را جردن

این صورت در .٠ ̸= f ∈ V ∗ و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ١ . ١ قضیه
اگر تنها و اگر است صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت

.θ(ker f) ⊆ ker f

حافظ ناصفر نگاشت ΁ی θ کنید فرض است. برقرار ح΄م θ = ٠ برای به وضوح برهان.
در .θ(b) ̸= ٠ طوری که به b ∈ Vf و a ∈ ker f که کنید فرض همچنین باشد. صفر حاصل ضرب
لذا .f(θ(a))θ(b) = ٠ نوشت ͬ توان م حال .θ(a)θ(b) = ٠ که ͬ دهد م نتیجه ab = ٠ این صورت

.θ(ker f) ⊆ ker f بنابراین .f(θ(a)) = ٠
ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی θ که دهیم مͬ نشان . θ(ker f) ⊆ ker f کنید فرض برعکس
داریم فرض طبق حال .b = ٠ یا a ∈ ker f نتیجه در .f(a)b = ٠ آن گاه ab = ٠ اگر است. صفر

١١



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ١٢
بنابراین .f(θ(a)) = ٠

θ(a)θ(b) = f(θ(a))θ(b) = ٠.
است. صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی θ این صورت در

این صورت در .٠ ̸= f ∈ V ∗ و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه
اگر تنها و اگر است جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت

.θ(ker f) ⊆ ker f

حافظ ناصفر نگاشت ΁ی θ کنید فرض است. برقرار θ = ٠ برای ح΄م وضوح به برهان.
a ∈ ker f هر برای این صورت در باشد. جردن صفر حاصل ضرب

a ◦ a = a٢ + a٢

= ٢a٢

= ٠.
لذا

θ(a) ◦ θ(a) = θ(a)٢ + θ(a)٢

= ٢θ(a)٢
= ٠.

.f(θ(a)٢) = f(θ(a))٢ = ٠ نوشت ͬ توان م و θ(a)٢ = ٠ بنابراین
.θ(ker f) ⊆ ker f نتیجه در θ(a) ∈ ker f یعنͬ این و f(θ(a)) = ٠ لذا

حافظ θ نگاشت که دهیم مͬ نشان این صورت در .θ(ker f) ⊆ ker f که کنید فرض برعکس
a ◦ b = ab + ba = ٠ باشیم داشته اگر a, b ∈ Vf هر ازای به است. جردن صفر حاصل ضرب
نتیجه در .٢f(a)f(b) = ٠ لذا و f(a)f(b) + f(b)f(a) = ٠ بنابراین .f(ab + ba) = ٠ آن گاه
طبق این صورت در a ∈ ker f کنید فرض مساله کلیت از کاستن بدون .b ∈ ker f یا a ∈ ker f

.f(b)a = ٠ که ͬ شود م نتیجه ٠ = ab+ ba = f(a)b+ f(b)a رابطه ی طبق .f(θ(a)) = ٠ فرض
دی·ر طرف از .θ(a) = ٠ یا b ∈ ker f نتیجه در .f(b)θ(a) = ٠ بنابراین θ(f(b)a) = ٠ لذا

θ(a) ◦ θ(b) = θ(a)θ(b) + θ(b)θ(a)

= f(θ(a))θ(b) + f(θ(b))θ(a)

= ٠.
است. جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ بنابراین

این در .٠ ̸= f ∈ V ∗ کنید فرض و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ١ . ١ نتیجه
اگر تنها و اگر است صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت صورت

باشد. جردن صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی



١٣ Vf روی جردن صفر حاصل ضرب حافظ و صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
فرض همچنین .٠ ̸= f ∈ V ∗ و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ١ . ٢ نتیجه
حاصل (حافظ صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf دوسویی خطͬ نگاشت کنید
حاصل (حافظ صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی θ−١ این صورت در باشد. جردن) صفر ضرب

.θ(ker f) = ker f اگر تنها و اگر است جردن) صفر ضرب
مشابه به طور جردن برای ͬ کنیم. م ثابت صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت برای را ح΄م برهان.
نشان این صورت در باشد. صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ−١ کنید فرض ͬ شود. م ثابت

.θ(ker f) = ker f که ͬ دهیم م
.θ(ker f) ⊆ ker f داریم پس است صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ آن جایی که از
.θ−١(ker f) ⊆ ker f پس است صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ−١ چون طرفͬ از

.θ(ker f) = ker f داریم بالا روابط طبق بنابراین .ker f ⊆ θ(ker f) نوشت ͬ توان م نتیجه در
.θ−١(ker f) ⊆ ker f لذا و ker f ⊆ θ(ker f) این صورت در .ker f = θ(ker f) کنید فرض برعکس

است. صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت θ−١ که ͬ دهد م نشان این
کنید فرض همچنین .٠ ̸= f ∈ V ∗ و ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ١ . ١ لم
خطͬ نگاشت این صورت در .( n ≥ ١ ) آن در که باشد V (٢n+١) در f متعارف تصویر f̂
صفر حاصل ضرب (حافظ صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی ϕ : (Vf )

(٢n) −→ (Vf )
(٢n)

.f̂ ◦ ϕ
∣∣
ker f̂

= ٠ باشیم داشته اگر تنها و اگر است جردن)
قضیه به توجه با همچنین .(Vf )(٢n) = (V (٢n))f داریم [۶] ͽمرج در ٢ گزاره  طبق برهان.

است. اثبات قابل به راحتͬ (٢ . ١ . ٢) ٢ . ١ . ١
فرض همچنین .٠ ̸= f ∈ V ∗ و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ١ . ٣ نتیجه

خطͬ نگاشت در این صورت باشد ناصفر خطͬ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf کنید
جردن) صفر حاصل ضرب (حافظ صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت ΁ی θ∗∗ : (Vf )∗∗ −→ (Vf )

∗∗

V ∗∗∗ در f متعارف تصویر f̂ آن در (که .f̂ ◦ θ∗∗
∣∣
ker f̂

= ٠ باشیم داشته اگر تنها و اگر است
است.)

به طوری که .٠ ̸= f ∈ V ∗ و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .۴ . ٢ . ١ نتیجه
ker f = ker f̂ .

(حافظ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf ناصفر خطͬ نگاشت در این صورت
(n ≥ ٠) θ(٢n) : (Vf )

(٢n) −→ (Vf )
(٢n) نگاشت اگر تنها و اگر است جردن) صفر حاصل ضرب

باشد. جردن) صفر حاصل ضرب (حافظ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی
داریم a ∈ ker f هر برای نتیجه در باشد. صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت θ کنید فرض برهان.
حافظ θ(٢n) نگاشت لذا .f̂(θ(٢n)(a)) = ٠ بنابراین ker f = ker f̂ چون حال .f(θ(a)) = ٠



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ١۴
باشد. مͬ صفر ضرب حاصل

f = f̂
∣∣
Vf

و θ = θ(٢n)∣∣
Vf

چون باشد. صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت θ(٢n) کنید فرض برعکس
لذا و f ◦ θ(a) = ٠ نتیجه در .f̂ ◦ θ(٢n)(a) = ٠ داریم a ∈ ker f = ker f̂ هر برای بنابراین

است. صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت θ این صورت در .θ(ker f) ⊆ ker f

Vf روی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢ . ٢
روی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های عنوان تحت جدیدی تعریف بخش این در
ͽواق در و صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های با متفاوت که ͬ دهیم م ارايه نرم دار جبرهای
حافظ نگاشت ΁ی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت هر به وضوح است. آن از تعمیمͬ
شرایط پایان در نیست. درست کلͬ حالت در مطلب این عکس اما است. صفر حاصل ضرب

ͬ کنیم. م ارایه را باشد قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت، ΁ی این که برای کافͬ و لازم
خطͬ نگاشت این صورت در باشند. نرم دار جبر دو B و A کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف

{an}n دنباله دو هر برای هرگاه گوییم قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی را θ : A −→ B

باشیم داشته A در {cn}n و
ancn −→ ٠ ⇒ θ(an)θ(cn) −→ ٠.

همریختͬ هر صورت این در باشند. نرم دار جبرهای B و A کنید فرض . ١ .٢ . ٢ . ١ مثال
است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : A −→ B پیوسته

θ چون این صورت در .ancn −→ ٠ طوری که به {an}n, {cn}n ⊆ A کنید فرض برهان.
بنابراین است همریختͬ θ چون همچنین ،θ(ancn) −→ ٠ لذا است پیوسته

.θ(an)θ(cn) −→ ٠

کنید فرض همچنین باشد. dimV > ١ شرط با نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض . ٢
نگاشت این صورت در شود. گرفته نظر در V روی ناصفر پیوسته خطͬ تابعک ΁ی f
تابعک ΁ی g و ٠ ̸= c ∈ ker f آن در (که θ(a) = g(a)c ضابطه با θ : Vf −→ Vf خطͬ
حالت در θ (ضمناً است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی است) V روی خطͬ

نیست.) پیوسته کلͬ
حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت هر به وضوح .٢ . ٢ . ١ تذکر

ͬ دهد. م نشان این را بعدی مثال که نیست درست لزوماً مطلب این عکس اما ، است صفر
β = {e١, e٢, e٣, . . . } شمارای جبری پایه با نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ مثال
΁ی f ∈ V ∗ کنید فرض همچنین .∥en∥ = ١ باشیم داشته n ≥ ١ هر برای به طوری که باشد



١۵ Vf روی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
.f(en) = ٠ n؛ ≥ ٢ هر برای و f(e١) = ١ به طوری که باشد پیوسته خطͬ تابعک

ضابطه با را θ : Vf −→ Vf نگاشت حال .ker f = ⟨e٢, e٣, e۴, . . . ⟩ بنابراین
θ(a) = f(a)e١ + ϕ(a)

و ϕ(e١) = ٠ به طوری که است خطͬ نگاشت ΁ی ϕ : Vf −→ ker f آن در که ͬ کنیم م تعریف
و a ∈ ker f اگر زیرا .θ(ker f) ⊆ ker f که است ͹واض .ϕ(en) = ٢ne٢ داریم n ≥ ٢ هر برای
f(θ(a)) = ٠ نتیجه در f(θ(a)) = f(a)f(e١) + f(ϕ(a)) = ٠ داریم آن گاه θ(a) = f(a)e١ + ϕ(a)

است. صفر حاصل ضرب حافظ θ نگاشت ٢ . ١ . ١ قضیه بر بنا لذا .θ(ker f) ⊆ ker f یعنͬ این و
نیست. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ که ͬ دهیم م نشان

داریم پس cn = en و an =
e١
n که کنید فرض

∥ancn∥ = ∥e١
n
en∥

=
١
n
∥f(e١)en∥

=
١
n
∥en∥

=
١
n
−→ ٠.

طرفͬ از
lim
n→∞

∥θ(an)θ(cn)∥ = lim
n→∞

∥(f(an)e١ + ϕ(an))(f(cn)e١ + ϕ(cn))∥

= lim
n→∞

∥(f(e١
n
)e١ + ϕ(

e١
n
))(f(en)e١ + ϕ(en)∥

= lim
n→∞

∥e١
n

٢ne٢∥

= lim
n→∞

٢n

n
∥e١e٢∥

= lim
n→∞

٢n

n
∥f(e١)e٢∥

= lim
n→∞

٢n

n

= ∞.

نیست. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت θ که ͬ دهد م نشان این
روی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های کردن مشخص که داد نشان ٢ . ٢ . ٢ مثال

است. ارزشمند Vf
خطͬ تابعک ΁ی f ≠ ٠ و باشد ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت این صورت در شود. گرفته نظر در V روی پیوسته
موجود چنان ϕ : Vf −→ ker f خطͬ نگاشت اگر تنها و اگر است قوی صفر حاصل ضرب حافظ

باشند برقرار زیر خواص که باشد



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ١۶
.ϕ(a) = θ(a)− f(a)θ(e) ،e ∈ f−({١})١ چون عضوی ازای به . ١

.f(θ(e))ϕ(ancn) −→ ٠ آن گاه ancn −→ ٠ اگر Vf در {cn}n و {an}n دنباله دو هر ازای به . ٢
حافظ لذا باشد. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf کنید فرض برهان.

.θ(ker f) ⊆ ker f نتیجه در ͬ باشد. م نیز صفر حاصل ضرب
. a − f(a)e ∈ ker f داریم a ∈ Vf هر برای لذا .e ∈ f−({١})١ کنید فرض f ̸= ٠ چون
معادل طور به .θ(a − f(a)e) = ϕ(a) به طوری که است موجود ϕ : Vf −→ ker f تابع بنابراین

.θ(a)− f(a)θ(e) = ϕ(a)

دو {an}n, {cn}n کنید فرض اکنون است. خطͬ وضوح به نیز ϕ لذا هستند، خطͬ θ و f چون
طرفͬ از .θ(an)θ(cn) −→ ٠ نتیجه در .ancn −→ ٠ که طوری به باشند Vf به متعلق دنباله

(f(an)θ(e) + ϕ(an))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn)) = f(an)f(θ(e))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

= f(ancn)f(θ(e))θ(e) + f(an)f(θ(e))ϕ(cn)

= f(ancn)f(θ(e))θ(e) + f(θ(e))ϕ(ancn) −→ ٠.
.f(ancn)f(θ(e))θ(e) −→ ٠ بنابراین است. پیوسته f همچنین

.f(θ(e))ϕ(ancn) = θ(an)θ(cn)− f(ancn)f(θ(e))θ(e) −→ ٠ داریم این رو از
است. ͹واض قضیه عکس

تابعک ΁ی f ̸= ٠ همچنین و ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت صورت این در باشد. V روی پیوسته خطͬ

باشد برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ اگر تنها و اگر است قوی صفر حاصل ضرب
.f ◦ θ = ٠ . ١

است. پیوسته θ و θ(ker f) ⊆ ker f . ٢
نتیجه در باشد. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf کنید فرض برهان.

.θ(ker f) ⊆ ker f ٢ . ١ . ١ قضیه طبق لذا ͬ باشد. م نیز صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی
دنباله هر برای طرفͬ از .f ◦ θ(a) ̸= ٠ که است موجود چنان a ∈ Vf آن گاه ،f ◦ θ ̸= ٠ اگر
معادل طور به و θ(a)θ(cn) −→ ٠ بنابراین .acn −→ ٠ آن گاه cn −→ ٠ اگر {cn}n ⊆ Vf

است. پیوسته θ بنابراین .θ(cn) −→ ٠ نتیجه در .f(θ(a))θ(cn) −→ ٠
حافظ نگاشت ΁ی θ که کند مͬ اشاره به وضوح f ◦ θ = ٠ شرط قضیه، این عکس برای
این صورت در .θ(ker f) ⊆ ker f و باشد پیوسته θ کنید فرض است. قوی صفر حاصل ضرب
،a ∈ Vf هر برای که است موجود چنان ϕ : Vf −→ ker f خطͬ نگاشت و e ∈ f−({١})١

.ϕ(a) = θ(a)− f(a)θ(e)



١٧ Vf روی قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
دنباله دو {cn}n و {an}n کنید فرض حال است. پیوسته نیز ϕ لذا هستند پیوسته θ و f چون

این صورت در .ancn −→ ٠ به طوری که باشند Vf در
θ(an)θ(cn) = (f(an)θ(e) + ϕ(an))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

= f(an)f(θ(e))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

= f(ancn)f(θ(e))θ(e) + f(θ(e))ϕ(ancn) −→ ٠.
است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت θ که ͬ دهد م نشان این

ϕ : A −→ B خطͬ نگاشت صورت این در باشند. نرم دار جبر دو B و A کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
هر ازای به که باشد موجود چنان M > ٠ اگر تنها و اگر است قوی صفر حاصل ضرب حافظ

.∥ϕ(a)ϕ(c)∥ ≤ M∥ac∥ باشیم داشته a, c ∈ A

و باشد قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ که کنید فرض خلف برهان با برهان.
a١, c١ ∈ A دارند وجود M = ١ برای پس نباشد. برقرار فوق نامساوی M > ٠ هر برای
موجودند چنان a٢, c٢ ∈ A اعضای M = ٢

∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥ برای .∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥ > ∥a١c١∥ به طوری که
. ∥a٢c٢∥
∥ϕ(a٢)ϕ(c٢)∥ <

∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥٢ نوشت ͬ توان م لذا .∥ϕ(a٢)ϕ(c٢)∥ > ٢
∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥∥a٢c٢∥ که

اعضای M = n
∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥ برای مشابه استدلالͬ با .∥∥∥ a٢

∥ϕ(a٢)ϕ(c٢)∥c٢
∥∥∥ <

∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥٢ نتیجه در
.∥∥∥ an

∥ϕ(an)ϕ(cn)∥cn

∥∥∥ < ∥ϕ(a١)ϕ(c١)∥
n که موجودند چنان an, cn ∈ A

در ∥a′nc′n∥ −→ ٠ داریم به وضوح این صورت در .a′n = an
∥ϕ(an)ϕ(cn)∥ و c′n = cn کنید فرض حال

است. تناقض در قضیه فرض با این .∥ϕ(a′n)ϕ(c′n)∥ −→ ١ ͬ که صورت
داد. نشان را قضیه عکس ͬ توان م به راحتͬ

فرض همچنین باشد. ‐جبر C∗ ΁ی B و نرم دار ‐جبر ∗ ΁ی A که کنید فرض .٢ . ٢ . ١ گزاره
قوی صفر حاصل ضرب حافظ خاصیت با همراه ∗ حافظ خطͬ نگاشت ΁ی ϕ : A −→ B کنید

است. پیوسته ϕ صورت این در شود. گرفته نظر در
نیز قوی صفر حاصل ضرب حافظ همچنین و ∗ حافظ خطͬ نگاشت ΁ی ϕ کنید فرض برهان.

داریم a, c ∈ A هر برای که است موجود چنان M > ٠ قبل قضیه طبق این صورت در باشد.
∥ϕ(a)ϕ(c)∥ ≤M∥ac∥.

بنابراین .a = c∗ دهید قرار
∥ϕ(c)∥٢ = ∥ϕ(c)∗ϕ(c)∥

= ∥ϕ(c∗)ϕ(c)∥

≤M∥c∗c∥

≤M∥c∗∥∥c∥

=M∥c∥٢.



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ١٨
است. پیوسته ϕ که ͬ دهد م نشان این و ∥ϕ(c)∥ ≤

√
M∥c∥ نتیجه در

باشد. ی΁ دار B به طوری که باشند. نرم دار جبرهایی B و A کنید فرض . ١ .٢ . ٢ . ٣ مثال
پیوسته B توی به A از پوشا و قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت هر در این صورت

است.

باشد. پوشا و قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ϕ : A −→ B کنید فرض برهان.
{an}n که ب·یرید نظر در حال .ϕ(a) = ١B به طوری که دارد وجود a ∈ A این صورت در

.ana −→ ٠ بنابراین .an −→ ٠ به طوری که باشد A در دنباله ای
.ϕ(an) = ϕ(an)ϕ(a) −→ ٠ نتیجه در

حافظ ϕ : A −→ B نگاشت همچنین باشند. ی΁ دار نرم دار جبر دو B و A که کنید فرض . ٢
است. پیوسته ϕ این صورت در .ϕ(١A) = ١B به طوری که باشد قوی صفر حاصل ضرب

این صورت در .an −→ ٠ به طوری که باشد. A در دنباله ای {an}n که کنید فرض برهان.
داریم لذا است قوی صفر حاصل ضرب حافظ ϕ آن جایی که از .an١A −→ ٠

ϕ(an)ϕ(١A) = ϕ(an)١B
= ϕ(an) −→ ٠.

β = {e١, e٢, e٣, · · · } جبری پایه با ͬ البعد نامتناه نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ مثال
خطͬ تابعک ΁ی f ∈ V ∗ کنید فرض همچنین . ∥en∥ = ١ ،n ≥ ١ هر برای به طوری که باشد
این صورت در .f(en) = ٠ ،n ≥ ٢ هر برای و f(e١) = ١ که شود گرفته نظر در پیوسته
که ͬ کنیم م تعریف چنان را ϕ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت حال .ker f = ⟨e٢, e٣, e۴, · · · ⟩
ϕ به وضوح f ◦ ϕ = ٠ آن جایی که از .ϕ(en) = ٢ne٢ باشیم داشته n ≥ ٢ هر برای و ϕ(e١) = ٠
پیوسته نگاشتͬ ϕ که ͬ دهیم م نشان حال است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی
این صورت در .an = en

n کنید فرض نیست. Vf روی همریختͬ ΁ی همچنین و نیست
.∥an∥ = ١

n∥en∥ = ١
n −→ ٠

اما
lim
n→∞

∥ϕ(an)∥ = lim
n→∞

٢n

n
∥e٢∥

= lim
n→∞

٢n

n

= ∞.



١٩ Vf روی قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
داریم همچنین نیست. پیوسته نگاشتͬ ϕ ͬ دهد م نشان این

۴e٢ = ϕ(e٢)
= f(e١).ϕ(e٢)
= ϕ(f(e١).e٢)
= ϕ(e١.e٢)
̸= ϕ(e١)ϕ(e٢) = ٠.

نیست. همریختͬ ϕ بنابراین
نیست. پیوسته لزوماً قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت که شد داده نشان فوق مثال در

قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢ . ٣
Vf روی

تعریفͬ که کنیم مͬ معرفͬ را قوی جردن صفر ضرب حاصل حافظ های نگاشت بخش این در
باشد. مͬ جردن صفر ضرب حاصل حافظ نگاشت با متفاوت

خطͬ نگاشت این صورت در باشند. C روی نرم دار جبر دو B و A کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
دنباله دو هر برای هرگاه گوییم قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی را θ : A −→ B

باشیم داشته A در {cn}n و {an}n

an ◦ cn −→ ٠ ⇒ θ(an) ◦ θ(cn) −→ ٠.
تابعک ΁ی f ̸= ٠ همچنین و باشد ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه
نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت این صورت در شود. گرفته نظر در V روی پیوسته خطͬ
چنان ϕ : Vf −→ ker f خطͬ نگاشت اگر تنها و اگر است قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ

باشند برقرار زیر خواص که باشد موجود
باشیم داشته a ∈ Vf هر برای و e ∈ f−({١})١ چون عضوی ازای به . ١

ϕ(a) = θ(a)− f(a)θ(e).

.f(θ(e))ϕ(an◦cn) −→ ٠ آن گاه an◦cn −→ ٠ اگر Vf در {cn}n و {an}n دنباله دو هر برای . ٢
در باشد. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf کنید فرض برهان.

.θ(ker f) ⊆ ker f نتیجه در ͬ باشد. م نیز جردن صفر حاصل ضرب حافظ این صورت
داریم a ∈ Vf هر برای طرفͬ از .e ∈ f−({١})١ کنید فرض است، ناصفر f آن جایی که از



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢٠
.θ(a− f(a)e) = ϕ(a) که است موجود چنان ϕ : Vf −→ ker f تابع بنابراین .a− f(a)e ∈ ker f

.θ(a)− f(a)θ(e) = ϕ(a) دی·ر عبارت به
{cn}n و {an}n کنید فرض اکنون است. خطͬ به وضوح نیز ϕ لذا هستند، خطͬ θ و f چون
لذا .θ(an) ◦ θ(cn) −→ ٠ نتیجه در .an ◦ cn −→ ٠ که طوری به باشند Vf به متعلق دنباله دو

نوشت ͬ توان م
(f(an)θ(e) + ϕ(an)) ◦ (f(cn)θ(e) + ϕ(cn)) = (f(an)θ(e) + ϕ(an))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

+ (f(cn)θ(e) + ϕ(cn))(f(an)θ(e) + ϕ(an))

= f(an)f(θ(e))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

+ f(cn)f(θ(e))(f(an)θ(e) + ϕ(an))

= f(ancn)f(θ(e))θ(e) + f(an)f(θ(e))ϕ(cn)

+ f(cnan)f(θ(e))θ(e) + f(cn)f(θ(e))ϕ(an)

= (f(ancn) + f(cnan))f(θ(e))θ(e)

+ f(θ(e))ϕ(ancn) + f(θ(e))ϕ(cnan)

= (f(an ◦ cn))f(θ(e))θ(e)

+ f(θ(e))ϕ(an ◦ cn) −→ ٠.
.f(an ◦ cn)f(θ(e))θ(e) −→ ٠ داریم پس است، پیوسته f چون همچنین

.f(θ(e))ϕ(an ◦ cn) −→ ٠ بنابراین
است. ͹واض قضیه عکس

خطͬ تابعک ΁ی f ̸= ٠ و باشد ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت این صورت در شود. گرفته نظر در V روی پیوسته

باشد برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ اگر تنها و اگر است قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ
.f ◦ θ = ٠ . ١

است. پیوسته θ و θ(ker f) ⊆ ker f . ٢
در باشد. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf کنید فرض برهان.

.θ(ker f) ⊆ ker f لذا ͬ باشد. م نیز جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی این صورت
{cn}n ⊆ Vf دلخواه دنباله برای .foθ(a) ̸= ٠ که است موجود چنان a ∈ Vf آن گاه f ◦θ ̸= ٠ اگر
معادل طور به .θ(a)◦ θ(cn) −→ ٠ فرض طبق لذا .a◦ cn −→ ٠ به وضوح آن گاه cn −→ ٠ هرگاه

θ(a)θ(cn) + θ(cn)θ(a) = f(θ(a))θ(cn) + f(θ(cn))θ(a) −→ ٠.
است. پیوسته θ ͬ دهد م نشان این .θ(cn) −→ ٠ بنابراین و f(θ(a))θ(cn) −→ ٠ نتیجه در

΁ی θ که ͬ شود م نتیجه به وضوح آن گاه f ◦ θ = ٠ اگر ،١ شرط طبق قضیه این عکس برای



٢١ Vf روی قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
پیوسته θ کنید فرض ٢ شرط طبق حال است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت
وجود ϕ : Vf −→ ker f خطͬ نگاشت و e ∈ f−{١})١ این صورت در .θ(ker f) ⊆ ker f و باشد

.ϕ(a) = θ(a)− f(a)θ(e) داریم a ∈ Vf هر برای به طوری که دارد
دنباله دو {cn}n و {an}n کنید فرض حال است. پیوسته نیز ϕ لذا هستند پیوسته θ و f چون

این صورت در .an ◦ cn −→ ٠ به طوری که باشند Vf در
θ(an) ◦ θ(cn) = (f(an)θ(e) + ϕ(an))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

+ (f(cn)θ(e) + ϕ(cn))(f(an)θ(e) + ϕ(an))

= f(an)f(θ(e))(f(cn)θ(e) + ϕ(cn))

+ f(cn)f(θ(e))(f(an)θ(e) + ϕ(an))

= f(ancn)f(θ(e))θ(e) + f(θ(e))ϕ(ancn)

+ f(cnan)f(θ(e))θ(e) + f(θ(e))ϕ(cnan)

= f(θ(e))θ(e)(f(ancn) + f(cnan))

+ f(θ(e))(ϕ(ancn) + ϕ(cnan))

= f(θ(e))θ(e)(f(an ◦ cn))

+ f(θ(e))(ϕ(an ◦ cn)) −→ ٠.
است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ θ نگاشت که ͬ دهد م نشان این

ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض ٢ . ٣ . ٢ و ٢ . ٢ . ٢ قضیه طبق بر .٢ . ٣ . ١ نتیجه
صورت این در شود. گرفته نظر در V روی پیوسته خطͬ تابعک ΁ی f ̸= ٠ همچنین و باشد
΁ی اگر تنها و اگر است قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت

باشد. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت
در باشد. ی΁ دار B همچنین و باشند نرم دار جبر دو B و A کنید فرض . ١ .٢ . ٣ . ١ لم
پیوسته باشد، هم پوشا که قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت هر این صورت

است.
همچنین و باشند ١B و ١A ی΁ های با ترتیب به ی΁ دار نرم دار جبر دو B و A کنید فرض . ٢

به طوری که باشد قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ : A −→ B

است. پیوسته ϕ این صورت در .ϕ(١A) = ١B

حافظ نگاشت ΁ی ϕ : A −→ B کنید فرض ͬ دهیم. م نشان را اولͬ مورد برهان.
چنان a ∈ Aاین صورت در باشد. نیز پوشا به طوری که باشد قوی جردن صفر حاصل ضرب
.an −→ ٠ به طوری که {an}n ⊆ A کنید فرض همچنین .ϕ(a) = ١B که است موجود



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢٢
طرفͬ از .a ◦ an = aan + ana −→ ٠ لذا

٢ϕ(an) = ϕ(an) + ϕ(an)

= ϕ(an)١B + ١Bϕ(an)
= ϕ(an)ϕ(a) + ϕ(a)ϕ(an)

= ϕ(an) ◦ ϕ(a) −→ ٠.
است. پیوسته ϕ که ͬ دهد م نشان این

یا و پیوسته قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت هر کلͬ حالت در .٢ . ٣ . ١ تذکر
کنید. دقت زیر مثال به نیست. همریختͬ

β = {e١, e٢, e٣, · · · } جبری پایه با ͬ البعد متناه نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٣ . ١ مثال
تابعک ΁ی f ∈ V ∗ کنید فرض همچنین .∥en∥ = ١ ،n ≥ ١ هر برای به طوری که باشد
این صورت در .f(en) = ٠ ،n ≥ ٢ هر برای و f(e١) = ١ به طوری که باشد پیوسته خطͬ
ϕ(e١) = ٠ که ͬ کنیم م تعریف چنان را ϕ : Vf −→ Vf نگاشت اکنون .ker f = {e٢, e٣, e۴, · · · }
΁ی ϕ که است معنͬ بدین این .f ◦ ϕ = ٠ شرایط این با .ϕ(en) = ٢nen ،n ≥ ٢ هر برای و
نه و پیوسته نه ϕ که ͬ دهیم م نشان حال است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت

بنابراین .an = en
n کنید فرض است. Vf روی همریختͬ

lim
n→∞

∥an∥ = lim
n→∞

١
n
∥en∥

= lim
n→∞

١
n

= ٠.
طرفͬ از

lim
n→∞

∥ϕ(an)∥ = lim
n→∞

٢n

n
∥e٢∥

= lim
n→∞

٢n

n

= ∞.

داریم همچنین نیست. پیوسته نگاشت ΁ی ϕ که ͬ دهد م نشان این
۴e٢ = ϕ(e٢)

= ϕ(e١e٢)
̸= ϕ(e١)ϕ(e٢)
= ٠.

نیست. همریختͬ ϕ لذا



٢٣ Vf روی قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی نرم دار، جبرهای بین پیوسته همریختͬ هر .٢ . ٣ . ٢ مثال

است. قوی جردن
ϕ : A −→ B خطͬ نگاشت صورت این در باشند. نرم دار جبر دو B و A کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه
ازای به باشد که موجود چنان M > ٠ اگر تنها و اگر است قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ

.∥ϕ(a) ◦ ϕ(c)∥ ≤ M∥a ◦ c∥ باشیم داشته a, c ∈ A هر
باشد قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ که کنید فرض خلف برهان با برهان.
دارند وجود a١, c١ ∈ A عناصر M = ١ برای پس نباشد. برقرار فوق نامساوی M > ٠ هر برای و
دارند وجود a٢, c٢ ∈ A عناصر M = ٢

∥ϕ(a١)◦ϕ(c١)∥ برای .∥ϕ(a١)◦ϕ(c١)∥ > ∥a١ ◦ c١∥ به طوری که
نتیجه در .∥ϕ(a٢) ◦ ϕ(c٢)∥ > ٢

∥ϕ(a١)◦ϕ(c١)∥∥a٢ ◦ c٢∥ به طوری که
an, cn ∈ A عناصر M = n

∥ϕ(a١)◦ϕ(c١)∥ برای مشابه طور به .∥ a٢
∥ϕ(a٢)◦ϕ(c٢)∥ ◦ c٢∥ < ∥ϕ(a١)◦ϕ(c١)∥٢

به طوری که دارند ∥∥∥وجود an
∥ϕ(an) ◦ ϕ(cn)∥

◦ cn
∥∥∥ < ∥ϕ(a١) ◦ ϕ(c١)∥

n
.

ولͬ .∥a′n ◦ c′n∥ −→ ٠ داریم این صورت در .a′n = an
∥ϕ(an)◦ϕ(cn)∥ و c′n = cn کنید فرض

است. تناقض در قضیه فرض با این .∥ϕ(a′n) ◦ ϕ(c′n)∥ −→ ١
است. اثبات قابل به راحتͬ برعکس

ϕ : A −→ B همچنین و باشد ‐جبر C∗ ΁ی B و نرم دار ‐جبر ∗ ΁ی A کنید فرض .٢ . ٣ . ١ گزاره
گرفته نظر در قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ خاصیت با همراه ∗ حافظ خطͬ نگاشت ΁ی

است. پیوسته ϕ این صورت در شود.
صفر حاصل ضرب حافظ همچنین و باشد ∗ حافظ خطͬ نگاشت ΁ی ϕ کنید فرض برهان.
نوشت ͬ توان م لذا ب·یرید. نظر در an −→ ٠ شرط با A در را {an}n دنباله باشد. قوی جردن
خودالحاق عناصر cn و bn که است ͹واض .cn = an−a∗n٢i و bn = an+a∗n٢ آن در که an = bn + icn

نتیجه در .cn ◦ cn −→ ٠ و bn ◦ bn −→ ٠ داریم پس lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = ٠ بنابراین هستند.
طرفͬ از .ϕ(cn) ◦ ϕ(cn) −→ ٠ و ϕ(bn) ◦ ϕ(bn) −→ ٠

∥ϕ(bn)∥٢ = ∥ϕ(bn)ϕ(bn)∗∥

= ∥ϕ(bn)ϕ(b∗n)∥

= ∥ϕ(bn)ϕ(bn)∥

=
١
٢∥ϕ(bn) ◦ ϕ(bn)∥ −→ ٠.

پیوسته ϕ لذا .ϕ(an) −→ ٠ نتیجه در .ϕ(cn) −→ ٠ مشابهاً .ϕ(bn) −→ ٠ که ͬ دهد م نشان این
است.



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢۴
حاصل ضرب حافظ و قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های مفاهیم کلͬ حالت در .٢ . ٣ . ٢ تذکر

ͬ کنیم. م بررسͬ را مطلب این زیر مثال در متفاوت اند. ی΄دی·ر با قوی جردن صفر

و A به وضوح .B = M٢×٢(C) و A =

{α β

٠ ٠
 ∣∣∣∣α, β ∈ C

}
کنید فرض . ١ .٢ . ٣ . ٣ مثال

باناخ جبرهای
∥∥∥∥
α β

γ δ

∥∥∥∥ = ٢max{|α|, |β|, |γ|, |δ|} نرم با و معمولͬ ضرب و ͽجم با B

ͬ کنیم. م تعریف را ϕ(
α β

٠ ٠
) =

α α

β ٠
 ضابطه با ϕ : A −→ B نگاشت هستند.

حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ که ͬ دهیم م نشان حال است. ͹واض ϕ بودن خطͬ
داریم A به متعلق c =

λ µ

٠ ٠
 و a =

α β

٠ ٠
 هر برای است. قوی جردن صفر

∥a ◦ c∥ = ∥ac+ ca∥

=

∥∥∥∥
α β

٠ ٠
λ µ

٠ ٠
+

λ µ

٠ ٠
α β

٠ ٠
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
αλ αµ

٠ ٠
+

λα λβ

٠ ٠
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
٢αλ αµ+ λβ

٠ ٠
∥∥∥∥.

طرفͬ از

∥ϕ(a) ◦ ϕ(c)∥ = ∥ϕ(a)ϕ(c) + ϕ(c)ϕ(a)∥

=

∥∥∥∥
α α

β ٠
λ λ

µ ٠
+

λ λ

µ ٠
α α

β ٠
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
٢αλ+ αµ+ λβ ٢αλ

βλ+ αµ βλ+ αµ

∥∥∥∥
≤ ٢∥a ◦ c∥.

که کنید فرض حال است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ نتیجه در



٢۵ Vf روی قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های

ولͬ .∥ancn∥ −→ ٠ به وضوح این صورت در .cn =

n ٠
٠ ٠

 و an =

٠ n

٠ ٠


lim
n→∞

∥ϕ(an)ϕ(cn)∥ = lim
n→∞

∥∥∥∥
 ٠ ٠
n٢ n٢

∥∥∥∥
= lim

n→∞
٢n٢

= ∞.

نیست. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ϕ نگاشت یعنͬ

و A به وضوح این صورت در .B =M٢×٢(C) و A =

{ α β

−β̄ ᾱ

 ∣∣∣∣α, β ∈ C
}

کنید فرض . ٢
هر بنابراین هستند. قبل قسمت در شده ذکر نرم با R میدان روی نرم داری جبرهای B

ضابطه با را ϕ : A −→ B نگاشت است. وارون پذیر A از غیرصفر عضو
است. حقیقͬ خطͬ نگاشت ΁ی ϕ به وضوح ͬ کنیم. م تعریف ϕ(

 α β

−β̄ ᾱ

) =
٠ ٠
α β


٢ . ٢ . ٣ قضیه طبق است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ که ͬ دهیم م نشان
دهیم نشان است کافͬ آن گاه باشند. A از عضو دو c =

 λ µ

−µ̄ λ̄

 و a =

 α β

−β̄ ᾱ

 اگر
این رو از .∥ϕ(a)ϕ(c)∥ ≤M∥ac∥ که است موجود چنان M > ٠

∥ϕ(a)ϕ(c)∥ =

∥∥∥∥
٠ ٠
α β

٠ ٠
λ µ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
 ٠ ٠
βλ βµ

∥∥∥∥
= ٢max{|βλ|, |βµ|}.

بنابراین ac =
 αλ− βµ̄ αµ+ βλ̄

−β̄λ− ᾱµ̄ −β̄µ+ ᾱλ̄

 =

 s t

−t̄ s̄

 ͬ دهیم م قرار طرفͬ از

αλ− βµ̄ = s

αµ+ βλ̄ = t.

(٢ . ١)

فوق دستگاه حل با .|λ|٢ + |µ|٢ ̸= ٠ این صورت در باشد. ناصفر c ماتریس کنید فرض
داشت خواهیم

β =
−µ

|λ|٢ + |µ|٢ s+
λ

|λ|٢ + |µ|٢ t.



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢۶
.βµ = −µ٢

|λ|٢+|µ|٢ s+
λµ

|λ|٢+|µ|٢ t همچنین و βλ = −λµ

|λ|٢+|µ|٢ s+
λ٢

|λ|٢+|µ|٢ t بنابراین
نتیجه در

|βλ| ≤ |−λµ|
|λ|٢ + |µ|٢ |s|+

|λ|٢
|λ|٢ + |µ|٢ |t|

≤ ١
٢ |s|+ |t|

≤ ∥ac∥.

نگاشت که ͬ دهد م نشان این .∥ϕ(a)ϕ(c)∥ ≤ ٢∥ac∥ بنابراین .|βµ| ≤ ∥ac∥ مشابه به طور
حافظ نگاشت ΁ی ϕ که ͬ دهیم م نشان اکنون است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ϕ

نیست. قوی جردن صفر حاصل ضرب
در باشند. A جبر به متعلق دنباله دو cn =

ni ٠
٠ −ni

 و an =

 ٠ ١
−١ ٠

 کنید فرض
دی·ر طرف از . lim

n→∞
an ◦ cn = ٠ نتیجه در و an ◦ cn = ٠ به وضوح این صورت

lim
n→∞

∥ϕ(an) ◦ ϕ(cn)∥ = lim
n→∞

∥∥∥∥
 ٠ ٠
ni ٠

∥∥∥∥
= lim

n→∞
٢|ni|

= ∞.

(همچنین نیست. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ ͬ دهد م نشان این
نیست.) نیز جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ که کنید دقت

روی قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ۴ . ٢
Vf

نگاشت این صورت در باشند. C میدان روی نرم دار جبرهایی B و A کنید فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
و {an}n دنباله دو هر برای هرگاه است قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ : A −→ B خطͬ

باشیم داشته A جبر در {cn}n

[an, cn] −→ ٠ ⇒ [θ(an), θ(cn)] −→ ٠.

لͬ همریختͬ هر صورت این در باشند. نرم دار جبرهای B و A کنید فرض ‐ ١ .١ . ۴ . ٢ مثال
است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ : A −→ B مانند پیوسته



٢٧ Vf روی قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
β = {e١, e٢, e٣} جبری پایه با متناهͬ البعد نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض ‐ ٢

اگر .f(e٢) = f(e٣) = ٠ و f(e١) = ١ به طوری که f ∈ V ∗ همچنین باشد.
g ∈ V ∗ آن در به طوری که باشد θ(a) = g(a)e٢ ضابطه با خطͬ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf

نگاشت ΁ی θ که داد نشان ͬ توان م به راحتͬ آن گاه g(e٣) = ١ و g(e١) = g(e٢) = ٠ و
θ نگاشت همچنین نیست. لͬ همریختͬ ولͬ است قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ

نیست. Vf از مرکزی عنصر ΁ی در لͬ همریختͬ ΁ی حاصل ضرب
این صورت در باشد. جابجایی B جبر به طوری که باشند نرم دار جبر دو B و A کنید فرض ‐ ٣

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ B توی به A از خطͬ نگاشت هر
حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت هر به وضوح .١ . ۴ . ٢ تذکر
مثال ΁ی به بهتر درک برای نیست. درست همواره مطلب این عکس ولͬ است، لͬ صفر

ͬ پردازیم. م
شمارای جبری پایه با البعد متناهͬ نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ مثال
΁ی f ∈ V ∗ همچنین .∥en∥ = ١ ،n ≥ ١ هر برای به طوری که باشد β = {e١, e٢, e٣, · · · }
خطͬ نگاشت .f(en) = ٠ ،n ≥ ٢ هر برای و f(e١) = ١ به طوری که باشد کراندار خطͬ تابعک
مشاهده .θ(en) = ٢ne٢ ،n ≥ ٢ هر برای و θ(e١) = e١ که ب·یرید نظر در چنان را θ : Vf −→ Vf

حافظ که داد خواهیم نشان ولͬ است. لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ که ͬ شود م
نیست. قوی لͬ صفر حاصل ضرب

. lim
n→∞

[an, cn] = ٠ داریم به وضوح این صورت در .cn = en+١ و an =
e١
n کنید فرض

. lim
n→∞

∥[θ(an), θ(cn)]∥ = lim
n→∞

∥٢n+١
n e٢∥ = lim

n→∞
٢n+١
n = ∞ ولͬ

به طوری که باشد ناصفر عنصری f ∈ V ∗ و نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ۴ . ٢ قضیه
اگر است قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ : Vf −→ Vf خطͬ نگاشت این صورت در .∥f∥ ≤ ١

باشد برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ اگر تنها و
.f ◦ θ = ٠ . ١

φ : Vf −→ ker f پیوسته خطͬ نگاشت ،e ∈ f−({١})١ ازای به و θ(ker f) ⊆ ker f . ٢
و θ(a) = f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a) باشیم داشته a ∈ Vf هر برای به طوری که باشد موجود

است. پیوسته θ ◦ φ∣∣
ker f

به طوری که باشد موجود φ : Vf −→ ker f پیوسته خطͬ نگاشت e ∈ f−({١})١ ازای به . ٣
نیز زیر شرط دو از ی΄ͬ و θ(a) = f(a)θ(e)+ f ◦ θ ◦φ(a)e باشیم داشته a ∈ Vf هر برای

باشد برقرار
باشد. پیوسته f ◦ θ ◦ φ

∣∣
ker f

(آ)



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٢٨
.[θ(e), e] = ٠ (ب)

.f ◦θ ̸= ٠ طوری که به باشد قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ کنید فرض برهان.
a = f(a)e+φ(a) داریم a, c ∈ Vf هر برای این صورت در .f(e) = ١ طوری که به e ∈ Vf همچنین
و θ(a) = f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a) داریم نتیجه در .φ(a) = a− f(a)e و φ : Vf −→ ker f آن در که

.θ(c) = f(c)θ(e) + θ ◦ φ(c)

آن گاه θ(ker f) ⊆ ker f اگر
[θ(a), θ(c)] = [f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a), f(c)θ(e) + θ ◦ φ(c)]

= f(a)[θ(e), θ ◦ φ(c)] + f(c)[θ ◦ φ(a), θ(e)]

= [θ(e), θ ◦ φ(ac)] + [θ ◦ φ(ca), θ(e)]

= [θ(e), θ ◦ φ(ac)]− [θ(e), θ ◦ φ(ca)]

= [θ(e), θ ◦ φ(ac− ca)]

= [θ(e), θ ◦ φ([a, c])]

= f ◦ θ(e)θ ◦ φ([a, c]).

.f ◦ θ(e) ̸= ٠ ͬ کنیم م ادعا
فرض است. تناقض این و f ◦θ(a) = f(a)f ◦θ(e)+f ◦θ◦φ(a) = ٠ آن گاه f ◦θ(e) = ٠ اگر چون
داشت خواهیم این صورت در .an −→ ٠ طوری که به باشد ker f به متعلق {an} دنباله کنید

گرفت نتیجه ͬ توان م است قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ آن جایی که از .[e, an] −→ ٠
∥θ ◦ φ(an)∥ = ∥θ ◦ φ([e, an])∥

=
∥[θ(e), θ(an)]∥

|f ◦ θ(e)|
−→ ٠.

است. پیوسته f هسته روی θ ◦ φ که ͬ دهد م نشان این
.f(θ(a٠)) = ١ که است موجود چنان a٠ ∈ ker f عنصر آن گاه θ(ker f) ⊈ ker f اگر

.[θ(a), θ(c)] = ٠ آن گاه [a, c] = ٠ اگر a, c ∈ ker f هر برای که ͬ دانیم م .e = θ(a٠) ͬ دهیم م قرار
بنابراین

f(θ(a))θ(c) = f(θ(c))θ(a). (٢ . ٢)
بنابراین ͬ کنیم. م جای گذاری (٢ . ٢) رابطه در را a = a٠

θ(c) = f(θ(c))θ(a٠) = f ◦ θ(c)e. (٢ . ٣)
طرفͬ از .φ(a) = a−f(a)e و φ : Vf −→ ker f آن در که a = f(a)e+φ(a) داریم a ∈ Vf هر برای
آن جایی که از .θ(c) = f(c)θ(e)+θ ◦φ(c) و θ(a) = f(a)θ(e)+θ ◦φ(a) داریم a, c ∈ Vf هر برای



٢٩ Vf روی قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های
θ(a) = f(a)θ(e) + f ◦ θ ◦ φ(a)e داشت خواهیم (٢ . ٣) رابطه از استفاده با φ(a), φ(c) ∈ ker f

بنابراین .θ(c) = f(c)θ(e) + f ◦ θ ◦ φ(c)e و
[θ(a), θ(c)] = [f(a)θ(e) + f ◦ θ ◦ φ(a)e, f(c)θ(e) + f ◦ θ ◦ φ(c)e]

= f(a)[θ(e), f ◦ θ ◦ φ(c)e]− f(c)[θ(e), f ◦ θ ◦ φ(a)e]

= [θ(e), f ◦ θ ◦ φ(ac)e]− [θ(e), f ◦ θ ◦ φ(ca)e]

= [θ(e), f ◦ θ ◦ φ([a, c])e]

= f ◦ θ ◦ φ([a, c])[θ(e), e]. (۴ . ٢)
این صورت در .an −→ ٠ طوری که به {an} ⊆ ker f همچنین و [θ(e), e] ̸= ٠ کنید فرض
ب·یریم نتیجه ͬ توانیم م است قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ نگاشت چون .[e, an] −→ ٠

که
|f ◦ θ ◦ φ(an)| = |f ◦ θ ◦ φ([e, an])|

=
∥[θ(e), θ(an)]∥
∥[θ(e), e]∥

−→ ٠.
است. پیوسته ker f روی f ◦ θ ◦ φ که ͬ دهد م نشان این

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی θ به وضوح آن گاه f ◦ θ = ٠ اگر برعکس
٣ شرط طبق لذا .[θ(a), θ(c)] = f ◦ θ(e)θ ◦ φ([a, c]) داریم ٢ شرط طبق a, c ∈ Vf هر برای
f ◦ θ پیوستگͬ به بنا آن گاه [an, cn] −→ ٠ اگر حال .[θ(a), θ(c)] = f ◦ θ ◦φ([a, c])[θ(e), e] داریم
حاصل ضرب حافظ نگاشت θ لذا .[θ(an), θ(cn)] −→ ٠ که ͬ شود م نتیجه ker f روی f ◦ θ ◦φ و

است. قوی لͬ صفر
همچنین .٠ ̸= f ∈ V ∗ و غیرصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ۴ . ٢ نتیجه
در .θ(ker f) ⊆ ker f به طوری که باشد پیوسته خطͬ نگاشت ΁ی θ : Vf −→ Vf کنید فرض

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ نگاشت این صورت
است. ͹واض قبل قضیه از استفاده با برهان.

θ : A −→ B خطͬ نگاشت این صورت در باشند. نرم دار جبر Bدو Aو کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
هر برای که باشد موجود چنان M > ٠ اگر تنها و اگر است قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ

باشیم داشته a, c ∈ A

∥[θ(a), θ(c)]∥ ≤M∥[a, c]∥.

باشد قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ نگاشت کنید فرض خلف برهان از استفاده با برهان.
چنان an, cn ∈ A عناصر n ∈ N هر برای پس نباشد برقرار فوق نامساوی M > ٠ برای ولͬ

که موجودند
∥[θ(an), θ(cn)]∥ > n∥[an, cn]∥.



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٣٠
لذا

∥∥[ an
∥[θ(an), θ(cn)]∥

, cn
]∥∥ < ١

n
.

.[a′n, c′n] −→ ٠ که است ͹واض .c′n = cn و a′n = an
∥[θ(an),θ(cn)]∥ دهید: قرار

داریم دی·ر طرف از

∥[θ(a′n), θ(c′n)]∥ =
∥[θ(an), θ(cn)]∥
∥[θ(an), θ(cn)]∥

−→ ١.

است. تناقض در قضیه فرض با این
است. اثبات قابل به راحتͬ قضیه عکس

پیوسته لͬ همریختͬ هر این صورت در باشند. نرم دار جبر دو B و A کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ نتیجه
است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ B توی به A از

موروثͬ خواص ۵ . ٢
حاصل ضرب حافظ نگاشت دو ترکیب و مستقیم ͽحاصل جم که ͬ دهیم م نشان بخش این در
مجدداً قوی) لͬ صفر حاصل ضرب حافظ و قوی جردن صفر حاصل ضرب (حافظ قوی صفر
صفر حاصل ضرب حافظ و قوی جردن صفر حاصل ضرب (حافظ قوی صفر حاصل ضرب حافظ
(حافظ قوی صفر حاصل ضرب حافظ لزوماً آنها تانسوری حاصل ضرب اما است. قوی) لͬ

نیست. قوی) جردن صفر حاصل ضرب

نگاشت های طوری که به باشند نرم داری جبرهای D و C ،B ،A که کنید فرض .١ . ۵ . ٢ گزاره
ͽجم نگاشت این صورت در باشند. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ψ : C −→ D و ϕ : A −→ B

است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ϕ⊕ ψ : A⊕ C −→ B ⊕D مستقیم

چنان M,N > ٠ پس هستند. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ψ و ϕ نگاشت های چون برهان.
داریم c, c′ ∈ C هر برای و ∥ϕ(a)ϕ(a′)∥ ≤ M∥aa′∥ داریم a, a′ ∈ A هر برای که هستند موجود

.∥ψ(c)ψ(c′)∥ ≤ N∥cc′∥



٣١ موروثͬ خواص
بنابراین:

∥(ϕ⊕ ψ)((a, c))(ϕ⊕ ψ)((a′, c′))∥ = ∥(ϕ(a), ψ(c))(ϕ(a′), ψ(c′))∥

= ∥(ϕ(a)ϕ(a′), ψ(c)ψ(c′))∥

= ∥ϕ(a)ϕ(a′)∥+ ∥ψ(c)ψ(c′)∥

≤M∥aa′∥+N∥cc′∥

≤M(∥aa′∥+ ∥cc′∥) +N(∥aa′∥+ ∥cc′∥)

= (M +N)(∥aa′∥+ ∥cc′∥)

= (M +N)∥(aa′, cc′)∥

= (M +N)∥(a, c)(a′, c′)∥.

نگاشت های همچنین و باشند نرم داری جبرهای D و C ،B ،A که کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ گزاره
نگاشت این صورت در باشند. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ψ : C −→ D و ϕ : A −→ B

است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ϕ⊕ ψ : A⊕ C −→ B ⊕D

M,N > ٠ مقادیر لذا هستند. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ψ و ϕ چون برهان.
c, c′ ∈ C هر برای و ∥ϕ(a) ◦ ϕ(a′)∥ ≤ M∥a ◦ a′∥ داریم a, a′ ∈ A هر برای که موجودند چنان

.∥ψ(c) ◦ ψ(c′)∥ ≤ N∥c ◦ c′∥ داریم
بنابراین

∥(ϕ⊕ ψ)((a, c)) ◦ (ϕ⊕ ψ)((a′, c′))∥ = ∥(ϕ(a), ψ(c)) ◦ (ϕ(a′), ψ(c′))∥

= ∥(ϕ(a) ◦ ϕ(a′), ψ(c) ◦ ψ(c′))∥

= ∥ϕ(a) ◦ ϕ(a′)∥+ ∥ψ(c) ◦ ψ(c′)∥

≤M∥a ◦ a′∥+N∥c ◦ c′∥

≤M(∥a ◦ a′∥+ ∥c ◦ c′∥) +N(∥a ◦ a′∥+ ∥c ◦ c′∥)

= (M +N)(∥a ◦ a′∥+ ∥c ◦ c′∥)

= (M +N)∥(a ◦ a′, c ◦ c′)∥

= (M +N)∥(a, c) ◦ (a′, c′)∥.

جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ ⊕ ψ که ͬ شود م نتیجه ٢ . ٣ . ٣ قضیه طبق حال
است. قوی

ϕ : A −→ B نگاشت دو همچنین و باشند نرم دار جبرها یی C و B،A کنید فرض .٣ . ۵ . ٢ گزاره
ϕ و ψ نگاشت های ترکیب این صورت در باشند. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ψ : B −→ C و

است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ψ ◦ ϕ : A −→ C یعنͬ



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٣٢
مقادیر پس هستند قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ψ و ϕ آن جایی که از برهان.

هر برای و ∥ϕ(a)ϕ(a′)∥ ≤M∥aa′∥ داریم a, a′ ∈ A هر برای به طوری که دارند وجود M,N > ٠
.∥ψ(b)ψ(b′)∥ ≤ N∥bb′∥ داریم b, b′ ∈ B

ͬ کنیم م بررسͬ را ترکیب حال
∥(ψ ◦ ϕ)(a)(ψ ◦ ϕ)(a′)∥ = ∥ψ(ϕ(a))ψ(ϕ(a′))∥

≤ N∥ϕ(a)ϕ(a′)∥

≤MN∥aa′∥.

است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ψ ◦ ϕ نگاشت که ͬ دهد م نشان این
ϕ : A −→ B نگاشت دو همچنین و باشند نرم دار جبرها یی C و B،A کنید فرض .۴ . ۵ . ٢ گزاره
ψ ◦ ϕ : A −→ C این صورت در باشند. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ψ : B −→ C و

است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت
مقادیر پس هستند قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ψ و ϕنگاشت های آن جایی که از برهان.
هر برای و ∥ϕ(a) ◦ ϕ(a′)∥ ≤M∥a ◦ a′∥ داریم a, a′ ∈ A هر برای که موجودند چنان M,N > ٠

.∥ψ(b) ◦ ψ(b′)∥ ≤ N∥b ◦ b′∥ داریم b, b′ ∈ B

ͬ کنیم م بررسͬ را نگاشت دو این ترکیب حال
∥(ψ ◦ ϕ)(a) ◦ (ψ ◦ ϕ)(a′)∥ = ∥ψ(ϕ(a)) ◦ ψ(ϕ(a′))∥

≤ N∥ϕ(a) ◦ ϕ(a′)∥

≤MN∥a ◦ a′∥.

است. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ψ ◦ ϕ یعنͬ نگاشت دو ترکیب که ͬ دهد م نشان این

کنید فرض همچنین باشند. نرم داری جبرهای D و C ،B ،A که کنید فرض .۵ . ۵ . ٢ گزاره
این صورت در باشند. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ψ : C −→ D و ϕ : A −→ B

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ ϕ⊕ ψ : A⊕ C −→ B ⊕D نگاشت
٢ . ۴ . ٢ قضیه طبق پس هستند قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ψ و φچون برهان.

داریم a, a′ ∈ A هر برای که موجودند چنان M,N > ٠ مقادیر
∥[ϕ(a), ϕ(a′)]∥ ≤M∥[a, a′]∥

داریم c, c′ ∈ C هر برای و
∥[ψ(c), ψ(c′)]∥ ≤ N∥[c, c′]∥.



٣٣ موروثͬ خواص
بنابراین

∥[(φ⊕ ψ)((a, c)), (φ⊕ ψ)((a′, c′))]∥ = ∥[(φ(a), ψ(c)), (φ(a′), ψ(c′))]∥

= ∥(φ(a)φ(a′)− φ(a′)φ(a), ψ(c)ψ(c′)

− ψ(c′)ψ(c))∥

= ∥([φ(a), φ(a′)], [ψ(c), ψ(c′)])∥

= ∥([φ(a), φ(a′)]∥+ ∥[ψ(c), ψ(c′)]∥

≤M∥[a, a′]∥+N∥[c, c′]∥

≤M(∥[a, a′]∥+ ∥[c, c′]∥)

+N(∥[a, a′]∥+ ∥[c, c′]∥)

= (M +N)(∥[a, a′]∥+ ∥[c, c′]∥)

= (M +N)∥([a, a′], [c, c′])∥

= (M +N)∥[(a, c), (a′, c′)]∥.

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ φ⊕ ψ نگاشت ٢ . ۴ . ٢ قضیه طبق بنابراین
و φ : A −→ B همچنین و باشند نرم دار جبرها ی C و B،A کنید فرض .۶ . ۵ . ٢ گزاره

نگاشت این صورت در باشند. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت دو ψ : B −→ C

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ ψ ◦ φ : A −→ C

مقادیر پس هستند قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ψ و φ آن جایی که از برهان.
داریم a, a′ ∈ A هر برای که است موجود چنان M,N > ٠

∥[φ(a), φ(a′)]∥ ≤M∥[a, a′]∥

داریم b, b′ ∈ B هر برای و
∥[ψ(b), ψ(b′)]∥ ≤ N∥[b, b′]∥.

ͬ کنیم م بررسͬ را ترکیب حال
∥[ψ ◦ φ(a), ψ ◦ φ(a′)]∥ = ∥[ψ(φ(a)), ψ(φ(a′))]∥

≤ N∥[φ(a), φ(a′)]∥

≤MN∥[a, a′]∥.

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ψ ◦ φ که ͬ دهد م نشان این



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٣۴
نگاشت لزوماً قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت دو تانسوری حاصل ضرب .١ . ۵ . ٢ تذکر

ͬ کنیم. م بررسͬ مثال ΁ی با را مطلب این درستͬ نیست. قوی صفر حاصل ضرب حافظ
به طوری که باشد مجموعه ΁ی A = {a+ bi+ cj+dk

∣∣ a, b, c, d ∈ R} کنید فرض .١ . ۵ . ٢ مثال
΁ی A شرایط این با .ki = −ik = j و jk = −kj = i و ij = −ji = k و i٢ = j٢ = k٢ = −١
وارون پذیر آن به متعلق ناصفر عنصر هر که است R روی جبر ΁ی پس است R روی تقسیم جبر

است.
.∥a+ bi+ cj + dk∥ = ۴max{|a|, |b|, |c|, |d|} ͬ کنیم. م تعریف را مقابل نرم A جبر روی

ϕ(a+bi+cj+dk) = bi ضابطه با را ϕ : A −→ Aنگاشت است. R روی نرم دار جبر ΁یAبنابراین
ͬ گیریم. م نظر در

x, y کنید فرض این کار برای است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ϕ که ͬ دهیم م نشان
لذا y = e+ fi+ gj + hk و x = a+ bi+ cj + dk پس باشند A از دلخواه عنصر دو

xy = A+Bi+ Cj +Dk. (۵ . ٢)
که گرفت نتیجه ͬ توان م (۵ . ٢) رابطه از

ea− fb− gc− hd = A

fa+ eb+ hc− gd = B

ga− hb+ ec+ fd = C

ha+ gb− fc+ ed = D.

(۶ . ٢)

.e٢ + f٢ + g٢ + h٢ ̸= ٠ این صورت در .y = e+ fi+ gj + hk ̸= ٠ کنید فرض
داریم پس ͬ کنیم م پیدا (۶ . ٢) رابطه از را b مقدار کرامر دستور از استفاده با اکنون
b = − f

e٢ + f٢ + g٢ + h٢A+
e

e٢ + f٢ + g٢ + h٢B − h

e٢ + f٢ + g٢ + h٢C

+
g

e٢ + f٢ + g٢ + h٢D.

لذا
bf = − f٢

e٢ + f٢ + g٢ + h٢A+
fe

e٢ + f٢ + g٢ + h٢B − fh

e٢ + f٢ + g٢ + h٢C

+
fg

e٢ + f٢ + g٢ + h٢D.

نتیجه در
|bf | ≤ |f٢|

e٢ + f٢ + g٢ + h٢ |A|+
|fe|

e٢ + f٢ + g٢ + h٢ |B|+ |fh|
e٢ + f٢ + g٢ + h٢ |C|

+
|fg|

e٢ + f٢ + g٢ + h٢ |D|

≤ |A|+ ١
٢ |B|+ ١

٢ |C|+ ١
٢ |D|.



٣۵ موروثͬ خواص
بنابراین

∥ϕ(x)ϕ(y)∥ = ∥(bi)(fi)∥ = ∥bf∥ = ۴|bf |
≤ ۴|A|+ ٢(|B|+ |C|+ |D|)

≤ ١۶max{|A|, |B|, |C|, |D|}

= ۴∥xy∥.

(٢ . ٧)

داریم .y = e+ fi+ gj + hk = ٠ که حالتͬ در

∥ϕ(x)ϕ(y)∥ = ٠ ≤ ۴∥xy∥. (٢ . ٨)

داریم x, y ∈ A هر برای که ͬ شود م نتیجه (٢ . ٨) و (٢ . ٧) روابط طبق بنابراین
است. قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی ϕ که ͬ دهد م نشان این .∥ϕ(x)ϕ(y)∥ ≤ ۴∥xy∥
ϕ⊗ϕ نگاشت چون نیست. قوی صفر حاصل ضرب حافظ ϕ⊗ϕ : A⊗A −→ A⊗A نگاشت اما

اما .(i⊗ i+ j ⊗ j)(i⊗ i− j ⊗ j) = ٠ به وضوح نیست. صفر حاصل ضرب حافظ

ϕ⊗ ϕ(i⊗ i+ j ⊗ j)ϕ⊗ ϕ(i⊗ i− j ⊗ j) = (ϕ(i)⊗ ϕ(i) + ϕ(j)⊗ ϕ(j))

(ϕ(i)⊗ ϕ(i)− ϕ(j)⊗ ϕ(j)) = (i⊗ i)(i⊗ i)

= ١ ⊗ ١ ̸= ٠.

صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت لذا و نیست صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ϕ ⊗ ϕ بنابراین
نیست. نیز قوی

جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت دو تانسوری حاصل ضرب که ͬ دهد م نشان زیر مثال
نیست. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت ΁ی لزوماً قوی

ϕ : A −→ B نگاشت .B = M٢×٢(C) و A =

{α β

٠ ٠
 ∣∣∣∣α, β ∈ C

}
کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ مثال

حافظ نگاشت ΁ی ϕ ٢ . ٣ . ٣ مثال طبق ͬ کنیم. م تعریف ϕ(
α β

٠ ٠
) =

α α

β ٠
 ضابطه با را

نگاشت ΁ی ϕ⊗ϕ : A⊗A −→ B⊗B که داد خواهیم نشان است. قوی جردن صفر حاصل ضرب
x =

٠ ١
٠ ٠

 ⊗

١ ٠
٠ ٠

 کنید فرض این کار برای نیست. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٣۶

این صورت در باشند. y =

١ ٠
٠ ٠

⊗

٠ ١
٠ ٠

 و

x ◦ y =

٠ ١
٠ ٠

⊗

١ ٠
٠ ٠

 ◦

١ ٠
٠ ٠

⊗

٠ ١
٠ ٠


=

٠ ١
٠ ٠

⊗

١ ٠
٠ ٠

١ ٠
٠ ٠

⊗

٠ ١
٠ ٠

+

١ ٠
٠ ٠

⊗

٠ ١
٠ ٠

٠ ١
٠ ٠

⊗

١ ٠
٠ ٠


= ٠.

ͬ دهد م نشان این .(ϕ⊗ϕ)(x) ◦ (ϕ⊗ϕ)(y) =

٠ ٠
١ ١

⊗

١ ٠
٠ ٠

+

١ ٠
٠ ٠

⊗

٠ ٠
١ ١

 ̸= ٠ اما
نیست. قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ ϕ⊗ ϕ نگاشت

قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های دوم دوگان ۶ . ٢
جردن صفر (حاصل ضرب قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های دوم دوگان قسمت این در
بررسͬ را نرم دار جبرهای از خاص کلاس ΁ی روی شده تعریف قوی) لͬ صفر حاصل ضرب و قوی
θ : A −→ B کراندار خطͬ نگاشت برای باشند. نرم دار جبرهای B و A کنید فرض ͬ کنیم. م
و قوی جردن صفر (حاصل ضرب قوی صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ : A∗∗ −→ B∗∗ نگاشت اگر
است اینجا سوال است. چنین نیز θ : A −→ B نگاشت آن گاه باشد قوی) لͬ صفر حاصل ضرب
a ∗ c از منظور ادامه در است. درست مطلب این عکس B و A جبرهای از ΁کدام ی برای که
حافظ نگاشت از منظور همچنین باشند. ͬ توانند م [a, c] و a ◦ c ، ac های ضرب از کدام هر
صفر حاصل ضرب حافظ که نرم دار جبر دو بین خطͬ نگاشتͬ یعنͬ قوی ∗ صفر حاصل ضرب
منظور ͬ باشد. م قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ یا قوی جردن صفر حاصل ضرب حافظ قوی،

ͬ باشد. م لͬ همریختͬ یا جردن همریختͬ همریختͬ، همان ‐همریختͬ ∗ از
نگاشت ΁ی θ : A −→ B و باشند آرنز منظم نرم دار جبر دو B و A کنید فرض .١ . ۶ . ٢ قضیه
a, c ∈ A هر برای که باشد موجود چنان M ≥ ٠ عدد کنید فرض همچنین باشد. کراندار خطͬ

باشد برقرار زیر نامساوی (B∗ از بسته واحد (گوی g ∈ B
(٠)
١ هر و

|⟨θ(a) ∗ θ(c), g⟩| ≤M |⟨a ∗ c, θ∗(g)⟩|. (٢ . ٩)
است. قوی ∗ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ : A∗∗ −→ B∗∗ نگاشت این صورت در

m,n ∈ A∗∗ کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات باشد لͬ حاصل ضرب ∗ که حالتͬ برای را قضیه برهان.
طوری که به باشند A در تور دو (cβ)β و (aα)α و

m = w∗ − lim
α
aα, n = w∗ − lim

β
cβ.



٣٧ قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های دوم دوگان
داریم: به وضوح هستند آرنز منظم B و A آن جایی که از

[m,n] = w∗ − lim
α
w∗ − lim

β
[aα, cβ]. (٢ . ١٠)

و
[θ∗∗(m), θ∗∗(n)] = w∗ − lim

α
w∗ − lim

β
[θ(aα), θ(cβ)]. (٢ . ١١)

داریم g ∈ B
(٠)
١ هر برای (٢ . ١١) و (٢ . ١٠) ، (٢ . ٩) روابط از استفاده با بنابراین

|⟨[θ∗∗(m), θ∗∗(n)], g⟩| ≤M |⟨[m,n], θ∗(g)⟩|.

که ͬ دهد م نشان این
∥[θ∗∗(m), θ∗∗(n)]∥ ≤M∥θ∥∥[m,n]∥.

ضرب ∗ که حالتͬ در است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ نگاشت ٢ . ۴ . ٢ قضیه طبق
∗ که هنگامͬ کنید دقت برد. به کار ͬ توان م مشابهͬ استدلال باشد، جردن ضرب یا اصلͬ

است. درست ح΄م B و A بودن آرنز منظم فرض بدون آن گاه باشد اصلͬ ضرب
∗ ΁ی θ : A −→ B و باشند آرنز منظم نرم دار جبرهای B و A کنید فرض .١ . ۶ . ٢ نتیجه

است. قوی ∗ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ این صورت در باشد. کراندار ‐همریختͬ
داریم g ∈ B

(٠)
١ و a, c ∈ A اعضای برای پس است ‐همریختͬ ∗ ΁ی θ چون برهان.

نتیجه در .θ(a ∗ c) = θ(a) ∗ θ(c)

|⟨θ(a) ∗ θ(c), g⟩| = |⟨θ(a ∗ c), g⟩|

= |⟨a ∗ c, θ∗(g)⟩|.

دقت است. قوی ∗ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ نگاشت که ͬ شود م نتیجه ١ . ۶ . ٢ قضیه طبق
نیست. لازم B و A برای آرنز منظم شرط است اصلͬ ضرب ∗ که زمانͬ کنید

طوری که به .٠ ̸= f ∈ V ∗ و ناصفر نرم دار برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ۶ . ٢ قضیه
در باشد. قوی ∗ صفر حاصل ضرب حافظ θ : Vf −→ Vf کراندار نگاشت همچنین .∥f∥ ≤ ١

است. قوی ∗ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ : (Vf )
∗∗ −→ (Vf )

∗∗ نگاشت این صورت
که دهیم نشان ͬ است کاف است. آرنز منظم Vf جبر [۶] ͽمرج از ١ . ٢ گزاره طبق برهان.
حافظ θ نگاشت و جردن ضرب یا اصلͬ ضرب ∗ که صورتͬ در است. برقرار (٢ . ٩) نامساوی

یا f ◦ θ = ٠ ٢ . ٣ . ٢ و ٢ . ٢ . ٢ قضیه طبق این صورت در باشد قوی ∗ صفر حاصل ضرب
باشد قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ نگاشت و لͬ ضرب ∗ که صورتͬ در .θ(ker f) ⊆ ker f

آن در که θ(a) = f(a)θ(e) + f ◦ θ ◦ φ(a)e یا θ(ker f) ⊆ ker f یا f ◦ θ = ٠ ،١ . ۴ . ٢ قضیه طبق
موارد تمام در را نتیجه گیری است. پیوسته خطͬ نگاشت φ : Vf −→ ker f و e ∈ f−({١})١

ͬ آوریم. م بدست زیر



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ٣٨
برای (٢ . ٩) نامساوی بنابراین .θ(a) ∗ θ(c) = ٠ داریم a, c ∈ Vf هر برای لذا .f ◦ θ = ٠ ‐ ١
حاصل ضرب حافظ θ∗∗ نگاشت آن گاه f ◦ θ = ٠ اگر نتیجه در است. برقرار M ≥ ٠ هر

است. قوی ∗ صفر
تعریف چنان را φ : Vf −→ ker f نگاشت ،e ∈ f−({١})١ ازای به .θ(ker f) ⊆ ker f ‐ ٢

که نوشت ͬ توان م بنابراین .φ(a) = a− f(a)e ،a ∈ Vf هر برای که ͬ کنیم م
هر و g ∈ B

(٠)
١ هر برای طرفͬ از .θ(a) = f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a) لذا و a = f(a)e + φ(a)

داریم a, c ∈ Vf

⟨θ(a) ∗ θ(c), g⟩ = ⟨(f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a)) ∗ (f(c)θ(e) + θ ◦ φ(c)), g⟩

= f ◦ θ(e)⟨a ∗ c, θ∗(g)⟩. (٢ . ١٢)
نتیجه در

|⟨θ(a) ∗ θ(c), g⟩| = |f ◦ θ(e)⟨a ∗ c, θ∗(g)⟩|

≤ ∥f∥∥e∥∥θ∥|⟨a ∗ c, θ∗(g)⟩|

≤ ∥e∥∥θ∥|⟨a ∗ c, θ∗(g)⟩|.

نگاشت که ͬ شود م نتیجه لذا است. برقرار (٢ . ٩) نامساوی M = ∥e∥∥θ∥ برای بنابراین
ضرب ∗ که وقتͬ مثال به عنوان کنید دقت است. قوی ∗ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗

است. زیر به صورت a, c ∈ Vf هر برای (٢ . ١٢) رابطه درستͬ باشد جردن
θ(a) ∗ θ(c) = θ(a) ◦ θ(c)

= (f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a)) ◦ (f(c)θ(e) + θ ◦ φ(c))

= f(f(a)θ(e) + θ ◦ φ(a))θ(c) + f(f(c)θ(e) + θ ◦ φ(c))θ(a)

= f(a)f ◦ θ(e)θ(c) + f(c)f ◦ θ(e)θ(a)

= f ◦ θ(e)θ(f(a)c) + f ◦ θ(e)θ(f(c)a)

= f ◦ θ(e)(θ(ac) + θ(ca))

= f ◦ θ(e)θ(a ◦ c)

= f ◦ θ(e)θ(a ∗ c).

نگاشت φ : Vf −→ ker f آن در که θ(a) = f(a)θ(e) + f ◦ θ ◦ φ(a)e و باشد لͬ ضرب ∗ ‐ ٣
(۴ . ٢) رابطه از استفاده با لذا است. وجودی عضوی e ∈ f−({١})١ و است پیوسته خطͬ

داریم a, c ∈ Vf هر برای
[θ(a), θ(c)] = f ◦ θ ◦ φ([a, c])[θ(e), e]

= θ ◦ φ([a, c])[θ(e), e].



٣٩ Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های
داریم g ∈ B

(٠)
١ هر برای نتیجه در

|⟨[θ(a), θ(c)], g⟩| = |⟨θ ◦ φ([a, c]).[θ(e), e], g⟩|

= |⟨θ ◦ φ([a, c]), [θ(e), e].g⟩|

= |⟨[a, c], (θ ◦ φ)∗([θ(e), e].g)⟩|.

m, n ∈ (Vf )
∗∗ برای که کنیم بررسͬ به سادگͬ ͬ توانیم م ١ . ۶ . ٢ قضیه اثبات مشابه

داشت خواهیم
|⟨[θ∗∗(m), θ∗∗(n)], g⟩| = |⟨[m,n], (θ ◦ φ)∗([θ(e), e].g)⟩|.

که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین
∥[θ∗∗(m), θ∗∗(n)]∥ ≤ ∥(θ ◦ φ)∗∥∥[θ(e), e]∥∥[m,n]∥.

است. قوی لͬ صفر حاصل ضرب حافظ θ∗∗ نگاشت که ͬ دهد م نشان این

Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های ٢ . ٧
٢ × ٢ ماتریس های همه مجموعه ی M٢×٢(Vf ) =

{a b

c d

 | a, b, c, d ∈ Vf

}
که کنید فرض

اس΄الر ضرب و ماتریس ها ضرب و ͽجم با M٢×٢(Vf ) به وضوح باشد. Vf در درایه هایی با
عناصر همچنین و پوچ توانͬ و خود توانͬ این جا در است. شرکت پذیر جبر ΁ی ماتریس ها در

کرد. خواهیم بررسͬ را M٢×٢(Vf ) از چپ و راست صفر مقسوم علیه
y ∈ R ناصفر عنصر هرگاه ͬ نامیم م راست صفر مقسوم علیه را R حلقه از r عنصر .٢ . ٧ . ١ تعریف

.yr = ٠ که باشد موجود چنان
x ∈ R ناصفر عنصر هرگاه ͬ نامیم م چپ صفر مقسوم علیه را R حلقه از r عنصر .٢ . ٧ . ٢ تعریف

.rx = ٠ که باشد موجود چنان
راست صفر مقسوم علیه هم و چپ صفر مقسوم علیه هم که R حلقه از r عنصر .٢ . ٧ . ٣ تعریف

ͬ نامیم. م صفر مقسوم علیه خلاصه به طور یا دو طرفه صفر مقسوم علیه را باشد
.r٢ = r : هرگاه ͬ نامیم م خود توان را R حلقه از r عنصر .۴ . ٢ . ٧ تعریف

.rn = ٠ که n > ٠ باشد داشته وجود هرگاه گوییم پوچ توان را R حلقه از r عنصر .۵ . ٢ . ٧ تعریف



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ۴٠
C توی به Vf از جبری ͬ های همریخت همه مجموعه ی Hom(Vf ,C) کنید فرض .٢ . ٧ . ١ قضیه

.Hom(Vf ,C) = {٠, f} : این صورت در باشد.
که است موجود چنان b ∈ Vf عضو این صورت در .٠ ̸= φ ∈ Hom(Vf ,C) کنید فرض برهان.

این که به توجه با طرفͬ از .φ(b) ̸= ٠
f(a)φ(b) = φ(f(a)b)

= φ(ab)

= φ(a)φ(b)

.(f(a)− φ(a))φ(b) = ٠ که گرفت نتیجه ͬ توان م پس
.φ = f که ͬ دهد م نشان این و .f(a) = φ(a) داریم: a ∈ Vf هر ازای به لذا

ناصفر عنصر ΁ی f همچنین و باشد. ناصفر برداری فضای ΁ی V که کنید فرض .٢ . ٧ . ٢ قضیه
ی΄ͬ اگر تنها و اگر است خود توان A =

a b

c d

 ∈M٢×٢(Vf ) عنصر این صورت در باشد. V ∗ از
باشد. برقرار زیر شرایط از

.A = ٠ . ١
.b, c ∈ ker f, f(a) = f(d) = ١ . ٢

f(a) = f(d) = ١٢ . ٣
a = ٢f(b)c , c = ٢f(c)a,
b = ٢f(b)d , d = ٢f(c)b.

f(a) + f(d) = ١ . ۴
f(a)a+ f(b)c = a , f(a)b+ f(b)d = b,

f(c)a = f(a)c , f(c)b = f(a)d.

لذا و A٢ = A این صورت در باشد. خود توان A کنید فرض برهان.

A٢ =

a b

c d

a b

c d


=

a٢ + bc ab+ bd

ca+ dc cb+ d٢


=

a b

c d

 .



۴١ Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های
داریم Vf روی ضرب +f(a)aطبق f(b)c f(a)b+ f(b)d

f(c)a+ f(d)c f(c)b+ f(d)d

 =

a b

c d


بنابراین

f(a)a+ f(b)c = a (٢ . ١٣)

f(a)b+ f(b)d = b (١۴ . ٢)

f(c)a+ f(d)c = c (١۵ . ٢)

f(c)b+ f(d)d = d (١۶ . ٢)
ͬ شود م نتیجه بالا روابط از متناظراً و

f(a)٢ + f(b)f(c) = f(a) (٢ . ١٧)

f(a)f(b) + f(b)f(d) = f(b) (٢ . ١٨)

f(c)f(a) + f(d)f(c) = f(c) (٢ . ١٩)

f(c)f(b) + f(d)٢ = f(d) (٢ . ٢٠)
.f(a)٢ − f(d)٢ = f(a)− f(d) داشت خواهیم (٢ . ١٧) رابطه ی از (٢ . ٢٠) رابطه کردن کم با

.(f(a)− f(d))(f(a) + f(d)− ١) = ٠ طرفͬ از
.f(a) + f(d) = ١ یا f(a) = f(d) بنابراین

f(a) = f(d) که حالتͬ در
که ͬ شود م نتیجه (٢ . ١٩) و (٢ . ١٨) روابط از

f(a)f(b) + f(b)f(a) = f(b) =⇒ ٢f(a)f(b) = f(b),

f(c)f(a) + f(a)f(c) = f(c) =⇒ ٢f(a)f(c) = f(c)

بنابراین
f(b)(٢f(a)− ١) = ٠ (٢ . ٢١)

f(c)(٢f(a)− ١) = ٠ (٢ . ٢٢)



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ۴٢
.f(b) = f(c) = ٠ یا ٢f(a)− ١ = ٠ لذا و

.f(a) = f(d) = ١٢ آن گاه باشد ٢f(a)− ١ = ٠ اگر
(١۶ . ٢) و (١۵ . ٢)،(١۴ . ٢)،(٢ . ١٣) روابط طبق همچنین

١
٢a+ f(b)c = a =⇒ a = ٢f(b)c
١
٢b+ f(b)d = b =⇒ b = ٢f(b)d
f(c)a+

١
٢c = c =⇒ c = ٢f(c)a

f(c)b+
١
٢d = d =⇒ d = ٢f(c)b

شد. بررسͬ ٣ شرط درستͬ بنابراین
با .f(b) = f(c) = ٠ داریم (٢ . ٢٢) و (٢ . ٢١) روابط طبق آن گاه .٢f(a) − ١ ̸= ٠ اگر حال
حال .f(a) = ١ یا f(a) = ٠ نتیجه در و f(a)٢ = f(a) داشت خواهیم (٢ . ١٧) رابطه استفاده
نتیجه (١۶ . ٢) و (١۵ . ٢)،(١۴ . ٢)،(٢ . ١٣) روابط به بنا .f(a) = f(d) = ٠ آن گاه f(a) = ٠ اگر

است. برقرار ١ شرط و A = ٠ ͬ شود م
شد. برقرار نیز ٢ شرط و .b, c ∈ ker f و f(a) = f(d) = ١ آن گاه .f(a) = ١ اگر

f(a) + f(d) = ١ که حالتͬ در اما
جای گذاری با .f(a)b + f(b)d = b و f(a)a + f(b)c = a داریم (١۴ . ٢) و (٢ . ١٣) روابط طبق
لذا و .f(c)b = f(a)d و f(c)a = f(a)c که ͬ شود م نتیجه (١۵ . ٢), (١۶ . ٢) در f(d) = ١ − f(a)

است. برقرار نیز ۴ شرط
است. خودتوان A به وضوح آن گاه A = ٠ اگر یعنͬ باشد برقرار ١ شرط اگر برعکس

آن گاه f(b) = f(c) = ٠ و f(a) = f(d) = ١ یعنͬ باشد برقرار ٢ شرط اگر

A٢ =

f(a)a+ f(b)c f(a)b+ f(b)d

f(c)a+ f(d)c f(c)b+ f(d)d


=

a b

c d

 .
آن گاه باشد برقرار ٣ شرط اگر

A٢ =

f(a)a+ f(b)c f(a)b+ f(b)d

f(c)a+ f(d)c f(c)b+ f(d)d


=

 a٢ + a٢ b٢ + b٢
c٢ + c٢ d٢ + d٢


=

a b

c d

 .



۴٣ Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های
آن گاه باشد برقرار ۴ شرط اگر

A٢ =

f(a)a+ f(b)c f(a)b+ f(b)d

f(c)a+ f(d)c f(c)b+ f(d)d


=

 a b

f(a)c+ f(d)c f(a)d+ f(d)d


=

 a b

f(a)c+ (١ − f(a))c (١ − f(d))d+ f(d)d


=

a b

c d

 .

در باشد. V ∗ از ناصفر عنصر ΁ی f و ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٧ . ٣ قضیه
اگر تنها و اگر است چپ صفر مقسوم علیه M٢×٢(Vf ) به متعلق A =

a b

c d

 عضو این صورت
.f(det(A)) = ٠ معادل طور به یا det(A) ∈ kerf

موجود چنان
x y

s t

 ناصفر عضو پس باشد چپ صفر مقسوم علیه ΁یA که کنید فرض برهان.

.
a b

c d

x y

s t

 = ٠ که است

.



ax+ bs = ٠
cx+ ds = ٠
ay + bt = ٠
cy + dt = ٠

داریم لذا و
ax+ bs ay + bt

cx+ ds cy + dt

 = ٠ ͽواق در

بنابراین
f(a)x+ f(b)s = ٠ (٢ . ٢٣)

f(c)x+ f(d)s = ٠ (٢۴ . ٢)

f(a)y + f(b)t = ٠ (٢۵ . ٢)

f(c)y + f(d)t = ٠ (٢۶ . ٢)



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ۴۴
داریم (٢۴ . ٢) و (٢ . ٢٣) روابط از استفاده با

f(ad− bc)x = ٠, f(ad− bc)s = ٠.

که گرفت نتیجه ͬ توان م (٢۶ . ٢) و (٢۵ . ٢) روابط ΁کم به مشابه به طور
f(ad− bc)y = ٠, f(ad− bc)t = ٠.

.f(ad− bc) = ٠ که ͬ دهد م نشان این و f(ad− bc)

x y

s t

 = ٠ بنابراین
.det(A) ∈ ker f لذا و f(det(A)) = ٠ یعنͬ

عبارتͬ به f(ad− bc) = ٠ این صورت در باشد. det(A) ∈ ker f کنید فرض برعکس
.f(a)f(d)− f(b)f(c) = ٠

.
e e

e e

 ̸= ٠ که است ͹واض .f(e) = ١ که باشد عنصری e ∈ Vf کنید فرض
ͬ گیریم م نظر در A ماتریس درایه های برای را مم΄ن حالت دو اکنون

ͬ دهد م نشان این .
a b

c d

e e

e e

 = ٠ آن گاه (a, b, c, d) ∈ ker f × ker f × ker f × ker f اگر
است. چپ صفر مقسوم علیه ΁ی A که

نتیجه در .
 f(d)e f(b)e

−f(c)e −f(a)e

 ̸= ٠ آن گاه (a, b, c, d) /∈ ker f × ker f × ker f × ker f اگر
a b

c d

 f(d)e f(b)e

−f(c)e −f(a)e

 =

af(d)e− bf(c)e af(b)e− bf(a)e

cf(d)e− df(c)e cf(b)e− df(a)e


=

f(a)f(d)e− f(b)f(c)e f(a)f(b)e− f(b)f(a)e

f(c)f(d)e− f(d)f(c)e f(c)f(b)e− f(d)f(a)e


=

f(ad− bc)e ٠
٠ −f(ad− bc)e


=

f(det(A))e ٠
٠ −f(det(A))e


=

٠ ٠
٠ ٠

 .
است. چپ صفر مقسوم علیه ΁ی A که ͬ دهد م نشان این

کنید فرض همچنین باشد. dimV > ١ شرط با برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٧ . ١ گزاره



۴۵ Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های

A =

a b

c d

 ∈ مانند عنصر هر این صورت در شود. گرفته نظر در V ∗ از ناصفر عنصر ΁ی f
است. راست صفر مقسوم علیه ΁ی M٢×٢(Vf )

ͬ کنیم. م انتخاب را ٠ ̸= r ∈ ker f چون عضوی است، dimV > ١ که جایی آن از برهان.
است. راست صفر مقسوم علیه ΁ی A بنابراین .

r ٠
٠ ٠

a b

c d

 =

٠ ٠
٠ ٠

 به وضوح

آن گاه باشد. M٢×٢(Vf ) در چپ صفر مقسوم علیه های تمام مجموعه ی L اگر .٢ . ٧ . ١ تذکر
دو ٢ . ٧ . ٣ قضیه طبق آن گاه f(a) ̸= ٠ به طوری که a ∈ V اگر زیرا نیست. ایده آل ΁ی L الزاماً
΁ی A+B =

٢a a

a a

 ولͬ هستند چپ صفر مقسوم علیه B =

a ٠
٠ ٠

 و A =

a a

a a

 عنصر
نیست. چپ صفر مقسوم علیه

عضو ΁ی f همچنین باشد. dimV > ١ شرط با برداری فضای ΁ی V کنید فرض .٢ . ٧ . ١ نتیجه
مقسوم علیه A =

a b

c d

 ∈ M٢×٢(Vf ) عنصر این صورت در شود. گرفته نظر در V ∗ از ناصفر
.det(A) ∈ ker f اگر تنها و اگر است صفر

نظر در V ∗ از ناصفر عنصر ΁ی f و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .۴ . ٢ . ٧ قضیه
ضابطه ی با

f f

f f

 :M٢×٢(Vf ) −→M٢×٢(C) نگاشت این صورت در شود. گرفته

است. هم ریختͬ ΁ی
f f

f f

 (

a b

c d

) =
f(a) f(b)

f(c) f(d)



است. خطͬ نیز
f f

f f

 نگاشت لذا است خطͬ f آن جایی که از برهان.



قوی صفر حاصل ضرب حافظ نگاشت های ۴۶

این صورت در باشند. M٢×٢(Vf ) از دلخواه عنصر دو B =

x y

s t

 و A =

a b

c d

 کنید فرض

f f

f f

 (

a b

c d

x y

s t

) =
f f

f f

 (

ax+ bs ay + bt

cx+ ds cy + dt

)
=

f f

f f

 (

f(a)x+ f(b)s f(a)y + f(b)t

f(c)x+ f(d)s f(c)y + f(d)t

)
=

f(a)f(x) + f(b)f(s) f(a)f(y) + f(b)f(t)

f(c)f(x) + f(d)f(s) f(c)f(y) + f(d)f(t)


=

f(a) f(b)

f(c) f(d)

f(x) f(y)

f(s) f(t)


=

f f

f f

 (

a b

c d

)
f f

f f

 (

x y

s t

).

است. هم ریختͬ ΁ی
f f

f f

 که ͬ دهد م نشان این

نظر در V ∗ از ناصفر عضو ΁ی f و باشد ناصفر برداری فضای ΁ی V کنید فرض .۵ . ٢ . ٧ قضیه
اگر تنها و اگر است پوچ توان

a b

c d

 ∈M٢×٢(Vf ) عنصر این صورت در شود. گرفته

باشد. پوچ توان
f(a) f(b)

f(c) f(d)

 ∈M٢×٢(C)

که است موجود چنان n > ٠ این صورت در باشد. پوچ توان
a b

c d

 کنید فرض برهان.

تعریف ضابطه با
f f

f f

 نگاشت چون طرفͬ از .
f f

f f

 (

a b

c d

n

) = ٠ لذا .
a b

c d

n

= ٠

.
f(a) f(b)

f(c) f(d)

n

= ٠ که ͬ شود م نتیجه پس است هم ریختͬ ۴ . ٢ . ٧ قضیه در شده

است. پوچ توان
f(a) f(b)

f(c) f(d)

 که ͬ دهد م نشان این

که است موجود چنان n > ٠ این صورت در باشد. پوچ توان
f(a) f(b)

f(c) f(d)

 کنید فرض برعکس



۴٧ Vf در درایه های با ٢ × ٢ ماتریس های

آن جایی که از است. پوچ توان
a b

c d

 ماتریس که ͬ دهیم م نشان حال .
f(a) f(b)

f(c) f(d)

n

= ٠

a b

c d

٢
=

f(a)a+ f(b)c f(a)b+ f(b)d

f(c)a+ f(d)c f(c)b+ f(d)d


=

f(a) f(b)

f(c) f(d)

a b

c d



.
a b

c d

n+١
=

f(a) f(b)

f(c) f(d)

n a b

c d

 داشت خواهیم استقراء به

.
a b

c d

n+١
=

f(a) f(b)

f(c) f(d)

n a b

c d

 = ٠ که ͬ شود م نتیجه فرض طبق

است. پوچ توان
a b

c d

 بنابراین

ایده آل ΁ی L الزاماً آن گاه Vf)٢×M٢باشد ) پوچ توان عناصر تمام مجموعه ی L اگر .٢ . ٧ . ٢ تذکر
A =

٠ e

٠ ٠
 به وضوح این صورت در .f(e) = ١ که باشد چنان e ∈ Vf کنید فرض زیرا نیست.

نیست. پوچ توان A+B =

٠ e

e ٠
 ولͬ هستند، پوچ توان B =

٠ ٠
e ٠

 و
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Aabstract

At first we recall the notions of zero-product preserving maps, Jordan zero-product preserving

maps and Lie zero-product preserving maps. Then we generalize the above mentioned notions as

strongly zero-product preserving maps, strongly Jordan zero-product preserving maps and strongly

Lie zero-product preserving maps on arbitrary normed algebras. We investigate these notions on

certain normed algebras induced by a non-zero normed vector space and a non-zero bounded linear

functional. Also we present some hereditary properties concerning these notions, such as the direct

product, the composition and the tensor product of two maps. Finally we discuss about the second

dual and also some miscellaneous properties of these maps.

keywords: Arens regular, Second dual, Strongly zero-product preserving map, Strongly jor-

dan zero-product preserving map, Strongly lie zero-product preserving map, Zero divisor.
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