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:ଘ ਗی ৶ما৤م ৎقد৤م اංඖنان و اभࣇخار ෼ل భ و ঻یࢁඟان ণپاس و ඟ়شࢁ ઽ૱ن را ଓฬ پایان اଌن
ز৯دਛی. ৳مام ੌول భ ૼن حاਗی و گاকم ت૟ൊه اਬࣥوارଌୃن ଘ ৮درم ଘ

آड़وࣾت. ૼن ଘ ز৯دਛی اൈॹبای ଒ ીࣤوری ণنگ و ૡ೷ࣼه زلاฮی ଘ ماభم ଘ
وओودش و کلات، ज़ش با ड़وا૥गه భ ૼن گاه ت૟ൊه و রود زॐماৠم ঃࣇ೺مل ূࡗજࣱل ੌول భ ঙࢤواره ଒ ୀاభم ଘ

با॰د. ਗی ૼن دلࢂਗඟی ଢما
دॻࣱل ඼෻ঙاਘی اش و ঙمدฮی و ا॥ت ૼن ز৯دگا਩ی భ اਙঀی ੪ॸف وا਑पی ൌग़نای রودিش ଒ دوਠণی ଘ.د॰ گام  ৤୓م اਬࣥواری

ه



از ජ໑ح૤ه اଌن ห ड़ହود ࠝطا ਠേঙی و تلاش ඵ෕روی ૼن ଘ و ৶ࢤود یاری ජ໑ا ز৯دਛی ජ໑اउل ৳مام భ ଒ را یൊتاਪی و৯د ೯دا ণپاس
ୀساৣم. ا৳مام ଘ ड़وनࡺࢹت با ඵ෕ز را ز৯دਛی

ঊمਔی ஑ از ඼່وਣ঺ی، و خ࢖ق ૮ࣹن با صدر، ૐॣه ෼ل భ ଒ ඼່وش ज़س عਚی دන඿ر آ༚ی পناب ارേ॒ندم؛ و ඟ໋ا৑قدر اণتاد از
௅ඟ໋؛ ࠱ھده ୀ را ଔرسا اଌن راঘ࣒ماਪی زॐ࢟ت و ষ࣒ࢤود৯د ৒భغ ૼن ୀ ଏଷ اଌن భ

৤୓م ࠠف࢑ࢌ ঍نار از ଡما৷ඟ໊ و ইുیده ࠟࡼو ق࢙م ૼن، ਠতభی و ঈوਘหی ୀ ঙࢤواره ଒ ୁرদوارم ग़ع࢙م دو اଌن ସ୍م భما و از৮در
ا৯د؛ রوده ૼن ୀای دا८ت ࣼ࡫م ਟی یاوری و یار ز৯دਛی ୓ی ଏଷ ৳مام భ و ا৯د থذ૛তه

ز৯دজ࣓م؛ ଡੇࣥواা و ൕঙࣂشਜی ඼෻ঙاه ସ୍م భاୀ واز
. ا॥ت রوده ૼن گام ঙم و ඼෻ঙاه ଒ ඼ෙय़باৣم دو॥ت واز

دارم. را दدردا਩ی و ඟ়شࢁ ෼ل

تیموری فاطمه
١٣٩۶ تیر

و



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی تیموری فاطمه اینجانب
منعکس و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد فروش مس علͬ راهنمایی تحت ، تغییراتͬ های نابرابری و جزئͬ شده
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
تیموری فاطمه
١٣٩۶ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده
ͽمان دارای که زیر ش΄ل به خطͬ نیمه جزئͬ مشتقات با ديفرانسیل معادلات از رده ای

ͬ کنیم، م بررسͬ را هستند

(∂t + L)u + f(t, x, u, ∂∗∇u) + µ = ٠ u ≥ h, uT = g,

در که ,u)است، µ) ش΄ل به مرتب زوج معادلات اين جواب است. ͽمان h اینجا در که
که ͬ شود م ثابت است. {u = h} روی رادن مثبت اندازه µ و است u ∈ L٠])٢, T ];H١) آن
تغییراتͬ نابرابری به نسبت ماکزيمال جواب u و است ي΄تا جواب دارای معادلات از رده اين
معادلات برای که ͬ دهد م نشان را مطلب اين فاینمن‐کاک فرمول از احتمالͬ برداشت است.
اصل از که ͬ شود م ارائه جواب برای جديدی روش شده منعکس پسرو تصادفͬ ديفرانسیل

است. شده استفاده آن در ماکزيمال

جواب ،ͽمان تغییراتͬ، نابرابری شده، منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله کلیدی: کلمات
جزئͬ. مشتقات با دیفرانسیل معادلات ماکزیمال،

ط





مطالب فهرست
م تصاویر فهرست
س جداول فهرست
١ نیازها پیش و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد تعاریف ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه پذیری و اندازه ١ . ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ متغیرهای و احتمال نظریه ١ . ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارتینگل ١ . ١ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایتو انتگرال ۴ . ١ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایتو فرمول ۵ . ١ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای ١ . ٢

١٧ پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مروری ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
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٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ٢ . ٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . پسرو تصادفͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات ۴ . ٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . خطͬ غیر مارتینگل های و مارتینگل ها ١ . ۴ . ٢
٢٢ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ۵ . ٢

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از کلاسͬ بین فرمولͬ ارائه ١ . ۵ . ٢
تخصیص پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات و بعدی چند سهموی

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آنان کاربردهای و یافته
با شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات رفتاری خوش ٢ . ۵ . ٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته مارتینگل  از استفاده
٢۶ . چندجمله ای رشد با ی΄نوا تصادفͬ دیفرانسیل معادلات زمان تقسیم بندی ۶ . ٢

ک
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۶٧ ͽمراج





١ فصل
نیازها پیش و تعاریف

این به که ͬ کنیم. م بعدی فصل های در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف بر مروی فصل این در
دیفرانسیل معادلات انواع و مارتینگل احتمال، و اندازه نظریه از مفاهیمͬ بیان به منظور

ͬ باشد. م [١٣ ،١٢ ،١٠ ،۶ ،۴ ،٣ ،٢ ،١] ͽمراج از برگرفته که ͬ پردازیم، م تصادفͬ

نیاز مورد تعاریف ١ . ١
اندازه پذیری و اندازه ١ . ١ . ١

X مجموعه های زیر از ناتهͬ مجموعه ای C و ناتهͬ مجموعه ای X کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف
شمارش پذیر اجتماع های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از σ‐میدان ΁ی را C باشد.

باشد. بسته م΄مل، و
اشتراک های تحت C اگر گوییم، X مجموعه های زیر از حلقه نیم ΁ی را C .١ . ١ . ٢ تعریف
C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر C عضو دو هر تفاضل و بسته متناهͬ

باشد.
که H در I هر برای اگر گوییم. پذیر اندازه µ به نسبت را X از A زیرمجموعه ی .١ . ١ . ٣ تعریف

باشیم: داشته است، X مجموعه های زیر از حقله ای نیم H دراینجا
µ(I) = µ(I ∩A) + µ(I −A).



نیازها پیش و تعاریف ٢
و X ناتهͬ مجموعه از که ،(X,A) زوج از است عبارت اندازه پذیر فضای .۴ . ١ . ١ تعریف

مجموعه ی ΁ی را A هرعضو است. شده تش΄یل X مجموعه های زیر از A σ‐میدان

ͬ نامیم. م اندازه پذیر
فضای ΁ی (X,A) که است (X,A, µ) تایی سه اندازه، فضای ΁ی از منظور .۵ . ١ . ١ تعریف

است. A σ‐میدان روی اندازه ΁ی µ و اندازه پذیر
اندازه پذیر مجموعه های زیر باشد، طول تابع µ و بازه ها Hمجموعه Xو = R اگر .۶ . ١ . ١ تعریف

ͬ شود. م نامیده ١ ΃لب اندازه پذیر اصطلاحاً µ∗ به نسبت R

تصادفͬ متغیرهای و احتمال نظریه ١ . ١ . ٢
آن در که ͬ شود م داده نمایش (Ω,F , P ) گانه سه ش΄ل به احتمال فضای .١ . ١ . ٧ تعریف

است. نمونه فضای Ω •

ͬ شود. م نامیده σ‐میدان که است Ω از اندازه پذیر مجموعه ای زیر F •

است. احتمال فضای P •

(Ω,F) روی اندازه پذیر و حقیقͬ تابع هر باشد، احتمال فضای (Ω,F , P ) اگر .١ . ١ . ٨ تعریف
انگلیسͬ بزرگ حروف از تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر

ͬ کنیم. م استفاده Z,X, . . . مانند
(Ω,F , P ) مشترک احتمال فضای روی تصادفͬ متغیرهای از {Xt}t∈I خانواده ی .١ . ١ . ٩ تعریف

باشد.) ناشمارا یا شمارا ͬ تواند م I اندیس گذار مجموعه ی ) ͬ نامیم. م تصادفͬ فرآیند ΁ی را
خاصیت با را Ω روی F١,F٢, . . . σ‐میدان های از صعودی دنباله .١ . ١ . ١٠ تعریف

ͬ گوییم. م فیلتر ΁ی F١ ⊆ F٢ ⊆ . . . ⊆ Fn ⊆ ...

F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند باشد. فیلتر ΁ی F کنید فرض .١ . ١ . ١١ تعریف
باشد. پذیر Ft‐اندازه ،Xt تصادفͬ متغیر یعنͬ Xt؛ ∈ Ft ، t ≥ ٠ برای هرگاه ͬ گوییم م سازگار
بین٢ͬ پیش قابل فرآیند {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١ . ١ . ١٢ تعریف

باشد. ١−Fn‐اندازه پذیر ، Xn تصادفͬ متغیر ،n ∈ N هر برای هرگاه گوییم
مسیرهای که گونه ای به است تصادفͬ فرآیند ΁ی Cadlag فرآیند از منظور .١ . ١ . ١٣ تعریف
دارای همچنین باشد، موجود نیز آن ها چپ حد و باشند راست از پیوسته نقطه هر در t→ Xt

باشند. ١ احتمال
١Lebesgue measurable
٢Predictable process



٣ نیاز مورد تعاریف
هرگاه گوییم، ٣ براونͬ حرکت را {X(t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١۴ . ١ . ١ تعریف

متغیرهای t٠ < t١ < · · · < tm هر ازای به یعنͬ باشند. مستقل نموهای دارای X(t) .١
دی·ر، عبارت به باشند. مستقل X(t١)−X(t٠), X(t٢)−X(t١), . . . , X(tn)−X(tn−١) تصادفͬ

باشند. مستقل زمانͬ فاصله های روی آن مقادیر تغییرات
دارای ها t تمام برای X(t)−X(s) ،s ≤ t یعنͬ باشد، مانا نرمال نموهای دارای X(t) .٢
در مقادیر تغییرات توزیع یعنͬ مانا نمو باشد. t − s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع

باشد. داشته بستگͬ نقطه دو آن فاصله به فقط نقطه دو هر بین
باشد. t از پیوسته تابعͬ X(t) .٣

حرکت را فرآیند آنگاه (X(٠) = ٠) شود شروع صفر نقطه در براونͬ حرکت اگر .١۵ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهند. م نشان W با و گویند وینر فرآیند یا استاندارد براونͬ

(Ω,F , P ) احتمال فضای روی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١۶ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان E(X) نماد با و ͬ گوییم م X ریاضͬ امید را ∫ΩXdP باشد.

A مجموعه ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه ای A اگر .١ . ١ . ١٧ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان χA با را

χA(x) =


١, x ∈ A

٠, o.w.

توابع تمام مجموعه V = V(X) و اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) کنید فرض .١ . ١ . ١٨ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف P ≥ ١ برای باشد. (X,A) روی اندازه پذیر و حقیقͬ
Lp = Lp(X) = {f ∈ V :

∫
|f |pdµ <∞}

مارتینگل ١ . ١ . ٣
ͬ نامیم، م ۴ مارتینگل F = {F}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١ . ١ . ١٩ تعریف

هرگاه
E(|Xn|) <∞ ، n هر برای یعنͬ باشد، ،Xn‐انتگرال پذیر n هر برای .١

باشند. سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .٢
. E(Xn+١ | Fn) = Xn جا تقریباًهمه ، n هر برای .٣

۵ زیرمارتینگل F = {F}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١ . ١ . ٢٠ تعریف
هرگاه ͬ نامیم. م

٣Brownian motion
۴Martingale
۵Submartingale



نیازها پیش و تعاریف ۴
E(|Xn|) <∞ ، n هر برای یعنͬ باشد، ،Xn‐انتگرال پذیر n .١

باشند. سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .٢
. Xn ≤ E(Xn+١|Fn) ،n هر برای .٣

۶ مارتینگل فوق F = {F}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١ . ١ . ٢١ تعریف
هرگاه ͬ نامیم. م

E(|Xn|) <∞ ، n هر برای یعنͬ باشد، ،Xn‐انتگرال پذیر n .١
باشند. سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .٢

.Xn ≥ E(Xn+١|Fn) ،n هر برای .٣
F = {Fn}n∈Z فیلتر به نسبت ٧ توقف زمان را τ : Ω → Z+

∪
{∞} نگاشت .١ . ١ . ٢٢ تعریف

باشیم؛ داشته n ∈ Z هر برای هرگاه گوییم
{τ ≤ n} ∈ Fn.

هرگاه ͬ نامیم م موضعͬ دنباله ی ΁ی را توقف زمان های از {Tn}n∈Z+ دنباله ی .١ . ١ . ٢٣ تعریف
limn→∞Tn = ∞, a.s و Tn ≥ Tn−١, n ≥ ١ هر برای

دنباله ای اگر است موضعͬ مارتینگل {Xt : ٠ ≤ t ≤ T} تصادفͬ فرآیند گوییم .٢۴ . ١ . ١ تعریف
باشد. مارتینگل ΁ی {Xt∧Tn , t > ٠} که باشد موجود Tn ↑ T توقف زمان های از

حقیقͬ تصادفͬ فرآیند (Ω,F , {Ft}t≥٠, P ) شده فیلتر احتمال فضای روی .٢۵ . ١ . ١ تعریف
کرد: تجزیه زیر صورت به را آن بتوان هرگاه گوییم ٨ نیمه مارتنی·ل ΁ی را Xt مقدار

Xt =Mt +At

پیوسته متناهͬ، تغییر سازگار، فرآیند ΁ی At و ͬ دهد م نشان را موضعͬ مارتینگل Mt درآن که
نیم مارتنی·ل موضعͬ، مارتینگل و براونͬ حرکت است. (cadlag) چپ از حد دارای و راست از

هستند.
فیلتر Ft و بعدی n تصادفͬ فرآیند ΁ی Wt کنید فرض ٩ مارتنی·ل) نمایش (قضیه .١ . ١ . ١ قضیه
کنید فرض نباشد. بزرگتر فیلتری وجود ام΄ان که گونه ای به باشد Wt توسط شده تولید

بعدی n فرآیندی آنگاه (E|ξ(t)|٢<∞ باشیم: داشته t هر برای (یعنͬ ξ ∈ L٢(Ω,F , P )
L٠٢٢) ،fi ∈ L٢٢ ،i هر برای که گونه ای به دارد وجود Rn فضای از f = (f١, f٢, ..., fn)
همه مجموعه L٢٢ و دارند صعودی مسیرهای که است تصادفͬ فرآیندهای همه مجموعه

باشیم: داشته نیز و ( هستند. L٠٢٢ در دنباله هایی حدود که است تصادفͬ فرآیندهای
ξ = E[ξ] +

∫ T

٠ f(t)dW (t)

۶Supermartingale
٧Stopping time
٨Semimartingale
٩Martingale Representation Theorem



۵ نیاز مورد تعاریف
. Xn ∈ L١، n هر برای هرگاه گوییم فرآیند L١ را {Xn}n تصادفͬ فرآیند .٢۶ . ١ . ١ تعریف

آنگاه باشد. مارتینگل فوق ی΄نواخت طور به Xn کنید فرض L١هم·رایی) (قضیه .١ . ١ . ٢ قضیه
[١٢] هم·راست. L١ در Xn → X که طوری به دارد وجود X تصادفͬ متغیر

١٠ دوب‐میر) (قضیه .١ . ١ . ٣ قضیه
قابل فرآیند ΁ی An و مارتینگل ΁ی Mn سازگار، و L١ فرآیند ΁ی {Xn} که کنید الف)فرض

است: تجزیه قابل زیر صورت به Xn آن گاه باشد، پیش بینͬ
Xn = X٠ +Mn +An.

باشیم داشته M ′
n و A′

n مانند پیش بینͬ قابل و مارتینگل فرآیند دو اگر یعنͬ ی΄تاست تجزیه این
که طوری به

Xn = X٠ +Mn +An,

Xn = X٠ +M ′
n +A′

n,

آنگاه
M ′

n =Mn, A
′
n = An.

[١٢] است. صعودی فرآیند ΁ی {An} آنگاه باشد، زیرمارتینگل ΁ی {Xn} اگر ب)

ایتو انتگرال ۴ . ١ . ١
بدست زمان به نسبت را ͬ کند م حرکت جوی آب ͹سط در که ذره ای حرکت معادله ͬ خواهیم م
باد وزش که ضرباتͬ دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ، t لحظه در ذره م΄ان چون آوریم.
صورت به آن معادله است)، (تصادفͬ نیست مشخص ͬ کند م وارد آن به آب مول΄ول های و

است. (١ . ١)
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)Zt (١ . ١)

تصادفͬ فرآیندی ،Zt اختلال و هستند (٠,∞)×Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b, σ آن در که
ͬ کند، م صدق زیر شرط سه در که است

باشند. هم از مستقل Zt١ , Zt٢ است t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای .١
t به t١ ≤ t٢ ≤ ... ≤ tn ≤ T و Zt١+t, Zt٢+t, ..., Ztn+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع .٢

باشد. نداشته بستگͬ
E(Zt) = ٠, t ∈ (٠, T ] هر برای .٣

١٠Doob-Meyer Decomposition



نیازها پیش و تعاریف ۶
فرمول گسسته سازی با است. [٠, T ] بازه از افرازی ٠ = t٠ < t١ < ... < tm = T کنید فرض

داریم: (١ . ١)
Xtj+١ −Xtj = b(tj , Xtj )∆tj + σ(tj , Xtj )∆tjZt (١ . ٢)

ͽجم با ͬ باشد. م برآونͬ فرآیند است، پیوسته مسیرهای دارای ͬ ها ویژگ این با که فرآیندی ١−k∑تنها
j=٠ Xtj+١ −Xtj سری بودن تلس΄وپی به توجه با و k − ١ تا ٠ از j روی (١ . ٢) رابطه کردن

داشت؛ خواهیم را (١ . ٣) رابطه

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj , Xj)∆tj +

k−١∑
j=٠

σ(tj , Xj)∆Bj (١ . ٣)

داریم: باشد داشته وجود ∆t −→ ٠ وقتͬ (١ . ٣) راست طرف حد اگر

Xt = X٠ +
t∫

٠
b(s, w)ds+

t∫
٠
σ(s, w)dBs.

ش΄ل به انتگرال های محاسبه از ناگزیر {Xt} فرآیند کردن پیدا برای روشنͬ به بنابراین
هستیم؛ (۴ . ١)

T∫
s

f(t, w)dBt(w), (۴ . ١)

است. [٠,∞)×Ω روی حقیقͬ تابعͬ f و استاندارد بعدی ΁ی براونͬ فرآیند Bt(w) آن در که
ͬ نامیم. م ١١ ایتو انتگرال را (۴ . ١) ش΄ل به انتگرال های

ͬ پردازیم. م آنها به ادامه در که داریم مفاهیمͬ به نیاز (۴ . ١) محاسبه برای
هر برای یعنͬ باشد [٠,∞) × Ω روی ١٢ مقدماتͬ تابعͬ φ : [٠,∞) × Ω → R کنید فرض

باشیم؛ داشته a, b ∈ [٠,∞)

φ(t, w) = X(w)I(a,b](t) a, b ∈ [٠,∞).

ͬ کنیم: م تعریف حال
t∫

a

φ(s, w)dBs =

t∫
a

X(w)χ[a,b)(s)dBs(w) = X(w)[Bb∧t(w)−Ba∧t(w)]

. x ∧ y = min{x, y}، x, y ∈ R برای آن در که
f =

n∑
j=٠φi یعنͬ باشد. [٠,∞)× Ω روی ١٣ ساده تابعͬ f کنید فرض

١١Ito integrals
١٢Elementary function
١٣simple function



٧ نیاز مورد تعاریف
ͬ کنیم؛ م تعریف (۵ . ١) ش΄ل به ∫ t٠ fdBs صورت این در هستند. مقدماتͬ توابعͬ ها φ که

t∫
a

fdBs =

n∑
j=٠

t∫
a

φidBs. (۵ . ١)

ͬ های ویژگ با توابع از رده ای [٠,∞)×Ω مجموعه روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .١ . ١ . ٢٧ تعریف
است: زیر

باشد. B‐اندازه پذیر ×F ،(t, w) → f(t, w) تابع •
باشد. Ft‐اندازه پذیر ، f(t, ٠) تابع ،t هر ازای به •

. E
[

T∫
٠ f

٢(s, w)ds
]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آنگاه باشد، مقدماتͬ و کراندار φ(t, w) اگرتابع ایتو) ایزومتری (لم .١ . ١ . ١ لم
E

( T∫
s

φ(t, w)dBt(w))
٢
 = E

 T∫
s

φ٢(t, w)dt


کنید. مراجعه [١٠] به برهان.
n → ∞ اگر که طوری به دارد وجود ساده توابع از {φ} دنباله آنگاه f ∈ P٢ اگر .١ . ١ . ٢ لم

آنگاه؛
E

 T∫
٠
|φ(s)− fn(s)|٢ds

→ ٠

کنید. مراجعه [١٠] به برهان.
لم به توجه با f ∈ P٢ برای تعریف کنیم. f ∈ P٢ هر برای را T∫

٠ f(t, w)dBt ͬ توانیم م اکنون
پس ͬ کند. م میل f به L٢ نرم در که است موجود {φ} مانند مقدماتͬ توابع از دنباله ای ١ . ١ . ٢

کرد: تعریف (۶ . ١) ش΄ل به را ایتو انتگرال ͬ توان ∫م T

٠ fdBt = sup
n→∞

∫ T

٠ φdBt (۶ . ١)

ایتو فرمول ۵ . ١ . ١
انتگرال باشد. (Ω,F , P ) روی استاندارد برآونͬ حرکت ΁ی (Bt)t≥٠ کنید فرض .١ . ١ . ٢٨ تعریف

که طوری به است (Ω,F , P ) روی Xt مانند تصادفͬ فرآیند بعدی، ΁ی تصادفͬ

Xt(w) = X٠(w) +
t∫

٠
u(s, w)ds+

t∫
٠
v(s, w)dBs(w) (١ . ٧)

طرفین از مشتق گیری با شده اند. داده u, v : [٠,∞)×Ω → R صورت این به u, v توابع آن در که
آورد؛ بدست زیر صورت به را dXt ͬ توان م (١ . ٧)

dXt = udt+ vdBt



نیازها پیش و تعاریف ٨
در ،Yt = g(t,Xt) و dXt = udt + vdBt کنید فرض ١۴ ایتو) بعدی ΁ی (فرمول .۴ . ١ . ١ قضیه

صورت این
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢

داریم: توجه
(dB)٢ = dt, dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠.

لذا ،g(t, x) = ١٢x٢ صورت این در Yt = g(t, Bt) =
١٢B٢

t کنید فرض .١ . ١ . ١ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= x,

∂g

∂x٢ = ١,
داریم: ایتو فرمول از استفاده با

dYt = BtdBt +
١
٢ t

بعدی n تصادفͬ انتگرال ΁ی dXt = udt+ vdBt کنید فرض ایتو) کلͬ (فرمول .۵ . ١ . ١ قضیه
انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) صورت این در باشد. C٢ نگاشت ΁ی g : [٠,∞)× R٢ → R٢ و

داریم: و است تصادفͬ
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
dXi +

١
٢
∑
i,j

∂٢g
∂xixj

(t,Xt)dXidXj

داریم: توجه
dBi.dBj = δi,jdt, dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = ٠.

لذا g(t, x) = x٢١ + x٢٢ آنگاه ،Xt = B٢١ (t) +B٢٢(t) اگر .١ . ١ . ٢ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂xi
= ٢xi, ∂g

∂xi∂xj
= ٢δi,j ,

بنابراین

dXt =

٢∑
i=١

٢BidBi +
١
٢

٢∑
i,j

δi,jdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).

تمام برای و باشند [٠, T ] بازه روی نامنفͬ توابعͬ y(t), f(t), g(t) کنید فرض .١ . ١ . ٣ لم
باشیم: داشته ٠ ≤ t ≤ T

y(t) ≤ f(t) +

t∫
٠
g(s)y(s)ds.

است. برقرار (١ . ٨) نامساوی ٠ ≤ t ≤ T برای آنگاه

y(t) ≤ f(t) +

t∫
٠
g(s)f(s)exp

 t∫
s

g(u)du

ds. (١ . ٨)
١۴Ito formula



٩ نیاز مورد تعاریف
کنید فرض برهان.

I(t) :=

∫ t

٠
g(s)y(s)ds ,G(t) :=

∫ t

٠
g(s)ds

حال
I ′(t) = g(t)y(t) ≤ g(t)f(t) + g(t)I(t)

و شمارا مجموعه از خارج
d

dt
e−G(t)I(t) = e−G(t){I ′(t)− g(t)I(t)} ≤ e−G(t)g(t)f(t),

بنابراین
e−G(t)I(t) <

∫ t

٠
e−G(s)g(s)f(s)ds.

داشت: خواهیم

I(t) ≤
∫ t

٠ eG(t)−G(s)g(s)f(s)ds,

y(t) ≤ f(t) + I(t) ≤ f(t) +

∫ t

٠
eG(t)−G(s)g(s)f(s)ds

x١, x٢ ∈ X هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده ١۵ لیپ شتیز پیوسته f : X → Y تابع .١ . ١ . ٢٩ تعریف
باشد. برقرار (١ . ٩) نامساوی که گونه ای به باشد موجود C ثابت مقدار

d(f(x١)− f(x٢)) ≤ C.d(x١, x٢). (١ . ٩)

دلخواهͬ حقیقͬ دنباله های b١, . . . , bn و a١, . . . , an اگر ١۶ کشͬ‐شواتز) (قضیه .۶ . ١ . ١ قضیه
(١ . ١٠) نامساوی آنگاه باشند

( n∑
k=١

akbk

)٢
≤
( n∑

k=١
a٢
k

)( n∑
k=١

b٢k
)
. (١ . ١٠)

است. برقرار تساوی، نباشد، صفر ها ai از ی΄ͬ حداقل اگر علاوه، به است. برقرار
که قسمͬ به باشد، داشته وجود x حقیقͬ عدد k = ١,٢, . . . , n هر ازای به اگر تنها و اگر

[۶] باشد. برقرار anx+ bn = ٠
١۵ Lipschitz Continuous
١۶Cauchy-Schwarz



نیازها پیش و تعاریف ١٠

تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای ١ . ٢
مشتق های و مستقل متغییر چند یا ΁ی از مجهولͬ تابع میان رابطه ای دیفرانسیل معادله
طبیعت عمومͬ قوانین از بسیاری است. مستقل متغیرهای به نسبت آن مختلف مرتبه های
زبان در را خود ریاضͬ بیان ͬ ترین طبیع ستاره شناسͬ‐ و زیست شناسͬ شیمͬ، ،΁فیزی ‐در
ویژه به ریاضیات در همچنین دیفرانسیل معادلات کاربردهای ͬ یابند. م دیفرانسیل معادلات

فراوان اند. علوم دی·ر زمینه های از بسیاری و اقتصاد و مهندسͬ در نیز و هندسه در
بین رابطه ای که زمان هر ͬ دهد. م رخ علوم پدیده های بسیاری در دیفرانسیل معادلات
تغییرات نرخ و باشد داشته وجود مختلف زمان های یا حالت ها در مختلف مقادیر با متغیر چند
دیفرانسیل معادله با را پدیده آن ͬ توان م باشد شده شناخته مختلف حالات یا زمان ها در متغیرها

کرد. بیان
ͬ شوند: م تقسیم دسته دو به کلͬ طور به دیفرانسیل معادلات

΁ی برحسب مجهول تابع دیفرانسیل معادله در اگر ١٧ معمولͬ) دیفرانسیل (معادلات .١
ͬ نامیم. م معمولͬ دیفرانسیل معادله ΁ی را دیفرانسیل معادله آنگاه باشد متغیر

متغیر ΁ی از بیش دارای مجهول تابع اگر ١٨ جزئͬ) مشتقات با دیفرانسیل (معادلات .٢
ͬ نامیم. م جزئͬ دیفرانسیل معادله را دیفرانسیل معادله آنگاه باشد مستقل

تک تک رفتار شرح بدون می΄روس΄وپی، ͹سط در ͬ توان م را طبیعͬ فرآیندهای بیشتر
فشار، چ·الͬ، سرعت، مانند کیمت های دی·ر، اجزای یا و ال΄ترون ها اتم ها، مول΄ول ها،
جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات توسط ال΄ترومغناطیسͬ، میدان یا غلظت دما،
مهندسͬ مسئله های از بسیاری فرمول بندی برای زبانͬ معادلات، این ͬ آیند. م بدست
ساختمان ها، استاتی΄ͬ و دینامی΄ͬ خواص کنترل و پیش بینͬ در که است، علمͬ و
ͬ رود. م کار به و... مغناطیسͬ تشدید عکس برداری فلزات، کردن ذوب و کردن گرم
در که هستند دیفرانسیل معادلات از دسته ای جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
آن به نسبت توابع جزئͬ مشتق همراه به مستقل متغیر چند برحسب مجهول توابع آن،

باشد. داشته وجود متغیرها،

این جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات بین تفاوت تنها
معادلات و بعدی ΁ی دینامی΄ͬ سیستم های در اغلب معمولͬ دیفرانسیل معادلات که است

ͬ شوند. م مدل بندی بعدی چند سیستم های در جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل
درمقاله براونͬ حرکت توصیف برای ١٩ تصادفͬ دیفرانسیل معادلات روی کاربر اولین

١٧Ordinary Differential Equations(ODE)
١٨Partial Differential Equations (PDE)
١٩Stochastic Differential Equations (SDE)



١١ تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای
و ایتو آن از بعد شد. انجام ٢٢ با چلیر و ٢١ اسملچوس΄ͬ توسط زمان همان و ٢٠ انیشتن
٢۵ ،٢۴ Bt(w) براونͬ حرکت بردند. کار به ریاضیات در را دیفرانسیل معادلات ٢٣ استراتنویچ
یا سیال(مایع ΁ی داخل در که است ذراتͬ تصادفͬ حرکت از نوعͬ توصیف برای ریاضͬ مدلͬ
بیان به است. تصادفͬ دیفرانسیل معادلات کار مبنای براونͬ حرکت هستند. غوطه ور گاز)
حرکت است. گازها و مایعات در شده پخش معلق ذرات تصادفͬ حرکت براونͬ، حرکت ساده تر
زیر خصوصیات دارای و نیست مشتق پذیر هیچ جا و پیوسته جا همه که است تابعͬ Bt براونͬ

است:
B٠ = ٠ .١

ͬ باشد. م Bt−Bs ∼ (٠, t−s) صورت به نرمال توزیع دارای Bt نمو ٠ ≤ s ≤ t هر ازای به .٢
مستقل و دارد) ثابتͬ توزیع زمان درهر آن نمو مانا(یعنͬ نموهای دارای براونͬ حرکت .٣

است.
هستند. پیوسته توابعͬ براونͬ حرکت مسیرهای .۴

اختلال اگر پس است. زمان به نسبت براونͬ حرکت مشتق  سفید، اختلال .١ . ٢ . ١ تعریف
آنگاه دهیم، نشان W (t) با را ͬ گردد، م dBt =W (t)dt به منجر که سفید

dBt

dt
=W (t)

از: عبارتند سفید اختلال خواص از برخͬ
هستند. مستقل t١ ̸= t٢ برای Wt١ ,Wt٢ .١

{Wt١ , . . . ,Wtk} توأم توزیع با {Wt١+t, . . . ,Wtk+t} توأم توزیع یعنͬ هستند، قوی Wtایستای .٢
است. برابر

است. برقرار E(Wt) = ٠ تساوی t > ٠ هر برای .٣
است. ثابت مقداری σ٢ آن در که است. برقرار var(Wt) = σ٢ تساوی t > ٠ هر برای .۴

ͬ باشد. تصادف فرآیند ΁ی حداقل شامل که است دیفرانسیلͬ معادله تصادفͬ دیفرانسیل معادله
تصادفͬ دیفرانسیل معادلات است. تصادفͬ فرآیند ΁ی نیز تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب

٢٠Einstein
٢١Smoluchowski
٢٢Bachelier
٢٣Stratonovich
٢۴Robert Brown

و نمود مشاهده را ذرات فیزی΄ͬ مشخصه نوع این که بود فردی اولین شناس، گیاه براون( ٢۵رابرت
ͬ شود.) م شناخته براون نام با



نیازها پیش و تعاریف ١٢
سیستم های حرارتͬ نوسانات سهام، قیمت نوسان مانند متنوعͬ پدیده های سازی مدل برای
ترکیب تصادفͬ دیفرانسیل معادلات معمول طور به ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد غیره و فیزی΄ͬ

شود. گرفته نظر در براونͬ حرکت مشتق عنوان به ͬ تواند م که است سفید اختلال
ͬ باشد. م (١ . ١١) صورت به تصادفͬ دیفرانسیل معادله ΁ی کلͬ ش΄ل

dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dBt, (١ . ١١)
΁ی Bt و ͬ شود م گفته ٢٧ انتشار ضریب σ(Xt, t) به و ٢۶ تاثیر ضریب µ(Xt, t) به آن در که
قابل (١ . ١٢) ش΄ل به تصادفͬ دیفرانسیل معادله ، ١ . ٢ . ١ تعریف به باتوجه است. براونͬ حرکت

است. بیان
dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)W (t)dt. (١ . ١٢)

(١ . ١٣) صورت به ͬ توان م را تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب (١ . ١٢) طرفین از انتگرال گیری با
آورد: بدست

Xt = X٠ +
∫ t

٠ µ(Xs, s)ds+

∫ t

٠ σ(Xs, s)W (s)ds, (١ . ١٣)
است. ایتو انتگرال دوم، انتگرال درآن که

( جواب ی΄تایی و (وجود .١ . ٢ . ١ قضیه
و T > ٠ کنید فرض

µ(·, ·) : [٠, T ]× Rn → Rn σ(·, ·) : [٠, T ]× Rn → R(n×m)

شرط در t ∈ [٠, T ] و x ∈ Rn هر برای و C مثبت ثابت مقدار ازای به که باشند اندازه پذیر توابع
ͬ کنند، م صدق زیر

|µ(t, x)|+|σ(t, x)|≤ C(١ + |x|),

باشد. برقرار زیر نامساوی t ∈ [٠, T ] و x, y ∈ Rn هر برای و D مثبت ثابت مقدار ازای به و
|µ(t, x)− µ(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y|.

Bs(٠) براونͬ حرکت از مستقل s ≥ ٠ هر برای که باشد تصادفͬ متغیر Z کنید فرض همچنین
دیفرانسیل معادله در که دارد وجود Xt(w) ی΄تای جواب ΁ی آنگاه E(|Z٢|) < ∞ و است.

ͬ کند، م صدق (١۴ . ١) تصادفͬ
dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dBt, ٠ ≤ t ≤ T,

X٠ = Z.

(١۴ . ١)
٢۶Impact factor
٢٧Diffusion coefficient



١٣ تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای
X̂(t) سازگار فرآیند ΁ی و B̂(t) براونͬ حرکت و فیلتر ΁ی با احتمالͬ فضای اگر .١ . ٢ . ٢ تعریف
به X̂(t) ،t هر ازای به توزیع باشد دارای X̂(٠) که طوری به باشد، داشته وجود فیلتر همان با

ͬ شود: م تعریف زیر صورت
X̂(t) = X̂(٠) +

∫ t

٠ µ(X̂(x), x)dx+

∫ t

٠ σ(X̂(x), xdB̂(t)

ͬ نامیم. م تصادفͬ دیفرانسیل معادله ضعیف جواب ΁ی را X̂(t) پس
dX(t) = µ(X(t), t)dt+ σ(X(t), t)dB(t).

تصادفͬ دیفرانسیل معادله تقریبی و واقعͬ جواب های X(t), X̂(t) کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ باشند: م زیر

dX(t) = µ(t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dB(t),

X٠ اولیه مقدار با تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب گوییم باشند، X(٠) = X٠ اولیه مقدار با
تساوی بنابراین باشند، معادل [٠, T ] بازه روی X(t), X̂(t) جواب دو هر اگر است ی΄تا

P ( sup٠≤t≤T
|X(t)− X̂(t)|) = ٠

است. برقرار
ب·یرید: در را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .١ . ٢ . ١ مثال

dX(t) = µX(t)dt+ σX(t)dBt, , X(٠) = ١,
و ایتو انتگرال از استفاده با ، f ′′(x) = − ١

x٢ و f ′(x) = ١
x آنگاه f(x) = lnx ͬ دهیم م قرار

ͬ آوریم. م بدست قوی جواب ΁ی جزبه جز انتگرال گیری
d(lnX(t)) =

١
X(t)

dX(t) +
١
٢(− ١

X(t)٢ )σ
٢X(t)٢dt

=
١

X(t)
(µX(t)dt+ σX(t)dBt)−

١
٢σ٢dt

= (µ− ١
٢σ٢)dt+ σdB(t)

در Y (t) = lnX(t) بنابراین
dY (t) = (µ− ١

٢σ٢)dt+ σdB(t)

داشت: خواهیم لذا ͬ کند. م صدق
Y (t) = (µ− ١٢σ٢)t+ σB(t)

X(t) = X(٠)e(µ− ١٢σ٢)t+σB(t)



نیازها پیش و تعاریف ١۴
دارد. وجود منحصربه فرد و ضعیف جواب ΁ی اما ندارد. وجود قوی جواب بعدی مثال در

ب·یرید: نظر در را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادلات .١ . ٢ . ٢ مثال
dX(t) = sign(X(t))dB(t)

درآن که

sign(x) = ١, x ≥ ٠,
−١, x < ٠.

است. تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای ی΄تا ضعیف جواب براونͬ حرکت ͬ دهیم م نشان
فرآیند در باشد. براونͬ حرکت تعدادی X(t) کنید فرض

Y (t) =

t∫
٠

١
sign(X(s))

dX(s) =

t∫
٠

sign(X(s))dX(s)

ͬ باشد. م سازگار sign(X(t)) •
t∫

٠ (sign(X(t))٢dt = T <∞ •

است. مارتینگل ΁ی Y (t) •

ͬ کنیم: م محاسبه را [Y, Y ](t) حال
[Y, Y ](t) =

∫ t

٠ sign٢(X(s))d[X,X](s) =

∫ t

٠ ds = t,

است. براونͬ حرکت ΁ی Y (t) لذا،
β̂(t) =

∫ t

٠
dX(s)

sign(X(s))

است. براونͬ حرکت ΁ی ضعیف، جواب هر بنابراین
ب·یرید: نظر در را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله (فاینمن‐کاک).٢٨ .۴ . ١ . ٢ تعریف

dX(u) = β(u,X(u))du+ γ(u,X(u))dW (u).

شده داده t ∈ [٠, T ] اگر ͬ گیریم، م نظر در ثابت T > ٠ باشد. بورل اندازه پذیر تابع h(y) اگر
ͬ کنیم: م تعریف را زیر تابع باشد،

g(t, x) = Et,xh(X(T )).

دیفرانسیل معادلات در g(t, x) آنگاه باشد.) Et,x|h(X(T ))|<∞ ،t, x تمام برای که کنید (فرض
ͬ کند، م صدق جزئͬ مشتقات با

gt(t, x) + β(t, x)gx(t, x) +
١
٢γ٢(t, x)gxx(t, x) = ٠

٢٨Feynman-Kac



١۵ تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مقدمه ای
نهایی: شرط x هر برای و

g(T, x) = h(x).

[١٣] است. برقرار
و استاندارد پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله دو کنید فرض مقایسه).٢٩ (قضیه .١ . ٢ . ٢ قضیه
کنید فرض باشند. دی·ر جواب دو (Ȳ , Z̄), (Y, Z) اگر داریم. را (F̄ , Q̄), (F,Q) نهایی جواب دو

داریم: را زیر شرایط ،S از برخͬ برای که
Q ≥ Q̄ .١

F (w, u, Ȳu, Z̄u) ≥ F̄ (w, u, Ȳu, Z̄u) که [S, T ]× Ω بازه روی µ× P a.s .٢
r ≥ s که طور همان j ∈ X که طوری به دارد وجود P معادل P̃j اندازه ،j هر برای .٣

است. شده تعریف
e∗jXr = −

∫
[s,r] e

∗
jF (w, u, Ȳu, Z̄u)− F̄ (w, u, Ȳu, Z̄u)dµu +

∑
j

∫
[s,r] e

∗
j [Z

i
u − Z̄i

u]dµ
i
u

.[S, T ] بازه روی است فوق مارتینگل P̃j

r؛ ∈ [S, T ] تمام با اگر .۴
e∗iYr−EP̃i

[∫
[r,t] e

∗
iF (w, u, Yu, Zu)dµu | Fr

]
≥ e∗i Ȳr−EP̃i

[∫
[r,t] e

∗
iF (w, u, Ȳu, Zu)dµu | Fr

]
روی Y ≥ Ȳ سپس است. قعطه قعطه r ∈ [s, t] تمام برای Yr ≥ Ȳr آنگاه iها تمام برای

[٢٠] مجموعه ها. از برخͬ در احتمال استثنای به [s, T ] بازه

مالͬ ریاضͬ درتحلیل براونͬ حرکت کاربرد
تصادفͬ گام فرآیندهای از مالͬ بازارهای که داد نشان (١٩٠٠) باچلیر لوئیس بار اولین برای
استاندارد احتمالات حساب از مالͬ بازارهای ال·وسازی برای ͬ توان م بنابراین ͬ کنند. م تبعیت
گذشته تغییرات که ͬ باشند. م براونͬ حرکت ΁ی اساساً تصادفͬ گام فرآیندهای کرد. استفاده
ͬ های ویژگ دارای براونͬ حرکت ͬ باشد. م گذشته و آینده در متغیر مقدار تغییرات از مستقل
همچنین و برآورد بالا دقت با را ال·و ΁ی ͬ توان م آن در که گونه ای به است، ریاضͬ رفتار خوش
بعدی چند فرآیند ΁ی تحلیل و تجزیه با وقتͬ تحلیل گران رو این از کرد. محاسبه را احتمالات
براونͬ حرکت مانند مستقل روندهای به هستند، مواجه سهام) بازار (مانند ناشناخته منشأ با
مدل سازی در گسترده طور به تصادفͬ گام ال·وهای و براونͬ حرکت تئوری ͬ آورند. م روی

است. گرفته قرار استفاده مورد مالͬ بازارهای

٢٩Comparison theorem





٢ فصل
تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مروری

پسرو

مقدمه ٢ . ١
پاردوکس ،٢ کاپودجیان ،١ کارونͬ ال توسط شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
بر معادلات این رفتاری خوش مبحث آن در که [٢٣] است شده مطرح ۵ کیونز و ۴ پنگ ،٣

چون هم فرضیاتͬ اساس
f بودن لیپ شیتز .١

مربع انتگرال به مربوط نهایی شرط .٢
مارتینگل نیمه ΁ی پایین ͽمان .٣

است. شده گرفته نظر در نیز (f, ξ) روی تحلیلͬ فرضیات آن بر علاوه قرارگرفت. مطالعه مورد
یافته توسعه نیز موارد، از برخͬ در پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای رفتاری خوش

١El Karouni
٢Kapoudjian
٣Pardoux
۴Peng
۵Quenez

١٧



پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مروری ١٨
است، کراندار ξ و شیتز لیپ y سهموی، z در f اینکه فرض با [٢٩] در ۶ کابولانس΄ͬ است.
، [٣٢] در همچنین آورد. دست به را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات رفتاری خوش که
خاصیت دارای را f کابولانس΄ͬ، دوم فرض گرفتن نظر در بدون ٨ مارتین سان و ٧ لیپلتیر
به کابولانس΄ͬ که تکنی΄ͬ همان از استفاده با سپس و کردند فرض y در تدریجͬ خطͬ رشد
باشد کراندار L که وقتͬ پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای آنالوگͬ نتایج بود، گرفته کار
مطالعاتͬ مارتین سان و لیپلتیر ،١٠ بریاند ،٩ ژو مانند محققانͬ ادامه، در آوردند. دست به
معادلات نوع این که دادند نشان و دادند انجام پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات روی بر را

:[١٧] هستند رفتار خوش زیر فرضیات تحت
باشد؛ کراندار ξ .١

باشد؛ سهموی z در f .٢

باشد. دلخواه رشد با ی΄نوا y در f .٣

با را شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات از مورد ΁ی رفتار ژو و لیپلتیر همچنین
همزمان .[٣٣] دادند قرار بررسͬ و مطالعه مورد L کراندار ͽمان و غیرکراندار ξ نهایی شرط
یادآوری به لازم کردند. حذف نیز خود مطالعات از را L بودن کراندار شرط ١٢ یائو و ١١ بیراکتر
قرار نظر مد مطالعات تمامͬ در است شیتز لیپ y در و سهموی z در f فرض های که است
تحقیق به ͬ توان م جمله آن از بود همراه هم پیشرفت هایی با مطالعاتͬ چنین است. شده گرفته
غیرکراندار نهایی شرایط با سهموی پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات روی بر که بریاند و هو

.[١۶ ،١۵] کرد اشاره گرفت صورت
ساده صورت به کراندار نهایی شرایط با سهموی پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات اخیراً
مشابهͬ ایده هایی مورد، این در ١۴ ایلͬ و بریاند و ١٣ توزادزه ͬ شود. م گرفته نظر در شده
منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای معکوسͬ نتایج آنان ایده های هرچند داده اند،
است مطالعاتͬ نتایج از خلاصه ای است شده آورده بالا در که مواردی تمام .[٣۵] دارند شده

۶Kabylanski
٧Lepeltoer
٨SanMartin
٩Xu

١٠Briand
١١Bayraktar
١٢Yao
١٣Tevzadze
١۴Elie



١٩ مقدمه
[٣٧] در ژانگ ادامه در است. شده انجام پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات روی بر قبلا́ که
حاصل p = ٢ ازای به مسیر نظم نتیجه آنگاه باشد شیتز لیپ دو هر g و f اگر که داد نشان
معادلات برای زمانͬ تقسیم هم·رایی مطالعه برای فضا که است شده باعث کار این ͬ شود. م
[٣٨] در ژانگ توسط تحقیقاتͬ نتیجه در گردد، مهیا شیتز لیپ پسرو تصادفͬ دیفرانسیل
مختلفͬ زمانͬ تقسیم بندی برنامه های است. گرفته انجام [١۴] در ١۶ توزی ‐ ١۵ بوچارد و
تحقیق به ͬ توان م که است گرفته صورت معادله جواب از تقریبی آوردن دست به منظور به
گردید ارائه تلفیقͬ برنامه ΁ی تحقیق این در [٢٢] کرد اشاره ١٨ مانولاراکیس و ١٧ کریسان
معادله روش های نیز اخیراً ͬ باشد. م ٢ مرتبه از آن هم·رایی که شد داده نشان سپس و
معرفͬ روش است، شده گرفته نظر در زمانͬ تقسیم بندی برای تطبیقͬ معمولͬ دیفرانسیل
نوع این از پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای کریسان و ١٩ چاساگنوکس توسط شده
جواب های عددی تقریب های مطالعه و بررسͬ به نیز مقاله چندین آن بر علاوه .[١٩] ͬ باشد م
که است. شده پرداخته کراندار نهایی شرط با سهموی پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
نمایند مطالعه را چاساگنوکس و ٢٠ ریچو مقاله ͬ توانند م تحقیقات این به علاقمند خوانندگان

. [١٨]
کرد. مطرح ١٩٧٣ سال در ٢١ بیسموت بار نخستین را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
گذاری قیمت نظریه ͬ شوند. م دیده مالͬ مختلف مسائل در پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
معادلات حسب بر ١٩٧٣ در ٢٢ شولز و ΁بل بار نخستین را کامل بازار در احتمالͬ ادعای
زمان در احتمالͬ ادعای قیمت تعیین برای ای معادله صورت به پسرو تصادفͬ دیفرانسیل
از استفاده با جزئͬ دیفرانسیل معادلات با تصادفͬ دیفرانسیل معادلات کردند. بیان سررسید
و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ادامه در دارند. ارتباط ٢٣ فاینمن‐کاک نمایشͬ قضیه
دیفرانسیل معادلات بین رابطه به سپس و معرفͬ را پسرو‐پیشرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
نشان ͬ شود. م اشاره خطͬ شبه سهموی جزئͬ دیفرانسیل معادلات و پسرو‐پیشرو تصادفͬ
΁ی جواب وسیله به را خطͬ شبه سهموی جزئͬ دیفرانسیل معادله ΁ی جواب ͬ دهیم م
فاینمن‐ نمایشͬ قضیه از تعمیمͬ آن که نوشت توان مͬ پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله

ͬ باشد. م کاک

١۵Bouchard
١۶Touzi
١٧Crisan
١٨Manolarakis
١٩Chassagneux
٢٠Richou
٢١Bismuth
٢٢Black-Scholes
٢٣Feynman-Kac



پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مروری ٢٠

تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ٢ . ٢
تصادفͬ فرآیند ΁ی متغیر، چند یا ΁ی آن در که است معادله ای تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی
دیفرانسیل معادلات از بود. خواهد تصادفͬ فرآیند ΁ی نیز معادلات نوع این جواب و ͬ باشند م
جمله از که ͬ شود، م گسترده ای بسیار استفاده احتمال پیچیده ی سازی های مدل در تصادفͬ
از سازی ها مدل گونه این در معمولا˟ کرد. اشاره بازار نوسانات هزینه ی مدل سازی به ͬ توان م آن
تصادفͬ فرآیند از نوعͬ خود که ͬ شود م استفاده تصادفͬ کاملا́ پارامتر عنوان به سفید اختلال
معادله ی ΁ی در پارامترها تصادفͬ مدل سازی در که است یادآوری به لازم است. ٢۴ وینر
ͬ ترین قدیم است. پذیر ام΄ان نیز تصادفͬ فرآیندهای سایر از استفاده تصادفͬ، دیفرانسیل
توصیف برای ٢۵ اینشتین آلبرت مشهور مقاله ی ، تصادفͬ دیفرانسیل معادلات از استفاده

است. براونͬ حرکت

پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ٢ . ٣
(٢ . ١) صورت به ٢۶ پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله باشد. دلخواه زمانͬ بازه [٠, T ] کنید فرض

ͬ شود، م تعریف
dYt = −f(t, Yt, Zt)dt+ ZtdWt,

Yt = ξ

(٢ . ١)

(Ω,F = (Ft)t∈[٠,T ], P ) استاندارد فیلتر احتمال فضای روی ثابت براونͬ حرکت W آن در که
از تابعͬ f ͬ شود. م نامیده W که است ثابت فیلتر ΁ی F کنید فرض آن بر علاوه است.
نشده آورده آن ضابطه در w مستقل متغیر وضوح به چند هر ͬ باشد، م z و y و t و w متغیرهای

ͬ شود. م گفته رانش ضریب f به که است ذکر به لازم است.
زوج صورت به پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب کردن پیدا دنبال به معادله این در

ͬ آید. م دست به تصادفͬ فرآیند های از استفاده با که هستیم، (Yt, Zt)t∈[٠,T ] مرتب
بیان را Y حالت متغیر زمان در پسرو تخمین پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات اساساً
معادلات از نوع این در ͬ کند. م شروع ξ نهایی شرط از استفاده با را کار این ͬ کند. م

ͬ شود. م نامیده کنترل متغیر یا ثانویه متغیر Z متغیر دیفرانسیل،
در ولͬ ͬ شود م نوشته (٢ . ١) صورت به پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات در کلͬ طور به

ͬ شود: م نوشته نیز (٢ . ٢) صورت به و انتگرال صورت به که ͬ شود م مشاهد ͽمواق از پاره ای
Yt = ξ +

∫ T

t
f(u, Yt, Zu)−

∫ T

t
ZudWu. (٢ . ٢)

٢۴Wiener process
٢۵Albert Einstein
٢۶Backward Stochastic Differential Equations(BSDE)



٢١ پسرو تصادفͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات
با تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی همان پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات که است توجه شایان

ناسازگارند. نهایی شرط ΁ی
باشیم: داشته Y کردن پیدا برای را (٢ . ٣) مساله لحظه، ΁ی برای کنید فرض dYt = −f(t, Yt, Zt)dt,

Yt = ξ.
(٢ . ٣)

فرض اکنون ͬ باشد. م تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی فوق، فرمول که ͬ شود م مشاهد وضوح به
،Y برای مم΄ن جواب تنها صورت این در باشد. ξ = WT و f = ٠ فوق، رابطه در که کنید
t ∈ [٠, T ] تمامͬ ازای به نهایی، شرط گرفتن نظر در با ͬ باشد. م [٠, T ] بازه در ثابتͬ مقدار
دیفرانسیل معادلات از نوع دو این که ͬ شود م ملاحظه بنابراین .Yt = ξ =WT نوشت ͬ توان م
متغیر معمولا˟ ناسازگاری این بردن بین از برای رو این از نیستند. سازگار هم با و نیستند ی΄ͬ

ͬ شود. م گرفته نظر در دیفرانسیل معادله از جواب ΁ی تعریف در بالا آزادی درجه با Z
صدق (۴ . ٢) رابطه در که هستیم (Y,Z) مرتب زوج یا Y کردن پیدا دنبال به کنید فرض

کند؛
dYt = −f(t, Yt, Zt)dt+ g(t, Yt, Zt)dWt,

Yt = ξ

(۴ . ٢)

که آنچه مطابق ͬ باشد. م تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی ثابت، های Z تمام برای بالا معادله
جواب که ͬ شود م مشاهده نتیجه، در f = g = ٠ کنید فرض است شده گرفته نظر در نیز قبلا́
که شود گرفته نظر در کافͬ آزادی درجه با Z اینجا در باید بنابراین ندارد. وجود سازگاری

ببرد. بین از ͬ شود م ناشͬ −f(t, Yt, Zt)dt افزایش با که را ناسازگاری

پسرو تصادفͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات ۴ . ٢
دیفرانسیل معادلات از نسخه ΁ی عنوان به ͬ توان م را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
پسرو معمولͬ دیفرانسیل معادلات از ناسازگار جواب ΁ی Yt اگر گرفت. نظر در پسرو معمولͬ
استفاده ناسازگاری، این بردن بین از برای کار بهترین باشد. Yt = ξ +

∫ T
t f(Yu)du صورت به

ͬ باشد. م جواب این از شرطͬ ریاضͬ امید از
ب·یرید. نظر در را (٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط در شده مطرح پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله
Y که گفت ͬ توان م نتیجه در باشد. معادله این از جوابی (Y,Z) مرتب زوج که کنید فرض
طرفͬ از .Yt = E(Yt|Ft) نوشت ͬ توان م شرطͬ ریاضͬ امید از استفاده با لذا و است سازگار
(٢ . ١) به توجه با بنابراین ͬ باشد، م مارتینگل نیمه Y و مارتینگل قسمت dMt = ZtdWt دی·ر

داریم:
Yt = E

(
ξ +

∫ T

t
f(u, Yu, Zu)du|Ft

)
(۵ . ٢)



پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مروری ٢٢
باشد. Y مارتینگل قسمت ∫ ZdW که طوری به ͬ باشد م اندازه گیری قابل فرآیند Z آن در که
با است. معادل (٢ . ٢) و (٢ . ١) روابط با (۵ . ٢) رابطه و ١ . ١ . ١ قضیه از استفاده با بنابراین
دیفرانسیل معادلات عنوان به ͬ توان م را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ریاضͬ امید گرفتن

شوند. درک بهتر تا کرد تفسیر پسرو معمولͬ

خطͬ غیر مارتینگل های و مارتینگل ها ١ . ۴ . ٢
از ͬ توان م ͬ گیریم م نظر در را f = ٠ وقتͬ ، پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات از سری ΁ی در
توضیح برای ͬ باشد. م ξ نهایی مقدار با ساده مارتینگل ΁ی Y جواب که کرد مشاهده (۵ . ٢)
در غیرخطͬ مارتینگل های عنوان به را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ͬ توان م مبحث، این
تصادفͬ صورت به نیز f و نشود انتخاب تصادفͬ صورت به ξ نهایی شرط اگر حال گرفت. نظر
تصادفͬ دیفرانسیل معادلات به تبدیل پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات نشود، گرفته نظر در

ͬ شوند. م پسرو معمولͬ
کلͬ حالت در مطلب این .Y ≤ Y ′ آنگاه f ≤ f ′ و ξ ≤ ξ′ اگر داریم فوق حالت دو هر در
ͬ شود. م نامیده مقایسه قضیه که ͬ باشد م برقرار پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات تمامͬ برای

کنید.) مراجعه [٣٩] به بیشتر اطلاعات (برای

دیفرانسیل معادلات و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ۵ . ٢
جزئͬ مشتقات با

نظر در را (۶ . ٢) ش΄ل به سهموی جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات فقط بخش این در
ͬ گیریم. م

vt +
١٢vxx.a+ vx.b+ f(t, x, v, vxδ) = ٠,

v(T, .) = φ.

(۶ . ٢)

(۶ . ٢) معادله در ͬ باشد. م مثبت و ثابت T آن در که (t, x) ∈ D = (−∞, T ) × Rd هر ازای به
علاوه به ͬ باشد. م Rn به Rd فضای از φ نهایی شرط و Rn فضای به D مجموعه از v تابع ،

داریم: بنابراین ͬ باشد. م a : [٠, T ]× Rd → S+
d (R) و b : [٠, T ]× Rd → Rd

vx.b =

d∑
i=١

∂ivb
i ∈ Rn, vxx.a =

d∑
i.j=١

∂i,jva
i,j ∈ Rn.

است، شده گرفته نظر در زیر صورت به a ماتریس همچنین اینجا در
a = σσ∗



٢٣ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
σ کلͬ، طور به ͬ باشد. م مربعͬ ماتریس ΁ی حتͬ یا و متقارن ماتریس σ ͬ تواند م آن در که
جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله نوع این .d ≤ m که است. d مرتبه با m× d ماتریس ΁ی
و (٢ . ٧) رابطه دو توسط شده مطرح پیشرو و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات سیستم با

است. معادل (٢ . ٨)

dXs,x
t = b(t,Xs,x

t )dt+ δ(t,Xs,x
t )dWt Xs,x

s = x, (٢ . ٧)

dY s,x
t = −f(t,Xs,x

t , Y s,x
t , Zs,x

t )dt+ ZtdWt Y s,x
t = ϕ(xs,xt ). (٢ . ٨)

درک باعث معادلات، این بودن معادل .(s, x) ∈ D = (−∞, T ) × Rd و t ∈ [s, T ] آن در که
توضیح واض͹ تر را ادعا این زیر مثال است. شده جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات بهتر

ͬ دهد. م

ͬ آید. م بدست زیر صورت به v(s, x) آنگاه باشد، (s, x) ∈ D ثابت اگر .١ . ۵ . ٢ مثال
درآن که است. شده ارائه (X̄s,x

t )t∈[s,t] = (t, X̄s,x
t ) توسط (X̄s,x

t )t∈[s,t] کنید فرض
،X̄s,x مسیر طول در است. شده ارائه (٢ . ٧) رابطه با dXs,x

t طرفͬ از Xs,x
t = x

کارگیری به با باشد C١,٢ رده به متعلق v اگر ͬ باشد. م (Ȳ s,x
t ) = v(X̄s,x

t ) = v(t, X̄s,x
t )

دهیم: قرار اگر که ͬ شود م مشاهده ٢٧ ایتو فرمول

Zs,x
t = (vxδ)(t,X

s,x
t ),

شرط با (٢ . ٨) پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای جوابی (Y s,x
t , Zs,x

t )t∈[s,T ] مرتب زوج آنگاه
ͬ باشد. م Y s,x

T = φ(Xs,x
T ) نهایی

نوشت: ͬ توان م ب·یریم، نظر در را f = ٠ اگر خاص، حالت در

v(s, x) = Y s,x
s = E[ϕ(Xs,x

T )]. (٢ . ٩)

΁ی v(s, x) = Y s,x
s رابطه کلͬ، حالت در است. معروف فاینمن‐کاک فرمول به (٢ . ٩) فرمول

پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب نظر از جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب
است. یافته شهرت غیرخطͬ فاینمن‐کاک فرمول به نیز فرمول این ͬ کند، م بیان پیشرو و
پسرو تصادفͬ دیفرانسیل ازمعادله ی جواب ΁ی v(s, x) := Y s,x

s کنید فرض اکنون برعکس،
جواب ΁ی است شده آن از که تعریفͬ به توجه با v که است مناسب مفروضات، تحت باشد.

باشد. (۴ . ٢) برای
٢٧Ito
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مشتقات با دیفرانسیل معادلات از کلاسͬ بین فرمولͬ ارائه ١ . ۵ . ٢
تصادفͬ دیفرانسیل معادلات و بعدی چند سهموی جزیی

آنان کاربردهای و یافته تخصیص پسرو
معادله ی با معادل و جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله مساله ΁ی بین ارتباط قسمت این در
مشتقات با دیفرانسیل معادلات ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را آن پسرو تصادفͬ دیفرانسیل

است: (٢ . ١٠) ش΄ل به گرفته ایم نظر در اینجا در که بعدی چند جزئͬ

vt +

١٢∆v + vxf(t, v, vx) + g(t, v, vx) = ٠,
v(T, .) = φ.

(٢ . ١٠)

،(t, x) ∈ [٠, T ]× Rd فوق معادله در هستند. لیپ شیتز نوع از g و f توابع آن در که
ثابت با است. vx سهموی قسمت vxf(t, v, vx) عبارت است. مقدار Rd ،f و مقدار Rn ،v
صورت به پیشرو و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله آنگاه (٠, x) ∈ [٠, T ] × Rd گرفتن نظر در

است. (٢ . ١١)


Xs = x,

dXt = dWt,

dYt = −[Ztf(t, Yt, Zt) + g(t, Yt, Zt)]dt+ ZtdWt,

YT = ϕ(XT ).

(٢ . ١١)

استفاده ͬ توان م جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ارائه برای زیر رابطه ارزیابی با نتیجه در
کرد.

∫ t

٠ Ps|∇ui|p(s, x)ds ≤ cepeT (||ϕ||p+|g(٠, ٠)|pT p)exp

[
p

٢)٢ − p)
t sup

|y|≤K
|f(y)|٢

]
,

اطلاعات برای است. ثابت عدد ΁ی K و (Pt)t≥٠ آن در که ،i ∈ ١, ..., n, p ∈ [١,٢] هر برای
[٢۶] نمایند. مراجعه ٣٠ ژانگ ‐ آن کͬ هو، و ٢٩ آن کͬ ٢٨ هو مقالات به زمینه این در بیشتر

[٢٧]
٢٨Hu
٢٩Qian
٣٠Zahang



٢۵ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات

منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات رفتاری خوش ٢ . ۵ . ٢
پیوسته مارتینگل  از استفاده با شده

است: (٢ . ١٢) صورت به شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات فرمول کلͬ حالت در
dYs = −f(s, Ys, Zs)ds − dKs + ZsdWs,

YT = ξ,

Yt ≥ Lt t ∈ [٠, T ],
(٢ . ١٢)

ͬ کند: م صدق زیر رابطه در و ͬ شود م شروع صفر از و است صعودی و پیوسته تابع K آن در ∫که T

٠ ١(Ys > Ls)dKs = ٠.
معادلات درمبحث ͬ باشد. م (Y, Z,K) صورت به (٢ . ١٢) معادله جواب که است ذکر به لازم
معادل که شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات و جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل
این هستیم، تغییراتͬ) نابرابری ) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای ͽمان در احتمالͬ
برای است l ͽمان از بزرگتر اکیداً که زمانͬ تا را v ͬ خواهیم م اکنون (۶ . ٢) جای به که است

آوریم: بدست جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله کردن صدق
max{vt +

١
٢vxx.a+ vx.b+ f(t, x, v, vxδ), l − v} = ٠,

چه ، جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله مسائل با ارتباط در پسرو تصادفͬ مسائل کلͬ طور به
΁ی به ͬ توانند م همه نیومن، مرزی شرایط با یا و ٣١ دیری΄له مرزی شرط با چه اولیه، شرط با
است کافͬ شوند داده پوشش حالات این تمامͬ اینکه برای ب·یرند. قرار مطالعه مورد ش΄ل
f(t, Yt, Zt)dt+g(t, Yt)dAt صورت به یا شود متوقف است، مم΄ن T نهایی زمان که کنیم فرض
معادلات مطالعه دنبال به حقیقت در گردد. ظاهر است، افزایشͬ فرآیند ΁ی A آن در که

هستیم: زیر فرم به شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل

dYt = −dV (Y,N)t − dKt + dNt,

Yt = ξ,

Y ≥ L,

١(Yt≥Lt)dKt = ٠,
آن در که

dV (Y,N)t = f(t, Yt, Ztδt)dCt + d < v,N⊥ > +gsd < N⊥ >t,

٣١Dirichlet



پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بر مروری ٢۶
ͬ باشد. م M مارتینگل روی dNt = ZtdMt + dNt, تجزیه که است، مارتینگل قسمت Y از N

ضرایب g و v و f و افزایشͬ فرآیند ΁ی C اینجا در است. عمود M بر N⊥ آن در که
ͬ باشند. م dV (Y,N)t

پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات زمان تقسیم بندی ۶ . ٢
چندجمله ای رشد با ی΄نوا پیشرو و

در شده مطرح جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب ،v که است شده داده توضیح قبلا́
است: زیر صورت به کلͬ حالت در و v(s, x) = Y s,x

s صورت به (۶ . ٢)
v(s,Xs,x

t ) = Y s,x
t , (vxδ)(s,X

s,x
t ) = Zs,x

t ,

و (٢ . ٧) پیشرو و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای جوابی (Xs,x
t , Y s,x

t , Zs,x
t )t≥s آن در که

جواب محاسبه برای عددی روش هر که ͬ شود م باعث شیوه این از استفاده ͬ باشد. م (٢ . ٨)
تقریب برای احتمالͬ شیوه ΁ی ، پیشرو و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله از (X,Y, Z)

دهد. ارائه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله از v جواب
(٢ . ٨) و (٢ . ٧) پیشرو و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله روی که است این بر قصد ادامه در

ب·یرید: نظر در را زیر صورت به [٠, T ] بازه افراز گردد. تمرکز بیشتر
πN : ٠ = t٠ < t١ < ... < tN = T.

N وقتͬ که است ذکر به لازم است. نقطه N+١ دارای [٠, T ] بازه ͬ شود م مشاهده که همان طور
عددی محاسبه ی ساختار که است ͹واض طرفͬ از .|πN |→ ٠ ͬ کند، م میل بی نهایت سمت به

باشیم: داشته γ > ٠ برخͬ ازای به اگر ͬ باشد. م (Xt)t∈[٠,T ] به ΁نزدی بسیار (Xi)(i=٠,...,N)

max
i=٠,...,N E[|Xti −Xi|p]

١
p ≤ c|π|γ ,

دارد. وجود γ مرتبه از حداقل هم·رایی که ͬ شود م گفته
پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله تقریبی جواب محاسبه برای عددی روش های مطالعه
برای زیادی تلاش های و گرفته قرار توجه مورد اخیراً که است موضوعاتͬ از ی΄ͬ (Y, Z) مانند
زمان تقسیم بندی آوردن دست به روش ها، این تمامͬ در اول مرحله است. گرفته صورت آن
از ی΄ͬ در مثال برای ͬ باشد. م (٢ . ٨) در شده مطرح پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای
دهنده ی نشان برای θ ∈ [٠, ١] پارامتر است، شده ارائه ٣٢ لیونت آرنود توسط که روش ها این
زیر صورت به Zi و Yi متغیرهای روش این در همچنین است. شده گرفته کار به ضمنͬ درجه

شده اند: تعریف
YN = φ(XN ) ZN = ٠,

٣٢Arnaud Liermef



٢٧ نتیجه گیری
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Yi, Zi ،i = ٠, ..., N − ١ برای همچنین

Yi = E(Yi+١ + θf(ti, Xi, Yi, Zi)hi+١ + (١ − θ)f(ti+١, Xi+١, Yi+١, Zi+١)hi+١|Fi).

Zi = ((Yi+١ + (١ − θ)f(ti+١, Xi+١, Yi+١, Zi+١)hi+١)
∆Wi+١
hi+١

|Fi),

که است این سوال اولین ͬ باشد. م ∆Wi+١ = Wti+١ − Wti و hi+١ = ti+١ − ti آن در که
تقریبی جواب مقدار خطای شده، یاد تحقیق در ͬ باشد. م هم·را (Y, Z)t∈[٠,T ] به (Yi, Zi)i=٠,...,N

است: شده محاسبه زیر صورت به γ > ٠ برخͬ ازای به

ERRπ(Y, Z) :=

 max
i=٠,...,N E[|Yti − Yi|٢] +

N−١∑
i=٠

E[|Z̄ti − Zi|٢]hi+١
 ١٢

≤ c|π|γ ,

آن در که
Z̄ti =

١
hi+١

E(

∫ ti+١

ti

Zudu|Fi).

شرطͬ امید عددی تقریب دوم مرحله آنگاه شد هم·را زمان تقسیم بندی دنباله ی که وقتͬ
ͬ شود. م حاصل Zi و Yi شده تعریف متغیرهای از استفاده با که است

مطرح بالا در آنچه همانند زمان تقسیم بندی هم·رایی مطالعه که شود بیان باید نهایت در
ریز بسیار نتایج آوردن دست به مستلزم پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب برای شد،
ͬ باشد. م ٣٣ مسیر نظم به معروف تقریبی غیر پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای تئوری
طور به گیرند. قرار Sp×Hp فضای در باید پیوسته، طریقͬ به Z و Y مسیرهای دی·ر عبارت به

باشیم: داشته π ΁کوچ کافͬ قدر به مقادیر ازای به باید خلاصه
E

[
sup
i

sup
ti≤t≤ti+١

|Yt − Yti |p
]
+ E

[
sup
i

sup
ti≤t≤ti+١

|Yt − Yti+١ |
p

]
≤ c|π|

p٢ ,

و
E

[
(
∑
i

∫ ti+١

ti

|Zt − Zti |٢dt)p
]
+ E

[
(
∑
i

∫ ti+١

ti

|Zt − Zti+١ |
٢dt)p

]
≤ c|π|

١٢

نتیجه گیری ٢ . ٧
منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات که گفت ͬ توان م شده مطرح مطالب به توجه با
بودن برقرار برای نیز فرضیاتͬ همچنین است. رفتار خوش پیوسته، مارتینگل ΁ی با شده
بودن کراندار شامل فرضیات این است. شده گرفته نظر در نیز فوق معادلات رفتاری خوش
دلخواه رشد با ی΄نواختͬ و ،y در بودن شیتز لیپ ،z در f دوم درجه معادله ξ نهایی شرط
رشد فرض با ٣۴ براونͬ آرایش ΁ی در [٣٠] در که نتایجͬ که گفت ͬ توان م ͽواق در ͬ باشد. م

٣٣Path-Regularity
٣۴Brownian Setting
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است. شده داده بسط آمده، دست به ،y در دلخواه رشد با ی΄نواختͬ فرض با [٣۶] در و خطͬ
نتیجه به زیر تکنی΁ های از استفاده با خاصͬ آرایش در مقایسه قضیه بخش، این در همچنین
مبحث با شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات قضیه، این اثبات برای است. رسیده
داده مطابقت [٢٨] در ٣۶ مولر و ٣۵ ایم΄لر هو، توسط شده مطرح BMO بحث و سازی خطͬ
شده حاصل K افزایشͬ فرآیند برای BMO ΁سب برای تخمینͬ ΁ی این، بر علاوه است. شده

است.
نیز شده، منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات مقایسه قضیه ͬ های ویژگ مهم ترین از
در قضیه این [٣٠] و [٣١ ،٣۴ ،٢۴] در ͬ دهد. م را جواب دو افزایشͬ فرآیند مقایسه ام΄ان
΁تکنی با شد حاصل که نتیجه ای این است. شده اثبات مختلفͬ موارد در براونͬ آرایش ΁ی
مطابقت شده، منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای توزادزه توسط شده معرفͬ
اساسͬ مسئله است شده باعث که دارد وجود مش΄لاتͬ کار این انجام برای [٣۵] ͬ شود، م داده
مجموع نتیجه در و نباشد خطͬ ، شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای اصلͬ و
معادلات برای جواب ΁ی کلͬ حالت در پیشرو و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب های

نباشد. شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل
به زیر صورت به BMO در مارتینگل قسمت برای که محلͬ منظم نتیجه ΁ی نهایت، در

است. آمده دست
دارد. وجود c(ξ) > ٠ و R > ٠ ͬ دهد م نشان آمده، بدست ξ نهایی وضعیت که کنید فرض
،ξ از R با مساوی یا کمتر فاصله در ξ′′ و ξ′ مانند کراندار نهایی شرایط دی·ر برای که طوری به

و
S′ = (Y ′, N ′,K ′), S′′ = (Y ′′, N ′′,K ′′),

داریم: آنگاه باشند متناظر جواب های
||N ′′ −N ′||BMO≤ c(ξ)||ξ′′ − ξ′||∞.

گردیده. اثبات و اصلاح هولدر قاعده از بااستفاده [٢٨] در فوق رابطه
چند رشد و ی΄نوا f که موردی در زمان تقسیم بندی تفسیر و تحلیل به بخش این در

شد. پرداخته باشد، شیتز لیپ نیز φ و شیتز لیپ Z در داشته، y در جمله ای
استفاده با شد. اثبات p ≥ ٢ برای سپس و مطرح را مسیر نظم تئوری اختصار به ابتدا در
اثبات نیز بخش این در شدیم. زمان تقسیم بندی روش هم·رایی مطالعه به قادر تئوری این از

ͬ شود. م تضمین روش هم·رایی θ ≥ ١٢ برای که شد
راحتͬ به ͬ باشد. م γ = ١٢ مرتبه از مذکور روش هم·رایی که گفت ͬ توان م کلͬ حالت در
برابر هم·رایی مرتبه آنگاه نباشد وابسته z روی f و θ = ١٢ شود فرض اگر که داد نشان ͬ توان م

شد. خواهد γ = ٧۴ با
٣۵Imkeller
٣۶Muler



٣ فصل
و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات

نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ
تغييراتͬ

مقدمه ٣ . ١
ش΄ل به نیمه خطͬ جزئͬ مشتقات با ديفرانسیل معادلات از رده ای داريم قصد فصل اين در

ͬ کنیم، م بررسͬ را هستند ͽمان دارای که (٣ . ١)

(∂t + L)u + f(t, x, u, ∂∗∇u) + µ = ٠ u ≥ h, uT = g, (٣ . ١)
در که ,u)است، µ) ش΄ل به مرتب زوج معادلات اين جواب است. ͽمان h اینجا در که
که ͬ شود م ثابت است. {u = h} روی رادن مثبت اندازه µ و است u ∈ L٠])٢, T ];H١) آن
تغییراتͬ نابرابری به نسبت ماکزيمال جواب u و است ي΄تا جواب دارای معادلات از رده اين
معادلات برای که ͬ دهد م نشان را مطلب اين فاینمن‐کاک فرمول از احتمالͬ برداشت است.
اصل از که ͬ شود م ارائه جواب برای جديدی روش شده منعکس پسرو تصادفͬ ديفرانسیل

است. شده استفاده آن در ماکزيمال



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ٣٠
١٩٩٠ سال در ٢ پنگ و ١ پاردوکس توسط بار اولین پسرو تصادفͬ ديفرانسیل معادلات
کابردهای مالͬ، رياضیات و تصادفͬ کنترل تصادفͬ، بازیهای در معادلات این شد. معرفͬ
معادلات بین رابطه ۶ ماتوسͬ و ۵ بالͬ ، ۴ لسینگ ،٣ بارلز درسال١٩٩٢ دارند. زیادی
در جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات خطͬ نیم جواب های و پسرو تصادفͬ دیفرانسیل

کرده اند. بررسͬ را سوبولف فضای
دیفرانسیل معادلات ٩ کوئنز و پنگ ‐ پاردوکس ‐ ٨ کاپودیجان – ٧ کاروی ال اخیراً
در که است این شده معرفͬ پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات کردند. معرفͬ را پسرو تصادفͬ
پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات به مربوط Y جواب ارائه منظور به K افزايشͬ فرآيند آن ها
اثبات آنها ͬ دهد. م نشان را ͽمان که ͬ کند، م حفظ را S بزرگتر فرآيند و است شده معرفͬ
و است مسئله بهینه مقدار تابع شده، منعكس پسرو دیفرانسیل معادلات جواب که کرده اند
سهمͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات به مربوط ͽمان مسئله لختͬ جواب احتمالͬ تفسیر

ͬ شود. م ارائه غیرخطͬ
مسئله با آنها ارتباط و خطͬ نیمه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای ͽمان مسائل
آنها است. گرفت قرار مطالعه مورد ١١ لیونز و ١٠ بنسوزان توسط کنترل مسائل و بهینه توقف

کردند. مدلسازی تغییراتͬ نابرابری های طريق از را مسائل اين
با شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب از جديدی ساختار ابتدا در
[۴١] و [۵٠] در ΁کلاسی روش ͬ رسد م نظر به که است شده ارائه ماکزيمال اصل از استفاده
پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب جریمه روش که است جالب باشد. شده جای·زین
این است. نموده ایجاد استاندارد جواب های دنباله  افزایش به رو حد صورت به را شده منعکس
را پایینͬ و بالائͬ مرز بنابراین ͬ نماید. م ایجاد جواب های چنین برای را کاهشͬ دنباله روش
پایه بر تقریبی هم·رایی سرعت زيرا است، توجه مورد عددی ديدگاه از این و ͬ آوریم م بدست
اين در شده ارائه ساختار که کرده ایم عنوان همچنین نیست. دسترسͬ قابل گسترده روش
ͽمان ΁ي با شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات در را ی΄تایی و وجود اثبات فصل

باشد. داشته پرش های است مم΄ن که ͬ نماید م مجاز
نابرابری های و شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بین که است این دوم، نكته

١E.Pardoux
٢S.Peng
٣G.Barles
۴ E.Lesigne
۵V.Bally
۶A.matoussi
٧ N.karaui
٨C.kapoudijn
٩MC.qucnz

١٠ A.Bensoussan
١١ JL.Lions



٣١ شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن
اثبات که ͬ کنیم م بازگو را ͽمان مسئله جدید فرمول ما حقیقت، در شود ایجاد رابطه تغییراتͬ
در ی΄تایی اما دارد، مینیمم جواب ΁ي تغییراتͬ نابرابری های ͬ داند، م مجاز جواب ی΄تایی
مرتبط ∂t + L قلمرو به آن و باشد ی΄نواخت و ی΄سان بسیار ͽمان که نیست مستثنͬ صورتͬ
تعلق جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در دوم مرتبه دیفرانسیل عم·لر L درآن که است،
از بسیاری مورد در که باشد پیوسته ͽمان عامل است این بر فرض ما، چارچوب در دارد.
است (u, µ) مرتب زوج ΁ي ما فرمول در ͽمان مسئله جواب ͬ شود. م محسوب جالب کاربردها
فقط که ͬ دهد م نشان را مثبت اندازه µ و است تغییراتͬ نابرابری های جواب u حقیقت در که
ͬ دهد م نشان را کمیتͬ µ مفاهیم بعضͬ در ببرد. بین از را ͽمان u که ͬ شود م اعمال زمانͬ
احتمالͬ، روش های از استفاده با ͬ نماید. م فراهم را برابری تا نابرابری از گذاشتن ام΄ان که
منحصر به فرد مرتب زوج که ͬ کنیم م اثبات ( شده منعکس پسرو دیفرانسیل معادلات بر (مبتنͬ
معادله ΁ي جواب که ͬ کنیم م بازگو همچنین ͬ کند، م حل را ما مسئله که دارد وجود (u, µ)

صورت به و دارد راتباط u با و است (Y, Z,K) جزئͬ سه شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل
را ∇u و u از احتمالͬ مفهوم ما بنابراين ͬ آید. م بدست u(s,Xs) = Ys , σ∇u(s,Xs) = Zs

دوم بخش (در ͬ آوریم. م بدست را µ اندازه و K افزايشͬ فرآيند بین رابطه فرمول، در داريم.
ͬ شود.) م دیده ١ . ۴ . ٣ قضیه

پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بین رابطه آن در که است [۴١] در شده ارائه کار این
دیفرانسیل معالادت و داده ایم توسعه طرف ΁ی از را بهینه توقف و کنترل مسائل و شده منعکس
ͬ دهیم. م قرار بحث مورد ͽمان مسائل با دی·ر سویی از و ͽمان دو با شده منعکس پسرو تصادفͬ
با آن ارتباط و ͽمان دو با [۵١]،[۴۶] و بهینه) توقف [۵٠]،[۴٩](برای در قبلا موضوعات این

داده ایم. قرار بحث مورد را مسئله دو

تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن ٣ . ٢
شده منعکس پسرو

حقیقͬ ͽمان ٣ . ٢ . ١
نظر در را Bt = (B١

t , ...B
d
t ) براونͬ حرکت ،٠ ≤ t ≤ T برای (Ω,F , P ) احتمال فضای در

عبارت به است. شده ایجاد B توسط (Ft)٠≤t≤T استاندارد فیلتر که ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م
کنید: فرض ͬ شود. م گرفته نظر در (F , P ) به توجه با σ(Bs : s ≤ t) شاخص Ft دی·ر

ϕ : [٠, T ]×M −→ R صورت به آن عناصر که باشد پیش  بینͬ قابل فرآیندهای فضای H٢ •

E
∫ T٠ ϕ٢(t, w)dt <∞ یعنͬ است، موجود آنها مربع انتگرال و ͬ شوند، م تعریف
.E supt≤T |ϕt|٢<∞ که گونه ای به است ϕ سازگار فرآیندهای فضای S •

باشند؛ موجود نیز زیر موارد که کنید فرض همچنین



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ٣٢
:((H١) فرضیه

که ͬ گیریم م نظر در گونه ای به را f : [٠, T ]× Ω× R× Rd → R محرک تابع
f(٠, y, z) ∈ H٢

|f(t, w, y, z)|≤ k(١ + |y|+|z|)

|f(t, w, y, z)− f(t, w, y′, z′)|≤ C|y − y′|+|z − z′|)

(٣ . ٢)

تاثیر شرکت ΁ی درآمد بر بتواند که چیزی هر از عبارتست ١٢ محرک تابع که است ذکر شایان
ب·ذارد. مستقیم

:((H٢) فرضیه
صورت به را St ͽمان

St =

∫ t

٠ (Vs, dBs) +

∫ t

٠ Usds+At (٣ . ٣)

،V = (V ١, ...V d) آن در که است.) تابع پایین کران ١٣ ͽمان از منظور ) ͬ گیریم. م نظر در
E
∫ T٠ |Yt|dt + E

∫ T٠ |Ut|dt < ∞ نامساوی که گونه ای به هستند پیش بینͬ قابل فرآیندهای U
گونه ای به ͬ باشد م متناهͬ تغییرات دارای که است سازگار Cadlag فرآیند ΁ی A و باشد برقرار
که گونه ای به است تصادفͬ فرآیند ΁ی ١۴ Cadlag؛ فرآیند از (منظور .E supt≤T |At|< ∞ که
باشد، موجود نیز آن ها چپ حد و باشند راست از پیوسته نقطه هر در t → Xt مسیرهای

باشند.) ١ احتمال دارای همچنین
١٧ تکین ١۶ ΃لب اندازه به نسبت که باشد ١۵ مثبت اندازه ΁ی dAt که کنید فرض همچنین

ͬ باشد.) م ی΄تا (٣ . ٣) تجزیه شده ذکر موارد به توجه (با باشد.
:((H٣) فرضیه

نهایی مقدار ͬ گیریم. م نظر در را (H٣) فرضیه م΄مل شرط ، (H٢) و (H١) فرضیه بر علاوه
ͬ شود؛ م گرفته نظر در ξ ≥ St که ͬ شود م فرض زیر صورت به

ξ ∈ L٢(Ω,Ft, P ). (۴ . ٣)

گونه این دارای نیز S فرآیند لذا است، ١٨ پرش های مثبت دارای A فرآیند .٣ . ٢ . ١ ملاحظه
است. پیوسته نیز S که کنید توجه بود. خواهد پرش ها

١٢driver
١٣Obstacle
١۴Cadlag process
١۵Positive measure
١۶Lebesgue measure
١٧Singular
١٨Positive Jumps



٣٣ شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن
ب·یرید: نظر در را (۵ . ٣) شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله

Yt = ξ +

∫ T

t
{f(s, w, Ys, Zs) + αs١{Ys=Ss}(f(s, w, Ss, Vs) + U−

s }ds−
∫ T

t
ZsdBs (۵ . ٣)

ͬ دهیم. م نشان Eq(ξ, f, s) با را آن پس این از که
پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب بهتر عبارت به است. Yt ≥ St جواب یافتن هدف
معادله در که گونه ای به است، (Yt, Zt, αt)٠≤t≤T ∈ (H٢)d+٢ سه گانه Eq(ξ, f, s) شده منعکس

باشد. برقرار Yt ≥ St نامساوی جا همه تقریباً ٠ ≤ t ≤ T برای و ͬ کند م صدق Eq(ξ, f, s)

جای به را αs١{Ys=Ss}(f(s, w, Ys, Zs) + US)
− که است مم΄ن همچنین .٣ . ٢ . ٢ ملاحظه

ͬ کند: نم تغییر چیزی ͽواق در قرار دهیم. (۵ . ٣) معادله در αs١{Ys=Ss}(f(s, w, Ss, Vs)+US)
−

آنجایی از دی·ر طرف از دهیم. قرار را Y یا S اگر نیست مهم گرفته ایم درنظر را Ys = Ss چون
است. (Zs−Vs)dBs توسط شده ارائه مارتینگل از بخشͬ با همچنین و مارتینگل نیم Y −S که
ds ،١{Ys−Ss=٠}(Zs − Vs)

٢ = ٠, بنابراین ١{Ys−Ss=٠}(Zs − Vs)
٢ds = ٠ که است مشخص کاملا́

ͬ آورد. م فراهم را Z با V جای·زینͬ ام΄ان موضوع این است. برقرار جا همه تقریباً
است: زیر صورت به بخش این در اصلͬ نتیجه

پس ͬ گیریم. م نظر در را (H٣) و (H٢)، (H١) مفروضات .٣ . ٢ . ١ قضیه
شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی΄تای جواب (Yt, Zt, αt)٠≤t≤T ∈ (H٢)d+٢
جا همه تقریباً ٠ ≤ α ≤ ١, ds × dp هر برای پیوسته فرآیند Y بنابراین دارد. وجود Eq(ξ, f, s)

است. برقرار E(supt≤T |Yt|٢) <∞ نامساوی

دارد. وجود ادامه در ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات
ͬ کنیم: م بیان زیر صورت به را بودن ی΄تا ویژگͬ .٣ . ٢ . ٣ ملاحظه

برای آنگاه باشند؛ Eq(ξ, f, s) معادله جواب دو (Y ′
t , Z

′
t, α

′
t)٠≤t≤T ، (Yt, Zt, αt)٠≤t≤T اگر

و Zt = Z ′
t, dt × dp جا همه تقریباً همچنین و است ،Yt = Y ′

t جا همه تقریباً ،٠ ≤ t ≤ T

است. برقرار αt = α′
t١{Yt=St}(f(t, w, Ys, Zs) + Us)

−ds× dp

منفͬ پرش های از و است مثبت اندازه ΁ی dAt کنیم فرض (H٢) فرضیه در .۴ . ٣ . ٢ ملاحظه
با را مسائل بتوانیم که هنگامͬ و است سطحͬ محدودیت ΁ی این ͽواق در مستثنͬ باشد،
روش ΁ی از استفاده با نیز ١٩ منفͬ پرش های با را مسائل ͬ توانیم م کنیم حل مثبت پرش های
ثابت قبلا́ ی΄تایی و وجود A− = ٠ فرض با و A = A+ − A− ͬ نویسیم م نماییم. حل تبدیل
را f̃(s, w, y, z) = f(s, w, y − A−

s (w), z) و S̃ = S + A− ،ξ̃ = ξ + A− صورت این در شده اند.
ͬ کند، م صدق Eq(ξ, f, s) معادله در (Y, Z,K) تایی سه که داریم توجه و ͬ کنیم م تعریف

١٩Negative Jumps



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ٣۴
لذا باشد. Eq(ξ̃, f̃ , s̃) معادله جواب K̃ = K − A− و Z̃ = Z ،Ỹ =: Y + A− اگر تنها و اگر
به Eq(ξ̃, f̃ , s̃) معادله جواب ی΄تایی و وجود از Eq(ξ, f, s) معادله برای جواب ی΄تایی و وجود

ͬ شود. م نتیجه A− = ٠ آن ازای
است. زیر ماکزیمال اصل ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات در اصلͬ ابزار

P (dw) کنیم فرض همچنین و ͬ گیریم م نظر در را (H٣) و (H٢) ،(H١) فرضیه .٣ . ٢ . ١ گزاره
ͬ شود: م بیان زیر صورت به (H۴) فرضیه ،w هر برای تقریباً

(f(s, w, Ss, Vs) + Us)ds+ dAs ≥ ٠ (۶ . ٣)
(٣ . ٧) صورت به که استاندارد پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات به مربوط (Y, Z) جواب آنگاه

ͬ کند. م صدق Yt ≥ St در که ͬ شود، م نوشته

Yt = ξ +

∫ T

t
f(s, w, Yt, Zs)ds−

∫ T

t
(Zs, dBs) (٣ . ٧)

ͬ دهیم. م نشان Eq(ξ, f) با را (٣ . ٧) پس این از
است. Eq(ξ, f, s) معادله جواب (Y,Z, ٠) ویژه به

dAt ≥ ٠ معادل بالا شرط است. تکین ΃لب اندازه به نسبت dAt که آنجایی از .۵ . ٣ . ٢ ملاحظه
است.

ͬ پردازیم. م ٣ . ٢ . ١ گزاره اثبات به حال

پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات از مقایسه قضیه اثبات برای سازگار استدالال فقط برهان.
مقایسه باشد.)(برای قضیه از پیامدی نتیجه A = ٠ (اگر است. شده استفاده استاندارد

کنید.) مراجعه [٣٩] به بیشتر اطلاعات
ͬ دهیم. م قرار θt = f(t, w, St, Vt) + Ut ،zt = Zt − Vt ،yt = Yt − St

αt =


f(t, w, Yt, Zt)− f(t, w, St, Vt)

Yt − St
, Yt ̸= St,

٠, Yt = St.

(٣ . ٨)

Γt,T = exp

∫ T

t
αsds (٣ . ٩)

آنگاه
yt = yt −

∫ T

t
αsysds−

∫ T

t
θsds− (AT −At) +

∫ T

t
(Zs,dBs) (٣ . ١٠)



٣۵ شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن
ͬ آوریم؛ م بدست ایتو فرمول و (٣ . ١٠) فرمول از استفاده با

Γt,T yt = Γt,T yt − Γt,T

∫ T

t
αsysds− Γt,T

∫ T

t
θsds− Γt,T (AT −At) + Γt,T

∫ T

t
(Zs,dBs)

= Γt,T yt − Γt,T [

∫ T

t
αsysds−

∫ T

t
θsds− (AT −At) +

∫ T

t
(Zs, dBs)]

داریم: اخیر روابط و (٣ . ٩) و (٣ . ٨) از استفاده با
Γt,T {−

∫ T

t
θsds− (AT −At)} = exp

∫ T

t
αsds[−

∫ T

t
θsds− (AT −At)]

= −Γt,T

∫ T

t
θsds−

∫ T

t
Γt,TdAs

= −
∫ T

t
Γt,T (θsds+ dAs)

Γt,T {
∫ T

t
αsysds−

∫ T

t
(Zs, dBs)} = exp

∫ T

t
αsds{

∫ T

t
αsysds−

∫ T

t
(Zs, dBs)}

= exp

∫ T

t
αsds

∫ T

t
αsysds− exp

∫ T

t
αsds

∫ T

t
(Zs, dBs)

=

∫ T

t
Γt,T (Zs, dBs)

Γt,T yt = Γt,T yt −
∫ T

t
Γt,T (θs + dAs) +

∫ T

t
Γt,T (Zs,dBs)

ͬ آید: م بدست (٣ . ١١) ش΄ل به شرطͬ ریاضͬ امید گرفتن با
yt = E(Γt,T yt +

∫ T

t
Γt,T (θs + dAs) | Ft) ≥ ٠ (٣ . ١١)

ͬ پردازیم. م ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات به حال
٠ ≤ ϕn ≤ ١ که گونه ای به شده گرفته نظر در ϕn ∈ C∞ تابع از دنباله ΁ی .١ مرحله برهان.

ͬ شود؛ م بیان (٣ . ١٢) صورت به که است

ϕn(y)


١, |y|≤ ١

٢n
,

٠, |y|≥ ٢
٢n
,

(٣ . ١٢)

و

fn(t, w, y, z) = f(t, w, y, z) + ϕn(y − St)(f(t, w, St, Vt) + Ut)
−
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ͬ کنیم. م تعریف را

پیوستگͬ y, z در fn آنگاه است. کراندار (f(t, w, St, Vt) + Ut)
− که ͬ کنیم م فرض ابتدا

جواب ی΄تای Eq(ξ, fn) استاندارد پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله بنابراین و دارد لیپ شیتز
ͬ کند م صدق (H۴) فرضیه در لذا است، fn(t, w, St, Vt)+Ut ≥ ٠ که آنجایی از دارد. را (Y n, Zn)

fKn = f+ϕn[(f+Us)
−∧K] نباشد، کراندار (f(t, w, St, Vt)+Ut)

− اگر است. Y n ≥ S بنابراین و
مقایسه قضیه به توجه با ͬ شود. م تعریف Eq(ξ, fkn) معادله جواب (Y n

k , Z
n
k ) و ͬ کنیم م تعریف را

استدلالͬ از Zk
n هم·رایی کنیم. تعریف را Y n = limk Y

n
k ͬ توانیم م بنابراین است. صعودی Y n

k

ͬ کند. م صدق Eq(ξ, fn) معادله در (Yn, Zn) جواب بنابراین ͬ کند. م پیروی مشابه
داریم: C ثابت مقدار برای

E sup
t≤T

|Y n
t |٢+E

∫ T

٠
|Zn

s |٢ds ≤ CE|ξ|٢, ∀n ∈ N, (٣ . ١٣)

بدست |ab|≤ α

٢ |a|٢+ ١
٢α |b|٢ ساده نامساوی و f خطͬ رشد ایتو، فرمول از استفاده با

ͬ آید: م

E|Y n
t |٢+E

∫ T

t
|Zn

s |٢ds ≤ E|ξ|٢+CE
∫ T

t
|Y n

s |(١ + |Y n
s |+|Zn

s |)ds

≤ E|ξ|٢+C ′E

∫ T

t
(١ + |Y n

s |٢)ds+ ١
٢E

∫ T

t
|Zn

s |٢ds.

٢١ برکولدر نامساوی از داریم. E|Y n
t |٢+E

∫ T
t |Zn

s |٢ds ≤ C. ٢٠ گرونوال لم با را رابطه این
ͬ شود. م اثبات (٣ . ١٣) معادله بنابراین ͬ کنیم. م استفاده supt≤T |Y n

t |٢ با |Y n
t |٢ جای·زینͬ برای

است. نزولͬ نیز هم Yn مقایسه قضیه به توجه با است، نزولͬ fn که آنجایی از .٢ مرحله
ͬ کنیم. م تعریف را Y = limn ↓ Y n بنابراین

داریم: ی΄نواخت هم·رایی قضیه به توجه با

E

∫ T

٠ |Y n
t − Yt|٢dt→ ٠ (١۴ . ٣)

(١۴ . ٣) و (٣ . ١٣) معادله و fn, fm خطͬ رشد و ایتو فرمول از استفاده با این بر علاوه
٢٠Gronwall’s lemma
٢١Burkholder’s inequallity



٣٧ شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن
داشت: خواهیم

E|Y n
t − Y m

t |٢ + E

∫ T

t
|Zn

s − Zm
s |٢ds

= ٢E
∫ T

t
(Y n

t − Y m
t )(fn(s, Y

n
s , Z

n
s )− fm(s, Y m

s , Zm
s ))ds

≤ C ′E

∫ T

t
|Y n

t − Y m
t |(|fn(s, Y n

s , Z
n
s )|+|fm(s, Y m

s , Zm
s )|)ds→ ٠

(١۵ . ٣)

با نهایت، در ͬ کنیم. م تعریف Z = limZn را آن و است کوشͬ L٢ در (Z)nn∈N دنباله بنابراین
ͬ توان م برکولدر نامساوی از استفاده

E sup
t≤T

|Y n
t − Y m

t |٢→ ٠ as, n,m −→ ∞,

بنابراین
E sup

t≤T
|Y n

t − Yt|٢→ ٠
است. پیوسته Y ویژه به آورد. بدست را

αn(s, w) = ϕn(Y
n
s − Ss) ∈ L٠])٢, T ]× Ω, P, ds× dp), ͬ دهیم م نشان .٣ مرحله

از ͬ شود. م گرفته نظر در پیش بینͬ قابل فرآیندهای از σ‐میدان کلͬ طور به p اینجا در
α ∈ L٠])٢, T ]×Ω, P, ds×dp) بنابراین هستند، کراندار L٢ در لذا است، کراندار αn که آنجایی
ͬ کنیم م ثابت است. هم·را α به ضعیف طور به (αn)n, دنباله ی زیر که است موجود گونه ای به

ͬ کنیم؛ م تعریف ͬ باشد. م Eq(ξ, f, s) معادله جواب (Y, Z, α) که
In(t) =: Y n

t − ξ −
∫ T

t
f(s, Y n

s , Z
n
s ) + αn

s (f(s, Ss, , Vs) + Us)
−ds−

∫ T

t
Zn
s dBs

I(t) =: Yt − ξ −
∫ T

t
f(s, Ys, Zs) + αs(f(s, Ss, Vs) + Us)

−ds−
∫
tTZsdBs.

ͬ کند م میل α به ضعیف طور به αn چون ͬ گیریم. م نظر رادر θ ∈ L٠])٢, T ] × Ω, P, ds × dp)

داریم:
E

∫ T

٠ θsα
n
s (f(s, Ss, Vs) + Us)

−ds→ E

∫ T

٠ θsαs(f(s, Ss, Vs) + Us)
−ds.

ͬ آوریم: م بدست را زیر رابطه ͬ کند، م میل L٢ در Zn −→ Z و Yn −→ Y چون علاوه به
E

∫ T

٠ θsΓ
n
sds→ E

∫ T

٠ θsIsds,

منجربه که است In = ٠ لذا ͬ باشد، م Eq(ξ, fn, S) معادله جواب (Yn, Zn, α) که آنجایی از
که آنجایی از و است I = ٠, ds × dp جا همه تقریباً ادامه در ͬ گردد. م E

∫ T٠ θsIsds = ٠
که Is(w) = ٠, ∀s ∈ [٠, T ], dp(w) ͬ آوریم م دست به است، پیوسته s → Is(w) جا همه تقریباً
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͹واض است. Eq(ξ, f, S) معادله جواب (Y, Z, α) که معنͬ این به است. برقرار جا همه تقریباً

Yt = limn Y
n(t) ≥ S(t) که است

آنگاه باشد؛ Y (t) > S(t) اگر ͬ کنیم، م بررسͬ را αt = αt١{Y (t)=S(t)} حال .۴ مرحله
است. برقرار αn

t = ϕn(Y
n
t − St) → ٠ جا همه تقریباً بنابراین است. Y n ≥ Y (t) > S(t)

بنابراین؛
E

∫ T

٠
αt١{Y (t)>S(t)}dt = lim

n
E

∫ T

٠
αn
t ١{Y (t)>S(t)}dt = ٠.

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر نامساوی درستͬ .۵ مرحله
٠ ≤ α ≤ ١, ds× dp

داریم؛ بنابراین αn ≤ ١, که آنجایی از ͬ گیریم، م نظر در را ϵ > ٠
δn =: E

∫ T

٠
(αt − αn

t )١(αs>١+ϵ)ds ≥ ϵE

∫ T

٠
١(αs>١+ϵ)ds.

: داریم ϵ > ٠ هر برای بنابراین δn −→ ٠ که ͬ دانیم م است. ضعیف αn −→ α که آنجایی از اما
E

∫ T

٠ ١(αs>١+ϵ)ds = ٠
است). مشابه طور به α ≥ ٠, ds× dP, a.s. (اثبات است. شده کامل اثبات پس

ضعیف طور به (αn)n∈N دنباله زیر که کردیم استفاده واقعیتͬ از قبلͬ اثبات در .۶ . ٣ . ٢ ملاحظه
(αn)n∈N که است این از حاکͬ Eq(ξ, f, s) معادله جواب بودن ی΄تا ͽواق در است. هم·را α به

است. α = limn α
n بنابراین ͬ باشد، م حد دارای

کلͬ ͽمان
ͬ گیریم، م نظر در را St = Ct +At کلͬ ͽمان حال

است. سازگار فرآیند ΁ی A و C ∈ S که
داریم. زیر صورت به را Eq(ξ, f, s) شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله

Yt = ξ +

∫ T

t
f(s, w, Ys, Zs)ds+KT −Kt −

∫ T

t
(Zs, dBs).

معادله در که است. شده تعریف (Y,Z,K) ∈ (H٢)d+٢ سه گانه صورت به معادله این جواب
که گونه ای به ͬ کند، م صدق

است. Yt ≥ St جا همه تقریباً ٠ ≤ t ≤ T هر برای •
است، Y ∈ S •

است. ∫ T٠ (Yt − St)dKt = ٠ که طوری به است؛ پیوسته افزایشͬ فرآیند نیز K •



٣٩ شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن
باشد، dSt = VtdBt +At وقتͬ که، ͬ دهد م نشان قبلͬ مطالعه .٣ . ٢ . ٧ ملاحظه

داریم:
dKt = αt١{Yt=St}(f(t, Yt, Zt) + Ut − Vt)

−dt.

داریم: آنگاه باشد، Eq(ξ, f, s) معادله جواب (Y , Z,K) ، (Y, Z,K) اگر .٣ . ٢ . ١ لم
δ =: E

∫ T

٠ |Ss − Ss|d(Ks −Ks) (١۶ . ٣)
دارد.به وجود C ثابت پس است. شده انتخاب اثبات در و است ΁کوچ کافͬ اندازه به

که: گونه ای
E sup٠≤s≤T

|Ks −Ks|٢+E sup٠≤s≤T
|Ys − Ys|٢+

∫ T

٠ E|Zs − Zs|٢ds ≤ C
√
δ. (٣ . ١٧)

و
E sup٠≤s≤T

|Ks|٢+E sup٠≤s≤T
|Ys|٢+

∫ T

٠ E|Zs|٢ds ≤ CE(|ξ|٢+ sup٠≤s≤T
|Ss|٢). (٣ . ١٨)

باشد. برقرار
ͬ پردازیم. م ٣ . ٢ . ١ لم اثبات به حال

ͬ دهیم: م قرار برهان.
∆Y = Y − Y ,∆Z = Z − Z,∆K = K −K و ∆fs = f(s,Xs, Ys, Zs)− f(s,Xs, Ys, Zs)

ͬ کنند؛ م صدق زیر معادله در آنگاه
∆Ys =

∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr).

داریم: فوق معادله و ایتو فرمول از استفاده با
|∆Ys|=

∣∣∣∣∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∣∣∣∣
|∆Ys|٢ = ∆Ys∆Ys

=
{∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

}
×
{∫ T

٠ ∆frdr +∆KT −∆Ks −
∫ T

s
(∆Zr, dBr)

}
=

∫ T

s
∆frdr

∫ T

s
∆frdr +∆KT

∫ T

s
∆frdr −∆Ks

∫ T

s
∆frdr −

∫ T

s
∆frdr

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

+ ∆KT

∫ T

s
∆frdr +∆K٢

T −∆KT∆Ks −∆KT

∫ T

s
(∆Zrdr,dBr)−∆Ks

∫ T

s
∆frdr −∆Ks∆KT

−∆K٢
s +∆Ks

∫ T

s
(∆Zr, dBr)−

∫ T

s
∆frdr

∫ T

s
(∆Zr, dBr)−∆KT

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

+ ∆Ks

∫ T

s
(∆Zr,dBr) +

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∫ T

s
(∆Zr,dBr)
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∆Z = Z − Z ∆Zr = Z − Zr |∆Zr|٢= (Z − Z).(Z − Z)

|∆Ys|٢ +

∫ T

s
|∆Zr|٢dr =

(∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

)
.
(∫ T

s
∆frdr

)
+
(∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

)
(∆KT −∆Ks)

−
∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr) +

∫ T

s
|∆Zr|٢dr

= ٢
{∫ T

s
∆Yr∆frdr +

∫ T

s
∆Yr∆Kr −

∫ T

s
∆Yr(∆Zr, dBr)

}

(٣ . ١٩)
|∆Ys|٢+

∫ T

s
|∆Zr|٢dr = ٢

{∫ T

s
∆Yr∆frdr +

∫ T

s
∆Yr∆Kr −

∫ T

s
∆Yr(∆Zr,dBr)

}
و Y ≥ S و (Y = S ترتیب (به (K،K ͬ یابد(به ترتیب م افزایش K باشد، Y = S که زمانͬ

.Y ≥ S∫ T

s
∆Yrd∆Kr =

∫ T

s
(Sr−Yr)dKr+

∫ T

s
(Sr−Yr)dKr ≤

∫ T

s
|Sr−Sr|d(Kr+Kr) (٣ . ٢٠)

بنابراین و
E

∫ T

s
∆Yrd∆Kr ≤ δ

ͬ آید: م دست به ،f لیپ شیتز پیوستگͬ از استفاده با
∆Ys =

∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∆Ys∆fr = ∆fr

∫ T

s
∆frdr +∆fr∆KT −∆fr∆Ks −∆fr

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

|∆Ys∆fr|=
∣∣∣∣∆fr ∫ T

s
∆frdr +∆fr∆KT −∆fr∆Ks −∆fr

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∆fr ∫ T

s
∆frdr

∣∣∣∣+ |∆fr∆KT |−|∆fr∆Ks|−
∣∣∣∣∆fr ∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∣∣∣∣

داریم: اما

|∆Yr| =
∣∣∣∣∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T

s
∆frdr

∣∣∣∣+ |∆KT |−|∆Ks|−
∣∣∣∣∫ T

s
(∆Zr, dBr)

∣∣∣∣



۴١ شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای جواب ساختن
داشت: خواهیم طرفͬ از

|∆Yr∆fr|= |∆Yr||∆fr|

داریم؛ لیپشیتز شرط به توجه با

|∆fr| ≤ C(|∆Yr|+|∆Zr|)

|∆Yr∆fr| ≤ C|∆Yr|(|∆Yr|+|∆Zr|)

= C
(∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

)
=
(∫ T

s
∆frdr +∆KT −∆Ks −

∫ T

s
(∆Zr, dBr)

)
+ |∆Zr|

)
=⇒ |∆Yr∆fr|≤ C ′′|∆Zr|→ |∆Yr∆fr|≤ C ′|∆Yr|٢+ ١

۴ |∆Zr|٢

|∆Yr∆fr|≤ C|∆Yr|(|∆Yr|+|∆Zr|) ≤ C ′|∆Yr|٢+ ١
۴ |∆Zr|٢ (٣ . ٢١)

استفاده زیر رابطه آوردن بدست برای نامساوی این از و ͬ گیریم م نظر در را (٣ . ١٩) معادله
ͬ کنیم؛ م

E|∆Ys|٢+ ١
٢E

∫ T

s
|∆Zr|٢dr ≤ CE

∫ T

s
|∆Yr|٢dr + δ,

داشت؛ خواهیم گرنوال لم با نهایت در و

E|∆Ys|٢+ ١
٢E

∫ T

s
|∆Zr|٢dr ≤ Cδ (٣ . ٢٢)

و (٣ . ١٩) معادله توسط sups به یابی دست منظور به برکولدر نامساوی از استفاده با باید حال
ͬ شوند: م (٣ . ٢٣)نوشته نامساوی صورت به (٣ . ٢١) و (٣ . ٢٠) نامساوی دو

sup٠≤s≤T
|∆Ys|٢ ≤ C

∫ T

٠ |∆Yr|(|∆Yr|+|∆Zr|)dr

+ ٢
∫ T

٠
|Sr − Sr|d(Kr +Kr) + ٢ sup٠≤s≤T

|Ms|
(٣ . ٢٣)

شوارتز نامساوی و برکولدر نامساوی از استفاده با ابتدا ، Ms =
∫ s٠ ∆Yr(∆Zr, dBr) به توجه با

ͬ آوریم؛ م بدست
E|∆Ys|٢+ ١

٢E

∫ T

s
|∆Zr|٢dr ≤ Cδ
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داریم: مفروضات به توجه با

Ms =

∫ s

٠ ∆Yr(∆Zr, dBr) =

∫ s

٠ ∆Yr∆frdr +

∫ s

٠ ∆Yrd∆Kr −
١
٢ |∆Yr|٢−

∫ T

s
|∆Zr|٢dr

E|∆Ys|٢≤ Cδ − ١
٢E

∫ T

s
|∆Zr|٢dr

E(Ms) = E
(∫ s

٠ ∆Yr(∆Zr, dBr)
)

= E
(∫ s

٠ ∆Yr∆frdr
)
+ E

(∫ s

٠ ∆Yrd∆Kr

)
− E(

١
٢ |∆Ys|٢)− E

(∫ T

s
|∆Zr|٢dr

)
E|∆Ys|٢≤ CE

(∫ T

s
|∆Yr|٢dr

)
− ١

٢E
(∫ T

s
|∆Zr|٢dr

)
+ δ

|Ms|≤ |
∫ s

٠ ∆Yr∆frdr|+ |
∫ s

٠ ∆Yrd∆Kr| −
١
٢ |∆Ys|٢−|

∫ T

s
|∆Zr|٢dr|

E sup٠≤s≤T
|Ms| ≤ bE[

(∫ T

٠ |∆Yr|٢|∆Zr|٢dr
) ١٢

]

≤ bE[
(

sup٠≤s≤T
|∆Yr|٢

∫ T

٠
|∆Zr|٢dr

) ١٢
]

≤ b(١ + E sup٠≤s≤T
|∆Yr|٢

(
E

∫ T

٠ |∆Zr|٢dr
) ١٢

)

≤ ١
۴E sup٠≤s≤T

|∆Yr|٢+C ′√δ

(٢۴ . ٣)

انتخاب طوری را δ است، (١۶ . ٣) معادله و (٣ . ٢٢) معادله نتیجه شروع نامساوی آخرین
است. ثابت (٣ . ٢٢) معادله در C باشد. برقرار b

√
C

١٢ δ ≤ ١۴ نامساوی که ͬ کنیم م
داشت؛ خواهیم (٢۴ . ٣) و (٣ . ٢٣) ،(٣ . ٢٢) نامساوی های به توجه با حال

E sup٠≤s≤T
|∆Ys|٢≤ C

√
δ (٢۵ . ٣)

نهایت در ͬ کنیم، م استفاده f لیپشیتز پیوستگͬ ویژگͬ از و ͬ گردیم بر م (٣ . ٢٣) معادله به
داریم:

sup٠≤s≤T
|∆Ks|٢ ≤ ٢ sup٠≤s≤T

|∆Ys|٢+C
∫ T

٠ (|∆Yr|+|∆Zr|)٢dr

+ ٢ sup٠≤s≤T

∣∣∣∣∫ T

s
(Zs, dBs)

∣∣∣∣

اثبات و است E supt≤s≤T |∆Ks|٢≤
√
δ برکولدر نامساوی و (٢۵ . ٣) ، (٣ . ٢٢) معادله با علاوه به

است. مشابه (٣ . ١٨) معادله اثبات ͬ شود. م کامل (٣ . ١٧) معادله
تصادفͬ دیفرانسیل معادله آنگاه ͬ گیریم. م نظر در را (H٣) و (H١) فرضیه های .٣ . ٢ . ٢ قضیه

دارد. ی΄تا جواب ΁ی Eq(ξ, f, s) شده منعکس پسرو



۴٣ خطͬ نیمه شده منعکس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
ͬ پردازیم. م ٣ . ٢ . ٢ قضیه اثبات به حال

Cn = C ∗ϕn را Cn جواب ساختن برای ͬ شود. م حاصل (٣ . ١٧) معادله از جواب ی΄تای برهان.
مشتق پذیر کلͬ طور به t→ Cn(t) چون ͬ دهیم، م قرار Sn = Cn+A ش΄ل به و ͬ کنیم، م تعریف
صدق ٣ . ٢ . ١ قضیه به مربوط مفروضات در Sn ͽمان است، |∂tCn(t)|≤ ٢n supt|C(t)| و است

داریم. Eq(ξ, f, Sn) معادله برای را (Yn, Zn,Kn) جواب بنابراین ͬ کند، م
داریم؛ (٣ . ١٨) و (٣ . ١٧) معادله به توجه با

E sup
t
|Yn(t)− Ym(t)|٢ + Esup

t
|Kn(t)−Km(t)|٢+E

∫ T

٠
|Zn(t)− Zm(t)|٢dt

≤ C

(
E

∫ T

٠
|Sn(t)− Sm(t)|d(Kn(t)−Km(t))

) ١٢

≤ C

(
E sup

t
|Sn(t)− Sm(t)|٢

) ١۴
(E(|Kn(T )−Km(T )|))

١۴

≤ C ′
(
E sup

t
|Sn(t)− Sm(t)|٢

) ١۴
.

خواهد میل صفر به فوق نامساوی راست سمت کند میل بی نهایت سمت به n,m که زمانͬ
کرد.

حد به توجه با و داریم را K = limnKn و Z = limn Zn Y = limn Yn, بنابراین نهایت در
ͬ باشد. م Eq(ξ, f, S) معادله جواب (Y, Z,K) که ͬ کنیم م بررسͬ ، Eq(ξ, f, Sn) معادله

شده منعکس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ٣ . ٣
خطͬ نیمه

( (حقیقͬ منظم ͽمان ٣ . ٣ . ١
ͬ پردازیم. م مفاهیم از برخͬ معرفͬ به ابتدا ͬ گیریم. م نظر در را مارکوین چهارچوب بخش دراین
و است شده فرض ثابت ادامه در که است مثبت کاملا́ تابعͬ و است پیوسته ρ : Rn → R+

ρ(x) ͬ توان م مثال برای باشد. ∫ ρ(x)dx < ∞ که است این بر فرض ͬ دهد. م نمایش را وزن
،L٢ وزن دار فضای در توابعͬ با باید گرفت. نظر در ρ(x) = (١ + |x|)−β, β > ١ صورت به را
صورت به هستیم، روبه رو آن با بخش این در که اهدافͬ کنیم. کار L٢ =: L٢(RN , ρ(x)dx).

هستند: زیر



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ۴۴
΁کوچ بی نهایت عمل·ر •

Lϕ(x) =
١
٢

n∑
i,j=١

(σσ∗)i,j(x)
∂٢

∂xi∂xj
ϕ(x) +

n∑
i=١

bi(x)
∂

∂xi
ϕ(x)

= σ∗∇(σ∗∇ϕ) + b̃∇ϕ

که
σ ∈ C٣

b (R
N ;RN×d), b ∈ C٢

b (R
N ;RN ) (٢۶ . ٣)

b̃ =:
١
٢σ∗∇σ + b و

وزن دار: سوبولف فضای •

H١
ρ = {U : [٠, T ]× RN → R, ut ∈ L٢

ρ , ∀٠ ≤ t ≤ T,

σ∗∇u ∈ L٠])٢, T ]× RN , dt× ρ(x)dx)}

کنید.) مراجعه [۴٠] به بیشتر اطلاعات (برای
ͬ شود؛ م شروع t زمان در x از ،که L ΁کوچ بی نهایت عمل·ر با انتشار فرآیند •

Xt,x
s = x+

d∑
j=١

∫ s

t
σij(Xt,x

r )dBj(r) +

∫ s

t
bi(Xt,x

r )dr, t ≤ s ≤ T.

با h+ q ͽمان •

h ∈ C٠])١,٢, T ]× RN ,R) (٣ . ٢٧)
که طوری به

|h(x)|≤ C(١ + |x|β)

h(t, ٠) ∈ L٢
ρ , ∀٠ ≤ t ≤ T, ∂th, ∂xh, ∂

٢
xh ∈ L٢(dt× ρ(x)dx).

q : [٠, T ]× RN → R (٣ . ٢٨)
داریم: t, x هر برای و است، پذیر اندازه

|q(x)|≤ C(١ + |x|β)

است. انتگرال پذیر مربعͬ ش΄ل به که است زیرمارتینگل s→ q(s,Xt,x
s )

است. ثابت دنباله در که است مثبتͬ عدد β اینجا در



۴۵ خطͬ نیمه شده منعکس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
نهایی شرط •

g ∈ L٢
ρ , g ≥ hT + qT . (٣ . ٢٩)

معادله که گونه ای به است، اندازه پذیر تابع ΁ی f : [٠, T ]× RN × R× Rd → R محرک تابع •
ͬ شود: م نوشته (٣ . ٣١) و (٣ . ٣٠) ش΄ل ∫به

RN

ρ(x)|f(t, x, ٠, ٢|(٠dx <∞, (٣ . ٣٠)
|f(t, x, y, z)− f(t, x, y′, z′)|≤ C(|y − y′|+|z − z′|) (٣ . ٣١)

خطͬ نیمه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات •

(∂t + L)u(t, x) + F (t, x, α(t, x), u, σ∗∇u) = ٠, ∀٠ ≤ t ≤ T,

u(T, x) = g(x), u ≥ h,

ͬ دهیم. م نشان PDE(g, f, h, q) با را آن پس این از که
که

F (t, x, a, y, z) = f(t, x, y, z)

+ a١{y=(h+q)(t,x)}(f(t, x, h(t, x), σ∇h(t, x)) + (∂t + L)h(t, x))−.

ͬ شود: م نوشته زیر ش΄ل به PDE(g, f, h, q) معادله ∫که T

t

∫
RN

u∂sφdxds−
∫
RN

g(x)φ(T, x)− u(t, x)φ(t, x)dx

+

∫ T

t

∫
RN

(σ∗∇u)(σ∗∇φ) + u∇(b̃φ)dxds

=

∫ T

t

∫
RN

φF (s, x, α, σ∗∇u)dxds, ∀φ ∈ C١,١
c (RN , R)

توابع از زوج ΁ی ، PDE(g, f, h, q) معادله ضعیف جواب .٣ . ٣ . ١ تعریف
ͬ کند، م صدق PDE(g, f, h, q) معادله در که (u, α) ∈ H١

ρ × L٠])٢, T ]× RN , dt× ρ(x)dx)

است. u(t, x) ≥ h(t, x) + q(t, x), ∀(t, x) ∈ [٠, T ]× RN که؛ گونه ای به
ͬ کنیم: م جای·زین زیر صورت به ٣ . ٣ . ١ تعریف به توجه با را F تابع .٣ . ٣ . ١ ملاحظه

F̄ (t, x, a, y, z) = f(t, x, y, z)

+ a١{y=(h+q)(t,x)}(f(t, x, y, z) + (∂t + L)h(t, x))−



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ۴۶
کنید.) مراجعه (۵ . ٣) معادله از بعد توضیح (به ͬ ماند. م باقͬ تغییر بدون معادله و

شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله •

Y t,x
s = g(Xt,x

T ) +

∫ T

s
F (r, αt,x

r , Xt,x
r , Y t,x

r , Zt,x
r )dr −

∫ T

s
(Zt,x

r , dBr)

ͬ دهیم. م نشان Eqt,x(g, f, h, q) با را آن پس این از که
Eq(g(Xt,x

T ), ft,x, St,x) شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله با فوق معادله .٣ . ٣ . ٢ ملاحظه
داریم؛ اینجا در که است برابر

ft,x(s, w, y, z) = f(s,Xt,x
s (w), y, z),

St,x(s, w) = (h+ q)(s,Xt,x
s (w))

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م ١ . ١ . ٣ قضیه و ١ . ١ . ١ قضیه از استفاده با ابتدا
q(s,Xt,x

s (w)) =

∫ s

t
(θt,xr , dBr) +

∫ s

t
λt,xs drAt,x

s

΁ی At,x
s و است انتگرال پذیر فرآیند ΁ی λt,xs است. انتگرال پذیر مربع فرآیند θt,xs اینجا در که

با است. تکین ΃لب اندازه به توجه با dAt,x
s که گونه ای به است، کاهشͬ غیر سازگار فرآیند

As = At,x
s و Us = λt,xr +(∂s+L)h(s,X

t,x
s ) و Vs = θt,xr +σ∇h(r,Xt,x

r ) شد گفته آنچه به توجه
است.

تفسير و ͬ کنیم م اثبات PDE(g, f, h, q) معادله برای را ی΄تایی و وجود بخش، اين در
اصلͯ ايده است. شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ش΄ل به جواب ها احتمالͯ
شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب های براي ی΄تایی و وجود كارگيري به ما
دو .[۵۴ ،۴۴ ،۴٢] کنیم، استفاده زیر نامساوی های از باید برنامه، این انجام منظور به است،
هر برای (٢۶ . ٣) معادله فرضیات تحت که طوری به دارد، وجود ٠ < c < C < ∞ ثابت

داریم: است، اندازه پذیر ϕ ≥ ٠ هر برای و ٠ ≤ t ≤ s ≤ T

c

∫ T

٠
∫
RN

ϕ(s, x)ρ(x)dxds ≤
∫ T

٠
∫
RN

Eϕ(s,Xt,x
s )ρ(x)dxds

≤ C

∫ T

٠
∫
RN

ϕ(s, x)ρ(x)dxds.

(٣ . ٣٢)

مربوط که جواب این دارد. وجود PDE(g, f, h, q) معادله برای (u, α) ی΄تا جواب .٣ . ٣ . ١ قضیه
Eqt,x(g, f, h, q) شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله از (Y t,x

s , Zt,x
s , αt,x

s )t≤s≤T جواب به
توسط است،

Y t,x
s = u(s,Xt,x

s ), Zt,x
s = σ∗∇u(s,Xt,x

s ), αt,x
s = α(s,Xt,x

s )

ͬ آید. م بدست



۴٧ خطͬ نیمه شده منعکس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
ͬ پردازیم. م ٣ . ٣ . ١ قضیه اثبات به حال

دیفرانسیل معادله از را (Y t,x
s , Zt,x

s , αt,x
s )t≤s≤T جواب (t, x) ∈ [٠, T ] × RN هر برای برهان.

که ͬ کنیم م اثبات ابتدا ͬ گیریم. م نظر در Eq(g(Xt,x
T ), ft,x, St,x) شده منعکس پسرو تصادفͬ

: که گونه ای به موجودند u, v, α اندازه پذیر توابع

Y t,x
s = u(s,Xt,x

s ), Zt,x
s = v(s,Xt,x

s ), αt,x
s = α(s,Xt,x

s )ds× ρ(x)dx× dp

است. برقرار جا همه تقریباً که
روش از ͬ شود. م محسوب نهایی نتیجه معادله مستقیم کاربرد ΁ی Y, Z به مربوط اثبات

ͬ گیریم؛ م نظر در را زیر توابع ͬ کنیم. م استفاده ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات عنوان به ی΄سان تقریب

fn(s, w, y, z) = f(s,Xt,x
s , y, z)− ϕn(y − St,x

s )θ(s,Xt,x
s ))−

ͬ کنیم، م تعریف (Y t,x
n,s , Z

t,x
n,s)t≤s≤T و θ(t, x) = (f(t, x, h(t, x), σ∇h(t, x))+(∂t+L)h(t, x))

− با
برای که ͬ دانیم م باشد. Eq(g(Xt,x

T ), fn) استاندارد پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله از جواب که
است: زیر ش΄ل به (٣ . ٣٣) معادله x هر

E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s − Y t,x

s |٢+E

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
s |٢ds→ ٠ (٣ . ٣٣)

ͬ دانیم؛ م همچنین

E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s |٢+E

∫ T

t
|Zt,x

n,s|٢ds ≤ CE|g(Xt,x
T )|٢

ͬ آوریم: م بدست (٣ . ٣٢) در دوم نامساوی از استفاده ∫با
ρ(x)E|g(Xt,x

T )|٢dx ≤ C

∫
ρ(x)|g(x)|٢dx <∞

ͬ آوریم: م دست به (٣ . ٣٣) و (٣ . ١٣) معادله از استفاده با بنابراین و

Esup|Y t,x
n,s |٢+E

∫ T

t
|Zt,x

n,s|٢ds ≤ CE|g(Xt,x
T )|٢

=⇒ ρ(x)Esup|Y t,x
n,s |٢+ρ(x)E

∫ T

t
|Zt,x

n,s|٢ds ≤ ρ(x)CE|g(Xt,x
T )|٢

=⇒
∫
ρ(x)Esup|Y t,x

n,s |٢dx+

∫
ρ(x)E

∫ T

t
|Zt,x

n,s|٢dx ≤
∫
ρ(x)CE|g(Xt,x

T )|٢dx

≤ C

∫
ρ(x)|g(x)|٢dx ≤ C|g(x)|٢max

∫
ρ(x)dx <∞ (١)
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داریم: (٣ . ٣٣) معادله به توجه با

E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s − Y t,x

s |٢+E

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
s |٢ds = ξ → ٠

ρ(x)E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s − Y t,x

s |٢+ρ(x)E
∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
s |٢ds = ρ(x)ξ∫

ρ(x)E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s − Y t,x

s |٢dx+

∫
ρ(x)E

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
s |٢dsdx =

∫
ρ(x)ξdx

= ξmax

∫
ρ(x)dx (٢)

میل صفر به ξmax

∫
ρ(x)dx آنگاه ͬ کند، م میل صفر به ξ که وقتͬ (١), (٢) رابطه به توجه با

لذا کرد. ∫خواهد
ρ(x)E sup

t≤s≤T
|Y t,x

n,s − Y t,x
s |٢dx+

∫
ρ(x)E

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
s |٢dsdx→ ٠

و Y t,x
n,s = un(s,X

t,x
s ), un ∈ H١

ρ که ͬ دانیم م ͬ شود. م داده نشان un(t, x) = Y t,x
n,t

.[۴٢] ͬ باشد م vn = σ∗∇un درآن که است Zt,x
n,s = vn(s,X

t,x
s )

داریم: نرم ها ازری هم از استفاده ∫با
ρ(x)|(um − un)(t, x)|٢dx+

∫ T

t

∫
ρ(x)|(vm − vn)(t, x)|٢dxds

≤ C

∫
ρ(x)E sup

t≤s≤T
|Y t,x

m,s − Y t,x
n,s |٢dx+ C

∫
ρ(x)E

∫ T

t
|Zt,x

m,s − Zt,x
n,s|٢ds→ ٠

است. L٢(ρ(x)dx) در آن ها حد ͬ کنیم، م تعریف را v = limn vn و u = limn un بنابراین
داریم. را u(t, x) = Y t,x

t ≥ St,x
t = (h+ q)(t, x) همچنین

داشت: خواهیم نرم ها ازری هم با ∫ضمناً
ρ(x)E|Y t,x

s − u(s,Xt,x
s )|٢dx

≤ ٢
∫
ρE|Y t,x

s − Y t,x
n,s |٢dx+ ٢

∫
ρE|un(s,Xt,x

s )− u(s,Xt,x
s )|٢dx

≤ ٢
∫
ρE|Y t,x

s − Y t,x
n,s |٢dx+ C

∫
ρE|un(s, x)− u(s, x)|٢dx→ ٠

ͬ توان م روش، همین به است. برقرار Y t,x
s = u(s,Xt,x

s )dx × dp جا همه تقریباً که گونه ای به
است. Zt,x

s = v(s,Xt,x
s ), ds× ρ(x)dx× dp جا همه تقریباً که کرد اثبات

و u ∈ H١
ρ لذا داد، نشان ͬ توان م را σ∇un → v و un → u توابع مشابه استدلال های با

کنید.) مراجعه [۴٢] به بیشتر جزئیات (برای است. σ∇un = v
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٣ . ٣ . ٢ ملاحضه ی واسطه ی به باشد. αt,x

n,s = ϕn(Y
t,x
n,s − St,x

n,s) اگر ͬ سازیم. م را α حال
در ضعیفͬ حد و αt,x

s = limn α
t,x
n,s ،x ثابت هر برای که ͬ دانیم م ، ٣ . ٢ . ١ قضیه اثبات از پس

ایجاد βt,xn,s =
∑kn١ λnkα

t,x
k,s محدب ترکیب  است مم΄ن که .[۴٨ ،۴٧] دارد، وجود L٢(ds× dp)

ͬ شود. م آغاز L٢(ds× dp) در قوی حد ΁ی از αt,x
s = limn β

t,x
n,s که گونه ای به شود،

αt,x
n,s = αn(s,X

t,x
s ) که طوری به داریم. را αt,x

n,s = ϕn((un − (q+ h))(s,Xt,x
s ) دی·ر طرف از

داشت. خواهیم را αn(t, x) = αt,x
n,t با

آوردن بدست برای است. βn =
∑kn١ λnkα

k
n = βt,xn,s با βt,xn,s = βn(s,X

t,x
s ) که ͬ شود م نتیجه

ͬ کنیم؛ م استفاده نرم ها هم ارزی از زیر ∫نامساوی T

٠
∫

|(βn − βm)(s, x)|٢ρ(x)dx ≤ CE

∫ T

٠
∫

|(βn − βm)(s,Xt,x
s )|٢ρ(x)dx.

که ͬ شود م نتیجه است. L٢(ds × ρ(x)dx × dp) در کوشͬ دنباله ΁ی (βt,xn,s)n که آنجایی از
ͬ توانیم م بنابراین و است L٢(ds×ρ(x)dx×dp) در کوشͬ دنباله جا همه تقریباً نیز (βn(s, x))n
است این از حاکͬ شد عنوان بالا در آنچه همانند مشابه استدلال کنیم. تعریف را α = limn βn

است. αt,x
s = α(s,Xt,x

s )dx× dp جا همه تقریباً که
تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب کلͬ طور به (Y t,x

s , Zt,x
s )t≤s≤T که ͯ دانيم م بنابراين

ͬ باشد؛ م استاندارد پسرو
Y t,x
s = g(Xt,x

T ) +

∫ T

s
f̄(r,Xt,x

T )dr −
∫ T

s
(Zt,x

T , dBr).

u ∈ H١
ρ که کرده اند اثبات ماتوزي بالͯ، ويژه به f̄(r, x) = F (r, x, α(r, x), u(r, x), v(r, x)). با

است. PDE(g, f, h, q) معادله جواب u و v = σ∗∇u ،
بررسͬ مورد را ͬ باشد، م كلاسيك ماكزيمم اصل از توسعه اي ͽمان مسئله که بخش اين در
جواب و ͯ گيريم م نظر در را g : Rd → R و f : [٠, T ] × Rd × R × Rd تابع دو ͯ دهیم. م قرار

ͯ دهيم: م نمایش زیر صورت به uF با را جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
(∂t + L)uf + f(t, x, uf , σ∇uf ) = ٠, uf (T, x) = g(x)

وجود ،h ∈ C٠])١,٢, T ] × Rd) هر براي مناسب فرضیه ای تاثیر تحت ΁کلاسي ماکزيمم اصل
اگر دارد،

g(x) ≥ h(T, x), (∂t + L)h+ f(t, x, h, σ∇h) ≥ ٠ → uf ≥ h. (٣۴ . ٣)
،F ≥ f هر برای که ͬ دهد م نشان این مقايسه، قضيه از استفاده با ويژه به باشد. برقرار

بيان زير صورت به دوباره را (٣۴ . ٣) نامساوی بنابراين ͬ شود، م عنوان uF ≥ uf ≥ h

ͯ کنيم: م
g(x) ≥ h(T, x) , (∂t + L)h+ f(t, x, h, σ∇h) ≥ ٠ → uF ≥ h, ∀F ≥ f
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جواب در که ͯ دهيم م نشان تابعͬ صورت به را αf,h و ͯ گرديم برم ͽمان مسئله به دوباره حال
داریم را (∂t+L)h+f(t, x, h, σ∇h) ≥ ٠ محدوديت پس ͯ شود. م مشاهده PDE(g, f, h) معادله

کنيم: بيان زير صورت به و
g(x) ≥ h(T, x) → uF ≥ h

∀F (t, x, y, z) ≥ f(t, x, y, z) + αf,h(x)١(y=h(t,x))((∂t + L)h+ f(t, x, h, σ∇h))−

داشت: خواهیم آن اثبات منظور به
f̃(t, x, y, z) = f(t, x, y, z) + αf,h(x)١(y=h(t,x))((∂t + L)h+ f(t, x, h, σ∇h))−

PDE(g, f̃ , h, ٠) معادله جواب ũ که ، ũ ≥ h داريم ٣ . ٣ . ١ قضيه طبق که باشید داشته توجه و
بدست را زیر نتیجه بنابراين ͬ شود. م نتیجه uF ≥ ũ ≥ h مقايسه، قضيه از استفاده با است.

ͯ آوريم. م
براي آنگاه ͬ کند، م صدق (٢۶ . ٣) معادله در f که کنيد فرض ماکزيمم): (اصل .٣ . ٣ . ١ نتیجه

که: گونه ای به دارد، وجود αf,h = αf,h(x) ∈ [٠, ١] تابع ، h ∈ C٠])١,٢, T ]× Rd) هر
g(x) ≥ h(T, x) → uF ≥ h

∀F (t, x, y, z) ≥ f(t, x, y, z) + αf,h(x)١(y=h(t,x))((∂t + L)h+ f(t, x, h, σ∇h))−

.

به است؛ شده درست ͽمان مسأله توسط αf,h تابع که کنيم فکر است طبيعͯ .٣ . ٣ . ٣ ملاحظه
دارد، وجود ١(y=h(t,x))((∂t + L)h+ f(t, x, h, σ∇h))− براي مينيمال وزن که است منظور این
نيست مشخص هنوز اما ͯ کند. م فراهم را F هر براي را بالا نامساوي آوردن بدست ام΄ان که

کنيم. اثبات ͬ توانیم م را آن چ·ونه که

کلͬ ͽمان ۴ . ٣
نيست منظم كه h ͽمان به توجه با بالا در شده ارائه نتايج که است این بخش، اين اصلͬ هدف

است. پيوسته تابع يك h كه است این بر فرض دهد. تعميم کلͬ طور به را
جا همه تقریباً که گونه ای به دارد، وجود hn ∈ C٠])١,٢, T ]×RN ), n ∈ N دنباله نتيجه، در

داریم: t ∈ [٠, T ] هر برای و است hn(t, x) → h(t, x), dt× dx, |hn(t, x)|≤ C(١ + |x|)β

E sup|(hm − hn)(s,X
t,x
s )|٢→ ٠ a.s n,m→ ∞, dx, a.s (٣۵ . ٣)

در كه است (٣۵ . ٣) معادله كنيم، استفاده آن از باید كه چيزي تنها ادامه در .١ . ۴ . ٣ ملاحظه
(H١) فرضیه در h اگر مثال عنوان (به است. صحیح نیز نباشد پيوسته h که صورتͬ در حتͬ ͽواق
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ͬ گیریم. م نظر در را تعميم نوع اين عبارت، كردن ساده منظور به باشد.) x تابع صورت به

است. شده ارائه [۴١] در موارد این
جابجا اندازه يك با را آن بايد ندارد، کاملͬ مفهوم هیچ α(f + (∂t + L)h)− که آنجایی از

داریم؛ بیشتری توجه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله به دقیق تر طور به كنيم.
PDE(g, f, h, q)∫ T

t

∫
RN

u∂sφdxds−
∫
RN

(g(x)φ(T, x)− u(t, x)φ(t, x))dx

+

∫ T

t

∫
RN

((σ∗∇u)(σ∗∇φ) + u∇(b̃φ))dxds

=

∫ T

t

∫
RN

φf(s, x, u, σ∗∇u)dxds+
∫ T

t

∫
RN

φ(t, x)١(u=h+q)dµ(dx,ds)

∀φ ∈ C١,١
c (RN ,R), ٠ ≤ t ≤ T.

صدق u ∈ H١
ρ با PDE(g, f, h, q) معادله در كه است (u, µ) مرتب زوج يك بالا معادله جواب

است، مثبت اندازه يك µ و است برقرار جا همه تقریباً u ≥ h+q, ds×dx که گونه ای به ͬ کند. م
است. ∫ T٠

∫
ρ(x)dµ(t, x) <∞ که گونه ای به

شود: نوشته زیر صورت به است مم΄ن (٣ . ١) معادله همچنین .٢ . ۴ . ٣ ملاحظه
(∂t + L)u+ f(t, x, u, σ∗∇u) = −١{u=h+q}µ, u ≥ h+ q, uT = g

به ͬ تواند م است، مثبت اندازه ΁ی µ چون است. شده گرفته نظر در توزیع مفهوم به معادله
شود: بیان زیر صورت

(∂t + L)u+ f(t, x, u, σ∗∇u) ≤ ٠, u ≥ h+ q, uT = g,

(∂t + L)u+ f(t, x, u, σ∗∇u) = ٠ on u > h+ q.

ما تعريف است. شده ارائه [۴۵] در ليون و بنسوزان توسط ͽمان مسئله با فرمول دقيقاً كه
است. اندازه پذیر (∂t+L)u+f(t, x, u, σ∗∇u) نهایت در است. تري منظم نيازهاي پيش شامل

است. شده بحث نيز [۴۵] در خصوصياتͯ چنين
شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
Y ≥ S به رسيدن براي كه ب·يريم نظر در را K افزايشͬ فرآيند بايد مورد اين در اما دارد. تطابق

کنید.) مراجعه [۵٠] به بیشتر جزئیات (برای است. شده گرفته کار به
Eqt,x(g, f, h, q) Y t,x

s = g(Xt,x
T )+

∫
f(r,Xt,x

r , Y t,x
r , Zt,x

r )dr+Kt,x
T −Kt,x

s −
∫ T

s
(Zt,x

r , dBr).

گانه سه شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب
که؛ گونه ای به است. (Y t,x

s , Zt,x
s ,Kt,x

s )t≤s≤T , (t, x) ∈ [٠, T ]× Rn,
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.١

(t, s, x, w) → (Y t,x
s (w), Zt,x

s (w),Kt,x
s (w)) (٣۶ . ٣)

فرآیند ΁ی (s, w) → (Y t,x
s (w), Zt,x

s (w),Kt,x
s (w)) ،t, x ثابت هر برای و است اندازه پذیر

ͬ شود. م محسوب اندازه گیری قابل روند پیش
.٢∫

RN

ρ(x)(E|Xt,x
T |٢+

∫ T

t
(E|Y t,x

s |٢+E|Zt,x
s |٢)ds)dx <∞. (٣ . ٣٧)

داریم: x ∈ RN هر برای تقریباً
Kt,x

s = ٠, و است کاهشͬ غیر و پیوسته فرآیند ΁ی s→ Kt,x
t .٣

.۴
Y t,x
s ≥ St,x

s , ∀t ≤ s ≤ T, dP (٣ . ٣٨)
St,x
s = (h+ q)(s,Xt,x

s ), اینجا در که است، برقرار جا همه تقریباً
.۵∫ T

t
(Y t,x

s − St,x
s )dKt,x

s = ٠, dPa.s.∀t ≤ T (٣ . ٣٩)

صدق Eqt,x(g, f, h, q) معادله در t ≤ T هر برای (Y t,x
s , Zt,x

s ,Kt,x
s )t≤s≤T گانه سه جواب .۶

ͬ کند. م
پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله ΁ی Eqt,x(g, f, h, q) معادله (t, x) هر برای .٣ . ۴ . ٣ ملاحظه
اینجا در که چیزی باشد، پیوسته تابع ΁ی h+ q اگر بنابراین است. St,x

s ͽمان با شده منعکس
بنابراین باشد، داشته مثبت پرش های ͬ تواند م s → q(s,Xt,x

s ) که است این است، متفاوت
کنید.) مراجعه [۵٠] به بیشتر جزئیات (برای نیست. پیوسته کلͬ طور به s→ St,x

s

تصادفͬ جریان از نسخه ای ͬ توان م که است مشخص کاملا́ داریم. نیاز بیشتری نکات به
وسیله به است. مشتق پذیر آن معکوس و x مشتق به توجه با که کرد انتخاب را x → Xt,x

s

ماتریس دترمینال J(Xt,x
s ) به توجه با همچنین و ͬ دهیم م نشان را x→ Xt,x

s معکوس ، Xt,x
s

ͬ دهیم. م نشان را X̂t,x
s ژاکوبین

ͬ شود: م بیان زیر صورت به بخش این در اصلͬ نتایج
فرض (٣ . ٢٧) رابطه جای به ولͬ باشد برقرا (٢۶ . ٣) رابطه که ͬ   کنیم م فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه

. p ≥ β + ٢ با ρ(x) = (١ + |x|)−p که ͬ   کنیم م فرض همچنین است. پیوسته h که ͬ   کنیم م
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تصادفͬ دیفرانسیل معادله از (Y t,x

s , Zt,x
s ,Kt,x

s )t≤s≤T ی΄تا، جواب ΁ی (t, x) هر برای .١
دارد. وجود Eqt,x(g, f, h, q) شده منکعس پسرو

که: گونه ای به دارد، وجود PDE(g, f, h, q) معادله به مربوط (u, µ) جواب .٢
Y(٣.۴٠آ) t,x

s = u(s,Xt,x
s ), Zt,x

s

= σ∗∇u(s,Xt,x
s )

(٣.۴٠ب)
∫
RN

∫ T

t
ϕ(s, X̂t,x

s )J(X̂st,x)ψ(s, x)١{u=h+q}(s, x)dµ(s, x)

=

∫
RN

∫ T

t
ϕ(s, x)ψ(s,Xt,x

s )dKt,x
s dx,Pa.s.

دارد. وجود ϕ و ψ ومثبت کراندار اندازه پذیر تابع هر برای
گونه ای به ͬ گیریم، م نظر در PDE(g, f, h, q) معادله از دی·ری جواب عنوان به را ū, µ̄حال .٣
K جای·زین K̄ معین فرایند آن در که ͬ کند م صدق (٣.۴٠ب) معادله ویژگͬ در µ̄ که
ͬ کند، م صدق (٣۶ . ٣), (٣ . ٣٧), (٣)، معادله های در K̄ که است این بر فرض است.

است. ū = u, µ̄ = µ آنگاه
مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب بین استاندارد ،رابطه (٣.۴٠آ) معادله .۴ . ۴ . ٣ ملاحظه
جدید (٣.۴٠ب) معادله اما ͬ دهد، م نمایش را پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب و جزئͬ

ͬ رسد. م نظر به
ͬ پردازیم. م ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات به حال

Eqt,x(g, f, h, q) شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب ی΄تایی و وجود برهان.
است. (٣ . ٣ . ١) قضیه نتیجه

ͬ کنیم. م استفاده تقریب از PDE(g, f, h, q) معادله جواب ساخت برای
معادله در شده ارائه توابع از ای دنباله hn ∈ C٠])١,١, T ] × RN ), n ∈ N کنید فرض
شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب ،(Y t,x

n,s , Z
t,x
n,s, α

t,x
n,s)t≤s≤T باشد. (٣۵ . ٣)

مفهوم با PDE(f, g, hn, q) معادله جواب (un, αn) و ͬ شود م گرفته نظر در نیز Eqt,x(g, f, hn, q)
که؛ ͬ دانیم م است، شده گرفته نظر در قبلͬ بخش در شده ارائه معنͬ و

Y t,x
s = un(s,X

t,x
s ), Zt,x

s = σ∗∇un(s,Xt,x
s ), αt,x

n,s = αn(s,X
t,x
s )

که: ͬ دهیم م نشان حال
γn(t, x) = ١un=hn+qn(t, x)αn(t, x)(f(t, x, un(t, x), σ

∗∇un(t, x)) + (∂t + L)hn(t, x))
−

Kt,x
n,s =

∫ s

t
γn(r,X

t,x
r )dr.
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(٣ . ١٧) معادله طبق ͯ کنند. م صدق Eqt,x(g, f, hn, q) معادله در (Y t,x

n,s , Z
t,x
n,s,K

t,x
n,s) بنابراين
که؛ ͯ دانيم م

E sup
t≤s≤T

|Kt,x
n,s −Kt,x

m,s|٢ + E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s − Y t,x

m,s|٢+E

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
m,s|٢ds

≤ C

(
E

∫ T

t
|St,x

n,s − St,x
m,s|d(Kt,x

n,s +Kt,x
m,s)

) ١٢

≤ C

(
E sup

t≤s≤T
|St,x

n,s − St,x
m,s|٢

) ١۴
×

(
E sup

t≤s≤T
|Kt,x

n,s +Kt,x
m,s|٢

) ١۴

(۴٣ . ١)
داریم: ، hn + q روي (٣ . ١٨) معادله از استفاده با

Esup|Ks|٢+Esup|Ys|٢+
∫ T

٠ E|Zs|٢ds ≤ CE(|ξ|٢+sup|Ss|٢)

Esup|Ks|٢≤ E(sup|Ys|٢−
∫ T

٠ E|Zs|٢ds+ C|ξ|٢+Csup|Ss|٢)

Esup|Ks|٢≤ CEsup|Ss|٢= Esup|Ys|٢−E

∫ T

٠ E|Zs|٢ds+ CE|ξ|

hn + q :

E|Kt,x
n,s|٢ ≤ CE|g(Xt,x

T )|٢+sup|St,n
s |٢

≤ C(١ + E|g(Xt,x
T )|٢+sup|Xt,x

s |٢β) ≤ C(١ + E|g(Xt,x
T )|٢) + |x|٢β

معادله است g ∈ L٢
ρ که حقیقت این و (٣ . ٣٢) معادله نرم های هم ارزی از استفاده با ويژه، به

ͬ آوریم: م بدست را زیر
sup
n

E|Kt,x
n,T |

٢≤ C(١ + |x|٢β) (۴٣ . ٢)
بنابراين و limn E sup

t≤s≤T
|St,x

n,s − St,x
m,s|٢= ٠ داریم (٣۵ . ٣) معادله وسيله به نيز و

E sup
t≤s≤T

|Kt,x
n,s −Kt,x

m,s|٢+E sup
t≤s≤T

|Y t,x
n,s − Y t,x

m,s|٢+E

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
m,s|٢ds→ ٠ (۴٣ . ٣)

صدق بررسͬ ͬ کنیم. م تعريف را K = limnKn و Z = limn Zn و Y = limn Yn بنابراين
منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله بنابراين نيست، سختͯ كار (٣۶ . ٣) معادله كردن
را PDE(g, f, h, q) معادله حال است. شده اثبات (٣۶ . ٣)) رابطه نهایت در و ͬ شود م حل شده
معادله در هم·رايی  (۴٣ . ٢) و (۴٣ . ١) معادله طبق که ͯ کنيم م مشاهده ابتدا ͬ کنیم. م حل

ͯ شود. م گرفته نظر در  L٢
p در کلͬ طور به  ،(۴٣ . ٣)



۵۵ کلͬ ͽمان
(۴٣ . ٣) معادله و نرم ها هم ارزی از ͯ توان م Zt,x

n,s = σ∗∇un(s,Xt,x
s ), Y t,x

n,s = un(t, x) چون
کنيم؛ استفاده زير رابطه آوردن بدست ∫براي

ρ(x)|un(t, x)− um(t, x)|٢dx

+

∫ ∫ T

t
ρ(x)E|σ∗∇un(s, x)− σ∗∇um(s, x)|٢dsdu

≤
∫
ρ(x)E|Y t,x

n,s − Y t,x
m,s|٢dx+ CE

∫
ρ(x)

∫ T

t
|Zt,x

n,s − Zt,x
m,s|٢dsdx→ ٠.

علاوه به کنيم. تعريف را u = limn un ͯ توانيم م و است کوشͯ H١
p در (un)n دنباله بنابراين

ͬ باشد. م σ∗∇u ∈ L٢(dt× ρ(x)dx) بنابراين و u ∈ H١
ρ

است. شد انجام مرحله چند در و است دشواری نکته اين ͬ سازیم. م را µ اندازه حال
که: ͯ کنيم م اثبات و ͯ دهيم م نشان را vn = ρµn و µn(dt, dx) = γn(t, x)dtdx .١ مرحله

sup
n
vn([٠, T ]× RN ) <∞ (۴۴ . ٣)

ͬ آید؛ م بدست نهایت در ،(۴٣ . ٢) معادله و نرم ها ارزی هم از استفاده با
vn([٠, T ]× RN ) =

∫ ∫ T

٠ ρ(x)γn(t, x)dtdx ≤ C

∫ ∫ T

٠ ρ(x)Eγn(t,X
٠,x
t )dtdx

= C

∫
ρ(x)E|K٠,x

n,T |dx ≤ C

∫
ρ(x)(١ + |x|)βdx <∞

که ͯ کنيم م اثبات پس ρ(x) = (١ + |x|)−p, p ≥ β + ٢. که داريم ياد به .٢ ∫مرحله ١
ρ(x)

(
E sup

t≤r≤T
|ρ(X٠,x

r )|۴) ١٢
)
dx <∞ (۴۵ . ٣)

داريم، بنابراین |ρ(x)|≤ ١ که آنجایی از
E sup٠≤r≤T

|ρ(Xt,x
r )|۴≤ E

(
sup٠≤r≤T

|ρ(Xt,x
r )|۴١{sup٠≤r≤T |Xt,x

r −x|≤|x|/٢}
)

+ P

(
sup٠≤r≤T

|Xt,x
r − x|≥ |x|

٢
)

=: A(x) +B(x).

داریم. را |ρ(X٠,x
r )|≤ (١ + |x|٢ )−P بنابراين و |X٠,x

r |≤ |x|٢ آنگاه sup٠≤r≤T |X
٠,x
r − x|≤ |x|

٢ اگر
سوی از است. ∫ (١ + |x|)PA(x)

١٢dx < ∞ بنابراين ، A(x) ≤ (١ + |x|٢ )−۴P که معنا بدين
داشت: خواهیم آنگاه باشد، |x|≥ ۴∥b∥∞T اگر دي·ر،

B(x) ≤ P ( sup٠≤r≤T
|
∫ s

٠ σ(X٠,x
r )dBr|≥

|x|
۴ ) ≤ Cexp(−C ′|x|٢)
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∫
(١ + |x|)PB(x)١/٢dx <∞ داریم؛ بنابراین و

که: گونه ای به دارد وجود K ثابت ، ϵ > ٠ هر براي كه كرد خواهيم اثبات .٣ ∫مرحله T

٠
∫

١{|x|≥٢K}dvn(s, x) ≤ ϵ,∀n ∈ N. (۴۶ . ٣)
بنویسیم: زیر صورت به را رابطه ͬ توانیم م ∫پس T

٠
∫

١{|x|≥٢K}dvn(s, x) =

∫ T

٠
∫

١{|x|≥٢K}

(١{|X̂٠,x
s (w)−x|}≤K

+ ١{|X̂٠,x
s (w)−x|}≥K

)
dvn(s, x)

=: InK(w) + Ln
K(w).

داریم: طرفین از ریاضͬ امید گرفتن با و است برقرار w هر براي معادله ∫اين T

٠
∫

١|x|≥٢Kdvn = EInK + ELn
K .

داریم: K ≥ ٢||b||∞T براي ،(۴۴ . ٣) معادله با
ELn

K ≤
∫ T

٠
∫
P ( sup

t≤r≤T
|X̂٠,x

r − x|≥ K)dvn(ds,dx)

≤ C exp(−C ′K٢)vn([٠, T ]× RN ) ≤ C ′′ exp(−C ′K٢)

و |x|≥ ٢K اگر دي·ر، سوي از است. بزرگ کافͯ اندازه به K هر براي ELn
K بنابراين و

داشت: خواهیم بنابراين است. |X̂٠,x|≥ K آنگاه ، |X̂٠,x
s − x|≤ K

EInK ≤ E

∫ T

٠
∫

١|X̂٠,x
s |≥K

dvn(s, x)

= E

∫ T

٠
∫

١|X̂٠,x
s |≥K

ρ(x)αn(s, x)(f + (∂s + L)hn)− (s, x)dsdx

به ͯ شود م تبديل ، v = X̂٠,x
s متغير تغيير با که

E

∫ T

٠
∫

١{|y|≥K}ρ(X
٠,y
s )J(X̂٠,y

s )αn(s,X
٠,y
s )(f + (∂y + L)hn)− (s,X٠,y

s )dsdy

≤ E

∫
ρ(x)

(
ρ(x)−١١{|x|≥K} sup

t≤r≤T
ρ(X٠,y

r )J(X̂٠,x
r )

)
K٠,x

n,Tdx

≤

E

∫ (
ρ(x)−١١{|x|≥K} sup

t≤r≤T
ρ(X٠,x

r )J(X̂٠,x
r )

)٢
ρ(x)dx)

١/٢(
E

∫
(K٠,x

n,T )
٢ρ(x)dx)

)١/٢

≤ C

E

∫
ρ(x)−١

(
١{|x|≥K} sup

t≤r≤T
ρ(X٠,x

r )J(X̂٠,x
r )

)٢
dx

١/٢
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دارد: وجود اثبات برای کافͬ دلیل حال است. (۴٣ . ٢) معادله نتیجه آخر ∫نامعادله

(ρ(x)−١E
( sup٠≤r≤T

ρ(X٠,x
r )J(X̂٠,x

r )

)٢dx <∞

که؛ باشيد داشته توجه
E

( sup٠≤r≤T
ρ(X٠,x

r )J(X̂٠,x
r )

)٢ ≤

(
E sup٠≤r≤T

|ρ(X٠,x
r )|۴

)١/٢(
E sup٠≤r≤T

|J(X̂٠,x
r )|۴

)١/٢

≤ C

(
E sup٠≤r≤T

|ρ(X٠,x
r )|۴

)١/٢
.

ͬ شود. م بیان (۴۵ . ٣) معادله نتیجه بنابراين
cn = vn([٠, T ]×RN ), n ∈ N دنباله چون هستيم. µ اندازه ساخت به قادر حالا . ۴ مرحله
است. c از مثبتͯ اندازه v اینجا در vn → v که رسید دنباله ای به توان مͯ و است، كراندار

داريم: بنابراين و كنيم مͯ تعريف را µ = ρ−١v∫ T

t

∫
ϕdµn =

∫ T

t

∫
ϕ

ρ
dvn →

∫ T

t

∫
ϕ

ρ
dv =

∫ T

t

∫
ϕdµ

ͬ شود. م گرفته نظر در دارد فشرده محمل .x ∈ RN به توجه با که ϕ ∈ C([٠, T ]×RN ) هر براي
PDE(g, f, h, q) معادله در (u, µ) آنگاه ͬ گیریم، م نظر در PDE(g, f, hn, q) معادله در را حد حال

ͬ شود. م اثبات
ͬ کند. م صدق (٣.۴٠ب) رابطه در µ كه كنيم اثبات حال

و است، x در فشرده محمل احتمال كه داریم را ϕ, ψ : [٠, T ]× RN → R+ پيوسته تابع دو
داشت؛ خواهیم را زیر معادله θ : RN → R+ فشرده محمل احتمال با پيوسته ∫تابع ∫ T

t
ϕ(s, X̂t,x

s )J(X̂t,x
s )ψ(s, x)θ(x)dµ(s, x)

= lim
n

∫ ∫ T

t
ϕ(s, X̂t,x

s )J(X̂t,x
s )ψ(s, x)θ(x)γn(s, x)dsdx

= lim
n

∫ ∫ T

t
ϕ(s, x)ψ(s,Xt,x

s )θ(Xt,x
s )γn(s,X

t,x
s )dsdx

= lim
n

∫ ∫ T

t
ϕ(s, x)ψ(s,Xt,x

s )θ(Xt,x
s )dKt,x

n,sdx

=

∫ ∫ T

t
ϕ(s, x)ψ(s,Xt,x

s )θ(Xt,x
s )dKt,x

n,sdx.

شعاع به گوئͬ از شاخصͬ تابع ٢٢ شده تنظیم را θ = θR (٣.۴٠ب)، معادله آوردن بدست برای
ͬ کنیم. م محاسبه R→ ∞ که حالتͬ در را آن حد و گرفته نظر در R

٢٢Regularization
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،(٣ . ٣٩) و (٣ . ٣٨) رابطه از استفاده با است. µ = ١{u=h+q} كه ͬ کنیم م اثبات حال

نتيجه ، ψ = ١{u=h+q} با (٣.۴٠ب) رابطه آنگاه است. dKt,x
s = ١{u=h+q}(s,X

t,x
s )dKt,x

s

: ͯ دهد ∫م ∫ T

t
ϕ(s, X̂t,x

s )J(X̂t,x
s )١{u=h+q}(s, x)dµ(s, x) =

∫ ∫ T

t
ϕ(s, X̂t,x

s )J(X̂t,x
s )dµ(s, x)

A(w) =
{
(s, x) → ϕ(X̂t,x

s (w)) : ϕ ∈ C∞
c

توابع{ خانواده P (dw), جا همه تقریباً که، است ذکر به لازم
با است.) ΁به ی ΁ی و پوشا x −→ X̂t,x

s (w) زیرا ) ͬ کند. م مجزا را نقاط كه است جبري رابطه ΁ی
در w هر برای تقریباً بنابراین است. متراكم C([٠, T ]×K) در A(w) ،K فشرده مجموعه به توجه
J(Xt,x

s (w))dµ(dx,ds) = J(X̂t,x
s (w))١{u=h+q}(s, x)dµ(dx,ds) آن دنبال به که ͬ شود، م گرفته نظر
ͬ آوریم، م بدست w هر برای تقریباً J(X̂t,x

s (w)) > ٠ چون است.
ͬ شود. م كامل آن وجود اثبات آنگاه و dµ(dx,ds) = ١{u=h+q}[s, x]dµ(dx,ds)

کنید.) مراجعه [۴٢] به ی΄تایی اثبات (برای
ضعيف جواب uf ͬ کنیم. م بحث ماكزيمم اصل و بالا ͽمان مساله بين رابطه درباره حال

داريم: را (ͽمان (بدون جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله متغير مفهوم در است
(∂t + L) + f(t, x, uf , σ∗∇uf ) = ٠, uT = g

ماكزيمم) (اصل .١ . ۴ . ٣ گزاره
گونه ای به دارد وجود µf,h مثبت اندازه ͬ گیریم. م نظر در را h ∈ C٠])١,١, T ]×Rd) حال .١

داریم: بنابراین و باشد g ≥ h(T, ٠) اگر كه
F (t, x, y, z)dxdt ≥ f(t, x, y, z)dzdt+(f(t, x, h(t, x), σ∗∇h(t, x))dxdt+µf,h(dxdt))−, ∀y, z

است. uF ≥ h آنگاه
µf,h مثبت اندازه باشد. h ∈ C([٠, T ]×Rd) و ندارد بستگͯ z به f که است این بر فرض .٢

داشت: خواهیم نهایت در و باشد g ≥ h(T, ٠) اگر كه گونه ای به دارد وجود
F (t, x, y)dxdt ≥ f(t, x, y)dxdt+ (f(t, x, h(t, x))dxdt+ µf,h(dxdt))

−, ∀y

است. uF ≥ h آنگاه
رابطه توسعه به قادر ما زيرا نیست، بخش رضايت نتيجه .۵ . ۴ . ٣ ملاحظه

f(t, x, h, σ∗∇h) + (∂t + L)h > ٠ ⇒ µf,h = ٠
اندازه كه نيستيم نکته اين اثبات به قادر همچنين باشد. درست همواره h يك براي كه نيستيم

باشد. مينيمال ͬ شود، م ايجاد ͽمان مسئله توسط كه µf,h
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بنابراین است پیچیده (٣.۴٠ب) معادله ͬ گردیم. م باز ی΄تایی مسئله ویژگͬ به دی·ر بار حال

شد. خواهد اثبات ساده تر مفروضات تحت ی΄تایی ویژگͬ
کلͬ طور به و است برقرار ، (٣ . ٢٧) رابطه استثنا به ،(٢۶ . ٣) كه ͬ کنیم م فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه
فرض همچنین ͬ گیریم، م نظر در را ،ρ(x) = (١ + |x|٢)p, p ≥ ١٢β + ١ وزن است. پيوسته h
PDE(g, f, h, q) معادله .آنگاه است برقرار .σσ∗ ≥ aI نامساوی a مثبت ثابت براي که ͬ کنیم م

دارد. ی΄تای پيوسته جواب ،
ͬ پردازیم. م ٢ . ۴ . ٣ قضیه اثبات به حال

ابتدا است. شده ارائه ١ . ۴ . ٣ قضیه در که ͬ کنیم، م بررسͬ را u جواب پیوستگͬ حال برهان.
داشت: خواهیم است، h ∈ C١,٢ كه كنيد فرض

u(t, x) = Eg(Xt,x
T ) +

∫ T

t
Eϕ(s,Xt,x

s )ds (۴٣ . ٧)
زیر صورت به (۴٣ . ٧) است. ϕ(s, x) = F (s, x, α(s, x), u(s, x), σ∗∇u(s, x)) اینجا در که

ͬ شود: م نوشته
u(t, x) =

∫
PT−t(x, y)g(y) +

∫ T

t

∫
Ps−t(x, y)ϕ(s, y)dyds

دنبال به که است پيوسته (t, x) → Ps−t(x, y) زيرا است. Xt,x
s چ·الͬ تابع Ps−t(x, y) درآن که

است. پیوسته نیز u آن
خواهیم را hn, n ∈ N تعمیم قانون به توجه با و است پيوسته فقط h كه كنيد فرض حال

داریم: ،R > ٠ هر براي داشت.
δn,R =: sup

|x|≤R
sup
t≤T

E sup
t≤s≤T

|hn(s,Xt,x
s )− h(s,Xt,x

s )|٢→ ٠

عبارت ، (۴٣ . ١) معادله از كه
sup

| x|≤R
sup
t≤T

|un(t, x)− u(t, x)|≤ Cδn,R → ٠

که است این بر فرض ͬ شود. م اثبات ی΄تایی حال است. پيوسته u بنابراین ͬ آید. م بدست
كه ͬ کنیم م ثابت حال است. برقرار ندارد بستگͯ y ،z به f كه وقتͯ خطͬ حالت در ی΄تایی
برای ١ . ۴ . ٣ قضیه در شده ساخته جواب كلͯ حالت در است. برقرار نيز خطͬ غير حالت در

ͬ دهیم. م نشان (ũ, µ̃) با را دی·ر جواب و (u, µ) رابا PDE(g, f, h, q)

جواب (ũ, µ̃) که است آش΄ار کاملا́ ͬ کنیم. م تعريف را f̃(t, x) =: f(t, x, ũ(t, x), σ∗∇ũ(t, x))

معادلات برای بودن ی΄تا ویژگͬ به توجه با بنابراين و ͬ باشد م PDE(g, f̃ , h, q) خطͯ معادله
(٣.۴٠ب) معادله در µ̄ ویژه به است. شده ساخته ١ . ۴ . ٣ درقضیه (u, v) جواب با هم زمان خطͯ

ͬ کند. م صدق
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و u = u١ − u٢ اگر و باشند PDE(g, f, h, q) معادله از جواب دو (u١, µ١) و (u٢, µ٢) حال
آزمایش تابع ͬ کنیم. م تعريف را uϵt(x) = ϵ−١ ∫ ϵ٠ u(t + s, x)١{t+s≤T}ds باشد، µ = µ١ − µ٢

داریم؛ ٠ ≤ t ≤ T هر برای ͬ کنیم م بررسͬ را ϕ ∈ C٠])١,١, T ]× RN )∫ T

t
[(uϵs, ∂sϕs)− e(uϵs, ϕs) + (b∇uϵs, ϕs)]ds+

∫ T

t

∫
RN

[
ϵ−١

∫ ϵ

٠ ϕ(t+ r, x)dr

]
dµ(s, x) = ٠

براي را بالا معادله ͬ باشد. م e(u, v) =: (σ∗∇u, σ∗∇v) و L٢ در اس΄الر ضرب حاصل (·, ·) که
٢٣ شده تنظیم پیچش πK رابطه اینجا در که نوشته ایم uϵρπK آزمایش تابع

طورکلͬ به اما ͬ شود، م گرفته نظر در BK = {x : |x|≤ K}.(uϵ /∈ C٠])١,١, T ] × RN ))

که؛ باشيد داشته توجه بزنيم. تقريب توابعͯ چنين با را uϵ ͬ توانیم م است. u ∈ H١
p∫ T

t
(uϵs, ∂su

ϵ
sρπK)ds =

١
٢
∫ T

t
∂s||uϵs

√
ρπK ||٢

L٢ds = − ١
٢ ||uϵs

√
ρπK ||٢

L٢ (۴٣ . ٨)
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به (۴٣ . ٨) معادله که گونه ای به

١
٢ ||uϵs

√
ρπK ||٢

L٢+
∫ T

t
e(uϵs, u

ϵ
sρπK)ds

=

∫ T

t
(b∇uϵs, uϵsρπK)ds+

∫ T

t

∫
RN

[
ϵ−١

∫ ϵ

٠ uϵs+r(x)dr

]
ρπK(x)dµ(s, x).

داشت؛ خواهیم پس
e(uϵs, u

ϵ
sρπK) ≥ ||√ρπKσ∗∇uϵs||٢L٢−δϵ,K(s)

با
δϵ,K(s) = ||uϵs(σ∗∇uϵs)(σ∗∇(ρπK))||L١ .

نامساوی این آن دنبال به و |∇ρ|≤ Cρ که گونه ای به  است. ρ(x) = (١+ |x|٢)−p كه آوريد ياد به
داریم: را

δϵ,K(s) ≤ C||uϵs(σ∗∇uϵs)ρπK ||L١+C||uϵs(σ∗∇uϵs)ρ∇πK ||L١

≤ ١
٢ ||√ρπKσ∗∇uϵs||٢L٢+C ′||√ρπKuϵs||٢L٢+C||uϵs(σ∗∇uϵs)ρ∇πK)||L١

داریم؛ بنابراين
١
٢ ||√ρπKσ∗∇uϵs||٢L٢≤ e(uϵs, u

ϵ
sρπK) + C ′||√ρπKuϵs||٢L٢+C||uϵs(σ∗∇uϵs)ρ∇πK)||L١

٢٣Regularization by convolution



۶١ کلͬ ͽمان
داشت: خواهیم c > ٠ هر براي علاوه به

|(b∇uϵs, uϵsρπK)|≤ c||√ρπKb∇uϵs||٢L٢+c−١||√ρπKuϵs||٢L٢ .

که؛ کرد انتخاب گونه ای به  را c ͬ توان م σσ∗ ≥ aI چون
c∥√ρπKb∇uϵs∥٢

L٢≤
١
٢∥√ρπKσ∗∇uϵs∥٢

L٢

که؛ طوری به باشد. برقرار
|(b∇uϵs, uϵsρπK)|≤ e(uϵs, u

ϵ
sρπK) + C ′′∥√ρπKb∇uϵs∥٢

L٢+δ′ϵ,K(s)

است. δ′ϵ,K(s) = C∥uϵs(σ∗∇uϵs)ρ∇πk∥L١ و C ′′ = c−١ + C ′′ اینجا در که
ͬ آید: م بدست قبلͬ معادله به توجه با

١
٢∥√ρπk∥٢

L٢ ≤ C ′′
∫ T

t
∥√ρπkuϵs∥٢

L٢ds+
∫ T

t
δ′ϵ,K(s)ds

+

∫ T

t

∫
RN

[
ϵ−١

∫ ϵ

٠ uϵr+ϵ(x)dr

]
ρπK(x)dµ(s, x)

داریم؛ ϵ→ ٠ دادن میل و حدگیری با بالا نامساوی در
∥√ρπKuϵs∥٢

L٢→ ∥√ρπKus∥٢
L٢

داشت: خواهیم علاوه ∫به T

t
δ′ϵ,K(s)ds ≤

∫ T

t
ds

∫
(|uϵs|٢+|σ∗∇uϵs|٢ρ|∇πk|٢)dx

≤
∫ T

t
ds

∫
Bc

k+١
ϵ−١

∫ ϵ

٠
(|us+r|٢+|σ∗∇s+r|٢)drρdx

≤
∫ T

t
ds

∫
Bc

k+١
(|us|٢+|σ∗∇us|٢)ρdx =: δK

نوشت: ͬ توان م است، پيوسته u چون نهايت ∫در T

t

∫
RN

[
ϵ−١

∫ ϵ

٠ uϵr+ϵ(x)dr

]
ρπK(x)dµ(s, x) →

∫ T

t

∫
RN

usρπK(x)dµ(s, x)

آن در که است ρπKudµ و {ui = h+ q} به وابسته µi چون
ρπKudµ = ρπK [(h+ q − u٢)dµ١ + (h+ q − u١)dµ٢] ≤ ٠



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ۶٢
ͬ آید؛ م بدست بنابراين ͬ باشد، م

١
٢ ||ut

√
ρπK ||٢

L٢≤ C ′′
∫ T

t
||√ρπKus||٢L٢ds+ δK .

δK → ٠ as K → ∞ ، u ∈ H١
ρ چون ͯ شود. م عنوان ||ut

√
ρπK ||٢

L٢≤ CδK صورت به گرونوال لم
||ut

√
ρ||L٢= ٠ داریم: δK → ٠ حد به توجه با بنابراین است،

کنید.) مراجعه [۴٢] به بیشتر جزئیات (برای
بستگͯ y و z به f که شده استفاده زمانͯ آناليزي اثبات است تعجب جاي .۶ . ۴ . ٣ ملاحظه
زمانͯ استدلال اين کند. اثبات نیز کلͬ موارد در را ی΄تایی ͬ تواند م خود این که است. نداشته

کرد: ارزيابي بتوان که است
ϵ−١

∣∣∣∣∫ ϵ

٠
[
(t+ s, x, u١

t+s, σ
∗∇u١

t+s)− f(t+ s, x, u٢
t+s, σ

∗∇u٢
t+s)

]
ds

∣∣∣∣
≤ Cϵ−١

∫ ϵ

٠
(|u١

t+s − u٢
t+s|+|σ∗∇(u١

t+s − u٢
t+s)|)ds.

ما بنابراين داریم، را ϵ−١ ∫ ϵ٠ |u١
t+s − u٢

t+s|ds → |u١
t − u٢

t | است، پيوسته s → |u١
s − u٢

s | چون
حد از بنابراين نيست، پيوسته s → |σ∗∇|(u١

t+s − u٢
t+s)| اما ͯ کنيم. م بررسͬ را عبارت اين

نشان |ϵ−١ ∫ t٠ σ∗∇(u١
t+s − u٢

t+s)ds| با ϵ−١ ∫ ϵ٠ |σ∗∇|(u١
t+s − u٢

t+s)| دي·ر، سوي از ͬ گذرد. نم
که ͯ رسد م نظر به ͯ کند. نم عمل انرژي اساس بر کردن لغو روش بنابراين ͯ شود. نم داده

ͯ شود؛ م عنوان نهایت در که دارد، وجود آناليز استدلال در ͬ تری کل چهارچوب
.f(t, x, y, z) = f١(t, x, y) + f٢(x)z

تغییراتͬ نابرابری ۵ . ٣
زير تغييراتͯ نابرابری شد باعث اينجا در که ͽمان مسئله به توجه با ليون و بنسوزان ، [۴۵] در

دادند: قرار بحث مورد را
(∂t + L)u+ f ≤ ٠
((∂t + L)u+ f)(u− h− q) = ٠
u ≥ h+ q

uT = g

(۴٣ . ٩)

ارائه را زير ضعيف فرمول آن ها ندارد، وجود ΁کلاسي جواب مسئله اين در که آنجایی از
تقریباً که گونه ای به است u ∈ L٠])٢, T ],H١

ρ) تابع (۴٣ . ٩) تغييراتͯ نابرابري جواب ͯ کنند. م
: که طوری به و است u ≥ h+ q جا ∫همه T

٠ (∂tϕt, ut − ϕt)dt−
∫ T

٠ A(ut, ut − ϕt)dt+

∫ T

٠ (ft, ut − ϕt)dt+
١
٢ |ϕT − g|٢≥ ٠ (۵٣ . ٠)



۶٣ تغییراتͬ نابرابری
است. ϕ ≥ h+ q جا همه تقریباً که گونه ای به ϕ ∈ C١,١ هر براي باشد،

A(u, ϕ) = (σ∗∇u)(σ∗∇ϕ) + u∇(b̃ϕ) و L٢(dx) در اس΄الر ضرب حاصل ،(·, ·) اينجا در
است.

.[۴۵] کردند ثابت بالا، تغییراتͬ نابرابری برای را جواب وجود پائول و می·لوت
دارد، وجود ی΄تا مينيمال جواب که کردند اثبات اما نيست ی΄تا کلͬ حالت در جواب اين

u ≤ v داریم: v مانند دي·ری جواب هر براي که گونه ای به دارد، وجود u جواب
ͬ شود: م مطرح زیر قضیه در تغییراتͬ نابرابری و PDE(g, f, h, q) معادله بین رابطه

است. قبلͯ بخش در شده ساخته PDE(g, f, h, q) معادله از جوابي (u, µ) حال .١ . ۵ . ٣ قضیه
اگر و باشد (t, x) از پيوسته تابع h + q ͽمان اگر ͬ باشد. م (۵٣ . ٠) معادله جواب ،u آنگاه

است. مينيمال جواب u آنگاه ،σσ∗ > cI

ͬ پردازیم. م ١ . ۵ . ٣ قضیه اثبات به حال

ͬ شود؛ م اثبات پایان در که داريم نياز زير معادله به ∫برهان. T

٠ A(ut, ut)dt =
١
٢(|g|٢−|u٢|٠) +

∫ T

٠ (ft, ut)dt+

∫ T

٠
∫
u(t, x)dµ(t, x) (۵٣ . ١)

داریم: اینجا در که
ft = f(t, x, u(t, x), σ∗∇u(t, x))

اثبات را (۵٣ . ٠) معادله و است برقرار  (۵٣ . ١) معادله که ͯ کنيم م فرض لحظه ای ΁ي براي
داريم: نیز  ϕ ∈ C١,١ آزمایش تابع برای ͬ کنيم. ∫م T

٠ (∂tϕt, ϕt)dt =
١
٢(|ϕT |٢−|ϕ٢|٠) (۵٣ . ٢)

داشت: خواهیم PDE(g, f, h, q) معادله، از استفاده با پس ∫و T

٠ (∂tϕt, ut − ϕt)dt−
∫ T

٠ A(ut, ut − ϕt)dt+
١
٢(|ϕT |٢−|ϕ٢|٠)

+
١
٢(|g|٢−|u٢|٠) +

∫ T

٠ (ft, ut) +

∫ T

٠
∫
u(t, x)dµ(t, x)

= (ϕT , g)− (ϕ٠, u٠) +
∫ T

٠
(ft, ϕt)dt+

∫ T

٠
∫
ϕ(t, x)dµ(t, x)

چون
١
٢(|ϕT |٢−|ϕ٢|٠) + ١

٢(|g|٢−|u٢|٠)− (ϕT , g) + (ϕ٠, u٠) = ١
٢ |ϕT − g|٢− ١

٢ |ϕ٠ − u٢|٠



تغييراتͬ نابرابرهای و شده منعکس جزئͬ و پسرو تصادفͬ ديفرانسيل معادلات ۶۴
ͯ آوريم؛ م بدست ∫پس T

٠ (∂tϕt, ut − ϕt)dt−
∫ T

٠ A(ut, ut − ϕt)dt+

∫ T

٠ (ft, ut − ϕt)dt+
١
٢ |ϕT − g|٢

=
١
٢ |ϕ٠ − u٢|٠+

∫ T

٠
∫

(ϕ− u)(t, x)dµ(t, x).

ϕ ≥ h+q اگر بنابراین است، {u = h+q} مجموعه روي که است مثبت اندازه µ که آوريد ياد به
معادله باشد، مثبت بالا نامساوي از دوم عضو ͬ باشد.) م آزمایش توابع برای موردی (که باشد،

ͯ شود. م اثبات (۵٣ . ٠)
به ، u ∈ C١,١ که ͬ کنیم م فرض لحظه ΁ی برای ͬ کنیم. م اثبات را (۵٣ . ١) معادله حال
آنگاه ͯ گيريم. م نظر ,PDE(g در f, h, q) معادله در تست تابع ΁ي عنوان به را آن که گونه ای
کلͬ حالت در ولͬ ͯ آوريم. م بدست را  (۵٣ . ١) معادله ،u براي (۵٣ . ٢) معادله از استفاده با
تنظیم پیچش نمایش برای γ̄n نماد از کنیم. استفاده تقریبی فرآیندی از باید لذا ،u /∈ C١,١
دیفرانسیل معادله جواب و ͬ کنیم م استفاده است شده تعریف ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات در که γn شده
است، ūn ∈ C١,٢ آنگاه ͬ دهیم. م نمایش ūn با را (∂t + L)ūn + fn + γ̄n = ٠ جزئͬ مشتقات با

داشت: خواهیم ∫بنابراین T

٠
A(ūn(t), ūn(t))dt =

١
٢(|g|٢−|ūn(٠)|٢) +

∫ T

٠
(fn(t) + γ̄n(t), ūn(t))dt

دارد، وجود H١
p در ūn → u که ͬ دهد م نشان ١ . ۴ . ٣ قضیه در رفته کار به استدلال همان

ͯ آوريم. م دست به را u جواب (۵٣ . ١) معادله براي و ͯ کند م عبور حد از بنابراين
(۵٣ . ٠) معادله جواب v اگر و است σσ∗ ≥ cI و باشد پیوسته h + q که کنیم فرض حال

پس باشد، جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب un اگر است. v ≥ u آنگاه باشد،
(∂t + L)un + f(t, x, u, σ∗∇u) + n(un − h− q)− = ٠, un(T, x) = g(x)

v ≥ un باشد،آنگاه (۵٣ . ٠) معادله جواب v اگر که است، شده اثبات [۴۵] در است. برقرار
.un → u که است این کنیم ثابت باید که چیزی تنها بنابراین است.

که است شده اثبات [۴٢] در باشد. Y t,x
n,s = un(s,X

t,x
s ), Zt,x

n,s = σ∗∇un(s,Xt,x
s ) اگر

ͬ باشد؛ م زیر پسرو تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب (Y t,x
n,s , Z

t,x
n,s)t≤s≤T

Y t,x
n,s = g(Xt,x

T ) +

∫ T

s
f(r,Xt,x

r , Y t,x
n,r , Z

t,x
n,r) + n(Y t,x

n,r − (h+ q)(r,Xt,x
T ))−dr−

∫ T

s
(Zt,x

n,r, dBr)

است.(در un(t, x) = Y t,x
n,t → Y t,x

t = u(t, x) که است شده اثبات (t, x) ثابت هر برای [۵٠] در و
است. شده کامل اثبات است.) نیاز مورد ͽمان پیوستگͬ اینجا

نابرابري از دقيق تری فرمول است PDE(g, f, h, q) با معادل که (۵٣ . ٢) معادله .١ . ۵ . ٣ ملاحظه
ام΄ان که است نامساوي ΁ي فقط (۵٣ . ٠) ͽواق در ͯ دهد. م نمايش را (۵٣ . ٠) تغييراتͯ



۶۵ تغییراتͬ نابرابری
موضوع اين شامل µ ساخت در دشواري ͯ کند. م فراهم را µ اندازه با رويارويي از جلوگيري
به ͯ رسد. م نظر به µn(ds,dx)−ϕn(f+(σs+L)hn)−(s, x)dsdx دنباله حد عنوان به µ که است
نابرابري فرمول ͯ توان نم بنابراین و داد انجام را انتگرال گيري ͯ توان نم آن، منفͯ بخش دليل
این مش΄ل این از جلوگیری برای عاقلانه راه ΁ی بنابراین آورد. بدست معادله براي تغييراتͯ
معادلات توسط شده داده ارزیابی از استفاده با نابرابری، تا برابری تضعیف برای که است
مش΄ل این Kn افزایشͬ فرآیند با تطابق و µn بین رابطه شده منعکس پسرو تصادفͬ دیفرانسیل
منظم نتيجه ΁ي عنوان به ͯ تواند م موضوع اين ͬ کنیم. م ایجاد را µ اندازه و ͬ کنیم م حل را
عضو ΁ي فقط h اگر کرده ایم. فرض منظم طور به را ͽمان که شده بيان حال هر به شود. ديده

کنیم. مطرح ͯ توانيم نم چيز هيچ دی·ر باشد، L٢ از





ͽمراج
آن”، کاربردهای و ‐برآونͬ G فرایند ” ارشد: پایان نامه ،(١٣٩۴ ) آ، بی·ͬ ابراهیم [١]

شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ، علوم دانش΄ده
میلستین‐ محدود المان طرج پایداری و ”سازگاری ارشد: پایان نامه ،(١٣٩٣) ع، آزاد [٢]
دانش΄ده ،” خطͬ نیمه تصادفͬ جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای گالرکین

شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ، علوم
معادلات برای محدود المان های روش ” ارشد: پایان نامه آ،١٣٩١، وندی اسمعیل [٣]

شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ، علوم دانش΄ده جزئͬ”، مشتقات با دیفرانسیل
تغییرپذیری با اختیار گذاری قیمت مدل ” ارشد: پایان نامه ،(١٣٨٩) ع، نژاد سعیدی [۴]

تهران، طباطبایی علامه دانش·اه اقتصاد، دانش΄ده ، ”SVRH شرط تحت تصادفͬ
نرخ با لوی تصادفͬ تلاطم مدل در اروپایی اختیار گذاری (١٣٩٢)”قیمت ر، پور کاشان [۵]

تهران، طباطبایی علامه دانش·اه اقتصاد، دانش΄ده تصادفͬ”، بهره
دانش·اه علمͬ انتشارات موسسه دوم. چاپ ریاضͬ” .”آنالیز (١٣۶٩) م.اپوستل. تام [۶]

شریف. صنعتͬ
کاربردها، و مالͬ ریاضیات کنفرانس سومین ،( ١٣٩١ ) ع. استادزاد حسین س. مهرآلیان [٧]
مالͬ” ریاضیات در کاربردی روی΄ردی با تصادفͬ فرآیندهای سازی شبیه و براونͬ ”حرکت

سمنان. دانش·اه ،
[8] Fima C Klebaner. (2005), ”Introductin to Stochastic Calculus with Applications ” , Vol

57 world Scientific .

[9] Raf Cluckers (joint work with G. Comte and F. Loeser) (2008). ” Lipschitz continuity prop-

erties”. Raf Cluckers MODNET Barcelona Conference 3 - 7 November

[10] Qksendal, B. (2003). ” Stochastic differential equations” . Springer Berlin Heidelberg,

65-84

۶٧



ͽمراج ۶٨
[11] Varsei, A. ”Red Analysis- Notes” . Lecture Notes, Preprint.

[12] Wilde, I. F. (2009). ”Stochastic Analysis- Notes” . Lecture Notes, King’s Collge, London.

[13] Steven E. Shreve. (2004). ”Stochastic Calcu I us for Finance II Continuous-Time Mod-

els” (Springer finance series) Includes bibliographical references and index. Contents v. 2.

Continuous-time models. ISBN 0-387-40101-6 (alk. paper)

[14] B. Bouchard and N.Touzi. (2004). ” Discrete-time approximation and Monte-carlo simula-

tion of backward stochastic differential equations ”. Stochastic Processes and their Appli-

cations, 111(2):175-206.[7]

[15] P. Briand and Y. Hu. (2006). ” BSDEs with quadratic growth and unbounded terminal value

”. Probability Theory and Related Fields, 136(4):604-618.[13]

[16] P. Briand and Y. Hu. (2008). ” Quadratic BSDEs with convex generators and unbounded

terminal conditions ”. Probability Theory and Related Fields, 141(3-4):543-567.[14]

[17] P. Briand, J.-P. Lepeltier, and J. San Martin. (2007). ” One-dimensional backward stochastic

differential equations whose coefficient is monotonic in y and non-lipschitz in z ”. Bernoulli,

1.3(1):80-91. [15]

[18] J.-F. Chassagneux. (2013). ” Linear multi-step schemes for BSDEs ”. arXiv:1306.5548v1.

[17]

[19] J.-F. Chassagneux and D. Crisan. (2012).” Runge-Kutta schemes for BSDEs ”. Forthcom-

ing in Annals of Applied Probability. [18]

[20] S. Cohen and R. Elliott. (2012). ” Existence uniqueness and comparison for BSDEs in gen-

eral spaces ”. Annals of Probability, 40(5):2264-2297. [20]

[21] D. Crisan and K. Manolarakis. ( 2010). ” Probabilistic methods for semilinear partial differ-

ential equations ”. Applications to finance. ESAIM:MathematicalModelling andNumerical

Analysis, 44(05):1107-1133. [21]

[22] D. Crisan and K. Manolarakis. (2010). ” Second order discretization of Backward SDEs ”.

arXiv:1012.5650v1, Dec. [22]

[23] N. El Karoui, C. Kapoudjian, E. Pardoux, S. Peng, and M.-C. Quenez. (1997). ”Reflected

solutions of backward SDE’s and related obstacle problems for PDE’s ”. Annals of Proba-

bility, 25(2):702-737. [30]



۶٩ ͽمراج
[24] S. Hamadene, J.-P. Lepeltier, and A. Matoussi. (1997). ”Double barrier reflected backward

SDE’s with continuous coefficient ”. In El Karoui and Mazliak, editors, Backward stochas-

tic diffierential equations (Paris, 1995-1996), volume 364 of Pitman Re- search Notes in

Mathematics Series, pages 161-175. Longman. [37]

[25] Y. Hu, P. Imkeller, and M. Muller. ( 2005). ” Utility maximization in incomplete markets ”.

Annals Of Applied Probability, 15(3):1691-1712. [40]

[26] Y. Hu and Z. Qian. ( 2012). ”BMO martingales and positive solutions of heat equations ”.

arXiv:1201.5454. [41]

[27] Y. Hu, Z. Qian, and Z. Zhang. (2012). ” Gradient estimates for porous medium and fast

diffusion equations via FBSDE approach ”. 1206.1394. [42]

[28] N. Kazi-Tani, D. Possamai, and C. Zhou. (2012). ” Quadratic BSDEs with jumps and related

non-linear expectations ”: a fixed-point approach. arXiv:1208.5581. [48]

[29] M. Kobylanski. (2000). ” Backward stochastic differential equations and partial differential

equations with quadratic growth ”. Annals of Probability, 28(2):558-602. [50]

[30] M. Kobylanski, J.-P. Lepeltier, M.-C. Quenez, and S. (2002). ” Torres. Reflected BSDEwith

superlinear quadratic coefficient ” . Probability andMathematical Statistics, 22(1):51-83.

[51]

[31] J.-P. Lepeltier, A. Matoussi, and M. Xu. ( 2005). ” Reflected backward stochastic differen-

tial equations under monotonicity and general increasing growth conditions ”. Advances in

Applied Probability, 37(1):134-159. [54]

[32] J.-P. Lepeltier and J. San Martin. ( 1998). ” Existence for BSDEs with superlinear-quadratic

coefficient ”. Stochastics and Stochastic Reports, 63(3-4):227-240. [55]

[33] J.-P. Lepeltier andM. Xu. (2007). ” Reflected BSDEs with quadratic growth and unbounded

terminal value ”. arXiv:0711.0619. [56]

[34] S. Peng and M. Xu. ( 2005). ” The smallest g-supermartingale and reected BSDEs with

single and double L2 obstacles ” . Annales de l’Institut Henri Poincare B, Probability

and Statistics, 41(3):605-630. [71]

[35] R. Tevzadze. (2008). ” Solvability of backward stochastic differential equations with

quadratic growth ”. Stochastic Processes and their Applications, 118(3):503-515. [77]



ͽمراج ٧٠
[36] M.Xu. (2008). ” Backward stochastic differential equationswith reflction andweak assump-

tions on the coefficients ”. Stochastic processes and their applications, 118(6):968-980.

[79]

[37] J. Zhang. (2001). ” Some fine properties of backward stochastic differential equations”. PhD

thesis, Purdue University (USA). [81]

[38] J. Zhang. (2004). ” A numerical scheme for BSDEs ”. Annals of Applied Probability,

14(1):459-488. [82]

[39] By Samuel N. Cohen1 and Robert J. Elliott. (2012). ”Existence, Uniqueness and Com-

parisons for BSDES in General spaces” The Annals of Probability 2012, Vol. 40, No. 5,

2264–2297 DOI: 10.1214/11-AOP679, arXiv:1001.0439v2 [math.PR] 12 Oct 2012

c Institute of Mathematical Statistics,

[40] J.E. Marsden. L. Sirovich. S.S. Antman. (2009). ”Partial Differential Equations with Nu-

merical Methods” Department of Mathematics and Institute for Physical Science and Tech-

nology University of Maryland College Park, MD 20742-4015 USA ssa@math.umd.edu

[41] V.Bally,M.C.Caballero,B.Fernandez: (1999), ”Reflected BSDE’s , PDE’s andVariational

Inequalities ”, Prperint of Laboratoiro de Probabilites , Universite Paris VI, PMA-492,

[42] V.Bally, A.Matoussi: ”Stochastis PDE’s and Doubly Stochastic Backward Differentiable

Equations ”. J.of Theoretical Probability,...

[43] V.Bally , E.Pardoux ,L.Stoica : ”BSDE’s associated to semilinear PDE’s with measurable

cofficuents ”. In Preparation.

[44] G.Barles,E.Lesigne: (1997), SDE ,BSDE and PDE . ”In Bakward Stochastic Differential

Equations” , N.El Karoui and L. Mazliak , editors, Pitman Research Notes in Math. Series,

364, Lonqman.

[45] A.Bensoussan,J . L. Lions: (1978), ” Applications des Inequations variationelles en control

stochastique ”. Dunot , Paris .

[46] J. Cvitanic ,I.Karatzas: (1996), ” Backward Stochatic Differential Equations with reflec-

tion and Dynkin games ”. The Annals of Proba. Vol 24, no.4, 2024-2056 .

[47] N.Dunford , J.T .Schwarz: (1963), Linear operators I: General theory. Whily, New York.



٧١ ͽمراج
[48] I.Ekeland ,R. Temam. (1976), ”Convex analysis and variational problems ”. North Holland,

Amsterdam.

[49] N.EL Karoui , S.Peng, MC .Quenez: (1994), ” Backward stochastic differential equations

in finance ”. Math. Finance.

[50] N.El Karoui, C. Kapoudjan, E. Pardoux, S. Peng, M.C. Quenez: (1997), ” Reflected so-

lutions of Backward SDE’s, and related obstacle problems for PDE’s ”. The Annals of

Probability, Vol. 25,No 2, 702-737.

[51] S. Hamaden, J.P.Lepeltier, A. Matoussi: (1997), Double barrier backward SDEs with con-

tinuous coeffcient. ”In Backward Stochastic Differential Equations”, N.El Karoui and L.

Mazliak, editors, Pitman Research Notes in Math. Series, 364, Longman, 177-193.

[52] S.Hamadene, L J.P.Lepeltier: (1995), ”Backward Equations, Stochastic Control and Zero-

sum Stochastic Differential Games ”. Stoch and Stoch. Repports, Vol 54, p. 221-231,

[53] S.Hamaden, L J.P.Lepeltier: ” Reflected Backward SDE’s, mixed control problems and

game problems ” .

[54] H. Kunita: (1994), ” Stochastic flow acting on Schwartz distributions ”. Journal of theo-

retical Probability, Vol 7, 247-278.

[55] H. Kunita: (1994), ” Generalized Solutions of a Stochastic Partial differential Equation ”.

Journal of theoretical Probability. Vol 7, 2, 279-308.

[56] N. Ikeda and S.Watanabe: (1989), ” Stochastic Differential Equations and Diffusion Pro-

cesses ”. North - Holland.

[57] F. Mignot, J.P. Puel: (1975), ” Solutions maximum de certaines inequations d’esolution

paraboliques et inequations quasi-variationnelles paraboliques ”, C.R.A.S. 280, serie

A, P 259.

[58] E. Pardoux, S. Penq: (1990), ” Adapted solution of a backward stochastic differential equa-

tion”. Systems Control Letters, 14, 55-61.

[59] E. Pardoux, S. Penq: (1992), Backward SDE’s and quasilinear PDE’s . ” In Stochastic Partial

Differential Equations and their Applications ”, B.L. Rozovskii and R.B. Sowers, editors.

Lecture Notes in Control and Inform. Sci. 176, Springer, Berlin.



Aabstract

We discuss a class of semilinear PDE with obstacle, of the form

(∂t + L)u + f(t, x, u, ∂∗∇u) + µ = 0 u ≥ h, uT = g,

where h is the obstacle. The solution of such an equation (in variational sense) is a couple (u, µ)
where u ∈ L2([0, T ];H1) and µ is a positive Radon measure concentrated on {u = h}.

We prove that this equation has a unique solution and u is the maximal solution of the corre-
sponding variational inequality. The probabilistic interpretation (Feynman-Kac formula) is given
by means of Reflected Backward Stochastic Differential Equations. We give a new construction
of solution of such equations using a maximum principle. This perimts to consider obstacles with
jumps.

Key-words: Reflected Backward Stochastic Differential Equations, variational inequality, ob-
stacles, maximal solution, Partial Differential Equations.
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