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೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مردنی و نخورم

می�داری. دوست تو که
تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگی بزرگ لذت تنها
احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید
افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروی بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم.

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان
من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
خوبی ریا، بی� ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتی. علی دکتر از ١مناجاتی



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

میثم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از که می�دانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه علیشاهی،

نمی�رسید. انجام
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم فرزند و همسر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

ণیداরواॺࡏਣඇඌی ඼ෙय़یسادات
৘඼ෙ७ور۱۳۹۵



ث

ଓฬ࠻ھدৎ
دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی ساداتسیدابوالحسینی اینجانبمهری
تحت ، کنسر حدس ترکیبیاتی اثبات عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم

می�شوم: متعهد علیشاهی میثم دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ণیداরواॺࡏਣඇඌی ඼ෙय़یسادات
৘඼ෙ७ور۱۳۹۵

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
توپولوژیکی مختلف روش�های از استفاده با کنسر حدس اثبات و کنسر گراف معرفی پایان�نامه این هدف

می�باشد. ترکیبیاتی و
راس دو و شده�اند تشکیل {١,٢, . . . , n} مجموعه از k-تایی زیرمجموعه�های از کنسر گراف راس�های
نشان ١٩۵۵ سال در کنسر باشند. نداشته اشتراک آنها متناظر مجموعه�های اگر هستند متصل یکدیگر به
کمترین که زد حدس او همچنین است. رنگ n − ٢k + ٢ حداکثر با رنگ�آمیزی قابل گراف این داد
یک در ١٩٧٨ سال در لواژ ابتدا است. n− ٢k + ٢ گرافها این رنگ�آمیزی برای نیاز مورد رنگ تعداد
لواژ اثبات از بعد کرد. ثابت را کنسر حدس جبری توپولوژی از استفاده با و هوشمندانه بسیار اثبات
تعمیم�ها این از بعضی بررسی به پایان�نامه این در شد. ارائه کنسر حدس برای زیادی تعمیم�های و اثبات�ها

می�پردازیم. آنها اثبات�های و

ک೻ماتکൎیدی:
برچسب�گذاری ، سادکی مجتمع مثلث�بندی، ، دوری رنگی عدد ، واقعی رنگ�آمیزی رنگی، عدد کنسر، گراف



ଓقدग़
.

شگفت کاربردهای از استفاده با کامپیوتر نظری علم و گسسته هندسه ترکیبیات، در مهم نتایج از تعدادی
برجسته�ترین و اولین از ١٩٧٨ سال در کنسر حدس از لواژ اثبات کرده�اند. پیدا ارتقا جبری، توپولوژی

است. زمینه این در مثالها
دیگر، بیان به شده�است. داده شرح دقت به ترکیبیات در توپولوژیکی روش�های اخیر، دهه�ی دو طی در
می�توانند اولیه نتایج از زیادی تعداد داشته�اند. موفقی کاربردهای جبری توپولوژی پیشرفته�ی قسمت�های

شوند. اثبات اولیه توپولوژیکی روش�های و مفاهیم از استفاده با تنها
نقاط مجموعه از متشکل نموداری توسط می�توان که دارند وجود فراوانی مسایل ما اطراف دنیای در
گراف را نمودارهایی چنین داد. نشان می�کنند، وصل هم به را نقاط این از برخی که خطوطی علاوه به

می�نامند.
و {١,٢, . . . , n} مجموعه�ی از -تایی k زیرمجموعه�های را آن راس�های که کرد معرفی را گرافی کنسر
چنین رنگی عدد که زد حدس کنسر می�باشد. تهی آنها اشتراک که است زوج�هایی از متشکل آن یال�های

است. n− ٢k + ٢ گرافی
می�دهیم. ارایه را گراف از مقدماتی تعاریف و کوتاه تاریخچه�ای پایان�نامه این اول فصل در ما

می�کنیم. بیان را کنسر حدس از ترکیبیاتی اثبات یک دوم فصل در
همچنین و می�دهیم ارایه را آن از توپولوژی اثبات یک و می�کنیم بیان را کنسر-لواژ قضیه سوم فصل در

می�کنیم. بیان آن برای دیگر اثبات چندین و می�گوییم را قضیه این از تعمیم یک
می�پردازیم. آن اثبات به و کرده بیان را کنسر گراف متناوب رنگ�آمیزی قضیه چهارم فصل در
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١ فصل

مقدماتی نمادهای و تعاریف

مقدمه ١.١

زیرمجموعه�های از Oیکخانواده ⊆ ٢X و زمینه Xمجموعه که است (X,O)یکجفت توپولوژی فضای
به�طوریکه: است X از باز

∅ ∈ OوX ∈ O (١
باز، مجموعه�های از دلخواه تعداد هر اجتماع و است باز باز، مجموعه�های از متناهی تعداد اشتراک (٢

است. باز
رنگ n− ٢k + ٢ با KG(n, k) گراف برای مجاز رنگ�آمیزی یک [٨]١ کنسر مارتین ١٩۵۵ سال در
اولین � [١٠] لواژ٢ ١٩٧٨ سال در است. نیاز مورد رنگ تعداد کمترین این زد حدس سپس و داد ارایه
قضیه�ی از اثباتش در لواژ �کرد. ثابت جبری توپولوژی روش از استفاده با را حدس این که بود کسی
بین ارتباط آمدن �وجود به [١٠]باعث لواژ توسط کنسر حدس اثبات �کرد. استفاده ٣ بورسوک-اولام

�است. شده ترکیبیات و جبری توپولوژی

در گرفت. قرار توجه مورد کنسر حدس برای جبری توپولوژی از مستقل اثبات یک ارایه آن از بعد
۶ استال و ۵ هولروید و ۴ جانسون داد. ارایه را آن از ترکیبیاتی اثبات اولین [١١] متوسک ٢٠٠٠ سال
کنسر گراف دوری رنگی عدد که زدند حدس و دادند قرار مطالعه مورد را کنسر گراف دوری رنگی [٧]عدد
از خانواده یک همچنین شد. ثابت [٢]٧ چن توسط حدس این که است برابر گراف خود رنگی عدد با

١Martin Kneser
٢ Lovász
٣Borsuk-Ulam
۴Johnson
۵Holroyd
۶Stahl
٧Chen



٢ مقدماتی نمادهای و تعاریف .١

با نیز گراف�ها این رنگی عدد که ثابت�شد و شد ٨[١۴]معرفی اسکرایور توسط کنسر گراف زیرگراف�های
کنسر حدس اثبات برای متفاوت روش�های از برخی پایان�نامه این در است. برابر گراف خود رنگی عدد

می�دهیم. قرار بررسی مورد را آن تعمیم�های و

تعاریف ٢.١

و راس�ها) (مجموعه مجموعه یک V که است (V,E) جفت یک G گراف گراف: .١.٢.١ تعریف
نشان E(G) با را یال�ها مجموعه و V (G) با را راس�ها مجموعه یال�هاست. مجموعه E ⊆

(
V
٢
)

می�دهیم.

یک E ⊆ ٢V و (متناهی) مجموعه یک V که است (V,G) جفت یک ابرگراف: .٢.٢.١ تعریف
می�شوند. نامیده گراف ابریال�های یا یال�ها E است. V زیرمجموعه�های از خانواده

(V,
(
V
٢
)
) صورت به یعنی دارد، را ممکن یال�های تمام که است گرافی کامل: گراف .٣.٢.١ تعریف

است.

هرگاه می�نامیم H زیرگراف را G گراف زیرگراف: .۴.٢.١ تعریف
V (G) ⊆ V (H) , E(G) ⊆ E(H).

هرگاه می�نامیم همریختی یک را f : V (G) −→ V (H) تابع همریختی: .۵.٢.١ تعریف
(xy ∈ E(G) −→ f(x)f(y) ∈ E(H).)

آن جمله�های که W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk ناتهی دنباله�ی ،G گراف در :گشت٩: .۶.٢.١ تعریف
را باشد vi, vi−١ ،ei انتهای دو ،١ ≤ i ≤ k برای که قسمی به هستند، یال�ها و راس�ها متناوب بطور

گویند. vk به v٠ از گشتی

باشند. یکسان آن انتهای و ابتدا که یال، یک حداقل با است گشتی بسته: گشت .٧.٢.١ تعریف

می�نامند. گذر را W باشند، متفاوت W گشت در e١, e٢, · · · , ek یال�های اگر :١٠ گذر .٨.٢.١ تعریف

می�نامند. مسیر را W باشند، متفاوت Wگشت راس�های اگر مسیر١١: .٩.٢.١ تعریف

می�شود. گفته مسیر طول مسیر، یال�های تعداد به مسیر: طول .١٠.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده مدار کند، عبور یک�بار یال هر از که بسته�ای گشت مدار١٢: .١١.٢.١ تعریف
٨Scherijver
٩walk

١٠trail
١١path
١٢circuit



٣ تعاریف .٢.١

V١, V٢, · · · , Vω ناتهی زیرمجموعه�های به V رئوس مجموعه�ی از افرازی :G گراف مولفه�ی تعریف١٢.٢.١.
و u اگر تنها و اگر شده�اند متصل یکدیگر به مسیر یک لااقل توسط v و u راس دو به�طوری�که دارد وجود
گراف مولفه�های G[V١], G[V٢], · · · , G[Vω] زیرگراف�های باشند. Vi مجموعه یک به متعلق دو هر v

می�دهیم. نمایش o(G) با را G مولفه�های تعداد می�شوند. نامیده G

را نباشد موجود یال یک از بیش آن راس دو هر بین و باشد طوقه فاقد که گرافی .١٣.٢.١ تعریف
می�نامیم. ساده گراف

v راس همسایگی را باشند مجاور G گراف از v راس با که راس�ها از مجموعه�ای .١۴.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش N(v) با و نامیده

مسیری G از v و u متمایز راس دو هر ازای به هرگاه می�شود نامیده همبند G گراف .١۵.٢.١ تعریف
باشد. موجود v به u از

راسی دو هیچ هرگاه می�نامیم، مستقل مجموعه را Gگراف راس�های از S زیرمجموعه .١۶.٢.١ تعریف
.|N(v) ∩ S| = ٠ باشیم داشته v ∈ S راس هر برای یعنی نباشند، مجاور S مجموعه در

گراف راس�های مجموعه�ی V(G) که f : V (G) −→ A تابع هر گراف: رنگ�آمیزی .١٧.٢.١ تعریف
می�نامیم. G گراف از رنگ�آمیزی یک را رنگهاست مجموعه�ی A ̸= ∅ و

f آنگاه باشد G گراف از رنگ�آمیزی یک f : V (G) −→ A اگر مجاز: رنگ�آمیزی .١٨.٢.١ تعریف
هرگاه گوییم مجاز رنگ�آمیزی یک را

xy ∈ E(G) −→ f(x) ̸= f(y)

C : V −→ [K] تابع یک G = (V,E) گراف از k-رنگ�آمیزی k-رنگ�آمیزی: .١٩.٢.١ تعریف
است. G گراف از یالی {u, v} ∈ E و C(u) ̸= C(v) بطوری�که است

می�نامند G گراف رنگی عدد را باشد k-رنگ��پذیر G گراف که K مینیمم رنگی: عدد .٢٠.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان χ(G) با و

می�نامیم. G گراف خوشه را G گراف کامل زیرگراف هر .٢١.٢.١ تعریف

با و گوییم گراف خوشه�ای عدد را G گراف کامل زیرگراف بزرگترین راس�های تعداد .٢٢.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان ω(G)

بهم یال یک (با نیستند مجاور دوتایی هیچ که G گراف از راس�هایی تعداد بیشترین .٢٣.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان α(G) با و گوییم G گراف استقلال عدد را نباشند) وصل



۴ مقدماتی نمادهای و تعاریف .١

b

b b

bb

b

b b

b b

{4,5}

{1,3}

{2,4}

{3,5}{1,4}

{2,5}
{3,4} {1,5}

{1,2}{2,3}

پترسن گراف :١.١ شکل

تطابق باشند نداشته مشترک راس آنها از دوتایی هیچ که G یال�های از زیرمجموعه�ای .٢۴.٢.١ تعریف
می�نامیم. تطابق اندازه را تطابق یال�های تعداد دارد. نام

Rn = {(x١, . . . , xn) | xi ∈ R, i = ١,٢, . . . , n} :Rn .٢۵.٢.١ تعریف

∥x∥=
√

x٢١ + . . .+ x٢n داریم: x ∈ Rn برای :∥x∥ .٢۶.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده واحد کره که Sn =
{
x ∈ Rn+١| ∥x∥ = ١

}
:Sn .٢٧.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده� واحد گوی که Bn = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ ١} :Bn .٢٨.٢.١ تعریف

مجموعه�ها از خانواده یک F ⊆ ٢X و باشد محدود مجموعه�ای X اگر کنسر: گراف .٢٩.٢.١ تعریف
صورت به و می�شود داده نشان KG (F) با F کنسر گراف (X زیرمجموعه�های تمام خانواده ٢X)باشد

می�شود: تعریف زیر
اگر تنها و اگر متصل�اند هم به گراف در F١, F٢ ∈ F مجموعه�ی دو و است گراف راس�های مجموعه F

F١ ∩ F٢ ̸= ∅

KG (F) = (F, {{F١, F٢} : F١, F٢ ∈ F, F١ ∩ F٢ = ∅})

می�شود. داده نشان KG (n, k) با کنسر گراف باشد ([n] از k-تایی (زیرمجموعه�های F =
(
[n]
k

)
اگر

٢.١ شکل :KG (۵,٢) است پترسن گراف کنسر، گراف از مثال�ها جالب�ترین از یکی

قطعه�ی ،x, y ∈ C هر برای اگر است محدب C ⊆ R مجموعه�ی محدب: مجموعه�ی .٣٠.٢.١ تعریف
یعنی باشد داشته قرار C در xy

{∀α ∈ [٠,١] αx+ (١− α) y ∈ C}



۵ تعاریف .٢.١

b

k-بعدی سادک :٢.١ شکل

همه�ی اشتراک X ⊆ Rd مجموعه�ی هر از محدب پوسته�ی محدب: پوسته�ی .٣١.٢.١ تعریف
می�شود. داده نشان conve(x) با که است Xشامل محدب مجموعه�های

نوشت: X نقاط از محدب ترکیب صورت به می�توان را x ∈ conve (X) هر
طوری�که به دارند قرار α١, . . . , αn ≥ ٠ طبیعی اعداد و x١, x٢, . . . , xn ∈ X نقاط

کرد) انتخاب n < d+ ١ می�توان X ⊆ Rd (اگر x ∈
∑n

i=١ αixi ,
∑n

i=١ αi = ١

این باشند. Rd در نقاطی v٠, v١, . . . , vk کنیم فرض آفینی: وابسته�ی مجموعه�ی .٣٢.٢.١ تعریف
αi ̸= ٠, i هر برای که باشند داشته وجود α٠, . . . , αk حقیقی اعداد هرگاه گوییم آفینی وابسته� را نقاط

است. آفینی مستقل مجموعه اینصورت، غیر در .
∑k

i=٠ αi = ٠ و
∑k

i=٠ αivi = ٠ بطوریکه
.v٠ ̸= v١ که معنا بدین است آفینی مستقل v٠, v١ نقطه مثال:دو

نمی�شوند. واقع مشترک خط یک روی v٠, v١, v٢ که معناست بدین آفینی مستقل نقطه سه برای
ندارند. قرار مشترک صفحه یک روی v٠, v١, v٢, v٣ که معناست بدین آفینی مستقل نقطه چهار برای

می�کنیم: بیان آفینی مستقل مجموعه از دیگری مفید و ساده توصیف دو اینجا در
است: هم�ارز v٠, v١, . . . , vk ∈ Rd نقاط بودن آفینی مستقل با زیر شرایط دو هر لم:

خطی�اند. مستقل v١ − v٠, . . . , v٢ − v٠, . . . , vk − v٠ بردار تا k (١
خطی�اند. مستقل (١, v٠) , . . . , (١, vk) ∈ Rd+١ +d)بعدی ١)− بردارهای (٢

است. Rd در نقاط، از آفینی مستقل مجموعه� یک از اندازه بزرگترین d+ ١ که کنید توجه همچنین

سادک یک را A ⊂ Rn متناهی آفینی مستقل مجموعه�ی محدب پوسته�ی سادک: .٣٣.٢.١ تعریف
سادک بعد و هستند سادک راس�های است) گسسته مجموعه A) A نقاط می�دهیم. نشان σ با و گوییم

.dimσ = |A| − ١ با: است برابر
می�نامیم. k-سادک یک را k-بعدی سادک هر

هستند.شکل ٣-بعدی و ٢-بعدی ١-بعدی، ٠-بعدی، سادک�های چپ از ترتیب به زیر شکل�های مثال:
٢.١

١٣ وجه یک σ سادک راس�های از دلخواه زیرمجموعه�ی هر از محدب پوسته�ی وجه: .٣۴.٢.١ تعریف
دارد. وجه یک عنوان به را تهی مجموعه سادک هر دارد. نام آن از

١٣Face



۶ مقدماتی نمادهای و تعاریف .١

b

b b

b

b b

مثلث وجه�های :٣.١ شکل

می�شماریم: را زیر مثلث وجه�های مثال برای
٣.١ شکل داریم. وجه ٨ بنابراین تهی. مجموعه و راس تا ٣ یال، تا ٣ کامل، مثلث یک

گوییم ١۴ سادکی مجتمع را سادک�ها از ،△ تهی غیر خانواده�ی یک سادکی: مجتمع .٣۵.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر شرط دو صورتی�که در

باشد. هم △ از سادک یک σ ∈ △ سادک هر از وجه هر (١)

باشد. σ١, σ٢ سادک دو هر از وجه یک σ١, σ٢ ∈ △ سادک دو هر اشتراک (٢)

یک خود که است آن از زیرمجموعه یک △ سادکی مجتمع از زیرمجتمعی زیرمجتمع: .٣۶.٢.١ تعریف
است). بسته وجه�ها گرفتن (تحت باشد سادکی مجتمع

بعد از △ سادک�های تمام شامل که است △ سادکی مجتمع از k-اسکلت یک مجتمع، زیر یک از مثالی
می�شود. داده نشان △≤ با و می�باشد k حداکثر

σ از کوچکتر بعد با وجه�های تمام برداشتن از بعد σ سادک بسته درون بسته: درون .٣٧.٢.١ تعریف
می�آید. بدست

دلخواه n-بعدی سادک یک وجه�های تمام شامل که است سادکی مجتمع n-سادک: .٣٨.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان σn با را n-سادک می�باشد.

آن از چندوجهی یک دلخواه سادکی مجتمع یک در سادک�ها تمام اجتماع :∥ △ ∥ .٣٩.٢.١ تعریف
می�شود. داده نشان ∥ △ ∥ با که است

داشته�باشد وجود سادکی مجتمع یک و باشد توپولوژی فضای یک X مثلث�بندی:اگر .۴٠.٢.١ تعریف
است. X از ١۵ بندی مثلث یک ∆ آنگاه X ∼=

∥∥∥∆∥∥∥ که
با که است σn از زیرمجتمعی که است n-سادک یک از مرزی Sn−١ کره یک از مثلث�بندی ساده�ترین

می�آید. بدست وجه�ها بقیه باقی�ماندن و آن n-بعدی سادک تنها حذف
١۴Simplical Complex
١۵Triangulation



٧ تعاریف .٢.١

طوری به است (s١, s٢, . . . , sm) رشته به�صورت علامت�دار رشته علامت�دار رشته .۴١.٢.١ تعریف
و ٠ ≤ m ≤ n که

.|si| ≠ |sj| داریم i ̸= j هر ازای به و s١, . . . , sm ∈ {±١, . . . ,±n}

از m+1-تایی رشته آنگاه بگیریم نظر در را (s١, s٢, . . . , sm) علامت�دار رشته اگر .۴٢.٢.١ تعریف
هم از جدا مرتب مجموعه�های

(A٠, B٠), (A١, B١), . . . , (Am, Bm)

می�کنیم: تعریف زیر �صورت به را

Ai = {sj : j ∈ [i], sj > ٠},

Bi = {−sj : j ∈ [i], sj < ٠}.

si < ٠ اگر و Ai−١ به si کردن اضافه با باشد، si > ٠ اگر ،(Ai, Bi) و A٠ = B٠ = ∅ دیگر عبارت به
می�آید. به�دست Bi−١ به −si کردن اضافه با باشد

استقلال عدد را G گراف در مستقل مجموعه�ای اندازه ماکزیمم گراف: استقلال عدد .۴٣.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان α(G) با و گوییم G

برابر که می�دهیم نشان χf (G) با را G گراف کسری رنگی عدد کسری: رنگی عدد .۴۴.٢.١ تعریف
پوشیده مستقل مجموعه تا a با بتواند V (G) طوری�که به است a

b
کسر مینیمم) دقیق طور (به اینفیمم با

باشد. شده پوشیده بار b حداقل راس، هر بطوریکه شود

: داریم همواره ما
|V |
α (G)

≤ χf (G) ≤ χ(G).

باشد، X مجموعه�ی زیرمجموعه�های از سیستم یک Fاگر : ابرگراف m-رنگ�پذیری .۴۵.٢.١ تعریف
یالی هیچ اگر است (X,F)ابرگراف از (درست) -رنگ�آمیزی m یک C : X −→ [m] رنگ�آمیزی یک

(|C(F )| > ١ داریم F ∈ F هر (برای نباشد. تکرنگ آن از
باشد. m-رنگ�پذیر ،(X,F) ابرگراف که است m-ای کوچکترین ،χ (F) رنگی عدد

در گشتاور خم را باشد γ(t) := (t, t٢, . . . , td) که طوری به {γ(t) : t ∈ R} خم .۴۶.٢.١ تعریف
گوییم. Rd

داریم: x, y ∈ [n] هر برای و می�کنیم مشخص [n] با را {١,٢, . . . , n} مجموعه .۴٧.٢.١ تعریف

dn(x, y) = min{|x− y|, n− |x− y|}.



٨ مقدماتی نمادهای و تعاریف .١

،p ≥ ٢q که طوری به می�باشند مثبت صحیح عدد دو p, q (p,q)-رنگ�آمیزی: .۴٨.٢.١ تعریف
راس�های تمام برای اگر است (p,q)-رنگ�آمیزی یک G = (V,E)گراف از f : V −→ [p] رنگ�آمیزی

باشیم: داشته u, v مجاور
q ≤ |f(u)− f(v)| ≤ p− q

که
dp(f(u), f(v)) ≥ q.

نشان χc(G) با را G = (V,E) گراف دوری رنگی عدد گراف: دوری رنگی عدد .۴٩.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�دهیم

χc(G) = inf{p
q

; دارد ازGوجود −رنگ�آمیزی (p, q)یک}

([n] علامت�دار زیرمجموعه�های تمام (مجموعه :{+,−,٠}n .۵٠.٢.١ تعریف
طوری به هستند [n] مجموعه از جدا هم از زیرمجموعه�های از (X+, X−) جفت�های تمام از خانواده�ای

که

X+ := {i ∈ [n] : Xi = +},

X− := {i ∈ [n] : Xi = −}.

داریم: X ∈ {+,−,٠}n اگر :|X|
|X| = X در صفر غیر علامت�های تعداد

بنابراین
|X| = |X+|+ |X−|

می�نامند. alt(X) را X صفر غیر علامت�های از متناوب زیررشته بزرگترین طول .۵١.٢.١ تعریف

اگر است k-متناوب برداری X ∈ {+,−,٠}n بردار .۵٢.٢.١ تعریف

alt(X) = k •

max(X+ ∪X−) = k باشیم: داشته ١ ≤ k ≤ n هر ازای به •

اینجا در

max(X) = است X در صفر غیر مولفه�ی جایگاه بزرگترین

رابطه یک ⪯ و مجموعه یک P که است (P,⪯) جفت یک جزئی: مرتب مجموعه .۵٣.٢.١ تعریف
که است P روی ترتیبی



٩ تعاریف .٢.١

b

b

b b1 2

3

4

سادک :۴.١ شکل

b

b b b b

b b b b

{1} {2} {3} {4}

{1,2} {1,3} {2,3} {3,4}

{1,2,3}

جزئی مرتب مجموعه :۵.١ شکل

(x) است بازتابی •

(x ⪯ y, y ⪯ z −→ x ⪯ z) است شرکت�پذیر •

(x ⪯ y, y ⪯ x −→ x = y) است نامتقارن •

می�کند. طراحی را واحدی توپولوژی فضای یک جزئی مرتب مجموعه هر

بدست� جزئی مرتب مجموعه یک سادک: یک از آمده بدست� جزئی مرتب مجموعه .۵۴.٢.١ تعریف
با که است K غیرتهی سادک�های تمام مجموعه که است P (K) یک ،K سادکی مجتمع یک از آمده
آمده بدست� جزئی مرتب مجموعه ۴.١ شکل سادکی مجتمع برای مثال برای شده�اند. مرتب شمول رابطه

داریم. ۵.١ شکل در را آن از

سادکی مجتمع یک P جزئی مرتب مجموعه یک از ترتیبی سادک ترتیبی: سادک .۵۵.٢.١ تعریف
(x١, x٢, . . . , xk) صورت به رشته�هایی تمام سادک�ها و هستند P اعضای راس�ها، که است △ (P )

.x١ < . . . < xk ،P در که است



١٠ مقدماتی نمادهای و تعاریف .١

b

b

b

b b

b

b

{1} {2}

{3}

{1,2,3}
{1,3} {2,3}

{4}{3,4}

{1,2}

ترتیبی سادک :۶.١ شکل

sd (K) := سادکی مجتمع ،K سادکی مجتمع یک برای ثقلی: مرکز زیرتقسیم اولین .۵۶.٢.١ تعریف
و هستند K تهی غیر سادک�های آن راس�های که است K از ثقلی مرکز زیرتقسیم اولین △ (P (K))

هستند. شمول رابطه توسط شده مرتب K سادک�های از رشته�هایی آن سادک�های
قبل تصویر در آنچه مانند داد. قرار σ ثقل در σ سادک�های با مطابق را sd (K) راس�های می�توان

کردیم. مشاهده

می�شود: تعریف زیر صورت به که است n-بعدی مکعب :[−١,١]n .۵٧.٢.١ تعریف
[−١,١]n = {x ∈ Rn : ∥x∥∞ ≤ ١}

با [−١,١]n در نقاطی آن راس�های که است سادکی مجتمع یک :(sd[−١,١]n) .۵٨.٢.١ تعریف
است. −١,٠,١ درایه�های

است. [−١,١]n از مثلث�بندی یک sd ([−١,١]n) سادکی مجتمع
است. Sn−١ � کره از مثلث�بندی یک که می�دهیم نشان ∂ (sd ([−١,١]n)) با را sd ([−١,١]n) مرز

است. ∅ = X١ < X٢ < . . . < Xt علامتدار مجموعه�های از رشته در سادک یک ∂ (sd ([−١,١]n))



٢ فصل

بورسوک-اولام قضیه

این است. مقدماتی جبری توپولوژی توسط شده ارایه ابزارهای مفیدترین از یکی بورسوک-اولام قضیه
دیگری مشابه اثبات�های کرد. ثابت و ارایه را قضیه این برنی بار اولین می�شود. نتیجه نیز تاکر لم از قضیه
این اهمیت علت�های زیر در شده�است. بیان قضیه این برای استینلین٣ و رایت٢ و ١ میرسن توسط نیز

شده�است ذکر قضیه
.

دارد. مختلف هم�ارز نسخه چندین (١)

زیاد. مختلف اثبات�های (٢)

بسط�ها. و تعمیم�ها از گروهی (٣)

زیاد. جالب کاربردهای (۴)

به دارد وجود x ∈ Sn یک f : Sn −→ Rn پیوسته تابع هر برای که می�کند بیان آن نسخه ساده�ترین
.f(x) = f(−x) که طوری

می�کنیم: بیان n = ٢ برای مثالی
بخوابانید. زمین روی حال کنید مچاله را آن و کرده خالی را توپ باد بگیرید، نظر در را لاستیکی توپی
زمین روی متقارن مکان دو شده داده زمان هر در دیگر عبارت به دارد. وجود توپ روی متقارن نقطه دو

دارند. یکسانی هوای فشار زمان، یک در و دارند مشابه دمای که دارد وجود
است: زیر شرح به آنها از تعدادی که دارد وجود [١٢] بورسوک-اولام قضیه از زیادی تعمیم�های

١Meyerson
٢Wright
٣Steinlien



١٢ بورسوک-اولام قضیه .٢

به�طوریکه: است قضیه این از تعمیمی [١٢]یک فان قضیه
و می�پوشانند را Sn که باشند بسته مجموعه�های A١, A٢, · · · , Am کنیم فرض

∀i Ai ∩ (−Ai) = ∅

اندیس�های سپس (m ≥ (n + ٢) که می�کند ایجاب قضیه و است مستقل n از m که کنید (توجه
که دارند وجود x ∈ Sn نقطه و i١ < i٢ < · · · < in+٢

∀j = ١,٢, · · · , n+ ٢ (−١)jx ∈ Aij

را قضیه این [١۵] تاردوش۵ و سیمونی۴ شوند. جابجا باز مجموعه�های با می�توانند بسته مجموعه�های
بردند. بکار گرافها رنگ�آمیزی مساله برای

هستند. بورسوک-اولام قضیه از دیگری تعمیم�های [١٢] بورینگ-یانگ-تایپ۶ قضیه�های

دیگر نسخه�های در بورسک-اولام قضیه ١.٠.٢

.f(x) = f(−x) که طوری به دارد وجود x ∈ Sn نقطه f : Sn −→ Rn پیوسته تابع هر برای (١)

f(x) = ،x ∈ Sn تمام برای و است پیوسته f (که f : Sn −→ Rn متقارن تابع هر برای (٢)
.f(x) = ٠ که طوری به دارد وجود x ∈ Sn نقطه (.f(−x)

ندارد. وجود f : Sn −→ Sn−١ متقارن تابع هیچ (٣)

یعنی باشد. متقارن خودش مرز روی که طوری به ندارد وجود f : Bn −→ Sn−١ پیوسته تابع (۴)
نیست. برقرار f(x) = f(−x) رابطه x ∈ Sn−١ = ∂Bn هر برای

شامل مجموعه یک حداقل باز، مجموعه n + ١ با Sn کره از F١, . . . , Fn+١ پوشش هر برای (١)
.( ∃i, Fi ∩ (−Fi) ̸= ∅ یعنی دارد.( وجود متقارن نقاط از جفت یک

[١٢] (L.S.) شنیرلمن) و (لیوسترنیک .۵٩.٠.٢ قضیه
شامل مجموعه یک حداقل (باز) بسته مجموعه�ی n+١ با Sn کره�ی از F١, · · · , Fn+١ پوشش هر برای

Fi ∩ (−Fi) ̸= ∅ که دارد وجود متقارن نقاط از جفت یک

۴Simonyi
۵Tardos
۶Bourgin-Yang-Type



١٣ کنسر حدس ترکیبیاتی اثبات .١.٢

کنسر حدس ترکیبیاتی اثبات ١.٢

مقدمه
کاملا موضوع یک عنوان به می�تواند که است توپولوژی و ترکیبیات بین ارتباطی پل یک سادکی مجتمع
شود. گرفته نظر در توپولوژیکی فضای یک مثلا پیوسته موضوع یک عنوان به یا و شود توصیف ترکیبیاتی
یعنی کرد توصیف سادکی مجتمع�های عنوان به می�توان را Rd توپولوژیکی فضاهای زیر از زیادی تعداد

می�آیند. بدست هستند چندوجهی�ها و مثلث�ها بخش�ها، شامل که سادکها پیوستن هم به از آنها
متفاوت ٨آن هندسی موضوع با که می�نامیم مجرد٧ سادکی مجتمع را، سادکی مجتمع ترکیبیاتی موضوع
موضوع یک از متفاوت توصیف یک دو هر یعنی نیست برقرار زیاد خیلی برد در تفاوت این ولی است

هستند. ریاضی
تمام خانواده ٢V ) K ⊆ ٢V و مجموعه یک V که است (V,K) جفت یک مجرد سادکی مجتمع یک
و F ∈ K اگر و ∅ ∈ K یعنی است V نزولی زیرمجموعه�های از � خانواده�ای یک (V زیرمجموعه�های

. G ∈ K آنگاه G ⊆ F

حدس سپس و داد ارایه رنگ n − ٢k + ٢ با KG(n, k) گراف برای مجاز رنگ�آمیزی [٨]یک کنسر
یعنی است نیاز مورد رنگ تعداد کمترین این زد

χ(KG(n, k)) ≥ n− ٢k + ٢ , n ≥ ٢k ≥ ٢.

کنسر حدس که داد نشان ابتدا او داد. ارایه را کنسر حدس از ترکیبیاتی اثبات اولین متوسک٩[١١] جری
توپولوژی از مستقل کاملا طور به اثباتی سپس و می�شود گرفته نتیجه تاکر١٠[١۶] لم از مستقیم طور به

کرد. بیان مثلث�بندی و

تاکر لم ٢.٢

باشد. آن مرز Sn−١ و باشد Rn در گویی Bn کنید فرض
اطراف در هرگاه گوییم Bn از خاصی مثلث�بندی را K کنید. فرض Bn از مثلث�بندی را K٠ همچنین

باشد. K٠ از تظریفی و بوده متقارن مبدا
تاکر[١۶]: لم

Sn−١ = ∂Bn در که K سادک�های از مجموعه�ای (یعنی باشد Bn از خاصی مثلث�بندی K کنیم فرض
سادک یک σ ∈ Sn−١ اگر بنابراین است. Sn−١ از متقارن مبدا، اطراف در مثلث�بندی یک دارند قرار

٧Abestact Simplical Complex
٨Geometric Simplical Complex
٩Jeří Matoušek

١٠Tucker



١۴ بورسوک-اولام قضیه .٢
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B٢ از خاص مثلث�بندی :١.٢ شکل

است.) K از سادک یک نیز −σ باشدسپس K از
برچسب�های با را K از v راس هر

λ(v) ∈ {+٢−,٢+,١−,١, . . . ,+n,−n}

زیر به�صورت برچسب�ها دارند قرار Sn−١ روی که K راس�های برای که می�کنیم گذاری برچسب طوری
باشند:

λ(−u) = −λ(u).

دو راس�های دیگر عبارت به است. مکمل که طوری به دارد وجود K از (یال) 1-سادک یک سپس
دارند. متقارن برچسب�های یال طرف

١.٢ شکل داریم. (n = ٢) برای مثال:

تاکر لم از استفاده با کنسر حدس اثبات ٣.٢

که Sn−١ تعریف به توجه با می�گیریم. نظر در Sn−١ روی سادک�ها شامل K٠ از زیرمجتمعی را L٠

مطابقند. V = {−١,٠,١}n صفر غیر بردارهای با یک به یک L٠ از غیرتهی سادک�های
٢.٢ شکل داریم. (n = ٢) برای مثال:

ui ⪯ vi اگر u ⪯ v که طوری به است V روی ⪯ رابطه با مطابق L٠ سادک�های روی شمول رابطه
.٠ ⪯ −١ و ٠ ⪯ ١ و i = ١,٢, . . . , n برای

سادک�های ثقل مرکزهای L′
٠ راس�های بنابراین می�دهیم. قرار L٠ از ثقلی مرکز زیرتقسیم اولین را L′

٠

شده�اند. مرتب شمول رابطه تحت که هستند L٠ سادک�های از رشته�هایی L′
٠ سادک�های و هستند L٠

باشد. یکسان ⪯ رابطه تحت V \ {(٠,٠, . . . ,٠)} مجموعه در رشته یک با می�تواند L′
٠ از سادکی



١۵ تاکر لم از استفاده با کنسر حدس اثبات .٣.٢
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K (b) ،L٠ و K٠ مثلث�بندی (a) :٢.٢ شکل

شود: تعریف زیر به�صورت را K مثلث�بندی اگر
مثلث�بندی همان این و است سادک هر روی ٠ راس با مخروط�هایی و L′

٠ سادک�های همه شامل K

است. تاکر لم در Bn از خاص
رنگ n− ٢k + ١ با KG(n, k) کنسر گراف از رنگ�آمیزی C فرض می�گیریم. نظر در n ≥ ٢k ≥ ٢

می�کنیم. شماره�گذاری ٢k,٢k + ١, . . . , n با را رنگ�ها کار، راحتی برای باشد.
V بردارهای با راس�ها این کنیم. تعریف تاکر لم طبق را K راس�های از برچسب�گذاری می�خواهیم

داریم. را λ : V −→ {±١, . . . ,±n} برچسب�گذاری ما و یکسان�اند
آنگاه |A| ≤ |B| اگر که طوری به می�گیریم نظر در اندازه اساس بر جزیی ترتیب را ٢[n] روی ≤ رابطه

.A < B

زیرمجموعه�های از (A,B) مرتب جفت ،λ(v) تعریف برای کنید. فرض علامت�داری بردار را v ∈ V

داریم: زیر به�صورت را [n]

A = {i ∈ [n] : vi = ١},

B = {i ∈ [n] : vi = −١}.

می�گیریم. نظر در را حالت دو
آنگاه |A|+ |B| ≤ ٢k − ٢ اگر اول: حالت

λ(v) =

|A|+ |B|+ ١ if A ≥ B,

−(|A|+ |B|+ ١) if A < B.

اگر می�باشد. k حداقل اندازه از ها B و A از یکی حداقل آنگاه |A|+ |B| ≥ ٢k−١ اگر دوم: حالت
است. A از kتایی اولین A′ که C(A) = C(A′) آنگاه شود فرض |A| ≥ k

می�کنیم. تعریف مشابه طور به را C(B) ،|B| ≥ k اگر



١۶ بورسوک-اولام قضیه .٢

می�دهیم: قرار حالت این در

λ(v) =

C(A) if A > B,

−C(B) if B > A.

مجموعه�ی در اول حالت برچسب�های بنابراین
{±٢±,١, . . . ,±(٢k − ١)}

مجموعه�ی در دوم حالت وبرچسب�های
{±٢k, . . . ,±n}

دارند. قرار
صفر غیر بردار هر برای و است {±٢±,١, . . . ,±n} به V از خوشتعریف تابعی λ که است واضح

.λ(−v) = −λ(v) داریم v ∈ V

وصل هم به را v١, v٢ ∈ V راس�های مکمل یال این فرض دارد. وجود K از مکمل یالی تاکر لم طبق
کرد. فرض می�توان را v١ ⪯ v٢ هستند، K از یالی v١, v٢ چون .λ(v١) = −λ(v٢) بنابراین می�کند
.B١ ⊆ B٢ و A١ ⊆ A٢ داریم باشند v٢ با متناظر جفت� (A٢, B٢) و v١ با متناظر ,A١)جفت B١) اگر

داریم طرفی از و می�باشد اکید رابطه دو از یکی حداقل بنابراین v١ ⪯ v٢ چون
|A١|+ |A٢| < |B١|+ |B٢|

و
λ(v١) = −λ(v٢)

نمی�گیرند. قرار اول حالت در هیچکدام λ(v٢) و λ(v١) لذا |λ(v١)| = |λ(v٢)| پس
|λ(v١)| = |λ(v٢)| چون باشند نمی�توانند هم دوم حالت در یکی و اول حالت در یکی ،λ(v٢) و λ(v١)

مجموعه در اول حالت در شده طراحی برچسب�های ولی
{±٢±,١, . . . ,±(٢k − ١)}

مجموعه در دوم حالت در شده طراحی برچسب�های و
{±٢k, . . . ,±n}

دارند. قرار
تعریف به توجه با .λ(v١) > ٠ می�کنیم فرض حال باشند. داشته قرار دوم حالت در باید دو هر پس
می�باشد. B٢ اول k-تایی رنگ λ(v٢) = −λ(v١) و است A١ اول k-تایی رنگ λ(v١) دوم حالت

داریم:
A٢ ∩B٢ = ∅ , A١ ⊆ A٢

پس
A١ ∩B٢ = ∅



١٧ کنسر حدس مستقیم ترکیبیاتی اثبات .۴.٢

مجاز رنگ�آمیزی نمی�تواند C رنگ�آمیزی بنابراین داریم، مشابه رنگ با هم از جدا k-تایی دوتا نتیجه در
باشد. KG(n, k) کنسر گراف از

کنسر حدس مستقیم ترکیبیاتی اثبات ۴.٢

و A,B ⊆ [n] که طوری به هستند (A,B) هم از جدا مرتب جفت�های اثبات این در اصلی موضوع
می�باشد. A ∩B = ∅

می�گیریم نظر در رنگ n− ٢k + ١ با KG(n, k) کنسر گراف از مجاز رنگ�آمیزی را C خلف فرض با
می�کنیم. گذاری شماره ٢k, . . . , n با را رنگ�ها و

آنگاه |A| < |B| اگر که طوری به می�دهیم قرار [n] زیرمجموعه�های از خطی مرتب�سازی را ≤ رابطه
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را λ(A,B) برچسب ،(A,B) هم از جدا مرتب جفت هر برای . A < B

داریم |A|+ |B| ≤ ٢k − ٢ اگر اول: حالت

λ(A,B) =

|A|+ |B|+ ١ if A ≥ B,

−(|A|+ |B|+ ١) if A < B.

می�باشند. k حداقل اندازه�ی از AیاB از یکی لااقل بنابراین ، |A| + |B| ≥ ٢k − ١ اگر دوم: حالت
B اول k-تایی رنگ را C(B) ،|B| > |A| اگر و A اول k-تایی رنگ را C(A) ،|A| > |B| اگر

داریم پس می�گیریم. درنظر

λ(A,B) =

C(A) if A > B,

−C(B) if B > A.

برچسب�های و {±٢±,١, . . . ,±(٢k − ١)} مجموعه در اول حالت در شده طراحی برچسب�های پس
دارند. قرار {±٢k, . . . ,±n} مجموعه در دوم حالت در شده طراحی

که طوری به بود خواهد (λ٠, λ١, . . . , λm) به�صورت (s١, . . . , sm) با متحد برچسب رشته همچنین
.λi = λ(Ai, Bi)

می�شود. شروع (٢±,١, . . .) با برچسب رشته هر λ تعریف به توجه با بنابراین
رشته هر برچسب رشته آنگاه باشد کنسر گراف برای مجازی رنگ�آمیزی یک C اگر که می�کنیم ادعا
ندارد. وجود λi = −λj ،i ̸= j برای دیگر عبارت به نیست. مکمل برچسب دو شامل هرگز علامت�دار
i < j اگر زیرا باشند نمی�توانند اول قسمت در j و i .λi = −λj داریم i ̸= j برای می�کنیم فرض

داریم: آنگاه شود فرض
λi = λ(Ai, Bi) , λj = λ(Aj, Bj).

و

|λi| = |λj| , Ai ⊆ Aj , Bi ⊆ Bj.



١٨ بورسوک-اولام قضیه .٢

داریم: |λi| = |λj| تساوی به توجه با طرفی از

|Ai|+ |Bi| = |Aj|+ |Bj| =⇒

Ai = Aj , Bi = Bj =⇒

|si| = |sj|.

است. تناقض که
شوند. طراحی دوم حالت بنابر باید برچسب�ها دیگر عبارت به .i, j ≥ ٢k − ١ بنابراین

بنابراین شود. فرض λi > ٠ و i < j مثال برای
Aj ∩Bj = ∅ , Ai ⊆ Aj

پس
Ai ∩Bj = ∅

k-تایی دوتا یعنی هستند. C(Ai) = C(Bj) با [n] از هم از جدا زیرمجموعه دو Bj و Ai نتیجه در
که می�کنیم ثابت حال است. C رنگ�آمیزی بودن مجاز با متناقض که داریم مشابه رنگ با هم از جدا

دارد. وجود است، مکمل برچسب�های دارای که رشته�ای با دار علامت رشته یک
داریم. نیاز زیر تعریف به اثبات ادامه برای و می�کنیم استفاده خلف برهان از

i ∈ [m] هر ازای به هرگاه گوییم مجاز رشته را s = (s١, . . . , sm) علامت�دار رشته .١.۴.٢ تعریف
رشته یک مثال برای می�باشد. s برچسب رشته (λ٠, . . . , λm) که .si ∈ {λ٠, . . . , λm} باشیم داشته

می�باشد. −t یا +t ،. . .،−٢ یا +٢ ،+١ شامل t ≤ ٢k − ١ که بیشتر یا جمله t با مجاز

رشته دو یا یک باشد. نداشته وجود مکمل برچسب�های شامل علامتداری رشته هیچ کنیم فرض حال
است. متقارن بودن همسایه رابطه که طوری به می�کنیم تعریف مجاز رشته هر برای همسایه مجاز

این دارند. همسایگی دو دقیق طور به آنها بقیه است، تنها یک همسایگی،رشته�ی یک با مجاز رشته تنها
می�کند. ایجاد را تناقض این و است زوج فرد درجه با گراف راسهای تعداد چون ندارد امکان

است. +١ مجاز رشته یک، رشته�ی همسایگی تنها
آن برچسب رشته (λ٠ = ١, λ١, . . . , λm) که می�کنیم فرض تهی غیر مجاز رشته را s = (s١, . . . , sm)

می�شوند. نامیده s١, . . . , sm که دارند وجود برچسب m+ ١ از هم از جدا عدد mتا حداقل می�باشد.
می�افتد اتفاق حالت دو باقی�مانده، برچسب� به توجه با

باشند: منطبق برچسب دو (i)
i < j , λi = λj

باشد: داشته وجود اضافه برچسب یک (ii)
λi /∈ {s١, s٢, . . . , sm}



١٩ کنسر حدس مستقیم ترکیبیاتی اثبات .۴.٢

رشته یعنی می�آید به�دست (i, i+ ١) جابه�جایی با s همسایه دو از یکی (i) حالت در
(s١, s٢, . . . , si−١, si+١, si, si+٢, . . . , sm)

رشته از دیگری مکان در λ٠ = ١ برچسب زیرا نیست ممکن i = برای٠ که کنید (توجه داریم. را
می�کند حفظ را λi جز به برچسب رشته یک جمله�های تمام جابه�جایی این که نمی�افتد) اتفاق برچسب
هر ازای به (j, j + ١) جابه�جایی با s همسایه دومین است. مجاز رشته�ای شده تعریف همسایگی لذا

می�باشد. (s١, . . . , sm−١) رشته s همسایه دومین j = m برای می�آید. به�دست j < m

است مجاز رشته این است. (s١, . . . , sm, λi) یافته توسعه رشته ،s همسایه دو از یکی ،(ii) حالت در
بنابراین ندارد وجود مکملی برچسب هیچ که کردیم فرض چون

|λi| /∈ {|S١| . . . |Sm|}.

جمله آخرین نه و اولین نه λi اگر بگیریم. نظر در را دیگری حالتهای باید دوم همسایگی تعریف برای
می�آید. بدست (i, i+ ١) جابجایی با s همسایگی ١،دومین ≤ i ≤ m− ١ دیگر بیان به باشد،

(s١, . . . , sm−همسایه�ی(١ رشته یعنی می�دهد. رخ انقباضرشته با s همسایگی سپسدومین i = m اگر
داشت. خواهیم را

همسایگی رشته که آمد خواهد بدست s رشته�ی علامت تغییر از همسایگی دومین سپس i = ٠ اگر
داریم. را (−s١, . . . ,−sm)

دارد. وجود تهی غیر مجاز رشته هر برای هم از جدا همسایگی تا دو روش این با





٣ فصل

کنسر-لواژ قضیه

آن برای متعددی اثبات�های لواژ اثبات از بعد کرد، ثابت را کنسر[٨] حدس که بود کسی اولین لواژ[١٠]
شد. داده تعمیم حدس این همچنین و شد ارایه

تعمیمی همچنین خواهدشد. اثبات را آن روش چند به و می�شود بیان را کنسر-لواژ قضیه�ی فصل این در
می�شود. داده ارایه را آن از

کنسر-لواژ[١٢] قضیه ١.٠.٣

داریم: n ≥ ٢k − ١ و k > ٠ هر ازای به .٢.٠.٣ قضیه

χ(KG(n, k)) = n− ٢k + ٢.

برای مهم علت�های از یکی هستند. بالا رنگی عدد با گراف�ها از مثالی KG(n, k) کنسر گراف�های
بین زیاد اختلاف است، مشکل کنسر حدس اثبات که این علت احتمال طور به و گراف�ها این اهمیت

می�باشد. گراف�ها این کسری رنگی عدد و رنگی عدد
داریم: همواره

χ(G) ≥ |V (G)|
α(G)

است زیر رابطه از قسمتی تنها که
|V (G)|
α(G)

≤ χf (G) ≤ χ(G).

داریم: کنسر گراف برای هرصورت در

χf (KG(n, k)) =
n

k
.



٢٢ کنسر-لواژ قضیه .٣

رنگی عدد برای بالایی کران ١.٣

باشد. بزرگتر n−٢k+٢ از نمی�تواند KG(n, k) کنسر گراف رنگی عدد که داد نشان می�توان سادگی به
می�کنیم: رنگ�آمیزی زیر صورت به را کنسر گراف راس�های که صورت این به

χ(F ) := min{min (F ), n− ٢k + ٢} می�دهیم قرار گراف از F راس هر برای
داریم: F ∈

(
[n]
k

)
زیرمجموعه هر برای صورت این در

χ(F ) ∈ {١,٢, . . . , n− ٢k + ٢}.

یعنی i < n− ٢k + ٢ و شوند رنگ�آمیزی i مشابه رنگ� با F, F ′ مجموعه دو اگر

χ(F ) = χ(F ′) = i.

دارند. اشتراک i مولفه در دو هر چون باشند متصل هم به نمی�توانند راس�ها این لذا
از زیرمجموعه�ای مجموعه دو هر آنگاه شوند رنگ�آمیزی n− ٢k + ٢ رنگ با k-تایی، مجموعه دو اگر
مجموعه دو بنابراین دارد عضو ٢k − ١ تنها مجموعه این هستند. {n − ٢k + ٢, . . . , n} مجموعه

نمی�باشند. مجاور لذا باشند، جدا هم از نمی�توانند پس دارند، اشتراک عضو یک در حداقل k-تایی

کنسر-لواژ قضیه توپولوژی اثبات ٢.٣

توپولوژی روشهای از حداقل یا و هستند توپولوژی χ(KG(n, k)) برای شده شناخته اثبات�های تمام
می�کنیم. بیان را شده ارایه ١ گرین توسط اخیرا که را آنها ساده�ترین ما اینجا در می�کنند. پیروی

داریم: n ≥ ٢k − ١ و k > ٠ هر ازای به :[١٢] .١.٢.٣ قضیه

χ(KG(n, k)) = n− ٢k + ٢.

X ⊂ Sd فرض می�دهیم. قرار d := n−٢k+١ و می�گیریم نظر در را KG(n, k) کنسر گراف برهان.
از بیشتر شامل Sd مرکز از گذرنده ابرصفحه�ای هیچ که طوری به باشد Sd از n-نقطه�ای زیرمجموعه�ای
نقاط با ما بنابراین است، برقرار کلی وضعیت در مجموعه یک برای شرایط این نباشد. X از نقطه d
مبدا از گذرنده مشترک ابرصفحه یک روی آنها از تا d+ ١ هیچ که نقاطی به و داریم کار و سر Rd+١ در

داریم: نیاز �باشد نداشته قرار
یکسان X نقاط با را [n] (اعضای می�کنیم فرض

(
X
k

)
به�صورت را KG(n, k) راس�های مجموعه

وجود رنگ d = n− ٢k + ١ حداکثر با KG(n, k) از مجاز رنگ�آمیزی یک می�کنیم فرض می�کنیم).
می�کنیم تعریف را A١, A٢, . . . , Ad ⊆ Sd مجموعه�های و گرفته نظر در ثابت را رنگ�آمیزی این دارد.
نیمکره در i رنگ از F ∈

(
X
k

)
k-تایی یک حداقل اگر x ∈ Ai داریم x ∈ Sd برای که طوری به

١Greene
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را Ad+١ مجموعه همچنین باشد. داشته وجود x مرکز به (H (x) =
{
y ∈ Sd : ⟨x, y⟩ > ٠

}
) H(x)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به

Ad+١ = Sd \ (A١ ∪ A٢ ∪ . . . ∪ Ad)

با است. بسته مجموعه�ای Ad+١ پس هستند. باز مجموعه�های Ad تا A١ وضوح به Aiها تعریف طبق
دو i ≤ d اگر .x,−x ∈ Ai که طوری به دارند وجود x ∈ Sd و i ∈ [d+ ١] ۵٩.٠.٢ قضیه�ی به توجه
H(−x) باز نیمکره در دیگری و H(x) باز نیمکره در یکی که داریم iرنگ با هم از جدا k-تایی مجموعه
i = d + ١ اگر نیست. کنسر گراف برای مجازی رنگ�آمیزی شده بیان رنگ�آمیزی یعنی دارند. وجود
X از نقطه k − ١ حداکثر شامل نیز H(−x) و است X از نقطه k − ١ حداکثر شامل H(x) آنگاه
از گذرنده ابرصفحه با Sd اشتراک از و است استوا خط (که Sd \ (H(x) ∪H(−x)) بنابراین است.
X انتخاب با تناقض این که است X از نقطه n− ٢k+ ٢ = d+ ١ حداقل شامل آمده) به�دست مبدا

دارد.

کنسر-لواژ قضیه تعمیم ٣.٣

می�کنیم. بیان را آن به مربوط نتایج و کنسر-لواژ قضیه از تعمیم�هایی بخش این در

دلنیکوف قضیه ١.٣.٣

و برمی�انگیزد را بحث برای دیگری کلی نتیجه�ی یک شد بیان قبل بخش در که کنسر-لواژ قضیه اثبات
از متناهی خانواده�ی یک برای KG(F) کنسر گراف رنگی عدد برای پایین کران یک کردن معرفی آن
-m نام به F مجموعه�ی خانواده�ی از کوچکتری استاندارد پارامتر یک ما قسمت این در است. مجموعه�ها
است کنسر[٨] حدس از تعمیمی که را [٣]٢ دلنیکوف قضیه همچنین می�کنیم. بیان را ناقص رنگ�پذیری
ابرگراف�ها به کریز توسط بعدا که می�باشد گرین اثبات از تعمیمی اثبات این می�کنیم. اثبات و بیان را

شد. داده تعمیم

ناقص m-رنگ�پذیری

خانواده�ای F ⊆ ٢X و محدود مجموعه�ای X فرض می�دهیم. نشان cdm(F) با را ناقص m-رنگ�پذیری

طوری به است (Y ⊆ X) Y مجموعه اندازه مینیمم cdm(F)صورت این در باشد. X زیرمجموعه�های از
دیگر عبارت به باشد. m-رنگ�پذیر نیست، Y از نقطه�ای هیچ شامل که F مجموعه�های سیستم که

cdm(F) = min{|Y | : (X\Y , {F ∈ F , F ∩ Y = ∅} باشد .{m-رنگ�پذیر

٢Dol�nikov
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طوری به کنیم رنگ�آمیزی سفید یا و آبی قرمز، را X از نقطه هر می�خواهیم m = ٢ برای .١.٣.٣ مثال
کامل طور به است ممکن اما ) نباشد. آبی کامل طور به یا قرمز کامل طور به F از مجموعه�ای هیچ که

است. رنگ�آمیزی این برای نیاز مورد سفید تعداد مینیمم ،cd٢(F) باشد) سفید

n−٢k+حذف١ .با n ≥ ٢k و باشد [n] از نقطه�ای k زیرمجموعه��های تمام شامل F اگر .٢.٣.٣ گزاره
رنگ�آمیزی هر ازای به داریم. را ٢k)-تایی − ١) مجموعه از k-تایی زیرمجموعه�های همه سیستم نقطه،
رنگ تک k-تایی مجموعه یک بنابراین دارد نقطه k حداقل رنگ�ها از یکی مجموعه، این از قرمز و آبی

cd٢(F) ≥ n− ٢k + ٢. پس داریم،

دلنیکوف): (قضیه�ی .٣.٣.٣ قضیه
از خانواده�ای F ⊆ ٢X و متناهی مجموعه�ای X که (X,F) متناهی مجموعه سیستم هر ازای به

داریم: است X زیرمجموعه�های
χ(KG(F)) ≥ cd٢(F).

مجموعه از نقطه یک با را F زمینه مجموعه از عضو هر . d := χ(KG(F)) می�دهیم قرار برهان.
دارد. قرار عمومی وضعیت در X که طوری به می�کنیم متناظر X ⊂ Sd

که i رنگ با F ∈ F مجموعه یک شامل H(x) باز نیمکره اگر می�دهیم قرار x ∈ Ai ،x ∈ Sd برای
x ∈ Sd و i تعدادی برای می�دهیم. قرار Ad+١ = Sd \ (A١ ∪ . . .∪Ad) و باشد داشته وجود i ∈ [d]

قضیه۵٩.٠.٢). x,−x(طبق ∈ Ai داریم
رنگ دارند قرار مخالف باز های نیمکره در که F از هم از جدا مجموعه دو چون باشد نمی�تواند i ≤ d

می�باشد. i = d+ ١ بنابراین می�گیرند، را i یکسان
با را دارند وجود H(−x) در که X از نقاطی و قرمز رنگ با را دارند وجود H(x) در که x از نقاطی
سفید رنگ با را می�کند جدا هم از را نیمکره دو که استوا خط روی نقاط می�کنیم. رنگ�آمیزی آبی رنگ
باشد رنگ سفید می�تواند نقطه d حداکثر لذا دارد قرار عمومی وضعیت در X چون می�کنیم. رنگ�آمیزی

.cd٢(F) ≤ d پس

گیل لم ٢.٣.٣

قضیه�ی از دیگری هندسی اثبات یک لم این از استفاده با و می�کنیم بیان را ٣ گیل لم قسمت این در
می�دهیم. ارایه را کنسر-لواژ

کره�ی روی نقاط اثبات این در اما است ۵گرین اثبات با مشابه که شد پیدا [١]۴ برنی توسط اثبات این
می�پردازیم: زیر لم اثبات به گیل لم اثبات از قبل دارد. قرار پایین�تر بعد یک با

٣Gale
۴Bárány
۵Green
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نمی�کند. قطع نقطه d از بیشتر در را γ̄۶ گشتاور مبدا،خم از گذرنده h ابرصفحه�ی هر .۴.٣.٣ لم
در را h ابرصفحه�ی γ̄ اگر یعنی است. آفینی مستقل γ̄ از جدا نقطه d+ ١ از مجموعه هر ارز هم طور به

می�گذراند. اشتراک هر در دیگر طرف به طرف یک از را h ،γ̄ سپس کند قطع جدا نقطه�ی d

داریم مبدا از گذرنده h ابرصفحه�ی برای برهان.
a١x١ + . . .+ adxd = ٠ s.t. (a١, . . . , ad) ̸= ٠

داریم قرارداشته�باشد، h روی γ̄ نقطه یک اگر
a١t+ · · ·+ adt

d = ٠

غیرصفر چندجمله�ای حقیقی ریشه�های γ̄(t) و h اشتراکهای با متقابل t مقادیر که معناست بدان این
اشتراک d از بیشتر بنابراین دارد ریشه dحداکثر p(t) می�باشد. d حداکثر درجه�ی از p(t) =

∑i=d
i=١ ait

i

نداریم.

نقطه ٢k + d شامل X ⊂ Sd مجموعه��ی ،k ≥ ١ هر و d ≥ ٠ هر ازای به گیل)[۵]: (لم .۵.٣.٣ لم
است. X از نقطه k حداقل شامل Sd از باز نیمکره هر که طوری به دارد وجود

. می�کنیم ثابت را آن ارز هم نسخه گیل، لم اثبات برای برهان.
v١, . . . , v٢k+d ∈ نقاط می�کنیم ثابت می�گیریم. نظر در Rd+١ مجموعه در را نقاط .Sd ⊆ Rd+١ داریم
شده�است، کراندار صفر از گذرنده ابرصفحه با که باز فضای نیم هر ازای به که طوری به دارند وجود Rd+١

دارد. را نقاط این از تا k حداقل
داریم: را زیر گشتاور خم می�گیریم. نظر در را x١ = ١ صفحه�ی ابر

γ̄ := {(١, t, t٢, . . . , td) ∈ Rd+١ : t ∈ R}

گذاری نام w١, . . . , w٢k+d با را آنها و می�گیریم نظر در را γ̄ مجموعه روی هم از جدا نقطه ٢k + d

خم امتداد در که می�کنیم
({ ¯γ(t) : t ∈ R})

داد. قرار wi = ¯γ(i) می�توان ١ ≤ i ≤ ٢k + d هر ازای به پس دارند. قرار
h اگر دهید. قرار vi = (−١)iwi می�نامیم. فرد نقاط را w١, w٣, . . . و زوج نقاط را w٢, w۴, . . .

می�خواهیم باشند. آن توسط شده مشخص باز فضای نیم دو h⊖ و h⊕ و باشد مبدا از گذرنده ابرصفحه�ی
می�باشند. viها از نقطه k حداقل شامل کدام هر h⊖ و h⊕ که کنیم ثابت

می�کنیم. ثابت h⊕ برای ابتدا
نقاط تعداد کنیم ثابت است کافی پس می�گیریم. نظر در vi = −wi فرد i برای و vi = wi زوج i برای

است. تا k حداقل h⊖ در wi فرد نقاط تعداد اضافه به h⊕ در wi زوج

۶moment curve



٢۶ کنسر-لواژ قضیه .٣

ابرصفحه��ی نمی�کند. قطع نقطه d از بیشتر در را γ̄ مبدا، از گذرنده h ابرصفحه هر داریم ۴.٣.٣ طبق
باشد مرکز شامل که موقعیتی به پیوسته طور به را ابرصفحه این است، شده داده مبدا از گذرنده دلخواهی
هیچ که زمانی تا می�دهیم حرکت گیرد، دربر را W := {w١, . . . , wd+٢k} از نقطه d دقیق طور به و
از نقطه d از کمتر اگر زیرا دارد امکان این نکند. حرکت دیگر طرف به صفحه طرف یک Wاز از نقطه�ای
می�چرخانیم ٠ و نقطه j این توسط شده تولید زیرفضا حول را h ابرصفحه باشد داشته وجود h روی W
این�صورت غیر در رسیده�ایم نتیجه به که باشد تا d ،h روی نقاط تعداد اگر برسیم، دیگر ای نقطه به تا
به رسیدن تا را کار این می�چرخانیم، ٠ و جدید نقطه j + ١ توسط شده تولید زیرفضا حول را h ابرصفحه
همگی که طوری به می�کند قطع نقطه d در دقیق طور به را γ̄ ،h که می�کنیم فرض می�دهیم، ادامه نقطه d

دارند. قرار W در
مجموعه و دارند قرار h روی که طوری به می�گیریم نظر در W مجموعه از نقطه�ای d زیرمجموعه را Won

Woff := W \Won

باشد. باقی�مانده نقطه ٢k
آنگاه باشد داشته وجود h⊖ در و باشد فرد یا و باشد داشته وجود h⊕ در و باشد زوج wi ∈ Woff اگر

می�کنیم. رنگ�آمیزی سفید با را wi اینصورت غیر در می�کنیم. رنگ سیاه آنرا
اگر می�کند، عبور آن دیگر طرف به h از طرف یک از γ̄ ،Won مجموعه از نقطه هر در چون ۴.٣.٣ طبق
باشند، آنها بین Won مجموعه از نقطه j با γ̄ منحنی طول در Woff مجموعه از متوالی نقطه دو w,w′

است. فرد دیگری و زوج آنها از یکی دارند قرار مشابه فضایی نیم� در دو هر w,w′ زوج، j ازای به
دارد. سفید رنگ دیگری و سیاه رنگ یکی لذا

سیاه یکی بنابراین هستند فرد یا زوج یا دو هر اما دارند، قرار متفاوت فضاهای در w,w′ فرد، j ازای به
حداقل سیاه نقاط تعداد پس است. سفید دیگری و

⌊١٢ |Woff |⌋ ≥ k

می�باشد.

گیل لم از استفاده با کنسر-لواژ قضیه اثبات ۴.٣

داریم: n ≥ ٢k − ١ و k > ٠ هر ازای به [١٢] .١.۴.٣ قضیه
χ(KG(n, k)) = n− ٢k + ٢.

مجموعه�ای X ⊂ Sd می�دهیم. قرار d := n−٢k و می�گیریم نظر در ,KG(nرا k) کنسر گراف برهان.
از نقطه k حداقل شامل Sd از باز نیمکره هر که طوری به است نقطه ٢k + d (شامل است گیل لم در

است). X
فرض هستند. X از ای نقطه k های ,KG(nزیرمجموعه k) های راس پس می�کنیم، Xمتناظر با را [n]



٢٧ گیل لم از استفاده با کنسر-لواژ قضیه اثبات .۴.٣

کرده�ایم. انتخاب KG(n, k) از مجاز d+1-رنگ�آمیزی یک که کنیم
k-تایی یک حداقل اگر ،x ∈ Ai که طوری به می�کنیم تعریف را A١, . . . , Ad+١ ⊆ Sd مجموعه�های
از باز پوششی A١, . . . , Ad+١ باشد. داشته وجود x مرکز به H(x) باز نیمکره در i رنگ از F ∈

(
X
k

)
می�باشد. گیل لم از استفاده با k-تایی یک حداقل شامل H(x) مجموعه هر چون می�دهند، تشکیل را Sd

دو بنابراین .x,−x ∈ Ai که طوری به دارند وجود x ∈ Sd و i ∈ [d + ١] ۵٩.٠.٢ قضیه�ی طبق لذا
مجاز با تناقض این و دارند قرار H(−x) در دیگری و H(x) در یکی یکسان، رنگ به k-تایی مجموعه

دارد. KG(n, k) کنسر گراف رنگ�آمیزی بودن





۴ فصل

کنسر گراف از کمانی رنگین زیرگراف�های

یک روش این و کرد استفاده کنسر گراف رنگ��آمیزی برای را جبری توپولوژی از [١٠]کاربردهایی لواژ
شد. ترکیبیات در وسیعی کاربردهای با مهم ابزار

زدند وحدس کردند بررسی را کنسر گراف دوری رنگی عدد استال[٧]٣ ، ٢ هولروید ،١ جانسون ابتدا در
زیادی توجه حدس این است. برابر گراف خود رنگی عدد با KG(n, k) کنسر گراف دوری رنگی عدد که

شد. ارایه آن برای زیادی اثباتهای و کرد جلب خود به را
ثابت ترکیبیاتی روش به بزرگ کافی اندازه به n و ثابت k یک برای را حدس این ۴ و حاجی�ابوالحسن زو

کردند.
هر در است. شده ثابت توپولوژیکی روش به و [۴] فان لم از استفاده با زوج n برای حدس این همچنین
استفاده [١۴]SG(n, k) اسکرایور گراف نام به ،KG(n, k) کنسر گراف از گراف زیر یک از اثبات دو

است. شده
یک کرد. استفاده فان[۴] لم از اثبات این برای چن شد. [٢]ثابت چن توسط کامل طور به حدس این
ظریفی ساختار لم این . است کنسر۵ گراف متناوب رنگ�آمیزی لم اثبات ، چن اثبات در اساسی مرحله�ی

می�کند. مشخص KG(n, k) گراف از -رنگ�آمیزی n− ٢k + ٢ از
اثبات همچنین و شد خواهد پرداخته آن از خاصی حالت اثبات به و میشود رابیان فان لم فصل این در

می�شود. ملاحظه را کنسر متناوب رنگ�آمیزی قضیه�ی

١Janson
٢Holroyd
٣Stahl
۴Zhu
۵Alternative Kneser Coloring



٣٠ کنسر گراف از کمانی رنگین زیرگراف�های .۴

قراردادها ١.۴

آنگاه X ∈ S اگر است متقارن {+,−,٠}n \ {(٠, . . . ,٠)} مجموعه از S غیرتهی زیرمجموعه (١)
.−X ∈ S

داریم: ١ ≤ k ≤ n که n, k مثبت صحیح اعداد برای

(i)
{+,−,٠}n≥k := {X ∈ {+,−,٠}n : |X| ≥ k}

(ii)
{+,−,٠}nk := {X ∈ {+,−,٠}n : |X| = k}

داریم: S ⊆ {+,−,٠}n \ {٠}n متقارن زیرمجموعه و m,n مثبت صحیح اعداد برای (٢)
اگر است متقارن λ : S −→ {±١, . . . ,±m} برچسب�گذاری تابع

λ(−X) = −λ(X).

که طوری به می�گیریم نظر در λ : {+,−,٠}n \ {٠}n −→ {±١, . . . ,±n} (٣)

است. متقارن λ (i)

.λ(X) ̸= −λ(Y ) آنگاه X ≤ Y اگر (ii)

که است σهایی تعداد α(X,λ, n) ،X ∈ {+,−,٠}n \ {٠}n هر ازای به بنابراین

می�باشد. (sd([−١+,١]n)) مجموعه مرز از n-1-سادک یک σ (i)

هستند. X راس�های شامل σ راس�های مجموعه (ii)

می�باشند. {+٢−,١, . . . , (−١)n−١n} فرم از شده�اند طراحی λ با که σ برچسب�های (iii)

می�دهیم: قرار حال
n∑

٢k−٢
= {X ∈ {+,−,٠}n≥٢k−٢ : |X+| ≥ k یا |X−| ≥ k}

است. {+,−,٠}n \ {٠}n مجموعه از متقارنی زیرمجموعه
∑n

٢k−٢ مجموعه که است واضح

تابع کنید فرض (۴)

φ :
n∑

٢k−٢
−→ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}

داریم: زیر شرایط با را

است. متقارن تابعی φ (i)



٣١ قراردادها .١.۴

داریم: X ≤ Y هر ازای به (ii)

φ(X) ̸= −φ(Y ).

داریم: X ≤ Y هر ازای به (iii)

|φ(X)| ≤ |φ(Y )|.

∑n
٢k−٢ در φ-مجاز دنباله�ای ,Xnرا، . . . , X٢k, X٢k−١ علامت�دار مجموعه�های از دنباله�ای آنگاه

باشد: برقرار زیر شرایط علامت�دار مجموعه�های این برای اگر می�نامیم

(i)

X٢k−١ ≤ X٢k ≤ . . . ≤ Xn.

داریم: j = ٢k − ١,٢k, . . . , n برای (ii)

|Xj| = j.

(iii)

{φ(X٢k−١), . . . , φ(Xn)} ∈ { {+٢−,١, . . . , (−١)n−١(n− ٢k + ٢)} ,

{−٢+,١, . . . , (−١)n(n− ٢k + ٢)} }

φ-مجاز دنباله دو (۵)

X٢k−١, X٢k, . . . , Xn

و

Y٢k−١, Y٢k, . . . , Yn

اگر می�شوند نامیده مطابق φ-مجاز دنباله�های از جفت یک
∑n

٢k−٢ در

داریم j = ٢k − ١,٢k, . . . , n برای (i)

φ(Xj) = −φ(Yj).

علامت�دار مجموعه یک (ii)

Z ∈ {+,−,٠}n٢k−٢

که

|Z+| = |Z−| = k − ١

که طوری به دارد وجود

Z ≤ Y٢k−١ , Z ≤ X٢k−١.
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فان ترکیبیاتی لم ٢.۴

K از راس هر به که کنید فرض می�گیریم. نظر در Sn کره از ثقلی مرکز تقسیم زیر را K [٢] .١.٢.۴ لم
که طوری به شده داده نسبت {±٢±,١, . . . ,±m} مجموعه از برچسبی

است. صفر برابر متقارن راس�های در برچسب�ها مجموع (i)

نیست. صفر مجاور راس�های در برچسب�ها مجموع (ii)

است. زیر فرم از آنها برچسب�های که طوری به دارند وجود n-سادک فردی تعداد پس
١ ≤ k١ ≤ k٢ ≤ . . . ≤ kn+١ ≤ m , {k١,−k٢, . . . , (−١)nkn+١}

.n+ ١ ≤ m که

کرد. بیان را زیر لم و برد بکار را ∂(sd([−١+,١ ]n)) می�توان لم دراین

فان لم ٣.۴

باشیم: داشته و باشد مثبت عددی n فرض [٢] .١.٣.۴ لم
λ : {+,−,٠}n \ {٠}n −→ {±١, . . . ,±n}

که طوری به

است. متقارن تابعی λ (i)

λ(X) ̸= −λ(Y ) آنگاه X ≤ Y اگر X, Y هر برای (ii)

فرم از آنها برچسب�های که طوری به دارند وجود (n-1)-سادک فردی تعداد سپس
{٢−,١, . . . , (−١)n−١n}

فرم از آنها برچسب�های که طوری به دارند وجود (n-1)-سادک فردی تعداد و
{−١,٢, . . . , (−١)nn}

می�باشند.

کنید فرض .۴ ≤ ٢k ≤ n که طوری به باشند مثبتی اعداد n, k فرض [٢] .٢.٣.۴ قضیه

φ :
n∑

٢k−٢
−→ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}

که شرایط این با

است. متقارن تابعی φ (i)



٣٣ فان لم .٣.۴

(ii)

∀ X, Y , X ≤ Y −→ φ(X) ̸= −φ(Y )

∀ X, Y , X ≤ Y −→ |φ(X)| ≤ |φ(Y )|.

دارد. وجود
∑n

٢k−٢ در مطابق φ-مجاز رشته جفت یک آنگاه

می�دهیم: قرار ابتدا برهان.
Γ = {X ∈ {+,−,٠}n≥٢k−٢ : |X+| = |X−| = k − ١}

می�کنیم: تعریف و
f : {+,−,٠}n \ {٠}n −→ {±٢±,١, . . . ,±n}.

X /∈
∑n

٢k−٢ . اول حالت
یا max(X+) دهنده نشان علامت�ها که .f(X) = ±(n − ٢k + ٢ + |X|) می�دهیم قرار

داریم: بنابراین هستند. max(X−)

f(X) ∈ {±(n− ٢k + ٣),±(n− ٢k + ۴), . . . ,±n}

بنابراین .f(X) = φ(X) می�کنیم تعریف X ∈
∑n

٢k−٢ هر ازای به دوم حالت
f(X) ∈ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}.

متقارن f تابع لذا است متقارن φ(X) آنگاه X ∈
∑n

٢k−٢ اگر زیرا است متقارن تابعی f (١)
. f(X) = −f(X) پس |X| = | −X| چون X /∈

∑n
٢k−٢ اگر است.

(٢)
∀X, Y ; X ≤ Y −→ f(X) ̸= −f(Y ).

داریم: دوم حالت بنابر

∀X,Y ∈
n∑

٢k−٢
; X ≤ Y −→ |f(X)| = |φ(X)| ≤ |φ(Y )| = |f(Y )|. (١.۴)

برچسب�های که طوری به است {+,−,٠}n\{٠}n در علامت�دار مجموعه�های از مجموعه�ای Γ که می�دانیم
که ∂(sd([−١,١]n)) در (n-1)-سادک هر برای دارند. قرار {−n,+n} در f توسط شده طراحی

فرم از f تابع توسط شده طراحی برچسب�های
{+٢−,١, . . . , (−١)n−١n}

یا
{−٢+,١, . . . , (−١)nn}
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Γ مجموعه در علامت�دار مجموعه یک شامل باید دقیق طور به راس�ها مجموعه می�کنیم ثابت هستند،
اعضای از زنجیر یک (n-1)-سادک هر نیست. یکی از بیشتر و هستند یکی حداقل می�کنیم ثابت باشند.

که طوری به می�باشد n طول با X ∈ {+,−,٠}n \ {٠}n

X١ ⊊ X٢ ⊊ . . . ⊊ Xn.

همچنین

{f(X١), . . . , f(Xn)} ∈ {+٢−,١, . . . , (−١)n−١n}.

Xi ⊊ Xj داریم i < j هر ازای به همواره
،Xi = Xj اگر پس .f(Xi) ̸= f(Xj) بنابراین است nتا دقیق طور به برچسب�ها تعداد می�دانیم

نتیجه در است. f بودن تابع با متناقض

١ ≤ |X١| < |X٢| < . . . < |Xn| ≤ n , |Xi| ̸= |Xj|.

.|Xi| = i داریم i هر ازای به لذا
که طوری به بوده ٢k − ٢ برابر آن اندازه باید باشد Γ در Xiها از یکی حداقل باشد قرار اگر پس

X٢k−٢ = (X+
٢k−٢, X

−
٢k−٢).

دارد. وجود Γ در یکی دقیق طور به کنیم ثابت باید حال

if Xi ∈
n∑

٢k−٢
−→ ∀i ≤ j Xi ⊆ Xj.

داریم: X ∈
∑n

٢k−٢ هر ازای به

f(X) = φ(X) ∈ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}.

|{f(Xi), f(Xi+١), . . . , f(Xn)}| ≤ n− ٢k + ٢,

n− i+ ١ ≤ n− ٢k + ٢ −→ ٢k − ١ ≤ i.

بنابراین

X١, . . . , X٢k−٢ /∈
n∑

٢k−٢

چون

|X١| < |X٢| < . . . < |X٢k−٢| , f(X) = ±(n− ٢k + ٢+ |X|)

لذا

|f(X١)| < . . . < |f(X٢k−٢)|

و

|f(Xi)| = n− ٢k + ٢+ i ; ١ ≤ i ≤ ٢k − ٢.
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اگر حال

f(X١) = +(n− ٢k + ٢+ ١) |X١=|١−−−−→ X+
١ = {a} , X−

١ = ∅

f(X٢) = −(n− ٢k + ٢+ ٢) |X٢=|٢−−−−→ X+
٢ = {a} , X−

٢ = {b}
...

f(X٢k−٢) = −(n− ٢k + ٢+ ٢k − ٢) = −n −→ |X+
٢k−٢| = |X−

٢k−٢| = k − ١.

.X٢k−٢ ∈ Γ بنابراین
داریم ١.٣.۴ لم از استفاده ∑با

X∈Γ

α(X, f, n) = ١ (mod ٢).

که طوری به دارد وجود Z ∈ Γ علامت�دار مجموعه�ی نتیجه در

f(Z) = (−١)n−١n

و

α(Z, f, n) = ١ (mod ٢)

می�کنیم: تعریف دیگری برچسب�گذاری تابع است، ثابت مجموعه�ای Z چون

g : {+,−,٠}n \ {٠}n −→ {±٢±,١, . . . ,±n}

g(X) =

−f(X) if X ∈ {Z,−Z},

f(X) صورت این غیر در

و است متقارن تابعی g تابع که است واضح

X ≤ Y −→ g(X) ̸= g(Y )

داریم: ١.۴ رابطه به توجه با

∀X, Y ∈
n∑

٢k−٢
, X ≤ Y −→ |g(X)| ≤ |g(Y )|. (٢.۴)

داریم: ١.٣.۴ لم به توجه ∑با
X∈Γ

α(X, g, n) = ١ (mod ٢).
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بنابراین

α(Z, f, n) + α(−Z, f, n) +
∑

X∈Γ\{Z,−Z}

α(X, f, n) =

α(Z, g, n) + α(−Z, g, n) +
∑

X∈Γ\{Z,−Z}

α(X, g, n) = ١

که است ∑واضح
X∈Γ\{Z,−Z}

α(X, f, n) =
∑

X∈Γ\{Z,−Z}

α(X, g, n)

لذا است متقارن تابعی f تابع چون

g(Z) = −f(Z) = f(Z)

همچنین

α(−Z, f, n) = α(Z, g, n) = ٠

اگر چون

α(−Z, f, n) = α(Z, g, n) ̸= ٠

لذا Z ∈ Γ چون دارد. وجود g تابع برچسب با (n-1)-سادک یک X١ ⊆ X٢ ⊆ . . . ⊆ Xn آنگاه
درنتیجه می�باشد |f | = |g| ،g تابع تعریف طبق طرفی از و f(Z) = −n یا f(Z) = n

|g(X١)| < |g(X٢)| < . . . < |g(X٢k−٢)|

داریم:

|g(X١)| = n− ٢k + ٢+ ١, . . . , |g(X٢k−٢)| = n

یعنی است (−١)n−١n با برابر X٢k−٢ برچسب پس

g(X٢k−٢) = (−١)n−١n

.Z = X٢k−٢ بنابراین X٢k−٢ ∈ Γ فقط کردیم ثابت و Z ∈ Γ چون و

f(−Z) = −f(Z) = g(Z) = (−١)n−١n =⇒ (−١)nn = (−١)n−١n

داریم α(Z, f, n) = α(−Z, g, n) = ٠ از لذا است. تناقض که

α(Z, f, n) = α(−Z, g, n) = ١ (mod ٢)

توسط شده طراحی برچسب�های و است آن از راسی Z که دارد وجود (n-1)-سادکی یک دیگر عبارت به
فرم از f تابع

{+٢−,١, . . . , (−١)n−١n}
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فرم از g تابع توسط شده طراحی برچسب�های که دارد وجود −Z راس با دیگری (n-1)-سادک و است

{+٢−,١, . . . , (−١)n−١n}

برچسب�های و است آن از راسی Z که دارد وجود (n-1)-سادک یک لذا است متقارن g تابع چون هستند.
فرم از g تابع توسط شده طراحی

{−٢+,١, . . . , (−١)nn}

علامت�دار مجموعه�های ،g و f توابع تعریف�های و ٢.۴ و ١.۴ به توجه با است.
X٢k−١, . . . , Xn , Y٢k−١, . . . , Yn

که طوری به دارند وجود
∑n

٢k−٢ در

(i)

Z ≤ X٢k−١ ≤ X٢k ≤ . . . ≤ Xn

Z ≤ Y٢k−١ ≤ . . . ≤ Yn.

(ii)

|Xj| = |Yj| = j for j = ٢k − ١,٢k, . . . , n.

(iii)

f(Xj) = (−١)j−١(j − ٢k + ٢),

g(Yj) = f(Yj) = (−١)j(j − ٢k + ٢).

بنابراین
X٢k−١, . . . , Xn , Y٢k−١, . . . , Yn

هستند. مطابق φ-مجاز رشته جفت یک

کنسر گراف متناوب رنگ�آمیزی قضیه ۴.۴

تابع و ٢ ≤ ٢k ≤ n که باشند مثبتی اعداد n, k فرض [٢] .١.۴.۴ قضیه

C :

(
[n]

k

)
−→ [n− ٢k + ٢]

-k-1 زیرمجموعه�های آنگاه باشد رنگ n − ٢k + ٢ با KG(n, k) کنسر گراف از مجازی رنگ�آمیزی
طوری به دارند وجود i١, i٢, . . . , in−٢k+٢ ∈ [n] \ (S ∪ T ) اعداد و [n] مجموعه از T و S عضوی

که
C(S ∪ {ij}) = C(T ∪ {ij}).
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تابع می�گیریم. نظر در را k ≥ ٢ است. برقرار k = ١ برای قضیه وضوح به برهان.

g :
n∑

٢k−٢
−→ {+,−,٠}n−٢k+٢ \ {o}n−٢k+٢

و g(X) = (g(X)+, g(X)−) که طوری به می�کنیم تعریف را

g(X)+ = {C(A) : A ⊆ X+ , A ∈
(
[n]

k

)
}

g(X)− = {C(A) : A ⊆ X− , A ∈
(
[n]

k

)
}.

داریم: X,Y ∈
∑n

٢k−٢ همه برای و است متقارن تابعی g

X ≤ Y −→ g(X) ≤ g(Y ). (٣.۴)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را h تابع

h : {+,−,٠}n−٢k+٢ \ {o}n−٢k+٢ −→ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}

.t ∈ {١,٢, . . . , n− ٢k + ٢} برای max(X) = t که طوری به

می�دهیم قرار باشد، t-متناوب مجموعه�ای X اول: حالت
h(X) = ±t.

لذا است. t مقدار برابر max(X−) یا max(X+) که می�کنند مشخص علامت�ها که طوری به
h(X) ∈ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}.

می�دهیم قرار نباشد. t-متناوب مجموعه�ای X دوم: حالت
h(X) = ±(t− ١).

بنابراین
h(X) ∈ {±٢±,١, . . . ,±(n− ٢k + ٢)}.

داریم Xها همه برای و است متقارن تابعی h

max(X)− ١ ≤ |h(X)| ≤ max(X). (۴.۴)

همه برای که می�کنیم ادعا
X, Y ∈ {+,−,٠}n−٢k+٢ \ {o}n−٢k+٢

داریم

X ≤ Y =⇒ h(X) ̸= −h(Y ). (۵.۴)



٣٩ کنسر گراف متناوب رنگ�آمیزی قضیه .۴.۴

ادعا: اثبات
دارد وجود که می�کنیم فرض خلف) (فرض

X,Y ∈ {+,−,٠}n−٢k+٢ \ {o}n−٢k+٢

که می�شود نتیجه X ≤ Y از و |h(X)| = |h(Y )| داریم .h(X) = −h(Y ) که طوری به X ≤ Y و
max(X) ≤ max(Y )

لذا دارند، متفاوتی علامت�های h(Y ) و h(X) توابع طرفی از و
max(X) ̸= max(Y ) =⇒ max(X) ≤ max(Y )− ١

داریم: ۴.۴ رابطه با توجه با
max(Y )− ١ ≤ |h(Y )| = |h(X)| ≤ max(X) ≤ max(Y )− ١

لذا
max(X) = |h(X)| = |h(Y )| = max(Y )− ١

دارند متفاوتی علامت�های h(Y ) و h(X) توابع چون می�گیرد. قرار اول حالت در X مجموعه بنابراین
ادعا حال است. تناقض که h(X) ̸= −h(Y ) درنتیجه می�گیرد قرار اول حالت در نیز Y مجموعه لذا

تمام برای که می�کنیم
X,Y ∈ {+,−,٠}n−٢k+٢ \ {o}n−٢k+٢

می�دهد: نتیجه X ≤ Y که

|h(X)| ≤ |h(Y )|. (۶.۴)

ادعا: اثبات
دارد وجود که می�کنیم فرض خلف) (فرض

X,Y ∈ {+,−,٠}n−٢k+٢ \ {o}n−٢k+٢

.|h(Y )| < |h(X)| که طوری به X ≤ Y و
داریم ۴.۴ رابطه به توجه با .max(X) ≤ max(Y ) وضوح به

max(Y )−١ ≤ |h(Y )| < |h(X)| ≤ max(X) =⇒ |h(Y )| < |h(X)| = max(X) = max(Y )

درنتیجه می�باشد X = Y لذا X ≤ Y چون و می�گیرد قرار اول حالت در X مجموعه بنابراین
و ٣.۴ رابطه�های از است. متقارن تابعی h ◦ g تابع که است واضح است. تناقض که h(X) = h(Y )

داریم: X ≤ Y که X, Y ∈
∑n

٢k−٢ هر ازای به که می�گیریم نتیجه ،۶.۴ و ۵.۴
(h ◦ g)(X) ̸= −(h ◦ g)(Y )

و
|(h ◦ g)(X)| ≤ |(h ◦ g)(Y )|
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دارد وجود زیر دنباله�ای (hog)ـمجاز تطابق جفت یک ،٢.٣.۴ قضیه به توجه با

A٢k−١, A٢k, . . . , An ∈
n∑

٢k−٢
,

B٢k−١, B٢k, . . . , Bn ∈
n∑

٢k−٢
.

داریم j = ٢k − ١, . . . , n برای دیگر عبارت به و

|Aj| = j = |Bj|. (٧.۴)

می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون
h(g(Aj)) = (−١)j−١(j − ٢k + ٢).

داریم j = ٢k − ١, . . . , n برای

h(g(Bj)) = (−١)j(j − ٢k + ٢). (٨.۴)

(٢+٢k−n)-متناوب مجموعه�ای g(Bn) و g(An) مجموعه�های h تابع تعریف و ٨.۴ رابطه به توجه با
که می�دانیم و هستند مختلف علامت�های با توابعی h(g(An−١)) و h(g(An)) توابع هستند.

max(g(An−١)) ≤ max(g(An)) = n− ٢k + ٢.

نتیجه در
max(g(An−١)) ≤ n− ٢k + ٢.

طور به است. n)-متناوب − ٢k + ١) تابعی g(An−١) لذا |(h ◦ g)(An−١)| = n − ٢k + ١ چون
می�شود ثابت روش این ادامه با است. (١+٢k−n)-متناوب مجموعه�ای نیز g(Bn−١) مجموعه مشابه

هستند. i-متناوب زیر مجموعه�های i = ١,٢, . . . , n− ٢k + ٢ هر ازای به که

g(B٢k−٢+i) , g(A٢k−٢+i). (٩.۴)

داریم: i = ١,٢, . . . , n− ٢k + ٢ هر ازای به بنابراین

g(A٢k−٢+i)
+ ∪ g(A٢k−٢+i)

− =

g(B٢k−٢+i)
+ ∪ g(B٢k−٢+I)

− = [i].
(١٠.۴)

هستند، دنباله�ها (h◦g)-مجاز تطابق جفت یک j = ٢k−١, . . . , n برای Bj و �Aj مجموعه�های چون
و C ≤ A٢k−١ که طوری به دارد وجود |C+| = |C−| = k − ١ شرط با C علامت�دار مجموعه

داریم ٨.۴ رابطه به توجه با .C ≤ B٢k−١

h(g(A٢k−١)) = +١ , h(g(B٢k−١)) = −١.
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لذا

g(A٢k−١) = (+,٠, . . . ,٠),

g(B٢k−١) = (−,٠, . . . ,٠).

که داریم g تابع تعریف طبق لذا

|A+
٢k−١| = k = |B−

٢k−١|

|A−
٢k−١| = k − ١ = |B+

٢k−١|.
(١١.۴)

داریم را زیر نتیجه j = ٢k−١,٢k, . . . , nبرای g تابع تعریف و ١١.۴ و ٩.۴ و ٧.۴ رابطه�های به توجه با

|A−
j | = ⌊ j٢⌋ = |B+

j |,

|A+
j | = ⌊j + ١

٢ ⌋ = |B−
j |.

(١٢.۴)

داریم: ١٢.۴ رابطه به توجه با

C− = A−
٢k−١,

C+ = B+
٢k−١,

|A+
٢k−١| = |B−

٢k−١| = k.

می�گیریم نتیجه g تابع و ٩.۴ رابطه به توجه با
C(A+

٢k−١) = C(B−
٢k−١) = ١.

گراف برای C رنگ�آمیزی بودن مجاز با تناقض صورت این غیر در .A+
٢k−١ ∩ B−

٢k−١ ̸= ∅ یعنی این
می�دهیم قرار دارد. KG(n, k) کنسر

S = C+ ⊆ A+
٢k−١,

T = C− ⊆ B−
٢k−١.

که دارد وجود چنان i١ ∈ [n] \ (S ∪ T ) عدد هستند.بنابراین هم از جدا T و S مجموعه�های وضوح به

C(S ∪ {i١}) = C(T ∪ {i١}) = ١.

نتیجه در

(A+
٢k−١, A

−
٢k−١) = (S ∪ {i١}, T ),

(B+
٢k−١, B

−
٢k−١) = (S, T ∪ {i١}).

(١٣.۴)

می�کنیم. ثابت استقرا از استفاده با را قضیه
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داریم ١٢.۴ رابطه از اول: مرحله

A+
٢k = A+

٢k−١,

B−
٢k = B−

٢k−١.

و
|A−

٢k| = |B+
٢k| = k.

که طوری به دارند وجود q و p اعداد ١٣.۴ رابطه به توجه با

p, q ∈ [n] \ (S ∪ T ∪ {i١}).

و

A−
٢k = A−

٢k−١ ∪ {p} = T ∪ {p},

B+
٢k = B+

٢k−١ ∪ {q} = S ∪ {q}.

داریم g تابع تعریف و ١٠.۴ رابطه به توجه با

C(T ∪ {p}) ∈ g(A٢k)
− ⊆ {١,٢}

C(S ∪ {q}) ∈ g(B٢k)
+ ⊆ {١,٢}.

که می�شود نتیجه C(S ∪ {i١}) = C(T ∪ {i١}) = ١ رابطه از
C(T ∪ {p}) = C(S ∪ {q}) = ٢.

دارد. KG(n, k) کنسر گراف برای C رنگ�آمیزی بودن مجاز با تناقض صورت این در
T ∪ {p} و S ∪ {q} راس�های ولی هستند هم از جدا مجموعه�هایی T و S مجموعه�های چون
قرار p = q = i٢ شد. خواهد p = q لذا است مجاز رنگ�آمیزی یک C و گرفته�اند یکسانی رنگ

که دارد وجود چنان i١, i٢ ∈ [n] \ (S ∪ T ) مختلف اعداد یعنی این و می�دهیم

C(S ∪ {i١}) = C(T ∪ {i١}) = ١,

C(S ∪ {i٢}) = C(T ∪ {i٢}) = ٢.

لذا و

(A+
٢k, A

−
٢k) = (S ∪ {i١}, T ∪ {i٢}),

(B+
٢k, B

−
٢k) = (S ∪ {i٢}, T ∪ {i١}).
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مختلف عدد ،t فرض می�گیریم. نظر در ٢ ≤ t ≤ n − ٢k + ١ شرط با عددی را t دوم: مرحله
که دارد وجو چنان i١, i٢, . . . , it ∈ [n] \ (S ∪ T )

j = ١,٢, . . . , t برای (a)

C(S ∪ {ij}) = C(T ∪ {ij}) = j.

(b)

(A+
٢k−٢+t, A

−
٢k−٢+t) = (S ∪ {i١, i٣, . . . , i٢⌈ t−١

٢
⌉}, T ∪ {i٢, i۴, . . . , i٢⌊ t−١

٢ ⌋+١}).

(c)

(B+
٢k−٢+t, B

−
٢k−٢+t) = (S ∪ {i٢, i۴, . . . , i٢⌊ t−١

٢ ⌋}, T ∪ {i١, i٣, . . . , i٢⌈ t−١
٢ +١⌉}).

آنگاه باشد فرد عددی t اگر

t = ٢⌊(t+ ١)− ١
٢ ⌋+ ١ = ٢⌊t− ١

٢ ⌋+ ١,

t+ ١ = ٢⌈(t+ ١)− ١
٢ ⌉ = ٢⌈t− ١

٢ ⌉+ ٢.

داریم ١٢.۴ رابطه به توجه با

A+
٢k−١+t = A+

٢k−٢+t,

|A−
٢k−١+t| = |A−

٢k−٢+t|+ ١.

و

B−
٢k−١+t = B−

٢k−٢+t,

|B+
٢k−١+t| = |B+

٢k−٢+t|+ ١.

که طوری به دارند وجود p, q ∈ [n] \ (S ∪ T ∪ {i١, i٢, . . . , it}) اعداد c و b روابط از

A−
٢k−١+t = A−

٢k−٢+t ∪ {p} = T ∪ {i٢, i۴, . . . , it−١, p},

B+
٢k−١+t = B+

٢k−٢+t ∪ {q} = S ∪ {i٢, i۴, . . . , it−١, q}.



۴۴ کنسر گراف از کمانی رنگین زیرگراف�های .۴

داریم g تابع تعریف و ١٠.۴ رابطه به توجه با

C(T ∪ {p}) ∈ g(A٢k−١+t)
− ⊆ {١,٢, . . . , t+ ١},

C(S ∪ {q}) ∈ g(B٢k−١+t)
+ ⊆ {١,٢, . . . , t+ ١}.

داریم (a) رابطه از

C(T ∪ {p} = C(S ∪ {q}) = t+ ١.

می�کنیم: فرض دارد. KG(n, k) کنسر گراف برای C رنگ�آمیزی بودن مجاز با تناقض �صورت این در
که دارد وجود چنان it+١ عدد دیگر عبارت به . it+١ = p = q

it+١ ∈ [n] \ (S ∪ T ∪ {i١, . . . , it})

و

C(S ∪ {it+١}) = C(T ∪ {it+١}) = t+ ١.

می�گیریم نتیجه لذا

A−
٢k−١+t = T ∪ {i٢, i۴, . . . , it+١},

B+
٢k−١+t = S ∪ {i٢, i۴, . . . , it+١}.

داریم که طوری به

t = ٢⌈(t+ ١)− ١
٢ + ١⌉,

t+ ١ = ٢⌊(t+ ١)− ١
٢ ⌋.

پس باشد زوج عددی t اگر حال

t = ٢⌊(t+ ١)− ١
٢ ⌋ = ٢⌊(t− ١)

٢ ⌋,

t+ ١ = ٢⌈(t+ ١)− ١
٢ + ١⌉ = (٢⌈(t− ١)

٢ ⌉+ ١) + ٢.



۴۵ کنسر گراف متناوب رنگ�آمیزی قضیه .۴.۴

داریم ١٢.۴ رابطه به توجه با

|A+
٢k−١+t| = |A+

٢k−٢+t|+ ١,

A−
٢k−١+t = A−

٢k−٢+t,

B+
٢k−١+t = B+

٢k−٢+t,

|B−
٢k−١+t| = |B−

٢k−٢+t|+ ١.

اعداد (c) و (b) روابط به توجه با
p, q ∈ [n] \ (S ∪ T ∪ {i١, i٢, . . . , it})

که طوری به دارند وجود

A+
٢k−١+t = A+

٢k−٢+t ∪ {p} = S ∪ {i١, i٣, . . . , it−١, p},

B−
٢k−١+t = B−

٢k−٢+t ∪ {q} = T ∪ {i١, i٣, . . . , it−١, q}.

داریم g تابع تعریف و ١٠.۴ رابطه به توجه با

C(S ∪ {p}) ∈ g(A٢k−١+t)
+ ⊆ {١,٢, . . . , t+ ١},

C(T ∪ {q}) ∈ g(B٢k−١+t)
− ⊆ {١,٢, . . . , t+ ١}.

داریم (a) رابطه از
C(S ∪ {p}) = C(T ∪ {q}) = t+ ١.

p = q لذا است. KG(n, k) کنسر گراف برای C رنگ�آمیزی بودن مجاز با متناقض �صورت این در
. it+١ = p = q می�دهیم: شد.قرار خواهد

که دارد وجود چنان it+١ صحیح عدد دیگر عبارت به
it+١ ∈ [n] \ (S ∪ T ∪ {i١, . . . , it})

و
C(S ∪ {it+١}) = C(T ∪ {it+١}) = t+ ١.

داریم لذا

A+
٢k−١+t = S ∪ {i١, i٣, . . . , it+١},

B−
٢k−١+t = T ∪ {i١, i٣, . . . , it+١}.



۴۶ کنسر گراف از کمانی رنگین زیرگراف�های .۴

که طوری به

t = ٢⌈(t+ ١)− ١
٢ ⌉,

t+ ١ = ٢⌈(t+ ١)− ١
٢ ⌉+ ١.

اعداد بنابراین
i١, i٢, . . . , it+١ ∈ [n] \ (S ∪ T )

داریم j = ١,٢, . . . , t+ ١ برای که دارند وجود چنان

C(S ∪ {ij}) = C(T ∪ {ij}) = j,

(A+
٢k−٢+(t+١), A

−
٢k−٢+(t+١)) = (A+

٢k−١+t, A
−
٢k−١+t)) =

(S ∪ {i١, i٣, . . . , i
٢⌈
(t+ ١)− ١

٢ ⌉+١
}, T ∪ {i٢, i۴, . . . , i

٢⌈
(t+ ١)− ١

٢ ⌉
})

و
(B+

٢k−٢+(t+١), B٢k−٩+٢t+١)) = ٩B+
٢k−١+t, B

−
٢k−١+t) =

(S ∪ {i٢, i۴, . . . , i
٢⌈
(t+ ١)− ١

٢ ⌉
}, T ∪ {i١, i٣, . . . , i

٢⌈
(t+ ١)− ١

٢ ⌉+١
}).

صحیح عدد n− ٢k + ٢ استقرا به
i١, i٢, . . . , in−٢k+٢ ∈ [n] \ (S ∪ T )

داریم j = ١,٢, . . . , n− ٢k + ٢ برای که طوری به دارد وجود

C(S ∪ {ij}) = C(T ∪ {ij}) = j.
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sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله

simple graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده گراف

subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�گراف.

system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر

T

triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث�بندی

V

vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس

vertice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس�ها



نمایه

٨ k-سادک،

١٧ ابرصفحه،

٩ گذاری، برچسب

٢۶ تابع،

٧ توپولوژی،

١٨ استوا، خط

١۵ خم،

٢ دور،

٢٢ راس،

٩ رنگ�آمیزی،

١١ مجاز، رنگ�آمیزی

٢۴ زیرتقسیم،

٣ فراگیر، زیرگراف

٢٩ طراحی،

٢ مسیر، طول

١۵ استقلال، عدد

٢١ دوری، رنگی عدد

١۶ ،١۵ کسری، رنگی عدد

٣٢ علامت،

٧ متقارن،

٣٣ ،٢٢ متناوب،

٨ مثلث�بندی،

٢۴ علامت�دار، مجموعه

٩ مخروط،

٢ مدار،

١١ خطی، سازی مرتب

١۵ مستقل،

٢ مسیر،

٢ مولفه،

٩ مکمل،

١٨ باز، نیمکره

٢ گذر،

١ گراف،

٨ کنسر، گراف

٢ گشت،

۵٣



Abstract

A Kneser gragh KG(n,k) is a gragh whose vertex set is the set of all k-subsets of
{1, 2, ..., n} and two vertices are adjecent if their corresponding sets are disjoint. Kneser
1955 conjectured the chromatic number of KG(n, k) is n− 2k + 2 provided that n ≥ 2k.
This conjecture received an affirmative answer by a break through of Lovasz. He used
algebraic topology in his proof which is known as the begining of the field of
combinatorial topology. Lovasz’s result has been generalized in several ways with
different proofs. In this thesis, we discuss some of these generalization.

Keywords:

Kneser graph; chromatic number; proper coloring; circular chromatic number;
traingulation; simplicial complex
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